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OZET

Uc Boyutlu Simetrik Jeodezik Koordinat Déniisiimiinde
Stokastik Model Tasarim

Siireyya Ozgiir UYGUR

Harita Miihendisligi Anabilim Dal1
Doktora Tezi

Danigman: Prof. Dr. Ciineyt AYDIN

Koordinat doniisiimii probleminde iki sistem arasindaki matematiksel iligki, doniisiim
parametreleri ile tanimlanir. Bu parametrelerin belirlenmesi i¢in izlenen klasik yaklagim
(agirlikl) en kiiciik kareler (EKK) dengelemesidir. Eger baslangic ve hedef sistem koor-
dinatlarinin her ikisi de rasgele hatalar ile yiiklii ise, baglangic sistemi hatalarinin géz ardi
edilmesi, baz1 6zel durumlar disinda, yaniltici sonuglar elde edilmesine neden olur. Bu
sebeple doniisiim probleminin ¢6zlimii, tiim koordinat hatalarinin dikkate alindig1 simetrik
koordinat doniisiimii altinda ele alinmalidir. Simetrik koordinat doniistimiiniin ¢oziimii
toplam EKK yontemi olarak adlandirilir. Bu yontem, dogrusal olmayan bir denklem
sisteminin iteratif ¢coziimiinii gerektirmektedir. Dolayisiyla, doniisiim parametrelerinin iyi
belirlenmis yaklasik degerlerine gereksinim duyulur. DoOniisiim parametrelerinin biiyiik
olmasi durumunda, doniikliik matrisinin Euler agilar1 ile parametrizasyonu, baslangi¢
degeri belirleme problemi basta olmak iizere niimerik acidan cesitli zorluklara sebep ola-
bilir. Bu nedenle, doniikliiklerin farkli bir sekilde ifade edildigi daha genel bir ¢oziime
ihtiyac¢ duyulur.

Bu calisma kapsaminda, iic boyutlu asimetrik ve simetrik koordinat doniistimii prob-
lemlerinin kuaterniyon tabanli EKK yontemi ile ¢6ziimii ele alinmistir. Doniikliiklerin
kuaterniyonlar ile gosteriminin klasik Euler acilarina gore avantajlar1 ortaya konmus ve
algoritmanin performansi olduk¢a genis bir 6rneklemde test edilmistir. Baslangic sis-
temi koordinat hatalarinin ihmal edilmesinin parametre kestirimine etkileri irdelenmistir.
Ayrica, her iki sistem koordinatlarinin da farkli kaynaklardan gelmesi durumunda prob-
lem, varyans bilesenleri bilinmeyen simetrik koordinat doniislimii altinda ele alinmis ve

varyans bilesen kestirimi (VBK) algoritmasinin basaris1 irdelenmistir.
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Elde edilen sonuglara gore, her iki sistem koordinatlari da hatali iken baglangic sistemi
koordinat hatalarin1 ihmal etmek ¢6ziimlerin biasli olmasina sebep olmaktadir. Bu bias,
baglangi¢ sistemi koordinatlarinin dogrulugu hedef sistem koordinatlarina gore arttikca
azalmaktadir. Baslangic sistemi koordinatlari hedef sistem koordinatlarindan en az 10
kat daha dogru ise, asimetrik ve simetrik koordinat doniisiim algoritmalar1 ile 6zdes
parametre kestirimleri elde edilir. Benzer bicimde, baslangi¢ sistemi koordinatlarinin
dogrulugu hedef sistem koordinatlarina gore arttikca VBK’nin bagar1 oran1 azalmaktadir.
Bu durumda (aslinda her durumda), nokta sayisinin artmas1 VBK algoritmasinin basari

oranini arttirmaktadir.

Anahtar Kelimeler: Ug boyutlu koordinat doniisiimii, simetrik koordinat doniisiimii,
benzerlik doniisiimii, afin doniisiimii, Gauss-Helmert modeli, varyans bilesen kestirimi,

kuaterniyon
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ABSTRACT

Stochastic Model Design In Three Dimensional
Symmetric Geodetic Coordinate Transformation

Siireyya Ozgiir UYGUR

Department of Geomatic Engineering

Doctor of Philosophy Thesis

Supervisor: Prof. Dr. Ciineyt AYDIN

In coordinate transformation problem, the mathematical relation between two systems
is defined by transformation parameters. The classical approach in order to determine
these parameters is the (weighted) least-squares solution. If the start and target system
coordinates are both burdened with random errors, then ignoring the start system errors
lead to misleading results. Therefore, the solution of the transformation problem should
be treated as symmetric coordinate transformation which considers all the coordinate
errors. The solution of the symmetric coordinate transformation is called the method of
total least-squares. This method requires an iterative solution of a nonlinear system of
equations. Therefore, good initial approximate values of the transformation parameters are
needed. However, in case of large transformation parameters, the Euler parameterization
of the rotation matrix may cause various numerical difficulties, particularly for initial value
determination problem. Thus, a more general solution is needed where the rotations are

distinctly represented.

In this study, a quaternion based LS solution of the asymmetric and symmetric trans-
formation problems has been discussed. Advantages of the representation of rotations
with quaternions over classical Euler angles have been revealed and the performance of
the algorithm has been tested on a very large sample size. The effect of ignoring the
start system coordinate errors on the parameter estimation has been examined. More-
over, if the coordinates of both systems come from different sources, then the problem is
treated as symmetric coordinate transformation with unknown variance components and
the performance of the variance component estimation (VCE) algorithm has also been

examined.
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Findings show that if both system coordinates are erroneous, then neglecting the start
system coordinate errors causes biased solutions. The bias decreases as the accuracy of
the start system coordinates increases w.r.t the target system coordinates. If the start system
coordinates are at least ten times more accurate than the target system coordinates, then
both symmetric and asymmetric coordinate transformation methods result in equivalent
parameter estimations. Similarly, if the accuracy of the start system coordinates increases
w.r.t the target system coordinates, the success rate of the VCE algorithm decreases. In this
case (actually in all the cases), increasing the number of the points increases the success
rate of the VCE algorithm.

Keywords: Three dimensional coordinate transformation, symmetric coordinate transfor-
mation, similarity transformation, affine transformation, Gauss-Helmert model, variance

component estimation, quaternion
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1.1 Literatiir Ozeti

Koordinat doniisiimii, koordinatlari her iki sistemde de bilinen eslenik noktalar yardimiyla
hesaplanan parametreler kullanilarak, bir referans cercevesindeki koordinatlarin diger
bir referans cercevesine doniistiiriilmesi islemidir. Koordinat doniisiimii islemi ¢oklu-
sistem konum bilgisinin bir biitiin olarak analizine olanak saglamasi nedeniyle, afin ve
benzerlik doniisiimii gibi 3 boyutlu (3B) kartezyen koordinat doniisiimii modelleri cok
sayida bilimsel alanda ve miihendislik ¢alismasinda kullanilmaktadir [1]]. Bunlarla sinirl
olmamakla beraber, 3B koordinat doniisiimii modellerinin siklikla kullanildigi uygulama

alanlarina iligkin c¢esitli ornekler asagida verilmektedir:

* Jeodezik calismalar:

— Koordinatlarin bir referans cercevesinden bagka bir referans cercevesine

doniistiiriilmesi [2} 3]

— Ulusal GNSS (Global Navigation Satellite System) aglari ile klasik yersel aglar

arasinda koordinat dontisiimii uygulamalar: [4, 5]

— Deformasyon analizi caligmalar [6]
* Fotogrametrik ¢alismalar:

— Hava fotograflarinin i¢ ve dis yoneltme elemanlarinin belirlenmesi [7]
» Cografi bilgi sistemi (CBS) ¢aligmalart:

— Yersel lazer tarayicilarin kalibrasyonu, ¢oklu nokta bulutu verisinin birlestiril-
mesi ve jeodezik referans cergevesinde tanimlanmasi [3, 9]
— LiDAR, GNSS/IMU ve kamera sistemleri gibi cesitli sensorleri iceren mobil

haritalama sistemlerinin kalibrasyonu [|10, |1 1]]

» Uzaktan algilama ve goriintii isleme caligmalari



— Yiiksek ¢oziiniirliiklii uydu goriintiilerinin (sensor) yoneltme elemanlarinin

belirlenmesi [[12]]
* Bilgisayar goriintiileme ve robotik navigasyon caligsmalari [13] |14]
* Tibbi goriintiileme ve radyocerrahi ¢alismalar [[15H18]]

* Hava ve deniz navigasyonunda, uydu konum belirleme calismalarinda kullanilan

manyetometrelerin kalibrasyonu [|19]]

* Uydu yonelimlerinin belirlenmesi [[20]

Koordinat doniisiimleri, uygun modeller ve parametreler aracilifiyla gerceklestirilir.
Uygulanan doniisiim modeline bagli olarak doniisiimlerin obje ve aglar lizerindeki etkisi
farklilik gostermektedir. Jeodezik calismalarda basit bir konum degisiminden, sekil ve
boyut degisimine kadar degisen farkli etkilere sahip ¢esitli koordinat doniisiimii modelleri

kullanilmaktadir. Bunlarin en 6nemlileri su sekilde listelenebilir [4} 21]]:

e 3 parametreli (3p) doniistim modeli
* 6 parametreli (6p) doniisiim modeli
e 7 parametreli (7p) doniisiim modeli
» 8 parametreli (8p) doniisiim modeli
* 9 parametreli (9p) doniisiim modeli

e 12 parametreli (12p) doniistim modeli

3B koordinat doniisiimii uygulamalarinda kullanilan en genel model; x, y, z koordinat
eksenlerinin her biri icin bir 6teleme, bir doniikliik, bir 6lcek ve bir afinite (egim) para-
metresinin s0z konusu oldugu 12p afin doniisiim modelidir [22-24]. Koordinat eksenleri
icin egim parametreleri sz konusu degilse, 9p afin doniisiim modeli elde edilir [4, [25].
Bu iki modele ek olarak, Fraser ve Yamakawa [12] tarafindan yiiksek ¢oziiniirliiklii uydu
goriintiileri i¢in sensor konumlandirma isleminde kullanilan 8p koordinat doniisiim modeli
de bir tiir afin doniislimii olarak ele alinmaktadir. Bu modelde doniigiim parametreleri; iki
oteleme, ii¢ doniikliik, iki 6lcek ve bir egim parametresinden olusmaktadir. Ug 6teleme
ve li¢ doniikliik parametresine ek olarak biri yatay bilesenler, digeri ise diisey bilesen
icin olmak iizere toplam iki dlcek parametresinin Ongoriildiigii benzer bir 8p doniisiim
modeli Andrei [4] tarafindan jeodezik aglara uyarlanmistir. Afin doniislimii, ortogonal

olmayan bir doniigsiim olmasi nedeniyle, konum ve hacim degisimlerine ek olarak sekil



degisimine de olanak saglamaktadir. Ornegin bir kiip i¢in afin doniisiimii uygulanacak
olursa, doniigiim sonrasi kiip yerine bir paralel es yiizlii elde edilecektir [26]. Bu sebeple
diizensiz deforme olmug sistemler i¢in afin modelinin kullanilmas1 daha uygundur [23,
27].

Ozellikle jeodezik caligmalarda siklikla kullanilan bir diger doniisiim modeli, her iic
koordinat ekseni boyunca ortak bir Ol¢ek parametresinin Ongoriildiigii 3B benzerlik
doniistimiidiir. Ac1 (dolayisiyla sekil) koruyan 6zelligi nedeniyle konform bir doniisiim
olan 3B benzerlik doniisiimii, jeodezide Helmert ya da 7p doniisiim olarak da isim-
lendirilir [22]]. Eger iki sistem arasinda herhangi bir 6l¢ek bozulmasi séz konusu
degilse, doniisiim islemini gerceklestirmek icin 6 parametre yeterlidir [28]]. Benzerlik
doniisiimiiniin 6zel bir durumu olan boylesi doniisiimler (6 p ve 3p doniisiim modelleri),

ortogonal ya da rijit doniisiim olarak isimlendirilir [4} [22].

Doéniistim parametrelerinin en kiiclik kareler baglaminda -dengelemeli ¢oziim ile- be-
lirlenebilmesi i¢in koordinatlar1 her iki sistemde de bilinen kontrol noktalarina ihtiyag
duyulur. Coziim i¢in izlenen en genel yaklasim, klasik (agirlikll) en kiigiik kareler (EKK)
dengelemesidir [29]]. Bu yontemde yalnizca gozlenen biiyiikliikler, diger bir deyisle hedef
sistemi koordinatlarinin hatalar1 gbz 6niine alinmaktadir. Bu nedenle literatiirde, asimetrik
¢Ozlim ya da asimetrik doniisim modeli olarak da isimlendirilir [24, 30]. Bununla be-
raber, eger her iki sistem koordinatlar1 da hatali ise, bu hatalar1 goz ard1 etmek yaniltict
sonuglar elde edilmesine neden olmaktadir. Dolayisiyla problemin ¢oziimii, her iki sistem
koordinatlarinin da hatalarinin goz ontinde bulunduruldugu, simetrik koordinat doniisiimii

altinda ele alinmalidir [31]].

Simetrik koordinat doniisiimii probleminin ¢oziimii toplam EKK yontemi ile gercek-
lestirir [32]. Bu yontem jeodezide ilk kez Felus [33|] tarafindan kullanilmig ve koor-
dinat doniisiimii problemine ilk kez Akyilmaz [34] tarafindan uyarlanmistir. Schaffrin
ve Wieser [35]] tarafindan agirlikli toplam EKK yonteminin ortaya konmasi ve stokastik
modeldeki kisitlamalarin ortadan kalkmasi ile beraber, konu ile ilgili oldukca fazla sayida
calisma ortaya ¢cikmistir [36-49]. Literatiirdeki farkli agirlikli toplam EKK kareler ¢6ziim-
leri birbiri ile 6zdes sonuglar vermektedir [S0]. Benzer bicimde, Aydin vd. [51]] tarafindan

toplam EKK ¢6ziim yontemlerti,

* Genellestirilmis normal denklem tabanli toplam EKK yontemi,
* EKK tabanl toplam EKK yontemi ve

* Gelistirilmis toplam EKK yontemi

olmak iizere, ili¢ farkli grupta toplanmis ve her ii¢ yontem ile 6zdes parametre kestirimleri
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elde edildigi ortaya konmustur. Diger taraftan Nietzel [52], problemi dogrusal olmayan
Gauss-Helmert modeli altinda ele alip, bu modelin iteratif EKK yontemi ile ¢oziimiiniin
toplam EKK ¢oziim yontemlerine denk oldugunu gostermistir [53]. Bu yontemlerin
disinda simetrik koordinat doniisiimii problemi, detaylar1 Ghilani ve Wolf [54] tarafindan

verilen genel EKK coziimii altinda da ele alinabilir.

Toplam EKK c¢oziim yontemleri dogrusal olmayan bir denklem sisteminin ¢oziimiinii
gerektirir.  Dolayisiyla ¢oziim iteratif olarak gerceklestirilir.  Koordinat doniigtimii
problemi i¢in de ¢oziim yonteminden bagimsiz olarak benzer bir dogrusalsizlik soz
konusudur [25]. Bunun temel sebebi, klasik koordinat doniisiim problemlerinde dontik-
liikk matrisinin doniikliik agilarinin dogrusal olmayan trigonometrik fonksiyonlar1 seklinde
tanimlanmasidir. Doniikliik acilarinin diferansiyel anlamda kii¢iik olmasi durumunda,
doniisiime iligkin matematiksel model basitlestirilerek jeodezik literatiirde siklikla kul-
lanilan (Bursa-Wolf vb.) dogrusal doniisiim modelleri elde edilir [4, |5, |55H64]]. Ancak,
bu doniistimler genel bir ¢oziime karsilik gelmez. Dogrusal olmayan koordinat doniisiimii
problemlerinin ¢oziimii iteratif olarak gerceklestirilir. Dolayisiyla, doniisiim paramet-
relerinin iyi belirlenmis yaklasik degerlerine ihtiya¢ duyulur. Doniikliik agilarinin biiyiik
oldugu durumlarda, Euler doniikliik agilarinin yaklasik degerlerinin belirlenmesi niimerik
acidan kolay degildir. Bu nedenle, li¢ boyutlu koordinat doniisiimii problemlerinde doniik-
liiklerin ele alinis bicimi olduk¢a énemlidir. Klasik Euler parametrizasyonunun dezavan-
tajlart nedeniyle bir¢cok alanda doniikliiklerin gosteriminde birim kuaterniyonlar, Euler
dontikliik acilarina tercih edilmektedir. Doniikliiklerin birim kuaterniyonlar ile ifadesi
bircok koordinat déniisiimii calismasinda ele alinmustir. [[13, 24, 25, 65-70]. Ozellikle
Mercan vd. [70]’te verilen kuaterniyon tabanli doniisiim algoritmasi, hem simetrik hem
de asimetrik 3B koordinat doniisiimii problemlerinin ¢oziimiinde 6nemli Ustiinliiklere
sahiptir. Bunlardan en 6nemlisi, iteratif ¢oziim i¢in doniisiim parametrelerinin yaklasik
degerlerine gereksinim duyulmamasidir. Uygur vd. [24], Mercan vd. [70] tarafindan
ortaya konan coziimden Euler doniikliik acilarinin ve standart sapmalarinin nasil elde
edilecegini gostermistir. Uygur vd. [25] ise, kuaterniyon tabanli doniisiim algoritmasini

9p (a)simetrik afin doniisiimiine uyarlamisgtir.

Yukarida bahsedilen iteratif dengelemeli ¢oziimler diginda, Grafarend ve Awange [71]
tarafindan agirlikli procrustes ¢oziimii ve Shen vd. [65] tarafindan kuaterniyon tabanli
coziim ortaya konmustur. Asimetrik doniigsiim probleminin ¢oziimiinde kullanilan bu
coziimler ile doniislim parametreleri belirlenirken herhangi bir dogrusallastirma islemi
s0z konusu degildir. Bu kapali-form (analitik) yaklasimlar, ¢6ziim i¢in tekil deger veya
0zdeger-ozvektor ayristirmasi algoritmalarimi kullanirken stokastik modele iligkin kisit-
lamalar s6z konusudur. Benzer analitik yaklasimlar, Han [72], Zeng [73], Ligas ve
Prochniewicz [30], Awange vd. [74] ve Palancz vd. [75] tarafindan da ortaya konmustur.

Bununla beraber, simetrik koordinat doniisiimiine iliskin kapali-form yaklagimlari1 konu
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alan calismalar, asimetrik doniisiime iligkin ¢caligmalara oranla olduk¢a az sayidadir [69,
76].

Koordinat doniigiimii probleminin ¢oziimiinde genel diisiince, ¢oziime iligkin goz Oniine
alman stokastik yapinin dogru oldugudur. Bu durumda her iki sistem i¢in tek bir varyans
bileseni ongoriiliir ve simetrik koordinat dontigtimii algoritmalar1 dogrudan kullanilarak
doniisiim parametreleri belirlenir. Ancak, matematiksel modelde gecen gozlemler farkl
kaynaklardan (farkli1 dengelemelerden ya da 6l¢cme yontemlerinden) elde edilmis olabilir.
Bu durumda problem, en uygun parametre kestirimi i¢in, varyans bilesenlerinin de bilin-

meyen oldugu simetrik koordinat doniisiimii altinda ele alinmalidir.

Heterojen 6lcii gruplarinin bir dengeleme modelinde birlestirilmesi, hem fonksiyonel mo-
delde hem de stokastik modelde ele alinmasi gereken bir problemdir. Bu amacla, ilgili
(heterojen) Olcii gruplarina iligkin (ko)varyans parametreleri de dengeleme hesabinda
bilinmeyen olarak alinir ve diger parametreler ile birlikte kestirilirler. Stokastik modele
iligkin bilinmeyen parametrelerin kestirimi i¢in asagidaki varyans bilesen kestirimi (VBK)

yontemleri kullanilir:

Helmert [[77]]

IAUE (Iterative Almost Unbiased Estimation) [[78, 79]]

MINQUE (Minimum Quadratic Unbiased Estimation) [80]

BIQUE (Best Invariant Quadratic Unbiased Estimation) [81]]

LS-VCE (Least Squares-Variance Components Estimation) [82, 83

REML (Restricted Maximum Likelihood Estimator) [84]]

VBK yontemlerine iligkin ayrintili bilgi, Grodecki [85]], Fotopoulos [86] ve Amiri-

Simkooei [[82] tarafindan ortaya konan caligmalarda verilmektedir.

Literatiirde VBK yontemlerini konu alan oldukc¢a fazla sayida ¢alisma bulunmaktadir.
Ancak, bunlarin 6nemli boliimii yalnizca gozlenen biiyiikliiklerin hatali oldugu (heterojen
noise icerdigi) duruma iliskindir 82} 83} [87-97]]. Bununla beraber, varyans bilesenleri
bilinmeyen simetrik koordinat doniisiimii (daha genel anlamda varyans bilesenlerinin bilin-
meyen oldugu EIV model) jeodezik literatiirde ilk olarak Amiri-Simkooei [46] tarafindan
iki boyutlu afin doniisiimii problemi icin ele alinmig, Aydin ve Uygur [98] tarafindan
bu ¢alismadan bagimsiz bicimde iki boyutlu benzerlik doniisiimii problemi icin uygulan-

mustir. Uygur [99] 1se, Aydin ve Uygur [98] tarafindan verilen algoritmay1 iki boyutlu afin



doniistimii ornekleri iizerinden irdelemistir. Benzer bicimde Mahboub [100] ve Amiri-
Simkooei [22], varyans bilesenleri bilinmeyen simetrik doniisiim modelini 3B benzerlik
doniistimii 6rnekleri iizerinden irdelemislerdir. Bunlara ek olarak, jeodezik literatiirde
cesitli caligmalar mevcuttur; bkz. [43], 144, 101, [102]].

1.2 Tezin Amaci

Bu tez calismasimin temel amaci, li¢ boyutlu asimetrik ve simetrik benzerlik ve afin
dontistimlerinde dogrusal olmayan Gauss-Helmert modeli altinda ele alinan kuater-
niyon tabanli algoritmanin performansinin ortaya ¢ikarilmasidir. Koordinatlarin stokastik
yapisinin ¢oziimlere olan etkisi oldukca genis bir 6rneklemde gerceklestirilen simiilasyon
calismalari ile ifade edilmeye ¢alisilmistir. Bununla birlikte, varyans bilesenleri bilin-
meyen simetrik koordinat doniisiimii probleminin ¢6ziimii i¢in bir VBK algoritmasini

tasarlamak ve performansin ortaya ¢ikarmak amaclanmustir.

1.3 Hipotez

Calismada ele alinan hipotezler asagida verilmektedir:

» Kontrol noktalarina iligkin baslangic ve hedef sistemi koordinatlarinin ayni anda
rasgele hatali olmasi durumunda, koordinat doniisiimii problemi simetrik doniisiim

modeli altinda ele alinir.

* Baslangic sistemi koordinatlar1 da hatali iken, yalnizca hedef sistem koordinat hata-
larin1 g6z Online alarak ¢6ziim yapmak, sonug parametre kestirim degerlerinin biash

olmasina neden olur.

* Doéniisiimde gecen data matrisine konu olan baglangic sistemi koordinatlarinin
dogrulugu, hedef sistem koordinatlarina gore yeterince yiiksekse, simetrik dontistim

yerine asimetrik doniistim ele alinir.

» Kuaterniyon tabanli koordinat dontisiimii algoritmasi, 3B koordinat doniigiimii prob-

lemleri icin en genel ¢Oziimdiir.

» Kontrol noktalarinin her iki sistemdeki koordinatlarinin farkli kaynaklardan gelmesi
durumunda, ¢6ziim varyans bilesenlerinin de bilinmeyen oldugu simetrik koordinat

doniistimii modeli altinda ele alinir.



2

UC BOYUTLU KOORDINAT DONUSUMU

2.1 Uc Boyutlu Koordinat Déniisiimlerine Genel Bakis

U¢ boyutlu (3B) koordinat doniisiimleri bir ¢ok bilimsel alanda ve miihendislik calis-
masinda kullanmilmaktadir. Karsilagilan probleme iligkin olarak farkli doniisiim model-
leri s6z konusudur. Bu modeller, genel olarak, afin ve benzerlik doniisiimii olarak
siniflandirilir. Probleme konu olan obje veya ag icin gegerli fiziki 6zelliklere bagli olarak

uygun bir doniisiim modeli secilmelidir.

12 parametreli (12p) afin doniisiimii olarak da ifade edilen 3B koordinat doniisiimiiniin en
genel bicimi agsagidaki gibidir [22]:

X, = t + RKOX, 2.1)

Burada, X ve Xj, sirasiyla, baslangic ve hedef sistemlerine iligkin koordinat vektorlerine;
t, 3 X 1 boyutlu oteleme parametreleri vektoriine; K, 3 X 3 boyutlu 6l¢ek carpanlarini
iceren kosegen matrise ve @, 3 X 3 boyutlu afinite (egim) parametreleri matrisine karsilik
gelmektedir. R ise, sirasiyla, x, y ve z eksenlerinin ¢,, ¢, ve ¢, (Euler) agilar1 kadar
dondiiriilmesi ile elde edilen 3 X 3 boyutlu ortogonal (toplam) doniikliik matrisidir [24,
103]:

rl] r12 r13 Cycz CXSZ+SXSyCZ SXSZ_CXS_YCZ
R=R;RyR; =|r1 ryn rs|=|-cys; cxC;—5:SyS; ScCr+CxSys; 2.2)
r31 132 733 Sy —SxCy CxCy

Burada, R;, i ekseni i¢in doniikliik matrisini ifade ederken; ¢; ve s;, sirasiyla, cos ¢; ve

sin ¢;’ye karsilik gelmektedir (i=x, y, ).

Bu ¢alisma kapsaminda ele alinan doniisiim modelleri, Esitlik 2.T]ile verilen 12p doniisiim

modelinin 6zel halleridir. Koordinat eksenleri i¢in afinite (egim) parametreleri s6z konusu



degilse (® = I birim matris ise), 9p afin doniisiim modeli elde edilir [4, |24, [25]]:
X, =t + RKX, (2.3)

Esitlik 2.3]te verilen modelde x, y ve z koordinat eksenleri i¢in ortak bir dl¢ek garpani
ongoriilmesi durumunda, konform (ac1 koruyan) bir doniisiim modeli sz konusu olur.
Boylesi doniisiimler, 3B benzerlik doniisiimii ya da 7p koordinat doniisiimii olarak ifade
edilir [4] [24]:

X, = t+ kRX 2.4)

Jeodezik caligsmalarda, genel olarak, doniikliik acilarinin diferansiyel biiyiikliikler oldugu
ve her li¢ koordinat ekseni icin de ortak bir 6l¢ek ¢arpaninin 6ngoriildiigii doniisiim mo-
delleri yeterlidir. Bu durumda Esitlik [2.3]teki R doniikliik matrisi, elemanlar1 diferansiyel
anlamda kiiciik tic doniikliik agisinin dogrusal fonksiyonlar1 olan ters-simetrik bir matris
bicimini alir. Boylesi datum doniisiimii problemleri jeodezik literatiirde, (dogrusal) Bursa-
Wolf ya da Molodensky-Badekas gibi modeller altinda ele alinmaktadir [[55-63]).

Koordinat doniisiimii problemi, esas olarak, iki sistem arasindaki matematiksel iligkiyi
tanimlayan doniisiim parametrelerinin belirlenmesi problemidir. Bu parametrelerin be-
lirlenmesi icin izlenen en genel yol, koordinatlar1 her iki sistemde de bilinen yeterli
sayida kontrol noktas1 kullanilarak gerceklestirilen En Kiigiik Kareler (EKK) dengeleme-
sidir [29]]. Yalnizca hedef sistem koordinatlarinin hatali kabul edildigi bu yaklasim, litera-
tiirde asimetrik ¢oziim olarak da ifade edilir [24} [25, 30]. 3B koordinat doniisiimii i¢in
verilen Esitlik 2.T/deki genel model disinda, doniisiim parametreleri hesaplanirken bazi

niimerik kisitlamalar gbz oniinde bulundurulmalidir. Bu esitlikte gecen RK® carpimu,

mip mi2 M3
M = RKO = np1 mpy; mj3 (2'5)

mi3 mp3 ms3

biciminde ifade edilirse, her bir 9 elemani, Euler doniikliik a¢ilarinin, dl¢ek carpanlarinin
ve egim parametrelerinin dogrusal olmayan trigonometrik bir fonksiyonu olan M matrisi
elde edilir. 12p koordinat doniisiimiinde, li¢ 6teleme ile birlikte bu 9 eleman bilinmeyen
parametreler olarak ele alinir. Boylece, parametre kestirimi acisindan bir problem olugsmaz.
Ancak, daha alt doniisiim problemlerinde parametrizasyon problemleri olusur. Ornegin,
9p doniisiim modelinde egim parametreleri olmamasina karsin, RK carpimi sonucu elde
edilen M matrisi i¢in yine 9 eleman, dolayisiyla, 6telemelerle birlikte yine 12 parametre
ortaya ¢ikar. Benzer parametrizasyon problemleri 8p, 7p ve diger ortogonal doniistimler
icin de gecerlidir. Amiri-Simkooei [22], Lehmann [21] ve Fang [39], bu parametrizasyon
probleminin iistesinden gelmek ve bilinmeyen sayisini ilgili probleme gore indirgemek

amaciyla, Esitlik [2.T] ile birlikte kullanilan (dogrusal olmayan) kosul denklemleri (con-



straints) tanimlamiglardir. Diger taraftan Andrei [4], RK carpimi sonucu elde edilen
elemanlarin doniikliik acilart ve 6l¢ek carpanlarina gore birinci mertebeden tiirevlerini
alarak, dogrusal diizeltme denklemlerini elde etmek yoluyla doniisiim parametrelerini
belirlemigtir. Her iki yontem de birbirine 6zdes sonuglar vermektedir. Dontikliiklerin
diferansiyel biiyiikliikler oldugu jeodezik datum doniisiimleri ve Even-Tzur [23] tarafin-
dan verilen afin doniistimleri disindaki her asimetrik doniisiim modeli, dogrusal olmayan
bir fonksiyonel modele sahiptir [24]. Bu nedenle ¢6ziim, iteratif olarak gergeklestirilir
ve ¢Oziimde parametrelerin uygun yaklasik degerlerine ihtiya¢ duyulur. Doniikliiklerin
klasik Euler agilari ile parametrizasyonu, doniikliik agilarinin biiyiik oldugu bu tiir dogrusal
olmayan iteratif doniisiim problemleri i¢in elverigsizdir. Bu kisitlamalar nedeniyle, doniik-
liikk matrisinin farkl bir sekilde ele alindig1 daha genel bir koordinat doniigiim problemi

coziimiine ihtiya¢ duyulur.

2.1.1 Déoniikliiklerin Kuaterniyonlar Cinsinden ifadesi

19. vyiizyilda Irlandali matematik¢i W. R. Hamilton tarafindan ortaya konan kuaterni-
yonlarin, doniikliiklerin tanimlanmasinda Euler doniikliik acilarina gore oldukc¢a onemli
tistiinliikleri s6z konusudur. Bu iistiinliikleri nedeniyle, havacilik ve uzay calismalarindan,
robotik ve bilgisayar gorsellestirme calismalarina kadar bir ¢ok alanda doniikliiklerin
gosteriminde kuaterniyonlar tercih edilmektedir. Bu boliimde kuaterniyonlar i¢in ¢ok
temel bilgiler verilmekte olup, daha detayli bilgi i¢in [20, |65, 104-107] kaynaklarindan

yararlanilabilir.

Bir kuaterniyon karmasik sayilar cinsinden su sekilde ifade edilir:

q=qo+qi+qj+qk (2.6)

Burada, gy, g1, 95, g3, kuaterniyon elemanlarina ve i, j, k, iZ = j2 =k = ijk = -1
esitliklerini saglayan birim vektorlere karsilik gelmektedir. ¢, elemani esitligin skaler
kismini olustururken, g,i+ g,j + g;K ise, vektor kismina kargilik gelmektedir. Dolayisiyla,

bir kuaterniyon skaler ve vektor parcalarin toplami olarak da ifade edilebilir:

q=qgp+q 2.7)

Bir kuaterniyonun normu ||¢g|| = \/qg + q% + q% + q% esitligi ile belirlenir. Ug boyutlu uzay-
da bir doniikliigiin ifade edilmesi i¢in kuaterniyon normunun ||¢g|| = 1 olmasi gerekmek-
tedir. Boylesi kuaterniyonlar birim kuaterniyon olarak adlandirilir. Bir I3 birim vektorii
(IM3] = 1) kendi etrafinda 6 agis1 kadar dondiiriiliirse, g3 + [|q [I* = ¢ + @2 + 43 + 3 = 1



kosulu altinda birim kuaterniyon q asagidaki bi¢imi alir:

0 0
= —+1Isin = 2.8
q cos2 s1n2 (2.8)
—— N——
q0 q;

Bir P noktasinin konumu, kuaterniyonlar cinsinden ii¢ boyutlu bir vektor olarak,
qp =0+x +y; + 2k 2.9

biciminde gosterilir ve xyz sistemindeki bu vektor, I birim vektorii etrafinda 6 agis1 kadar

dondiirtiliirse, XYZ sistemindeki yeni konum vektori
Xi+Yj+Zk =q(xi+yj+2)q" (2.10)

elde edilir. Burada, q* terimi (q* = gy — g1 — ¢,j — ¢3K) eslenik kuaterniyonu ifade etmek-
tedir. Benzer bicimde, iki koordinat vektorii arasindaki iliski [X ¥ Z]T = R[x y z]”
esitligi ile ifade edildiginde, Esitlik [2.10]daki ifadeye karsilik gelen (Esitlik 2.2]de ise Eu-
ler agilar ile ifade edilen) R doniikliik matrisinin birim kuaterniyonlar cinsinden ifadesi
asagidaki gibi olur [24, 25} [70]:

T2 T3 a+ai—a5—-a5 2(q192-qoq3)  2(q193 + qoq2)
R=|r1 ro r3|=| 2(q192+9093) q5—a1+a5— a5 2(9293—qoq1) | (2.11)
r31 ran ra 2(q193 - 9092)  2(q2q3+qoq1)  @E—4> - a3 +4q3

2.2 Kuaterniyon Tabanh Uc Boyutlu Koordinat Déniisiimii

Bir 6nceki boliimde ifade edilen kuaterniyon gosterimi, ¢ok sayida 3B benzerlik doniistimii
calismasinda ele alinmistir (bkz. Shen vd. [65], Akyilmaz [66, |67], Kanatani ve Niit-
suma [13]], Chang vd. [69], Mercan vd. [70], Uygur vd. [24]). Bunlara ek olarak, Aydar
vd. [68] 3B ortogonal doniisiim ve Uygur vd. [25], calismanin ilerleyen boliimlerinde
detaylandirilacak olan, 9p afin doniisiimii i¢in kuaterniyon tabanli ¢oziimii irdelemistir.
Calisma kapsaminda, 7p doniisiim modelinin ¢6ziimii i¢cin Mercan vd. [7/0] ve Uygur
vd. [24]’te verilen metodoloji izlenmistir. Bu metodoloji, Uygur vd. [25] tarafindan 9p
afin doniigiimiinii icine alacak sekilde genisletilmistir. Mercan vd. [70]’te verilen ku-
aterniyon tabanli doniistim algoritmasi, problemin simetrik ya da asimetrik olarak ele

alinmasindan bagimsiz olarak, 6nemli iistiinliiklere sahiptir [24} 25]:

* Coziim, Gauss-Helmert modeli altinda ele alinir (Asimetrik ¢oziim i¢in ise Gauss-
Helmert modeli, Gauss-Markoff modeline doniisiir). Bdylece, varyans bilesen kes-

tirimi, uyusumsuz Olcili arastirmasi, vb. analiz yontemlerinin ¢éziime kolaylikla
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entegre edilmesi miimkiin olur.

* Aydin vd. [64], Andrei [4] ve Fang [38]]’de verilen ¢oziimlerin tersine, fonksiyonel
modelin dogrusallastirilmasi i¢in doniislim parametrelerinin yaklagik degerlerine
ithtiya¢ duyulmaz (Bununla beraber, ileride anlatilacag: tizere, 9p afin doniisiim
modeli i¢in baz1 olagan dig1 durumlarda iteratif ¢c6ziimde yakinsama problemleri ile
karsilagilabilmektedir. Boylesi durumlar i¢in, yaklagik deger belirleme problemi 3B

afin modeli icin g6z Oniline alinmaktadir).

» Koordinat kovaryans matrisleri, pozitif tanimli olmak disinda herhangi bir kisit

gozetilmeksizin oldugu gibi kullanilir.
* Algoritma, niimerik agidan oldukc¢a kararli ve hizli caligmaktadir.

e Ilgili doniisiim modelini olusturmak igin herhangi bir kosul denklemine ihtiyag

duyulmaz.

* 3B benzerlik doniistimiinde bir eksene iligkin koordinatlarin sifir olmas1 durumunda
niimerik hata ile karsilasilmaz. Bu 6zellik sayesinde, 2B benzerlik doniisiimii icin

yeni bir model tanimina ihtiya¢ duyulmaz.

Bu 6zellikleri gbz 6niinde bulunduruldugunda, Mercan vd. [[70] tarafindan 6nerilen kuater-
niyon tabanli 3B koordinat doniisiim ¢Oziimiiniin genel bir ¢oziimii tanimladig1 goriilmek-
tedir [24].

2.2.1 Kuaterniyon Tabanh Yedi Parametreli Benzerlik Doniisiimii

3B benzerlik doniisiimiinde baslangic ve hedef sistemleri arasindaki matematiksel ilig-
ki, doniikliik matrisinin Euler acilart ile gosterildigi klasik yaklasimda; ii¢ Oteleme
(ty, 1y, 1), Ug dontklik (¢y, ¢y, ¢;) ve bir dlgek (k) parametresi olmak lizere toplam
7 doniisiim parametresi ile tanimlanir. Birim kuaterniyonlar ile doniikliikler dort pa-
rametre (g, q;, g2, q3) ile ifade edildiginden, yeni modelde 8 doniisiim parametresi soz
konusu olur. Dolayisiyla, doniikliiklerin kuaterniyonlar ile gdsterimi, doniisiim modelinin
parametrizasyonunun yeniden ele alinmasini1 gerektirir. Bu amacla, doniikliik matrisinin

Ol¢ceklendirilmesiyle elde edilen yeni bir doniikliik matrisi tanimlanar 13} 24, [70]:
R, = kR (2.12)

Boylece, 7p koordinat doniistimiine iligkin matematiksel model, kuaterniyon tabanli ¢6ziim

icin k = q(z) + q% + q% + q% kosulu altinda, asagidaki yapiya dontisiir:
Xr =t+ R X, (2.13)
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Doniikliik matrisinde gecen kuaterniyon elemanlari, Olgekli kuaterniyon eleman-

laridar [[70]:
T

’ T ’ ’ ’ ’
a=(a o @ a) Ve=(q 4 4 @) (2.14)

Gosterim kolaylig1 agisindan, ¢aligmanin geri kalaninda kuaterniyon elemanlari, g; (i=0,

1, 2, 3) biciminde gosterilecektir.

2.2.2 Kuaterniyon Tabanh Dokuz Parametreli Afin Doniisiimii

Esitlik[2.3[te verilen 9p afin koordinat doniisiim modelini birim kuaterniyonlar kullanarak
yeniden olusturabilmek i¢in, 7p doniisiim modelinde izlenen metodoloji yeniden ele alinir.
Déniikliiklerin Euler acilari ile ifade edildigi klasik modelde; ii¢ 6teleme ve ti¢ doniikliik

parametresine ek olarak, x, y, z eksenleri boyunca

ky

o O

K= (2.15)

o F o

0
0

bl

Z

seklinde ifade edilen ii¢ Olcek carpan ile beraber toplam 9 parametre s6z konusudur.
Doniikliikler dort parametreli birim kuaterniyonlar cinsinden ifade edilmek istendiginde,
model parametrizasyonunun Bolim([2.2. 1] de ifade edildigi sekilde yeniden gozden gegiril-
mesi gerekir. Bu amagla, Esitlik [2.3]te gecen RK ¢arpiminda K yerine,

Ly = k'K = diag (1 ky ke kz/kx) - diag (1 iy uz) (2.16)

bicimindeki bagil Olcek carpanlar1 vektorii ve olgek carpani ile doniikliik matrisinin
carpimi yerine de,
R; = Rk, (2.17)

biciminde ifade edilen dlcekli doniikliik matrisi yazilarak, kuaterniyon tabanli 9p afin

doniisiim modeli elde edilir [25]]:
Xo =t+ RiLi X (2.18)
Bu durumda, 6lceklendirilmis kuaterniyon elemanlari icin asagidaki esitlik gecerlidir:
ke =q5+q1+ @+ 45 (2.19)

Bu esitlikte gecen kuaterniyon elemanlari,

, T , , , AT
a=(a0 o @ o) k=4 ¢ & ) (2.20)
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bicimindeki &, 6l¢ek carpanini iceren Olgekli kuaterniyon elemanlaridir.

7Tp doniisiimde oldugu gibi, ¢calismanin geri kalaninda kuaterniyon elemanlari, g; (i=0, 1,
2, 3) biciminde gosterilecektir. Son olarak, bu boliimde ifade edilen esitliklerde kolaylik
acisindan x eksenine iligkin Olgek carpani (k) kullanilmigtir. Ancak, x, y, z eksenlerine

iligkin Olcek carpanlarinin herhangi birine gore de bu esitlikler uyarlanabilir.

2.2.3 Dengeleme Modelinin Olusturulmasi

3B koordinat doniisiimii probleminde baslangi¢ (X;) ve hedef (X;) sistemleri arasindaki

iligki, n sayida kontrol noktasi i¢in, en genel bicimde asagidaki gibi ifade edilir:
X=Ust+ (I, ® A)X; =Us t+HX| (2.21)

Esitlikte gecen U, elemanlar1 3 x 3 boyutlu (I3) birim matristen olusan 3n X 3 boyutlu
matrise; ®, Kronecker ¢carpimina (bkz. Koch [81]]; s.18) ve H, 3n X 3n boyutlu, kdsegen
elemanlar1 doniikliik matrisi ile dlcek matrisinin ¢arpimindan (A = RiLj) olusan blok-
kosegen bir matrise karsilik gelmektedir. Bu doniisiim esitligi dogrusal yapida degildir.
Esitlikte hedef sistem koordinatlarina iligkin rasgele hata vektorii (e;) gdz 6niinde bulun-
durulur ve Taylor aginimi uygulanirsa, EKK dengelemesi i¢in gereken dogrusal fonksiyonel

model elde edilir:

~ 0 - 0 ~
Xo-er = f(B)+ LB -1 LB (g (2.22)
ot &' g
T
Burada, "~", yaklasik degeri ve B = (tT .fT) , bilinmeyen parametre vektoriinii goster-

mektedir. Parametre vektorii, 6teleme parametrelerini igeren t ve Olcekli kuaterniyon
elemanlar1 ve/veya bagil dlcek carpanlarin iceren & olmak lizere, iki alt vektorden olus-
maktadir. 7p ve 9p koordinat doniisiimlerine iligkin fonksiyonel modeller, yukaridaki gibi

olusturulur.

2.2.3.1 Uc Boyutlu Benzerlik Déniisiimiine Iliskin Dengeleme Modeli
Kuaterniyon tabanli 3B benzerlik doniisiimii i¢in Esitlik 2.21}de verilen H matrisi, 6lgekli

dontikliik matrisini icermektedir:

H=I,®8A=1,®R; (2.23)
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Burada I,,, n X n boyutlu birim matristir. Bu modele iliskin 7 X 1 boyutlu (bilinmeyen)

parametre vektorii asagidaki gibidir:

t T
B= ( f) = (tx b &z o 4 9 %) (2.24)
Esitlik 2.23] Esitlik 2.21]de goz 6niinde bulundurulur, Esitlik 2.22] ile verilen Taylor
acinimi yukarida verilen parametre vektoriine gore uygulanir ve esitlikler diizenlenirse,

dogrusal dengeleme modeli elde edilir:

t
90 — 4o

Xo - BXi - &= (U J)|q, -7 |=AB (2.25)
9=
93— 43

Burada, A, 3n X 7 boyutlu katsayilar (data) matrisine; e, 3n X 1 boyutlu hedef sistemi
koordinatlarima iligkin rasgele hata vektoriine karsilik gelir. J matrisi ise 6l¢ekli doniikliik

matrisinin kuaterniyon elemanlarina gore (j j= %, j=0,1,2,3)
J

| OR, , 90 ~493 9 | OR, , 91 42 q3 (260
0= 57— = q q —-q 1= 75 =492 —q91 —(4 .
94, 3 0 1 aq, 2 1 0
—q> 4 90 93 40 —491
=42 41 4o —q3 —4q0 491
(9Rk aRk
94, 1 2 3 94 0 3 42
—qo 493 —92 q1 92 43

seklinde kismi tiirevleri alinarak elde edilen, A katsayilar matrisinin 3n X 4 boyutlu alt
matrisidir [24},[70]:
J= (joXu IiXp JX, j3Xl,i) (2.27)

Esitlik [2.25] ile verilen model, nokta sayisinin n > 3 olmasi durumunda Gauss-Markoff

modeli altinda ele alinarak, EKK dengelemesi ile parametre kestirimi gerceklestirilir [81]]:

J-ex=AB , P=03C;' (2.28)

Burada, § = (X, — AX)), 3n x 1 boyutlu kiigiiltiilmiis gézlem vektoriinii; C» ve P, hedef
sistem koordinatlarina iligkin 37 X 3n boyutlu kovaryans ve agirlik matrislerini ve o-g birim

agirlikl 6l¢tiniin varyansin (bilinmeyen varyans bilesenini) ifade etmektedir.
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2.2.3.2 Dokuz Parametreli Afin Doniisiimiine Iliskin Dengeleme Modeli
Kuaterniyon tabanli 9p afin doniisiimii i¢in Esitlik 2.21}de verilen H matrisi, 6lgekli

kuaterniyon elemanlari ile bagil 6l¢ek carpanlarinin fonksiyonudur:
H=1,9A=1,® (R¢Ly) (2.29)

Bu doniisiim modeli i¢in 9 X 1 boyutlu (bilinmeyen) parametre vektorii ise asagidaki
gibidir:
t T
B = ¢~ (fx ty 1z 4o @1 92 43 Hy ﬂz) (2.30)

Esitlik de bu kez H = I,, ® (R¢Lj) g6z 6niinde bulundurulur ve fonksiyonel model

dogrusallastirilirsa, dogrusal dengeleme modeli asagidaki gibi elde edilir:

t
90 ~ 4o
q1 — 41
X, -AX e = (U J)|4,-2 |= A8 2.31)
93— 43
My = fly
Mz — [z

Burada, A, 3n x 9 boyutlu katsayilar matrisine; J ise A = RyL; carpmunim 6lgekli

kuaterniyon elemanlarina ve bagil 6lgek parametrelerine gore kismi tiirevleri alinarak
oA -

=, j=1,..
(af, 2 ] 2 b 6)

j:(jOXI,i IXy Xy Xy 1Xgy jzXI,i) (2.32)

biciminde elde edilen, A katsayilar matrisinin 3n X 6 boyutlu alt matrisine karsilik gelmek-

tedir. J matrisinin elemanlar1 su sekilde belirlenir [25]:

do —q3Hy qrMy q1  doMy q3H;
oA oA
Jo= PR =2 g3 qopy —qiuz| 1= 30, =21q, —qiy —qoH: (2.33a)
40 q1
=4y qiMy  qoH; q3  qoMy —qiM;
oA —q2 4q1Hy YoH: A —q3 —YqoMy qi1H:
ha=o-=21a1 apy aspz | J3=5-=2140 —asiy DH: (2.33b)
9> q3
—qo 43My —qrM: q1 oy  g3Hz
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0 2(q192-9q0q3) O oA 0 0 2(q193+9092)

oA
=5 " |0 db-airai-ai O] J=gm=10 0 2eq-qa) | (2330
T 0 2Aqaas+a0q) O © 100 gG-ai-a3+al

Jy

Nokta sayisinin n > 4 olmast durumunda, Gauss-Markoff kestirim modeli, Esitlik @’de
oldugu gibi olusturulur; ancak, i. nokta i¢in kii¢iiltiilmiis gézlem vektorii asagidaki gibi
olur:

§i = Xo,; - ReLi Xy = Xo, - AiXy (2.34)

2.2.4 En Kiiciik Kareler Dengelemesi ile Parametre Kestirimi

Gauss-Markoff modeli altinda ele alinan kuaterniyon tabanli 3B koordinat doniistimii
probleminin ¢oziimii (agirlikli) EKK dengelemesi ile gerceklestirilir. En uygun parametre
kestirimi (B) icin hedef sistem koordinatlarina iliskin rasgele hata vektoriiniin agirlikli

kareleri toplamin1 minimum yapan, diger bir deyisle

¢ =¢Qle, (2.35)

seklinde ifade edilen hedef fonksiyonunu minimize eden ¢6ziim aranir [108]. Bu-
radan hareketle, hedef fonksiyonunun bilinmeyen parametrelere gore birinci mertebeden
tiirevlerinin alinmasi, sifira esitlenmesi ve ikiye boliinmesi ile normal denklemler elde

edilir [[108]]:

10 a1 -
355 = ATQA) - ATQsy =0 236

Boylece hedef fonksiyonunu mininum yapan en uygun parametre kestirimi elde edilir:
B=ATQ'A)TATQy Y (2.37)
Gozlenen biiyiikliiklere iligkin rasgele hata vektorii ise asagidaki gibidir:
& =(1-AATQ;'A)'ATQ) )y (2.38)

Elde edilen bu hata vektoriiniin elemanlarinin (agirlikli) kareleri toplamindan bilinmeyen

varyans bileseni (sonsal varyans)

e’ Qe

f

seklinde hesaplanir. Esitlikte gecen f terimi, Ol¢ii sayisi ile bilinmeyen sayisinin farkina

65 = (2.39)

karsilik gelen serbestlik derecesidir. Sirasiyla, 9p ve 7p dontisiim modelleri i¢in serbestlik

dereceleri, n nokta sayis1 olmak lizere, f = 3n — 9 ve f = 3n — 7 seklinde belirlenir. EKK
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dengelemesi sonucu kestirilen parametre vektoriine iligkin kovaryans matrisi ise
Csp=03(ATQ'A) ™ = 67Qy; (2.40)

esitligi ile hesaplanir. Burada Q 46> /;’ vektoriinlin agirlik katsayilari matrisidir.

2.2.5 Doniisiim Parametrelerinin ve Kovaryans Matrisinin Belirlenmesi

Yukarida ifade edilen ¢6ziim sonucu elde edilen parametre kestirimleri ve bunlarin ko-
varyans matrisi, oteleme parametreleri diginda doniisiime iligkin esas parametreleri temsil
etmez. Doniikliiklerin ve 6l¢ek ¢arpanlarinin elde edilmesi i¢in ¢6ziim sonrasinda bir dizi

islem gerceklestirilir. Bu islemler 7p ve 9p dontisiimler i¢in asagida verilmektedir:

2.2.5.1 Benzerlik Doniisiimiinde Parametrelerin ve Kovaryans Matrisinin Belirlen-

mesi

Tp benzerlik doniistimii sonucu elde edilen Olgekli kuaterniyon elemanlarmin kestirim

degerleri kullanilarak 6lgek carpani belirlenir:
k=g +a+5+43 (2.41)
Birim kuaterniyonlar cinsinden donitikliik matrisinin ifadesi su sekildedir:

'R, (2.42)

P

R=

Esitlik[2.42]ile elde edilen doniikliik matrisinin elemanlari kullanilarak birim kuaterniyon

elemanlarinin hesab1 asagidaki gibi gerceklestirilir [[70,|109]:

\/1 +f11 +f22+f33
+

do== . (2.43a)

j = 22218 (2.43b)
440

g =B (2.43¢)
440

gy =28 (2.43d)
440

Dengeleme sonucu Ejitlik [2.40] ile elde edilen parametrelerin kovaryans matrisi 6teleme

parametrelerine ve Olcekli kuaterniyon elemanlarina iligkindir [24]):

(2.44)
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Elde edilen bu doniisiim parametrelerini iceren yeni bir parametre vektorii tanimlansin:

N f
B=|. (2.45)
(f )

’

Burada, & vektorii, 6lcek ¢arpanini ve birim kuaterniyon elemanlarini iceren, B vek-

toriiniin alt vektoriine karsilik gelmektedir:

Esitlik [2.45[te, Esitlik [2.41] g6z 6niinde bulundurulur, 6l¢ekli kuaterniyon elemanlarina
o .
a0 J
94

lanirsa; Esitlik [2.40]ile verilen kovaryans matrisinden otelemeler, 6lgek carpani ve birim

(2.46)

A oA oA AT
) (;gﬂﬂﬂ%)

gore kismi tiirevleri almir (Fg = = 0,1,2,3) ve kovaryans yayilma kurali uygu-

kuaterniyon elemanlarina iliskin yeni kovaryans matrisi elde edilir:

L 0
C—(3

o Ci Ciy
FE =0 ¥,

Cqr Coq

I 0 ) (2.47)
T .
0 F,

Burada, F¢, 5 X 4 boyutlu Jacobi matrisine karsilik gelmektedir:

2go 241 23> 243
k=a5  Godr  dod2 dods
dodi kK—4i @142 4143
Wk WE R R (2.48)
doda @142 k-4 §ogs
k
q
k

od3s Q14s gz k45

2.2.5.2 Afin Doniisiimiinde Parametrelerin ve Kovaryans Matrisinin Belirlenmesi

9p afin doniisiimii icin dengeleme sonrasi doniisiim parametrelerine iligkin izlenen yol
bagil 6l¢cek carpanlarini da icerecek sekilde genisletilir. Bu doniisiim modeli i¢in, onceki
boliimlerde de aciklandig: {izere, birim kuaterniyonlar ve doniikliik matrisi x koordinat
eksenine iligkin 6l¢ek carpani kullanilarak 6l¢eklendirilmistir. Bu nedenle Esitlik
afin doniisiimii i¢in agsagidaki yapiya doniistir:

ke =3+ 471+ &5 + 45 (2.49)
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Esitlik ile elde edilen k, olcek carpam yardimiyla birim kuaterniyonlar cinsinden
doniikliik matrisi hesaplanir:

A

R=% 'R, (2.50)

Elde edilen ortogonal doniikliik matrisinden birim kuaterniyon elemanlar1 Esitlik ile
hesaplanir. Esitlik[2.16]ile verilen bagil 6l¢ek carpanlarindan, y ve z koordinat eksenlerine
iligkin 6lgek ¢arpanlar asagidaki gibi elde edilir:

>
>

v = kefly (2.51a)
k, = kef, (2.51b)

Dengeleme islemi sonucu Esitlik [2.40] ile elde edilen parametre vektoriiniin kovaryans
matrisi, Oteleme parametreleri ve Ol¢ekli kuaterniyon elemanlariyla birlikte bagil 6lcek
carpanlarini icermektedir (bkz. Esitlik [2.30):

Cir Gy
Cer Ce

Cps =

2 (2.52)

9p doniisiim modeli i¢in, Esitlik 2.43]ile verilen doniisiim parametrelerine iliskin yeni

parametre vektoriiniin é alt vektorii, su sekilde olusturulur:

A A A A T
e ~ ~ ~ q0 qi q2 q3
3 =(’<x ky k. ) (2.53)

Bir 6nceki boliimde ele alindig: iizere, yeni parametre vektoriinde Esitlik [2.49] ile Esit-

lik g6z onilinde bulundurulur, dengeleme sonucu elde edilen parametre vektoriiniin

o o
elemanlarina gore kismi tiirevleri alinir (Fg = —éj, j =1,...,6) ve kovaryans yayilma
J
kurali uygulanirsa yeni parametre vektoriiniin kovaryans matrisi

Ci Cp
Cer Céz

L 0 ) (2.54)

L 0
CA/"l:
Pp (0 F; 0 F
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seklinde elde edilir. Burada, F¢, 7 X 6 boyutlu Jacobi matrisine karsilik gelmektedir:

24o 241 242 243 0O 0
2gofty  2q1f1y 24201y 2430y ke O
24ofi:  2qftz 292 243f O ks
k=40 dodr _dod2 _dods

Fe=| dogi k-4 @142 4143 0 0 (2.55)
CGod2  q1g2 k- a4y §ags 0 0
gods 4193 4ods  kx—dj 0 0

ben
=

ben
=

=~
=
5
=

band
=
5
=

tand
=
5
=

2.2.6 Euler Doniikliik Acilarinin ve Kovaryans Matrisinin Belirlenmesi

Doniikliiklerin kuaterniyonlar ile gosteriminin niimerik acidan getirdigi 6nemli avantajlara
ragmen, kuaterniyon parametrizasyonunun geometrik ifadesi olduk¢a karmagiktir. Dahasi,
jeodezik literatiirde doniikliiklerin gosterimindeki klasik yaklagimin Euler acilarinin kul-
lanim1 oldugu da goz oniinde bulundurulursa, dengeleme sonucu elde edilen rotasyon

matrisinden Euler doniikliik agilarinin belirlenmesi olduk¢a 6nemlidir.

Sekil lizerinde de goriildiigii iizere, Euler doniikliik acilari, [—7, 7] araliginda tanim-
lidir. Bu agilar, Esitlik [2.2]ile verilen doniikliikk matrisi elemanlart araciliiyla hesaplanir.
Doniikliik acilar ile ilgili genel diisiince tek bir ¢oziimiin oldugudur. Ancak, 3B uzay-
da Euler doniikliik ag¢ilari icin iki ¢6ziim s6z konusudur [110]. Bu ¢oziimler, y ekseni
etrafindaki ¢, doniikliik agist ile iligkilidir. [k ¢6ziim, Esitlik den asagidaki gibi elde
edilir [24]:

@x| (atan2(-F3p, F33)
¢=|¢,|= sin~1 73 (I731] # 11ise) (2.56)
¢:) \atan2(—fa1, F11)

Burada, atan2, dort bolgeli arctan ters-trigonometrik fonksiyonuna karsilik gelmekte-
dir [111]):

=+3 = y>0vex=0
=-7 = y<0vex=0
atan2(y,x) =4 =tan™'2 = x>0 (2.57)
=tan"'2+7 = x<0vey>0
:tan_lﬁ—n = x<0vey <O0;vb.
sing, = sin(m - ve cos¢, = —cos (m— trigonometrik esitliklerinden dolay1
ingy = sin(r - ¢y) @y (m — @) trig ik esitliklerinden dolay
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Sekil 2.1 y ekseni etrafindaki ¢, doniikliik agis1 ve tiim olas1 ¢oziimleri [24]

doniikliik ag¢ilar i¢in ikinci bir ¢6ziim s6z konusudur:

@, atan2(732, —733)
@ =@, [=| sgn(m) =@, | (IP31] # 1ise) (2.58)
é. atan2(#1, —711)

Burada, sgn, isaret fonksiyonunu ifade eder. Eger ¢, > 0 ise sgn(r) = 7; eger ¢, < 0 ise
sgn(rr) = —m olarak elde edilir. sgn(r) fonksiyonu kullanilarak [—7, 7] araliginda tanimli

bir ¢oziim elde edilmesi saglanir [24].

Esitlik[2.56] ve [2.58]ile elde edilen ¢oziimlerin her ikisi de dogrudur. Bu nedenle, y ekseni
etrafindaki ¢, doniikliik agis1 i¢in herhangi bir 6n bilgi s6z konusu degilse, hangi ¢oziimiin
dogru olup olmadigim sorgulamak anlamsizdir. ¢, agisinin [—g, g] araliginda tanimli
oldugunun bilindigi durumda, Esitlik 2.5§] ile verilen ¢6ziim tanimli araligin diginda
kaldigindan, Esitlik [2.56] ile verilen ilk ¢6ziim dikkate alinir. Pratikte, genellikle bu

varsayim g6z Oniinde bulundurulur (bkz. Zeng [[73]]).

Yukarida verilen her iki ¢dziim de |r31| # 1 kosulu altinda gegerlidir. ¢, doniikliik
acisinin ig degerlerini almasi1 durumunda (|r3;| = 1), kadran kilitlenmesi (gimbal lock)
ad1 verilen, x ve z eksenlerinin birbirine paralel hale gelmesi ile doniikliik matrisinin
serbestlik derecesinin bir azaldigi, 6zel bir durum meydana gelir (bkz. Velsink [6]). Bu
durumda, Esitlik[2.56]ve[2.58 de gecen tiim 7 elemanlari sifir degerini alir ve sonsuz sayida

cOziim s6z konusu olur. x ve z eksenleri etrafindaki dontikliik acilarinin belirlenebilmesi
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amaciyla, bu iki a¢idan biri bilinen bir degere atanir [24]. Ornegin, ¢, doniikliik agisinin

0 oldugu varsayilirsa Esitlik [2.2]den doniikliik agilar1 asagidaki gibi elde edilir:

Oy atan2 (712, —713)

o= ¢, |= g (73 = 1 ise) (2.59a)
¢ 0
Ox atan2(—712, £13)

é=| ¢ |= -3 (P31 = —1 ise) (2.59b)
¢ 0

Daha 6nce dengelemeli ¢6ziim sonucunda Esitlik [2.40]ile hesaplanan kovaryans matrisin-
den, birim kuaterniyon elemanlar1 ve dl¢cek carpani veya carpanlarini iceren doniisiim
parametrelerinin kovaryans matrisinin nasil elde edilecegi gosterilmistir.  Sonraki
boliimde, esas doniisiim parametrelerinin (6telemelerin, Euler doniikliik acilarinin, 6lgek
carpanlarinin) kovaryans matrisinin kestirim sonuglar1 kullanilarak dogrudan nasil elde

edilecegi aciklanmaktadir.

2.2.6.1 Benzerlik Doniisiimiinde Parametrelerin Kovaryans Matrisinin Hesabi

Dengeleme sonucu elde edilen parametre kestirimleri ile hesaplanan Euler doniikliik agilari

ve Olcek carpanina iligkin yeni ﬁ parametre vektoriiniin Esitlik|[2.45|ile verilen alt vektorii

& asagidaki yapiyn alir:

A/

R T
E=(k ¢ ¢ o) (2.60)
Doniisiim parametrelerinin kovaryans matrisini hesaplamak icin, Esitlik de belir-

tildigi sekilde, varyans-kovaryans yayilma kurali uygulanir. Bu esitlikte gecen F¢ Jacobi
matrisinin Egitlik 2.60]i¢in diizenlenmis hali Tablo 2.1}de verilmektedir.

Tablo 2.1 4 x 4 boyutlu F¢ Jacobi matrisinin elemanlar1 [24]]

q0 q1 q2 q3
240 24, 24> 243
2 (Aoa A A 2 (A oA Aa 2 (A oA A A 2 (A oA A A
®x _a(QICx +4o8x) _E(CIOCJC ~§158x) —ﬁy(%cx —428x) —E(chx +§358x)
oy @+ aod))  —p(=@+aisy)  —pm(Qo+ @8y (G4 +4s8y)
¢e e (@302 +408:)  —p- (@l @18:)  —p(16: —@282)  —7=(Godz — 4352)

Tablo de, gi (i =0,1,2,3) olcekli kuaterniyon elemanlarinin kestirim degerine; 12,
Olgek carpaninin kestirim degerine; ¢ ve s, sirasiyla, cos ¢; ve sin ¢ ;’ye karsilik gelmek-
tedir (j = x, y, z). F¢ matrisinin elde edilisi Uygur vd. [24] i¢cinde Ek-B’de verilmektedir.

3B doniisiim Orneklerinde, y eksenine iligkin ¢, doniikliik acis1 genellikle daha yliksek
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dogrulukla belirlenir. Bunun temel sebebi, Esitlikler [2.56] 2.58] ve 2.59da da agik¢a

goriildiigii lizere, ¢, acisinin, doniiklik matrisinin dier elemanlarindan bagimsiz olarak

belirlenmesidir. Bu durum Tablo[2.1}de de agik bigimde goriilmektedir. Jacobi matrisinin
¢x, @y Ve @;'ye karsilik gelen elemanlan incelendiginde, ¢, ve ¢, ye iligkin katsayilarin
¢y’den cos ¢, ’nin tersi kadar etkilendigi, bununla beraber ¢, doniikliik a¢isinin ise bu

acilar arasindan yalnizca kendi tarafindan etkilendigi goriilmektedir.

2.2.6.2 Afin Doniisiimiinde Parametrelerin Kovaryans Matrisinin Hesabi

Op afin doniislimii icin x, y, z eksenlerine iligskin 6lgek carpanlarimi ve Euler doniikliik

acilarini iceren parametre alt vektorii

’
A

T
f :(lex lgy lzz Sax Qﬁy ()52) (2-61)

seklini alir. Afin dontisiimii icin Esitlik ile verilen kovaryans yayilma kurali, bu yeni

parametre vektorii i¢in uyarlanirsa, yeni parametre vektoriiniin kovaryans matrisi asagidaki

I 0 Iz 0
= C:s 2.62
(0 Ff) ﬁﬁ(" F?) 262

Burada gegen F, matrisi, ii¢ dlgek carpaninin da g6z dniinde bulunduruldugu, Tablo[2.T[de

gibi elde edilir:

Ci Gy
C C

CB’\/ 5 =

é}lf é/é}/

verilen Jacobi matrisinin genisletilmig halidir [25]:

do 73 7p) d3 0 0
PN A A A A A A x
qoHy q1fdy qofly qsfy > 0
Gof; q14; 424 gsa; 0 >
Fg =29 quéx + qAOS\x qAOéx - qu Ax Q3éx - qAZ§x qZéx + q’\3§x 0 0 (263)
~ W ~w ~ W W
q2 t qosy —43+ 415y qo + 428y —q1 + 43Sy 0
~ AW ~ AW A~ AW A~ W
q3Cz;+qoS; qa2C;+q15; qiCz; —{q28; qoCz; — (38; 0
w w w w

Burada, w = —k,¢,’dir.

2.3 Kiigiiltiilmiis Koordinatlar ile Asimetrik Koordinat Doniisiimii

Koordinat doniisiimii probleminde matematiksel esitliklerde gecen koordinat bilegenleri
biiylik degerlere sahip olabilir. Boylesi durumlarda, fonksiyonel modele baglh olarak,

normal denklemlerin ¢6zlimiinde niimerik zorluklar ortaya ¢ikar. Eger her bir iterasyon
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adiminda normal denklem sistemine iligkin katsayilar matrisi i¢in kondisyon bozuklugu
s0z konusu ise, ¢calismada ele alinan koordinat doniisiimii problemlerinin iteratif ¢oztiimi

bu durumdan olumsuz olarak etkilenir.

Normal denklem katsayilar matrisinin kondisyonu, bu matrisin en biiyiik tekil degeri ile
en kiiciik tekil degerinin oranina karsilik gelen kondisyon degeri ile ifade edilir. Koor-
dinat doniisiimleri icin normal denklem katsayilar matrisinin kondisyon degeri kontrol
noktalarinin dizilimine, koordinatlarina ve bu noktalarin koordinat agirlik katsayilar1 mat-
rislerine baghidir [64]. Eger bu kondisyon degeri biiyiikse, birbirini takip eden iki iterasyon
sonucu elde edilen parametre kestirimleri arasindaki farklar artacaktir. Boylesi durumlarda
olusan bu fark, iteratif ¢dziimlerde yakinsama hatasi olarak isimlendirilir [[64]]. 3B simetrik
jeodezik koordinat doniisiimii problemi icin bdylesi bir durum Zhou vd. [112] tarafin-
dan belirtilmis olup; olas1t kondisyon hatalarinin etkilerinin giderilmesi i¢cin Tikhonov
regiilizasyonu [113], kesikli tekil deger ayristirmas: [114], vb. yOntemler onerilmistir.
Ancak bu yontemlerin iteratif ¢oziime uyarlanmasi ile, 6zellikle problemin simetrik yak-
lagim altinda ele alinmasi durumunda, hem hesap yiikii artacak hem de algoritmalar daha
karmagik hale gelecektir. Bu problemin ¢6ziimii i¢in, hem asimetrik hem de simetrik
coziimlere oldukca kolay bicimde uyarlanabilen, Aydin vd. [64]’te belirtilen, koordinat-
larin uygun bi¢imde kiigiiltiilmesi yolu izlenmistir. Bu yontemde, normal denklemler
katsayilar matrisine konu olan baglangi¢ sistemi koordinatlari, agirlik merkezinin koordi-

natlarina gore Otelenir:

1 n
Xie==) X X1, =X1,; — X1
i=1
1 n
Yie= - Yii, Yii=Yi—Yic (2.64)
i=1
1 n

Zic= - Zii, 2i=2Z1i—2Zi.c

Ancak, agirlik merkezine otelenmis bu koordinatlar ile elde edilen kondisyon degeri yine
biiytik olabilir. Bu durumda, s6z konusu otelenmis koordinatlar ayrica, asagidaki gibi

hesaplanan bir katsay1 ile carpilarak 6l¢eklendirilir:

n = ! (2.65)

n
2 )
\/E1 (xl,i Yt Zl,i)

Kiiciiltiilmiis koordinatlar ile ¢alismak algoritmayi oldukca verimli hale getirmektedir.

Ornegin, Grafarend ve Awange [71] tarafindan verilen eslenik nokta kiimesi i¢in 3B

asimetrik benzerlik doniisiimii gerceklestirildiginde, normal denklemler katsayilar mat-
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risinin kondisyon degeri, koordinatlar dogrudan kullanilirsa yaklasik 1.2 x 10?'; agirlik
merkezine Stelenmis koordinatlar kullanilirsa 3.1 x 10%; koordinatlarin hem Stelenmesi

hem de &lgeklendirilmesi durumunda ise yaklasik 1.4 x 10% olarak elde edilir.

Koordinatlarin bu sekilde kiictiltiilmesi ile 6teleme parametreleri elimine edilmez. Sadece
fonksiyonel model bu agirlik merkezine 6telenmis koordinatlar ile olusturularak 6telemeler
yeniden tamimlanir. Diger bir deyisle, kii¢iiltiilmiis koordinatlar ile calisirken dengeleme
sonucu elde edilen parametre kestirimleri esas parametre vektoriine karsilik gelmez. Esas

¢Oziim, her bir iterasyon adiminda uygun matematiksel esitlikler kullanilarak elde edilir.

Baglangi¢ sistemi koordinatlarmin uygun bigimde kiigiiltiilmesi sonucu Esitlik [2.21] ile

verilen iki sistem arasindaki koordinat doniistimii esitli8i asagidaki yapiy1 alir:
Xo=t.+HX; -b®X,) =t +Hx (2.66)

Burada, t., kiiciiltiilmiis koordinatlar i¢in 6teleme parametreleri vektoriinii; X . baglangic
T

sistemi i¢in ( Xie Ve Zie ) agirlik merkezi koordinat vektoriinii; x;, kiigiiltiilmiis

baglangic sistemi koordinat vektoriinii; b, nx 1 boyutlu elemanlari 1 olan siitun vektorii; X

ve X, ise, sirasiyla, orjinal baslangi¢ ve hedef sistem koordinat vektorlerini belirtmektedir.

2.3.1 Kiiciiltiilmiis Koordinatlar ile U¢ Boyutlu Benzerlik Doniisiimii

3B benzerlik doniisiimii i¢in, koordinatlarin hem agirlik merkezine otelendigi hem de
Olceklendirildigi durumda, doniistime iliskin fonksiyonel modele Taylor acinimi uygu-

lanirsa, i noktasi i¢in

= AciB. (2.67)

Xo,; — Ryxp,; —€) = (13 Jc,i) .
| — gc - gc

y

dogrusal doniisiim modeli elde edilir. Burada, X ;, baslangic¢ sistemine iligkin kiigiiltiilmiis

koordinat vektoriine; .,

t T
Bc:(‘;):(tc,x Iey Ieg (56]0 (56]1 5‘]2 5‘]3) (2.68)

seklinde ifade edilen parametre vektoriine; J.; matrisi, Esitlik ile verilen J mat-
risinden farkli olarak, agirlik merkezine Gtelenmis ve Olceklendirilmis koordinatlar ile

olusturulan, A ; katsayilar matrisinin 3 X 4 boyutlu alt matrisine kargilik gelmektedir:

Jc,i=77(jOX1,i Jixy; Joxpy j3X1,i) (2.69)
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Burada, J.; matrisinin elemanlar1 jc, j= 68—1;;((X1,,~ - X = J ;X1,n seklinde hesaplanir
(j=0, 1,2, 3). Buradan da goriildiigii lizere koordinatlarin 7 katsayist ile 6l¢eklendirilmesi,
fonksiyonel modelin parametre alt vektorii &’ye gore dogrusallastirilmasi sirasinda gercek-
lestirilmektedir. Kiigiiltiilmiis koordinatlar ile gerceklestirilen 7p koordinat doniistimii
sonucu elde edilen parametre vektorii, esas koordinatlar ile elde edilen parametre kes-
tirimlerine karsilik gelmeyeceginden, Esitlik [2.24] ile verilen parametre vektoriinii elde

etmek amaciyla asagidaki adimlar izlenir:

1. Ik olarak parametre vektdriiniin alt vektorii £, ele alimr. Bu vektor araciigiyla
Olcekli kuaterniyon elemanlarini iceren & parametre alt vektorii asagida belirtildigi

gibi hesaplanir:
P P . . A AT
§-&=n.-¢)= n(6q0 5q, 64, 6q3) (2.70)

2. Daha sonra oteleme parametreleri ele alinir. Orjinal koordinatlara iligkin 6teleme
parametrelerini elde etmek amaciyla, ilk olarak Esitlik [2.66] ile verilen doniisiim
esitligi

Xo =t + R (X1 — X 0) (2.71)
seklinde yazilir ve esitlik diizenlenirse, t esas Oteleme parametreleri vektorii asagi-
daki gibi elde edilir:

t=X; - R X =t. - R X (2.72)

Elde edilen t vektoriine iligkin bu esitlik (bilinmeyen) parametre vektorii B, =

T
(tf fT) 'ye gore dogrusallastirilirsa, t'nin kestirim degerleri cinsinden ifadesi

E=i - ReXpo — I (€ &) 2.73)

seklinde elde edilir. Burada, J,,, Esitlik ile agirlik merkezi koordinatlari

kullanilarak olusturulur:
Jn = (jOXI,c jlxl,c jZXI,c j3X1,c) (274)

3. Son olarak, kiiciiltiilmiis koordinatlar ile gerceklestirilen dengeleme sonucu elde
edilen kovaryans matrisi ele alimir. C4 » kovaryans matrisinden, kovaryans yayilma
kurali uygulanarak, Egitlik@’e kargilik gelen Cpp kovaryans matrisi elde edilir:

Cpp=FuCps 5 Fu' (2.75)
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Burada, 7 X 7 boyutlu F,, matrisi asagidaki gibi olusturulur:
I - m
F, = n (2.76)
0 gl

Bu boliimde baslangi¢ sistemi koordinatlarinin uygun bicimde kiigiiltiilmesi ile 3B ben-
zerlik doniigiimii probleminin ne sekilde ele alinacagi agiklanmistir. Bununla beraber, her
iki sistem koordinatlarinin da agirlik merkezi koordinatlarina gore 6telendigi durum Aydin

vd. [64] tarafindan irdelenmistir. Bu durumda, esas 6teleme parametreleri vektorii
t=t +Xoo — ReXic— I (é - g) 2.77)

seklinde elde edilir. Burada, X, ., hedef sistemin agirlik merkezinin koordinat vektoriinii

belirtmektedir. Her iki ¢6zlim ile 6zdes parametre kestirimleri elde edilmektedir.

2.3.2 Kiiciiltiilmiis Koordinatlar ile U¢c Boyutlu Afin Doniisiimii

Bir onceki boliimde ele alinan metodoloji 9p afin doniisiimii icin goz oniinde bulunduru-

lursa, i noktasi i¢cin dogrusal doniisiim modeli

i t
X0, — RiLixy; —e; = (13 Jc,i) ‘| =AB. (2.78)
—_——— fc - fc

y

seklinde elde edilir. Esitlikte gecen S,

t. T
ﬂc = (§ ) = (tc,x tc,y tc,z 5610 66]1 56[2 56[3 6:“)1 5:“2) (279)
c

seklinde ifade edilen parametre vektoriine; J.; matrisi, Esitlik ile verilen J mat-
risinden farkli olarak, agirlik merkezine oteleme ve Olceklendirme yoluyla kiiciiltiilmiig
koordinatlar ile olusturulan, A, ; katsayilar matrisinin 3 X 6 boyutlu alt matrisine karsilik

gelmektedir:
Jc,i:n(joxl,i Jixi Joxi; Jaxay Jyxuy jle,i) (2.80)

- oA -
Burada, J.; matrisinin elemanlar, J; = T(Xl’i - Xi,0)n = J;x1,1 seklinde hesaplanir

J
(j=1, ..., 6). 9p afin doniisiimii i¢in esas koordinatlara karsilik gelen parametre kestirim-
lerini ve kovaryans matrisini elde etmek i¢in bir onceki boliimdeki izlenen adimlar, afin

doniislimii icin uyarlanarak tekrar edilir:

1. Olcekli kuaterniyon elemanlarini ve bagil 6lcek ¢arpanlarini iceren & parametre alt
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vektorli asagida belirtildigi gibi hesaplanir:

. P T
E-E=nE -E)=n(oa, 60, 62, 62y opy ) (281)
2. Oteleme parametreleri vektorii t belirlenir:
t=t - ReLiXpe = I (g - g) (2.82)

Burada, J,,, Esitlik [2.32]ile belirtildigi sekilde ancak agirlik merkezi koordinatlar

kullanilarak olusturulur:
Jm:(jOXI,c jIXI,c jZXl,c jSXl,c jyXI,C jZXI,c) (283)

3. Son olarak, Egitlik [2.52] ile verilen kovaryans matrisinin elde edilmesi i¢in, Esit-
lik 2.75]te belirtildigi sekilde kovaryans yayilma kurali uygulanir. 9p doniisiim
modeli i¢in, Esitlik[2.69]ile verilen F,, Jacobi matrisi 9 X 9 boyutlu olur.

Her iki sistem koordinatlarinin kendi agirlik merkezlerine 6telenerek kiiciiltiilmiis olmasi

durumunda, esas koordinatlara iligkin 6teleme parametreleri vektorii
P=io+Xoo - RiLX1 o - o (€ - ) (2.84)

seklinde elde edilir [25]. Bu ¢alisma kapsaminda 9p doniisiim modeli i¢in yalnizca
baglangi¢ sistemi koordinatlar kiiciiltiilmiis olmakla beraber, her iki ¢oziim ile de 6zdes

parametre kestirimleri elde edilmektedir.

2.4 Yaklasik Deger Belirleme Problemi

Uc boyutlu koordinat doniisiimii probleminin ¢oziimii, daha once de belirtildigi iizere,
doniikliiklerin diferansiyel anlamda kiiciik ve Olgek carpanlarinin bire yakinsadigi du-
rumlar disinda, dogrusal olmayan bir denklem sisteminin ¢oziimiinii gerektirir (ilerleyen
boliimlerde ele alinacag lizere, simetrik koordinat doniisiimii ise dogas1 geregi her du-
rumda dogrusal degildir). Bu dogrusalsizlik nedeniyle parametre kestirimi, iteratif bir

coziim gerektirir.

Parametrelerin biiyiik oldugu durumlarda niimerik acidan karsilasilan en onemli zor-
luk, iterasyon i¢in yaklasik baglangic degerlerinin belirlenmesidir. Kuaterniyon tabanl
koordinat doniislimii algoritmasinin en 6nemli avantaji bu yaklasik deger belirleme prob-

lemini ortadan kaldirmasidir. Iteratif ¢oziim icin 6lcekli kuaterniyon elemanlarina iligkin
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baglangi¢ degerleri
qo0=1, q10=920=930=0 (2.85)

almarak 3B benzerlik doniisiimii i¢in her tiirlii doniikliik acis1 ve 6l¢ek carpani i¢in nihai
coziim birkag iterasyon sonucunda elde edilir [24, 70]. Bununla beraber, jeodezik koordi-
nat doniislimii problemlerinin ¢oziimiinde kondisyon bozuklugundan kaynakli niimerik
zorluklarla kargilagihr. Bolim [2.3te verildigi sekilde, kiiciiltiilmiis koordinatlar ile
calisilarak bu kondisyon hatalarinin iistesinden biiyiik 6l¢iide gelinebilmektedir. Bununla
beraber, 9p afin doniisiimiinde kontrol noktalarinin dagiliminin uygun olmadig1 veya 6l¢ek
degisiminin oldukg¢a biiyiik oldugu baz1 olagan dis1 durumlarda, kiigiiltiilmiis koordinatlar
ile ¢aligilsa bile normal denklemler sisteminin ¢oziimii miimkiin olmayabilir ve iteratif
¢Ozlim nihai ¢oziime yakinsamayabilir. Bu gibi durumlarda ¢oziim elde edebilmek icin,
Esitlik [2.85]yerine daha iyi belirlenmis yaklasik degerlere ihtiya¢ duyulur. Bu 6zel durum-
lar nedeniyle calisma kapsaminda ele alinan 9p doniigiim algoritmasinda, 7p doniisiimden
farkl olarak, yaklasik deger belirleme problemi goz oniinde bulundurulmaktadir. Burada,
Olcekli kuaterniyon elemanlarina ve bagil 6l¢ek carpanlarina iligkin yaklagik degerlerin
belirlenmesinde asagidaki adimlar takip edilmektedir [25]:

1. Esitlik [2.3] ile verilen 9p afin doniisiim modelinden n sayida kontrol noktasinin
baslangic ve hedef sistemi koordinatlar1 aracilifiyla 6l¢ek carpanlarinin yaklasik

degerlerini belirlemek i¢in, n — 1 sayida asagidaki gozlem esitligi olusturulur:

ks
bi =AX3, +AY;, +AZ3, = |AX?, AV, AZD||k? 256
k? ‘

:Bié‘ (i:2,...,n)

Burada, A, agdaki ilk noktaya (ya da agdaki herhangi bir noktaya) gore belirlenen

koordinat farkini ifade etmektedir.

2. n — 1 sayida denklemden olusan (B"B)¢ — B”b = 0 normal denklem sisteminin
¢oziimii ile 6lgek carpanlari belirlenir. Bu degerler yaklasik degerler (k, I}y, k.)
olarak alinarak, E§itlikdan bagil 6l¢ek ¢arpanlarinin yaklasik degerleri (i, fi;)

belirlenir.

3. Her bir X;; vektorii Ly = diag (1 fy ,az) ile sagdan carpilir. Elde edilen bu
baglangic¢ sistemi koordinatlari ile hedef sistemi koordinatlar1 arasinda kuaterniyon
tabanl (agirliksiz) benzerlik doniisiimii gerceklestirilerek, ol¢ekli kuaterniyon ele-

manlar1 elde edilir (bkz. Uygur vd. [24]). Bu elemanlar yaklasik deger olarak
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atanarak, yaklagik parametre vektorii belirlenir:

E=(d0 @1 @ @ A& @) (2.87)
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3

SIMETRIK KOORDINAT DONUSUMU

Bir onceki boliimde 3B koordinat doniisiimii problemi yalnizca gozlenen biiytikliiklerin
(hedef sistem koordinat vektoriiniin) hatalarinin géz 6niinde bulunduruldugu, asimetrik
doniisiim modeli altinda ele alinmigtir. Ancak gercekte, her iki sistem koordinatlar1 da
bir dengeleme hesab1 sonucu elde edilmis, dolayisiyla rasgele degiskenler olabilir. Bu
boliimde, her iki sistem koordinat hatalarinin da dikkate alindigi koordinat doniigiimii

probleminin ¢6ziimii irdelenmistir.

Baglangi¢ sistemi koordinat vektorii (X) ve hedef sistemi koordinat vektorii (X,) arasin-
daki matematiksel iliski n sayida nokta icin Esitlik ile tanimlanir. Yeterli sayida
kontrol noktas1 olmas1 durumunda t vektorii ve A matrisinin elemanlar1 en kiigiik kareler
(EKK) yontemiyle elde edilir. Bu eslenik noktalarin her iki sistemdeki koordinatlari ras-
gele degiskendir. Bu nedenle, Esitlik 2.217deki koordinatlara -e kadar diizeltme getirilir

ve her iki sistem koordinat hatalari icin 6ngoriilen dagilim fonksiyonu goz oniine alinirsa,

X)—e,=Ut+H(X;—¢;), e= ~ Ni , O =0, 3.1
2 — € (X —ep) [62] ([0] 0 [ 0 O 0 Q) (3.1)
modeli elde edilir. Bu doniisiim esitliginin her iki yani1 koordinatlarin rasgele hatalariyla

yiiklii oldugu icin, uygulamada simetrik koordinat doniisiimii olarak adlandirilir [31].

Simetrik koordinat doniisiimii, dogrusal olmayan EKK dengelemesine dayanir [31]. Ko-
ordinat hatalarinin istatistiksel hata dagilimlar1 goz Oniine alindi§inda, Esitlik [3.1fden
dogrusal olmayan Gauss-Helmert modeli bulunur. Pope [115] tarafindan dogrusal-
lastirma isleminde dikkat cekilen noktalar g6z oniinde bulundurularak, Lenzmann ve
Lenzmann [116], Nietzel ve Petrovic [117] ve Nietzel [52]] en uygun dogrusallastirma

islemini gostermislerdir.

Simetrik koordinat doniisiimii, katsayilarin da hatali oldugu dengeleme modeli

(EIV:Errors-in-Variables) seklinde de gosterilebilir. Bu modelin fonksiyonel kismi, Esit-
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lik [3.T]den asagidaki gibi elde edilir:
X-e=(A-E)B (3.2)

Burada, A, baslangic sistemi koordinatlarinin bir fonksiyonu olan (simetrik koordinat
doniistimii problemlerinde genellikle data matris olarak adlandirilan) katsayilar matrisi;
E, A’ya iligkin hata matrisi ve B, bilinmeyen doniisiim parametreleri vektoriidiir. EIV
modeli altinda bilinmeyen parametrelerin kestirimi, toplam EKK (TLS - Total Least
Squares) ad1 verilen yontemle gerceklestirilir. Bu yontem, ilk kez Golub ve van Loan [32]
tarafindan ortaya konmus; jeodezik problemlerde ilk kez Felus [|33]] tarafindan kullanilmig
ve koordinat doniigiimii problemine ilk olarak Akyilmaz [34] tarafindan uyarlanmigtir.
Kisa bir siire sonra, Schaffrin ve Wieser [35[], problemin ¢oziimiinde stokastik modele
iligkin kisitlamalar1 ortadan kaldirarak, agirlikli toplam EKK (WTLS - Weighted TLS)
cOziimiinii ortaya koymustur. Bu calismadan sonra TLS ¢6ziim algoritmalarina iligkin

oldukca fazla sayida jeodezik ¢aligma yapilmigtir.

Toplam EKK yontemi, Esitlik [3.2]den elde edilen kosul denklemleri araciligiyla hatalarin
agirlikli karelerinin toplamini minimum yapan parametreleri, yani en uygun parametre
kestirimi ¢Oziimiinii saglar. Bunun i¢in bir Lagrange fonksiyonu kullanilir. Bu La-
grange fonksiyonundan elde edilen Euler kosul denklemlerinin dogrudan ¢oziimii verecek
ozellikte olmamasi nedeniyle, ¢coziim iteratif olarak yapilir. Jeodezide toplam EKK den-
gelemesi adi verilen bu iteratif ¢oziim iglemi icin gelistirilen algoritmalar, iki alt baglik

altinda ele alinabilir:

1. Yalnizca parametre kestiriminin girdi ve ¢ikti oldugu iteratif algoritmalar (Schaffrin

ve Wieser [35]], Tong vd. [36] ve Snow [41]]’in ilk algoritmas1)

2. Hem parametre kestiriminin hem de E hata matrisinin girdi ve ¢ikti oldugu iteratif
algoritmalar (Amiri-Simkooei ve Jazaeri [45], Shen vd. [118]] ve Snow [41]]’in ikinci
algoritmasi)

Her iki baglik altinda kullanilan algoritmalarin kestirim sonuclari, yakinsama hizlar1 ve
zamanlar arasinda anlaml farklar yoktur. Bu algoritmalara iliskin ayrintili bilgi Fang [37]
ve Snow [41]’de verilmistir. Bu algoritmalar ile ¢alisilirken 6nemli bir zorluk, A matrisi
ve X, koordinat vektoriine iligkin bir agirlik matrisine olan ihtiyactir. A data matrisinin
baz1 elemanlar1 hatali, bazilar1 hatasiz ve bazilar1 birden fazla sayida gecebildigi igin,
toplam EKK dengelemesinde stokastik modelin klasik EKK dengelemesine gore olustu-
rulmas1 6zel bir cabay1 gerektirir. Koordinat doniigiimii problemleri i¢in uygun agirlik
matrisi yapilart bulunmaktadir [37,41]. Ayrica, Xu vd. [42] tarafindan ortaya konan kismi

EIV modeli de bu amagla olusturulmus bir modeldir. Ote yandan, Nietzel [52] tarafin-
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dan Esitlik [3.1fdeki model i¢in tanimlanan iteratif EKK dengelemesinin toplam EKK
dengelemesine esit oldugu gosterilmistir [33]]. So6z konusu iteratif EKK dengelemesi,
yukarida belirtilen ikinci toplam EKK algoritmasina karsilik gelmektedir. Bu dengeleme
islemi simetrik koordinat doniisiimiinde 6nemli bir avantaja sahiptir. Bu dengelemede her
iki sisteme iligkin bilinen kovaryans matrisleri, ek bir isleme gerek kalmaksizin dengele-
menin stokastik modelinde dogrudan kullanilabilmektedir [64} 70]. Bu nedenle, (dogrusal
olmayan) Gauss-Helmert modeli, toplam EKK dengelemesi i¢cin de olduk¢a uygun bir kes-

tirim modelidir.

Bu boliimde, simetrik koordinat doniistimiiniin toplam EKK ¢6ziimii irdelenmis, asimetrik
ve simetrik koordinat doniistimleri kuramsal olarak karsilagtirllmig ve varyans bilesen-
lerinin bilinmeyen oldugu simetrik koordinat doniistimii aciklanarak, s6z konusu varyans

bilesenlerinin nasil ¢oziilecegi ortaya konmustur.

3.1 Simetrik Koordinat Doniisiimiinde Toplam EKK Yontemi

Simetrik koordinat doniisiimii probleminin ¢6ziimii toplam EKK olarak ifade edilmekle
beraber, her iki sisteme iligkin hatalarin goz Oniinde bulunduruldugu benzer bir den-
geleme modeli, jeodezik literatiirde genel EKK adi altinda yer almaktadir. Genel EKK
cOziimiine iligkin ayrintili bilgi Ghilani ve Wolf [54] tarafindan verilmektedir. Genel
EKK yontemi aslinda eksik bir dogrusallastirma islemine dayanmaktadir. Aydin [S3]’te
gosterildigi lizere bu yontem, baslangi¢ sistemi koordinatlarinin ve bilinmeyen paramet-
relerin dogrusallastirilmasina denk bir ¢6ztime iligkindir. Daha dogru ¢6ziim i¢in, toplam
EKK yontemine esit oldugu gosterilmis olan asagidaki dogrusallagtirma adimlarina gore

gerceklestirilen iteratif bir EKK dengeleme yontemi izlenir.
Esitlik [3.1] asagidaki bigimde yazilabilir:
f(€e)=Xo-e-Ust=H(X| —e) = (As - Eo)& (3.3)

Burada, &, parametre vektorii B nin 6l¢ek ve doniikliik elemanlarindan olusan alt vek-
torlidiir. Bu esitligin dogrusal olmamasinin asil nedeni, He| terimidir. Denklem sistemini

dogrusal hale getirmek amaciyla Esitlik [3.3] e Taylor aginimi uygulanirsa,

X:-e=Ustsof Go)+ “LED (- g
& £

=U@t+H(X; - &)+ (As —E) (£ - &) —H(e; - &)
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bulunur. Burada, "~" indisi yaklagik degeri ifade etmektedir. Esitlik [3.4] yeniden diizen-

lenirse,

X; -HX; =U®t+(A; —Eg) (£ - &) + (e; — Hey)

= luel (Ag—Eg)] | +(es - Hey)
’ - (3.5)
A-E —
B
= (A-E)B + (e, - He))
elde edilir. Bu esitlikte,
A=A-E=|Usl (A;-Fp (3.6)
denirse,
X, - HX, - (e, — He,) = Af’ (3.7)

bulunur. Elde edilen model Esitlik [3.1] ile beraber goz oniinde bulundurulursa, yaklagik

olarak dogrusallastirilmis Gauss-Helmert modeli asagidaki gibi elde edilir:

Y. I Y _61~ 0 2Q10_2
X, — HX| (ez Hel)—Aﬂ, e—[eJ N([OI,O'O[O QJ—O‘OQ) (3.8)

S6z konusu Gauss-Helmert modelinde A, yaklasik olarak diizeltilmis (baslangic sistemi
koordinatlarina gore olusturulmus) data matrisini gostermektedir. Esitlik [3.8de 6l¢iiler
X, — HX| ile ifade edilmektedir. EKK yontemi ile bu esitlikte hem e; hem de ,B’ kes-
tirilir. Bir sonraki iterasyonda e;’in bu kestirim degerleriyle baglangi¢ sistemi koordi-
natlar1 diizeltilerek, diizeltilmis A matrisi belirlenir. ﬂ, ile de & elde edilir. Belirlenen
¢ kullanilarak H matrisi yeniden olusturulur. Yeni diizeltilmis A ve belirlenen H ile
Esitlik [3.8de verilen model yeniden olusturularak, EKK yontemi uygulanir. Bu sekil-
de iterasyon siirdiiriilerek, bir dnceki iterasyondaki parametrelerle bulunan parametreler
karsilastirilir. Farklar kiiciikse iterasyon sonlandirilir. Boylesi bir iterasyon islemi algorit-
mas1 Tablo [3.1]de verilmistir.

Bununla birlikte, HX; = Agé ve ng = HE, oldugu igin, E§itlik asagidaki bicimde de

olusturulabilir:

Xo-AZ =Ut+ (A; —Ep)é — A€ + HE + (e; — He) (3.9)
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Tablo 3.1 Dogrusal olmayan Gauss-Helmert modelinin iteratif EKK dengelemesi
bicimindeki toplam EKK algoritmasi

Baslangic:(€ ve &)

7p kuaterniyon tabanli doniisiim: €=(1000)7,&=0

9p kuaterniyon tabanli doniisiim: £ icin bkz. Bbll’jmm e=0

Tekrarla =0, 1, ... -

Ai1=|U®I. (Ag—Eg;1)| (diizeltme getirilmig x; koordinatlart ile)
H_ =L, ®Ai_1,y-1 =Xo - Hi X, Py = (Q+Hi QH ™!

B = (AT P A )'AT Py

e = —QlHl.T_lP,-_l(yi_l - Ai_lﬁ;) (bkz. Koch [81], s.214)

Eger maks.(| ,B; - ﬂ;_l |) < 10712 ise, m = i, iterasyonu sonlandur.

Toplam En Kiiciik Kareler Coziimii:

Parametre vektorii: ﬁ = ,B;n

Hata vektorleri: € = e, €2 = Q2P 1 (Ym-1 — Am_l,B;n)
Sonsal Varyans: 6'3 = (é{Qlél + éngéz)/f

Esitlik [3.9) diizenlenirse,
X, -He; =U®t+ (Ag —Eg)f+ (e2 — He))

=|Uel (Ac-Ep| |,| +(e: - Hey)

(3.10)

——
B

= (A-E)B+ (e; — Hey)

A-E

elde edilir. Boylece, Esitlik [3.8]ile verilen model agagidaki bigime doniisiir:

- i _ e 0 Q 0
X, - 6, - (e; - He|) = AB, e= [ej ~N(H,a§[ol Qz] =02Q)  (3.11)

Bu model i¢in iteratif algoritma Tablo [3.1]deki ile 6zdestir. Ancak, ol¢ii vektorii yerine
X, — Hé, kullanilir ve ﬁ/ yerine B kestirilir. Aydin vd. [64] e gore, E§itlikmodeli ile
caligmak, X, — HX| ol¢ii vektorii, X, — Hé; ol¢ii vektoriine gore daha kiiciik oldugundan,
normal denklem katsayilar matrisindeki kondisyon hatalarinin sonug¢lara daha az yansi-
mast agisindan niimerik olarak daha dogrudur. S6z konusu niimerik hatalar, Aydin vd. [53]]
tarafindan verilen algoritmalara gore, X koordinatlarinin uygun bi¢imde kiictiltiilmesi ve
olgeklendirilmesi ile de giderilebilir (bkz. Boliim[2.3)). Esitlik [3.1T|bi¢imindeki dogrusal-
lastirilmis Gauss-Helmert modeli ile yapilan iteratif ¢6ziim sonucunda (m. iterasyonda)
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bilinmeyen parametre vektort,
B =(ATPA) 'AP(X, - Hé) (3.12)

seklinde elde edilir. Burada, A, (m — 1). iterasyonda diizeltilmis katsayilar matrisine
karsilik gelir:
A=A, (3.13)

P ise, H = H,,_; matrisine gore olusturulmus agirlik matrisidir:
P=(Q+H Q) (3.14)

Birim agirlikli 6l¢iiniin varyansi, Tablo [3.1fde gosterildigi gibi,

1. A N
52 = —(e7Qie; +e1Quey) (3.15)

~

seklinde belirlenir. ¥ = &, — Hé, hata vektorii,
7 =X, - He, - Ap (3.16)
seklinde de belirlenebilir. Bu hata vektorii ise, Hé; = ng oldugu icin, A = A — K ile
=X, -ApB (3.17)
olur. Buna gére, Esitlik [3.T5]ile verilen varyans kestirimi, asagidaki bi¢imi alir:
7Py = (X~ ABP(X: - AB) (3.18)
Bilinmeyenlerin kovaryans matrisi ise asagidaki gibi bulunur:

Css = 05 (ATPA) (3.19)

3.2 Simetrik Koordinat Doniisiimiinde Varyans Bilesenlerinin Kes-
tirimi
3.2.1 Varyans Bilesen Kestirimi

Farkli kaynaklardan gelen Olgiilerin bir dengeleme modelinde birlestirilmesi yalniz
fonksiyonel modelde degil, stokastik modelde de diisiiniilmesi gereken bir problemdir. Bu
amagla, farkli kaynaklardaki bu 6l¢ii gruplarinin (ko)varyans bilesenleri de dengelemede
bilinmeyen olarak gecer ve diger bilinmeyenlerle birlikte kestirilirler. Bdylece en uygun

birlestirme saglanir.
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Varyans bilesenlerinin kestirimi ilk kez 19. yiizyilin sonlarinda R. F. Helmert (1843-1917)
tarafindan ele alinmistir. Literatiirde “Helmert yontemi” olarak adlandirilan bu yontem
halen kullanilmaktadir; Forstner yontemi ile Horn ve Horn [[78]] tarafindan 6nerilen IAUE
(Iterative Almost Unbiased Estimation) aslinda 6zdeg yontemlerdir [87]. Varyans bilesen-
lerinin kestirimi, Rao [80] tarafindan Helmert’ten yaklasik bir yiizyil sonra istatistikte ele
alinmistir. Rao’nun yontemi MINQUE (Minimum Quadratic Unbiased Estimation) olarak
adlandirilir. Bu yontem, ol¢iilerin normal dagilimli olmasi1 durumunda, Helmert ve IAUE
yontemleri ile 6zdeg sonug verir. Jeodezi literatiiriinde yaygin olarak kullanilan yontem-
lerden bir digeri, BIQUE (Best Invariant Quadratic Unbiased Estimation) yontemidir [[81]].
Iteratif ¢oziimlerde bir takim farkliliklar olusabilse de bu yontemle yine Helmert ve IAUE
yontemleri ile 6zdes sonuclar elde edilir. Jeodezi literatiiriinde gegen 6nemli yontemlerden
bir digeri ise LS-VCE (Least Squares-Variance Components Estimation) yontemidir [82,
83]. Bu yontem, yine Olgiilerin normal dagilimli olmasi durumunda, diger yontemler
ile 6zdeg sonuclar verir. Digerlerinden farkli olarak, LS-VCE yonteminde bir veya bir-
den fazla Ol¢ii grubuna iliskin varyans bileseninin sabit olmasi kosulu probleme dahil
edilebilmektedir |82} [95]].

Varyans bilesen kestirimi ile en uygun birlestirme stratejisi bir¢ok jeodezi ¢aligmasinda
kullanilmaktadir. Ornegin, Aydimn [87], mikrogravite aglarinin dengelemesinde farkli
bagil gravite Olciilerinin varyans bilesenlerinin, zamansal ancak gelgitsel olmayan gravite
degisimlerine etkisini incelemigtir. Aydin ve Demirel [88]], varyans bilesenlerinin kesti-
riminin gravite deformasyon aglarinda 6nemini vurgulamaktadir. Koch ve Kusche [90]],
gravite Olciilerinin regiilasyonunda yine Helmert yontemini kullanmaktadirlar. Fotopou-
los [92]], jeoit hesaplamalarinda farkli kaynaklardan gelen yiikseklik bilgilerinin kul-
laniminda varyans bilesen kestirimini onermektedir. Aydin [94]], bagimsiz 6l¢ii gruplari-
na iligkin dengeleme sonuglarina bagli olarak stokastik birlestirmenin nasil yapilacagini
gostermektedir. Bu strateji, [ITU_GGC16 statik gravite alan1 modeli (Akyilmaz vd. [[119])
icin GRACE ve GOCE ¢o6ziimlerinin en uygun sekilde birlestirilmesinde gz oniine alin-
mistir.  Aydin vd. [96]], GPS zaman serilerinde renkli giirtiltii genliklerinin kestirimini
Amiri-Simkooei [82, 95]’de tanimlanan yaklasima bagl olarak varyans bilesenleri kes-
tirimi cercevesinde ele almiglar ve bu kestirimin hiz kestirimi sonuclarina etkisini in-
celemislerdir. Bahadur ve Nohutcu [97]], Coklu-GNSS ol¢iilerinin degerlendirilmesinde
Helmert yontemi ile farkli uydu gozlemlerinin varyans bilegenlerinin kestirimini Oner-

misler; bu sayede, sonuclarin hangi oranda iyilestigini gostermiglerdir.

Varyans bilesenlerinin kestiriminde ¢esitli niimerik sorunlarla karsilagilir. Bunlardan ilki,
dengeleme modelinde Ol¢ii sayisinin ve/veya bilinmeyen sayisinin biiyiik olmasi duru-
munda olusan hesaplama problemi ve model yetersizliginden, gruplama stratejisinden ve
kullanilan yontemden kaynaklanan ¢6ziimsiizliik problemidir. Hesaplama problemleri,
Lucas ve Dillinger [91], Crocetto [93]], Koch ve Kusche [90] ve Aydin [94] tarafindan

37



farkli acilardan ele alinmigtir. Coziimsiizliik problemi ise iteratif olan varyans bilesen
kestirimi algoritmalarinda sonucun elde edilememesidir. Bu durum daha siklikla Gauss-
Helmert modelinde ortaya ¢ikar. Boylesi bir problem, Helmert ve IAUE yontemlerinde
istenilen niimerik dogrulukta sonuca yakinsamama, BIQUE ve LS-VCE yontemlerinde
ise varyans bilesenlerinin herhangi bir iterasyonda eksi isaretli olmasi seklinde kendini
gosterir. Cozlimsiizliik probleminin giderilmesi i¢in iki yaklagim bulunur. Bunlardan ilki,
problemin birlestirme stratejisinin kendisinden ileri geldigini ongoriirken, digeri ise kul-
lanilan algoritmadan kaynaklandigini 6ne siirer. ilkinde ya farkli bir birlestirme stratejisi
(farkli gruplandirma, stokastik modelin degistirilmesi, glincellenmesi ve iyilestirilmesi)
uygulanir ya da sz konusu gruplar i¢in farkli bilegenlerin olamayacagi sonucuna varilarak
birlestirme yalnizca fonksiyonel modelde saglanir. Diger yaklasimda ise, ne olursa ol-
sun, eksi isaret probleminin algoritmanin iyilestirilerek ¢oziilebilecegi ongoriiliir. Bunun
icin, varyans bilesenlerinin sifir ya da biiyiik olmas1 kosulu kestirim algoritmasina dahil
edilir. Buna iligkin 6nemli yontemlerden biri Amiri-Simkooei [95] tarafindan Onerilmis
NNLS-VCE (Non-negative Least-Squares Variance Component Estimation) yontemidir.
Bu yontem, Aydin vd. [96] tarafindan GPS zaman serilerinde kullanilmigtir. S6z konusu
yontem, her zaman sifir ya da art1 isaretli varyans bilesen kestirimi sonucu verir. An-
cak sonucta elde edilen parametre kestirimi sonuglari, Helmert ya da IAUE yontemleriyle
sonuca yakinsanamamasina karsin devam edilecek parametre kestirim sonuclari ile hemen
hemen 6zdestir. Bir bagka deyisle, coziimsiizliik problemi karsisinda bunun model yeter-
sizliginden kaynaklandigini diisiintip farkl birlestirme stratejilerini incelemek daha makul
bir yaklasimdir. Bu calismada da ¢oziimsiizliik problemi bu yaklasim altinda ele alinmak-

tadir.

3.2.2 Varyans Bilesenleri Bilinmeyen Simetrik Koordinat Doniisiimii

Baglangi¢ ve hedef sistem koordinatlar1 farkli sistem, farkli zaman ya da farkli kaynaklar-
dan elde edilmis olabilir. Bu durumda simetrik koordinat doniigiim modeli, baslangi¢ ve
hedef sistem koordinatlarinin varyans bilesenlerinin (0'12 ve 0'22’nin) de bilinmeyen oldugu
simetrik koordinat doniisiim modeline doniisiir. S6z konusu simetrik koordinat doniistimii

asagidaki gibi ele alinir:

X, — ey = Ut+ H(X; —e), [:1]~N([g],af [?)1 g]+a'22 [g 3]) (3.20)
2 2

Heterojen, yani varyanslar farkli, 6lcii gruplarina iliskin kovaryans matrisleri ne kadar iyi
bilinirse bilinsin, bunlarin bir dengeleme modelinde birlestirilmesinde esasen her zaman
varyans bilesen kestirim metodolojisini diisiinmek gerekir. Bir baska deyisle, yukari-
daki modelde gecen agirlik katsayilart matrisleri, bagimsiz dengelemelerden elde edilmis

kovaryans matrisleri (yani C; ve C,) olarak da diisiiniilebilir.
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Varyans bilesenleri bilinmeyen olan EIV model ve buradaki anlamiyla “varyans bilesen-
leri bilinmeyen simetrik koordinat doniislimii” jeodezi literatiiriinde ilk kez Amiri-
Simkooei [46] tarafindan ele alinmis, bu calismadan bagimsiz es zamanl olarak Aydin
ve Uygur [98]] tarafindan iki boyutlu benzerlik doniigiimii icin uygulanmis, Uygur [99]
iki boyutlu afin doniisiimiinde Aydin ve Uygur [98]’in stratejisini incelemistir. Amiri-
Simkooei [46] ve Aydin ve Uygur [98] benzer bir algoritma kullanir. Ancak ilki, simetrik
koordinat doniisiimiiniin ¢6zlimiinde, aslinda Snow [41]’in ikinci algoritmasi ile 6zdes
olan (bkz. Aydin vd. [51]) en kii¢lik kareler tabanli agirlikli toplam en kiiciik kareler

yontemini kullanirken, Aydin ve Uygur [98]] ise Gauss-Helmert modeli bi¢ciminde ¢éziim

gerceklestirmektedir.
Adim | §
VKM . . .
BASLA (VB'ler)=1 — @ Slmetflk‘{(c.).orc.i.mat Kisaltmalar:
Donu;umu VKM=Varyans-Kovaryans Matris
l VB=Varyans Bileseni
o
Adim Il Adim Il
(Parametre; Data Matris)+VKM <€
1' \/‘\/\A\ N T (Parametre; Data Matris)
Yaklasik si trik K dinat
. o s o mmetri oordina
VB’lerin Kestirimi @ = VKM (Parametrejtiatris) - Déniisiimii
VB’ler Parametre kestirimleri yaklasik
kestirilemiyorsa degerlerden farkli degilse

Adim l'deki Adim lll’deki son

modele gére ¢6ziim I modele gére ¢6ziim

Sekil 3.1 Varyans bilegenleri bilinmeyen simetrik koordinat doniisiim ¢oziim algoritmasi
akis semasi

Simetrik koordinat doniisiimiinde varyans bilesen kestirimini yapabilmek amaciyla birlikte
calisan iki iteratif algoritma kullanilir; ¢linkii, varyans bilesenleri bilinmeyen simetrik ko-
ordinat doniisiimiinde ne fonksiyonel model hatasiz ne de stokastik model bilinen degildir.
Simetrik koordinat doniisiimiinde stokastik model bilinir olmaliyken, varyans bilesen-
lerinin kestiriminde fonksiyonel model hatasiz olmalidir. Bu amacla olusturulmus soz
konusu iki iteratif algoritmali bir ¢6ziim algoritmasi Sekil [3.17de 6zetlenmis, bu algorit-

madaki asamalar ise asagida agiklanmistir:

* Adim-1: Baglangi¢ adimi olan bu adimda varyans bilegenleri 1 alinir. Buna gore

olusturulan kovaryans matrisi (Q; + HQ H” ) ve agirhik matrisi degismez kabul
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edilir. Boylece baslangi¢ dogrusallastirilmis Gauss-Helmert modeli olusturulur:

t

ez P=(Q,+HQH)! (3.21)

y— (e;—Hey) = [U j][

Burada, ¥ = X, — HX kiiciiltiilmiis 6l¢ii vektoriinii gosterir. Daha 6nce aciklanan

EKK yaklagimi ile yukaridaki simetrik koordinat doniistimii ¢oziiliir.

Adim-2: Bu adimda, Adim-1’de ¢oziime ulasilan son iterasyondaki elemanlar
(¥, H, J, £) degismez kabul edilirken, kovaryans matrisi bilinmeyen olarak ele alinir,
Boylece, asagida verilen varyans bilesenleri bilinmeyen Gauss-Helmert modeli olus-
turulur:

_ _ t —
y— (e —He)) = [U J] [ -, C= 0'22Q2 + 0'12(HQ1HT) (3.22)

§-¢

Varyans bilesenlerinin kestirimi icin Gauss-Helmert modelinde IAUE yontemi
coziimde oldukca kolaylik saglar. Kestirim i¢in oncelikle yaklagik kovaryans matrisi

olusturulur. Buna gore [3.22) modeli, asagidaki modele doniisiir:

— T
, Co=03,Q2+ 07 (HQH )

&§-¢

y_(ez—ﬁel):[U j][ ' (3.23)

=Y10+ Y2

2
1.0

yaklagik degerlere bagh degildir; baslangicta genellikle 1 secilirler. Ancak, asagida

Burada, o7 , ve Ui o» yaklagik varyans bilesenleridir (Varyans bilegen kestirimi bu ilk
aciklanmis Adim-3’ten sonra bu adima doniildiigiinde, Adim-3’te degismez kabul
edilen varyans bilesenleri burada yaklasik varyans bilesenleri olarak kullanilir).
Varyans bilesenleri ile yaklasik degerleri arasindaki varyans carpanlar1 oran1 goz

Oniine alinir:

o} o3
01 = — 0, = - (3.24)
%70 02,0

Varyans carpanlari asagidaki bicimde kestirilir:

n -1 1_ _
91 _ iZ(MoYl,o) 0 yTMOYl,OMOY (3 25)
02 0 iz(MoY2,0) Y MoYa oMoy
Burada, My, ortogonal bir matristir:
- —T - =T
My=Co ' I-JT Co™'D7'T ¢ (3.26)
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Boylece, Esitlik [3.24 e gore varyans bilesenleri elde edilir:
67 = 07001, 63 =050, (3.27)

Varyans bilesen kestirimi algoritmalar: ilk yaklagik degerin secimindeki keyfilik
nedeniyle iteratif olarak c¢oziiliir. Genellikle ilk iterasyonda ¢oziime ulagilmaz. Bu
nedenle, Esitlik [3.25] ile bulunan kestirim degerleri yeni yaklasik degerler olarak
ongoriiliir:

2 _ A2 2 _ a2
019=07, 037=0; (3.28)

Esitlik [3.28] Esitlik [3.23[te diisiiniilerek yeni kovaryans matrisi olusturulur ve Esit-
lik [3.25]ile varyans c¢arpanlar1 kestirilir. Varyans ¢arpanlari 1’e yakinsamigsa islem

sonlandirilir ve Adim-3’e gegilir.

Caligma boyunca varyans ¢arpanlarinin kontrolii i¢in 10~ sinir degeri kullanlmistir.
Eger varyans carpanlari 500 iterasyonda 1’e istenen dogrulukta yakinsamazsa
varyans bilesenlerinin kestirilemeyecegi kararina varilarak, simetrik koordinat
doniisiimii tek varyans bilesenli olarak alinir ve Esitlik [3.21]deki modele gore ¢oziim

gerceklestirilir; iterasyon sonlandirilir ve 4. Adima gegilir.

Adim-3: Bu adimda, Adim-2’den elde edilen varyans bilegenleri bu sefer degismez
kabul edilerek ve ikinci adimdaki fonksiyonel modele iligskin elemanlar ilk yaklasik
deger alinarak (§ =y, H = H, J = J, & = £) asagidaki simetrik koordinat doniisiim

modeli olusturulur:

t
§-¢&
C= 0'22Q2+0'12(I:IQ11:IT) — pP=C"!

b

y— (e;—Hey) = [U j][

(3.29)

En kiiclik kareler yontemiyle model iteratif olarak coziiliir, bilinmeyen doniisiim
parametreleri ve koordinat hatalar1 elde edilir. Son iterasyondaki elemanlar
(¥,H,J, &) ile Adim-2’ye gecilir ve yeniden varyans bilesenleri kestirilerek Esit-
lik [3.297a gore yeni parametreler hesaplanir. Adim-3’e iliskin bir 6nceki parametre
kestirim sonuglar1 degismez ise tiim kestirim islemi sonlandirilir. Calisma boyunca,

islemin sonlandiriimasinda 107!2 siir degeri kullanilmustr.

Adim-4: Elde edilen en son fonksiyonel model ve stokastik model ile doniisiim
parametreleri, standart sapmalar1 ve koordinat hatalar1 elde edilir. Eger varyans
bilesenleri basarili bir bicimde kestirilmigse dengeleme sonrasi birim agirlikli
Ol¢iiniin standart sapmasi, yukaridaki varyans bilesen kestirimi algoritmasinin bir
ozelligi olarak 1’e gider (Ikinci adimda VBK algoritmasi ile sonuca ulagilmamussa,

tek varyans bilesenli ¢oziime gecildigi i¢in bu 6zellik saglanmaz).
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3.3 Simiilasyon Yazihmu ve Test Islemi

Simetrik koordinat doniigiimii i¢in gelistirilen algoritmalarin test edilmesi amaciyla MAT-
LAB ortaminda bir simiilasyon yazilimi gelistirilmistir. SimTrSim adi verilen bu yazilimin

grafik arayiizii Sekil [3.2]de gosterilmistir. Simiilasyon teknigi, kaba hatalarin ve defor-

Design of Start [1] System Design of Stochasticity
® ¥ metric () X,¥ Lat. and Long (dearee) sqr(VC) [em]

) Start 5

® min 1000 ' min 1000 Z min 1000 I min 5
Target 5

® max 100000 Y scale 1 I max 100000 p max 5

Correlations
Foughness 1}

Coordinates Paints

Design of Transformation Parameters Start 0.80 020

T min 0 Rot min -89 k min a5 m min ] Target 0.80 020

T max 10000 Rot max 59 k max 15 m max g O Dont Put () Dortt Put
Simulate

Mumber of Conf. 100 () Estimate vCs
3D-Similarity ~ Go
Humber of R. Samp. 500 (O save RMS Mean Resuits

Results&Analysis

Detailed; |[1.1 TLS] RMS vs. STD of translations Plet VCs Solutions

Summary. |[1.1 TLS] RMS vs. STD of translations Plait [1.1]1RMS vs. STD of translations Plot

Compare: |[1 1 TLS-LS] RMS of translations wit pos... Plot

Sekil 3.2 Tez caligmasinda gelistirilen SimTrSim adli simetrik koordinat doniistimii
simiilasyon programinin grafik arayiizii

masyonlarin belirlenmesi icin kullanilan istatistiksel yontemlerin giivenilirliginin belir-
lenmesi [120] ve koordinat doniisiimlerinde uygulanan yontemlerin gecerliliginin be-
lirlenmesi [64} [70] ¢aligmalarinda kullanilmaktadir. Bu teknik, incelenen istatistiksel
yontemlerin karmagsik bir islem akis1 seklinde gerceklestirilmesi durumunda yontemin
davranislarinin ve oOzelliklerinin incelenmesinde oldukc¢a kullanish ve pratiktir. Farkli
yontemlerin bir olgu kargisindaki etkinligi ya da kuramsal anlamdaki ¢ikarimlarin gegerli
olup olmadiginin belirlenmesi icin de simiilasyon teknigi vazgecilmez bir ara¢ olarak

kullanilmaktadir.

Simiilasyon ¢alismalarinda en 6nemli adimlardan biri, incelenen olaya iligkin olas1 tiim
durumlar kapsayacak 6rnek uzayindan 6rnekleri uygun bicimde rasgele olarak olustura-
bilmektir. Genellikle, simiilasyon calismalar1 tek bir deney tasarimi (6rnegin tek bir
jeodezik ag ve oOl¢ii agirliklar1) altinda incelenen olayin rasgele olarak olusturulmasina
dayanir. Bu calismada hem nokta dagilimi1 hem de onlarin kovaryans matrisleri de rasgele
olarak olugturulmaktadir. Bu nedenle bu calismadaki simiilasyon, genisletilmis 6rnekleme

stratejisine sahiptir. Bu stratejinin algoritmasi Tablo [3.2]de verilmistir.
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Tablo 3.2 SimTrSim genel simiilasyon stratejisi algoritmasi

for i=1,2,....,n Doniisiim orneginin rasgele simiilasyonu
*Nokta sayisinin se¢imi, doniisiim parametrelerinin ve kovaryans matrislerinin rasgele
olusturulmast

for j=1,2,....m  Koordinat hatalarinin rasgele simiilasyonu
*Verilen kovaryans matrislerine gore rasgele hatalarin olusturulmasi ve koordinatlara
eklenmesi
*Koordinat doniisiimii ve VBK algoritmalarinin ¢aligtirilmasi
*Kestirim degerleri ile bilinen degerlerin karsilastirilmasi
end
*Karsilagtirmalardan elde edilen istatistiklerin hesabi
end

3.3.1 Bir Doniisiim Orneginin Rasgele Simiilasyonu

Bir doniisiim 6rneginin rasgele tasartmi (Tablo [3.2]deki dig dongii) olduk¢a onemlidir.
Tamamen rasgele tasarim islemlerde kondisyon hatalarma neden olur. Ornegin, kont-
rol noktalar1 bir ¢izgi iizerinde yer alabilir, ya da noktalarin bir kismu kii¢iik bir alanda
yigilmisken bazilar1 ¢ok uzak bolgelerde kalabilir. Her ne kadar, Aydin vd. [64]’te gos-
terilen agirhik merkezine Oteleme ve Olceklendirme algoritmalar: ile so6z konusu kotii
kondisyon etkileri giderilebilse de, yukarida de8inilen nokta dagilimi hem gercekei
degildir hem de ¢oziim hizina 6nemli Olclide etki eder. Bu durumdan kacinabilmek
icin ag tasarimina 6zel onem vermek gerekir. Bir doniigiim Orneginin rasgele tasarimu,

sirastyla, dort asama altinda ele alinmistir.

3.3.1.1 Baslangic Sistemi Noktalarimin Dagilim

Ug boyutlu 6rneklerde oncelikle; X, ¥ ve Z koordinatlarinin minimum degerleri (X,
Yiins Zmin) V€ AX = Xinaks — Xmin, AY = Yiaks — Ymin, A = Zyaks — Zmin araliklari tanim-
lanmaktadir. Baslangic olarak (Xy,in, Yimin)s Xmin + AX, Yiin)s Xmin + AX, Yiin + AY)
ve (Xmin, Ymin + AY) koordinatlari ile tanimli dort nokta simiile edilen alanin kdse nok-
talar1 olarak ele alinmaktadir. Her seferinde bir kare ya da dikdortgen seklinde diizgiin
bir alan olusturmamak icin, rasgele secilen iki kose noktast r, X (AX/n) ve ry X (AY /n)
kadar yer degistirilmektedir. Burada, r, ve ry, -1 ve 1 arasindan secilen normal dagilmig
rasgele sayilar ve n ise, {5,...,50} kiimesinden rasgele olarak secilen toplam kontrol
noktasi sayisidir. Yerdegistirme ile koordinat araliklar1 degistigi icin kdse noktalarinin
Y

min’®

/

Y

. . . . o . . ’ ’
minimum ve maksimum koordinat degerleri, yani X . , X naks®

min’> ““maks’
lar; AX = X;M ks~ Xmin, AY = Y;na ks~ Ymin hesaplanmaktadir. Diger n — 4 adet kontrol

ve yeni aralik-

’

+AX 1y, ... Xt (n— DAX 'y} ve
+AY /ry, cees Y;m.n+ (n—1)AY 'ry}. Geriye kalan noktalarin X ve Y koordinatlar

noktasi i¢in iki kiime olusturulmaktadir: K, = {X;m.n
Ky = {Y min

her bir seferinde bir kez kullanilmak {izere bu kiimeden se¢ilmektedir. Bu koordinatlar ve

daha once tespit edilen kose noktalar1 n sayida kontrol noktasinin baslangi¢ sistemindeki
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koordinatlarini olusturmaktadir. Bu yolla homojen nokta dagilimi rasgele olarak olustu-
rulabilmektedir. Dahasi, AY aralifi AX’e gore AY = 6kAX seklinde Olgeklendirilerek
tanimlandig1 i¢in, simiilasyonun genis ya da dar bir bolgede yapilmasi da saglanabilmek-
tedir.

X ve Y’den bagimsiz olarak, kontrol noktalarinin baglangic sistemindeki Z koordinatlari
yine benzer yolla simiile edilir. Tanimlanmis olan AZ = Z,,xs — Znin aralifina bagh
olarak, n-2 sayida kontrol noktasi i¢in Z koordinatlari, her biri bir kez kullanilmak {izere,
K, ={Zpin+AZr,, ..., Zynn + (n—1)AZr,} kilmesinden rasgele olarak secilir. Burada,

r, yine, -1 ile 1 arasindan secilen normal dagilmis rasgele sayilara karsilik gelmektedir.

Yazilimda, tercihe bagh olarak; enlem, boylam ve elipsoidal yiikseklik verileri de girdi
olarak kullanilabilmektedir. Bu durumda, kontrol noktalar1 orta-enlem bolgesinde konum-
lanacak sekilde belirlenmektedir. Her bir kontrol noktasinin enlem ve boylami yukaridaki
bicimde olusturulmaktadir. Yani metrik koordinatlar, yay derecesi cinsinden olmaktadir.
Noktalarin elipsoidal yiikseklikleri ise, K, = {hmin, hmin + AR/100, ..., hypin + Ah} sek-
linde tanimlanmig kiimeden rasgele olarak segilir. Boylece n sayida kontrol noktasinin

baglangic¢ sistemindeki kartezyen koordinatlari simiile edilmektedir.

3.3.1.2 Déoniisiim Parametrelerinin Uretilmesi

Baglangi¢ sistemi noktalarinin gercek koordinatlarinin elde edilmesi ile beraber hedef
sistem nokta koordinatlarinin belirlenebilmesi i¢cin doniisiim parametrelerine iligkin gercek
degerlerin simiilasyon islemi gerceklestirilmelidir. Bu amacla; 6teleme, 6lcek ve doniikliik

parametreleri i¢in li¢ ayr1 kilme tanimlanmaktadir:

» Oteleme={0, 0+10 m, ..., 10000 m}
* Olgek={0.5,0.5+100 ppm, ..., 1.5 ppm}
* Doniikliik A¢isi={-n, 0+0.1 radyan, ..., 7 }
Her bir doniisiim O6rneginde, doniisiim parametreleri ilgili kiimelerden rasgele olarak

secilmektedir. Bu gekilde, belirlenen doniisiim parametreleri kullanilarak, kontrol nokta-
larimin hedef sistemindeki gercek koordinatlart Esitlik kullanilarak elde edilir.

3.3.1.3 Kovaryans Matrislerinin Olusturulmasi

Bu asamada, oncelikle koordinatlarin agirlik katsayilari (Q), 0.2 ve 2/3 degerleri arasinda

rasgele olusturulmaktadir. Bununicin Q = 0.2+(2/3-0.2)u fonksiyonu kullanilmaktadir.
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Burada, u, 0 ve 1 arasindaki uniform dagilimli rasgele sayidir. Boylece, kontrol nokta-
larmin bir sistemdeki konum hatalarinin 0.8¢ ile 1.40 arasinda olmas saglanmaktadir.

Kontrol noktalarinin ortalama konum hatasi, boylece, 1.10 olur.

Nokta koordinatlar1 arasindaki korelasyonlarin olusturulmasi i¢cin, Ry = {-p1,p1 +
0.01,...,p1} ve Ry = {—p2,02 +0.01,..., 05} olmak iizere iki kiime tanimlanmak-
tadir. Burada, p; ve p; korelasyonlar1 belirtmektedir. Bu araliklardan p;; korelasyonu
rasgele secilerek, ilgili elemanlar arasindaki agirhik katsayilart Q;; = p;; m, (=1,
..., n), (=1, ..., n), i#j seklinde hesaplanir. Burada, Q;; ve Q;; i. ve j. koordinatlarin
agirlik katsayilarin1 gostermektedir. Boylece, kontrol noktalarina iligkin agirlik katsayilar
matrisinin kosegen elemanlarinin 0.8 ile 1.4 arasinda, bir noktanin koordinatlar1 arasin-
daki korelasyonlarin —p ile p; arasinda, farkli noktalarin koordinat elemanlar1 arasindaki

korelasyonlarin ise —p» ile p; arasinda olmasi saglanmaktadir.

Yukaridaki gibi olusturulan agirhik katsayilart matrisinin (Q*) pozitif tanimh ve pozitif
ozdegerli olacaginin garantisi yoktur. Bu amacla, Higham [121] tarafindan verilen "en
yakin korelasyon matris" algoritmasi (the nearest correlation matrix algorithm) kullanl-

maktadir. Olusturulan agirlik katsayilari matrisinden korelasyon matrisi R* = FQ*F

seklinde olusturulabilir; F* = \/—_, (i=1, ..., n)’dir. S6z konusu algoritma oldukc¢a
hizlidir ve sonugta R* korelasyon ggtrisini her zaman pozitif 6zdegerlere sahip bir R mat-
risine doniistiirmektedir. Pozitif tanimli agirlik katsayilar matrisi Q, Q = FRF? +0.01 x1,,
esitligine gore yeniden olusturulmaktadir. Bu esitlikteki son terim, R korelasyon matrisin-
deki sifira yakin 6zdegerler nedeniyle eklenmektedir. Sonu¢ kofaktor matrisi her zaman
pozitif 6zdegerlere sahiptir; orjinal Q" matrisindeki kofaktor ve korelasyon biiyiikliiklerini
korumaktadir. Boylece, istenen kofaktor ve korelasyon araliginda kofaktor matrisin rasgele

olusturulmasi saglanabilmektedir.

Sonug olarak, baslangic ve hedef sistem koordinatlarina iliskin C; ve C, kovaryans matris-
leri, yukarida tanimlanan sekilde iiretilmis Q; ve Q; matrislerinin belli araliklarda secilen
varyans ¢arpanlari ile 6lgeklendirilmesi biciminde elde edilir: C; = 0'12Q1 ve C; = 0'22Q2.
S0z konusu kovaryans matrisleri, normal dagilimli rasgele hatalarin iiretilmesi i¢in kul-

lanilmaktadir.

3.3.1.4 Koordinatlarin Rasgele Hatalarla Yiiklenmesi

Tabl de gosterilen ikinci dongiide gergek koordinatlara e; ~ N(0,C; = 0'12Q1) ve
e~ N(0,C, = 0'22Q1) rasgele hatalar1 eklenmektedir. Bu amagla mvnrnd adli MATLAB
fonksiyon dosyas1 kullanilmaktadir. Bu iglem, bir doniisiim 6rnegi (konfigiirasyon) i¢in
m=500 kez tekrarlanmaktadr.
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3.3.2 Koordinat Doniisiimii Algoritmalarimin Performans Analizi

SimTrSim yazilimu ile yukarida belirtildigi sekilde, her biri m sayida rasgele drneklem
iceren, s sayida konfigiirasyon (rasgele dontisiim 6rnegi) ele alinir. Bu calisma kapsaminda
analizler; her biri m=500 rasgele 6rneklem iceren s=100 konfigiirasyon i¢in, toplam 50
bin Ornek lizerinden gergeklestirilmistir. 3B koordinat doniisiimii i¢in izlenen simiilasyon

stratejisi, bu ¢alismaya 6zgii olarak Tablo [3.3[te verilmektedir.

Tablo 3.3 Calismaya iliskin detayli simiilasyon stratejisi algoritmasi

for i=1,2,..., 100 Doniistim orneginin rasgele simiilasyonu - Ag konfigiirasyonu
*Nokta sayis1 secimi: 5 ile 25 arasinda
*Hatasiz baslangic sistemi (X) koordinatlari: <1000 ile 100000> m arasinda.
*Donlislim parametrelerinin rasgele se¢imi:
-Otelemeler:<0 ile 10000 m> arasinda; Déniikliikler:<-89 ve 89> derece arasinda;
-Olcek parametreleri:<0.5 ve 1.5> arasinda
*Hatasiz hedef sistem (Xj5) koordinatlarinin elde edilmesi: = E§itlik
*Q; ve Q, agirlik katsayilar1 matrislerinin olusturulmasi
-Nokta koordinat bilesenleri arasindaki korelasyonlar <-0.80 ile 0.80> arasinda
-Ag noktalari arasindaki korelasyonlar <-0.20 ile 0.20> arasinda
-Iki sistem koordinatlar1 arasinda korelasyon yok.
*Cp = 0'12Q1 ve Cy = 0'22Q2 kovaryans matrislerinin rasgele olusturulmasi
for j=1,2,...,500 Koordinat hatalarinin rasgele simiilasyonu
*C; ve C, kovaryans matrislerine gore rasgele hatalarin olusturulmasi
*X1 ve X; koordinatlarina rasgele hatalarin eklenmesi
*Koordinatlarin uygun bi¢imde kiigiiltiilmesi
* Asimetrik ve simetrik koordinat doniisiimii uygulamalari
*Varyans bilesen kestirimi uygulamalari
*Kestirim sonucu elde edilen standart sapmalar ile bilinen degerlerden elde edilen
karesel ortalama hatalarin karsilastirirlmasi
*Elde edilen varyans bilesenleri ile bilinen varyans bilesenlerinin karsilagtiriimasi
end
*Kargilastirmalardan elde edilen istatistiklerin hesabi
*Sonuglarin grafik gosterimi

end

Parametre kestirimde 6nemli konulardan biri de, kestirilen parametrelerin dogrulugunun
derecesidir. Parametre kestirimlerine iligkin dogruluk bilgisi kovaryans matrisleri ile
elde edilir. Klasik EKK yonteminde bir kovaryans matrisi normal denklem katsayilar
matrisinin tersinin alinmasi yoluyla elde edilir. Toplam EKK yonteminde de, ornegin
Amiri-Simkooei ve Jazaeri [45]’te, kovaryans matrisi benzer bir yaklagim ile elde edilir.
Hem ¢6ziim yonteminin dogrusal olmayan yapist hem de matematiksel modele konu
olan elemanlarin rasgele hatali olmalar1 nedeniyle, toplam EKK kestirim yontemleri ile
yaklasik bir kovaryans matrisi belirlenir. Diger bir deyisle, toplam EKK ¢oziimii hem

parametreler hem de kovaryans matrisi i¢in, dogasi1 geregi, yanlt ("bias"li) ¢oziim ver-
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mektedir 35, 42, [118]]. Ancak, jeodezik koordinat doniisiimii gibi koordinatlarin biiyiik
standart sapmalarin kiiciik (sinyal/gtiriiltli oraninin biiyiik) oldugu problemlerde bu bias
ihmal edilebilir diizeydedir [43]. Diger taraftan, baslangi¢ sistemi koordinat hatalarinin
g0z ardi edilerek doniisiim probleminin asimetrik ¢6ziim altinda ele alinmasi da yine

sonu¢larin biasli olmasina sebep olmaktadir [43].

Yukarida bahsedilen sebeplerden otiirii, dogrusal olmayan Gauss-Helmert modeli altinda
ele alinan simetrik koordinat dontisiimii algoritmasinin performans analizi i¢in; doniigiim
sonucu elde edilen kovaryans matrislerinin, parametre kestirimlerinin hatalarinin ifade
edilmesinde gecerli olup olmadiginin istatistiksel olarak sorgulanmasi gerekmektedir. Bu
amagla, ilk olarak her bir konfigiirasyon i¢in m sayida 6rneklemden her bir parametre
kestirimi i¢in karesel ortalama hata (KOH) degerleri (deneysel standart sapmalar) hesap-
lanir [24]:

(3.30)

Burada 6, her bir j 6rneklemi i¢in, ilgili doniigiim parametresinin bilinen degeri ile
kestirim degerinin farkina karsilik gelmektedir. Eger ¢6ziim icin izlenen matematiksel
yontem dogru ise kestirim sonucu elde edilen parametre standart sapmalarinin beklenen

degeri, Esitlik[3.30]ile elde edilen deneysel standart sapmalara esit olmalidir. Bu amagla;

Hy: E(6) = KOH
Hy : E(6) + KOH

(3.31)

seklinde cift yanl hipotezler olusturularak, sifir hipotezi y testi ile (bkz. Koch [81],

s. 287) alternatif hipoteze karsi test edilir. Eger test biiyiikligi 7 = , 1-a gliven

o
KOH

2 2
Xy a Xri_a
diizeyi ile \f J}z ve f’f 2 aralifinda ise H, hipotezi kabul edilir. Burada, X(zm)

x? dagilimimin sinir degerini ve f serbestlik derecesini belirtmektedir. Yamilma payi
a = 0.05 olmak iizere, sifir hipotezinin dogru kabul edilme olasiliginin beklenen degeri
1 —a = 0.95’tir. m sayida orneklem arasindan sifir hipotezinin gergeklendigi v 6rneklem

say1s1 saydirilarak, bu olasilik degeri her bir konfigiirasyon i¢in asagidaki gibi hesaplanir:

1—& ==~ %100 (3.32)
m

Aradaki farkin mutlak degeri,
Aa = |a — @| (3.33)

parametre kestirimindeki hatay1 ifade eder. Hesaplanan bu istatistik degeri, calismada
"vanlis prediksiyon olasiligi (YPO)" olarak isimlendirilmistir. YPO degeri, simetrik ve

asimetrik koordinat doniigiimii algoritmalarinin hangi oranda yanlh ¢6ziim verdiklerinin
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bir Olciitii olarak kullanilmagtir.

YPO degerleri, ¢ift yanli varyans testi uygulanarak, varyans bilesen (sonsal varyans)
kestirimleri i¢in de belirlenir. m kez kestirilmis varyans bilesenlerinin, her bir 6rneklem
icin, asagidaki aralikta yer almasi olasilig1 yine 1 — o kadardir:

fom

2
Xf,% < ? < Xf,l—% (334)

Burada, o2 bilinen varyans bilesenine karsilik gelmektedir.

Son olarak, doniisiime iliskin konum hatas1 degerlerinin test edilmesi icin agin agirlik
merkezi ele alinmistir. Dengeleme sonucu elde edilen kestirim degerleri kullanilarak
kovaryans yayilma kurali ile hedef sistemin agirlik merkezinin kovaryans matrisi asagidaki
gibi belirlenir:

Cri, = |U 3] Ch|u ] =Acyd” (335)

Burada J,, matrisi, 3B benzerlik ve afin déniisiimleri igin, sirasiyla, Esitlikler Vem
ile belirtildigi sekilde, ancak, agirlik merkezinin bilinen (hatasiz) koordinatlar1 (X ) ile
olusturulur. Sirasiyla, 7p ve 9p doniisiimleri i¢in, J matrisleri Esitlikler ve de

verilmektedir:

(R Rk IRk ORio )
J= X, —X X X 3.36
T e T T (30
. [0A= OA— OHA— OHA—= OHA— HA—
J:( N 1,c ~ 1,c ~ l,c€ Sx “2l,c [~ ¢ _AXI,C) (337)
dqo 7 J7p) 943 ofy df;

Burada, A, R;L; carpimina karsilik gelen 6lcekli doniikliikk matrisinin kestirim degerini

belirtmektedir. Kovaryans yayilma kurali ile elde edilen kovaryans matrisinden konum

0p = 4/i2(Cs,0,) (3.38)

seklinde hesaplanir. Esitlikte gegen iz(Cs,5,), Cs,5, matrisinin kosegen elemanlarinin

hatasi

toplamini ifade etmektedir. Parametre kestirimlerinin fonksiyonu olarak elde edilen bu
konum hatas1 degerinin, bilinen degerlerden asagida belirtildigi gibi hesaplanan deneysel

konum hatas1 degerine (KOH degerine) esit olup olmadig1 (yukarida agiklandig sekilde)
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istatistiksel olarak test edilir:

N 2 2 2
KOH, = |- %" (AXC,J. +AY?, +AZ2 (3.39)
j=1

Burada, AX, ;, AY. ; ve AZ. ;, hedef sistem agirlik merkezi koordinat bilegenlerinin, j.

orneklem i¢in, bilinen degerleri ile kestirim degerlerinin farklarina karsilik gelmektedir ve

asagidaki gibi hesaplanir:

AXCJ Y2,c - X\Z,c
AXC,j = AYc,j = (X2,C - E - AXI,C) = Y2,c - YZ,C (340)
AZC’]‘ ! 22,C - ZZ,C _]
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4

SAYISAL UYGULAMALAR

4.1 Uc Boyutlu Asimetrik Benzerlik Doniisiimii Ornegi

Kuaterniyon tabanli 3B benzerlik doniisiimii algoritmasini asimetrik koordinat doniistimii
lizerinden test etmek amaciyla, xyz baslangic sisteminde oncelikle bir kiip 6rnegi tasar-
lanmistir. Kiip, y ekseni etrafinda -42 derece dondiiriiliip, x ve y eksenleri boyunca 1000
m Otelenmigtir. Sekil B.1[de gosterilen kiipiin her iki sistemdeki kose noktalarinin koor-
dinatlar1 ve hedef sistemdeki noktalarin agirlik katsayilar1 (Q,; = Oy = Q.;; i=1, ...,8)
Tablo A.1Fde verilmektedir.

Z (km)

X (km) Y (km)

Sekil 4.1 Kiipiin baslangi¢ (xyz) ve hedef (XYZ) sistemindeki konumu
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Tablo 4.1 Kiipiin kose noktalarinin baglangi¢ ve hedef sistemlerindeki koordinatlar

Baslangic Sistemi (xyz)  Hedef Sistemi (XYZ)
i x(m) y(m) zm X@m Y@m Zm) Q;
1 1000 0 0 1743 1000 -669 0.5
1000 1000 0 1743 2000 -669 0.4
0 1000 0 1000 2000 0 0.9
0 0 0 1000 1000 0 0.6
1000 0 1000 2412 1000 74 0.5
1000 1000 1000 2412 2000 74 04
0 1000 1000 1669 2000 743 0.2
0 0 1000 1669 1000 743 0.9

oo N N B RN

EKK dengelemesi sonucu elde edilen koordinat hata vektorleri asagidaki gibidir:

T
exz[—0.0()ll 0.0037 0.0505 0.0457 -0.0435 -0.0387 0.0081 0.0034]

m)

T
ey:[—0.0646 0.0673 0.0559 -0.0759 -0.0843 0.0476 0.0362 —0.0956]

(m)

T
eZ=[0.0350 0.0573 0.0149 -0.0073 -0.0118 0.0104 -0.0320 —0.0542]

(m)

Oteleme parametreleri, dlgekli kuaterniyonlar elemanlari, varyans bileseni ve birim ku-

aterniyon elemanlari i¢in kestirim degerleri Tablo [4.2]de verilmektedir.

Tablo 4.2 Oteleme parametreleri, 6lgekli kuaterniyon elemanlari, varyans bileseni ve
birim kuaterniyon elemanlari i¢in kestirim degerleri

Oteleme parametreleri (m) Olgekli kuaterniyon elemanlari (birimsiz)
fx 999.95425+0.03034 qu) 0.933518874103
fy 1000.07592+0.03167 g -0.000011223551
f, 0.00734+0.03166 ‘7/2 0.358344320112
cj; -0.000001763788
Birim agirhikli 6l¢iiniin varyansi (m?) & 0.006085866680
Birim kuaterniyon elemanlari (birimsiz)
Go = 0.933580427000 g1 = —0.000011224291
G2 = 0.358367948056 g3 = —0.000001763905
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Esitlik [2.41] ile elde edilen ol¢ek ¢arpaninin ve Esitlik [2.42]den elde edilen birim kuater-
niyon elemanlari cinsinden ortogonal doniikliik matrisinin kestirim degerleri Tablod.3[ teki

gibi elde edilmistir.

Tablo 4.3 Olgek carpani ve ortogonal doniikliik matrisi i¢in kestirim degerleri

Olgek carpani £ = 0.999868140192+0.000021637631
0.743144827607 —0.000004751359 0.669130603977
R = —0.000011338346  0.999999999742  0.000019693304
~0.669130603898 —0.000022221811 0.743144827361

Esitlik de verilen kovaryans matrisinin 0lcekli kuaterniyon elemanlarina iliskin alt
matrisi C; .+ ve Esitlik de belirtildigi sekilde kovaryans yayilma kurali ile belirlenen
birim kuaterniyon elemanlarina iligkin kovaryans matrisi Cy; Tablo[#.4Jte verilmektedir.

Tablo 4.4 Olgekli ve birim kuaterniyon elemanlarina iligkin kovaryans matrisleri
(x10719)

Olgekli kuaterniyon elemanlarinin kovaryans matrisi C 7y =
1.246484836746  0.021858991598 —0.197628985424 -0.084439420831
0.021858991598  1.683235292942 —-0.056929294552 —0.148240989857

—0.197628985424 —-0.056929294552 1.685462484914  0.219971266178
—0.084439420831 —0.148240989857 0.219971266178  1.921590250820
Birim kuaterniyon elemanlarinin kovaryans matrisi Cg4 =
0.226232761171  0.021874142608 —0.589356225519 —0.084448628493
0.021874142608  1.683457273148 —0.056932092866 —0.148260539487
—-0.589356225519 -0.056932092866 1.535324765228  0.220001015451
—0.084448628493 —-0.148260539487 0.220001015451  1.921843664753

Son olarak, Euler doniikliik agilarmin kestirim degerleri ve standart sapmalari, Esitlik-
ler[2.56| ve[2.58]ile verilen her iki ¢6ziim i¢in, Tablo[d.5]teki gibi elde edilmistir. Matema-
tiksel olarak iki ¢oziim mevcut olmakla beraber, y ekseni etrafindaki doniikliik agisinin

bilinen degeri (¢, = —42°) [—g, g] araliginda tamimli oldugundan ilk ¢6ziim gecerlidir.

Tablo 4.5 Euler doniikliik acilarinin kestirim degerleri

Birinci Coziim (°) Ikinci Coziim (°)
@r  0.001713281122+0.001959509700  -179.998286718878+0.001959509700
¢y -41.999999810264+0.001520904081 -138.000000189736+0.001520904081
¢, 0.000874176029+0.002064191323  -179.999125823971+0.002064191323

Kuaterniyon tabanli 3B asimetrik benzerlik doniisiimii sonucu doniisiim parametrelerinin
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kestirim degerleri ile bilinen degerleri birbiri ile uyumlu sekilde edilmistir. Bu sonuclar,

¢Oziim icin izlenen metodolojinin dogru sonuclar verdigini gostermektedir.

4.2 Uc Boyutlu Benzerlik Doniisiimii - Jeodezik Ag Ornegi

Kuaterniyon tabanli 3B benzerlik doniisiimii algoritmasini test etmek icin Kanatani ve
Niitsuma [13]’te ele alinmig veri seti kullanilmistir. Heyelanlarin izlenmesi amaciyla
olusturulmus bu GPS deformasyon agma iligkin Sekil {.2]de gosterilmis olan kontrol
noktalarinin iki periyot i¢in koordinatlart Tablo [4.6/da verilmektedir. Bu verilere ek
olarak, ilgili veri seti i¢in Kanatani ve Niitsuma [|13]] tarafindan kullanilan blok-kosegen

kovaryans matrisleri Tablo 4.8 de verilmektedir.

28°34'30" 28°36'00" 28°37'30"
41°00'00"

40°58'30"

Marmara Denizi

P5
I i

— — j—

0 km 1 km

Sekil 4.2 Bir deformasyon izleme agindaki kontrol noktalarinin konfigiirasyonu

Ilgili eslenik noktalar yardimiyla doniisiim parametreleri hesaplanirken dort farkli deger-
lendirme stratejisi goz oniinde bulundurulmus ve sonuglar Tablo[d.77de sunulmustur:

e Coziim-1: Koordinatlarin birim agirlikli kabul edildigi asimetrik ¢6ztiim (C.1)

e Coziim-2: Koordinatlarin birim agirlikli kabul edildigi simetrik ¢6ztiim (C.2)

* Coziim-3: Yalnizca hedef sistem koordinatlarinin kovaryans matrisinin goz oniinde

bulunduruldugu asimetrik ¢oziim (C.3)
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e Coziim-4: Koordinatlarin kovaryans matrislerinin goz oOniinde bulunduruldugu

simetrik ¢coziim (C.4)

Tablo 4.6 Kontrol noktalarinin baglangi¢ ve hedef sistemdeki koordinatlari [[13]]

NN Baglangi¢ Sistemi (1. Periyot) Koordinatlari
x (m) y (m) z (m)
P1 4233187.8344 2308228.6785 4161469.1229
P2 4233190.6059 2308518.3249 4161336.2582
P3  4233429.1004 2307875.2240 4161292.4034
P4 4233259.8205 2307712.3025 4161553.4880
PS5  4233770.4580 2308340.5240 4160740.3286
Hedef Sistem (2. Periyot) Koordinatlari
X (m) Y (m) Z (m)
P1 4233187.8612 2308228.7042 4161469.1383
P2 4233190.6124 2308518.3166 4161336.2682
P3  4233429.1008 2307875.2239 4161292.4029
P4 4233259.8309 2307712.2990 4161553.5007
PS5  4233770.4534 2308340.5219 4160740.3181

Tablo 4.7 Dort farkli degerlendirme stratejisi ile elde edilen parametre kestirimleri

Parametre Cozim1 Cozim2 Cozim3  Cozim 4
fy (m) -199.8586 -199.8604 -261.7468 -274.6708
fy (m) 42.5263 42.5253 89.9883  100.2332
f, (m) 143.6596  143.6579 134.5314 140.7879
@x () 0.3998 0.3998 0.4216 0.0890
Gy (") -7.5320 -7.5320 -8.0272 -8.5386
¢ (") 2.8812 2.8812 5.7428 5.9289
k—1(pm) 3.7028 3.7032 8.3981 8.5224

Tablo . 77deki sonuglar incelendiginde, Coziim 1 ve Coziim 2 sonuglarinin birbirine
oldukca yakin oldugu goriilmektedir. Bu durum, koordinat kovaryans matrislerinin birim
matris olarak alinmasi durumunda asimetrik ve simetrik doniislimler arasinda bir fark
olmadigini gostermektedir. Koordinat kovaryans matrislerinin dikkate alindigi simetrik
doniisiim sonuglar1 (Coziim 4), Kanatani ve Niitsuma [13] ile 6zdes olarak elde edilmistir
(bu sonuglar Amiri-Simkooei [22] tarafindan verilmis ¢coziimlerle de uyumludur. Ancak
Amiri-Simkooei [22] doniikliik a¢1 tanimini ters yonde almaktadir). Koordinat kovaryans
matrislerinin dikkate alindigr Coziim 3 (yalmz hedef sistem koordinatlarinin kovaryans
matrisinin diisiiniildiigii asimetrik doniisiim ¢6ziimii) ve Coziim 4 (her iki sistemin ko-
varyans matrislerinin dikkate alindig1 simetrik doniisiim ¢oziimii) birbirlerinden oldukca
farklidir. Bu durum, koordinatlarin kovaryans matrislerinin bilinmesi durumunda, dontik-

liikk acilar1 diferansiyel anlamda kiiciik olsa da, simetrik koordinat doniisiimiiniin g6z Oniine
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Tablo 4.8 Baslangic ve hedef sistemi koordinatlarinin blok-kdsegen kovaryans
matrisleri [[13]]

Baslangi¢ Sistemi  Hedef Sistemi
NN C, Cx
34 10 17 51 18 23
P1 10 12 7 18 18 13
17 7 33 23 13 30
234 83 136 323 140 159
P2 10 97 58 140 148 100
136 58 245 159 100 218
24 8 12 41 14 19
P3 8 10 6 14 16 11
12 6 25 19 11 28
63 25 36 141 47 170
P4 25 28 16 47 49 38
36 16 53 70 38 96
22 8 12 59 20 29
P5 8 9 5 20 24 16
12 5 23 29 16 43

alinmasi gerektigini, yani baslangi¢ sistemi koordinatlarinin hatali olmas1 durumunda bu

hatalar1 ihmal etmenin yaniltict sonuglar {iretebilecegini gostermektedir.

4.3 Uc Boyutlu Simetrik ve Asimetrik Benzerlik Doniisiimii Ornek-
leri

Bu boliimde simetrik koordinat doniiglimii algoritmasini test etmek amaciyla bir
simiilasyon c¢aligmasi gergeklestirilmistir. Bu ¢alismada, Boliim [3.3.2]de Tablo [3.3]ile
verilen simiilasyon stratejisi izlenmistir. Bu kapsamda, her bir i konfigiirasyonu i¢in olustu-
rulan kofaktor matrislerinin 0']2 = 0'22 = 36 cm?’lik varyans carpanlari ile dlgeklendirilme-
siyle elde edilen kovaryans matrislerinden m = 500 sayida farkli e;~N(0,0.0036 m?)
ve e,~N(0,0.0036 m?) rasgele hata vektorleri elde edilmis ve hatasiz koordinatlara bu

rasgele hata vektorlerinin eklenmesiyle veri seti olusturulmustur.

Analizlerin yorumlanmasi asamasinda, simetrik koordinat doniisiimii sonucu elde edilen
kovaryans matrislerinden hesaplanan parametre standart sapmalar ile Esitlik [3.30] ile
parametrelerin bilinen ve kestirim degerleri kullanilarak elde edilen karesel ortalama

hatalar1 (deneysel standart sapmalar1) karsilagtirilmistir. 10 konfigiirasyona indirgen-
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mis sonuclar, sirasiyla, 6teleme, doniikliik, 6lgek parametreleri ve konum hatalar i¢in
Sekil A.3] Sekil 4] Sekil 4.5] ve Sekil @.6[da gosterilmistir. Aymi simiilasyon verisi
icin problem asimetrik doniisiim modeli altinda ele alinmig ve doniisiim parametlerine

ve konum hatasina iliskin sonuglar Sekil .7, Sekil 4.8] Sekil .9 ve Sekil tizerinde
gosterilmisgtir.
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Y-Oteleme, KOH=2.61 cm [TLS-7]
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Sekil 4.3 Simetrik koordinat doniisiimii sonucu elde edilen 6teleme parametrelerinin
standart sapmalari ile karesel ortalama hatalarinin karsilastirilmasi

X-Doniiklitkk, KOH=152.23 mas [TLS-7]
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Sekil 4.4 Simetrik koordinat doniigiimii sonucu elde edilen doniikliik parametrelerinin
standart sapmalari ile karesel ortalama hatalarinin karsilagtirilmasi

Sekillerde yatay kirmizi ¢izgiler karesel ortalama hata (KOH) degerlerine karsilik gelirken,
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06 Olgek Parametresi, KOH=0.20 ppm [TLS-7]
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Sekil 4.5 Simetrik koordinat doniisiimii sonucu elde edilen 6l¢gek ¢arpanlarinin standart
sapmalari ile karesel ortalama hatalarinin kargilastiriimasi

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
Orneklem No

Sekil 4.6 Simetrik koordinat doniisiimii sonucu elde edilen agirlik merkezinin konum
hatalar1 ile deneysel konum hatalarinin karsilagtirilmasi

mavi noktalar standart sapma (SS) degerlerini ifade etmektedir. Koordinat setlerine ilig-
kin stokastik modelin dogru oldugu varsayimi altinda, problemin ¢oziimiinde kullanilan
matematiksel model dogru ise kovaryans kestirimlerinden elde edilen standart sapmalarin
beklenen degerleri karesel ortalama hata degerlerine esit olmalidir. Diger bir deyisle,
eger ¢Oziim yontemi yansiz bir kestirici ise hesaplanan SS degerleri, KOH degerleri

etrafinda diizgiin bir dagilim gosterir. Grafik sonuc¢lar yorumlanacak olursa, her iki sistem
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Sekil 4.7 Asimetrik koordinat doniigiimii sonucu elde edilen 6teleme parametrelerinin
standart sapmalari ile karesel ortalama hatalarinin karsilastiriimasi
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Sekil 4.8 Asimetrik koordinat doniisiimii sonucu elde edilen doniikliik parametrelerinin
standart sapmalari ile karesel ortalama hatalarinin karsilagtirilmasi

koordinatlarinin da rasgele hatali oldugu durumlarda, toplam EKK ¢6ziimii yansiz kes-
tirici davranis1 gostermektedir. Ancak, klasik EKK ¢o6ziimiine iligkin sonuglarin belirgin
bi¢imde yanli oldugu gériilmektedir (Sekil 4. 7}4.10).

Sonuglarin daha kolay yorumlanabilmesi i¢in, daha 6nce belirtildigi gibi, grafikler 10 kon-

figlirasyon icin verilmigtir. Doniistim parametreleri, varyans ¢arpani ve konum hatasi i¢in
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L Olgek Parametresi, KOH=0.36 ppm [TLS-7]
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Sekil 4.9 Asimetrik koordinat doniisiimii sonucu elde edilen 6l¢ek ¢arpanlarinin standart
sapmalari ile karesel ortalama hatalarinin karsilastirilmasi

5 Konum Hatasi, KOH=3.79 cm [LS-7]
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Sekil 4.10 Asimetrik koordinat doniisiimii sonucu elde edilen agirlik merkezinin konum
hatalar1 ile deneysel konum hatalarinin karsilastirilmasi

her biri 500 6rneklemi kapsayan 100 farkli konfigiirasyondan (toplam 50 bin 6rneklemden)
elde edilen KOH ve SS degerlerinin ortalamalari, Tablo[4.97da verilmektedir. Tabloda ve-
rilen degerler 6teleme ve doniikliik parametreleri i¢in x, y, z eksenlerine iligkin parametre
kestirimlerinin ortalamasi seklindedir. Ornegin, simetrik doniisiim modeline iligkin olarak
doniikliik agilart icin hesaplanan KOH ve SS degerleri; KOH,, = 163.8976, KOH,, =
56.9061, KOH,_ = 161.9039 ve &, = 160.7036, 5, = 56.2400, 6, = 158.8388 sek-
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linde iken Tablo [4.97da kolaylik ac¢isindan bu degerlerin ortalamalari verilmistir. Simetrik
ve asimetrik doniisiim sonucu parametrelere iliskin standart sapma degerleri oldukca
yakindir. Yalnizca standart sapma degerleri gbz oniinde bulundurulursa her iki ¢6ziim
yonteminin yakin dogruluklara sahip oldugu diisiiniilebilir. Baska bir deyisle, hesap
yiikii de dikkate alinirsa, problemi simetrik doniigsiim modeli altinda ele almanin gereksiz
oldugu diisiintilebilir. Ancak, parametrelerin gercek degerleri kullanilarak hesaplanan
KOH degerleri ile dengeleme sonucu elde edilen kovaryans matrislerinden hesaplanan
SS degerleri her iki doniisiim modeli icin de incelendiginde; simetrik doniisiim sonucu
her iki deger neredeyse 6zdes iken, asimetrik doniistim sonucu elde edilen SS’lerin KOH

degerleri ile uyusmadig1 ve ¢6ziimiin biash oldugu goriilmektedir.

Tablo 4.9 U¢ boyutlu asimetrik ve simetrik benzerlik doniisiimii sonuglarinin parametre
bazinda karsilagtirilmasi

Simetrik Doniisiim Modeli | Asimetrik Doniisiim Modeli
Parametre KOH SS KOH SS
Oteleme (cm) 2.51 2.47 4.57 2.58
Doniikliik (mas) 127.57 125.26 217.58 127.14
Olgek (ppm) 0.21 0.21 0.39 0.21
Konum Hatas1 (cm) 2.21 2.18 4.05 2.27

Boliim [3.3.2] de belirtildigi iizere, toplam EKK algoritmalart da yanli ¢oziimler iiretmek-
tedir. Ancak sinyal/giiriiltii oraninin yiiksek (koordinatlarin biiyiik, standart sapmalarin
kii¢iik) oldugu problemlerde ¢oziimdeki "yanlilik" gz ard1 edilebilir seviyelerdedir [43].
Pratikte sinyal/giiriiltii oraninin bilinmesi pek miimkiin olmadigindan, yine Boliim[3.3.2]de
ele alian y? testi uygulanarak parametre kestirimleri, varyans carpanlari ve konum hata-
lart i¢in yanlis kestirim olasiliklart hesaplanmig ve ortalama sonuglar Tablo [4.107da gos-

terilmistir.

Tablo 4.10 Ug boyutlu asimetrik ve simetrik benzerlik doniisiimii sonuglarina iliskin
yanlis kestirim olasiliklar1

Parametre Simetrik Model | Asimetrik Model
Oteleme %o1.42 %78.57
Doniikliik %1.44 %76.69
Olgek %1.31 %80.12
Konum Hatas1 %1.06 %79.50
Varyans Bileseni %0.84 %087.94

Tablo 4.10[da verilen sonuglar, doniisiim probleminin asimetrik doniisiim modeli altinda

ele alinmast durumunda, parametre kestirimlerinin biash olacagini ortaya koymaktadir.
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Coziime iligkin bias miktar1 sonsal varyanslarda daha da belirgindir. Simetrik ve asimetrik
koordinat doniisiimleri igin sirasiyla, Sekil {.11] ve Sekil .12 incelendiginde, asimetrik
doniistim i¢in elde edilen sonsal varyans degerleri agik bi¢imde biasli iken simetrik koor-
dinat doniisiimiinde bu degerler, dogru oldugu bilinen "1" degeri etrafinda diizgiin olarak

dagilmaktadir.

Sonsal Varyans, Ort.=7.61 [LS-7]
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Sekil 4.11 Asimetrik koordinat doniisiimii sonucu elde edilen sonsal varyanslar

Sonsal Varyans, Ort.=1.00 [TLS-7]
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Sekil 4.12 Simetrik koordinat doniisiimii sonucu elde edilen sonsal varyanslar

Bu uygulama kapsaminda elde edilen sonuclar, baslangi¢ ve hedef sistem koordinatlarinin
ayn1 seviyede rasgele hatalarla yiiklii -ancak farkli kovaryans matrislerine sahip- oldugu
duruma iligkindir. Benzer sonuglar, konum hatalar1 ve sonsal varyanslar i¢in Uygur

vd. [122]°de de elde edilmistir. Bir sonraki uygulamada ele alinacag: iizere, baslangig
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sisteminin hedef sistemine gore dogrulugu arttikca bu bias oraninin azalacagi beklenmek-
tedir.

" Yakinsama Zamani, Ort.=2.6 ms [LS-7]
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Sekil 4.13 Asimetrik koordinat doniistimii i¢in hesaplama siireleri
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Sekil 4.14 Simetrik koordinat doniisiimii icin hesaplama siireleri

Son olarak, algoritmalarin toplam 5000 6rneklem iceren 10 konfigiirasyon i¢in hesaplama
stireleri Sekil .13] ve Sekil d.14fte gosterilmistir. Beklendigi gibi, asimetrik doniisiim ile
hesap yiikii ile orantili olarak daha kisa siirede sonuca gidilmektedir. Bununla beraber,

her iki algoritma da ortalama birka¢ mili-saniye i¢inde ¢oziime yakinsamaktadir.
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4.4 Farkh Giiriiltii Seviyelerine iliskin Uc Boyutlu Simetrik ve
Asimetrik Benzerlik Doniisiimii Ornekleri

Bu boliimde, 3B benzerlik doniisiimii problemi i¢in farkli giiriiltii seviyeleri i¢in simetrik
ve asimetrik koordinat doniislimlerinin performans: incelenmistir. Bu amagla, Uygur
vd. [122]°de oldugu sekilde, doniikliik acilarinin diferansiyel anlamda kiiciik ve lgek
parametresinin 1’e yakinsadig1 20 noktali bir jeodezik ag tasarimi olusturulmustur. Ko-
varyans matrisleri, Boliim [3.3.2]de gosterildigi gibi her iki sisteme iligkin kofaktor mat-
rislerinin 0'12 ve 0-22 varyanslari ile 6l¢eklendirilmesiyle olusturulmustur (C; = 0'12Q1 ve
G, = 0'22Q2). Ilgili varyans carpanlari ile ayn1 zamanda veri setinin giiriiltii seviyesi de

tanimlanmig olur.

Analizler i¢in hedef sisteme iligkin varyanslarin karekokii o, = 6 cm (sabit) alinarak,

baglangi¢ sistemi varyans carpanlari, n, = 72 (0.1,...,200) oranindan belirlenip, her
0-1 .o
bir oran i¢in 1000 rasgele 6rneklem goz oniinde bulundurulmustur. Oteleme, doniikliik ve

Olcek parametreleri ile konum hatalarinin farkl giiriiltii seviyeleri igin kestirim degerlerinin

ortalamalari, sirasiyla, Sekil 4. 15| [4.16] .17 ve [4.18]de gosterilmisgtir.
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Sekil 4.15 Farkli giiriiltii seviyeleri i¢in 6teleme parametrelerine iligskin simetrik ve
asimetrik doniisiimler sonucu elde edilen KOH ve SS degerlerinin
karsilastirilmasi-jeodezik konfigiirasyon

Grafik sonuglara gore n, = 107! iken, yani baslangi¢ sistemi koordinatlar1 hedef sistem

koordinatlarina gore 10 kat daha az dogru iken asimetrik ¢oziim, ilgili matematiksel modeli
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Doniikliik Parametreleri [TLS-7]
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Sekil 4.16 Farkli giiriiltii seviyeleri i¢in doniikliik parametrelerine iliskin simetrik ve
asimetrik doniisiimler sonucu elde edilen KOH ve SS degerlerinin
karsilastirilmasi-jeodezik konfigiirasyon

ifade edemediginden sonuclar olduk¢a biaslhidir. Bununla beraber, simetrik ¢oziim i¢in elde
edilen KOH ve SS degerleri bu senaryoda olduk¢a uyumludur. Diger taraftan, baslangic
sistemi koordinatlari, hedef sistem koordinatlarina gore 10 kat veya daha fazla dogru
ise asimetrik ve simetrik koordinat doniistimleri i¢cin 6zdes parametre kestirimleri elde
edilir. Elde edilen bu sonuglar pratik ag¢idan olduk¢a 6nemli olmakla beraber; sonuglarin
doniisiim parametrelerinin biiytikliigiine bagl olup olmadiklarini incelemek icin, analizler
doniisiim parametrelerinin biiylik oldugu bir konfigiirasyon icin tekrar edilmistir. Bu
senaryoda, doniikliik acilarinin ve olgek ¢arpaninin bilinen degerleri v, = 64.7°, ¢, =
53.3% ¢, = 51.3° k = 1.9893 seklindedir. Analiz sonuglar1 benzer bigimde, Oteleme,
doniikliik, ol¢ek parametreleri ve konum hatasi igin, sirasiyla, Sekil @.19] 4.20] {.21] ve

M.22]de gosterilmistir.

Buradan, asimetrik ve simetrik doniisiim modellerinin biiyiik doniisiim parametreli 6rnek-
ler i¢cin de yukarida ifade edilen davranisa sahip olduklar1 goriilmektedir. Dolayisiyla,
doniistim parametrelerinin biiyiikliiglinden bagimsiz olarak, eger baslangi¢ sistemi koor-
dinatlar1 hedef sistem koordinatlarina gore 10 kat veya daha fazla dogru ise iki ¢oziim ile
0zdes parametre kestirimleri elde edilecektir. Aksi durumda, asimetrik doniisiim biash

cOziim iiretecektir.
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Olgek Parametresi [TLS-7]
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Sekil 4.17 Farkl giiriiltii seviyeleri i¢in dlcek carpanlarina iligkin simetrik ve asimetrik
doniisiimler sonucu elde edilen KOH ve SS degerlerinin karsgilastirilmasi-jeodezik
konfigiirasyon

Konum Hatasi [TLS-7]
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Sekil 4.18 Farkli giiriiltii seviyeleri i¢in konum hatalarina iligkin simetrik ve asimetrik
doniisiimler sonucu elde edilen KOH ve SS degerlerinin karsilastirilmasi-jeodezik
konfigiirasyon
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Oteleme Parametreleri [TLS-7]
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Sekil 4.19 Farkli giiriiltii seviyeleri i¢in 6teleme parametrelerine iligkin simetrik ve
asimetrik doniisiimler sonucu elde edilen KOH ve SS degerlerinin
karsilastirilmasi-doniisiim parametrelerinin biiyiik oldugu konfigiirasyon

Doniikliik Parametreleri [TLS-7]
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Sekil 4.20 Farkl: giiriiltii seviyeleri i¢in doniikliik parametrelerine iliskin simetrik ve
asimetrik doniisiimler sonucu elde edilen KOH ve SS degerlerinin
karsilastirilmasi-doniisiim parametrelerinin biiyiik oldugu konfigiirasyon
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Olcek Parametresi [TLS-7]
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10 10°

Sekil 4.21 Farkl giiriiltii seviyeleri i¢in 6lcek carpanlarina iligkin simetrik ve asimetrik
doniisiimler sonucu elde edilen KOH ve SS degerlerinin karsilastiriimasi-dontistim
parametrelerinin biiyiik oldugu konfigiirasyon

Konum Hatasi [TLS-7]

400 T |
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\ = = = KOH (Asimetrik Model)
300 1, 1

2

10 10°

Gurultd Orani

Sekil 4.22 Farkli giiriiltii seviyeleri i¢in konum hatalarina iligkin simetrik ve asimetrik
doniisiimler sonucu elde edilen KOH ve SS degerlerinin karsilastiriimasi-dontistim
parametrelerinin biiyiik oldugu konfigiirasyon
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4.5 Uc Boyutlu Asimetrik Afin Doniisiimii Ornegi

Kuaterniyon tabanli 9p afin doniistimii algoritmasini asimetrik koordinat doniistimii iize-
rinden test etmek amaciyla, xyz baslangi¢ sisteminde bir kiip 6rnegi tasarlanmigtir. Kiip,
sirastyla, x ve y eksenleri etrafinda —20° ve —140° dondiiriiliip, x ve y eksenleri boyunca
2000 m ve z ekseni boyunca 1000 m 6telenmistir. x, y, z eksenleri boyunca dl¢ek carpan-
larinin bilinen degerleri ise, ke =1, Ey = 1.5, k, = 2 seklinde tanimlanmustr. Sekilte
gosterilen kiipiin her iki sistemdeki kose noktalarinin koordinatlar1 ve hedef sistemdeki
noktalarin agirlik katsayilan (Qy; = Qy,; = Q;; i=1, ...,8) Tablo @de verilmektedir.

xyz Sistemi

Z (km)

Sekil 4.23 Kiipiin baslangi¢ (xyz) ve hedef (XYZ) sistemindeki konumu

Asimetrik doniisiim sonucu elde edilen hedef sistem koordinatlarinin hata kestirimleri
ve sonsal varyans degeri Tablo {.12]de, 6teleme parametreleri ile 6lgek carpanlari igin
elde edilen kestirim degerleri Tablo[d.13[te ve doniikliik parametrelerinin (Euler doniikliik
acilarinin) kestirim degerleri Tablo .14 te verilmektedir.
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Tablo 4.11 Kiipiin kdse noktalarinin baglangi¢ ve hedef sistemlerindeki koordinatlari

Baglangi¢ Sistemi (xyz) Hedef Sistemi (XYZ)

x(m) y(m) z(m) X@m) Y@m Zm 0,

1000 0 0 1233.9 2000.0 357.3 1

1000 1000 0 1563.7 34094 -359 2

0 1000 0 2329.8 3409.6 607.1 3

0 0 0 1999.9 2000.0 9999 4
4
3
2
1

~.

1000 0 1000 2442.0 1316.1 -1082.5
1000 1000 1000  2771.7 2725.5 -1475.5
0 1000 1000  3537.8 2725.6 -832.6
0 0 1000  3208.1 1316.0 -439.7

IS = NV N U FUR NS S

Tablo 4.12 Hedef sistem koordinatlarima iligkin hata vektorii elemanlar1 ve sonsal varyans

NN ex(m) ey (m) ez (m)

I -0.0308 0.0091 0.0840
2 0.0534 -0.1165 -0.1248
3 0.0700 0.0609 0.0577
4 -0.1142 -0.0135 -0.1335
5 -0.0012 0.1059 -0.0115
6 -0.0169 -0.0197 -0.0203
7 -0.0003 0.0577 0.0622
g8 0.0154 -0.0167 -0.0289

63 = 0.00293 m?

Tablo 4.13 Oteleme ve 6lcek parametrelerinin kestirim degerleri

Oteleme Parametreleri (m) Olgek Carpanlari (Birimsiz)

fe =2000.01424 + 0.05777  k, = 1.0000490468 + 0.0000579317
fy =2000.01346 + 0.04706 IEy = 1.4999723182 + 0.0000541541
k

7, =1000.03347 £ 0.03991 k., = 2.0000086817 + 0.0000543190

Tablo {.14te goriildiigii gibi, matematiksel olarak iki ¢6ziim mevcut olmakla beraber,
y ekseni etrafindaki déniikliik a¢isinin bilinen degeri (¢, = —140°), [—g, %] araliginin

disinda oldugundan ikinci ¢oziim gegerlidir.
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Tablo 4.14 Euler doniikliik acilarinin kestirim degerleri

Birinci Coziim (°) Ikinci Coziim (°)
@y 160.0003298448+0.0000363235 -19.9996701552+0.0000363235
¢y -39.9998748586+0.0000269276  -140.0001251414+0.0000269276
@, 179.9983099336+0.0000391837  -0.0016900664+0.0000391837

Tablo §.13] ve Tablo [4.14teki sonuglara gore, kuaterniyon tabanli ¢dziim algoritmasi
9p afin doniisiimii i¢in uyumlu sonuglar vermektedir: Doniisiim parametreleri, bilinen

degerleri ile oldukg¢a iyi bi¢imde ortiismektedir.

Tez caligmasi kapsaminda ele alinan bu algoritma, Andrei [4]’te verilen 20 noktali bir
jeodezik agin global ve yerel referans ¢ercevesindeki koordinatlar1 arasindaki doniigiim
probleminin ¢oziimiinde kullanilmistir. Elde edilen sonuglarin, Andrei [4] tarafindan
verilen ¢oziim ile olduk¢a uyumlu oldugu goriilmektedir. Ilgili ¢calismanin sonuglari

Uygur vd. [25]’te verilmektedir.

Doniigiim parametrelerinin oldukga biiyiik oldugu boylesi bir afin doniisiimii probleminde,
geligtirilen kuaterniyon tabanli algoritma oldukg¢a iyi ¢alismaktadir. Boliim altinda
ele alinan yaklagik deger belirleme algoritmasi, bu derece biiyiik 6l¢ek ve doniikliik
parametreleri i¢in, oldukca kararli calismakta ve doniisiim algoritmasinin performansini

arttirmaktadir.

4.6 Uc Boyutlu Simetrik ve Asimetrik Afin Doniisiimii Ornekleri

Bu boliimde kuaterniyon tabanli 9p afin doniisiimii algoritmasini test etmek amaciyla,
Boliim f.3[te ele alinana benzer bi¢imde bir simiilasyon caligmasi tasarlanmugtir.
Boliim [3.3.2]de Tablo [3.3]ile verilen simiilasyon stratejisi izlenmigtir. Rasgele hatalar
icin, e;~N(0,0.0036 m?) ve ea~N(0,0.0036 m?) alinmistir.

Analizlerin yorumlanmasi agsamasinda, simetrik koordinat doniisiimii sonucu kovaryans
matrisinden elde edilen parametre standart sapmalari ile Esitlik [3.30fdan paramet-
relerin bilinen ve kestirim degerleri kullanilarak elde edilen karesel ortalama hatalar
kargilastinlmigtir. 10 konfigiirasyona indirgenmis sonuglar, sirasiyla, oteleme, dontik-
lik, 6lgek parametreleri ve konum hatalari igin Sekil {.24] Sekil B.25] Sekil 4.26] ve
Sekil .27 de gosterilmistir. Ayni veri i¢in problem, asimetrik doniisiim modeli altinda

ele alinmig ve donilislim parametrelerine ve konum hatasina iligkin sonuclar Sekil

Sekil 4.29] Sekil 4.30| ve Sekil 4.31[de gosterilmistir.

Sekillerde yatay kirmizi ¢izgiler gercek degerler kullanilarak elde edilen KOH degerlerine

karsilik gelirken, mavi noktalar kestirilen kovaryans matrisleri araciligiyla hesaplanan
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Sekil 4.24 Simetrik afin doniisiimii sonucu elde edilen 6teleme parametrelerinin standart

sapmalari ile karesel ortalama hatalarinin karsilagtirilmasi

X-Déniikliik, KOH=270.28 mas [TLS-9]
2000 T T T T T T T T

1000

o [mas]

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
Y-Doniikliik, KOH=60.52 mas [TLS-9]

200 * *
£
E 100
b
0
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
Z-Doniikliik, KOH=266.94 mas [TLS-9]
2000 T T T T T 'Y T T T
£
£ 1000
b

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
Orneklem No

Sekil 4.25 Simetrik afin doniisiimii sonucu elde edilen doniikliik parametrelerinin
standart sapmalari ile karesel ortalama hatalarinin karsilastirilmasi

SS degerlerini ifade etmektedir. 3B benzerlik doniisiimii 6rneklerinde oldugu gibi, her
iki sistem koordinatlarinin da rasgele hatali oldugu durumlarda, toplam EKK ¢oziimii
(sinyal/giiriiltii oran1 yeteri kadar yiiksek ise) yansiz kestirici davranisi gostermektedir.
Bununla beraber, klasik EKK ¢6ziimii ile elde edilen parametre kestirimlerine iligkin bias

oldukca belirgindir.
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X-Olgek, KOH=0.38 ppm [TLS-9]
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Sekil 4.26 Simetrik afin doniigiimii sonucu elde edilen 6l¢ek ¢arpanlarinin standart
sapmalari ile karesel ortalama hatalarinin karsilagtirilmasi

Konum Hatasi, KOH=2.41 cm [TLS-9]

o [cm]

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
Orneklem No

Sekil 4.27 Simetrik afin doniisiimii sonucu elde edilen agirlik merkezinin konum hatalar1
ile deneysel konum hatalarinin karsilastirilmasi

Daha genis bir 6rneklemde elde edilen bulgular1 dogrulayabilmek amaciyla, uygulama,
her biri 500 6rneklemi kapsayan 100 farkli konfigiirasyon i¢in genisletilmistir. Doniistim
parametreleri, sonsal varyans (birim agirlikli Ol¢iiniin varyansi) ve konum hatasi i¢in
toplam 50 bin 6rneklemden elde edilen KOH ve SS degerlerinin ortalamalari Tablo.15]te
verilmektedir. Tabloda verilen degerler 6teleme, dontikliik ve dlcek parametreleri i¢in x,

¥, z eksenlerine iligkin parametre kestirimlerinin ortalamas seklindedir (bkz. Bolim[@4.3).
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Sekil 4.28 Asimetrik afin doniisiimii sonucu elde edilen 6teleme parametrelerinin
standart sapmalart ile karesel ortalama hatalarinin karsilagtirilmasi

o [mas] o [mas]

o [mas]

1000
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Z-Doniikliik, KOH=488.79 mas [LS-9]
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Sekil 4.29 Asimetrik afin doniisiimii sonucu elde edilen doniikliik parametrelerinin
standart sapmalari ile karesel ortalama hatalarinin karsilastiriimasi

Parametrelerin simetrik doniisiim sonucu elde edilen KOH degerleri ile SS degerleri birbiri
ile olduk¢a uyumlu iken, asimetrik doniisiim sonucu elde edilen SS’lerin KOH degerleri ile
uyusmadigi ve ¢ozlimiin biash oldugu goriilmektedir. Buradan hareketle, s6z konusu bias
icin bir Olciit olusturabilmek amaciyla parametre kestirimleri, sonsal varyans ve konum

hatalar1 i¢in yanlis kestirim olasiliklar1 hesaplanmis ve ortalama sonuglar Tablo 4.16da
gosterilmisgtir.
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Sekil 4.30 Asimetrik afin doniisiimii sonucu elde edilen 6l¢ek ¢arpanlarinin standart
sapmalari ile karesel ortalama hatalarinin karsilagtirilmasi

0 Konum Hatasi, KOH=3.85 cm [LS-9]

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
Orneklem No

Sekil 4.31 Asimetrik afin doniisiimii sonucu elde edilen agirlik merkezinin konum
hatalari ile deneysel konum hatalarinin karsilastiriimasi

Tablo [4.16]da verilen sonuglar, doniisiim probleminin asimetrik doniisiim modeli altinda
ele alinmasi durumunda, parametre kestirimlerinin biash olacagini agik bigimde ortaya
koymaktadir. Coziime iligkin bias miktar1, benzerlik doniisiimii probleminde oldugu gibi,
sonsal varyansta daha da belirgindir. Simetrik ve asimetrik koordinat doniistimleri icin
sirastyla, Sekil 4.32] ve Sekil [4.33] incelendiginde; asimetrik doniisiim igin elde edilen
sonsal varyans degerleri agik bicimde biash iken simetrik koordinat doniisiimiinde ise bu
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Tablo 4.15 U¢ boyutlu asimetrik ve simetrik afin doniisiimii sonuclarinin parametre
bazinda karsilastirilmasi

Simetrik Doniisiim Modeli | Asimetrik Doniisim Modeli
Parametre KOH SS KOH SS
Oteleme (cm) 3.19 3.16 5.67 5.31
Doniikliik (mas) 126.71 126.01 241.80 78.93
Olgek (ppm) 0.39 0.39 0.71 0.86
Konum Hatasi (cm) 2.24 2.21 3.99 2.29

Tablo 4.16 U¢ boyutlu asimetrik ve simetrik afin doniisiimii sonuglarina iligkin yanlig
kestirim olasiliklari

Parametre Simetrik Model | Asimetrik Model
Oteleme %1.38 T%064.51
Doniikliik %1.38 %89.87
Olgek %1.38 %72.41
Konum Hatasi1 %0.83 %76.46
Varyans Bileseni %0.64 %88.62

degerlerin ortalamasi, sonsal varyansin beklenen degeri 1’e gitmektedir. Elde edilen tiim

bulgular, 7p doniisiime iligkin elde edilen sonuclar ile tutarlidir.

45 Sonsal Varyans, Ort.=8.48 [LS-9]
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Sekil 4.32 Asimetrik afin koordinat doniisiimii sonucu elde edilen sonsal varyanslar

Son olarak, algoritmalarin toplam 5000 6rneklem igeren 10 konfigiirasyon i¢in hesaplama
stireleri Sekil 4.34] ve Sekil 4.35te gosterilmistir. Beklendigi gibi, asimetrik doniisiim ile
hesap yiikii ile orantili olarak daha kisa siirede sonuca gidilmekle beraber, afin doniisiim
modelinde hesaplama siiresi her iki ¢6ziim yontemi i¢in de benzerlik dontistimiine gore
daha uzundur. Bunun temel sebebi ise, afin doniisiimiinde algoritmaya dahil edilen yak-
lasik deger belirleme algoritmasidir.
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55 Sonsal Varyans, Ort.=1.00 [TLS-7]
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Sekil 4.33 Simetrik afin koordinat doniisiimii sonucu elde edilen sonsal varyanslar

Yakinsama Zamani, Ort.=3.9 ms [LS-9]
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Sekil 4.34 Asimetrik afin koordinat doniisiimii icin hesaplama siireleri

Yakinsama Zamani, Ort.=6.6 ms [TLS-9]
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Sekil 4.35 Simetrik afin koordinat doniisiimii i¢in hesaplama siireleri
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4.7 Farkh Giiriiltii Seviyelerine Iliskin Uc Boyutlu Simetrik ve
Asimetrik Afin Doniisiimii Ornekleri

3B benzerlik doniisiimii ornekleri iizerinden (Boliim farkli giiriiltii seviyelerinde
gerceklestirilen analizler sonucunda; baglangi¢ sistemi koordinatlarinin hedef sistem ko-
ordinatlarindan 10 kat veya daha fazla dogru olmasit durumunda simetrik ve asimetrik
koordinat doniigiimlerinin 6zdes parametre kestirimi verdikleri goriilmiistiir. Bu boliimde,
benzer sonucun 3B afin doniisiimii i¢cin de gecerli olup olmadigi incelenmektedir. Bu
amagla, Bolim .4 te verilen strateji takip edilmis, ancak hedef sisteme iligkin o» = 10
cm alinarak stokastik yap1 degistirilmistir. Her bir n, orani icin, olusturulan konfigiiras-
yona iligkin yine 1000 farkli 6rneklemde analizler gerceklestirilmistir. Elde edilen SS ve
KOH degerlerinin her bir n, orani i¢in 6teleme, doniikliik, 6lcek parametreleri ve konum
hatalarma iligkin ortalamalari, Sekil [4.36] 4.37, 4.38| ve [4.39]de gosterilmistir.

Oteleme Parametreleri [TLS-9]

1000 T T i ——
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\
600 - 1 4
= \
B :
&}

400
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Gurultd Orani

Sekil 4.36 Farkli giiriiltii seviyeleri i¢in Gteleme parametrelerine iligkin simetrik ve
asimetrik dontisiimler sonucu elde edilen KOH ve SS degerlerinin karsilastirilmasi-afin
dontisiimii 6rnegi

71



Doniikliik Parametreleri [TLS-9]
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Sekil 4.37 Farkli giiriiltii seviyeleri i¢in doniikliik parametrelerine iliskin simetrik ve
asimetrik dontisiimler sonucu elde edilen KOH ve SS degerlerinin karsilastirilmasi-afin
dontisiimii 6rnegi

Olgek Parametreleri [TLS-9]
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Sekil 4.38 Farkl: giiriiltii seviyeleri i¢in 6lgek ¢arpanlarina iligkin simetrik ve asimetrik
doniisiimler sonucu elde edilen KOH ve SS degerlerinin karsilastirilmasi-afin doniigiimii
ornegi
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Konum Hatasi [TLS-9]
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Sekil 4.39 Farkli giiriiltii seviyeleri i¢in konum hatalarina iligkin simetrik ve asimetrik
doniistimler sonucu elde edilen KOH ve SS degerlerinin karsilastirilmasi-afin doniisiimii
ornegi

Afin doniisiimiine iligkin s6z konusu grafikler incelendiginde, baslangi¢ sistemi koordi-
natlarinin hedef sistemi koordinatlarina gore en az 10 kat daha dogru olmasi durumunda
simetrik koordinat doniisiimii yerine hesap yiikii daha az olan asimetrik doniisiim mode-
linin kullanilabilecegi ortaya ¢cikmaktadir. Aksi durumda, asimetrik afin doniigiimii biash

¢Ozlim iiretmektedir.

4.8 Kontrol Noktalarinin Dogruluklarimin Parametre Kestirimlerine
ve Konum Hatalarmma Etkisi

Bu boliimde, 7p asimetrik ve simetrik benzerlik doniistimleri i¢in, kontrol noktalarinin
dogruluguna (konum hatalarina) bagh olarak, parametre kestirimlerinin ve merkez nok-
tasinin konum dogrulugunun degisimi incelenmektedir. Baslangi¢ ve hedef sistemlerine
iligkin olusturulan agirlik katsayilari matrisleri 0'12 = 22 = 0% ortak varyanslari ile 6lcek-
lendirilmis ve her bir varyans i¢in Tablo [3.3te verilen simiilasyon stratejisi takip edilerek
analizler gerceklestirilmistir. Her biri 500 farkli 6rneklem iceren 100 farkli konfigiirasyon
icin toplam 50 bin Ornek iizerinden gerceklestirilen analizler sonucu; her bir varyans
icin Oteleme, dontikliik, olcek parametreleri ile konum hatasinin KOH degerleri, bu 50

bin 6rnegin her biri i¢in hesaplanan degerlerin aritmetik ortalamalar1 alinarak belirlen-
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mistir. Bu irdelemenin konum hatasina iligkin kism1 Uygur vd [122] tarafindan ele alin-
mis olup, burada analizler doniisiim parametrelerini de icerecek sekilde genisletilmistir.

Analiz sonuglari, sirasiyla, 6teleme, doniikliik, olcek parametreleri ve konum hatasi i¢in

Sekil 4.40] Sekil 4.41] Sekil f.42] ve Sekil #.43[te verilmektedir.

Sekiller incelendiginde, iki ¢oziim ile elde edilen parametre kestirimlerinin, kontrol
noktalarinin standart sapmalarinin kii¢iik olmasi durumunda, birbirine yakin olduklari
goriilmektedir. Ancak, kontrol noktalarinin her iki sistemdeki koordinat standart sap-
malarmin artmasi durumunda, simetrik ve asimetrik ¢oziimlere iligkin parametre kesti-
rimlerinin ve predikte edilen nokta konum hatalarinin arttig1 goriilmektedir. Bu durum,
baglangi¢ sistemi koordinat hatalarinin g6z ardi edilmesi durumunda daha da belirgindir.
Ozellikle Sekil incelendiginde, simetrik koordinat doniisiimii ile yeni noktalarin
prediksiyonunda asimetrik ¢6ziime gore daha dogru sonuglar elde edildigi goriilmekte-

dir [[122]. Bu sonuclar 9p simetrik ve asimetrik afin doniisiimleri icin de gecerlidir (bkz.

Ek [A).

KOH Oteleme [TLS/LS-7] p=15

16 T T
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14 + SS-KOH (Asimetrik Model) .
—— KOH (Simetrik Model)
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10
=l
L
m 8T
@)
e
6 -
4 =
2 -
0 1 1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16

Kontrol Noktalarinin Konum Hatasi [cm]

Sekil 4.40 Kontrol noktalarinin standart sapmalarina karsilik 6teleme parametrelerinin
KOH degerlerinin degisimi
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KOH Déniikliik [TLS/LS-7] p=15
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Sekil 4.41 Kontrol noktalarinin standart sapmalarina karsilik doniikliik parametrelerinin
KOH degerlerinin degisimi

KOH Olcek [TLS/LS-7] p=15
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Sekil 4.42 Kontrol noktalarinin standart sapmalarina karsilik 6l¢cek ¢arpanlarinin KOH
degerlerinin degisimi
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KOH Konum Hatasi [TLS/LS-7] p=15
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Sekil 4.43 Kontrol noktalarinin standart sapmalarina kargilik merkez noktanin konum
hatalarinin KOH degerlerinin degisimi [[122]]

4.9 Varyans Bilesenleri Bilinmeyen Simetrik Koordinat Doniisiimii
Ornekleri

Buraya kadar ele alinan tiim uygulamalarda, olusturulan stokastik model (C; = alel ve
G = 0'22Q2) dogru kabul edilerek tek varyans bilesenli ¢oziimler gerceklestirilmistir. An-
cak bu varsayim her zaman dogru degildir. Koordinat doniisiimiine konu olan kontrol nokta
kiimeleri farkl: tiir 6lcme yontemleri ile belirlenmis ya da farkli hesaplama teknikleri ile
elde edilmis olabilir. Bu gibi durumlarda tek varyans bileseni ongérmek, stokastik modelin
hatali olarak olusturulmasina neden olur. Dolayisiyla doniisiim problemi, Bolim[3.2.2de
ele alinan baglangi¢ ve hedef sistem koordinatlarinin varyans bilesenlerinin (0'12 ve 0'22’nin)

de bilinmeyen oldugu simetrik koordinat doniisiim modeli altinda ele alinmalidir.

Simetrik koordinat doniigiimiinde VBK yonteminin basarisini test etmek amaciyla yine
Tablo [3.3.2]de verilen strateji izlenerek bir simiilasyon ¢alismasi gerceklestirilmistir.
Nokta sayisinin 5 ile 25 arasinda rasgele degistigi konfigiirasyonlar i¢in baslangi¢c ve
hedef sistem koordinat kofaktor matrisleri 6zdes varyans degerleri ile 6lgeklendirilerek
kovaryans matrisleri olusturulmustur (C; = 0.0025m?Q; ve C; = 0.0025m?Q,). Ozdes
simiilasyon stratejileri i¢cin varyans bilesenleri bilinmeyen kuaterniyon tabanlit 7p ve
9p simetrik koordinat doniisiimlerinin ¢oziim performanslari, sirasiyla, Sekil 4.44] ve
Sekil #.45]te verilmektedir. VBK algoritmasi ile varyans bilesenleri basarili sekilde kes-
tirildiginde temel beklenti, dengeleme sonrasi birim agirlikli 6l¢li varyansinin (sonsal

varyansin) "1"’e gitmesidir.
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%0 Sonsal Varyans, Ort.=2.12 [TLS-7] VK'ler Kestirilmig
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Sekil 4.44 Varyans bilesenlerinin bilinmeyen oldugu 3B simetrik benzerlik
doniisiimiinde sonsal varyans degerleri

Sonsal Varyans, Ort.=2.43 [TLS-9] VK'ler Kestirilmig
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Sekil 4.45 Varyans bilesenlerinin bilinmeyen oldugu 3B simetrik afin doniislimiinde
sonsal varyans degerleri
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Sekiller incelendiginde, benzerlik doniiglimii i¢in tiim Orneklemin %95.3’linde, afin
doniisiimii i¢in ise %94.1’inde sonsal varyanslarin "1"e gittigi goriilmektedir. Oranlar
bagarili gibi goriinmekle beraber, VBK algoritmasinin her durumda basarili kestirimler
gerceklestirmedigi de ortaya ¢ikmaktadir. Bu nedenle, algoritmanin performansini etki-
leyen durumlarin arastirilmast amaciyla cesitli analizler gerceklestirilmistir. Hem benzer-
lik dontisiimii hem de afin doniisiimii icin hedef sistem koordinatlarina 5 kat daha fazla
giiriiltii yiiklenerek (0» = 507) analizler tekrar edilmistir. Baglangi¢ sistemi koordinat-
lariin hedef sistem koordinatlarina gore 5 kat daha dogru oldugu bu 6rneklemde, ¢6ziim
basaris1 benzerlik doniisiimii icin %79’a, afin doniisiimii icinse %77.7’ye dlismiistiir.
S6z konusu analizlerden ¢6ziim performasini etkileyen iki durumun s6z konusu oldugu
ongoriilmiistiir: Bunlardan ilki, sistemler arasindaki giiriiltii (noise) orani, digeri ise agdaki

kontrol noktalarinin sayisidir.

Giiriiltli oran1 ve agin nokta sayis1 degistirilerek, her biri 500 farkli 6rneklem iceren 10 ras-
gele konfigiirasyon i¢in toplam 5 bin 6rneklem iizerinden gerceklestirilen analizler sonucu
elde edilen VBK c¢oziim basart oranlari, benzerlik ve afin doniisiimleri i¢in, sirasiyla,
Tablo ve Tablo .18 de verilmektedir.

Tablo 4.17 Ug boyutlu simetrik benzerlik doniisiimii 6rnekleri icin VBK ¢dziim basar1

oranlari
Nokta Sayis1 | Model 1: 0, = 0 | Model 2: 0 = 20 | Model 3: 0, = 507
n=>5 %59 %53.9 %43.7
n=10 %96 %88.9 %64.8
n=15 %99.8 %98.4 %83
n =20 %100 %99.6 %89.8
n =25 %100 %100 %93.2

Tablo 4.18 Ug boyutlu simetrik afin doniisiimii 6rnekleri igin VBK ¢ziim basar1 oranlari

Nokta Sayis1 | Model 1: 0, = 0 | Model 2: 0 = 20 | Model 3: 0 = 507
n=>5 %44.6 %41.3 %34.5
n=10 %94.6 %87.2 %60.5
n=15 %99.6 %98.7 %85.3
n =20 %100 %99.9 %92.2
n=25 %100 %100 %96.7

Degerlendirme sonuclarina gore, giiriiltii oraninin 1 olmasi (iki sistemdeki koordinatlarin
dogruluklarinin yaklasik ayni olmasi) durumunda VBK ¢6ziim basari oran1 daha yiiksektir.
Giriiltii oran1 arttikca (baslangig sistemi koordinatlarinin hedef sistem koordinatlarina gore
dogrulugu arttik¢a) algoritmanin basaris1 diismektedir. Aslinda her durumda, kontrol

noktalarinin sayisinin oldukca 6nemli oldugu goriilmektedir.
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VBK basarisinin diisiik olmas1 durumu, yontemin basarisizligindan ziyade modeli ifade
edecek yeterli bilginin mevcut olmamasina (modelin yetersizligine) baghdir. Bu gibi
durumlarda, farkli kaynaklardan gelen bu koordinat verilerinin dogruluguna iligkin 6n

bilgiye sahip olunmas1 oldukca 6nemlidir.

Boliim [3.2.2]de belirtildigi gibi, koordinat doniisiimlerinde VBK ¢oziim algoritmasi (bkz.
Sekil [3.1), ¢oziimsiizlik durumunda modeli tek varyans bilesenli olarak ele almakta
ve doniisiimii buna gore gergeklestirmektedir. Algoritmanin ¢6ziimsiizlik durumunda
nasil davrandigimi daha iyi anlamak i¢in oy = 2 cm, 0 = 4 cm ve n=5 alinan 6rnek
(Tablo .18 deki %41.3 basar1 oraninin elde edildigi durum) daha yakindan incelenmistir.
Bu 6rnek i¢in elde edilmis VBK ¢oziim bagart oranlari Sekil 4.46]da, algoritmadan elde
edilen varyans bilesenleri ise Sekil4.47]de gosterilmistir.

Sonsal Varyans, Ort.=6.67 [TLS-9] VK'ler Kestirilmig
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Sekil 4.46 n=5 icin VBK sonucu elde edilen sonsal varyanslar (Diiz ¢izgi VBK
algoritmasinin ¢oziime yakinsadigi %41.3 6rneklemin sonsal varyanslarini
gostermektedir)

Sekil .47/ de goriildiigii gibi, baglangi¢ ve hedef sistem koordinatlarinin varyans bilesen-

leri, 5000 6rneklemin %58.7’sindeki ¢oziimsiizliik nedeniyle kirmizi diiz cizgiyle ifade

2
1

diizgiin olarak dagilmamaktadir. Bir bagka deyisle, ¢oziime yakinsanmadiginda al-

edilmis gercek varyans bilesenleri olan o> = 4 cm? ve 0» = 16 cm? degerleri etrafinda
goritmanin gectigi tek varyans bilesenli modelin ¢6ziim sonucundaki kestirilen tek
varyans bilesenleri, dogal olarak, bdylesi bir dagilima neden olmaktadir. S6z konusu
ornek i¢in algoritmadan elde edilen merkez noktasinin konum hatalar1 (KOH ve SS’ler)
Sekil #.48de, varyans bilesenlerinin bilinmesi durumundaki (olmas: gereken) konum
hatalar1 ise Sekil[4.497da gosterilmistir. Sekil .48/ hem kendi icinde hem de Sekil 4.49]ile
kargilastirildiginda sonuglarin olduk¢a uyumlu oldugu goriilmektedir. Bir bagka deyisle,
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Sekil 4.47 Baslangi¢ ve hedef sisteme iliskin varyans bilesenlerinin kestirim degerleri
(n=5)

coziimsiizliik durumunda VBK algoritmasinda tek varyans bilesenine gegerek ilerlemis
olmanin dogru bir yaklasim oldugu sonucuna ulagilmistir. Elbette, ¢6zlimsiizliigiin sifira
yakin oldugu durumlarda (bkz. Tablo[.17]ve Tablo[d.18) algoritma, gercege daha da yakin
parametre kestirimleri vermektedir. Sonug olarak, Bolim [3.2.2]de verilmis algoritma ile
caligarak simetrik koordinat doniisiimlerinde stokastik modelin daha dogru bir bicimde

ele alinmas1 saglanmaktadir.

Konum Hatasi, KOH=2.31 cm [TLS-9] VK'ler Kestirilmis
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Sekil 4.48 Varyans bilesenleri bilinmeyen simetrik afin doniisiimii sonucu elde edilen
konum hatas1 degerleri (n=5)
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Konum Hatasi, KOH=2.22 cm [TLS-9] VK'ler Bilinen
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Sekil 4.49 Varyans bilesenleri bilinen simetrik afin doniisiimii sonucu elde edilen konum

hatalar1 (n=5)
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S

SONUC VE ONERILER

Bu calisma kapsaminda, kuaterniyon tabanli simetrik ve asimetrik ii¢ boyutlu benzerlik ve
afin doniistimlerinin performanslari olduk¢a genis bir orneklem araliginda gerceklestirilen
simiilasyon caligmalar1 yardimiyla incelenmistir. Doniikliiklerin kuaterniyon ile gosteri-
minin koordinat doniigiimii probleminin ¢oéziimiinde sagladigi avantajlar gosterilmistir.
Algoritmanin en 6nemli avantaji iteratif ¢oziim i¢in yaklagik deger belirleme probleminin
s0z konusu olmamasidir. Kuaterniyon tabanli doniisiim algoritmasi, doniistim paramet-
relerinin biiyiikliiglinden bagimsiz olarak oldukc¢a hizli ve stabil caligmaktadir. Bununla
beraber, 3B afin doniisiimiine iliskin simiilasyon c¢alismalarinda, bazi olagan dis1 durum-
larda yakinsama problemi ile karsilagilmig ve afin doniisiimii i¢in yaklasik deger belirleme
problemi goz Oniine alinmigtir. Doniikliik agilarinin biiyiik oldugu durumlar da dahil olmak
tizere, (0zellikle Euler doniikliik agilarinin trigonometrik fonksiyonlari diisiiniildiigiinde)
olduk¢a hizli ve dogru bicimde yaklasik degerler belirlenebilmektedir. Kuaterniyon ta-
banli koordinat doniisiimii sonucu elde edilen doniisiim parametreleri, 6telemeler, 6lgcekli
kuaterniyon elemanlar1 ve 3B afin doniisiimii i¢in bu parametrelere ek olarak bagil 6l¢ek
carpanlaridir. Bu parametrelerden, birim kuaterniyon elemanlarinin, esas olcek carpan-
larinin ve Euler doniikliik agilart ile bunlarin standart sapmalarinin ne sekilde elde edilecegi
calismada ayrintili bicimde aciklanmistir. 3B benzerlik ve afin asimetrik ve simetrik koor-
dinat doniisiimleri programlari, bu tez kapsaminda yayimlanmis Uygur vd. [24]] ve Uygur

vd. [25] caligmalarinda verilmistir.

Gergek veriler ile gerceklestirilen jeodezik koordinat doniistimii sonucu elde edilen
sonuclar incelendiginde; doniikliik agilarinin diferansiyel biiyiikliikler ve her iki sistem
koordinat agirlik matrislerinin birim matris oldugu durumlarda, asimetrik ve simetrik
cOziimlerin birbirine 6zdes sonuglar verdigi goriilmiistiir. Bununla beraber, her iki sistem
koordinatlar1 da rasgele hataliyken, yalnizca hedef sistem koordinat kovaryans matris-
lerinin goz oniinde bulundurulmasinin sonuglar1 ne sekilde etkiledigi genis 6rneklemde
gerceklestirilen simiilasyon caligmalari ile ortaya konmustur. Her iki ¢oziim yontemi i¢in
de parametrelere iliskin yanlis kestirim olasiliklar1 hesaplanmis ve parametrelerin kestirim

degerleri, bilinen degerleri araciligiyla KOH degerleri iizerinden istatistiksel olarak test
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edilmistir. Sonug olarak, baglangi¢ sistemi koordinat hatalarin1 géz ardi ederek gergek-
lestirilen asimetrik ¢oziime iligkin parametre kestirimlerinin belirgin bicimde yanli oldugu
goriilmektedir. Asimetrik ¢ozlim ile elde edilen standart sapma degerleri, parametrelerin
bilinen degerlerinden hesaplanan KOH degerlerine karsilik gelmemektedir. Diger bir de-
yisle, asimetrik ¢Oziim sonucu elde edilen kovaryans matrisleri kestirilen parametrelerin
dogruluklarini ifade etmemektedir. Buna karsilik, problemin simetrik doniisiim modeli
altinda ele alinmas1 durumunda toplam EKK ¢6ziimii, yansiz kestirici davranigi gostermek-
tedir. Ancak, sunu belirtmek gerekir ki, simetrik koordinat doniisiimii algoritmast dogasi
gere8i yanh ¢oziimler vermekle beraber bu bias, sinyal/giiriiltii oraninin yiiksek oldugu
jeodezik koordinat doniisltimii gibi problemlerde ihmal edilebilir diizeydedir. Simetrik ko-
ordinat doniisiimii orneklerinde hesaplanmais yanlis kestirim olasiliklarinin beklendigi gibi
diisiik olmas1 da bunu dogrulamaktadir. Ele alinan baslangi¢ ve hedef sistemi koordinatlari
yiiksek dogruluga sahip oldugundan, simetrik koordinat doniisiimii probleminin ¢6ziimiine
iligkin herhangi bir bias diizeltmesinin bu ¢alisma kapsaminda goz oniinde bulundurul-
masina gerek duyulmamistir. Ancak, daha diisiik dogruluklu koordinatlar s6z konusu ise
simetrik koordinat doniisiimiinde parametre kestirimlerine iligkin bias diizeltmesi algorit-

malarinin dikkate alinmasi gerekebilir (bkz. Amiri-Simkooei [47]).

Farkli giiriiltii seviyeleri icin gerceklestirilen analiz sonuglarina gore, asimetrik dontistim
icin s0z konusu olan bias miktari, baglangi¢ sistemi koordinatlarinin hedef sistem ko-
ordinatlarina gore dogrulugunun artmasiyla azalmaktadir. Eger baslangi¢ sistemi ko-
ordinatlar1 hedef sistem koordinatlarindan 10 kat veya daha fazla dogruluga sahip ise,
baslangi¢ sistemine iligkin koordinat hatalarinin ihmal edilmesinin parametre kestirim-
lerini etkilemedigi, her iki ¢oziim yontemi ile 6zdes parametre kestirimleri elde edildigi
goriilmiistiir. Bu sonug pratik calismalarda 6nemli olmakla beraber, daha ayrintili olarak

arastirilmaya ihtiya¢ duymaktadir.

Kontrol noktalarinin dogruluguna (konum hatalarina) bagl olarak, parametre kestirim-
lerinin ve merkez noktasinin konum dogrulugunun degisimi incelenmistir. Kontrol nokta-
larinin her iki sistemdeki koordinat standart sapmalarinin artmast durumunda, beklendigi
tizere, simetrik ve asimetrik coziimlere iliskin parametre kestirimlerinin ve predikte edilen
nokta konum hatalarinin arttig1 goriilmektedir. S6z konusu artig, baslangi¢ sistemi koordi-

nat hatalarinin g6z ardi edilmesi durumunda daha belirgin olarak karsimiza ¢ikmaktadir.

Son olarak, baslangic ve hedef sistem koordinatlarinin varyans bilesenlerinin de bilin-
meyen olarak ele alindig1 varyans bilesenleri bilinmeyen 3B simetrik koordinat doniigtimii
algoritmasi olusturulmustur. Algoritmanin performansi, hem 3B benzerlik hem de 3B afin
ornekleri lizerinden incelenmistir. VBK isleminin ¢6ziim basaris1 giiriiltii (noise) orani
arttikca (baslangic sistemi koordinatlarinin hedef sistem koordinatlarina gore dogrulugu

arttikca) diismektedir. Ayrica, VBK isleminin basarisinin kontrol noktalarinin sayisina
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bagh oldugu goriilmiistiir. Nokta sayist arttikga ¢6ziim basar1 oranlarinin ylikseldigi
gosterilmistir.  VBK ¢oziim basar1 oraninin bazi orneklerde diisiik olmasi, yontemin
basgarisizligindan ziyade modeli ifade edecek yeterli bilginin mevcut olmamasina (mo-
delin yetersizligine) baghdir. S6z konusu VBK algoritmasi, ¢oziimsiizliik durumunda tek
varyans bilesenli alisildik simetrik koordinat doniisiimii problemine gecmektedir. Ele ali-
nan basar1 oraninin diisiik oldugu 6rneklerde, boylesi bir yaklagimin parametre kestirimi
acisindan dogru oldugu gosterilmistir. Bdylece, 3B benzerlik ve afin simetrik koordi-
nat doniisiimiinde stokastik modelin s6z konusu algoritma yoluyla dogru bicimde ele

alinabilecegi sonucuna ulagilmistir.
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KONTROL NOKTALARININ DOGRULUKLARIN%
PARAMETRE KESTIRIMLERINE ve KONUM
HATALARINA ETKIiSi

Bu boliimde, Boliim 4.8} de ele alinan simiilasyon ¢alismasinin 9p afin doniisiimiine iliskin
grafik sonuglar1 verilmektedir.

20 KOH Oteleme [TLS/LS-9] p=15

18 F SS-KOH (Simetrik Model) ]
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Sekil A.1 Kontrol noktalarinin standart sapmalarina karsilik 6teleme parametrelerinin
KOH degerlerinin degisimi
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Sekil A.2 Kontrol noktalarinin standart sapmalarina karsilik doniikliik parametrelerinin
KOH degerlerinin degisimi
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Sekil A.3 Kontrol noktalarinin standart sapmalarina karsilik 6lcek carpanlarinin KOH
degerlerinin degisimi
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Sekil A.4 Kontrol noktalarinin standart sapmalarina kargilik merkez noktanin konum
hatalarinin KOH degerlerinin degisimi
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