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OZET

SAGKALIM ANALIZINDE KIRILGANLIK MODELLERINiN TAHMINi iCiN
PARCACIK SURU OPTiMiZASYONUNA DAYALI ALTERNATIF BiR YAKLASIM

Oykiim Esra ASKIN

istatistik Anabilim Dal

Doktora Tezi

Tez Danismani: Prof. Dr. Ali Hakan BUYUKLU
Es Danisman: Dog. Dr. Deniz INAN

Sagkalim analizinde, birimlere ait sagkalim sirelerini etkileyen faktorlerin
modellenmesinde farkl teknikler kullanilmaktadir. Oransal hazard modelleri en sik
tercih edilen ve genis uygulama alanina sahip olan modellerdir. Ancak oransal hazard
modellerinin en temel varsayimlarindan biri popiilasyonun homojenligidir ve gercek
yasam problemlerinde genetik yapi veya cevresel faktorler gibi gozlenemeyen
degiskenlerin varliginda bu varsayim saglanamamaktadir. Kirilganlhik modelleri,
gozlenemeyen risk faktorlerinden kaynakh heterojenligi modellemede kullanilan ve
basarili tahminler ireten tekniklerdendir.

Hazard fonksiyonunun dagilm yapisina ait bilgiye gore kirilganlik modelleri icin farkl
tahmin yontemleri kullanilmaktadir. Sagkalim sirelerinin dagilim yapisi biliniyorsa,
model parametreleri en ¢ok olabilirlik yontemiyle tahmin edilmekte ve bu tahmin
yonteminde tiireve dayall teknikler kullaniimaktadir. Bu tip optimizasyon tekniklerinin
sahip oldugu avantajlarina ragmen bazi kisitlamalari vardir. Ornegin ¢6ziim uzayinda
birden fazla lokal optimum mevcutsa baslangic degerlerinin globale yakin verilmesi
gerekmektedir. Pratikte gercek ¢6zim bilinmedigi icin uygun baslangic noktasinin
secilmesi zordur. Ozellikle tahmin edilecek parametre sayisi fazla ise bu secim daha da
zorlasmaktadir. Ayrica veri setinin az sayida olmasi veya veride agir sansirlii gézlem
bulunmasi sebebiyle yanli tahminler elde edilmektedir.
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Sezgisel yontemler ailesinin bir Gyesi olan pargacik siri optimizasyonu (PSO) tiireve
dayali algoritmalarin getirdigi bazi kisitlamalarin  Ustesinden gelebilmektedir.
Popiilasyon tabanli bir yontem olan PSO, karmasik ve ¢ok boyutlu lineer veya lineer
olmayan fonksiyonlar igin dayanikli tahminler Gretmektedir. Bu ¢alismada, paylasiimis
gamma kirilganlik modellerine ait parametrelerin en ¢ok olabilirlik tahminlerini elde
etmede parcactk slrl optimizasyonuna dayali alternatif bir tahmin yontemi
onerilmistir. Onerilen yéntemin tahmin performansi, tiireve dayali ydntemlerin tahmin
performanslari ile karsilastirilmistir. Bu amag igin iki farkh benzetim g¢alismasi
ylrittlmis ve onerilen yontem gercek veri setine uygulanmistir.

Anahtar Kelimeler: Kirilganhk modelleri, gézlenemeyen heterojenlik, pargacik suri
optimizasyonu, en ¢ok olabilirlik tahmini, paylasiimis gamma kirilganhk
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ABSTRACT

AN ALTERNATIVE APPROACH TO ESTIMATION OF FRAILTY MODELS IN
SURVIVAL ANALYSIS BASED ON PARTICLE SWARM OPTIMIZATION

Oykiim Esra ASKIN

Department of Statistics

PhD. Thesis

Adviser: Prof. Dr. Ali Hakan BUYUKLU
Co-Adviser: Assoc. Prof. Deniz INAN

In survival analysis, different techniques have been used in order to modelling factors
that effect the units’ survival times. Proportional hazards models are the most
common and have been used for many areas. However, the main assumption of
proportional hazard models is the population homogeneity and in real life-problems,
this assumption is not satisfied by unobserved covariates such as genetic structure or
environmental factors. Frailty models provide a useful way in order to account for
heterogeneity caused by unobservable risk factors and produce good estimates.

According to information of the distributional form of the baseline hazard function,
different estimation methods have been used for frailty models. If the distribution of
survival times is known, model parameters can be estimated via maximum likelihood
using derivative-based techniques. In spite of having useful properties, these
techniques have some limitations. The main limitation is when more than one local
optimum exists in the solution space, starting point should be chosen with a value
close to a global. In practice, because the real value of parameter is unknown,
choosing the suitable starting point is very hard. Particularly, when the number of
model parameters being estimated is too large, choosing the suitable initials gets

Xiv



harder. Also, biased estimates can be obtained due to the heavy censoring or small
sample size.

Particle swarm optimization (PSO) which is a member of evolutionary algorithms can
overcome some limitations of derivative-based methods. It is a population based
method and gives robust estimates for complex and high-dimension linear or non
linear functions. In this study, an alternative estimation method is proposed based on
PSO in obtaining maximum likelihood estimates of parameters for gamma shared
frailty models. The estimation performance of proposed method is compared with the
estimation performance of derivative-based methods. For this purpose, two simulation
studies are conducted and the proposed method is applied to a real data set.

Keywords: Frailty models, unobserved heterogeneity, particle swarm optimization,
maximum likelihood estimation, gamma shared frailty

YILDIZ TECHNICAL UNIVERSITY
GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES
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BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Sansirli gozlem varliginda bircok disiplin dallari tarafindan yaygin olarak kullanilan
sagkalim analizi, temel olarak sagkalim siirelerinin modellenmesinde kullanilan
yontemler toplulugu olarak tanimlanabilir. Arastirmacinin elindeki bilgilerin niteligine
gore birimlere veya bireylere ait sagkalim sirelerini modellemede farkh yéntemler
kullanilmaktadir. Veri setinde sadece sagkalim slirelerine ait bilgiler mevcutsa yasam
tablosu ve Kaplan-Meier tahminleri gibi parametrik olmayan yéntemler veya sagkalim
surelerinin dagihm yapisina gore Ustel regresyon, Weibull regresyon ve benzeri
parametrik yontemler kullanilmaktadir. Ancak sagkalim strelerine etki ettigi diistintlen
aciklayici degiskenlerin bilgisi mevcutsa oransal hazard (OH), hizlandirilmis basarisizhk
zamani ve oransal odds gibi yaklasimlar mevcuttur. Bunlar arasindan en sik kullanilan

yaklasim Cox tarafindan [1] literatlre kazandirilan OH modelleridir.

Calisma grubunun, diger bir degisle popilasyonun homojenligi, OH yaklasiminda
kullanilan temel bir varsayimdir. Calismaya katilan birimlerin ilgilenilen olayl yasama
riskinin ayni oldugu ve sagkalim siirelerinin 6zdes dagihmh bagimsiz rasgele degiskenler
oldugu kabul edilmektedir. Ancak gercek yasam problemlerinde homojenlik varsayimi
genetik yapi, cevresel etki gibi bircok gozlenemeyen aciklayici degiskeninin varhigi
sebebiyle saglanamamaktadir. G6zlenemeyen degiskenlerden kaynakl gézlenemeyen
heterojenlik icin rasgele etki modelleri ilk olarak Beard [2], Vaupel vd. [3] ve Lancaster
[4] tarafindan 6nerilmistir. Tek degiskenli (univariate) sagkalim siireleri icin “kirilganhk”

terimi ise ilk olarak Vaupel vd. [3] tarafindan kullaniimis ve bu modeller kirilganhk



modelleri (frailty models) olarak adlandiriimaya baslanmistir. Kirilganhk modellerinin

cok degiskenli genellestirilmesi ise ilk olarak Clayton [5] tarafindan yapiimistir.

GCok degiskenli sagkalim siirelerini modellemede en sik kullanilan paylasilmis kiringanlik
modeli, ayni kirilganliga sahip birimlerin sagkalim sireleri arasindaki bagimhhig
Olgcmede kullanilir. Bu tip modeller kirillganhk degiskenlerinin dagilim yapisina gore
farkhlik gostermektedir. Kirilganlik modellerinde en sik kullanilan stirekli dagilimlar ters
Gauss ([6], [7], [8], [9], [10]), pozitif duragan ([11], [12], [13], [14]), log-normal ([8],
[15], [16]) ve gamma ([3], [5], [16], [17], [18], [19], [20], [21], [22]) dagilimlaridir.
Bahsedilen dagilimlar arasindan gamma, kosulsuz hazard ve sagkalim fonksiyonlarinin
kapali formda ifade edilebilmesi acisindan arastirmacilar tarafindan sik¢a tercih

edilmektedir.

Kirllganhk modellerine ait parametrelerin tahmininde kullanilan birgok yo&ntem
mevcuttur. Bu yontemler temel hazardin parametrik olarak ifade edilip edilememesine
gore farklilasmaktadir. Sagkalim sirelerine ait dagilim bilgisinin bulunmadig
durumlarda temel hazard fonksiyonunun sekli bilinmemekte dolayisiyla yari parametrik
yontemler kullaniimaktadir. Literatliirde bu tip yontemlerle ilgili olarak Clayton ve
Cuzick [23], iki degiskenli Gamma kirilganlik modeli igin genellestirilmis rank
istatistigine dayali EM (expectation and maximization) tipi bir algoritma 6nermistir.
Nielsen vd. [24], ilk olarak Gill tarafindan [25] 6nerilen ve kismi olabilirlige dayali EM
algoritmasini kirilganlik varyansi, regresyon parametreleri ve temel hazardi tahmin
edebilmek icin kullanmislardir. Klein ¢alismasinda [26] EM algoritmasini kullanarak ¢ok
degiskenli paylasilmis gamma kirilganlhik model parametrelerini tahmin etmistir.
McGilchrist ve Aisbett [8] ve McGilchrist [27] ¢alismalarinda cezalandiriimis kismi
olabilirlik (penalized partial likelihood) yaklasimini kullanarak log-normal kirilganliklarin
etkisini incelemislerdir. Onerdikleri yéntemde Cox’un kismi olabilirlik fonksiyonunu
kullanmistir. Bu yaklasim daha sonra Therneau vd. [28] ve Rondeau vd. [29] tarafindan

gamma kirilganhk modelleri igin calisiimistir.

Parametrik yontemlerde ise sagkalim siirelerine ait dagilim bilinmekte ve model
parametrelerinin tahmininde en ¢ok olabilirlik (ECO) yontemi kullaniimaktadir. Bu

yontemin uygulanmasinda cogunlukla Newton ve benzeri tireve dayal algoritmalar



kullanilmaktadir. Ancak bu tip optimizasyon algoritmalarinin baslangic degerlerine
baglh olarak kolayca lokal optimale takilmalari, az sayida ve agir sansirli (heavy
censored) veri setleri icin yanli tahminler vermeleri gibi bazi dezavantajlari
bulunmaktadir. Pargacik Surli Optimizasyonu gibi sezgisel yaklasimlar, karmasik
boyutlu dogrusal veya dogrusal olmayan fonksiyonlara kolayca entegre edilebilen,
dayanikli tahminler lreten ve globale yakin sonuglar veren algoritmalardir ve tiireve

dayali yontemlerin getirdigi bazi kisitlari ortadan kaldirmaktadir.

1.2 Tezin Amaci

PSO algoritmasi sinir aglari, tedarik sec¢imi, siparis miktarini belirleme, siralama
problemleri ve akis tipi cizelgeleme problemleri gibi bircok alanda uygulanmaktadir
[30]. Sansiirli verilerde ise kullanimi henliz yayginlasmamistir ve bununla ilgili calisma
sayisi kisith miktardadir. Ornegin Campos vd. [31] genellestirilmis gamma dagiliminin
ECO tahminlerini elde etmede PSO’yu kullanmistir. Benzer bicimde Wang ve Huang
[32] calismalarinda iki parametreli Weibull karmasi dagiliminin parametrelerini PSO ile
tahminlemis ve sonrasinda EM ve quasi-Newton yontemleriyle bu tahminleri
karsilastirmistir. Ancak kirilganhk modelleriyle ilgili parametre tahminleri elde etmede
PSO ile yapilan bir galisma mevcut degildir. Tezin amaci paylasiimis gamma kirillganhk
modellerine ait parametre tahmininde PSO’ya dayali alternatif bir tahmin yontemi
onermek ve oOnerilen tahmin yontemini tiireve dayah algoritmalarla kiyaslamaktadir.
Onerilen ydntemde, model parametrelerine ait isaret kisitlarinin tistesinden gelebilmek
icin genetik algoritmada kullanilan mutasyon operatoriine benzer bir yaklasim
kullanilmistir. Ayrica yonteme ait algoritma icin Gelman-Rubin yakinsama kriteri

tanimlanmistir.

1.3 Hipotez

Onerilen yéntemin performansi iki farkli benzetim calismasi ile arastiriimis ve tiireve
dayali yontemlerin (quasi-Newton, eslenik gradyan) tahmin performanslari ile
kiyaslanmistir. Benzetim c¢alismasinda onerilen ydntemin artan kiime sayisina,

kiimelerdeki artan birim sayisina ve sagkalim sirelerinin artan sansiir oranina bagh



olarak tahmin performansinin diger iki yonteme gére daha etkin oldugu gortlmusgtar.

Ayrica yontem gercek veri setine uygulanmis ve sonuglari raporlanmistir.



BOLUM 2

SAG KALIM ANALIZiNiN KAPSAMI VE TEMEL KAVRAMLARI

Sagkalim analizinin temel amaci, ilgilenilen olayin meydana gelene kadar gecgen siireyi
ve bu olayin meydana gelmesindeki etkenleri modellemektir. ilgilenilen olay, bir
hastanin belirli bir hastaliktan 6lmesi ya da bir makine pargasinin bozulmasi olabilir.

Ancak temel varsayim, ilgilenilen olayin agik ve net olarak tanimlanmasidir.

Sagkalim analizi, farkh disiplin dallarinda kullanilan istatistiksel yontemler toplulugudur
ve disiplin dallarina gore farkh adlandirmalari bulunmaktadir. Tip biliminde “sagkalim
analizi” (survival analysis), sosyolojide “olay tarihi analizi” (event history analysis),
politik bilimler ve ekonometride “sireklilik ¢oziimlemesi” (duration models) ve
mihendislikte “basarisizlik zamani modelleri” (failure time models) olarak

adlandirilmaktadir.

Sagkalim analizini, sonug degiskeni iki kategorili olan lojistik regresyon gibi diger
istatistiksel yontemlerden ayiran temel fark, bazi birim ya da bireylerin sagkalim
zamaninin net olarak gézlenememesidir. Ornegin ciftlerin bosanma siireleri ile ilgili bir
calisma yapildigi varsayilsin. Calisma periyodu icinde calisma grubuna dahil olan kimi
ciftler bosanirken, kimi ciftler icin ise bu olay gerceklesmemis olabilir. Calisma bittikten
sonra bosanmayan ciftlerin bosanma karari vermesi olasidir ama veriyi analiz etmek
isteyen arastirmaci icin bu durum bilinmeyen bir kavramdir. Boylelikle arastirmacinin
elindeki veri seti, tamamlanmis ve tamamlanmamis gozlemlerin bir karmasidir. Sag
kalim analizinde tamamlanmamis gozlemler sansirli gozlem olarak adlandirilir ve

analize dahil edilirler [33].



2.1 Sagkalim Analizinin Temel Kavramlari

2.1.1 Sagkalim Siresi

Bir birime ait olayin, belirli bir baslangic zamanindan ilgilenilen olayin gerceklesmesine
dek gecen silireye o birimin sagkalim siresi denilmektedir. Sagkalim siiresi bazi
kaynaklarda basarisizlik siiresi veya bozulma zamani olarak da adlandiriimaktadir.
Sagkalim analizinde, gozlenen sagkalim sireleri icin baslangi¢ ve olayin olus zamaninin
kesin olarak tanimlanmasi gerekmektedir. Aksi takdirde goézlemler sansirli gozlem
kategorisine girmektedir. Calisma, her bir gozlem icin ayni anda baslayacagi gibi,
gdzlemlerin sagkalim sireleri farkli baslangic noktalarinda élcilebilinir. Onemli olan
sagkalim sdrelerinin  tanimlanan baslangic zamanindan itibaren 6lclilmeye
baslanmasidir. Ayrica sagkalim surelerinin belirlenmesinde bir zaman 0&lgegi
kullanilmalidir. Zaman 6lcegi bazi calismalarda giin, ay ve yil gibi gercek zaman olurken,
bazi calismalarda ornegin tasit omri icin arabanin kilometre ile O&lgllen vyasi

kullanilmaktadir [34].

2.1.2 Sansiir

Sagkalim analizinde kullanilan sansirli gézlemler tamamlanmamis goézlemlerdir ve
sagkalim sireleriyle ilgili tam olmasa da kismi olarak bilgi vermektedirler. Bu gézlemler
sagkalim slrelerinin hesaplanmasinda atilacak ve hatali gbzlem olarak gériilmez, aksine

analize katki saglarlar.

Calismada, i=1,2,...,n sayida birimin oldugunu varsayalim. Bu birimlerin, ilgilenilen
olaya ait gergek basarisizlik zamanlari t/,t),...,t olarak gésterilsin. Temel olarak 3 fakli

sansir tipinden bahsedilebilir:
e Tip 1 Sansirleme
e Tip 2 Sansirleme

e Rasgele Sansiirleme


http://tr.wikipedia.org/wiki/Y%C4%B1ld%C4%B1z_Teknik_%C3%9Cniversitesi_Elektrik-Elektronik_Fak%C3%BCltesi

2.1.2.1 Tip 1 Sansiirleme

Bu tip sansiirlemede calisma periyodu arastirmaci tarafindan énceden planlanan bir

noktada sona erer. Arastirmacinin sabit olarak kabul ettigi sansiirleme zamani t, ve

birimlerin gozlenen basarisizlik zamani t,,t,,...,t, ile gbsterilirse,

- t;, eger ti‘Stc 2.1)
t., egert, >t

Sansur degiskeni o, asagidaki gibi tanimlanir:
1, eger t; <t

5 =47 B =k (2.2)
0, eger t; >t

2.1.2.2 Tip 2 Sansiirleme

Bu tip sansirlemede calisma periyodu arastirmaci tarafindan 6nceden planlanan olay

meydana gelene kadar devam eder. Arastirmacinin sabit olarak kabul ettigi olay sayisi

*

n, (n, <£n) ve birimlerin siralanmis gergek basarisizlik zamani t:l),t;),...,t(n) ile

r

gosterilsin.  Calisma, n_ basansizlik goézlenene kadar devam eder ve n, -inci

r

basarisizlikta sona erer.

2.1.2.3 Rasgele Sansiirleme

Rasgele sansirleme kendi icinde sagdan sanslirleme, soldan sansirleme, cifte

sanslirleme ve aralikli sansiirleme olarak 4’e ayrilir.
Sagdan Sansiirleme

Sagkalim analizinde en sik gozlenen ve kullanilan sansir tipidir. Eger bir birime ait
ilgilenilen olay ¢alisma periyodu boyunca gerceklesmemisse ilgili sagkalim siresi
sagdan sansurludir. Sagdan sansirleme genellikle asagidaki durumlar nedeniyle

gerceklesir [35]:

e Calisma periyodu sonlandigi halde calismaya katilan birime ait ilgilenilen olay

gerceklesmemistir.



e (Calismaya katillan bir birim, calisma periyodu sirasinda gozlem disi kalmistir.
Ornegin karaciger nakli olan bir hasta, bilinen ya da bilinmeyen sebeplerden 6tiirii

(6rnegin; tasinma) ¢alismadan ayrilmistir.

e (Calismaya katilan bir birim, ¢alismadan baska sebeplerden 6tari c¢ikarilmistir.
Ornegin calisma grubunun ilgilendigi olay, karaciger nakli olan hastanin organ
uyusmazligindan o6tiri olmesi olsun. Ancak bu hastanin 6limu kalp krizi, trafik
kazasi gibi ilgilenilmeyen baska bir olaydan otiri gergeklesmisse, hastanin

sagkalim siresi sansirlidur.

Birimlerin gozlenen basarisizlik zamani t; ile gosterilsin. Sagdan sansiirlenen birimde
t. =min(c,t’) olarak tanimlanir. Burada C; birimin sansiirlenme zamani, t; ise gercek
basarisizlik zamanidir. (c,,t’) ikilisini bagimsiz rasgele degiskenler olarak varsayarsak

sansur degiskeni 8. asagidaki gibi tanimlanir,

S =

1, eger t. <cC
{ ger t; < 2.3)

0, eger t; >C,
Soldan Sansiirleme

Eger bir birime ait ilgilenilen olay calisma periyodu iginde yasanmis ancak olayin
baslangic zamani kesin olarak bilinmiyorsa ilgili sagkalim siiresi soldan sanstrltddr.
Ornegin belirli bir kanser tiiriiniin incelendigi arastirmada ilgilenilen olay ilk timiriin
alinmasindan sonra ikinci timorin olusmasi olsun. Hastalarin Gg¢ ayda bir kontrol
edildigi varsayilsin. ilk timér alindiktan {i¢ ay sonra kontrole gelen hastada ikinci timor
tespit edilmis olsun. Burada hastanin sagkalim siiresinin i¢ aydan daha kisa oldugu
bilinmekte fakat ikinci timorin olustugu sire kesin olarak bilinmemektedir [34].
Boylece, soldan sansiirlii birimlere ait gercek sagkalim siresinin gozlenen sagkalim

suresinden kiiglik oldugu séylenebilir.
Cifte Sansiirleme

Eger calisma grubunu olusturan birimlerin ilgili sagkalim siireleri hem sagdan hem de

soldan sanslirlenmisse, bu gruba ait birimlerin sagkalim sireleri ¢ifte sansurlidir denir.



Aralikli Sansiirleme

Eger bir birime ait ilgilenilen olay belirli bir zaman noktasi arasinda yasanmissa ilgili
sagkalim siiresi aralik sansirliidiir. Ornegin kanser arastirmasinda (i¢c ayda bir kontrol
edilen hasta ele alinsin. ilk kontrolde tiimér tespit edilmemis, ancak ikinci kontrolde
tespit edilmis olsun. Bu durumda hastanin ilgili sagkalim siiresinin Uglinct ve altinc
aylar arasinda oldugu bilinse de, timoérin ne zaman ¢iktig hakkinda kesin bir yargiya
varilamamaktadir. Dolayisiyla, goézlenen sagkalim siiresinin aralikh sansiirleme oldugu

soylenebilinir.

2.1.3 Terminoloji

Gozlenen sagkalim siiresi icin temel olarak 3 fonksiyon tanimlanir ve bu fonksiyonlar

birbirleriyle matematiksel olarak iliskilidir.

2.1.3.1 Olasilik Yogunluk Fonksiyonu

Bir birimin, baslangic zamani kesin olarak bilinen bir ¢calisma periyodunda, negatif
olmayan ve siirekli bir olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip oldugu varsayilan sagkalim
suiresi T ile gosterilsin. Rasgele degisken T, mutlak sureklilik 6zelligini sagliyorsa
olasilik yogunluk fonksiyonu T >0 olmak lizere

P(T e [tt+At))

f (t) = IimAtﬁO At

(2.4)

seklinde gosterilir.

2.1.3.2 Sagkalim Fonksiyonu

Sagkalim fonksiyonu, bir birimin belirli bir t anindan daha fazla yasama olasiligini
vermektedir. Slrekli rasgele degisken T icin 0 <t <o araliginda tanimlanan sagkalim

fonksiyonu asagidaki gibidir:

S(t) = P(T >1) :T f (s)ds (2.5)



Eger T rasgele degiskeni olasilik kiitle fonksiyonu fj =P(T :tj) olarak tanimlanan

kesikli bir degiskense, t; <t <t, , araliginda tanimlanan sagkalim fonksiyonu asagidaki

j+1

gibidir [36]:

St)y=P(T =t)=>_f(t) (2.6)

i>j
Sagkalim fonksiyonu S(t), sagkalim analizi icin temel bir kavram olma niteligi

tagimaktadir. Tezin ilerleyen kisimlarinda T degiskeni, surekli bagimsiz ve ayni f (t)

olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip siirekli rasgele degiskenler olarak alinacaktir. T

rasgele degiskeninin birikimli dagihm fonksiyonunu asagidaki gibi tanimlayacak olursak,
t

F(t)=P(T <t)=[ f(s)ds (2.7)
0

F(t)’nin, S(t)'nin aksine, t anindaki basarisizlik olasihgini verdigi gériilmektedir. Oyle
ki, sagkalim analiziyle ilgili cogu kaynakta F(t) basarisizlik fonksiyonu (failure function)
olarak da adlandiriimaktadir. S(t) ve F(t) arasindaki matematiksel iligki asagidaki
gibidir:

S(t)=P(T 2t)=[ f(s)ds =1—j f(s)ds =1—F(t) (2.8)

t

Kuramsal olarak t zamanina ait sagkalim fonksiyonu, [0,1] arasinda artmayan (non-
increasing) dizgln bir egridir. Ayrica t=0 aninda S(t) =1 dir. Bunun anlami, ¢alisma

periyodunun basinda heniz hicbir birim ilgilenilen olayl yasamamistir ve tiim birimlerin
t=0 anindan daha uzun sire sag kalma olasihgi S(t)=P(T >0)=1"dir. Calisma
periyodu sonsuza giderken, diger bir ifade ile t =co iken S(t) =0’dir. Calisma periyodu
sonsuza giderken tim birimler ilgilenilen olayl yasamis olacak ve t =00 anindan daha
uzun sire sagkalma olasiigi S(t)=P(T >o)=0 olacaktir. Sekil 2,1’de sagkalim

fonksiyonunun grafigi verilmistir.

Her ne kadar t zamanina ait sagkalim fonksiyonu kuramsal acidan dizglin bir egri
olarak tanimlansa da, pratikte dizglin egriler yerine basamak fonksiyonu grafikleri

kullanihr.  Ayrica gercek hayatta calisma periyodu hicbir zaman sonsuz
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olamayacagindan, calisma sonunda sagkalim fonksiyonu y-eksenini sifirda kesmek

zorunda degildir [35].

t
Sekil 2. 1 Sagkalim fonksiyonu

2.1.3.3 Hazard Fonksiyonu

Sagkalim analizinde kullanilan diger bir temel fonksiyon hazard fonksiyonudur. Hazard
fonksiyonu bir olasihgi degil, hizi temsil eder. ilgilenilen olayin t aninda heniiz olmadigi
(bozulmadigi) kosulu altinda, olayin t ile t+ At gibi kiiclk bir zaman araliginda olmanin
riskini vermektedir ve asagidaki gibi ifade edilir [20]:

P(t<T <t+At|T >t)
At—0 At

h(t) = lim (2.9)

Hazard fonksiyonu, sagkalim fonksiyonunun tersi gibi diistinilebilir, ¢linki biri bozulma
ile ilgili bilgi verirken digeri bozulmama ile ilgili bilgi vermektedir. Hazard fonksiyonu bir

olasilik ifadesi olmadigindan sagkalim fonksiyonu gibi [0,1] arasinda degerler almak
zorunda degildir. Fonksiyon bir Gst sinira sahip degildir ve degerleri [0,o0] arasinda

degismektedir. Sagkalim fonksiyonu ve hazard fonksiyonu arasindaki matematiksel

iliski asagidaki gibidir:
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P(t<T <t+At|T >t)
At
1 P<T <t)nP(T 1)
M0 AL P(T >t)
1. P(t<T <t+At)

=<~ lim

S(t) At
:i"mM S(t)—S(t +At)

S(t) At
_1-5(t)

S(t)

ht) =lim,,_,

=lim

(2.10)

Esitlik (2.10)’u kullanarak asagidaki iliski bulunmaktadir:

1-S(t) _1-P(T>t) _1-(1-P(T <t)) _ (1)

h(t) ==¢
t) S(t) S(t) S(t)

(2.11)

Esitlik (2.11)’den anlasilacagi Uzere, sagkalim siirelerine ait uygun dagilimi parametrik

olarak ifade edebiliyorsak S(t) ve h(t) fonksiyonlarini da parametrik olarak
t

belirleyebiliriz.  Ayrica  birikimli  hazard fonksiyonunu A(t):jh(s)ds olarak
0

tanimlanirsa, sagkalim fonksiyonu ve hazard fonksiyonu arasindaki matematiksel iligki

Esitlik (2.12) ve (2.13)’deki gibi de verilebilir:

h(t) = —%Iog(S(t)) (2.12)

S(t) = exp{—j h(s)ds} =exp[-A(t)] (2.13)

Hazard fonksiyonunun sekli, sagkalim sirelerine ait dagilima gore degismektedir. Bu
sebeple hazard fonksiyonunun tipinin belirlenmesi, sagkalim sirelerini modellemede

hangi dagilimin kullanilmasi gerektigi konusunda oldukga yararl bilgiler sunmaktadir.

2.2 Sagkalim Analizinde Kullanilan Modeller

Bu boélimde, sagkalim sirelerini incelemede kurulan modeller icin aciklayici degisken
bilgisinin oldugu ve olmadigi yontemler ayri ayri ele alinacaktir. Arastirmacinin elinde,

birimlere ait sadece T sagkalim sireleri oldugu ve bu bilgi disinda birimlere ait baska
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herhangi bir acgiklayici degisken bilgisinin olmadigi varsayilsin. Bu durumda sagkalim
surelerinin dagilim bilgisine gore 2 temel yontem kullaniimaktadir. Parametrik ve
parametrik olmayan yontemler, sagkalim sirelerini etkileyen ekstra bir faktor olmadigi
varsayilarak gelistirilmistir. Yas, cinsiyet ve tedavi sekli gibi bazi faktorlerin sagkalim ya
da basarisizlik sirelerini etkiledigi distinilerek gelistirilen modeller ise “Orantili Hazard
Modelleri” ve “Hizlandirilmis Basarisizlik Zamani Modelleri” olarak 2 ana baslik halinde

incelenmigstir.
2.2.1 Agciklayici Degisken Yoklugunda Kurulan Modeller

2.2.1.1 Parametrik Olmayan Yontemler

Sagkalim sirelerinin dagilimi hakkinda herhangi bir bilgi yoksa parametrik olmayan
yontemlere  basvurulmaktadir.  Parametrik olmayan yontemlerde sagkalim
fonksiyonunun tahmini igin deneysel (emprical) dagilim fonksiyonu kullanilir. Bu tip
yontemlerde calisma grubuna dahil olan tiim gozlemlerin ilgilenilen olayl yasadig

varsayilir.
Yasam Tablosu Tahmini

Sagkalim egrilerinin tahmininde kullanilan en eski yontemlerden birisidir. Bu yontem ilk
olarak 17. Ylzyilin baslarinda Halley kuyruklu yildizi'ni kesfeden astronom Edmund
Halley tarafindan gelistirilmistir [37]. Bu yontem c¢alisma grubunda bulunan birim
sayisinin oldukga ylksek oldugu durumlarda (n>100) kullanihr.

Sagkalim siireleri uygun aralikla boltndr ve bu araliklar genellikle esit olarak segilir. Her
bir zaman araligi [tj,tm) ile gosterilsin. j=1,...,k igin bu araliklar sabit kabul edilir ve
araligin genisligi w=t;, -t olarak hesaplanir. [tj,tj+l) zaman araliginda, sagkalim
sureleri sansirlenmemis birimlerin gézlenen toplam basarisizlik sayisi dj ve sagkalim
sureleri sansirlenmis birimlerin sayisi C; ile gosterilsin. Nj ise bu aralikta heniz
ilgilenilen olayl yasamayan ve risk kiimesinde bulunan birim sayisini géstersin. Sansir
degiskeninin ilgili zaman araligi boyunca tez diize (uniform) dagildig1 varsayimi altinda

risk kimesinde bulunan ortalama birim sayisi
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N =—1L (2.14)

olarak hesaplanir. Bu durumda risk kiimesindeki bu birimlerin [t;,t; ;) zaman

araliginda ilgilenilen olayi yasamasi olasiligl agsagidaki gibi bulunur:

d

g, :N_J (2.15)
]

ilgili zaman araligi teft;,t;,,) icin, sagkalim fonksiyonuna ait yagam tablosu tahmini

Esitlik (2.16)’da verilmistir.

R k (N —d.
S(t):H[ ’N, ’J (2.16)

=t j

Kaplan-Meier Tahmini

Kaplan-Meier tahmin edicisi [38], homojen birimlerden olusan sagkalim verilerine ait
sagkalim fonksiyonunu tahmin etmede en sik kullanilan yontemler arasindadir. Ayrica
yasam tablosu tahmininin aksine hesaplamalar veriler igin tek tek yapilmakta ve az
sayida gozlem icin kullanildiginda bile etkin sonuglar vermektedir [34]. Bu tahmin edici,

sanslirlii ve sansirsiz tiim gozlemlerden gelen bilgileri kullanmaktadir [39].

Eger calisma grubunda sansurli gézlem bulunmuyorsa, t anindaki deneysel sagkalim
fonksiyonu bu anda yasayan birimlerin sayisini gézlem sayisina oranlayarak bulunur.
Basamak fonksiyonu, her bir gézlenen basarisizliktan sonra 1/n kadar azalr (tekrarli

gbozlem olmadigi varsayilirsa) [40].

Eger calisma grubunda sanstirli gézlem bulunuyorsa yasam tablosu tahmininde oldugu
gibi sagkalim sireleri uygun aralikla bolinir. Ancak bu araliklar yasam tablosu
tahminindeki gibi arastirmacinin inisiyatifinde degildir. Calisma grubunda n adet birim
oldugu ve m adet birimin (i=12,...,m) ilgilenilen olayi yasamis oldugu varsayilsin
(m<n). m adet birime ait kiglukten buyige siralanmis bozulma zamanlari

toystioyseni by Olarak gosterilsin. [t;,t;,,)) araliginda ilgilenilen olayi heniiz yagamamig
(risk kimesinde bulunan) birimlerin sayisi n; ve bu aralktaki sansurli birimlerin sayisi

¢, olarak gosterilsin. d, ise ti aninda ilgilenilen olayr yasamis birim sayisi olsun.
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n,=n_—(d,;+¢_,) olmak tzere, sagkalim fonksiyonunun t anindaki Kaplan-Meier

tahmin edicisi Esitlik (2.17) yardimiyla bulunur.

SA(t):H[ni __d‘] (2.17)

n
t)<t

Sagkalim fonksiyonunun t anindaki Kaplan-Meier tahminine ait gizilen grafik azalan bir

basamak fonksiyonudur. Bu fonksiyon, t;, anindan bir sonraki bozulmanin gézlendigi

t. ., anina kadar sabittir. TUum sagkalim fonksiyonlari gibi t <t . icin §(t) =1’dir. Ancak

(i+1) 1)

eger en blylk gozlem sansurli ise §(t) hicbir zaman 0 noktasina ulagamaz ve t>t,

icin soldan tanimsizdir [40].

2.2.1.2 Parametrik Yontemler

Parametrik olmayan yontemler, sagkalim sirelerinin dagilimi hakkinda herhangi bir
varsayim gerektirmeden sagkalim sirelerinin modellenmesinde oldukca basaril
tahminler vermektedirler. Ancak sagkalim sirelerinin dagilimi hakkinda bir bilgi
bulunuyorsa, parametrik yontemler daha tutarli sonucglar vermekte, ileriye yonelik

tahminlerin yapilabilmesi olanakl hale gelmektedir.

Sagkalim siirelerine ait hazard fonksiyonunun dogru belirlenmesi, yansiz parametre
tahmini elde etmede olduk¢a 6nemlidir. Kullanilan dagilimin tipine gére hazard
fonksiyonlarinin sekli degismektedir. Ustel, Weibull, log-normal, log-lojistik, Gompertz
ve genellestirilmis gamma dagilimlari sagkalim sireleri igin kullanilan dagihmlardan

birkagidir.
Ustel Dagilim

Sagkalim analizinde kullanilan en temel ve en 6nemli dagilimlardan birisidir. Bu dagilim
ilk olarak 1940’li yillarda elektronik sistemlerin sagkalim sirelerini modellemede
kullanilmaya baslanmistir [41]. Bu dagilimin hazard fonksiyonu sabittir, yani zamandan
bagimsizdir. Dagilimin hafizasizhk o6zelligi gercek hayat verilerine uygulanmasinda,
Ozellikle 6grenen sistemlerde, bazi kisitlamalar getirmektedir. Dagilimin tek

parametresi olan 4 (>0) ne kadar biytikse, bozulma riskinin o kadar yiksek oldugu
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soylenir. Dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu, sagkalim fonksiyonu ve hazard

fonksiyonu sirasiyla Esitlik (2.18), (2.19) ve (2.20)'de verilmistir.

f(t)=Aexp(-4At) (0<t<) (2.18)
S(t) =exp(-At) (0<t<) (2.19)
h(t) =1 (0<t <o) (2.20)

Sekil 2,2’de farkh A parametrelerine gore (A =0.5;0.8;1.5) olasilik yogunluk, birikimli

dagihim, sagkalim ve birikimli hazard fonksiyonlarinin grafikleri verilmistir.

f(t) F(t)
o = Q
& — A=05 23
L A=08 o
~ L. === A=15 S 7
2 o\ =
> - v 8 @ |
3] 4 c °
2 =
x E N o
B 0 = ©
© & —
s ° @
o]
o | o |
o o
t
H(t)
o ] 0 |
= A — A=05
-------- A=0.8
§ S !4 e A=15
= o
- e -
g = -
o i -
= £ -~
E g bl = 21 "’
7o) m -
© .a
o g o w o
o
_ 3 o
2 T T T T T T T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6 0 2 4 6 8 10

Sekil 2. 2 Ustel dagihima ait fonksiyonlarin grafigi
Weibull Dagilim

Weibull dagilimi Gstel dagilimin genellestirilmis bir halidir ve sagkalim analizinde en sik
kullanilan dagilimdir. 1939 yilinda isvegli bilim adami W. Weibull tarafindan literatiire
kazandirilan bu dagilim, Ustel dagilimin sabit hazard varsayiminin getirdigi kisitlamalari

ortadan kaldirmistir. Dagilimin hazard fonksiyonu Ustel dagilimin aksine esnek bir
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yapidadir ve sekil parametresinin isaretine gore sabit, monoton artan veya monoton

azalan olarak degismektedir.

Dagilim, olgek 4 (>0) ve sekil p (>0) parametresi ile karakterize edilir. p=1
oldugunda, Weibull dagilimi Ustel dagilima indirgenir. Bu durumda hazard fonksiyonu
zaman boyunca sabittir. p>1 durumunda hazard fonksiyonu monoton artan
yapidadir. Bunun anlami t arttikga, birimlerin bozulma riski artmaktadir. Tersi
durumda ise ( p <1) hazard fonksiyonu monoton azalandir ve t arttikga, birimlerin
bozulma riski azalmaktadir. Dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu, sagkalim fonksiyonu

ve hazard fonksiyonu sirasiyla Esitlik (2.21), (2.22) ve (2.23)’de verilmistir.

p
f(t) :% ptP! exp[—(%) } (0<t <o) (2.21)
)
S(t)=exp —(zj (0<t <) (2.22)
h(t)=% otP-t (0<t <) (2.23)

iki parametreli Weibull dagiliminin en énemli ézelligi, §(t) sagkalim fonksiyonunun

Kaplan-Meier tahmini olmak iizere log(—log(S(t))) ile log(t) fonksiyonlari arasinda
lineer bir iliski bulunmasidir. iki fonksiyonun degerlerine ait cizilen grafik, sagkalim
surelerinin Weibull dagilima uygunlugu konusunda énemli ipuclari vermektedir.

Sekil 2,3’de Olgek parametresi 4 =1 igin farkl sekil parametrelerine goére (p=0.2,1,2)
olasilik yogunluk, birikimli dagilim, sagkalim ve hazard fonksiyonlarinin grafikleri

verilmistir.
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Sekil 2. 3 Weibull dagilima ait fonksiyonlarin grafigi
Log-normal Dagilim

Sagkalim surelerinin ¢arpik dagildigi durumlarda yaygin olarak kullanilan dagilim
tiplerinden biridir. Eger bir rasgele degiskenin logaritmasi normal dagilima uyuyorsa,
bu rasgele degisken log-normal dagilimhdir denir. Bu dagilimin olasilik yogunluk
fonksiyonu tek tepelidir (unimodal) ve her zaman log-konkavdir [42]. Hazard
fonksiyonu t =0 anindan belirli bir t anina kadar artan ve maksimuma ulastiktan sonra

azalan bir yapi gosterir. t =00 iken dagilimin hazard fonksiyonu 0 degerini almaktadir.

Log-normal dagihmin u# (>0) ve o (>0) olmak uzere iki parametresi bulunmaktadir.

Dagilim saga carpik bir yapi géstermekte ve o buyidikce carpikligi artmaktadir [41].
Teorik olarak T rasgele degiskenin degeri 0’dan buyik ahnir ¢unki log(T =0)
tanimsizdir. Normal dagilim ile olan iliskisinden 6tiri log-normal dagilima uyan bir
rasgele degiskenin olasilik degerleri standart normal dagilim tablosu yardimi ile

bulunabilmektedir. @, standart normal dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonunu
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gostersin. Log-normal dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu, sagkalim fonksiyonu ve

hazard fonksiyonu sirasiyla Esitlik (2.24), (2.25) ve (2.26)da verilmistir.

_ 32
L] ve a=exp(—u) olmak lizere;

froma = —— XD
normal \/E 2

1 1 2
f(t)= N exp[—?‘z(log(at)) } (0<t <o) (2.24)
at
St)=1-¢ (Iog —j (O<t<o) (2.25)
(o)

1 1 2
- Forto exp{—&‘z(log(at)) }
1_¢normal [Iog atj
o

Sekil 2,4’de sabit =0 igin farkli o parametrelerine gore (o =0.25;0.75;2) olasilik

(O<t<m) (2.26)

yogunluk, birikimli dagilim, sagkalim ve hazard fonksiyonlarinin grafikleri verilmistir.
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Sekil 2. 4 Log-normal dagilima ait fonksiyonlarin grafigi
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Log-lojistik Dagilim

Sagkalim sirelerinin garpik dagildigi durumlarda kullanilan bir diger dagilim tipi log-
lojistik dagilimidir. Bu dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu hem tek tepeli hem de
ters J seklinde olabilmektedir. Hazard fonksiyonunun, log-normal dagiliminin hazardi
gibi, ters klvet (inverse bath-tube) seklini alabilmesinin yanisira ayni zamanda azalan

bir yapi gosterebilmesi en belirgin 6zelligidir [42].

Dagilim, 6lcek 4 (>0) ve sekil p (>0) parametresi ile karakterize edilir. Dagilimin

hazard fonksiyonu, p >1 kosulunda, t=0 anindan belirli bir t anina kadar artan ve

maksimuma ulastiktan sonra azalan bir yapi goésterir. p =1 icin hazard fonksiyonu AP
noktasindan baslayarak monoton olarak azalir. p<1 igin ise dagilimin hazard

fonksiyonu Weibull’un hazardina benzer ve azalan bir yapi gosterir. Diger bir ifadeyle t
arttikca, birimlerin bozulma riski azalir [41]. Dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu,

sagkalim fonksiyonu ve hazard fonksiyonu sirasiyla Esitlik (2.27), (2.28) ve (2.29)'da

verilmistir.
p-1
(1) :ﬁ#{))z (O<t<w) (2.27)
1
SO-1— (O<t<w) (2.28)
p-1
h(t) :(ff;it") (O<t<w) (2.29)

Sekil 2,5’de Olgek parametresi A =0 igin farkl sekil parametrelerine gére ( p=0.5;1.5;5)
olasilik yogunluk, birikimli dagilim, sagkalim ve hazard fonksiyonlarinin grafikleri

verilmistir.
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Sekil 2. 5 Log-lojistik dagilima ait fonksiyonlarin grafigi
Gompertz Dagilim

Gompertz dagilimi, Weibull dagilim gibi tstel dagilimin genellestirilmis bir diger halidir.
Ozellikle aktiierya, biyoloji ve demografide sagkalim siirelerini modellemede sikca

kullanilan bir dagilimdir. Hazard fonksiyonu, Weibull dagiliminda oldugu gibi p sekil
parametresine baghdir. p>0 durumunda hazard fonksiyonu, exp(4) noktasindan
baslar ve t arttikga Ustel olarak monoton artar (exp(A)ayni zamanda hiz
parametresidir). Tersi durumda ise hazard monoton azalandir ve birimlerin bozulma
riski zamanla azalmaktadir. p=0 oldugunda Ustel dagihma indirgenir [41]. Dagilimin
olasilik yogunluk fonksiyonu, sagkalim fonksiyonu ve hazard fonksiyonu sirasiyla Esitlik

(2.30), (2.31) ve (2.32)de verilmistir.

f(t)= exp((/I +pt)— p~* (exp(pt+ 1) - exp(;t))) (0<t< o) (2.30)
S(t) =exp(—p* (exp(pt+ 4) —exp(4))) (0<t <) (2.31)
h(t) =exp(1+ pt) (0O<t<x) (2.32)
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iki parametreli Gompertz dagiliminin en énemli 6zelligi log ﬁ(t) ile t arasinda lineer bir

iliski bulunmasidir. Iogﬁ(t)'nin zamana gore cizilen grafigi sagkalim sirelerinin

Gompertz dagilima uygunlugu konusunda 6nemli ipuglari vermektedir.

Sekil 2,6’da A =0.5 farkli sekil parametrelerine gore olasilik yogunluk, birikimli dagilim,

sagkalim ve hazard fonksiyonlarinin grafikleri verilmistir.
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Sekil 2. 6 Gompertz dagilima ait fonksiyonlarin grafigi
Genellestirilmis Gamma Dagilim

iki sekil parametresi p, k (>0) ve bir 6lcek parametresi 4 (> 0) ile karakterize edilen

bu dagilim Ustel, Weibull, log-normal ve standart gamma dagilimlarinin genellestirilmis

halidir. I'(k) gamma fonksiyonunu gostersin. Dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu

Esitlik (2.33)’de verilmistir.

Ap(At)*exp(—(41)°)
(k)

f(t)= (O<t<w) (2.33)
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Genellestirilmis gamma dagilimh bir T rasgele degiskeni igin dagilimin parametrelerine

bagli olarak yazilan asagidaki dnermeler gecerlidir:
e k=1iken T ~Weibull(4, p)

e k=p=1iken T ~ Ustel(1)

e k—oo iken T ~Log-normal(A)

e p=1iken T ~Gamma(4,k)

Sagkalim analizi modellerinde, eger sagkalim siirelerinin dagilimi biliniyor ve agiklayici
degiskenlerin etkisi g6z ardi ediliyorsa parametre tahmininde klasik olabilirlik
fonksiyonu kullanilir. Calisma grubundaki n adet birime ait gozlenen sagkalim siireleri
t,t,,....t, olarak gosterilsin (i=12,...,n). Her bir birime ait sansir degiskeni ise
0 =(8,,6,,...,0,) olarak gosterilsin. ilgilenilen olayi yasamis birimlerin gercek bozulma
suresi kesin olarak bilinmektedir ve bu birimlerin olabilirlik fonksiyonuna olan katkisi
olasilik yogunluk fonksiyonu f (t) = P(T =t)’dir. ilgilenilen olayi yasamamis ve herhangi
bir sebepten o6tirl sagkalim siiresi sagdan sanslirlenmis birimin ise gézlenen sagkalim
zamaninin gergek sagkalim zamanindan biliyik oldugu asikardir. Bu sebeple ilgili

birimlerin olabilirlik fonksiyonuna olan katkisi sagkalim fonksiyonu S(t) = P(T >t) ‘dir.

Buna gore, 1 -nci birime ait olabilirlik fonksiyonu
L(w;t) = f(w;t)3 Syt (2.34)

seklinde tanimlanir. w, sagkalim surelerinin uygun dagihm goésterdigi fonksiyonun

parametre vektoridir. Gozlemlerin bagimsiz oldugu varsayimi altinda n adet birimin

olabilirlik fonksiyonu asagidaki gibidir:
Lst) =] [ fit) S@yit)™ =] [hy:t)* S(yst) (2.35)
i=1 i=1

w parametresi icin ECO tahmin edicisi, Esitlik (2.36)'da verilen log-olabilirlik

fonksiyonunu maksimize eden degerdir:

l0g L(w:t) =38 logh(y:t) + log S (w1, (2.36)

i=1
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Ornek 1.

Bir calismada n adet birimin sagkalim sirelerine (t, >0) ait uygun parametrik

dagihimin Weibull oldugu bilinsin. O halde w = (4, p) olarak tanimlanabilir. ilgilenilen

olayl yasamis birimlerin sayisi d = i&i ile gosterilmek Uzere, modelin log-olabilirlik
i=1

fonksiyonu asagidaki gibidir:

log L(4, p;t,) = Zn:d log(Apt™t) —AtP

i=1

. , (2.37)
=dlog(Ap)+(p-1)D logt, — A tP

Esitlik (2.37) ile verilen log-olabilirlik fonksiyonunun parametrelere gore ayri ayri birinci

tirevleri alindigi ve 0’a esitleyip uygun optimizasyon algoritmalariyla ¢ozildiGgu

taktirde, 4 ve p igin ECO tahmin edicileri 1 ve p bulunmaktadir.

2.2.2 Agciklayici Degisken Varliginda Kurulan Modeller

2.2.2.1 Oransal Hazard Modeli

Sagkalim analizinde kullanilan ve o6nceki bolimlerde bahsedilen parametrik ve
parametrik olmayan yontemler, sagkalim sirelerini etkileyen ekstra bir faktor olmadigi
varsayllarak gelistirilmistir. Uygulamada rastlanan bircok durumda yas, cinsiyet ve
tedavi sekli gibi bazi faktorlerin hazard fonksiyonu Uizerinde etkili oldugu
gozlenmektedir. Ornegin kanser hastalari Uzerinde iki farkh tedavi y®nteminin
incelendigi bir calisma yapildigi dustndlstin. Arastirmacinin elinde bu hastalara ait
ayrica yas ve cinsiyet bilgileri bulunsun. Sagkalim siirelerini etkiledigi disinilen 2 farkh

aciklayici degisken icin asagidaki regresyon modeli kurulabilir [39].
h(t; X) = hy (O)r (X, £) (2.38)

Esitlik (2.38) ile gosterilen hazard fonksiyonu; temel hazard (baseline hazard) ve
aciklayici degiskenlerin bir fonksiyonudur. Eger bahsedilen aciklayici degiskenlerin

hastalara ait sagkalim stireleri Gzerinde herhangi bir etkisi yoksa r(X, ) =1 olacak ve

hazard fonksiyonu, sadece temel hazard ile ifade edilebilecektir.
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1972 yilinda Cox tarafindan [1] 6ne slirilen OH modeli, sagkalim siireleri lizerinde
etkisi oldugu dustilen agiklayici degiskenlerin etkisini tahmin etmede en sik kullanilan

yontemdir. Bu modelde goézlenen ve Olgllebilen aciklayici degisken vektori

Kk
X =(X,,..., X,) olmak uzere r(X,,B)=exp(ﬂ'X):eXp(ZﬂiXi) olarak alinmis ve

i=1
aciklayici degiskenlerin hazard fonksiyonu Uzerinde c¢arpimsal bir etkisi oldugu

varsayllmistir. Buna gore £ = (..., 5.) bilinmeyen regresyon katsayi vektori olmak

Uzere OH modeli agsagidaki gibi tanimlanir:
h(t\ X) =h,(t)exp(s'X) (2.39)

Modelin iki 6zelligi bulunmaktadir. Bunlardan ilki, temel hazard fonksiyonu hy(t) 'nin

aciklayici degiskenlerden bagimsiz olmasidir. ikincisi ise hazard fonksiyonunun bileseni
olan ve ustel sekilde fonksiyona katki saglayan aciklayici degiskenlerin zamandan
bagimsiz olmasidir (bu 6zellik bazi durumlarda genisletilebilmektedir). Boylece OH
modellerine ait temel varsayim sekillenmektedir. OH modellerinin temel varsayimi,
birimlere ait hazardlarin oraninin (hazard ratio) zamandan bagimsiz olmasidir. Eger
birimlerin hazardlari orani zamandan bagimsiz degil, diger bir ifade ile t’ye bagl ise OH

varsayimi saglanamamis olur.

Ornek vermek gerekirse iki birime ait, X® ve X®, aciklayici degisken vektori
XO=(XP,..,XP) ve XO=(X?,.,X?) olarak gbsterilsin. Bu birimlerin

hazardlari orani ® ‘nin zamandan bagimsiz oldugu Esitlik (2.40)’da gosterilmistir.

k
py ®expAXE)
HO = 2(::;(((2))) = = =0 (2.40)
X R mexn(d Ax?)

t
So(t):exp(—J.hO(s)ds) birimlere ait temel sagkalim fonksiyonu olmak tzere, t>0
0

anindaki bir birime ait sagkalim fonksiyonu asagida verilmistir:

S(t\ X) =S, (1)

2.41
=exp(—A,(t)exp(B' X)) (2:41)
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OH modellerinde iki temel yaklasim s6z konusudur. Bunlardan ilki “Cox Oransal
Hazard” yaklasimidir. Bu tip modellerde temel hazard ile ilgili herhangi bir dagihm
varsayimi olmadan agiklayici degiskenlerin etkisi kismi olabilirlik (partial likelihood)
yontemiyle tahmin edilir. Diger yaklasim ise “Parametrik Oransal Hazard” yaklagimidir
ve bu tip modellerde sagkalim fonksiyonunun bir parametrik dagihima uygunluk
gosterdigi varsayilir. Dolayisiyla temel hazardin sekli bilinmektedir ve agiklayici
degiskenlerin etkisi tam olabilirlik (full likelihood) yontemiyle tahmin edilir. Bu iki temel
yaklasim diginda “Hizlandirilmig Basarisizlik Zamani” ve “ Oransal Odds” modellerinde

de hazardin sekli bilinmektedir.
Cox Oransal Hazard Modeli

Cox OH modelinde, sagkalim sirelerinin dagihmi hakkinda herhangi bir bilgiye ihtiyag
duymadan aciklayici degiskenlerin etkisini tahmin etmede kismi olabilirlik yontemi
kullanilir. Temel hazardin parametrik sekli hakkinda herhangi bir varsayim yoktur ancak
aciklayici degiskenlerin fonksiyonu modele dogrusal olarak dahil edilirler. Bu sebeple

Cox OH modeli semi-parametrik regresyon modelleri icinde yer almaktadir.

Cox OH modelinde kullanilan kismi olabilirlik fonksiyonu sansiirlii sagkalim slresine
sahip gozlemleri belirgin olarak hesaba katmaz, yani sansurli gézlemler igin olasiliklar
dikkate alinmaz [43]. ilgilenilen olayi yasamis birimlere ait olabilirlik fonksiyonlari ayri
ayri carpilarak olusturulur. Calisma grubunda n adet birim olsun ve bu birimlerin

gozlenen sagkalim sureleri t,,...,t, olarak gosterilsin (j=1,2,...,n). m adet birimin

ilgilenilen olaylr yasamis oldugu, n—m adet birimin ise sagkalim surelerinin sagdan
sansiurlenmis oldugu varsayilsin. m adet birime ait klglkten bulylige siralanmis

bozulma zamanlari ise Loy by by olarak gosterilsin (i=12,...,m). [t(i),t(m))

araliginda ilgilenilen olayl henliz yasamamis ve sagkalim silresi sansirlenmemis

birimler risk kiimesindedir ve bu kiime R(t(i)) ile gosterilmek istensin. X .., basarisizlik

(i)’
zamani 1 olan birimin ilgili aciklayici degisen vektoriini gostermek lzere, Cox OH

modeline ait kismi olabilirlik fonksiyonu,

T exp(B' X)
L(ﬂ)_g > exp(B'X;)

ieR(tgy)

(2.42)
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seklinde tanimlanir [44]. Esitlik (2.42)'de goruldigl lzere sanslrli birimler kismi
olabilirlik fonksiyonuna dahil edilmezler, ancak herhangi bir sansiirlenme anindan
hemen o6nceki zamanda risk kiimesinde bulunurlar. Verilen benzerlik fonksiyonu
tekrarli gozlemler olmamasi (birimlerin bozulma zamanlarinin ayni degerler almamasi)
durumunda gecerli olan bir formilizasyondur. Tekrarli gozlemlerin varliginda bu

fonksiyon genisletilebilmektedir.
Parametrik Oransal Hazard Modeli

Parametrik OH modelleri, temel hazardin dagihmi ile ilgili bilginin var oldugu
durumlarda Cox OH modeli yerine kullaniimaktadir. Temel hazardin dagilim bilgisi ve
parametre tahmininde esas aldig1 olabilirlik fonksiyonu disinda, birimlere ait hazard

fonksiyonunun yapisi ve hazardlarin oraninin sabitligi varsayimi Cox OH ile benzerdir.

Parametrik OH modellerine dayanan sagkalim tahminleri tutarli sonuclar vermesine
ragmen temel hazarda uygun parametrik dagilimin segilmesi arastirmacinin
kararindadir. Bu sebeple yapilan parametre tahminlerinin basarili olmasi, sagkalim
surelerine en uygun dagilimin segilmesiyle mimkinddr. Unutulmamalidir ki dagilim
varsayimi yokken bile Cox OH modeli tahmin edilen regresyon parametrelerinde,
hazard oralarinda ve sagkalim egrilerinde basarih tahminler vermektedir. Cox OH
modeli dayanikli modeller arasindadir, diger bir degisle temel hazardin dogru
belirlendigi parametrik model tahminleriyle hemen hemen benzer sonuglar
Uretmektedir. Bu sebeple parametrik modeli kullanmaya karar vermeden 6nce, temel
hazardin seklinin dogru bir bicimde tanimlanip tanimlanmadigi kontrol edilmelidir [43].
Bu kontrol i¢in farkh uyum iyiligi testlerinin yanisira, Cox OH modeliyle tahmin edilen
parametrelerin, parametrik modelden elde edilen tahminlerle karsilastirilmasi da

uygun bir yontemdir.

Temel hazard fonksiyonun dagilimina gore farkh parametrik OH modelleri mevcuttur.
Ustel, Weibull ve Gompertz modelleri uygulamada en sik kullanilan ve OH varsayimina

uygunluk saglayan modellerdir.
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Ustel Oransal Hazard Modeli

Sagkalim siirelerinin Gstel dagildigi T ~ Ustel(1) ve bazi agiklayici degiskenlerin

birimlere ait hazard fonksiyonuna etki ettigi biliniyorsa, i-nci birimin t>0 anindaki
hazard ve sagkalim fonksiyonu, agiklayici degiskenlerin bir fonksiyonu seklinde ifade

edilebilir.
h(t\ X) = Zexp(5'X) (2.43)
S(t\ X) =exp(-2exp(4’ X)t) (2.44)

Bu durumda sagkalim siresi T, A=exp(f,) olmak uzere exp(s,+/'X)

parametresiyle Ustel dagilir ve aciklayici degiskenler Uzerindeki bagimhligi hazard
fonksiyonuyla direk olarak modellenir [45]. Ustel OH modelinin olabilirlik fonksiyonu

Esitlik (2.45) de verilmistir [46].
L(Z, B) = [{Aexp(B' X)}" exp(-2exp(8' X)t,) (2.45)
i=1

Weibull Oransal Hazard Modeli

Sagkalim surelerinin - Weibull dagildigir T ~Weibull(4, p) ve bazi agiklayici

degiskenlerin birimlere ait hazard fonksiyonuna etki ettigi biliniyorsa, i-nci birimin
t >0 anindaki hazard ve sagkalim fonksiyonu, aciklayici degiskenlerin bir fonksiyonu

seklinde ifade edilebilir.
h(t\ X) = Apt"*exp(B' X) (2.46)
S(t\ X) =exp(-Aexp(B'X)t") (2.47)

Ustel dagilimda yapildigi gibi A =exp(f,) olarak yeniden parametrize edilirse sagkalim
stresi T, Aexp(fp'X) oleek ve p sekil parametresiyle Weibull dagilimina uyar.

Weibull OH modelinin olabilirlik fonksiyonu Esitlik (2.48)'de verilmistir.

L(A, p. ) =] [ (2Pt exp(B’ X)) exp(~Aexp( X)t) (2.48)

i=1
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Gompertz Oransal Hazard Modeli

Ustel ve Weibull OH modelleri ayni zamanda izleyen béliimlerde de deginilecek olan
hizlandirilmis basarisizlik zamani modelleri arasinda yer alirken, temel hazard
Gompertz olarak segildiginde kurulan model sadece OH modelleri arasinda yer
almaktadir. Gompertz OH modeline ait i-nci birimin t >0 anindaki hazard ve sagkalim

fonksiyonunu asagidaki sekildedir:

h(t\ X) =exp(pt)exp(1+ ' X) (2.49)
S(t\X) =exp(—p™exp(A+B'X)exp(pt 1)) (2.50)

A = p, olarak yeniden parametrize edilirse sagkalim stresi T, exp(A+ ' X) olgek ve
p sekil parametresiyle Gompertz dagilimina uyar. Gompertz OH modelinin olabilirlik

fonksiyonu Esitlik (2.51)'de verilmistir.

L(4, p, B) =ﬂ(exp(pti)exp(l+ﬂ "X)" exp(—ptexp(A+ B' X)exp(pt, -1)) (2.51)

2.2.2.2 Hizlandinlmig Bagarisizhk Zamani Modeli

Bagimsiz degiskenlerin etkisini incelemede kullanilan OH modellerinin yani sira,
hizlandirilmis  basarisizlik zamani (accelerated failure time-AFT) modelleri de
uygulamada sikca yer almaktadir. Bu modeller OH modellerinin alternatifi olarak
gorilir ve aciklayici degiskenler hazard fonksiyonuna degil direk olarak sagkalim

siirelerine etki ederler.

AFT lineer regresyon modeline benzer yapidadir ve asagidaki gibi gosterilebilir:

K
log(T)) =a, + Y X, +0¢ (2.52)

i=1
Esitlik (2.52)'de verilen a=(, ,...,2,) bilinmeyen regresyon katsay vektori
(i=0,1,..,k), X gozlenen aciklayici degisken vektori, o (>0) bilinmeyen 6lgek
parametresi ve ¢ olasiik yogunluk fonksiyonu f(g) olan bagimsiz rasgele

degiskenlerin bir dizisidir. Sagkalim sireleri sansirlenmemis veri seti icin (2.52), klasik

dogrusal regresyon modelidir [41].
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AFT modelinde i-nci birimin t>0 anindaki sagkalim fonksiyonu asagidaki gibi

gosterilebilir:

S(t)=P(T; >t)=P(logT, >logt)

=P (o, +a' X +og > log(t)) (2.53)
_s. (Iogt—ao—a'Xj
! ()

AFT modelinin olabilirlik fonksiyonu Esitlik (2.54)’de verilmigtir [46].

. e\ 4 Ly \ 10
L(a,0) =H{O'lfei (Iogti —a,—a'X ]} {Sgi (Iogti —a,—a'X J} (2.54)
i1 o

o

Rasgele degisken ¢, ’nin dagilim yapisina gore sagkalim siresi T “nin dagilimi farklilik
gostermektedir. Buna gore AFT modellerinde ¢ ’nin dagilim sekline goére T ’nin

dagihimi Cizelge (2.1) de verilmistir.

Cizelge 2.1 &,'nin dagilimina gére sagkalim suresi T ‘nin dagihmi

&;’NIN DAGILIM SEKLI T ’NiN DAGILIM SEKLI
1-Parametreli Ug Deger Dagilimi Ustel Dagihm
2- Parametreli Ug Deger Dagilimi Weibull Dagilm
Lojistik Dagilim Log-lojistik Dagilim
Normal Dagilim Log-normal Dagilim
Log-gamma Dagilim Gamma Dagilim

2.2.2.3 Oransal Odds Modeli

Sagkalim sirelerini modellemede, OH ve AFT modelleri disinda kullanilan
yontemlerden bir digeri oransal odds (OO) modelleridir. OO modelinde odds
fonksiyonu asagidaki gibi tanimlanir ve bu fonksiyon birimlerin t aninda bozulmasi
olasiliginin bozulmama olasiligina oranidir:

_1-5(t) _ P(T <t)

_ (2.55)
St)  P(T>1)
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Sagkalim siirelerine ait temel sagkalim fonksiyonu S;(t) ve temel odds fonksiyonu ©,
olmak Uzere, gozlenen aciklayici degiskenlerin de dahil oldugu OO modeli Esitlik

(2.56)'da verilmistir [43].

e = 1_ SO (t)
So()

exp(B'X)=0,exp(S'X) (2.56)

OH modellerinde birimlere ait hazarlarin oraninin zamandan bagimsiz olma
varsayimina karsilik, OO modellerinde birimlere ait logaritmik odds oraninin zamandan
bagimsiziigi varsayimi bulunmaktadir. Ornek vermek gerekirse, ayni aciklayici
degiskenin iki farkh birimdeki degeri x® ve x® olmak tizere bu birimlerin logaritmik

odds orant:

log (1_ S, (1) j + B xY
0, S(t) )
Iog(®—) =log(®,) —log(®,) = .

Iog[ —

2 Sy (t) @)
So() j+ﬂ 1X

= 4, (x®”-x®) (2.57)

olarak bulunmaktadir.

Literatirde OO modellerinde en sik kullanilan temel dagilim log-lojistiktir. Dagilimin

odds fonksiyonu Esitlik (2.58)’de verilmistir.

0=at° (2.58)

Sagkalim sirelerine ait segilen bazi parametrik dagilimlar OH varsayimina uymazken
AFT model varsayimlarina uyum gosterirler. Bazilari ise her iki modelin de
varsayimlarini saglarlar. Ornegin Ustel ve Weibull dagiimi hem OH hem de AFT
modelleri arasinda yer alirken, Gompertz dagilimi sadece OH modelleri ailesindedir.
Log-normal ve gamma dagilimlari sadece AFT modelleri arasinda yer alirlar. Log-lojistik
dagilimi ise AFT modellerine uyum saglamanin yani sira Oransal Odds (OO) modelleri
arasinda yer alir. Sagkalim siirelerine ait secgilen bazi dagilimlarin OH, AFT ve 0O
modelleri varsayimlarini saglayip saglamadigina dair Ozetleyici bilgi, Cizelge (2.2)'de

verilmistir.
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Gizelge 2. 2 Parametrik dagilimlar ve modeller

o Oransal Hazard Hizlandinimis Oransal Odds
Dagilim . Basarisizlik Zamani .
Modeli . Modeli
Modeli

Ustel Dagilm v v X
Weibull Dagilim v v X
Log-normal Dagihm X v X
Gamma Dagilim X v X
Log-lojistik Dagilim X v v
Gompertz Dagihm v X X
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BOLUM 3

TEK DEGISKENLI KIRILGANLIK MODELLERI

Aciklayici degisken bilgisinin oldugu ve bu degiskenlerin modelde bulundugu OH
modeli gibi sagkalim analizinde kullanilan modellerin temel varsayimi, sagkalim
surelerinin alindigi ¢calisma grubunun yani poptlasyonun homojenligidir. Popiilasyonun
homojenligi, calismaya katilan birimlerin ilgilenilen olayi yasama riskinin ayni oldugu ve
aciklayici degiskenlerin varliginda sagkalim siirelerinin 6zdes dagiliml bagimsiz rasgele
degiskenler oldugu anlamina gelmektedir. Ancak calisma grubunun bahsedilen
homojenlik varsayimini saglamasi gergek hayatta kimi zaman mimkiin olamamaktadir.
Bir ilacin veya bazi agiklayici degiskenlerin birimlere ait sagkalim sirelerini farkl
etkiledigi durumlarda homojenlik varsayimi saglanamaz ve ilgili poptilasyon heterojen

olarak kabul edilir.

Heterojenlik kimi zaman genetik yapi, ¢evresel etki gibi gbzlenemeyen bazi
degiskenlerden kaynaklanmaktadir. Bazi durumlarda ise sagkalim siirelerini etkileyen
faktorler finansal veya zamansal kisit sebebiyle Olc¢lilenemeyebilir. Hatta sagkalim
surelerini aslinda etkileyen ancak arastirmaci tarafindan hentz farkina varilmamis
degiskenlerin varligl bile s6z konusu olabilmektedir. Bu durumda popilasyonun
homojen oldugu varsayimi ile sagkalim sirelerini modellemek, yanli ve etkin olmayan

parametre tahminlerine yol agabilmektedir.

Tek degiskenli sagkalim sireleri icin ilk olarak “kirilganlik” terimini kullanan Vaupel vd.
[3], gozlenemeyen heterojenlik icin rasgele etki modellerini kullanan ilk
arastirmacilardan biridir. Bu terimin kullanilmasinin temel mantigi ise sudur: Meme
kanseri ile ilgili bir arastirma yapildigi varsayilsin. Ailesinde kanser ge¢cmisi bulunan

birimlerin kansere yakalanma riski digerlerine gore daha yliksektir, yani bu birimler
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bireysel farkhilklar (¢cevresel etki, genetik yapi) nedeniyle diger birimlere kiyasla daha
kirilgandir. Onerilen modelde agiklayici degiskenlerin etkisi ihmal edilmis ve bir birimin
hazardinin Z kirilganlik degiskeni ve hy(.) temel hazardin garpimsal bir fonksiyonu
oldugu varsayllmistir. Rasgele etki, birimler arasindaki heterojenligi agiklamak igin

hazard fonksiyonuna dahil edilmistir.
h(t,)=h(t\z)=1zh,(t) (3.1)

Esitlik (3.1)’de verilen kirilganhk degiskeni Z, negatif olmayan ve belirli bir g(z)
dagihmindan gelen rasgele degiskendir. Ayrica birimlere ait bireysel kirilganlhigin zaman
icinde degismedigi varsayiimaktadir. i-nci birime ait (i=12,...,n) kosullu yasam

fonksiyonu, A,(.) temel birikimli hazard fonksiyonu olmak tizere agagidaki gibidir:
S(t;) =S(t;\z,) =exp(-z,A,(t)) (3.2)

Esitlik (3.1) ve (3.2) ile verilen hazard ve sagkalim fonksiyonlari bireysel (kosullu)
fonksiyonlardir. Ancak kirilganhk go6zlenemeyen bir degiskendir ve dolayisiyla
populasyon dlizeyindeki etkisinin arastirilmasi gerekmektedir. Kosulsuz hazard ve
kosulsuz sagkalim fonksiyonlari, Z’ler Uzerinden integral alinarak hesaplanir ve
populasyona ait dlizeyleri gosterir. Kosulsuz sagkalim fonksiyonu, kosullu sagkalim

fonksiyonunun agirliklandirilmis ortalamasidir ve asagidaki gibidir:

S(t) = J.OmS(t\z)g(z)d(z) (3.3)

Kosulsuz hazard ise t aninda sag kalan birimlerin kosullu hazardlarinin agirliklandiriimis
ortalamasi olarak hesaplanir. Agirliklar kirilganlik degiskeni Z ’nin olasilik yogunluk
fonksiyonu ile belirlenmektedir [35]. Bu gercek Vaupel vd. tarafindan [3] asagidaki

teorem ile verilmistir:

Teorem 3.1 i-nci birime ait kosullu hazard fonksiyonunun h(t\z)=zh,(t) oldugu bir
popllasyonda, t aninda halen sag kalan birimlerin kirilganlik yogunlugu g(z\T >t)

olmak lizere poplilasyona iliskin hazard fonksiyonu asagidaki gibidir:
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ha):Tha\z)ga\T:>Dg(n

=h, (t)'T z9(z\T >t)dz (3.4)

—E{h(t\2)\T >1)}

ispat h(t) = % iliskisinden asagidaki esitlik yazilabilir:
f(t\z)
h(t\z) = =zh,(t 3.5
(t\2) S(0\2) 5 (1) (3.5)

Esitlik (3.5)’den f(t\z)=S(t\z)zh,(t) oldugu asikardir. Bayes teoreminden yola

cikilarak f(t,z) asagidaki gibi yazilabilir:

f(t,z)=f(t\2)g(2)
=S(t\z)zh,(t)g(z) (3.6)

Z'ye gore integral alinarak marjinal yogunluk bulunabilir.

f(t)= TS(t \ z)zh,(t)g(z)dz

o (3.7)
=I%(t)sz(t\z)g(z)dz
0
. , . . . f@) ... .. .
Buna gore (3.7)'de buldugumuz ifadeyi h(t) =% iliskisinde yerine koyarsak,
sz(t\z)g(z)dz
h(t) =h,(t) 2 3.8
(t) =hy (1) 0 (3.8)

elde edilir. t anindaki sagkalim siresi, bozulma zamaninin t'den daha buylik olmasini

gerektirdiginden,
9(z.T >1)=[g(z 5)ds
t

= g(z)T zh,(s)S(s\ z)ds
=9(2)S(t\2)
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ve

)= 9(2)S(t\z) _9(z)S(t\2)

9AT>0="r0 00 S()

yazilabilir ve Esitlik (3.8) asagidaki gibi revize edilerek ispat tamamlanmis olur.

h(t) = ho(t)l 2g(z\T >t)dz (3.9)

=h,()E(Z\T >1)

Teorem (3.1)'i sozel olarak agiklamak gerekirse, belirli bir poptilasyonda farkh kirilganlik
degerlerine sahip birimlerin bulundugu varsayilsin. Kirilganligi yiksek olan birimler
diisiik olan birimlere kiyasla daha erken bozulma egilimindedirler. Ornegin kirilganhg
2 olan bir birimin kirilganligi 1 olan bir birime gore bozulma riski 2 kat daha fazladir.
Calisma periyodu icinde t arttikca kirllganhgl yiksek olan birimler bozulacak ve bu
sebeple popllasyona ait ortalama kirilganhk azalacaktir. Daha genel bir ifade ile
bozulmamis birimlerin kirilganhk dagilimi zamanla degisecektir. Sonucunda ise
birimlere ait hazard, populasyona ait hazarda kiyasla daha hizli artacaktir. Manton ve
Stallard’in c¢alismasinda [47] heterojen bir popiilasyona ait bireysel hazardlarin

poptlasyon hazardini temsil etmedigi grafiksel olarak da gosterilmistir [35].

Kirllganlik modeline yas ve cinsiyet gibi gbzlenebilen acgiklayici degiskenlerin etkisi dahil
edildiginde 1-nci birime ait kosullu hazard ve kosullu sagkalim fonksiyonlari sirasiyla

asagidaki gibi yazilabilir:

h(t \z, X,)=zh(t)exp(8'X,) (3.10)
S(t \z;, X,) =g @ Wee(FX) (3.11)

Verilen esitliklerde hy(.) temel hazardi, A,(.) temel birikimli hazard fonksiyonunu, X
gozlenen ve zamandan bagimsiz agiklayici degisken vektorini ve [ ilgili regresyon

parametre vektoriinl gostermektedir. Esitlik (3.10) ile gosterilen kirilganlik modelinin,
bir 6nceki bolimde verilen standart OH modelinin genellestirilmis bir hali oldugu
gorilmektedir. Kirilganlk degiskenine ait dagihim, tim birimleri icin z=1 noktasinda

dejenere bir dagilim o6zelligi gosterirse (3.10), standart OH modeline indirgenir [35].
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Modele agiklayici degiskenleri etkisi dahil edildiginde kosulsuz hazard fonksiyonu

asagidaki sekilde yazilabilir:

h(t):ho(t)exp(ﬁ'X)'([zf (Z\T >t, X)dz (3.12)

—hy(t)exp(B'X)E(Z\T >t,X)

Kosullu hazard ve kosullu sagkalim fonksiyonu kullanilarak kurulan kosullu olabilirlik
fonksiyonu, Z rasgele degiskenine gore integrasyon alinmasi sonucunda popilasyona
ait, diger bir degisle kosulsuz olabilirlik fonksiyonuna donistr. Bu durumda kirilganhk
dagiliminin belirlenmesi énem tasimaktadir. Pratikte arastirmaci kirilganhk dagilimi
olarak herhangi bir dagihm secebilir (pozitif ve sonlu beklenen degerli). Bunun sebebi
kirliganligin rasgele bir etki olmasi ve pratikte gézlenememesidir. Ancak kirilganhk
dagilimi olarak secgilen gamma dagilimi, matematiksel islemlerde kolaylik saglamasinin
yanisira, kosulsuz sagkalim ve hazard fonksiyonlarinin Laplace dénusiimleriyle kapali
formunun elde edilebilmesi acgisindan literatlirde en sik tercih edilen ve kullanilan

dagilim taradur.

3.1 Gamma Kirilganhk

Ortalamasi k/A ve varyansi k/A? olan gamma dagilimh kirilganlik rasgele degiskeni

zZ € (0,90)’nin olasilik yogunluk fonksiyonu asagidaki gibi tanimlanir:

_L Ko k-1,-4z
g(z)_r(k)}t z2"e (3.13)

Burada 4 (>0) dagilimin ¢lgek, k (> 0) ise sekil parametresidir. Gamma dagilimi Gstel
dagilimlar ailesinin bir bireyi olan karma bir dagihmdir ve k=1 iken Ustel dagilima
indirgenir. k €(0,1) durumunda hazard fonksiyonu zamanla azalandir ve t arttikga
birimlerin bozulma riski de artmaktadir. k >1 kosulunda ise hazard fonksiyonunun
sekli artan bir seyir gostermektedir. Sekil (3.1)’de A =1 iken farkli sekil parametresi

degerlerine gére gamma dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu verilmistir.
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Sekil 3. 1 Gamma dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu

3.1.1 Kosulsuz Sagkalim ve Hazard Fonksiyonu

3.1.1.1 Kosulsuz Sagkalim Fonksiyonu

Kosulsuz sagkalim fonksiyonu Esitlik (3.11)’de verilen kosullu sagkalim fonksiyonu

yardimiyla bulunur. Z ~Gamma(A,k) olmak {zere kosulsuz sagkalim fonksiyonu

asagidaki sekilde ifade edilir:

° -z exp(p' ﬂ,kzkileiﬂz
S(t)=_|.e Ao (t)exp(p X)Wd(Z)
0
= A" Tzkle—zumo(t)exp(ﬂ'x)) (A+A, (1) EXp(ﬂlx))k dz (3.14)
(A+A,(t)exp(B X)) 3 ) |

ﬂ k
:(A+A0(t)exp(/3‘x)]

Kirllganhk dagiliminin parametreleri Gizerinde uygun bir kisitlama getirmek ¢ogu zaman
matematiksel islemleri kolaylastirmaktadir. k =1 alarak gamma dagilimi standardize

edilir ve kinlganlik degiskeninin beklenen degeri E(Z)=1’e sabitlenir. Bu durumda

kirilganlik varyansi 6 ile gosterilirse V(Z)=6=1/1 olmaktadir. Béylece Z rasgele
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degiskeni ortalamasi 1, varyansi @ olan tek parametreli gamma dagilimina uyar ve

olasilik yogunluk fonksiyonu asagidaki gibi gosterilebilir:

7' exp(-z/0)
T/ 6)6"

9(2) = (3.15)

Kirllganhk degiskenine ait dagilim, tim birimleri i¢cin z=1 noktasinda dejenere bir
dagilimsa, =0 degerini alacak ve birimler arasinda gozlenemeyen heterojenlik

kavramindan bahsedilemeyecektir. Z ~Gamma(l/8,1/6) iken kosulsuz sagkalim

fonksiyonu asagidaki sekilde revize edilebilir:

S@t) =[1+ 07, exp(B8'X) ] (3.16)

3.1.1.2 Kosulsuz Hazard Fonksiyonu

Kosulsuz hazard fonksiyonu igin Esitlik (3.12)'den yararlanihr. Z ~Gamma(l/ 8,1/ 6)
olmak Uzere t aninda sag kalan birimlerin kosulsuz hazard fonksiyonu igin
E(z\T >t, X) ifadesi bulunmalidir. Verilen bir T >t anindaki sag kalan birimlerin

kirilganlik yogunlugu Bayes teoreminden yararlanilarak asagidaki sekilde yazilabilir:

_S(t\z,X)9(2)

g(z\ X, T >t) 30

(3.17)

Kosullu sagkalim, gamma yogunlugu ve kosulsuz sagkalim fonksiyonlari Esitlik (3.17)' de
yerine yazilirsa,
~2Aq (t)exp(B'X) 707 eXp(—Z / 9)
r@/e)e"
[1+6A,(t)exp(B' X )]71/9

C(Ue+A,) exp(,B'X))M9 wo .
- r1/0) 2"V exp(-z(1/ 0+ A, () exp(B' X))

e

g(z\ X, T>t)=

(3.18)

elde edilir. Bu esitligin 1/6 sekil ve 1/6+ A (t)exp(B'X) dlgek parametreli gamma

yogunlugu oldugu goérilmektedir. Z ~ Gamma(k, A) igin E(Z)=k/A ve V(Z)=k/A®
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olduguna gore, T >t anindaki sag kalan birimlere kirilganligin beklenen degeri ve

varyansi kolayca yazilabilir. Buna gore Z ~ Gamma(l/ 68,1/ 6+ A, (t)exp(S' X)) igin

E(Z\X,T>t)= 176 - L (3.19)
1/0+Ay(t)exp(S'X)  1+6A,(t)exp(B'X)
V(Z\X,T>t)= 170 = 0 (3.20)

(1/6+ Ay (t)exp(B' X ))2 (1+6A,(t)exp(B' X ))2

yazilabilir. O halde (3.12)'de E(z\T >t, X) ifadesi yerine yazilirsa, verilen bir T >t

anindaki sag kalan birimlerin kosulsuz hazard fonksiyonu asagidaki gibi bulunur:

h(t) = hy(t)exp(4'X)
1+6A,(t)exp(B'X)

(3.21)

t aninda bozulan birimlere ait ortalama kirilganlik benzer bigimde bulunabilir. t aninda
bozulan bir birimin kirilganlik yogunlugu Bayes teoreminden yararlanilarak asagidaki

sekilde yazilir:

g(z\ X, T =t) = f(t\?&tz))g(Z)

(3.22)
Kosullu yogunluk, gamma yogunlugu ve kosulsuz yogunluk fonksiyonlari (3.22)de
yerine yazilirsa

x) 27 exp(—216)
r@/o)e"

Zho (t)e_ZAO (t)expl
g(z\ X, T=t)=

hy (t)
(1+0n,(Mexp(8 X))
(1/6+ A, exp(B' X))

= (We+1)1 _ .
) r(1/6+1) 279 exp (=2 (L1 0+ Ao (t)exp (/X))

(3.23)

bulunur ve bu esitlik igin Z ~T'(1/60+1,1/ 6+ A,(t)exp(S' X)) oldugu gorilmektedir.
O halde t aninda bozulan birimlere ait kirilganhgin beklenen degeri ve varyansi

asagidaki sekilde yazilabilir:

1+6
1+60A,(t)exp(B'X)

E(Z\X,T=t)= (3.24)

40



O(L+6)

V(Z\X,T=t)=
( ! (1+6n, () exp(8 X))

(3.25)

Esitlik (3.19) ve (3.24) karsilastirilirsa, t aninda bozulan birimlerin sagkalanlara kiyasla
daha yiliksek kirillganlik ortalamasina sahip oldugu gorilmektedir. Bu durum, yiksek
kirllganliga sahip birimlerin daha erken bozulmasini agiklamaktadir. Ayrica yulksek
kirlliganliga sahip birimler bozuldukg¢a popilasyona ait kirilganlik varyansinin zaman
icinde azaldigl goriilmektedir. Sonug olarak poplilasyon zaman icinde mutlak olarak

daha homojen yapi seyretmeye baslayacaktir [35].

Her bir birim igin gézlenemeyen heterojenlik Z, kirilganligin sagkalim siiresi ve sansir
degiskeni Uzerinde kosullu dagilimi ile tahmin edilebilir. Esitlik (3.19) ve (3.24) goz
ontine alinirsa, bir birime ait tahmin edilen kirilganlik, 6 birimin sansir degiskeni

olmak Uzere asagidaki sekilde hesaplanir [35]:

7= 1+606 (3.26)
1+6A,(t)exp(S'X)

3.1.2 Kinilganhk Donusimleri

Kirllganhk modellerinde kosulsuz sagkalim, hazard ve olasilik yogunluk fonksiyonlari

Laplace donusimi yardimiyla bulunabilmektedir. [0,00) araliginda tanimli bir f(x)

fonksiyonu igin Laplace donlsimi asagidaki sekilde tanimlanir ve bu donlsim limitin

mevcut oldugu S’ler igin tanimli bir fonksiyondur:
L{s}=E[e™]=[e™f()d(x) (3.27)
0

(3.27) ile verilen esitligin  kosulsuz sagkalim fonksiyonuyla benzer oldugu

gorulmektedir. f(x) fonksiyonu yerine kirilganlik dagilimi ve s yerine kosullu birikimli

hazard fonksiyonunu yazarsak kosulsuz sagkalim fonksiyonu kolayca elde edilir.
S() =, S(t\2)g(2)d(2) = E[e O]
= Te‘Ao("eX"(ﬁ'X)zg(z)d(z) (3.28)
0
=L{A,(t)exp(B'X)}
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Kirllganhk dagiliminin Laplace dontsimi ve bu doénisimin birinci tirevi E{}
yardimiyla kosulsuz hazard ve kosulsuz yogunluk fonksiyonlari elde edilir.

L'{A,(t)exp(B'X)}
L{A,(t)exp(B'X)}

h(t) = —h, () (3.29)

f(t) =—h, ) L'{A,(B)exp(B'X)} (3.30)

Kirllganhk degiskeninin beklenen degeri ve varyansi bu dontsim yardimiyla

bulunabilir.
E(z)=-L'{0} (3.31)
V(2)=L£"{0}-(£'{0})’ (3.32)

Gamma dagilimi, Laplace déniisiimii icin matematiksel avantaj saglamaktadir. Ornegin
kirilganlik dagilimi pozitif duragan olarak alinirsa bu dagilimin momentleri olmadigi igin
fonksiyonlarin kapali formunun Laplace donisimi ile elde edilmesi zordur. Ancak
gamma, bu dontsiimlerde bliylk avantaj saglar. (3.28)'de verilen esitlikte gamma

yogunlugunu yerine yazarsak, (3.14)'de verilen esitligin aynisi elde edilmis olunur;

L{A,(Oexp(B'X)! I g e (1k) et
ace_z(/qu(t)exp B'X )ﬁ,"z" -1 (,1+A (t) exp(,B ))k
! r(k) Grnep(px)y D B3

ﬂk
(A A, exp(B X))

Ayrica kirilganlik degiskeni z 'nin beklenen deger ve varyansi, Laplace donlsimiinin

birinci ve ikinci turevleri yardimiyla da yazilabilir;

E(z)=—L'{0}=k/A (3.34)

V(2)=L£"{0}-(£'{0})" =k/ 22 (3.35)
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3.1.3 Olabilirlik Fonksiyonu

Gamma kirillganligina sahip OH modellerinde kosullu olabilirlik fonksiyonu, kosullu
hazard ve kosullu sagkalim fonksiyonlari yardimiyla bulunur. Sagkalim sirelerine ait
dagihm yapisinin bilindigi ve w 'nin bu dagilima ait bilinmeyen parametre vektérini
gosterdigi varsayilsin. i1=1,2,...,n birime ait kosullu olabilirlik fonksiyonu asagidaki
gibidir;

Ly B\ 2232, X) =T T[N 2 X)] S [Gip 2, %))
= (3.36)

n

= | {[Ziho(ti;lﬂ)exp(ﬁ'xi)]ai I:eZiAg(ti;u/)exp(ﬁ'xi):|}

i=1

Olabilirlik fonksiyonunda temel hazardin parametreleri y, regresyon parametreleri
ve birimlere ait kirilganlik degiskeni Z bilinmeyendir. Kirilganlik dagiliminin
Z ~Gamma(l/ 8,1/ 6) oldugu varsayimi altinda, kirilganlk terimleri tizerinden integral
alarak popllasyona ait kosulsuz olabilirlik fonksiyonu kapali formda elde edilebilir.
Ayrica n adet bilinmeyen z, yerine sadece kirilganhk varyansi @ tahmin edilecektir.
Tum birimler gbéz 6nine alindiginda popilasyona ait kosulsuz olabilirlik fonksiyonu

asagidaki gibidir:

L(W,H,ﬂ)z ﬁj{[ziho(ti;l//) exp(ﬂ' xi):la‘i [e—zi/\o(t:u/)exp(ﬁ'xi)] Z lj(f;(g)(;lzml 9) d(Z)}

v (hiw)exp(B'X,))" T/ 6+5)
i-1 Hller(l/ 0) (1/(9 +A,(t;w) eXp(,B' X ))1/9+<3}

(2.37)

Olabilirlik fonksiyonunun logaritmasi kullanilarak ¥, € ve S bilinmeyen parametreleri

icin ECO tahminleri bulunabilir. Ayrica tahminlerin varyans-kovaryans matrisi, log-
olabilirlik fonksiyonunun kismi tiirevleri yardimiyla elde edilebilir. Parametre vektori

n=(y,0,p) ile gosterilirse Hessian matrisi H(77) olmak tzere gbzlenen bilgi matrisi
I(7)=—H(n) seklinde hesaplanir. Parametrelerin varyanslari ise gozlenen bilgi

matrisinin tersi alindiginda elde edilen matrisin diyagonal elemanlaridir. Gamma

kirilganlik modeli icin log-olabilirlik fonksiyonu asagida verilmistir.
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log L(y,0, B)=log(L(w., 6, 5) )
= i@ log(€) —logT'(1/ 0) +log T (1/ 0+ 6,) + 6, (log hy (t;; 1) + B' X)
—(1/60+5,)log(1+6A,(t;v)exp(B' X))
(2.38)

3.2 Parametrik Gamma Kirnilganlik Modelleri

Temel hazard fonksiyonun dagilimina goére farkh parametrik gamma kirilganlik
modelleri mevcuttur. Gamma kirilganhgina sahip stel, Weibull ve Gompertz modelleri

uygulamada en sik kullanilan modellerdir.

3.2.1 Gamma Kirilganhgina Sahip Ustel Model

Popilasyondaki her bir birimin hazardinin sabit oldugu ancak populasyonun heterojen
yapida oldugu durumlarda kullanilan model tirudar. Sagkalim sirelerinin  Ustel

dagildigi ve kirlganlik dagihminin Z ~Gamma(l/ 6,1/ 8) oldugu bir modelde temel

hazard hy(t)=A’dir. Gozlenen agiklayici degiskenlerin etkisi Ustel dagilimin tek
parametresi olan A ile ﬂ,=exp(,80) olarak yeniden parametrize edilirse kosulsuz

sagkalim ve hazard fonksiyonu sirasiyla asagidaki gibi yazilabilir:
S(t)=[1+6texp(B' X )}—w (3.39)

_exp(B'X)
h(t)_1+¢9texp(/3'x)

(3.40)

3.2.2 Gamma Kirilganhgina Sahip Weibull Model

Sagkalim sirelerinin Weibull dagildigi ve kirilganhk dagiliminin Z ~Gamma(l/ 6,1/ 6)
oldugu bir modelde temel hazard hy(t)=Apt"*’dir. Weibull dagiiminin &lgek

parametresi Ustel modelde oldugu gibi yeniden parametrize edilirse kosulsuz sagkalim

ve hazard fonksiyonu sirasiyla asagidaki gibi yazilabilir:

S@t) =[1+at" exp(p'x)] " (3.41)
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ptPexp(B'X)

h(t) = 3.42
® 1+6tPexp(S'X) (3.42)

3.2.3 Gamma Kirilganligina Sahip Gompertz Model

Sagkalim surelerinin Gompertz dagildig ve kirllganhk dagiliminin

Z ~Gamma(l/ 6,1/ 8) oldugu bir modelde exp(l)=« olarak tanimlanirsa temel
hazard hy(t) =aexp(pt) ’dir Gozlenen ve odlgulebilen agiklayici degiskenlerin hazard

Uzerindeki etkisi yok sayilirsa, popilasyona ait kosulsuz sagkalim ve hazard fonksiyonu,
-1/6
A
S(t) ={1+ 60— (exp( pt)—l)} (3.43)
p

1+ eg(exp( pt)-1)

(3.44)

olarak yazilabilir. Wienke calismasinda [40] temel hazardi Gompertz secerek tek
degiskenli kirllganhik modelleri ile ilgili dnemli bir konuya isaret etmistir. Calismada,
farkli Gompertz dagilim parametrelerine sahip iki poptlasyon ele alinmis ve bu
populasyonlardan biri digerine kiyasla daha yliksek kirilganliga sahip oldugu
gozlenmistir. Kirilganhgi yuksek olan popilasyondaki birimler daha erken bozulma
egiliminde olduklari icin, kosulsuz hazard fonksiyonu zamanla azalma egiliminde
olmustur. Bu gergek, iki poplilasyonun kosulsuz hazardlarinin grafiksel gosteriminde
Ustiiste binme etkisine (crossing-over) sebep olmustur. Ustiiste binme etkisi, OH
varsayiminin saglanmadiginin en glicli isaretlerindendir. Boylece bireysel hazardlarin
OH varsayimini sagladigi ancak popllasyon hazardlarinin bu varsayimi bozdugu

soylenebilir. Ornek vermek gerekirse iki birime ait aciklayici degiskenler X® =1 ve

X® =0 olarak gosterilsin. Kosulsuz hazard fonksiyonlarinin orani

hy (t)e”
»  ht\XY) 1+6A ()’ 5 1+6A,(t)
HO= ht\X@)  h(@) 7 1+6A,(t)e’ (2.45)
1+6A,(t)
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olarak bulunur. Hazardlarin orani zamandan bagimsiz olmadigi i¢in ve OH varsayiminin
bozuldugu gorilir. Boyle bir durumda, §(t1) ve §(t2) iki popllasyona ait kosulsuz
sagkalim fonksiyonlarinin Kaplan-Meier tahmini olmak uzere, Iog(—log(é(tl))) ve
Iog(—log(§(t2)))'nin log(t) "ye karsi gizilen egrileri basta paralel bir yapi seyredecek ve
zamanla birlesmeye yani Ustlste binme etkisi gézlenmeye baslayacaktir. Sonug olarak
arastirmaci hazardlarin orani varsayimi saglanmadigindan dolayi bu iki popilasyon igin
OH modeli kullanmanin uygun olmayacagini dislinecektir. Bu durum olasidir ve X
aciklayici degiskeninin etkisinin zamanla azaldigl sonucuna ulasilabilir. Ancak X ’in
etkisi gercekte zamanla sabitse, gozlenemeyen heterojenligin varligi arastirilmal ve
kirlliganligi gbéz oninde tutan OH modeli kullaniimalidir. Unutulmamalidir ki, OH
varsayimini bozan etkiler sadece zamana bagh aciklayici degiskenlerden kaynakli
olmayip, gozlenemeyen heterojenlik sebebiyle ortaya cikmis olabilmekte ve bu iki
olguyu birbirinden ayirmak oldukga 6nem arz etmektedir. Bu konuyla ilgili en 6nemli

calismalardan biri Follman ve Goldberg [48] tarafindan yapilmistir.
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BOLUM 4

COK DEGISKENLIi KIRILGANLIK MODELLERI

Tek degiskenli sagkalim analizi, her bir birim igin ilgilenilen olaya ait tek bir sagkalim
suresi ve buna bagh olarak tek bir sansir degiskeni oldugu durumlarda kullanilir. Tezin
2. ve 3. kismi, bu tip veri icin populasyonun homojen olup olmamasina bagl olarak

kullanilan yontemleri igermektedir.

Bazi durumlarda bir birime ait birden fazla sagkalim siiresi kayit edilebilir. ilgilenilen
olayin 6lim veya bozulma olmadigi bir calismayi ele alalim. Bu olay bir timorin
tekrarlamasi, kalp krizi veya kulak iltihabi olabilir ve bir birim icin birden fazla defa
tekrarlanmis olabilir (recurrent events). Benzer bicimde birime ait bozulma, birden
fazla sebep ile meydana gelebilir. Bu duruma, kanserli hastalarin ameliyat veya hastane
enfeksiyonundan 6lmesi ornek verilebilir. Burada ameliyat ve hastane enfeksiyonu
yarisan riskler (competing risks) olarak adlandirilir. Bununla birlikte kendini yenileyen
sistemlerde (repairable systems) hem yarisan hem de tekrarlanan riskler s6z konusu

olabilir. Bu gibi durumlarda veri seti cok degiskenli olarak adlandirilir.

Vaupel vd. tarafindan [3] 6nerilen tek degiskenli kirilganlik modelinde her birimin
kendine has kirilganliga sahip oldugu ve hazard oranindaki bireysel farkliliklarin bu
kirilganlik ile agiklandigl varsayilmaktadir [20]. Cok degiskenli heterojen popiilasyonlu
sagkalim verileri icin sagkalim siirelerinin modellenmesi ise ilk olarak Clayton
tarafindan [5] yapilmistir. Bu model, OH modellerinin en énemli varsayimlardan biri
olan farkli birimlere ait sagkalim sirelerinin istatistiksel bagimsizhigi genisletilerek

bircok uygulama alani yaratmistir.

Paylasiimis kirilganlik modeli (shared frailty model) ve korelasyonlu kirilganlik modeli

(correlated frailty model), cok degiskenli sagkalim verilerini modellemede en sik
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kullanilan yoéntemler arasindadir. Paylasilmis kirilganlik modelinde ayni kirilganliga
sahip birimler bir kiime olarak dasindlar. Ayni genetik yapiya sahip aile bireyleri, bir
bireyin iki bobregi ve bir ailedeki ikiz kardesler kiimeye 6rnek olarak verilebilir.
Kirllganhk, kiimedeki birimler icin zamandan bagimsiz ve ortaktir, yani paylasiimistir.
Kinllganhk degiskeni bir kiimedeki sagkalim siirelerinin bagimhliginin agiklanmasinda
kullanilhr ve her bir kiimedeki sagkalim stireleri, paylasilan kirilganliga gore kosullu
olarak bagimsizdir. Paylasilmis kirilganlik modelinde kiimedeki tim birimler icin Z
dejenere bir dagilim ozelligi gosterirse, kiimedeki sagkalim sirelerinin bagimsiz oldugu
sdylenir ve model standart OH modeline indirgenir. Kiime sayisi 1 iken ise tek
degiskenli kirilganlik modelinden bahsedilebilir. Gorildigu Uzere, tek degiskenli
kirilganlik modeli birimler arasi heterojenligi modellerken, paylasiimis kirilganlik modeli
kiimeler arasindaki heterojenligi modellemek igin kullaniimaktadir. Korelasyonlu
kirilganlik modeli ise paylasilmis kirllganlik modelinin genisletilmis bir halidir. Modelde
kirlliganligin  kiimedeki birimleri igin ortak olmadigi, birimlere ait kirilganliklarin
korelasyonlu oldugu varsayilir. Kirilganliklar arasi korelasyon 1’e esit oldugu durumda
ise paylasiimis kirilganhk modelinden s6z edilebilir [35]. Korelasyonlu kirilganlik modeli

bu tezin kapsami disindadir.

4.1 Paylasilmis Kirillganhk Modeli

Galisma grubunda N adet kiimenin (i=1...,N) ve her bir kimede n, adet birimin

oldugu varsayilsin. t.

ij’

i -nci kimedeki j -nci birime (j =1,...,n,) ait gézlenen sagkalim
suresini gostersin. X; ise i -nci kimedeki j -nci birime ait gozlenen agiklayici degisken

olmak Gzere, z; (> 0) kosulu altinda i-nci kimenin hazard fonksiyonu,
h(tij \z, xij) = Ziho(tij)exp(ﬂ' Xij) (4.1)

seklinde ifade edilir. hy(.) ise kiimedeki birimler i¢in ortak olan temel hazard
fonksiyonudur. Verilen paylasilmis kiriliganlik modelinde i-nci kiimedeki sagkalim

surelerinin, z,

kirilganhk degiskenine gore kosullu bagimsiz oldugu varsayilir. Ayni
zamanda her bir kiime igin verilen z,, bagimsiz ve 0zdes dagilml rasgele

degiskenlerdir.
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Z=1 ve t; >0 icin i -nci kiimeye ait kosullu sagkalim fonksiyonu asagidaki sekilde
gosterilir:
S(til,...,tini \z, X,)=S(t,\z, Xil)...S(tini \z, Xmi)

= exp(~z,A, (t,)e”™*)...exp(-z,A, (t,, )&’ ) (4.2)

= exp(—zi iAo (t;) exp(B'X; )]

Esitlik (4.2)'de ortak birikimli hazard fonksiyonu A,(.) = J:" h,(s)ds ve j-nci birime ait
kosullu sagkalim fonksiyonu S(.\.)=exp(-z,A,(t;)exp(B'X;)) seklindedir. Benzer
yolla, i-nci kimedeki birimlerin kosullu hazard fonksiyonu,
h(tiy, ...t V2, X)) =h(t, \ 7, X;p)..h(t, \z, X,)

=71, (t) exp(B' Xy ). 2y (&, ) exp( 8 X, ) (4.3)

il

olarak gosterilir. ilgili kiimedeki birimlerin ¢ok degiskenli kosullu yogunluk fonksiyonu
ise kosullu sagkalim ve hazard fonksiyonlarinin carpimidir ve asagidaki sekilde

yazilabilir:

f (gt V2, Xi) =Sy, b, V2, X0) . h(ty, 0 b, V2, X5)
= EXpE_ZiiAo (t;) exp(s’ xij)j[zi (1&[ hy (tij)](eXp(iﬂ' Xi; J}J

(4.4)

4.2 Paylasilmis Gamma Kirilganhk Modeli

Ortalamasi 1 varyansi € olan tek parametreli gamma dagilimh Z rasgele degiskeninin
olasihk yogunluk fonksiyonu ¢(z) olmak (zere bir kiimedeki sagkalim sureleri
arasindaki bagimliligin derecesi € parametresi ile belirlenir. Bu bagimhlik Kendall'in 7
(tau) sira-tabanli istatistigi ile 7 =6 /6 + 2 olarak ol¢llebilir [12], [35]. i-nci kiimedeki
birimlerin kirllganlik varyansi 8 >1 ise, kirilganlk varyansi € <1 olan kiimeye kiyasla

daha kirilgan, diger bir degisle daha erken bozulma egiliminde oldugu sdylenebilir.
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4.2.1 Kosulsuz Sagkalim ve Hazard Fonksiyonu

4.2.1.1 Kosulsuz Sagkalim Fonksiyonu

i -nci kimeye ait ¢cok degiskenli kosulsuz sagkalim fonksiyonu, (4.2) ile verilen kosullu

sagkalim fonksiyonunun gamma dagilimi Gzerine integrasyonuyla bulunabilir.

S(tys-ontiy )= [ Sty V2, X,)9(2)d2

7/ exp(-z16)
T(L/6)6"

=exp[_zi_nziAO(tij)eXp(:B'Xij)J (4.5)

= {1"' ei Ao (t;)exp(B' X;; )}

4.2.1.2 Kosulsuz Hazard Fonksiyonu

Kosulsuz hazard fonksiyonunu bulmak icin tek degiskenli gamma kirilganhk
modellerinde uygulanilan yol izlenir ve Esitlik (3.12)'den yararlanilir. Tek degiskenli
kirilganlik modelleri igin verilen bu esitlik, cok degiskenli olarak asagidaki sekilde revize

edilebilir ve
N(tyroesty) = [Nty 12, X))

B [ln_[ hO(t”)J[eXp(i'Bl Xii]] E(z\T; >, X))

(4.6)

ve E(z\T; >t;, X;) ifadesinin bulunmasi gerekir. i-nci kiime icin verilen bir T, >t,
anindaki sag kalan birimlerin kirilganhk yogunlugu tek degiskenlide oldugu gibi Bayes
teoremi yardimiyla bulunur. Z ~Gamma(l/ 8,1/ 6) olmak uzere kosullu sagkalim,

gamma yogunlugu ve kosulsuz sagkalim fonksiyonlari yerine yazilirsa

50



)= S(ty, -t V2, X;)9(2)

g( i i I S(til""’ti”i)

exp [—zi Z Ay (t;)exp(B' X, )] . 1; (16725_;}9/ 2

[1+9_nZiAo(ti,-)exp(ﬂ'xi,-)}

(4.7)

1e
1@
- A (L "X 18 .
i ( ) + ; o( ij ) exp (ﬂ ij )] Z-(l/g_l) e[z{e+;Ao (t;)exp(B' X )D
r1/0)

elde edilir ve bu esitligin Z ~ Gamma(l/@,l/H+ZA0(tij)exp(,B'Xij)) oldugu gorilir.
j=1

O halde i-nci kiimedeki Tij >t anindaki sag kalan birimlere ait kirilganhigin beklenen

degeri ve varyansi sirasiyla asagidaki gibi yazilabilir:

L (4.8)
1+6) A, (t;)exp(8' X;)
j=1

E(z,\T, >t,,X,) =

ij

- 0 (4.9)
1+ QZ Ao (L) exp(B' X;; ))?
1

V(Z\T, >4, X)) =

ij?

E(z \T; >t;, X;) esitligi (4.6)'da yerine yazilirsa, verilen bir T, >t; aninda ilgili

kiimedeki sag kalan birimlerin kosulsuz hazard fonksiyonu asagidaki gibi bulunur:

) [H ho(tij)j[exp(%ﬁ' Xi,-D 10

h(til""'tini)_ n;
1+ HZAO (tij)exp(ﬂ' Xij)

i -nci kimede T; =t; aninda bozulan birimlere ait ortalama kirilganlik benzer bigcimde

bulunabilir. Z ~Gamma(l/8,1/6) olmak tzere kosullu yogunluk, gamma yogunlugu

ve kosulsuz yogunluk fonksiyonlari yerine yazilirsa t; aninda bozulan birimin kirilganlk

yogunlugu
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f(ty,.. b, V2, X;)9(2)

F(ty,t)
n ) n . 2/ exp(~z, 1 6)
zilj__!h0 (tij)exp( zi;Ao (t;)exp(B Xij)J ra/6)6"
_ (4.11)

{1+9iAo(tij)exp(ﬂ'xij)}

g(zi\xi’Tij =tij) =

1/6+1
1 N ' nj
[9 + 2 A (t;) exp (8%, )j [Za[l+Zle (ty)exp( 5 )D
_ = , Wosa gl 1?5
r(1/6+1) |

olarak bulunur ve bu esitlik icin Z ~ Gamma(l/9+1,1/¢9+2A0(t)exp(ﬂ'X)) oldugu

j=L
goralur. O halde t; aninda bozulan birimlere ait kirilganligin beklenen degeri ve

varyansi sirasiyla asagidaki gibi yazilabilir;

E(z\T, =t,, X,) = 1+0 (4.12)

o 1+ 9iAo(tu)eXp(ﬂ' X;)
=1

V(Z\T, =t,,X,) = 01+9) (4.13)

L+ 0 Aot XP(B' X))’

Her bir kiimedeki birimlere ait paylasilan ve gobzlenemeyen heterojenlik z;, tek
degiskenli gamma kirilganlik modelinde oldugu gibi tahmin edilebilir. 5ij, I -nci

kiimedeki j-nci gozlemin sansir degiskeni olmak tzere kiimedeki bozulan birimlerin
N

sayisi (ilgilenilen olayr yasamis birim sayisi) D, :Zé‘ij ile gosterilsin. Esitlik (4.8) ve
j=1

(4.12) gbz o6niine alnirsa, i-nci kiime igin tahmin edilen kirilganlhk asagidaki sekilde

[24].

1+ 6D,

A —
1+0 Ao (t;) exp(B' X;)

(4.14)
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4.3 Kinllganhk Doniigiimleri

Kirllganhk modellerinde popilasyona ait kosulsuz sagkalim fonksiyonu ayni zamanda
Laplace donltsimi  yardimi ile bulunabilir. £ kirilganlik degiskeninin Laplace
donlsimu olmak Gzere i-nci kiimenin kosulsuz sagkalim fonksiyonu asagidaki sekilde

yazilabilir;
S(tysoty) = [ Sty V2, X,)0(2)d(2)

= Texp(—zi/\0 (t,) exp(B'’ Xil))---exp(—zi/\o(tmi)eXp(ﬂ'Xmi))g(Z)dz (4.15)
=L {i/\o (t;)exp(B'X; )}

Gamma yogunlugu (4.15)'de yerine yazilirsa ilgili kiimenin ¢ok degiskenli kosulsuz

sagkalim fonksiyonu, Laplace déniisimu yardimiyla Esitlik (4.5) deki gibi bulunur

S(til’ ---’tini ) :{1"' eiAo (tij)EXp(ﬁ| Xij)}
i1 (4.16)

= [is(tij)g _(ni _1)}

4.3.1 Kopula Modelleri

Paylasiimis kirilganlik modelleri icin uygulamada en sik kullanilan veri setleri,

kiimelerdeki gézlem sayisinin j=1,2 oldugu calismalardir. ikili (bivariate) kirilganhk
modellerinin 6nemli bir 6zelligi vardir. Archimedean kopula ve paylasilmis kirilganhk
modelleri arasindaki iliski sayesinde kosulsuz sagkalim fonksiyonu elde edilebilir.
Kirllganhk dagilimi gamma oldugunda ise Clayton-Oakes kopula modeli kullanilir.

T, ve T, sagkalim surelerine ait marjinal dagilimlar sirasiyla F(t) ve F,(t,) olmak
uzere ikili dagilim fonksiyonu F(t;,t,) ile gosterilsin. Sklar'in teoremine gore [49] tim
(t,,t,)’ler igin asagida tammlanan C:[0,1]x[0,1] —>[0,1] kopulasi t, €(0,) ve

t, € (0,) igin tektir (unique).

F(tl’tZ):C(Fl(tl)’ Fz(tz)) (4.17)
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Benzer sekilde sagkalim surelerinin marjinal sagkalim fonksiyonlari sirasiyla S,(t,) ve
S,(t,) olmak tzere ikili sagkalim fonksiyonu S(t;,t,) ‘dir ve tim (t;,t,) ler i¢in asagida

tanimlanan C :[0,1]x[0,1] —[0,1] sagkalim kopulasi t, € (0,0) ve t, € (0,) igin tektir.

S(tiltz)zc(s1(t1)’sz(t2)) (4.18)

ue[0,1] ve v e[0,1] sagkalim siirelerinin marjinal dagilimlarini géstermek tizere, C ve

C arasindaki iliski asagidaki sekildedir:

C(u,v)=u+v-1+C(1-u,1-v) (4.19)

4.3.1.1 Archimedean Kopula ve Paylasiimis Kirilganlhk

Kopula modelleri ve kirllganlik modelleri arasindaki iliskiyi géstermek icin Archimedean

sagkalim kopulasi kullanilir. u=S,(.) ve v=S,(.) olmak lzere C  asagidaki sekilde

tanimlanirsa Archimedean kopula adini almaktadir;
C,(uv)=p(p*u)+p*V)) (4.20)

p(.) konveks fonksiyonuna C kopulasinin ureticisi denir ve o ile parametrize edilerek
bagimlihgin yapisi tanimlanir. Uretici, negatif olmayan ve p(0)=1, p(2)=0 kosullarini
saglayan [0,00) (izerinde tanimli artmayan bir fonksiyondur. p~() ise (retici
fonksiyonun tersini gosterir [50]. p(.) Uretici fonksiyonu g(z) kirilganlik dagiliminin

Laplace donlisimu olarak tanimlanirsa, Cp kopulasi paylasilmis kirllganhk modeline

indirgenir [51]. Bu gercek su sekilde aciklanir:

e  Paylasilmis kirilganhik modelinde kullanilan klasik yontem g6z 6niine alinsin. T, ve
T, 'nin bagimsizhgi kosulunda Esitlik (3.28)’de verilen Laplace donustimu, S,(T,) ve

S, (T,) icin ayri ayri tamimlanabilinir’;

Si(t) = L{Au (L)} Ve S, (t,) = L{Ay(t,)} (4.21)

! Gosterim kolayligi adina gozlenen agiklayici degiskenlerin etkisini ihmal edilmistir.
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Boylelikle kosulsuz birikimli marjinal hazard fonksiyonlari Laplace donlsimiyle

ifade edilebilinir;
A01(t1)251{51(t1)} Verz(tz):Cl{Sz(tz)} (4.22)

e Z kirilganhg altinda iki degiskenli kosulsuz sagkalim fonksiyonu;

S(t,) =] 8,6\ 25,(t,\ D9 @)z

O =y 8

exp(~2(A g (1) + A (1)) )a ()0l 4.23)
=L {A01(t1) +Aq, (tz)}

olarak bulunur. (4.22)'deki iliski, (4.23)’'de vyerine yazilirsa, klasik yontemle
asagidaki gibi elde edilen iki degiskenli kosulsuz sagkalim fonksiyonunun

Archimedean sagkalim kopulasi ile benzer formda oldugu sonucuna ulasilir.

S(t,t,) = L{LM{S,(t)} + L {S,(t,)}} (4.24)

4.3.1.2 Clayton-Oakes Kopula ve Paylasilmis Gamma Kinilganhk

Clayton-Oakes kopulasi [5], [17], Archimedean sagkalim kopulasi ailesindendir ve bazi
kaynaklarda Clayton sagkalim kopulasi olarak da adlandirilir. Archimedean kopulasinda
kirilganlk degiskeninin dagilimiyla ilgili temel bir varsayim yokken, Clayton-Oakes [5]

gamma dagihmini kullanarak sagkalim kopulasini tanimlamigtir. u=S,(.) ve v=S,(.)

olmak lizere sagkalim kopulasi;
C, (u,v) =(u‘(’ +v? —1)71/9 (4.25)

seklinde tanimlanir. 6 parametresi marjinal sagkalim fonksiyonlari arasindaki
bagimhligi 6lcer. & — 0 iken marjinal sagkalim fonksiyonlarinin bagimsizhgi ve 8 — o
iken marjinal sagkalim fonksiyonlarinin tam bagimhligindan s6z edilebilir. Clayton-
Oakes kopulasi ile tanimlanan kosulsuz sagkalim fonksiyonunun, klasik paylasiimis

gamma kirilganhk modeliyle bulunanla ayni oldugu gercegi su sekilde agiklanir [20]:

o Z~Gamma(1/6,1/6) igin Esitlik (4.5) ile verilen kosulsuz sagkalim fonksiyonu T,

ve T, ’nin bagimsizligi kosulunda asagidaki bigimde de yazilabilir;
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S() =[1+0{Ay () + Ay (ty)} ] (4.26)

e  Kosulsuz marjinal sagkalim fonksiyonlari benzer sekilde tanimlanabilir:

Si(t) =[1+ 0, ()] ve S, (L) = [1+ OA, ()] (4.27)
(4.27)'deki esitliklerden asagidaki ifadeler elde edilir:

e (4.28)'deki ifadeler (4.26)'de yerine yazilirsa;
S(t) =[1+{S,(t) " -1} +{S,(t,) -1} | =[ S,(t) " +S,(t,) * 1] (4.29)

elde edilir. Bu ifadenin Esitlik (4.16) ile verilen kosulsuz sagkalim fonksiyonunun

n, = 2 igin 6zel bir hali oldugu gérilmektedir. Ayrica ifade, Clayton-Oakes kopulasi

ile ayni formdadir

4.4 Olabilirlik Fonksiyonu

Cok degiskenli gamma kirilganlik modellerinde kosullu olabilirlik fonksiyonu, kosullu
hazard ve sagkalim fonksiyonlari yardimiyla bulunur. Sagkalim sirelerine ait dagilim

yapisinin bilindigi ve ¥ 'nin bu dagilima ait bilinmeyen parametre vektorini gosterdigi
varsayllsin. i-nci kimenin kosullu olabilirlik fonksiyonu j=1,2,...,n. olmak tzere
asagidaki sekilde yazilabilir:

L, 8V 2, X) = [ TNty V20 X)W S (bt V2 X))

j-1

i (4.30)

~TT[2hw)em(5'x,)] exp(-2,w)exp(p'X,)

Olabilirlik fonksiyonunda temel hazardin parametreleri v, regresyon parametreleri
ve kiimeye ait kirilganlik degiskeni z, bilinmeyendir. i-nci kiime igin kosulsuz olabilirlik

fonksiyonu, kosullu olabilirligin  kirilganhik terimi Uzerinden integrali alinarak
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bulunabilir. Z ~Gamma(l/6,1/6) oldugu varsayimi altinda marjinal kosulsuz

olabilirlik fonksiyonu D, = Zé‘u olmak lzere asagidaki sekildedir:
j=1

LW.0.0) = [ L. A\2, X)9(2)d (2

(B, +1/0)ﬁ(ho(tij;'//) exp(ﬂlxij))ﬁij (4.31)

n 1/6+D,
6"°T'(1/6) £1/9+ZA0 (t;;v)exp(8’ Xi,-)]
j=1

Calisma gurubundaki tim kimeler géz oniline alinacak olunursa kosullu olabilirlik

fonksiyonu i=1,2,...,N; j=12,...,n igin

T O] [ty
Lw.0,8) =11 = , (4.32)
S OT (U O) (L 0+ Hy(tyw)e” )

=1

seklinde yazilir. Olabilirlik fonksiyonunun logaritmasi kullanilarak v, 6 ve /S
bilinmeyen parametreleri i¢cin ECO tahminleri bulunabilir. Ayrica tahminlerin varyans-
kovaryans matrisi, log-olabilirlik fonksiyonunun kismi tirevleri yardimiyla elde
edilebilir. Parametre vektori 7= (y,6, [) ile gosterilirse Hessian matrisi H(77) olmak

Uzere gozlenen bilgi matrisi 1(7)=—-H(77) seklinde hesaplanir. Parametrelerin

varyanslari ise gozlenen bilgi matrisinin tersi alindiginda elde edilen matrisin diyagonal
elemanlanidir. Cok degiskenli gamma kirilganlik modeli i¢in log-olabilirlik fonksiyonu

asagida verilmistir:

log L(77)=1log(L(»))

:i[Di log(0)—logI"(1/0)+logI"(1/6+D, )+ 5,1 (loghy (t;:w)+ B X;)

(1/0+D)Iog[1+492A (t;; y/)exp A x J]

(4.33)
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BOLUM 5

PAYLASILMIS KIRILGANLIK MODELLERINDE TAHMIN YONTEMLERI

Paylasiimis kirilganlik modellerinde kullanilan tahmin yontemleri temel hazardin
dagihm bilgisine gore farklilasmaktadir. Eger temel hazard fonksiyonunun sekli ile ilgili
¢ok az bilgi var ve 6rneklem sayisi yeterince blyikse yari-parametrik yéntemler tercih
edilir. Bu yontemlerin en biylik avantaji uygulamada fazla varsayim gerektirmemesidir.
Ancak temel hazardin dagilim yapisi biliniyor ise parametrik tahmin yontemlerini

kullanmak daha glvenilir sonuglar Gretmektedir.
5.1 Yari-Parametrik Yaklasimlar

5.1.1 EM Yaklasimi

EM algoritmasi, eksik veri varliginda parametrelerin maksimum olasilik tahminlerini
yapmak icin kullanilan tekrarli bir algoritmadir [52]. Paylasilmis kirilganlik modelleri igin
algoritmanin E-adiminda kosullu kirilganhklarin beklenen degerleri ve mevcut
parametre tahminleri elde edilir. E-adiminda tahmin edilen parametreler, M-adiminda
gercek bilgi olarak alinir ve model parametreleri verilen beklenen degerlere gore
olabilirlik fonksiyonunun maksimizasyonu ile elde edilir. E ve M adimlari 6énceden

belirlenen bir yakinsama kriteri saglayincaya dek tekrarlanir.

Kirllganhk dagilimi olarak gamma segilirse E-adiminda hesaplanmasi gereken kosullu
beklenen kirilganlk kapali formda ifade edilebilecek (Esitlik 4.14) ve matematiksel
islemler kolaylasacaktir. Kirilganhk teriminin sagkalim siireleri gibi gozlendigi

varsayilirsa i=1,..,N ve j=1..,n olmak lzere (t;,9;,7) Uglustinin kosullu tam

olabilirlik fonksiyonu (full likelihood)
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N n;

L@.p\z) =TI 11 (.8 .2:5.0)

= (5.1)

N

=TTILf (4.6, 2 B)[ T F (2:0)

i=1 j=1 i=1

>

seklinde tanimlanabilir. Logaritmasi alinmis tam olabilirlik fonksiyonunun ilk kismi

log L, (#\z) ve ikinci kismi log L,(0\z,)

N N

Iong ﬂ\Z :Z [5.] Iog(ziho(tij)eXp(ﬁ'Xij))_ZiAo(tij)eXp(ﬂ|Xij):|

j=

N 7/ exp(-z16)
logL,(0\z)=> I
og 2( ZI) Z Og( F(l/g) 91/9

i=1

(5.2)

seklindedir. Dikkat edilirse log L, (£ \z;), bir 6nceki bolumde Esitlik (4.30) ile verilen i -

nci kiime icin tanimlanan olabilirlik fonksiyonunun tim kiimeler igin genellestiriimis ve

logaritmasi alinmis halidir. Kirilganlik degerleri biliniyor olsaydi  parametreleri direkt
tahmin edilebilirdi. Ancak z,’ler goézlenemeyen etki olduklarindan 6tiirG tahmin
degerlerinin bulunmasi (E-adiminda) ve bu tahminler kullanilarak S parametrelerinin

tahmininde kullanilmasi (M-adiminda) gerekmektedir. Paylasiimis gamma kirilganlik
modeli i¢in parametre tahmininde kullanilan EM algoritmasinin E ve M adimi asagida

verilmistir [20], [35].
M Adimi

Tezin 2. Kisminda verilen ve Cox OH modelinde kullanilan kismi olabilirlik fonksiyonu

(bkz: Esitlik 2.42) , kirilganlik terimi gbz 6nine alinirsa

N

log Ly, (B\z,) ZZ {Iog(zi)Jr,B'XU—log( > zqexp(ﬂ'xqw)ﬂ (5.3)

i=1 j=1 qweR(t;)

olarak revize edilebilir. R(tij) ilgilenilen olayr yasamamis ve sagkalim siresi
sansirlenmemis birimlerin ait oldugu risk kimesini gostermektedir (tqw_”)
Algoritmanin  k -ninci adiminda hesaplanan z;, ve 109(z)’nin kosullu beklenen

degerleri sirasiyla E®(z) ve E™(logz) olarak gésterilsin. Hesaplanan kosullu
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beklenen degerler (5.3)'de yerine yazilir ve olusturulan fonksiyonda sabit deger olarak

alindigi icin yeni log-kismi olabilirlik fonksiyonu artik kosulsuzdur.

log L(ﬂ)kmml:iia‘u E(")(Iogzi)+ﬂ'xij—log£ > E(k’(zq)exp(,b"XqW)H(SA)

i=L j=1 aweR(t;)

(5.4)'in maksimize edilmesiyle S parametrelerinin tahminleri elde edilir. 8* icin yeni
tahmin degeri, z; yerine E%(z) kullanilarak logL,(6\z) fonksiyonunun maksimize

edilmesiyle bulunur.
E-Adimi

I -nci kiime i¢in algoritmanin k +1-inci adiminda tahmin edilen kirilganhk asagidaki gibi
yazilabilir (bkz: Esitlik 4.14)
1+6“D,

1+09Y A (t,) exp(BY X, )
=1

]

E(k+l) (Z) —

(5.5)

Temel hazardin dagilim yapisi ile ilgili herhangi bir varsayim yapilmadigi igin esitlikte

verilen A,(.) birikimli hazard fonksiyonu parametrik olmayan yontemlere basvurularak

tahmin edilir. m adet birime ait siralanmis bozulma zamanlari t,, <...<t, . olmak lGzere

O] (m)

t., aninda bozulan birimlerin sayisi D,,, ile gosterilirse birikimli hazard fonksiyonunun

() M

Nelsen-Aalen tahmin edicisi asagidaki gibidir.
D
AOI(k) = (k) N | (56)
Y. EY¥(z)exp(8'X,)

aweR(t))

EM algoritmasi ile elde edilen parametre tahminlerinin standart hatalari tam olabilirlik
fonksiyonunun kismi tirevleri yardimiyla elde edilir. Gozlenen bilgi matrisini tersi,

tahmin edilen varyans-kovaryans matrisidir.

5.1.2 Cezalandirilmig Kismi Olabilirlik Yaklagimi

Kirllganhk dagilimi gamma olarak secildigi takdirde bu yontem ile bulunan parametre

tahminleri, EM algoritmasiyla bulunan tahminlerin aynisidir [28]. G&sterim karisikligina
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yol agmamak adina w, =logz, olmak Uzere rasgele bir etki degiskeni tanimlansin.

Ayrica yalnizca bu kisim icin @’nin kirilgan degiskeninin degil rasgele etki degiskeninin
varyansi olarak tanimlandigr unutulmamalidir. Bu yaklasimda (5.1) ile verilen tam
olabilirlik fonksiyonunun ikinci kismi ceza (penalty) terimi olarak disindlir. Eger
rasgele etkinin gercek degeri beklenen degerinden oldukca uzaksa ceza terimi oldukga

blyilk olur ve bu durum tam log-olabilirlik fonksiyonuna negatif katki saglar. Kismi

olabilirlik fonksiyonunda W=(W1,...,Wn) rasgele etki gbz dnine alinirsa cezalandiriimis

kismi olabilirlik (CKO) fonksiyonu asagidaki sekilde tanimlanir [20]:

LCkO (ﬂ’ Q\W) = Llerni (ﬂ\w) - Lceza (H\W) (57)
Logaritmasi alinmis CKO fonksiyonunun kismi olabilirlik fonksiyonu ve ceza fonksiyonu

N n

log Lkm,(ﬂ\w)—ZZf%f[(wz+ﬂ'><z,<)—log( > exp(wi+ﬂ'xq‘1,)]]
(5.8)

i=1 j=1 aweR(t;)

N

109 L (0\) === 3w, ~exp(w)

i=1
seklindedir. Log-CKO fonksiyonunun maksimizasyonunda igsel ve digsal dongiiler (inner
and outer loop) kullanilir. icsel déngiide, gecici bir @ degeri kullanilarak

log Lcko(,B,G\W) fonksiyonunun maksimizasyonuyla £ ve w’larin en iyi dogrusal

yansiz tahmincileri elde edilir. Digsal dénglde ise B ve W yardimiyla @’nin kisitl en
cok olabilirlik tahmincisi elde edilir. Yontemin en 6nemli dezavantaji & tahmincisine ait
standart hatanin gozlenen bilgi matrisinden elde edilememesidir. Bunun igin

cogunlukla bootstrap 6rnekleme metodu kullantlir.

5.2 Parametrik Yaklasimlar

Kirllganlik modellerinde temel hazardin dagilm yapisina ait bilgi varsa model
parametrelerine ait ECO tahminleri log-olabilirlik fonksiyonunun maksimize edilmesiyle
bulunur. Kirilganhk dagiliminin gamma oldugu varsayimi altinda olabilirlik ve log-

olabilirlik fonksiyonlari sirasiyla esitlik (4.32) ve (4.33) ile verilmisti.

Sagkalim surelerinin dagilim yapisinin dogru belirlenmesi ve dolayisiyla temel hazardin

seklinin dogru secilmesi parametre tahminlerinin yansiz ve etkin olmasi acgisindan
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oldukga ©nemlidir. Kirilganlik modellerinde temel hazard igcin en sik kullanilan
dagihmlar Ustel, Weibull ve Gompertz'dir ([19], [21], [53], [54], [55], [56], [57]). Bu
kissmda klasik ECO tahmin yontemini kullanarak parametre tahminlerinin nasil

yapildigina dair bir 6rnek verilmistir.

Sagkalim sirelerinin  Weibull dagildigi ve temel hazard fonksiyonunun sekil

parametresinin (p>0) aldig1 degerlere gore sabit, azalan veya artan olabildigi
varsayllsin. Weibull dagilimina ait temel hazard fonksiyonu ve temel birikimli hazard

fonksiyonu

h,(t) = Apt"™* ve A,(t) = AtP (5.9)
seklindedir (t,4,p>0). O halde w =(4,p) olmak lizere Weibull temel hazardl
paylasiimis gamma kirilganlik modelinin log-olabilirlik fonksiyonu

logL(4, p.6, )= 3[D, log(8)~logT"(1/ 6) + logT(1/ 6+ D,

i=1

+Zi;5ij(|ogzpt”“+ﬂ'x”) (5.10)
<

~(1/6+D,)log (1+ eiztijp exp(B'X; )J]

j
olarak revize edilebilir. Model parametrelerine ait ECO tahmincileri (i, ﬁ,é,ﬁ) ,
yukarida verilen fonksiyonun kismi tlirevleri yardimiyla bulunur. Buna gére her bir
parametreye gore fonksiyonun birinci kismi tirevleri alinir, sifira esitlenir ve tahmin
edilecek model parametre sayisi kadar elde edilen denklem sistemleri ¢ozilir.
n=(4,p,0, B) olmak tizere fonksiyonun Weibull dagihminin 6lgek parametresi 1’ya

gore ilk kismi tiirevi

_1— . N P B'Xj
SlogLiy) & (-1 eD,)Zl:t,Je |
T X i = (5.11)
i= I B Xjj

' 1+¢921:iti}’e

j

~ (O

seklindedir. Benzer bigcimde sekil parametresi p’ye gore fonksiyonun birinci kismi

tlrevi
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_1-0D)S A" loat.
ologL(n) _< e ,)Z,u”e oo
=3 = +>.8;,(p™ +logt;) (5.12)
%P =1 1+92/1tp e/ =

j=

iken, kirilganlik varyansi @’ya goére kismi tirev alindiginda asagidaki esitlik

bulunmaktadir:

07 —D)S e’ log| 1403 e’
alogL(n) i( '),-Z:‘ " g[ ; ‘ D, T'(1/0)
TP & "0 T er(1/e)
T 1eay ape™
=1
(5.13)

Son olarak log-olabilirlik fonksiyonunun regresyon parametresi f’ya gore alinan birinci

kismi tlirevi
dlogL(p) < (-1- ‘9D)ZW Xy,
ogL(n ] '
Y ZZ‘ j - Z@jxij (5.14)
- 1+92/1tp ” =

i=

olmaktadir. Temel hazard fonksiyonunun sekli ne olursa olsun paylasiimis gamma
kirilganlik modeline ait olabilirlik fonksiyonu dogrusal olmayan bir fonksiyondur ve
max log L(77) probleminin ¢ozimiinde farkh sayisal yontemler mevcuttur. Parametre
kestirimlerinde kullanilan sayisal ydntemler iki grupta incelenebilir. Birincisi en hizli inis,
Newton-Raphson, quasi-Newton ve eslenik gradyan (conjugate gradient) gibi tlireve
dayali algoritmalarin kullanildigi yontemdir. Tirevden bagimsiz yontemler ise 6zellikle
tireve dayali yontemlerin sinirhliklarindan dolayr kullanilan sezgisel (heuristic)

yontemlerdir.

5.2.1 Tiireve Dayali Yontemler

n boyutlu bir dogrusal olmayan denklem sisteminde (n bilinmeyenli n adet denklem

sistemi), f(Xx) fonksiyonunun her bir parametreye gore kismi tiirevi, fonksiyonun

gradyani olarak adlandinlir ve Vf(X) olarak gosterilir.
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vf(x)-=§_f,ﬂmi
X, OX,  OX

n

Gradyan vektori en hizli tirmanis yonini gostermektedir. Bu vektorin negatifi ise en
hizli inis yoniini vermektedir. Eger problem fonksiyonun maksimizasyonu ise gradyan,

minimizasyonu ise negatif gradyan vektoru kullanilir.

5.2.1.1 En Hizli inis

Gradyan yontemlerden en eski ve basit olan yontemdir. k=1-inci iterasyonda

baslangi¢ noktasi X, olmak Gzere asagidaki sureg tekrarlanir [58]:

Adm 1 Eger Vf(x,)=0 ise X, minimum noktadir. Degilse, f(x—1Vf(x,))

fonksiyonunun minimum degeri I, =Vf (X,) boyunca optimal adim biyukltgidiir.

Adim2 x_, =X —1. Vf(x ) ve k =k +1 olarak yenilenir ve birinci adim tekrarlanir,

5.2.1.2 Eslenik Gradyan

Bazi kaynaklarda Fletcher-Reeves yontemi olarak gecer [59]. Bu ydontemde bir X
baslangi¢ noktasi segilir ve S, =—Vf(x,) hesaplanir. k =1 olarak segilerek asagidaki
adimlara gegilir [58]:

Adim 1 f(x +1,S,) fonksiyonunun minimum degeri I., S, boyunca optimal adim
bayuklugudar. x _, =x +1.S, hesaplanir ve Vf(x,,,)=0 ise X,,, minimum noktadir.
k =n ise 3. Adima degilse 2. Adima gegilir.

Adim 2 Asagidaki ifade hesaplanir. k =k +1 olarak yenilenir ve 1. Adim tekrarlanir.

VE (%)
S, ., =-Vf(x +— " S 5.15
k+1 ( k+1) |Vf (Xk)|2 k ( )

Adm 3 f(x,—IVf(x,)) fonksiyonunun minimum degeri |" bulunur ve

x =X, —I"Vf(x ) olarak yenilenerek Adim 1 tekrarlanir.
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5.2.1.3 Newton-Raphson

a bir sayi, b elemanlari sabitler olan bir vektér ve B pozitif tanimli bir matris olmak

Uzere kuadratik bir fonksiyon asagidaki sekilde tanimlanir [60]:
1 1 1
f(x)=a+x b+§x Bx (5.16)

Verilen quadratik fonksiyonun minimum noktasi X =-B™'b’dir. Fonksiyonun X,

etrafindaki ikinci dereceden Taylor agilimi
1
h(x)=f(%)+(x=x,)"(Vf (xo))+5(x—x0)'(vzf(xo))(x—xo) (5.17)

olarak tanimlanir. Burada H(x,) =V?f(x,) fonksiyonun ikici tiirevinin nxn boyutlu
Hessian matrisidir. Dogal olarak f (X)’i kiigiikleyen nokta h(x)’i de kiigiiklemektedir.

Bdylece bu nokta
X =% —H (x)Vf (%)) (5.18)

olarak bulunur. I, adim uzunlugu olmak tzere x,, =x —I,H™"(x )Vf(x,) olarak ifade

edilir. Bu yontemin en bliylk dezavantaji tahmin edilecek parametre sayisinin fazla

olmasi durumunda Hessian matrisinin tersinin olduk¢a zor bulunmasidir.

5.2.1.4 Quasi-Newton

Newton-Raphson yontemindeki Hessian matrisinin tanimli olmamasi dezavantajina
karsin bu yontem simetrik pozitif tanimli yaklasik Hessian matrisi kullanir. Newton-

Raphson yénteminde arama ydénid —H™(x,)Vf(x) iken, bu ydntemde Hessian
matrisinin yerine birim matrisin negatifi kullanilir ve arama yoni —(—Ian (Xk)) olarak

secilir.

5.2.2 Tiirevden Bagimsiz Yontemler

Parametrelerin ECO tahminlerinin bulunmasinda log-olabilirlik fonksiyonunun
parametrelere gore kismi tiirevleri alinip elde edilen denklem sistemlerinin ¢c6zimiinde

yaygin olarak kullanilan Newton ve benzeri algoritmalarin bazi dezavantajlari vardir.
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e Bu algoritmalar lokal (yerel) optimizasyon yontemleridir. Eger ¢6zim uzayinda
birden fazla lokal optimum mevcutsa global ¢6ziime ulasmak oldukca zordur. Bu
tip yontemler tek bir baslangi¢c noktasiyla adim adim ¢6ziime ulasir ve eger lokal
optimuma ulasirsa aramayi sonlandirir. Yani lokal optimumda cakili kalir. Bu
sebeple baslangic noktasinin dikkatli verilmesi gerekmektedir. Ancak parametrenin
gercek degeri etrafinda verilecek bir baslangi¢c noktasinda global ¢6ziime ulasabilir.
Pratikte parametrenin gergek degeri bilinmediginden uygun baslangi¢ noktasini
atamak oldukca zordur. Ozellikle tahmin edilecek parametre sayisinin fazla olmasi

bu durumu daha da zorlagtirmaktadir.

e Elde edilen ¢6ziimiin global ¢6zliim olup olmadigini test edecek bir yontem yoktur.
Bu sebeple arastirmaci ¢6ziminiin lokal ya da global olup olmadigindan emin

olamayacaktir.

e Amag fonksiyonunun zorlugu, ¢6zim uzayinin c¢ok buylk ve karmasik olmasi
tlreve dayali yontemlerin kullanilabilirligini kisitlamaktadir. Ayrica bu gibi ylksek
boyutlu problemlerin ¢oziimiinde (eger ¢6zim mevcutsa) maksimuma veya

minumuma ulagmak uzun zaman almaktadir.

e Sagkalim surelerinin yiksek sanslir icermesi veya orneklem sayisinin az olmasi

durumunda bu tip yontemler yanli tahminler Gretmektedir.

Tlreve dayali yontemlerin sayilan dezavantajlarina karsi glinimizde sik¢a kullaniimaya
baslanan sezgisel algoritmalar kisa siirede, karmasik dogrusal/dogrusal olmayan
problemlere kolayca entegre edilebilen ve globale yakin sonuglar treten tekniklerdir.
Bu yontemlerden biri olan Pargacik Sirl Optimizasyonu popilasyon tabanli, stri

zekasina dayali bir yontemdir ve uygulama alanlari gittikce cogalmaktadir.

5.2.2.1 Pargacik Siirii Optimizasyonu

Bu algoritmanin temelleri ilk olarak kus strilerine benzer parcaciklarin modellendigi
Reynolds’un [61] c¢alismasiyla atilmistir. Sonrasinda yontem, Kennedy ve Eberhart

tarafindan [30] gelistirilerek bir optimizasyon teknigi olarak kullanilmaya baslanmistir.
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Yontem, kus ve balik strdlerinin sosyal davranislarini, 6zellikle de bilgi paylagimini taklit
ederek popilasyon tabanli ¢éziimler sunmaktadir. Tlreve dayah algoritmalara kiyasla

avantajlari su sekilde siralanabilir:
e Karmasik turev islemleri ile ugrasilmaz.

e  Fonksiyonun ¢ok biylk ve kompleks olmasi halinde bile kolayca uygulanir. Hizli ve

tutarli sonuglar verir.

e Baglangic noktasina karsi hassas degildir. Yontem, modelde tahmin edilecek
parametre sayisi kag¢ olursa olsun kendi parametrelerini kullanir (pargacik sayisi,

baslangi¢c parametresi, 6grenme faktorleri ve hiz vektori)

e  (Cok boyutlu ¢6ziim uzayinda arama, tek bir baslangi¢ noktasiyla degil, birden fazla
aday ¢oziimle yapilir. Boylelikle lokal optimumda cakili kalma neredeyse engellenir

[62].

e  Gorsel olarak algilanamayan 4 veya daha fazla boyuttaki problemlerin ¢6zimu igin

oldukga uygun bir yontemdir.

GOzim uzayindaki arama kus surilerinin yemek bulma davraniglariyla benzerdir. Kus
surisu icindeki kuslar parcacik (particle) olarak adlandirilir ve her bir parcacik birer
aday ¢ozimdir. Ayni zamanda her bir parcacigin kendine ait hiz vektori (velocity
vector) vardir ve bu vektdr her adimda bir dnceki adimin bilgilerine gére glncellenir.
Bir parcacigin daha iyi ¢6ziime gitmek icin pozisyonunu giincellemesi iki bilgi g6z 6niine
alinarak yapilir. ilki, parcacigin her adimdaki en iyi ¢cdziimiini hafizada tutarak elde

ettigi bilgidir (personal best- P.__.). Digeri ise parcacigin komsulari, yani diger

best
parcaciklarin  en iyi ¢6zimini  hafizada tutarak elde ettigi  bilgidir
(global/neigbourhoods best- Gbest). Kendisinin ve surtsuniin en iyi degerleri ile
pozisyonunu glincelleyen pargaciklar icin en iyi ¢6ziim, asagidaki PSO adimlar ile

belirlenir:

Adim 1 d- boyutlu bir arama uzayinda her bir pargacik igin stokastik olarak bir

pozisyon ve hiz  Uretilir ve sirasiyla I5m ={Pnirees Poreeor Pnat Ve

Vi ={Vi1s-s Vinko s Vgt vektorlerinde saklamir. m=1,...,ps ve k=1,..,d i¢in p_,

m
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m-inci parcacigin K-inci pozisyonunu gostermektedir. ps ise sirudeki toplam

parcacik sayisidir.

Adim 2 I5bestm m-inci pargacigin en iyi pozisyonunu gosteren vektor olsun. Gbest ise
tim parcaciklar arasinda en iyi amacg fonksiyonu degerini Ureten parcacik olarak
gosterilsin. Amag fonksiyonunun degerlerine gore I5bestm and Gbest degerleri sirasiyla

asagidaki gibi hesaplanir.

Pbest,, ={pX, ..., Py sves Py (5.19)
Ghest ={p&™,..., p&*, ..., pX5} (5.20)

Adim 3 Asagida verilen formillere gore parc¢aciklarin hizlari ve kendileri yenilenir.

new best ghest

Vm,k = a)vm,k +C1¢1(pm,k - pm,k)+C2¢2(pg,k - pm,k) (521)

Pk = P+ Vink (5.22)

Burada c; ve C, pozitif 6grenme faktoérleri, @ baslangi¢ parametresi ve ¢, ve ¢, [0,1]
araliginda tekduize dagilimli rasgele degiskenlerdir. Genel olarak (c,,c,) ikilisinin degeri

2 olarak alinir ve @ = 0.5+ rand/2 olarak her bir iterasyonda degisir [63].

Adim 4 Durdurma kriteri saglanincaya dek Adim 2 ve Adim 3 tekrar edilir. Kriter

saglandiginda ise Gbest saklanir ve bu vektor optimal ¢oziimleri icermektedir.

5.2.2.2 Paylasilmis Gamma Kirilganlik Modeli i¢in Onerilen Bir Yaklagim

Paylasiimis gamma kirilganhk modeli parametrelerinin tahminde PSO ile ECO
tahminlerinin elde edilebilmesi icin 6ncelikle amag¢ fonksiyonunun tanimlanmasi
gerekmektedir. Esitlik (4.32) ile verilen olabilirlik fonksiyonu, 6nerilen yéntem igin
amac fonksiyonu olarak secilmistir. Buna gére PSO ile ECO tahmininde siiride bulunan

herhangi bir pargacigin tasarlanmis pozisyonlari Sekil (5.1) de verilmistir.

ﬂl ﬂz l//l l/lz 0

Sekil 5. 1 Strldeki bir parcacigin pozisyonlari
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ﬁn ={Py1r-1 Pogre-r P}, M-inci pargacigi gdsteren bir vektérdir ve gorildigi tzere
parcacigin her bir pozisyonu, ilgili bilinmeyen model parametresini gostermektedir. d -

boyutlu bir arama uzayinin m-inci pargaciginda:

e k=12,..d, igin P« Pozisyonlarinda regresyon parametreleri,

e k=d +1d,+2,..,d igin p,, pozisyonlarinda ise temel hazardin parametreleri ve
kirilganlik parametresi bulunmaktadir.

NN, algoritmanin toplam iterasyon sayisini ve F(.) amag fonksiyonunun hesaplanmis

degerini gostermek Ulizere PSO ile ECO tahmini icin Onerilen algoritma asagida

verilmistir.

1 {Baslangic}
2for m=1to ps do
3 fork=1 tod do

4 Pu ~UU,., Uy)
5 Ve ~UU,, Uy
6 end for

7  Pbest =P

8 end for

9 {Déngii}

10 while //durdurma kriteri saglanmadiysa
11 for 1 to NN do
12 », ~U(@01, ¢,~U(0,1),c,=c,=2, ®=0.5+U(0,1)/2

13 Gbest=argmax F(P,)
Fim

14 for m=1to ps do

15 Vnew_ = aV. +(c,p, (Pbest —P ))+(c,p,(Gbest — P ))
16 end for

17 for m=1to ps do

18 for k =1 to d, do // d, isaret kisiti olmayan parametre sayisi
19 Pnew , = (P, +Vnew, ),

20 end for

21 fork=d, +1tod do

22 if (P, +Vnew_), >0 then Pnew_, = (P +Vnew, ),
23 else Pnew , =P,

24 end if

25 end for

26 end for

27 for m=1to ps do

28 if F(Pnew,_)> F(Pbest, ) then Pbest_ = Pnew,
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29 end if
30 P =Pnew,
31 end for

32 end for
33 end while

Onerilen yéntemde genetik algoritmada uygulanan mutasyon islemine benzer bir
yaklasim kullaniimistir. Genetik algoritmada mutasyon islemi, problemin ¢éziimlerinin
lokal optimuma diismesini engellemek icin kromozomlarda rasgele yapilan degisiklik
olarak tanimlanir. Yo6ntemde, mutasyon operatériine benzer bir yaklasim
kullanilmasinin temel amaci, bazi parametrelerin isaret kisitina sahip olmasidir.
Regresyon parametreleri £’larin ECO tahminlerinin negatif veya pozitif olmasina dair

herhangi bir kisit s6z konusu degildir, ancak temel hazardin dagilim parametrelerine ait

ECO tahmin edicileri 7 'nin (6rnegin Weibull dagilimindaki A ve p ) negatif olmamasi

gerekmektedir. Benzer sekilde kirilganlik varyansi tahmininde 0>0 olarak alinmasi
gereklidir. Bu sebeple Onerilen yontemde, parametre tahminlerine mutasyon
operatoriine benzer bir yaklasimla isaret kisiti getirilmis ve algoritmanin 21-inci ve 26-

nci satirlari arasinda gosterilmistir.

5.2.2.3 Onerilen Yontem igin Yakinsama Kriteri

Onerilen yéntemin algoritmasinda durdurma kriteri olarak &nceden belirlenmis bir
iterasyon sayisi veya bir onceki iterasyon degerleri kullanilarak hesaplanan yeterince
kiicik bir hata payr kullanilabilir. Prasad ve Souradeep [64], Gelman-Rubin (G-R)
istatistiginin PSO’da durdurma kriteri olarak kullanilabilir oldugunu gostermistir. G-R,
Monte Carlo Benzetim yonteminde sik¢a kullanilan ve yakinsamanin

degerlendirilmesinde varyans analizi ¢6zimlemesi yapan bir kriterdir. p , Monte

Carlo Benzetim Yontemindeki zincirler olarak alinirsa, G-R istatistigi PSO igin yeniden

revize edilebilir.

Bir pozisyon icin vyeterli yakinsama saglanip saglanmadiginin tespitinde NN
algoritmanin toplam iterasyon sayisini gostermek Gzere parcaciklar ici varyans (W) ve

parcaciklar arasi varyans (B) K -ninci pozisyon icin asagidaki formillere gore hesaplanir:
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W, =—Za (5.23)

PS mz1

NN
U —Pi) Ve Py =D P olarak tanimlanir.
=

. )
Formiilde Ok =

Zs(pmk (5.24)

k

psl

= 1& . L
Formilde p, = —Z P« Olarak tanimlanir. Boylelikle tahmin edilen varyans agagidaki

m=1

sekilde hesaplanir
=[(W, (NN —-1)) / NN]+[B, / NN] (5.25)

Tahmin edilen G-R istatistigi ise toplam iterasyon sayisinin yakinsama becerisini

gosterir ve

~

R, =V, /W, (5.26)

olarak hesaplanir. G-R istatistik degerinin 1’e yakin olmasi K -ninci pozisyon igin iyi bir

yakinsama saglandiginin ve iterasyon sayisinin yeterli oldugunun bir gostergesidir.

Modeldeki bilinmeyen parametre sayisi kadar R istatistigi hesaplanir.
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BOLUM 6

BENZETIM CALISMALARI

Bu bolimde onerilen yontemin tahmin performansi arastiriimistir. Asagida verilen veri
karakteristiklerine bagl olarak tahminlerin tiireve dayali yontem tahminlerine kiyasla

performansi raporlanmistir.

(1) Artan kime sayisina (N) bagh olarak tahminin performansi
(2) Kumelerde artan gézlem sayisina (n;) bagl olarak tahminin performansi
(3) Sagkalim siirelerinin artan sansir oranina (5,1) bagli olarak tahminin performansi

Yonteminin tahmin performansinin arastiriimasinda iki farkli benzetim c¢alismasi
strdurilmistir. ilk benzetim calismasinda ©nerilen ydéntem quasi-Newton ile,
ikincisinde ise eslenik gradyan yontemi ile karsilastiriimistir. Benzetim calismalari igin
farkli model yapilari ve temel hazard sekilleri kullaniimistir. Calisma igin gerekli olan

kodlar Wolfram Mathematica 7 programinda yazilmistir.
Benzetim Calismasi-1

ilk benzetim ¢alismasinda (ty by, ki, ) sagkalim srelerine ait kosullu dagiim

fonksiyonu
F(t;) =1-exp| =z, D" Ay (t;) exp(B X" + B,x? + Bx{¥) |. (6.1)
j=1

olarak olusturulmustur. Goraldigu Uzere paylasiimis gamma kirilganlik modeline 3
farkli gozlenebilen aciklayici degisken eklenmistir. Modelde temel hazardin Weibull

dagildigi varsayimi altinda Weibull parametreleri (w =A4,p)=(0.2,1.5) olarak
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alinmistir. Z, ortalamasi 1 ve varyansi 6=1.5 olan gamma dagilimh rasgele

degiskendir. Gozlenebilen agiklayici degiskenler x®, x? ve x®, Bernoulli

dagilimindan rasgele {retilmistir. Uretilen rasgele degiskenlere ait Bernoulli
dagiimlarinin basari olasiliklari sirasiyla X® icin p=0.1, x® igin p=0.5 ve x® igin
p=0.9 alinmistir. Ayrica regresyon parametrelerinin gercek degerleri f,=4,=4,=1
olarak segilmistir.

Gok degiskenli sagkalim verisinin Uretilmesinde sirasiyla asagida verilen yollar
izlenmistir [19]:

e Ortalamasi 1 varyansi & olan gamma dagilimli rasgele z,’ler Uretilir.

e i-inci kimede yer alan j-inci birim igin [0,1] araliginda tekdize dagilan u; ‘ler
uretilir. Ayrica 1-inci kimede yer alan j -inci birimin sanstirlenme siresi o olmak
tzere, ¢; ~exp(x) olarak uretilir. x, beklenen sansir oraninin saglanabilmesi

secilen Ustel dagilim parametresidir.
e i=1..,N ve j=1..n olmak Uzere birimlere ait gercek basarisizlik streleri t;
asagidaki sekilde tiretilir [65]:

Vp
o —log(y;)
Vo z2exp(BXY + B0 + BxY)

*

(6.2)

: J) olarak bulunur. Eger

e Birimlere ait gozlenen basarisizlik streleri ise t; = min(c.,t
t; <¢; ise 9; =1, degilse &; =0 olarak alinir.

Birinci benzetim tasarimi icin Onerilen yontemin adimlari ayrintili olarak asagida

verilmistir.

Adim 1 PSO parametreleri (@,c;,C,, ps) =(0.5+rand/2,2,2,30) olarak segilir. Strtdeki

30 pargaciktan herhangi bir parcacigin pozisyonlari Sekil (6.1)’de verilmistir.

B B, B A p o

Sekil 6. 1 Benzetim g¢alismasi-1 icin slirtideki bir parcacigin pozisyonlari
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Toplam iterasyon sayisi NN =1000 olarak alinir. d =6 -boyutlu arama uzayinda her bir

parcacigin pozisyonlarinin aldigi deger ve ilgili hizlari sirasiyla [0,3] ve [0,0.5]
araliginda tekdiize dagilimdan tiretilir.

Adim 2 Amag fonksiyonu, paylasilmig gamma kirilganlik modeli igin olusturulan kosullu
olabilirlik fonksiyonu olarak segilir. Her parcacik icin amag¢ fonksiyonunun degeri
hesaplanir. I?’bestm ve ébestdeéerleri hesaplanarak (5.21) ve (5.22)’de verilen

formillere gére her bir pargacigin hizlarinin ve pozisyonlarinin degerleri yenilenir.
Adim 3 Durdurma kriteri saglandiysa Adim 4’e gegilir. Aksi halde Adim 2’ye donulir.

Adim 4 Parametre tahminleri igin hesaplanan G-R istatistikleri yeterli yakinsama

sagliyorsa ébest, PSO ile ECO tahminlerinin optimal ¢éziimlerini igermektedirl. Quasi-
Newton ile ECO tahminlerinin bulunmasi igin baslangig siiriisiinden rasgele bir pargacik

secilir ve parametre vektorinin baslangic degerleri olarak atanir
Benzetim Galismasi- 2

ikinci benzetim ¢alismasinda (ty by, b, ) sagkalim sirelerine ait kosullu dagilim

fonksiyonu
F (tij )=1-exp| -z Z A (tij ) exp(ﬂlxi(jl) + ﬁzxi(jZ)) (6.3)
i=1

olarak olusturulmustur. Bu defa modele 2 farkli gozlenebilen agiklayici degisken
eklenmistir.  Temel hazardin dagilimi  icin segilen Weibull parametreleri
(w=4,p)=(0.51) olarak alinmistir. Gamma kirilganhk degiskeninin varyansi 6=1
olarak secilmistir. Gozlenebilen agiklayici degiskenler x? ve x®@, p=0.5 basan
olasiligina sahip sirasiyla 2 ve 3 deneme sayisiyla Binom dagilimindan rasgele
uretilmistir. Ayrica regresyon parametrelerinin gergek degerleri f,=£,=0.5 olarak

alinmistir.  Cok degiskenli sagkalim verisinin (retilmesinde, birinci benzetim

calismasinda verilen adimlar uygulanmustir (Esitlik 6.2’de S, =0 olarak alinmistir)

ikinci benzetim tasarimi icin dnerilen yéntemin adimlari asagida verilmistir.

! Belirlenmis iterasyon sayisinin tiim tekrarlar igin yakinsamada yeterli oldugu gorilmastar.
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Adim 1 PSO parametreleri ve iterasyon sayisi birinci benzetim ¢aligmasiyla ayni
alinmistir. Strtdeki 30 parcaciktan herhangi bir pargacigin pozisyonlari Sekil (6.2)'de

verilmistir.

B B, yl p 0

Sekil 6. 2 Benzetim galismasi-2 igin strideki bir pargacigin pozisyonlari
Sekilden de gorildigu Uzere bu sefer arama uzayr d =5-boyutludur ve her bir
parcacigin pozisyonlarinin aldigi deger ve ilgili hizlari sirasiyla [0,3] ve [0,0.5]

araliginda tekdiize dagilimdan Uretilir.
Adim 2 Birinci benzetim tasarimindakiyle aynidir.
Adim 3 Birinci benzetim tasarimindakiyle aynidir.

Adim 4 Parametre tahminleri igin hesaplanan G-R istatistikleri yeterli yakinsama

sagliyorsa ébest, PSO ile ECO tahminlerinin optimal ¢oziimlerini igermektedir. Eslenik
gradyan ile ECO tahminlerinin bulunmasi igin baslangig surisiinden rasgele bir pargacik

secilir ve parametre vektoriniin baslangic degerleri olarak atanir.

Onerilen yéntem ve tiireve dayali ydntemlerin performanslarini kiyaslamak icin
benzetim c¢alismalarinda farkli kime sayilari (N =20,30,40), farkli gozlem sayilari
(n, =2,3,4) ve farkh sanstr oranlari (0 =%05,%20,%40) incelenmistir. Her bir
benzetim calismasi icin 27 farkli durum mevcuttur ve her bir durum icin benzetim 100
defa tekrarlanmistir (r=2100). Yéntemlerin performanslarinin kiyaslanmasinda
ortalama mutlak hata (omh), yan ve standart hata (sh) vektoérleri her bir durum igin
hesaplanmistir. Gergek parametre vektort 77 ile gosterilsin. 77 ise PSO veya tireve
dayali yontemlerden elde edilen ECO tahmincilerin vektori olsun. Birinci benzetim
calismasinda ﬁ:(ﬁl,,é’z,,é;,i, ﬁ,é) iken ikincisinde ﬁz(ﬂl,,ﬁz,ﬂz, f),é)'dir. 54 farkli
duruma ait sonugclarin raporlanma kolayligi acisindan parametreler icin ortalama omh

(omh), ortalama yan (yan) ve ortalama sh (sh) asagidaki gibi hesaplanmistir:
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100

TR

(1, -

OMH(A) = = ; (6.4)
d > (k)

o Z(\/(E(ﬁ)—n) )

yan(7) = *= ] (6.5)

burada E(7 1Zoo:m/100
d 100 ()

B Z(\/ > (- 77)]

sh(A) = — -~ (6.6)

d

Esitliklerde verilen 17,, r-inci tekrarda elde edilen tahminlerin vektorini

gostermektedir. Yukarida verilen karsilastirma kriterlerinin disinda, her bir durumdaki

her bir tekrar icin log-olabilirlik fonksiyonunun degeri hesaplanmis ve 100 tekrardan
sonra bu degerlerin ortalamasi bulunmustur (log-olab). Elde edilen sonuglar Cizelge

(6.1) ve (6.2)’de raporlanmistir.

Cizelge (6.1) ve (6.2)'den, tim durumlarda 6nerilen yontemin quasi-Newton ve eslenik
gradyan yéntemlerinden daha dislik omh ve ﬁ degerlerinin oldugu gorilmektedir.
Ayrica birinci benzetim c¢alismasinin 2 durumu hari¢ diger tim durumlarda yontem
daha dusuk sh degerlerine sahiptir. Onerilen yéntemde genellikle kiime sayisinin
artisiyla ﬁ, sh ve ﬁ degerlerinin diistigl ve bu disme egiliminin anlamli oldugu
gorilmektedir. Ancak benzer bir egilim tlreve dayal yontemlerde gézlenememektedir.
Ayni seviyedeki N ve J icin, tek bir durum hari¢ tim durumlarda, kiime icindeki
gozlem sayisinin artmasiyla birlikte om, sh ve ﬁ degerlerinin dlstugu
gozlenmektedir. Buna karsin bahsi gecen durumda (ikinci benzetim calismasi 17.
satirdaki durum) omh ve sh azalirken sadece ﬁ degeri sabit kalmistir. Ayrica

Onerilen yontem icin sanslr oraninin artmasi, parametre tahmincilerine ait
karsilastirma kriterlerinin degerleri lzerinde diger tireve dayali yontemlere kiyasla

daha az etki yaptig1 goriulmektedir.
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Cizelge 6. 1 Benzetim galismasi-1 igin elde edilen sonuglar

Yontemler
Durumlar
PSO Quasi-Newton

5 N | omh | sh | van | log-olab | omh | sh | yan | log-olab
%5 20 | 0.751 | 0.816 | 0.076 | -66.645 | 1.639 | 0.871 | 0.256 | -131.932
30 | 0.586 | 0.506 | 0.024 | -98.473 | 1.623 | 0.861 | 0.250 | -209.767

40 | 0.542 | 0.421 | 0.028 | -134.224 | 1.577 | 0.839 | 0.250 | -289.869

20 | 0.576 | 0.499 | 0.046 | -94.536 | 1.755 | 0.855 | 0.280 | -166.141

30 | 0.478 | 0.351 | 0.013 | -143.818 | 1.703 | 0.856 | 0.265 | -246.152

40 | 0.454 | 0.305 | 0.020 | -190.658 | 1.593 | 0.847 | 0.253 | -341.636

20 | 0.507 | 0.368 | 0.019 | -123.813 | 1.788 | 0.875 | 0.276 | -239.448

30 | 0.460 | 0.305 | 0.030 | -184.511 | 1.530 | 0.866 | 0.240 | -415.138

40 | 0.424 | 0.257 | 0.011 | -249.729 | 1.813 | 0.855 | 0.281 | -506.310

%20 20 | 0.844 | 0.964 | 0.080 | -50.705 | 1.865 | 0.881 | 0.304 | -131.768
30 | 0.631 | 0.599 | 0.054 | -76.061 | 1.631 | 0.878 | 0.250 | -206.824

40 | 0.561 | 0.485 | 0.024 | -101.141 | 1.764 | 0.828 | 0.275 | -206.835

20 | 0.572 | 0.537 | 0.024 | -73.551 | 1.681 | 0.878 | 0.257 | -149.540

30 | 0.530 | 0.432 | 0.025 | -112.645 | 1.637 | 0.860 | 0.257 | -226.845

40 | 0.498 | 0.354 | 0.017 | -149.404 | 1.737 | 0.875 | 0.276 | -284.043

20 | 0.552 | 0.461 | 0.024 | -95.459 | 1.673 | 0.849 | 0.268 | -167.023

30 | 0.501 | 0.351 | 0.036 | -140.327 | 1.538 | 0.848 | 0.244 | -265.062

40 | 0.444 | 0.278 | 0.011 | -193.216 | 1.675 | 0.873 | 0.263 | -439.114

%40 20 | 0.898 | 1.041 | 0.093 | -34.374 | 1.739 | 0.853 | 0.269 | -97.330
30 | 0.779 | 0.814 | 0.078 | -51.931 | 1.602 | 0.873 | 0.252 | -126.279

40 | 0.694 | 0.669 | 0.074 | -71.023 | 1.595 | 0.848 | 0.257 | -168.676

20 | 0.665 | 0.732 | 0.059 | -49.059 | 1.817 | 0.855 | 0.282 | -106.891

30 | 0.557 | 0.482 | 0.023 | -76.464 | 1.747 | 0.891 | 0.268 | -162.363

40 | 0.506 | 0.399 | 0.022 | -104.568 | 1.621 | 0.878 | 0.251 | -251.969

20 | 0.566 | 0.497 | 0.029 | -64.371 | 1.665 | 0.858 | 0.262 | -154.974

30 | 0.516 | 0.403 | 0.028 | -96.147 | 1.553 | 0.868 | 0.235 | -199.620

40 | 0.471 | 0.336 | 0.013 | -134.302 | 1.746 | 0.863 | 0.276 | -262.420
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Cizelge 6. 2 Benzetim galismasi-2 igin elde edilen sonuglar

Yontemler
Durumlar
PSO Eslenik Gradyan

5 N | omh | sh | yan | log-olab | omh | sh | yan | log-olab
%5 20 | 0.442 | 0.461 | 0.038 | -43.164 | 1.643 | 0.848 | 0.377 | -212.481
30 | 0.392 | 0.303 | 0.023 | -66.949 | 1.644 | 0.851 | 0.379 | -214.597

40 | 0.372 | 0.267 | 0.021 | -90.148 | 1.609 | 0.880 | 0.362 | -395.706

20 | 0.384 | 0.269 | 0.023 | -65.337 | 1.541 | 0.849 | 0.351 | -210.397

30 | 0.366 | 0.201 | 0.011 | -98.386 | 1.642 | 0.841 | 0.389 | -337.160

40 | 0.347 | 0.181 | 0.006 | -129.349 | 1.645 | 0.842 | 0.394 | -424.842

20 | 0.383 | 0.253 | 0.018 | -83.467 | 1.498 | 0.845 | 0.339 | -242.526

30 | 0.354 | 0.176 | 0.009 | -127.168 | 1.486 | 0.861 | 0.333 | -307.569

40 | 0.351 | 0.148 | 0.006 | -171.539 | 1.630 | 0.860 | 0.374 | -518.609

%20 20 | 0.466 | 0.541 | 0.040 | -31.532 | 1.657 | 0.837 | 0.396 | -133.936
30 | 0.394 | 0.320 | 0.038 | -46.877 | 1.714 | 0.881 | 0.400 | -180.451

40 | 0.375 | 0.251 | 0.017 | -62.962 | 1.578 | 0.830 | 0.362 | -234.702

20 | 0.396 | 0.322 | 0.024 | -42.867 | 1.735 | 0.861 | 0.406 | -211.654

30 | 0.364 | 0.242 | 0.018 | -67.121 | 1.689 | 0.891 | 0.396 | -245.108

40 | 0.371 | 0.215 | 0.014 | -89.857 | 1.565 | 0.843 | 0.357 | -275.511

20 | 0.391 | 0.285 | 0.019 | -54.476 | 1.723 | 0.851 | 0.414 | -173.668

30 | 0.364 | 0.206 | 0.018 | -85.803 | 1.721 | 0.874 | 0.404 | -287.870

40 | 0.357 | 0.178 | 0.009 | -117.091 | 1.693 | 0.858 | 0.402 | -370.715

%40 20 | 0.546 | 0.707 | 0.062 | -16.255 | 1.614 | 0.871 | 0.369 | -105.767
30 | 0.432 | 0.390 | 0.045 | -26.241 | 1.631 | 0.877 | 0.374 | -132.810

40 | 0.399 | 0.300 | 0.032 | -37.778 | 1.647 | 0.856 | 0.380 | -162.449

20 | 0.433 | 0.366 | 0.041 | -25.335 | 1.612 | 0.875 | 0.367 | -111.564

30 | 0.382 | 0.259 | 0.021 | -37.975 | 1.569 | 0.874 | 0.356 | -159.544

40 | 0.367 | 0.222 | 0.013 | -51.761 | 1.593 | 0.828 | 0.379 | -208.918

20 | 0.384 | 0.294 | 0.027 | -32.055 | 1.557 | 0.864 | 0.350 | -144.924

30 | 0.366 | 0.213 | 0.013 | -51.601 | 1.663 | 0.866 | 0.389 | -198.873

40 | 0.349 | 0.174 | 0.015 | -67.963 | 1.628 | 0.875 | 0.373 | -256.160

Onerilen yéntemin hemen hemen her durumda daha iyi log-olab degerlerine sahip

oldugu goriilmektedir. Her bir tekrardaki log-olabilirlik fonksiyonunun degisimi gorsel

olarak gostermek istenirse birinci ve ikinci benzetim galismasindan rasgele iki durum

ele alinsin. Sekil 6.3’de birinci benzetim calismasina ait (N, =4;N =40;0 = %20)

durumu igin, Sekil 6.4’de ise ikinci benzetim calismasina ait (n. =4;N =40;0 = %5)

durumu icin log-olabilirlik fonksiyonu degerlerinin degisimi verilmistir. Sekillerden de

gorllecegi Gzere Onerilen yontemin diger tlireve dayal yontemlere kiyasla her tekrarda
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daha yulksek log-olabilirlik degerleri almistir. Ayrica onerilen yontem daha tutarhdir.
Her bir tekrardaki log-olabilirlik fonksiyonu degerlerinin degisimi, tireve dayali
yontemlere kiyasla daha kiclktir. Tlreve dayali yontemlerde her bir tekrar icin
rasgele baslangi¢ kosullari atandigindan tahminlerin farkl lokal optimumlara dismesi,

hesaplanan log-olabilirlik fonksiyonu degerlerinin araligini genisletmektedir.

Log-olabilirlik
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Sekil 6. 3 Benzetim galismasi-1 igin log-olabilirlik fonksiyon degerlerinin degisimi

Log-olabilirlik
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Sekil 6. 4 Benzetim galismasi-2 igin log-olabilirlik fonksiyon degerlerinin degisimi
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BOLUM 7

UYGULAMA

Onerilen yéntemin gercek veride uygulanmasi icin ilk kez McGilchrist ve Aisbett’in
calismasinda [8] yer verdigi boébrek verisi segilmistir. Bu veri seti kirilganhk

modellerinde sik¢a kullaniimaktadir ([19], [21],[27], [55]).

Calismada, tasinabilir diyaliz makinasi kullanan 38 bobrek hastasinin bobreklerindeki
birinci ve ikinci enfeksiyonun olusma zamanlarini rapor edilmistir. ilgilenilen olay,
kateterin® takildigi noktada enfeksiyonun olusmasidir. Her bir hasta icin kayit edilen

T, (>0) ve T,, (>0) sagkalim sureleri ise kateterin takildigi andan, enfeksiyonun

gdzlenme anina kadar gecen siireyi (giin) géstermektedir. ilk enfeksiyon gozlendikten
sonra belirli bir sire (10 hafta araliginda) enfeksiyonun temizlenmesi beklenmis ve
surecg ikinci defa tekrarlanmistir. Bobrekteki enfeksiyon vakasi disinda hastalardan
kateterin c¢ikarilmasi, sagkalim sirelerinin sansirlenmesine neden olmaktadir. Veri
setinde 5 aciklayici degisken mevcuttur. Bunlar yas, cinsiyet ve 3 farkli hastalik tipidir

(GN=Glomerular Nefrit, AN=Akut Nefrit, PKD= Polikistik Bobrek).

ilk olarak sagkalim siirelerine ait temel hazard fonksiyonunun yapisi arastirilmistir.
Weibull ve Gstel dagihim icin PP grafikleri (probability-probability plots) Sekil 7.1 ve
7.2’de verilmistir. Buna gore Weibull dagiliminin sagkalim sirelerini daha iyi temsil

ettigi gortulmastir.

! Hastanin damarina veya kanalina sokulabilen bir tip.
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Sekil 7. 1 Bobrek verisi igin Ustel dagilim PP grafigi
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Sekil 7. 2 Bobrek verisi icin Weibull dagilim PP grafigi
Temel hazardin dagiliminin belirlenmesinde Weibull’'un uygun bir se¢cim olup olmadigi
Kolmogorov-Smirnov (KS) testi ile de arastirilmistir. Cizelge (7.1) ile KS test istatistikleri

ve ilgili p-degerleri verilmistir. Buna gore sagkalim siirelerinin Weibull dagildigini iddia

eden yokluk hipotezi %95 guiven diizeyinde reddedilememistir.

Cizelge 7. 1 Kolmogorov-Smirnov test sonuglari

ECO Tahminleri K-S Test istatistigi p-degeri
Ustel Dagilim w = (0.009) 0.2239 0.0009
Weibull Dagilim | w = (0.011,0.805) 0.1205 0.2201
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Paylasilmis gamma kirilganlik modeline, sagkalim sirelerine etki ettigi disunilen iki
temel aciklayici degisken eklenmistir. Bunlar, hastalarin yaslari ve cinsiyetleridir
(O=erkek, 1=kadin). Paylasilmis gamma kirilganhk modeli igin i-inci hastanin kosullu

hazard fonksiyonu, t; >0 olmak tzere agagidaki gibidir (i=1..38j=12):
h(t,\z,, X;,) =2 (APt )exp( Bx™ + B (7.1)

Onerilen ydntem, quasi-Newton ve eslenik gradyan ile elde edilen ECO tahmin
degerleri Cizelge (7.2) ile goOsterilmistir. Parametre tahminlerinin standart hatalari

H(B,A,p,0) Hessian matrisi olmak Ulizere, gozlenen bilgi matrisinin tersi

1(B, 4, p,0)=—H (L, 4, p,0) ile hesaplanmistir.

Cizelge 7. 2 Uygulama sonuglari

Yontemler
PSO Quasi-Newton Eslenik Gradyan
Parametre
Deger SH G-R Deger SH Deger SH
s 0.007 | 0.025 | 0.999 | -0.088 | 0.042 | -0.088 | 0.039
ﬂz -2.118 | 0.577 | 0.999 0.923 2.066 0.923 1.960
A 0.011 | 0.024 | 1.019 0.281 0.136 0.281 0.128
P 1.293 | 0.321 | 1.003 1.146 0.395 1.146 0.375
0 0.510 | 0.297 | 1.030 | 0.848 | 0.626 | 0.846 0.590
Log- -332.488 -364.718 -364.776
olabilirlik

Quasi-Newton ve eslenik gradyan yontemine ait ECO tahminlerinin elde edilmesi icin

baslangi¢ strtisiinden rasgele secilen parcacik asagidaki gibidir:
P ={0.257,0.929,0.307,1.180,0.098}

Parcacigin her bir pozisyonunun ilgili parametre ¢6ziiminde baslangi¢c degeri olarak
alindigindan daha 6nceden de bahsedilmisti. Baslangi¢c degerlerinin rasgele atanmasi,
Gizelge (7.2)'den de géruldugu tzere yanh tahminlere yol agmaktadir. Ornegin g,
parametresinin gercek katsayisi pozitif olmasi gerekirken tireve dayal yontemlerde
negatif citkmistir. Bu durum, bu tip yontemlerin baslangic degerlerine karsi ne kadar

hassas oldugunu gostermektedir. Ayrica onerilen yontemde bulunan tahminlerin
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standart hatalari diger iki ydnteme kiyasla cok daha kiiciiktur'. Ayrica log-olabilirlik
degerleri arasindaki fark oldukg¢a fazladir. Bunun disinda Onerilen yontemin tim
parametre tahminleri icin hesaplanan G-R test istatistikleri, yakinsamanin tatmin edici

oldugunu gostermektedir.

' Tureve dayali yontemlerde her ne kadar parametre tahmin degerleri ayni goéziikse de ondalik farki
mevcuttur. Bu sebeple iki ydntemin standart hatalari ve log-olabilirlik fonksiyonlarinin degerleri farkhdir.
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BOLUM 8

SONUC VE TARTISMA

Sagkalim analizi yontemlerinde temel amag, birimlere ait sagkalim siirelerine etki eden
faktorlerin arastirilmasidir. Ancak kurulacak olan modele agiklayici degiskenlerin
timiini koymak imkansizdir. Bazi durumlarda arastirmaci ilgili faktori gozleyemez
veya Olcemez. Hatta bu faktoriin gergekte var oldugu hakkinda bilgisi bile olmayabilir.
Gozlenemeyen faktorlerden kaynakli gbzlenemeyen heterojenligi yok sayarak kurulan
modeller ve bu modellerin yaratmis oldugu sonugclar bircok arastirmaci tarafindan

incelenmistir [4], [66], [67].

Gozlenemeyen heterojenligi géz onine alarak kurulan kirilganlik modelleri icin farkh
tahmin yontemleri kullaniimaktadir. Sagkalim siirelerine ait dagilim sirelerinin
bilinmesi durumunda model parametreleri klasik ECO yontemi ile tahmin edilmekte ve
bu tahmin siirecinde tlireve dayali optimizasyon algoritmalari kullaniimaktadir. Ancak
Newton ve benzeri tireve dayali bu tip algoritmalarin ¢oklu sonuc¢ uzayinda kolayca
lokal optimale takilmalari, az sayida ve agir sanslrll veri setleri icin yanl tahminler

vermeleri gibi bazi dezavantajlari bulunmaktadir.

Bu calismada, paylasilmis gamma kirilganlik modeli i¢cin PSO’ya dayali alternatif bir
tahmin yéntemi ®nerilmistir. Onerilen yénteme ait en c¢ok olabilirlik tahminleri, iki
farkli tiireve dayal algoritmalarla bulunan tahminlerle karsilastiriimistir. Bu amacg
dogrultusunda iki farkli benzetim calismasi yirttilmis ve Onerilen yontemin artan
kiime sayisina, kiimelerdeki artan birim sayisina ve sagkalim sirelerinin artan sansur

oranina bagli olarak tahmin performansinin diger iki yonteme goére daha iyi oldugu
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gorilmastir. Ayrica yontemin, gergek veri seti icin de oldukga iyi sonuglar Urettigi

bulunmustur.
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