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OZET

LINEER KARMA MODELLERDE KALIN KUYRUKLU
DAGILIMLARA DAYALI PARAMETRE TAHMINLERI

Fulya GOKALP YAVUZ

Istatistik Anabilim Dali

Doktora Tezi

Tez Danigmant: Yrd. Dog. Dr. Dogan YILDIZ

Es Danisman: Prof. Dr. Olcay ARSLAN

Lineer karma modeller (LMMs), gbzlem i¢i ve gozlemler arasit degiskenligi, dengeli
olmayan veri setleri i¢in bile agiklayabilen, genis kapsamli bir modelleme teknigidir.
Boylamsal, panel, kiimelenmis veri yapilarinda, deneysel tasarimlarda mevcut olan
rassal bloklarda, lineer formun yanisira, genellestirilmis lineer ve lineer-olmayan
durumlar i¢in de kullanilabilmektedir. LMM’nin temel varsayimi normal dagilimli
rassal etkiler ve hata terimlerine sahip olmasidir. Ancak aykir1 gézlemlerin varlig1 veya
veri yapisinin kalin kuyruklu olmas1 gibi durumlarda, (¢ok degiskenli) normalden daha
kalin kuyruklu dagilimlara ihtiya¢ duyulmaktadir. Bu ¢calismada, normal dagilimin kalin
kuyruklu bir alternatifi olan (¢cok degiskenli) Laplace dagilimi ele alinmistir. Bu
dagilimin normalin dlgek karmasi formatinda yazilabiliyor olmasi, LMM’yi hiyerarsik
formda tanimlayabilme avantaji saglamaktadir. Ayrica Laplace dagilimi, LMM’de
kullanilmis kalin kuyruklu bir dagilim olan t-dagilimdan daha az parametre igermekte
ve bu durum c¢ikarimlar t-dagilimina dayali tahmin ¢ikarimlarindan daha kolay hale
getirmektedir. Yalnizca rassal etkilerin ve hem rassal etkilerin hem de hata terimlerinin
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Laplace dagildig1 varsayimlari i¢in Onerilen bu yeni model tanimlarinda, ilgilenilen
parametre tahminleri EM algoritmas1 yardimiyla iki farkli durum icin elde edilmistir.
Laplace dagilimli LMM’nin performans degerlendirmesi i¢in, kontaminasyon ve aykiri
gozlem olmasi durumunda veri setleri Tlretilerek, simiilasyon caligmasi
gerceklestirilmisgtir.  Ayrica, gercek bir veri seti lizerinde LMM  modeli
ayrintilandirilarak, 6nerilen tahmin edicilerin davraniglari incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Lineer karma modeller, saglam/giiglii tahminler, Laplace dagilima,
EM algoritmasi, R
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ABSTRACT

PARAMETER ESTIMATIONS IN LINEAR MIXED MODELS
WITH HEAVY TAILED DISTRIBUTIONS

Fulya GOKALP YAVUZ

Statistics Department

PhD. Thesis

Adviser: Assoc. Prof. Dr. Dogan YILDIZ

Co-Adviser: Prof. Dr. Olcay ARSLAN

Linear Mixed Models (LMMs) gain its popularity being a comprehensive technique to
explain within and between observations variability even for unbalanced data. It’s used
for clustered, panel, longitudinal data and random blocks in experimental designs with
generalized linear and nonlinear forms in addition to linear forms. The main assumption
of classical LMM is having normally distributed random effects and error terms.
However, there are several situations for that we need to use heavier tails distributions
than the (multivariate) normal to handle outliers and/or heavy tailness in data. In this
study, we focus on LMM using the multivariate Laplace distribution which is known as
the heavy tailed alternative to the normal distribution. Being able to write Laplace
distribution as a scale mixture of normal distribution allows us to define the proposed
model as hierarchical form of the proposed model. Additionally, the number of
parameters of Laplace distribution is less than t-distribution that makes the estimation
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procedures simpler than the estimations based on the latter one. The parameter
estimators of interest are generated with EM algorithm for LMM with Laplace
distributed random effects and errror terms and also with only Laplace distributed
random effects. A simulation study is provided to illustrate the performance of the
Laplace distribution over the normal distribution for LMM. Data sets are generated
under the contamination and with outliers. Also, a real data example is used to explore
the behavior of the proposed estimators over the counterparts.

Keywords: Linear mixed models, robust estimation, Laplace distribution, EM
algorithm, R
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BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Karma modellere iliskin ilk adimlar Henderson [1] ve Eisenhart [2] tarafindan atilmistir.
Eisenhart [2] ‘karma model’ kavramini, ayn1 modelde blok veya hayvan etkilerini rassal
olarak ve diger etkilerin de sabit olarak alinabildigi modelleri tanimlamak igin
kullanirken; Henderson [1] karma modelleri hayvan bilimleri (animal sciences) alaninda
tahmin probleminde kullanmistir. Rassal etkilerin kullanildig1 lineer karma modeller
(LMM) gibi rassal ANOVA (varyans analizi) modelleri de literatiirde yer almaktadir.
Searle [3] lineer modellere iliskin c¢alismasinda, farkli ANOVA tamimlamalari
yapmistir. Harville [4] lineer modellerin yalnizca klasik regresyon veya ANOVA olarak
diisiiniilmesinin yetersiz kalacagini belirtmis ve LMM nin parametreleri ve terimlerinin
farkli tanimlamalariyla kullanim alaninin  genisletilecegini  belirtmistir. Ornegin,
kiimelenmis veri setlerinde kullanilmaya baglayan rassal etki iceren modeller, zaman
serisi verileri, biiylime egrisi (growth curve) verileri gibi veri tipleri icin de
kullanilabilecektir. Laird ve Ware [5] te, Harville’in [4] teki ¢alismasina dayanarak,
tekrarli Olgiimlere iliskin iki asamali bir model tanimlamislardir. Literatiirde en sik

rastlanan bu model, zamanla Laird-Ware modeli adiyla da anilmustir.

y’nin cevap vektorii, X ve Z’nin sirasiyla sabit ve rassal etkilere iligkin dizayn
matrisleri, f’nin sabit etkiler vektoriinii gosterdigi, u Ve € bagimsiz olmak iizere; u’nun
rassal etkiler vektorii, €‘nin hata vektorii olarak tanimlandigi, u~N(0,D), e~N(0,R)

olarak alindig: ve genel formu asagidaki gibi tanimlanan

y=Xf+Zu+e (1.1)



LMM; varyans bilesenleri modelleri (Searle vd. [6]), boylamsal veriler i¢in lineer
modeller (Laird ve Ware [5]) ve karma etkiler i¢cin ANOVA modellerini de (Miller [7])
icermektedir. (1.1)’de, sabit etkiler ve hata terimlerinin normal dagildigi varsayimu,
LMM’nin temel ¢ikarimlarini olusturmaktadir. Ancak normallik varsayimi, aykiri
gozlemlerin oldugu durumlar, daha kalin kuyruklu ve/veya ¢arpik dagilimlarda klasik
LMM i¢in gergeklestirilen olabilirlik ¢ikarimlarini hassaslastirmaktadir. Dolayisiyla
normallik varsayimlarinin yanisira rassal etkiler ve/veya hata terimleri igin farkli
alternatif dagilimlar da tamimlanmistir. Bu dagilimlardan biri, lineer regresyon
modellerinde (Zellner [8], Lange vd. [9]) ve LMM’de (Verbeke ve Lesaffre [10],
Pinherio vd. [11], Lin ve Lee [12], Lin [13]) siklikla kullanilan t-dagilimidir. Lange vd.
[9] da saglam/giiglii (robust) istatistiksel modellemeyi t-dagilimi kullanarak, gesitli
gercek veri setleri tizerinde ayrintili olarak incelemislerdir. Pinherio vd. [11] de rassal
etkilerin ve hatalarin ¢ok degiskenli t-dagilimina sahip oldugu bir model gelistirmis ve
parametrelerin tahmininde EM-benzeri bir algoritma tanitmiglardir. Ancak her iki
calismada, t-dagilimi gibi normale goére daha kalin kuyruklu bir dagilim kullanirken;
serbestlik derecesi tahmini icin de ¢ikarimlar yapilmasini gerektirmistir. Serbestlik
derecesi biiylidiikge de, t-dagilim1 normale yaklastigindan ¢ikarimlar sadece daha kiigiik
serbestlik dereceli modeller i¢in kullanilabilecektir. Rosa vd. [14], LMM’de saglam
¢ikarimlar i¢in hatalarin dagilimin1 normal/bagimsiz olarak almislar ve normal/bagimsiz
dagilimlarin 6zel halleri olan t, slash ve contaminated normal i¢in de modelleri
incelemiglerdir. LMM’de t-dagilimmi Lin [13], AR(p) kovaryans yapisi ile birlikte

tekrarh 6l¢timler i¢in tanimlamagtir.

t-dagilimli LMM’nin yanisira, Zhang ve Davidian [15] de rassal terimler igin yari-
parametrik-olmayan (seminonparametric) bir yogunluk kullanmislar ve olabilirlik
fonksiyonundan tiim parametrelerin kapali formlarini yazabilmislerdir. Ayrica Verbeke
ve Lesaffre [10] da normalin 6l¢ek karmasint LMM’ye adapte etmis ve alt-gruplarin
bulunmasi igin gergek bir veri setine uygulamislardir. Ma vd. [16] ise sayilan bu
caligmalara alternatif olarak ve onlardan daha iyi performans gosterdigini belirttikleri
yaklagimlarinda, rassal etkilerin yogunlugunu esnek genellestirilmis carpik-eliptik

dagilim olarak tanimlayarak, uygulamislardir.

Bu calismada kullanilan genellestirilmis normal dagilim (exponential power (EP)

distribution) ilk olarak Subbotin tarafindan [17] de tanimlanmis ve saglam/giiglii
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(robust) ¢ikarimlarda ilk kez Box ve Tiao tarafindan [18] de kullanilmistir. Kotz vd.
[19] da belirttigi lizere, bu ¢alismalardan ¢ok daha 6nce, EP dagilimin 6zel hali olan
Laplace’1n iki kuralindan (first and second law) ilki Laplace dagilimi (1774) ve ikincisi
normal (Gauss) dagilim tanimlaridir. Laplace dagilim1 (double exponential distribution)
her ne kadar normal dagilimdan 4 yil daha yash olsada, popiileritesi ondan ¢ok daha

sonra artmis ve kullanim alanlarinin genisligi sonradan farkedilmistir (Kotz vd. [19]).

EP dagilimi, EP dagiliminin 6zel hali ve Kotz-tipi bir dagilim olan Laplace dagilimi ve
bu dagilimlarin ¢ok degiskenli versiyonlar1 Arslan [20], Nadarajah [21], Goémez vd.
[22], Lange ve Sinsheimer [23] ve Fang vd. [24] tarafindan tanimlanmis ve gesitli
yontemlerle kullanilmistir. Arslan [20] ¢ok degiskenli Laplace dagiliminin tanimini, gok
degiskenli ¢arpik Laplace dagilimina genisletmistir. Nadarajah [21] Laplace dagilimin
iceren Kotz-tipi dagilimlarin literatiirde gelisimini incelemis ve 6zelliklerini tanitmistir.
Gomez vd. [22] ¢ok degiskenli EP dagilimimi tanimlamis, stokastik ve olasiliksal
karakteristiklerini, doniisim Ozelliklerini, marjinal ve kosullu dagilimlarim
incelemislerdir. Lange ve Sinsheimer [23] normal/bagimsiz dagilimlari, saglam/giilii
(robust) regresyonda EM algoritmasi ile kullanmistir. EP ve Laplace dahil olmak iizere,
dagilimlara iliskin genis aciklamalar ve uygulamalar Fang vd. [24] ve Kotz vd. [19] da

bulunabilir.

Model tanimlarinin ardindan, parametre tahminleri i¢in kullanilan en ¢ok olabilirlik
tahmincilerinin (MLESs) bir¢ok 6zelligi istatistik literatiirinde yogunlukla yer almaktadir
(Rao [25], Cox ve Hinkley [26], Lehmann [27], Kendall vd. [28]). Karma modellerde
varyans bilesenlerinin tahmininde kullanilan diger bir yontem, temelleri dengeli veri seti
icin Anderson ve Bancroft [29] tarafindan atilmis, Thompson [30] tarafindan
genisletilmis, Patterson ve Thompson [31] tarafindan karma modeller igin gelistirilmis,
kisitlandirilmis en ¢ok olabilirlik (REML, residual\restricted maximum likelihood)
yontemidir (Searle vd. [6]). Bu tahminler gergeklestirilirken, EM-algoritmasi
kullanilmistir. Bu algoritma, onceki caligmalarin genel bir sentezi olarak ilk kez
Dempster vd. [32] tarafindan ortaya konmustur. LMM igin EM algoritmasini Laird ve
Ware [5] de tanimlamislar, uygulamasini ise Laird vd. [33] yapmistir. EM algoritmasi
ve uzantilari olan ECM (Meng ve Rubin [34]), ECME (Liu ve Rubin [35]) de LMM’de
siklikla kullanilmaktadir. Daha ayrintili bilgi ve algoritmanin LMM’de kullanimi
(Boliim-2.3.2) bulunmaktadir.



1.2 Tezin Amaci

Istatistiksel analizlerin ana amagclarindan biri ortalamalar ve bu ortalamalar arasindaki
degiskenligi aciklamaktir. Bu amacla, temelleri R.A. Fisher tarafindan atilan varyans
analizi (ANOVA) modeli; kitle ortalamasi, modeldeki terimler (etkiler) ve bu terimler
arasindaki etkilesimlerin lineer bir denklem ile yanit degiskeninin (response variable)
aciklamasina dayanmaktadir. Sabit etki, rassal etki ve karma etki modelleri de ANOVA
yaklasiminda kullanilan 3 ayr1 model sinifidir. ANOVA yaklasimi kullanilacaksa, sabit
varyans, gozlemler arasi bagimsizlik, dengeli veri seti, kayip gézlemlerin bulunmamasi
gibi varsayimlar saglanmalidir. Fakat bir¢cok veri setinde, ozellikle boylamsal

(longitudinal) veri tiplerinde, bu varsayimlar saglanamamaktadir.

Karma modellerin uygulama alanina giren tekrarli 6l¢timlerde, ANOVA modeli siklikla
kullanilmaktadir. Tekrarli 6l¢iimlerde kullanilan ANOVA ile grup i¢i degisim, hata ve
gozlemlerden kaynaklanan degisim olarak parcalanip, hata terimine iligkin katsayi
kiigiiltilebilmektedir. Her bir grupta veya zaman noktasinda ayni gozlemler ile
calisildigindan, gozlemlerden kaynakli degiskenlik grup i¢i degisimden ayrilmaktadir.
Ancak ANOVA modeli, dengeli bir veri seti sistemi ve kiiresellik varsayimina
dayanmaktadir. Karma modellerde ise bdyle bir varsayimin varligi aranmamaktadir.
Kayip gozlemlerin mevcut oldugu veya farkli gozlem sayilarina sahip gruplarin

modellemelerinde karma modeller kullanilabilmektedir.

Basit lineer regresyon modelleri de bir bagimli degisken/yanmit degiskeni ile
bagimsiz/agiklayict degiskenler arasindaki iliskiyi tanimlamak ic¢in kullanilmaktadir.

Asagidaki gibi tanimlanan bir lineer regresyon modelinde,

Yi = ﬁO + ﬁlXi + & 1= 1,2,...,1’1. (12)

Bo ve [; regresyon katsayilarini gostermek {iizere; bu katsayilarin sabit oldugu
varsayllmaktadir. Fakat bir¢ok uygulamada bu katsayilarin rassal (random) alinmasi
gereken durumlar karsimiza c¢ikmaktadir. Karma etki modelleri standart regresyon
modeline rassal etkileri ifade eden Kkisiye/gézleme 0zel (individual-specific)

parametreler eklenerek elde edilebilir.

Karma modeller tekrarli 6l¢iimler arasindaki bagimlilik yapisini agiklamak igin siklikla

kullanilan ileri bir modelleme teknigidir. Hatalarin normal dagildiklari, fakat



bagimsizlik veya sabit varyans varsayimlarini gerektirmeyen bir model olan LMM, her
bir bireyden/nesneden tekrarli olarak alinan dlglimler sonucunda olusturulan veri tipleri
icin, deneysel tasarimlarda mevcut olan rassal bloklar (random blocks) ve kiimelenmis

veri tipleri i¢in uygundur.

Kiimelenmis ve boylamsal veri yapilarinda her bir gozlemin tekrarli olgiimleri
arasindaki yapilar1 agiklamayi hedefleyen (Laird ve Ware [5]) karma modellerde,
tekrarli Olglimler zaman iginde sabit olmak zorunda degildir. Deney sartlari, 6l¢ltim

araliklar1 gézlemler sirasinda degisebilir.

Karma modellerin en yaygin kullanildig1 veri tipi olan boylamsal (longitudinal) veri,
gozlemlerin en az iki farkli zaman noktasinda 6l¢iimlerinin alindig1 durumlart yansitir.
Boyle bir deney diizeninin, tekrarli 6l¢iim veya boylamsal veri seti oldugu kesin olarak
ayrilamamaktadir. Ancak bu ayrim karma etki modelleri icin ¢ok kritik degildir. Iki tip
veri seti i¢in ortak ozellik; her bir gézlem i¢in bagimli degiskenin birden ¢ok dl¢lilmesi

ve bu tekrarli 6lgtimlerin korelasyonlu olmasidir (West vd. [36]).

Sabit ve rassal etkiyi birlikte barindiran karma modellerde, sabit etki parametreleri,
bagimli degisken ile bagimsiz degisken arasindaki iliskiyi tiim ana kiitle igin
tanimlarken; rassal etkiler bu ana kiitle igindeki kiimeleri veya go6zlemleri
tanimlamaktadir (West vd. [36]). LMM nin; sabit etkiyi icermeyen (genel ortalama
hari¢) 6zel durumuna ise rassal model (random model) denmektedir (McCulloch ve
Searle [37]).

LMM’ye 6rnek olarak, McCullogh ve Searl [37] de 20 farkli klinikte, bir ilacin dort ayr1
dozunun rassal olarak hastalar iizerinde denenmesi vakasi verilebilir. Bu 6rnekte, cevap
degiskeni y;jy: 1. klinikte, j. dozun, k. hasta tarafindan alindig1 gézlemdir. Dolayisiyla
uygun lineer karma model, ANOVA modellemesine paralel olarak asagidaki gibi

tanimlanabilir.
Elygj] = u+ ai+ Bj + ¢ (1.3)

a;, Bjvec;; etkileri, swrasiyla klinik, ilag dozu, ve klinik-doz etkilesiminden
kaynaklanabilir. Ornekte, ilacin sadece 4 dozu oldugu diisiiniildiginden B;; sabit etki,
klinikler ise rassal olarak secildiginden a;; rassal etki, dolayisiyla etkilesim c;; de rassal

olarak alimmistir. Bu durumda, 6grenilmek istenen, dozlarin etkileri ve klinikleri arasi
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degisim olmaktadir. Ornekte oldugu gibi, rassal ve sabit etkileri bir arada barindiran

modeller, karma etki modelleri olarak adlandirilmaktadir.

LMM’de rassal etkinin ve cevap degiskeninin ¢ok degiskenli normal dagilima uygunluk
gosterdigi varsayimi yapilmaktadir. Ancak uygulamada, bu varsayimlar saglanmayabilir
veya veri setinde aykiri degerler mevcut olabilir. Varsayimlarin saglanabilmesi
durumuna bagli olan olabilirlik tahmincileri, bu varsayim bozulmalari ve aykir
degerlere kars1 hassastir. Ozellikle ¢ok boyutlu (veya ¢ok degiskenli) veri setlerinde,
aykirt degerleri 6nceden tespit etmek olduk¢a giictiir (Wu [38]). Ayrica karma
modellerde; aykir1 degerler, rassal etkilerde olabilecegi gibi gozlem i¢i (within-subject)
hatalarda da gozlemlenebilir. Bu ayrimin tespiti de oldukca giic olmaktadir. Bu nedenle,
aykir1 degerlere daha az hassas olan giiclii/saglam (robust) yontemleri kullanmak karma

etkili modeller i¢in hayli 6nemlidir.

Karma modellerde aykir1 degerler eger gozlem ig¢i hatalar bazinda gerceklesiyorsa, e-
aykirt degerleri; eger rassal etki bazinda gergeklesiyorsa, b-aykirt degerleri ismini
almaktadir. Ik durumda bazi alisiimadik gozlem ici degerler gozlenirken; ikinci

durumda bazi alisilmadik kisiler gézlenmektedir (Pinheiro vd. [11]).

Saglam/giiclii (robust) yoOntemlerin baslicalarindan bir tanesi, karma model ig¢in
varsayilan standart dagilim yerine, daha kalin kuyruklu dagilimlar kullanmaktir. Digeri
ise aykir1 degerlerin etkisini azaltabilecek saglam/giiclii (robust) tahmin ediciler

kullanmaktir (Wu [38]).

Bu calismada ise daha once LMM’de kullanilmamis olan ¢ok degiskenli Laplace
dagilimi kullanilacaktir. Laplace dagilimi, c¢ok degiskenli genellestirilmis normal
(exponential power distribution (EP)) dagilimin 6zel bir halidir. Cok degiskenli bu
dagilim, Kotz-type dagilim ailesine ait olmakla birlikte, tek degiskenli EP dagiliminin
da genellestirilmis halidir (Arslan, [20]). Dagilimin bu galisma igin de, en Onemli
ozelligi normalin 6l¢ek karmasi olarak yazilabiliyor olmasidir (Lange ve Sinsheimer

[23], Gomez-Sanchez-Manzano vd. [39]).

Ana amacimiz olan LMM’de Laplace dagilimmin uygulanmasinin yaninda, bu
calismanin ikincil amaci, LMM’ye iliskin genis bir kaynak arastirmasi yapmak ve

mevcut model ¢ikarimlar: ve parametre tahminlerini detaylandirmaktir.



1.3 Orjinal Katki

LMM’de c¢ok degiskenli Laplace dagilimi varsayimi yapildiginda, parametre
tahminlerinin ¢ikarimlar1 artik klasik LMM’de oldugu gibi yapilamamaktadir. Bu
nedenle, Oncelikle model tanimlamalar1 gerceklestirilmistir. Model tanimlamalarinin
ardindan, en ¢ok olabilirlik (ML) yontemi uygulanarak, parametre tahminlerinin
cikarimlarina gecilmistir. En c¢ok olabilirlik tahmini (MLE) yontemi uygulanirken
maksimizasyon adimlari bir takim lineer olmayan denklemlere neden olmaktadir ve bu
durum c¢oziimleri olduk¢a kompleks hale getirmektedir. Parametrelerin, parametre
uzayinda olmasi durumunun da goéz Oniine alinmasi gerektigi igin, bu denklemleri
cozmek de tek basma yeterli olmayabilecektir. Dolayisiyla, belirtilen bu durumlarin
¢oziilmesine yardimei olmasi i¢in tanimlanan modele iliskin yeni bir EM-algoritmasi
kurulmugtur. Bu algoritmanin kullanilabilmesi Laplace dagiliminin normalin 6lgek
karmasi olarak yazilabilme Ozelligine dayanarak; modelin hiyerarsik olarak
tanimlanabilmesinden de kaynaklanmistir. Parametre tahminleri sonlandirildiginda,
modelin denenmesi i¢in kullanilan R programinda klasik LMM i¢in tanimlh
kiitiiphaneler/paketler, yalnizca normal dagilim varsayimi altinda gegerlidir. Bu
calismada kullanilan veri c¢oziimlemeleri ve simiilasyonlar i¢in yeni R kodlari

tretilmigtir.



BOLUM 2

LINEER KARMA MODELLER

Sekil 2.1’de Marmara Bolgesi’nde bulunan su havzalarindan 9 tanesine ait 1990-2000

yillar1 arasindaki ortalama akis miktari (mglsn) yer almaktadir.
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Sekil 2.1 Havzalar bazinda ortalama akis miktarlarinin (m3/sn) yillara gore degisimi

(Veri kaynagi: DSI, Devlet Meteoroloji Genel Miidiirliigii ve Iklim Rasatlar1 Genel
Miidiirliiga)



Grafikte (Sekil 2.1) her bir havza i¢in, akig miktar1 degisimlerine bakildiginda, havzalar
arasinda (between-subject) bir degiskenlik s6z konusudur. Her bir havzadan alinan
tekrarli Slgtimler, yani gozlem igi (within-subject) dlgiimler ayn1 havzadan alindigi i¢in
bu gézlemler arasindaki korelasyon da s6z konusu olmaktadir. Dolayisiyla her hangi bir
modelleme yapilmak istendiginde; degiskenligi ve korelasyonu gz Oniline alan
parametrelere sahip bir model segilmesi uygun olacaktir. Veri setinin bolgelere gore
olusturulmus grafigi de asagidadir (Sekil 2.2). Bolgeler aras1 degiskenligin de 6nemli
olacag1 bir durumda, bu degiskenligi de g6z Oniine alacak bir model yapisi

gerekebilmektedir.
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Sekil 2.2 Bolgeler bazinda havzalarin ortalama akis miktarlarinin (m3/sn) yillara gore

degisimi

Baz1 yillarda 6l¢iim alimamadiginda, veri setlerinde kayip gozlemler bulunabilmektedir.
Ayrica birgok deneyde oldugu gibi, bir Ol¢lim hatas1 olabilecegi ihtimali de
hesaplamalara eklenmelidir. Genel yapinin disinda, veride bir takim aykir1 gézlemler de
bulunmaktadir. Dolayisiyla, ayn1 verinin daha saglam/gii¢lii (robust) bir yaklagimla da
coziimlenmesi gerekebilmektedir. Kayip gozlemlerin, dl¢iim hatalarinin veya aykir
gozlemlerin varligin1 g6z Oniine alabilen bir model bu tip verilerde dnem tagimaktadir.
Iste tiim bu durumlarin biri, bir kagi veya hepsi bulundugunda karma modeller

kullanilabilmektedir.



Diger taraftan, mevcut veri setinde zamana bagli bir degisim gdzlemlenmesi, zamana
iliskin bir model yapist kurulmasini gerekli kilacaktir. Karma modeller hem bu
zamansal degisimi, hem de eger varsa baska bir etkenin etkisini ayn1 anda incelememize
de olanak vermektedir. Ornek veri seti iizerinden modele iliskin verilen kisa giristen
sonra, takip eden bolimlerde LMM’nin daha ayrintili olarak tanimlamalari, matris
gosterimleri, parametre tahminleri ve bu tahminlerin gergeklestirilmesinde kullanilan

algoritmalardan bahsedilecektir.

2.1 Lineer Karma Modellerin Tanim ve Gosterimleri

LMM; Klasik regresyonun, rassal etki eklenerek genellestirilmis hali olarak
tanimlanabilir. Bu rassal etkiler kisi veya kiime etkileri olarak goriilerek kisiye-6zgii
cikarimlar yapilmasina imkan saglarken; ayni kisi veya kiimeden alinan tekrarh
Ol¢timler arasindaki korelasyon modele eklenebilmektedir. Laird ve Ware [5] de
LMM’yi, ¢ok degiskenli normal dagilimli veri seti icin iki asamali olarak
tammlamislardir. ilk asama kitle parametreleri, kisisel etkiler (individual effects),
gbzlem ici degisimi (within-subject variation) igerirken; ikinci agsama gozlemler arasi
degisimi (between-subjects variation) igermektedir. Ilk asamada y;, (n; X 1) boyutlu

bagimli degisken vektoriinii gdstermek tlizere, model asagidaki gibi tanimlanmaistir:

yi= Xif+ Ziu; + ¢ (2.1)

B: (p x 1) boyutlu bilinmeyen kitle parametreleri vektorii, X;: (n; X p) boyutlu ve Z;:
(n; X k) boyutlu dizayn matrislerini, u;: (k X 1) boyutlu bilinmeyen kisisel etkiler
vektoriinii gostermektedir. e;~N (0, R;) olarak tanimlanir ve (n; X 1) boyutludur. R; ise

(n; X n;) boyutlu, rassal hata terimlerine iliskin pozitif tanimli kovaryans matrisidir.

Ikinci asamada, rassal etkinin (u;), sifir ortalama ve D kovaryans matrisi ile normal
dagildig1 (u; ~N (0, D)) ve bu rassal etkinin, rassal hata teriminden (e;) bagimsiz oldugu
varsayllmigtir. Bu durumda, bagiml degiskenin marjinal dagilimi (2.2)’de tanimlanan

bir normal dagilim olmaktadir:
vi~NXif,Z,DZ; + R;) (2.2)
(Laird ve Ware [5]).

Bu tanimlar bir araya toplandiginda klasik karma model asagidaki gibidir:
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Vi = Xlﬁ + Ziul- + e; (23)
e; ~ N(O, Rl)
Uu; ~ N(O, D)

e; ve u; bagimsizdir. Yukaridaki gosterimde y;’nin rassal etki olarak tanimlanan u;’ye

gore kosullu dagilima,
Yilui~N&Xip + Ziu;, R; ) (2.4)

seklinde olur. LMM’nin genellestirilmis gosterimi, y cevap vektorii, X ve Z sirasiyla
sabit ve rassal etkilere iliskin dizayn matrisleri,  sabit etki vektorii, u rassal etki

vektoril ve e hata vektorii olmak tizere asagidaki gibidir:

y=Xf+Zu+ e (2.5)

LMM, Bayesci (Bayesgil, Bayesian) yaklasima goére ii¢ asamali bir hiyerarsik
tanimlamaya sahiptir. Ilk asama rassal etkiler bilindiginde gozlemlerin dagilim, ikinci
asama model parametreleri tanimlandiginda rassal etkilerin dagilimi1 ve son asama ise

parametreler i¢in varsayilan bir Onsel/Onciil (prior) dagilimdir. Asagidaki gibi ifade
edilebilir:

y|B,u,0 ~NXB + Zu,R) R =R(0) (2.6)
w|6~N(,D) D=D(@®)

(,Bf H)N TL'(,B, 0)

7 bilinen bir fonksiyonu ifade etmektedir. Bir ¢ok uygulamada, bilinen B, ve G ile,
my = N(By, G) , T, bilinen dagilim olmak tizere; mw(B,0) = m,(B)m,(6) olarak alinir
(Jiang [40]). Bu hiyerarsik gosterim ve benzerlerine takip eden boliimlerde siklikla

basvurulacaktir. LMM ¢ok degiskenli ve boyutlu bir yap1 oldugu i¢in, anlasilabilirligini

arttirmak amaciyla, matris agilimlari ile devam edilecektir.

2.1.1 Lineer Karma Modellerin Matris Ac¢ilimlar:

Model (2.3)’deki gibi u;~ N(0,D), e;~ N(0,R;) varsayimlarina sahip bir LMM’ye

iliskin matris a¢ilimlar1 asagidaki gibi tanimlanabilir.
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v;, 1. kisiye ait stirekli cevap degiskeni vektorii olmak lizere,

Yii (2.7)
yi = yfi
yn,:i

X;, p tane sabit etken i¢in i. kiginin n; adet gozlem/6l¢lim degerini iceren matris,

XL X4 .. XP ] (2.8)
X =| Xz X3 o X5
lXT%.ii szlii XTziiiJ

seklinde yazilmaktadir. Bu matriste, eger model sabit kesen terimini (intercept term)
iceriyorsa ilk kolon 1 olacaktir. Ayrica X; matrisinde hicbir kolon veya satirin

digerlerinin lineer bir kombinasyonu olmadig: varsayilmaktadir (West vd. [36]).

B, sabit etki parametrelerini i¢eren vektor,

3
B = lﬁf
B,

Z;, q tane rassal etki i¢in 1. gézlemin n; adet gézlem degerini gosteren dizayn matrisi,

(2.9)

[z Zf . Z{) (2.10)
Z, = Zy  Z3 . Z3
Z;Lii Zrzlii Zglii

u;, 1. kisi i¢in Z; matrisinde q adet ortak degiskene iligskin rassal etkiyi gosteren vektor,

s (2.11)
u; = u21

uqi
u;~ N(O,D)

olarak ifade edilmektedir. D matrisi asagidaki gibi tanimlanabilir ve matrisinin

elemanlari, daha az sayida kovaryans parametreleri fonksiyonlarini igeren 6 vektorii ile
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tanimlanip, matrise iliskin parametre tahminleri 6}, lizerinden gerceklestirilebilir (West

vd. [36]).

Var (uy;) cov (Ugj, Uy;) o €OV (Ugy Ug;) (2.12)
D = Var(u) = cov (uzli,uzl-) Var :(uZi) cov (u:Zi,uqi)
[cov (ugiugy)  cov (Uy,ug) - Var (ug) J

e;’deki her bir eleman i. kisinin t; zamanindaki/durumundaki gézlem degeri i¢in bir
arti@1 temsil eder. Her bir kisi farkli sayida gozleme sahip olabilecegi i¢in, bu vektore

ait eleman sayis1 her bir gézlem i¢in degisebilir.

€1i (2.13)
€

e = .
enii

e;~ N(O,R;)

LMM’de, aynmi kisiye ait tekrarli Olgiimlere iliskin artiklar, lineer modelden farkli
olarak, birbiriyle korelasyonlu olabilir (West vd. [36]). Ancak farkli kisilere ait
artiklarin birbirinden bagimsiz oldugu varsayilmistir. Ayrica artiklarin vektorleri ve

rassal etkilerin vektorleri birbirinden bagimsizdir.

R;, artiklara iligkin pozitif taniml1 simetrik kovaryans matrisi asagidadar:

[ Var (eq;) cov (e1;,€2;) ... cov(eq;, enii)] (2.14)
R, = Var (e;) = cov (e:li, €si) Var :(€2i) cov (e?i,enii)
cov (eyj en;i) Ccov (€y5,€n,i) - Var (en;)

R; matrisinin elemanlari, daha az sayida kovaryans parametreleri fonksiyonlarini igeren
Ogvektorii ile tamimlanabilir. (West vd. [36]) R; matrisine iliskin parametre

hesaplamalari bu vektor tizerinden gergeklestirilebilir.

(EK-B1)’de matris gosterimleriyle, 2 gézlem (1. Gozlem 2 tekrarl, 2. Gozlem 3
tekrarl1) ve 3 degisken icin bir karma model kurulumu 6rnek olarak eklenmistir. D ve R;
matrisleri modele farkli tanimlamalar ile girebilir, 6rnekleri asagidaki iki boliimde

verilmistir.
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2.1.2 D Matrisi I¢in Baz1 Kovaryans Yapilari

Pozitif tanimli ve simetrik olmasi disinda herhangi bir kisiti olmayan, yani
yvapuandirilmamis (unstructured) D matrisi ve her bir rassal etkinin varyanslarini

barindiran, ancak bu rassal etkiler arasindaki kovaryansi sifir alan varyans bilesenleri

(variance components) yapisi; asagida tablodaki gibi tanimlanmuistir.

Cizelge 2.1 D matrisi igin baz1 kovaryans yapilar*

Kovaryans C Vektor Parametre
. Matris gosterimi .o e .
yapisinin ismi gosterimi sayisl
6p
2 2
o. o, o, 1
Yapllandlrllmaéms D = Var(u;) = [ 1 u12,uzl u1 q(q +1)
(Unstructured) Otz Opa = |Tu1,u2 2
I
Varyans bilesenleri o2 0 o2
(Variance D =Var(y) = l 81 o2 l Op = la’éll q
components) uz u2

2.1.3 R; Matrisi i¢in Bazi Kovaryans Yapilari

Ayni kigiye ait gozlemlere iliskin artiklar arasinda korelasyon olmadigi ve gozlemlerin
esit varyansa sahip oldugu kovaryans yapisi olan kdsegen (diagonal), bu artiklarin sabit
kovaryans ve sabit varyansa sahip oldugu kovaryans yapist olan bilesik simetri
(compound symmetry) ve artik varyanslarinin sabit oldugu ancak kovaryanslarin AR(1)
stirecine gore sekillendigi kovaryans yapist olan birinci dereceden otoregresif (first

order autoregressive) asagidaki tablodaki gibi tanimlanmaktadirlar.

Cizelge 2.2 R; matrisi i¢in bazi kovaryans yapilari

Kovaryans C Vektor | Parametre
c . Matris gosterimi ..
yapisinin ismi gosterimi sayis1
2
o 0
Varyans _ a0 o2
bilesenleri Ri=Var(e) = 0%l = P 0r = [0?] 1
(Diagonal) 0 0

! Bu yapilar iki adet rassal etkinin bulundugu modeller igin tanimlanmustir, ikiden gok rassal etkinin
bulundugu modeller i¢in genisletilebilir.
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Cizelge 2.2 R; matrisi i¢in baz1 kovaryans yapilar1 (devami)

Ri = Var(gl-) =
. . . . 0'2 + 0'1 0'1 0.1
Bilesik simetri X 0,
(Compound |=| 9 o ta oy i} [02]
symmetry) | 0-1 o o + 0'1J o
R; =Var(s;)
Birinci ) 5 2 mit
dereceden [ :2 UGZP :zpni—z] ,
otoregresif = | P . p 2 B ,
(First order , . L P , :2 =[ ]
autoregressive) lozpmt o2pm o | p
AR -1<p<1

AR(1) yapist esit aralikli boylamsal gdzlemlerin mevcut oldugu durumlarda siklikla
kullanilirken; bilesik simetri daha ¢ok bir deneyde ayni kosullar altinda tekrarlanan
durumlar i¢in kullanilir (West vd. [36]).

2.2 Lineer Karma Modellerde Parametre Ve Rassal Etkinin Tahminleri

2.2.1 Sabit Etkilerin Tahmini

y=XB+ € (2.15)

seklinde kurulan basit lineer modelde, f parametresinin en kiiciik kareler (EKK)

tahmini;

f=XX)X"y (2.16)
ile elde edilir. Bu modelde;

e=y—EQy)=y—-XB (2.17)

2 Kovaryanslar AR(1) siirecine gore sekillenirken; gozlemlerin birbirleri ile bitisiklikleri 6nem
tastmaktadir. Tiim bitisik artiklarin arasinda o 2p kovaryanst mevcut iken, bu bitisiklik 2 birim oldugunda
kovaryans o2p? , bitisiklik w tane oldugunda kovaryans o2p" olacaktir.
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ile hesaplanan, hata terimine iliskin beklenen degerin sifir oldugu, hata teriminin sabit
bir varyansa sahip oldugu ve bu hata terimleri arasinda korelasyon olmadig1 varsayilir.
Yani yukaridaki denklemde; E(€) = 0ve wvar(e) = 62ly olarak alinmustir. Bu

durumda; E(y) = XB ve var(y) = a?I olacaktir.

Ancak, model (2.5) gibi rassal etkileri de igeren LMM denklemine ge¢ildiginde ve
varyans-kovaryans matrisine iliskin varsayimin gevsetildigi, daha genel bir ifade olan
var(e) =V, (V pozitif tammli simetrik bir matris) alindigi durumlarda; B’nin

genellestirilmis EKK tahmini ve varyanst:

B=XVIX)XVly (2.18)

var(f) = (X'V1X)" X'V var )V IX(X'V1X)"
=X'VIX) XV vy ixX'v-ixX) T = X'ViX)-

seklinde tanimlanir. Bu ayn1 zamanda Xf’nin en iyi lineer yansiz tahmin edicisini de
(the best linear unbiased estimator, BLUE) ifade edecektir (Puntanen ve Styan [41],
Searle [42]):

BLUE(XB) = GLSE(XB) = X(X'V™1X)"X'V~1y (2.19)

Model (2.5)’de rassal terimin tamami, € = Zu + e seklinde alinmistir. Boylece yanit

degiskeninin varyansi hem rassal etkiye, hem de rassal hatalara bagli olacaktir.

V =var(y) = var(e) = var(Zu + e) = Zvar(w)Z' + var(e) = ZDZ' + R (2.20)

E(e) = 0 olarak alindigindan, E(u) =0 ve E(e) = 0 sonuglar1 elde edilir. Ayrica

var(u) = D, var(e) = R ve cov(u,e’) = 0 seklinde tanimlanmustir.

(2.20) numarali varyans formiilii r tane rassal degisken i¢in asagidaki gibi

genellestirilirse,

r (2.21)
V=27ZDZ'+R= Z ZZ{o} + Iyo?

i=1

elde edilebilir. e = uy, 62 =04 ,N = qq,Iy = Z, olarak tanimlanirsa, daha basit bir

formla (2.21) asagidaki ifade edilebilir:
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(2.22)

r
V= z Z;Z!o}
i=0

Bu gosterimin temeli Hartley ve Rao [43] tarafindan atilmistir (Searle vd. [6],
McCulloch ve Searle [37], Searle [42],). EKK yo6ntemini i¢eren bu tanimlamalarin
ardindan, sabit etkilerin tahmini varyans bilindiginde ve bilinmediginde olmak tizere iki

ayr1 baslik altinda, en ¢ok olabilirlik (MLE) yontemi ile agiklanacaktir.

2.2.1.1 V Bilindiginde Sabit Etkilerin En Cok Olabilirlik Yontemi ile Tahmini

Model (2.2)’ye iliskin yogunluk fonksiyonu

1 - 2.23
exp(~5 (v — XB)'V2(y — XB)) (2.23)
fQ; B,V) = T 1
2m2" |V |2
(V =ZDZ'" + R) seklinde tanimlanir. Dolayisiyla log-olabilirlik fonksiyonu:
1 1 1 2.24
1= —5 (= XYV (y ~ XB) ~ 5loglv| 5 Nlog2r @29
olarak ifade edilecektir. (2.24)’iin 8 parametresine gore birinci mertebeden tiirevi:
ol (2.25)
— =XV (y-X
55 =XV = XB)
seklindedir. Bu esitlik sifira esitlenip, 8 yerine 8° yazildiginda
X'V1ly—-X'Vv1xp®=0
B =XV 1IX)"X'V1ly (2.26)

elde edilir. Rao [44] de Ax = y seklindeki bir denklemin A™y + (A™A — I)z seklinde
bir genel ¢oziimii oldugunu gostermistir (A~ A idempotent, A"AA = A, Ax = 0’n
¢oziimii (A~A — I)z seklinde ifade edilebilir, z rasgele se¢ilmis bir deger (arbitrary)).
Burada A (m X n) boyutlu bir matris, A~ ise (n X m) boyutlu A’nin genellestirilmis
tersidir. f’nin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisinde (MLE) bu 0&zellikten
yararlanilmaktadir. Yani XB° = X(X'X)" X'y esitligi herhangi bir (X'X)~ igin

gecerlidir. Genellestirirsek;
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XB0 = X(X'VIX) X'V 1y (2.27)

esitliginde, (X'V~1X)~ ifadesi X'V~1X’in genellestirilmis tersi oldugundan, bu esitlik
(X'V~1X)"‘e gore degismemektedir (McCulloch ve Searle [37]). Bu durumda XS nin

en ¢ok olabilirlik tahmincisi agagidaki gibidir:

ML(XB) =XB° = X(X'V1X)"X'V'1y (2.28)

2.2.1.2 V Bilinmediginde Sabit Etkilerin En Cok Olabilirlik Yontemi fle Tahmini:

V bilinmediginde sabit etkilerin tahminine gegmeden &nce, V’nin tahmini olan V7, log-
olabilirlik fonksiyonunun (2.24) V’deki parametrelere gore maksimize edilmesiyle

bulunmalidir. ¥ ne olursa olsun, X3°’nin MLE’si asagidaki gibi olacaktir:

ML(XB) = Xf = X(X'V1X)"X'V1y (2.29)

V bilinmedigi durumlarda elde edilen Xf’nin MLE’si BLUE degildir. Clinkii BLUE
olma 6zelligi varyans bilesenleri bilindigi durum i¢in gegerlidir.
¢, V’deki her bir parametre yerine kullanilmak tizere (McCulloch ve Searle [37]), log-

olabilirlik fonksiyonu asagidaki gibi parametrelere gore birinci mertebeden tiirevi
alinarak maksimize edilebilir (EK-A2):

% = %(y —u)’V‘l%V‘l(y—u) —%tr (V‘l%) (2:30)
Va, _v ve Vp, v

P 0Pl _p
tr(V105,) = (v = XB) V=10, V2 (y — XB) (2.31)
tr(V-1V,,) = y'PV, Py (2.32)
P=V1-VxX'V1x)y"x'V-1 (2.33)

V (2.22)’deki gibi tanimlanirsa, V’nin 6?’ye gore birinci mertebeden tiirevi asagidaki

gibidir:

18



v 0 ZZ o?
9@ 2500 _ g g (2.34)

2 2 1~
00; d0;

(2.34) esitligi (2.30)’da yerine yazilirsa:

ol 1 1 2.35
L e S (VT ZZ) + (v — XB)VIZZV N (y — XB) (2.35)
d0; 2 2
tr(V=12,2)) = (y = XB) V12,27 (y — XB) (2.36)

elde edilir (Xg = X(X'V71X)"X'V1y).

(2.36)’da (2.29)’da bulunan X 3’ya ihtiya¢ duyulmaktadir. (2.29)’dan (2.36) igin gerekli
olan V=1(y — Xp3) terimi:

y—Xp=y—-X(X'VX) X'V 1y
V iy —XB) =V y-Xx(X'V1X) X'V"ly]
=[P =V X(X'VIX) X'V ]y =Py (2.37)

elde edilir. Buradan (2.36) esitligi;

tr(V=12,Z}) = y'PZ;Z| Py (2.38)

seklinde tanimlanir. Bu formiillerde goriildiigii iizere, ¢oziimlemelerde V!
kullanilmaktadir. Her bir varyans bileseni i¢in hesaplanacak olan bu denklemler lineer
olmayacagindan, denklem ¢o6ziimlemelerinde analitik formlar yerine iteratif yontemler
kullanilacaktir (Searle vd. [6]). En ¢ok olabilirlik tahminleri; Newson-Raphson metodu
ve EM (Expectation-Maximization) gibi iteratif yontemlerle gerceklestirilebilir (Laird
ve Ware [5], Lindstrom ve Bates [45], Verbeke ve Molenberghs [46]).

2.2.2 Rassal Etkilerin Tahmini

Ozellikle hayvan yetistiriciligi konularinda, rassal etkilerin tahmininde karma modelleri
kullanan Henderson [1], karma model literatiiriinde ilk siralarda yer almaktadir. Genetik
ve gevresel parametrelerin tahmininde bu yonteme basvurmustur. Henderson’in [1] de

tanimladig1 en iyi lineer yansiz tahminci (Best Linear Unbiased Prediction, BLUP)
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rassal etki tahminlerine gegmeden 6nce, en iyi tahminci (BP) ve en iyi lineer tahminci

(BLP) kisaca agagidaki gibi tanimlanacaktir (Searle vd. [6]):

(i) BP: u rassal etkinin en iyi tahmincisi (BP) bulunurken minimum ortalama kare
kullanilmaktadir. @ tahmincisini ve f(u,y) ortak dagilim fonksiyonunu gostermek {izere;

ortalama kare hata asagidaki gibi tanimlanir;

E(@i—u)? = J. (@ — w)?f(u,y)dy du (2:39)

u rassal degiskenleri vektoriine gore genellestirilmis hali ise asagidaki gibidir:

E(@—uw)'A(@ —u) = f (@ — w)'A(E — w)f (u,y)dy du (2.40)

A pozitif tanimli simetrik matristir. Tahminler elde edilirken yukarida tanimlanan
ortalama kare minimize edilir ve aslinda en iyi tahminci rassal etkinin (u), herhangi bir
olasilik dagilimi igin, y verildiginde kosullu beklenen degeridir. Dolayisiyla en iyi
tahminci (predictor)

i = BP(u) = E(uly) (2.41)

olarak verilir.

(i) BLP: Yukarida tanimlanan en iyi tahmin edici (2.41) lineer olmak zorunda degildir.
Tahminciye lineer olma kisit1 getirildiginde; tahminci BLP olmaktadir. u rassal etki

tahmininin y’ye gore lineer oldugu diisiiniiliirse,

E@—wA@—w) = [[(@—uw)A@ —w)f(u,y)dydu, @i =a+ By (2.42)
i’ya gore minimize edilir ve herhangi bir normallik varsayimi olmadan BLP asagidaki
gibi elde edilir:

BLP(uw) =i = p,, + CV~ ' (y — ) (2.43)
(iif) BLUP:

1. E(ii —u)'A(fi — u) ‘yu minimize eden,

2. y’ye gore lineer olan (@i = a + By),

3. E(ii) = E(u) seklinde tanimlanan yansizligi
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saglayan tahminci (BLUP) olarak tanimlanir.

Henderson [1] ve [47] de (2.5) numarali karma modele iliskin rassal etki tahminlerini

asagidaki gibi agiklamistir:

u~N(0,D)) .ruj_[o0 up _ D 0 (2.44)
e~N(0,R)} E[e]_[o]' Va [e]_ 0 R

y~N(XB,ZDZ' + R) oldugu hatirlanirsa;

cov(u,y") = cov(u, XB + Zu+ e)') = cov(u,u'Z") + cov(u,e") (2.45)

=cov(u,u')Z'=DZ'=C
! ! ! ! (2'46)
cov(y,u’) = cov((XB +Zu+ e),u ) = cov(Zu,u') + cov(e,u")

=Zcov(u,u') =ZD = C'

Bu durumda rassal etki ve yanit degiskeninin ortak dagilimi asagidaki gibi olacaktir.

ERI(PAN A @.47)

seklinde kurulan bir lineer karma modelde g, R ve D biliniyorsa; parametrelerin lineer
bir fonksiyonu olan (k'S 4+ m'u)’ya iliskin en iyi tahmin edici® asagidaki gibi

tanimlanmugtir:

k'8 +m'DZ'V-1(y — XB) (2.48)
Eger g bilinmiyorsa (k'S + m'u)’ya iliskin BLUP asagidaki gibi tanimlanmusgtir:
kK'B+m'DZ'V=(y — XB) (2.49)

Burada § asagidaki genellestirilmis EKK denkleminin (2.50) daha 6nce belirttigimiz

(2.28) numarali ¢oziimiidiir.
X'VIXB=XV"ly (2.50)

Henderson [1] de u rassal vektoriiniin tahminini, &4 (BLUP) asagidaki gibi tanimlamistir:

® Karma modellerde; sabit etki tahminleri igin ‘estimation’, rassal etki tahminleri igin ‘prediction’
kullanilmaktadir.
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i =DZ'V i(y—Xp) (2.51)

BLUP’1 veren daha kolay ve matris gosterimine dayali ikinci bir model olusturan

Henderson, (u, y) rassal degisken vektorlerinin,
L=fwy) =f@wfw (2.52)

seklinde tanimlanan ortak olasilik yogunluk fonksiyonunun logaritmasimin § ve u’ya
gore birinci mertebeden kismi tiirevlerini alip sifira esitleyerek asagidaki denklik
sistemini elde etmistir. Bu ¢ikarimda olabilirlik kullanilmadigi igin, ¢ikarimlara “en ¢ok
olabilirlik” denilemeyecegi Henderson tarafindan [48] de belirtilmistir.

X'RT'X  X'R7Z [,3] _ [X’R‘ly (2.53)
Z'R7IX Z'R7Z+ D7y Z'R 1y

Bu denklik sistemi (2.51)’e gore ¢oziim kolaylig1 agisindan istiinliik saglamaktadir. V
matrisi veya V matrisinin tersinin alinmasina gerek duyulmamaktadir. R matrisi de V

matrisi kadar biiyiik boyutlu olsa da genellikle birim matris ve D matrisi de genellikle

kosegen matris olarak tanimlanmaktadir (Henderson [47]).

(2.53) numarali denklik sisteminden elde edilen asagidaki denklemlere de Henderson

karma model denklemleri denmektedir.

X'R™XB + X'R™'Zii = X'R™y (2:54)

Z’RXB+ (Z’R'Z+D Vii=Z'Rly
Elde edilen BLUE (8) ve BLUP (ii) tahmin edicilerinin hatalarmna iliskin varyans
kovaryans matrisi asagidaki gibi tanimlanmigtir (Robinson [49]):

1 (2.55)

X'R71X X'R71Z 2

cov(B-Ba-u)= |71y gp-igyp-1] ©

BLUP’a iliskin daha fazla bilgi i¢cin Henderson vd. [50], Goldberger [51], Harville [52],
Searle vd. [6] ve Searle [53] ¢alismalarina bakilabilir.
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2.2.2.1 Rassal Etki Tahminlerine Bayesci Yaklasim

(2.3) numarali karma modelde, y;’nin u;’ye gore kosullu dagilimi (2.4) ile verilmisti.
Bayesci yaklasimda, (2.4) numarali kosullu dagilim, u; parametrelerinin 6nsel (prior)
dagilimi olarak adlandirilir, zira bu dagilim y;’ye bagli degildir. Dolayisiyla u;’nin

sonsal (posterior) dagilim fonksiyonu asagidaki gibidir (Verbeke ve Molenberghs [46]):

(2.56)

filud) f(w)
(uily) = fwilVi = y) =
Jlubyd = fGulte = J f Gilud f (w)duy
Bayesci yaklasimda, rassal etki (u;) bu sonsal dagilimin beklenen degeri olarak tahmin

edilmektedir ve asagidaki gibidir:

(2.57)
2,60 = E[wlY, = ;] = f wif Guglyy) db; = DZIV (@) (y; — Xiff)

denklemde o, V; = Z;DZ; + R;’de bulunan tiim varyans ve kovaryans parametrelerini
temsil etmektedir. D’de mevcut q(q+1)/2 farkli eleman ve R;’nin tiim parametrelerinden

olusur. Tahmin ediciye iliskin kovaryans matrisi asagidaki gibidir:

var(2;(0)) = DZ{V; *var (y)V; = Vi Xwar (B) X[V 1}Z,D (2.58)
N -1
=DZ{{V7 ' —V7X; <Z X{Vi‘1Xi> X\t Z:D
i=1
V-1 = W; olarak tanimlanirsa:
. . (2.59)
var(4;(0)) = DZ{ AW, — W,X; <Z X{WiXi> X/W; + Z;D
i=1
elde edilir.

2.2.3 Kisitlandirilmis En Cok Olabilirlik Yontemi (REML)

REML, sabit etkiler i¢in varyans bilesenlerini tahmin ederken, en ¢ok olabilirlikten
farkl1 olarak, serbestlik derecelerini de hesaba katmaktadir. Ornegin, basit bir tek yonlii

rassal model i¢in sabit etkilere iliskin varyans tahmini en ¢ok olabilirlik yonteminde
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g% = (% — MSE)/n ile hesaplanirken; REML y&nteminde 02 = (% — MSE)/n ile

hesaplanmaktadir (Searle vd. [6]). REML hesaplanirken, y gézlemleri yerine onun bir

lineer kombinasyonu olan k’y kullanilacaktir.
k'y=k'XB+k'Zu (2.60)
karma model esitliginde herhangi bir B terimi bulunmamasi i¢in, her B i¢in k' X = 0 ve

dolayisiyla k'X = 0 kisitlar1 saglanmalidir. Bu kisit1 saglayan k vektorii her hangi bir ¢’

icin, agsagidaki gibi tanimlanmaktadir:

k' =c'(I—XX) (2.61)
veya
K'=c'(I—-XX'X)"X)=c'(I-XX*) =c'M (2.62)
M=1-XX'X)X =1-XX*

(2.63)

E(k'y)=k'XB =0
R rankli ve (N X p) boyutlu X matrisi i¢in k'XB = 0 esitligi(N —r) adet lineer
bagimsiz k' vektorii igin saglanir. Bu vektorler Kiy_,ywn = [k1, k3, ..., ky_,]" ile tek bir

matriste gosterilmek tizere, ¢oziimlemeler bu lineer bagimsiz vektorlerden olusan K’

matrisi lizerinden agagidaki gibi devam ettirilir:

K'X =0, (2.64)
K'=TM,

K've T (N-r) tam satir rankli olmak {izere; (2.2) nolu dagilim

seklinde tamimlanacaktir. (2.33)’de P =V 1 -V iIX(X'V"1X)"X'V™1 seklinde
tanimlanan simetrik P matrisi, K’ matrisine bagli olarak soyle tanimlanmustir (ispat1 igin

bakiniz: Searle vd. [6]):

P = K(K'VK)™ K’ (2.66)

K'y’ye iliskin olabilirlik fonksiyonu Ly ile gosterilmek iizere, asagidaki gibi yazilir:
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1 1 14 1 ! 14 -1 (267)
lr=l0gLR=—§(N—r)log2n—§log|1( VK|—§}’ K(K'VK)™'K'y
(2.67) esitliginin 6?’ye gore birinci mertebeden kismi tiirevinin alinabilmesi igin

oncelikle asagidaki tlirevler hesaplanmalidir.

P @ (2.68)
— = K(K'VK)IK’
do? 0do? ( )

L L

Bir matrisin tersinin tiirevi formiiliinden yararlanarak (EK-A2), (K'VK)~! matrisinin

tiirevi asagidaki gibi hesaplanir ( % = 7;Z):

4

!

o _0K'VK
5 (V)™ = ~(K'VE) ™ ——= (K 'VE)™
L l
1%
= ~(K'VK) "K' =5 K(K'VK)™ (2.69)
IoF

L

= —(K'VK)™*K'Z,Z/K(K'VK)™!

Bir matrisin mutlak degerinin tiirevi formiilinden yararlanarak, |K'VK| matrisinin

tiirevi asagidaki gibi hesaplanir:

0K'VK
da?

= tr[(K'VK) "K' Z,Z!K]

v
IK'VK| = tr [(K’VK)‘l l =tr l(K’VK)‘lK’—ZK

aa? d0; (2.70)

(2.69) ve (2.70), (2.68)’de yerine yazilirsa;

6_P = —K(K'VK)"'K’ a—VK(K’VK)‘lK’ = —P a—VP = —PZ,Z{P 2.71)
do? da? - addF e

elde edilir. Tiim bu sonuclar son olarak asagidaki esitlikte yerine yazilir:

a1 1 1 2.72
— = —~ tr[(K'VK)"'K'Z,Z/K] — =y'(—=1)PZ;Z|Py (2.72)
d0; 2 2

1 1
= —Str(PZ;Z)) +5y'PZZPy

Bu denklem sifira esitlenmesiyle,
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tr(Pz,Z]) = y'PZ,Z{Py (2.73)

REML tahmin edicilerinin bulunmasindan kullanilan REML denklemleri elde edilir.
Varyans bilesenlerinin ML tahmin edicileri (2.38) ile bulunuyordu. Goriilmektedir ki iki
denklemde tek farklilk REML yonteminde denklemin sol tarafinda V~! yerine P

yazilmasidir.

2.3 Lineer Karma Modellerde EM Algoritmasi

EM algoritmasina ge¢cmeden Once, temel dagilimlardan biri olan ve c¢ikarimlarda

kullanilan (¢ok degiskenli) normal dagilim tanimlanacaktir.

2.3.1 Cok Degiskenli Normal Dagilim

Ortalamas1 u ve varyansi o2 olan tek degiskenli normal dagilim asagidaki gibi

tanimlanir:

1 % — N2

flx) = exp(——(x ,u) ) —0<x<® (2.74)
2

Bu fonksiyonda; (X?T”) = (x — u)' (6?)71(x — p) seklinde yazilabilir. (p X 1) boyutlu

X vektorii igin bu gosterim (x — )" (Z) " (x — u) olarak genellestirilebilir. (p X 1)
boyutlu p vektorii; X vektoriiniin beklenen degerini, (p X p) boyutlu X ise varyans-

kovaryans matrisini gdstermek tizere; p-boyutlu normal dagilim asagidaki gibidir:

1 1
fx) = Wexp(—z(x W' @)Y x—w), xR, i=12,..,p (2.75)

Bilindigi iizere, istatistikte kullanilan bir¢ok yontem, Gauss olarak da isimlendirilen,
normal dagilima dayanmaktadir. Klasik LMM’de ilk varsayim, rassal etki ve rassal hata
terimlerinin normal dagilima sahip oldugudur. Normal dagilima iliskin bu ¢alismada sik

kullanilan 6zellikler takip eden boliimlerdedir.

2.3.1.1 Normal Dagilimh Rassal Degiskenin Lineer Fonksiyonunun Dagilimi

u ortalama vektorii, ¥ varyans-kovaryans matrisi ile p-boyutlu X vektorii ¢ok degiskenli

normal dagilima sahipse, C tekil-olmayan herhangi bir skaler matrisi ve herhang bir a
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icin a + CY dontisimii, a + Cu ortalama vektorii ve CEC' kovaryans matrisi ile p-

boyutlu normal dagilima sahiptir denir.

2.3.1.2 Normal Dagihmh Rassal Degiskenin Marjinal Dagilim ve Kosullu

Dagilim

X vektorii, p ortalama vektorli, ¥ varyans-kovaryans matrisi ile p-boyutlu normal

dagilima sahip olsun. X vektori, X;:(p; X 1) ve Z,;1:(p; X p;) boyutlu olmak iizere;

X X X
X = [Xl] ~N ([Zﬂ, [211 212]) seklinde parcalansin. X;; u, ortalama vektori, X,
2 21 422

varyans-kovaryans matrisi ile p;-boyutlu normal dagilima sahiptir ve olasilik yogunluk

fonksiyonu asagidaki gibidir:

1
f(x1) = D1 1 €Xp <_E(x1 — 1) (Z1) 7 (xy — ll1)> —oolXx <®
(2m) 2 |244[2 (2.76)
i=12,..,p
X, verildiginde, X; 'nin kosullu dagilim1 asagidaki gibidir:
X1 |Xo~N (g + 212225 (X2 — 1), Z11 — Z12252 Z21) (2.77)

2.3.1.3 Normal Dagilimh Rassal Degiskenin Karesel Formun Beklenen Degeri

(2.75) ile tanimlanan normal dagilimli X vektoriiniin, X' AX karesel formunun beklenen

degeri asagidaki gibidir:

E(x'Ax) = tr(AX) + u'Au (2.78)

2.3.2 EM (Expectation Maximization) Algoritmasi

Karma modellerde ML ve REML tahminleri hesaplanirken, log-olabilirliklerin
tirevlerinin sifira esitlenmesi, lineer olmayan denklemlere yol agmakta ve ¢ozlimler
oldukg¢a karmagik hale gelmektedir. Bu karmasik sistemlerin tek basina ¢6ziilmesi de
aslinda yeterli olmamaktadir; ¢ilinkii log-olabilirliklerin parametre uzayinda maksimize
edilmesi gerektigi durumu da goz oniine alinmalidir (Searle vd. [6]). Bu nedenle de EM
algoritmas1  gibi iteratif yontemler ¢oziimlemelerde kullanilmaktadir. Onceki

calismalarin genel bir sentezi olarak ilk kez Dempster vd. [32] tarafindan ortaya konan
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EM algoritmasi, ismini Expectation ve Maximization kelimelerinin bas harflerinden
almaktadir. Ancak yontem sadece tahminleri vermekte, varyans tahminlerini elde etmek
icin ekstra hesaplamalar yapmak gerekmektedir (6rnegin: Louis [54]). EM
algoritmasinin bu kadar yaygin kullanilmasinin nedenlerinden bir tanesi, hesaplamalarin
secilen baslangi¢ degerlerine karst hassas olmamasidir. M adiminin, sadece tam veri
setini kullanmay1 gerektirmesi de hesaplamalarda kolaylik saglamaktadir (Lin ve Lee
[12]). Ayrica, EM algoritmasinin herhangi bir dagilim varsayimi veya biiyiik boyutlu
veriler i¢in de kullanilabiliyor olmasi da yine yaygin olarak kullanilma nedenleri

arasinda sayilabilir (Wu [38]).

Yontemin mevcut iki adimindan ilki, gdézlemlenmis veri setini kullanarak kosullu
beklenen degeri hesaplama ve ikincisi en iyilestirme iizerine kuruludur. Iterasyonlar bu
iki adim arasinda yakinsama gerceklesene kadar devam etmektedir. X = (x4, ..., X,)
gozlenen bir veri seti, Z = (zy, ..., Z,) gozlenemeyen/kayip bir veri seti, Y = (X,Z2)
ikilisini i¢ine alan tam veri seti olsun. Bu iki veri setinin ortak dagilim fonksiyonu
f(X,Z) istel (exponential) bir dagilim ailesinden geldiginde, 6 € @ (O, parametre
uzayi) seklinde tanimlanan 6 parametresinin, bilinen veri setinin olabilirliklerinin 0’ya
gore maksimize edilmesiyle bulunmasinda kullanilan iteratif bir yontemdir. Genellikle
rassal degiskenlerin baz1 gercel degerlerinin gézlenemediginde, olasilik dagilimimin ML

tahmini direk elde edilemedigi durumlarda kullanilir.

Q(016,), tam veri setinin log-olabilirliginin beklenen degerini gostermek {izere;
parametre icin bir baslangic degeri secilir ve tam veri setinin log-olabilirliginin

beklenen degeri hesaplanir:

Q(616¢) = Eq [L(BIV)]Y = y] (2.79)

t=0,1,2,.... (yakinsama gerceklesene kadar) i¢in

E adiminda: Q(6(6,) = E,o»[l(0|Y)|Y = y] (2.80)

hesaplanir ve iterasyonun

M adiminda: 6,,,; € argmaxg Q(0|6;) (2.81)
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maksimizasyon problemi ¢oziilerek, E ve M adimlan arasinda gidip gelinir ve bir
onceki tahmin degerinden bir sonraki parametrenin tahmini gerceklestirilir. Adimlar

arasindaki stireklilik, segilen bir €, (¢>0) degeri icin,
L(Opye| X) — L(6:]| X) > € (2.82)

Kosulu saglandigi siirece devam eder. Yakinsama ger¢eklestiginde, kosul artik
saglanmaz ve en son bulunan 6,,, degeri, 6 tahmin degeri olarak almir. Dempster vd.
[32] iterasyonlar devam ettikge her adimda olabilirlik fonksiyonunun degerinin
azalmayan bir dizi seklinde devam ettigini gostermislerdir. Yani L(6,44]| X) =
L(6:]| X) saglanmaktadir. Boylece EM algoritmasi L(0)’nin bir lokal veya global
maksimumuna yakinsamaktadir. Ancak literatiirde, EM algoritmasinin farkli baslangic

noktalari ile birkag¢ defa ¢alistirilmasi tavsiye edilmektedir (Pinheiro vd. [11]).

2.3.3 Lineer Karma Modellerde EM Algoritmasi

EM algoritmasinin karma modellere uygulanmasinda gozlemlenen veri seti olarak y
alinirken, kayip veri seti yerine rassal etki, u; (i=1,2,...,r) alinmaktadir. Dolayisiyla tam
veri seti rassal etkilerin gergel (realized) degerlerini bilinmediginden; EM algoritmasi
bu degerlerin yerine kullanabilecegimiz degerler hesaplanmasina olanak saglamaktadir.
Hatirlanacak olursa model (2.5)’de y, 8, u ve e sirasiyla; cevap, sabit etki, rassal etki ve
rassal hata terimi vektorlerini, X ve Z sirasiyla sabit ve rassal etkilere iligkin dizayn
matrislerini gostermekteydi. Bu boliimde, modelin rassal etkilere iligkin kismi, Searle

vd. [6] daki gosterimine paralel olarak, agagidaki gibi par¢alanmustir.

Uy r
u = [Zl Zr] = ZZiui
Uy i=1
[le Zip Z1q1] (2.83)
7, = |Zz1 Z:22 ZZqz‘
ZNl ZNZ Zqu. NXq;

Bu gosterimde u;, 1. rassal faktorii i¢in, bu rassal faktoriin tiim diizeylerinin etkilerini

gosteren vektorii temsil etmektedir. g; bu diizeylerin sayisin1 gostermek iizere, u; =

(ul-l, Ujg, wee) ul-qi)’ i = 1,2, ...,r olarak taniomlanmuistir. Rassal etkilerin 6zellikleri:
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E(ul) =0 Vi;

var(u;) = o, v;;

i

cov(uy,uj) =0 L#];

var(w) = {a0f I Y1 = (Matris notasyonu EK- 8%
[0flg, O .. 0] Al’de agiklanmustir.)

0 o, . 0 |

0 0 .. o/l

olarak tanimladigimiz karma modellerde, eger rassal etkiler biliniyor olsaydi, varyans
tahminleri var(w;) = 67 = % ile hesaplanabilirdi. Bu tahminci, rassal terimlerin
i

u;~N (0, al-zlqi) dagilimina sahip oldugu varsayimi altinda, ML tahmincisidir. Ancak
rassal terimlerin gercel degerleri bilinmemektedir. Bu nedenle de EM algoritmasi
araciligiyla, bilinmeyen bu degerler yerine, (u;u; Ve u;’lerin yerine) kosullu beklenen
degerleri kullanilmaktadir. Algoritma i¢in 6ncelikle y ve u = [uj u; ... u,]" vektorlerine
iligkin tam veri olusturulacak ve tam veri i¢in ortak olasilik yogunluk fonksiyonu

yazilacaktir. (2.5) modeli, rassal etki teriminin (2.83)’deki gibi pargalanmasiyla,

asagidaki gibi yazilir:
r (2.85)
y=X,8+ZZl-ui+e
i=1
Uy =e, o¢ =o?, qo =N, Zy = I, alinirsa:
r (2.86)
y=XB+ ) Zuy
i=0
" " (2.87)
V =var(y) =ZDZ' +R = Z Z,Zo? + ally = Z Z,Z|o?
i=1 i=0
(2.88)

r
Cov(y’ u]’) = Ccov (X’B + ZZiui ,u;) = chov(uj,u]{) = O']ZZ]
i=0
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elde edilecektir. Normal dagilimli y ve wuq,u,,..,u, larin, ortak dagilimlari da

asagidaki ortalama ve varyans tanimlari ile ¢ok degiskenli normal dagilima sahiptir.

(X[ (2.89)
10
=1 .
| 0
2.90
N I e (290
_{cUiZZi'}ir=1 {daizlqi}irﬂ
WM nxw (01221)1v><q1 (GZZZZ)quZ (UrZZr)qur 1
(Glzzi)qlxN (O-lzlql)qlxq1 0 0
=1(02Z5) g, xn 0 (G - 0
(07 Z)) g xn 0 0 e (0Flgr), o ]

Normallik varsayimi altinda, y ve uy, u,, ..., u,-’lerin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu

asagidaki gibidir:

S PPN« 1
Foatgity 0, Uty ey ) = (2m) 221095 Zexp(— - Q)

y—XB (2.92)
0=[-XB) uf .. wlzt|

Uy

(2.91)’deki varyans-kovaryans matrisinin determinanti (|XZ|), asagida (2.92) ile

hatirlatilan par¢alanmis matrisin determinant1 formiilii ile bulunacaktir.
A B|_ i (2.92)
p D|—|D||A BD-I(]

(2.92)’de A, B, C ve D terimlerine kars1 gelen degerler,
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A=V

B ={,0Z}{-y = [0Z, .. 02Z,]
0121
C={0lZ}- =] i
0t Z)
[(O-lzlql)%x% 0
2
D = {40{Ig,}i=1 = | 0 (o qu')QZXQZ
L 0 0

(2.93)

0
0

: |
(arzlqr)qrxqrj

olarak tanimlanir ve (2.92)’de kullanilacak olan |D| ve D! terimleri asagidaki gibi

elde edilir:
2 2.94
(0f1a1) g 0 r (2.94)
2
: : . : =1
0 0 (arzlqr)qrxqr
-2
l[(01 Ig1) g, wa. 0 0 1| (2.95)
D1 =| 0 (0-2_ qZ)QZXQZ 0 I
l 0 0 (O—T'_ZIqT)CIrXCIrJ
(2.95) kullanilarak, (2.92)’deki BD~1C terimi asagidaki gibi bulunur.
BD™IC
|[(O-1 ql)‘hX‘h ) 0 0 —i o27!
141
= [0?Z, 0t Z,] | 0 (o qu)‘hx‘h 0 I| :
| f L ez
| 0 0 (o7 Iqr)q a ]
Z1 r
=02, . o?z]|i|=) 0?27
Zyl =1
(2.96)

Dolayisiyla (2.92)’deki |A — BD~1C| asagidaki gibidir:
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|A—BDIC| = |V - XI_, 02Z,Z{] (2.97)

V matrisi, (2.87)’deki gibi tanimlandig1 hatirlanirsa;

r

V- Z AV ZZZ of + ol ZUizZiZ{ = clly (2.98)

i=1
olacaktir. Bu durumda,
|A—BDIC| = |6ly| = (6®)V (2.99)

olarak elde edilir. (2.94) ve (2.99), (2.92)’de yerine yazilirsa; determinant alma islemi

asagidaki gibi tamamlanir:

2= [ehn@dr =] e (2.100)
i=1 =0

(2.90)’da tanimli varyans-kovaryans matrisinin tersi ise (EK-A3)’deki pargalanmis
matrisin genellestirilmis tersi Ozelligi yardimiyla elde edilecektir. X, matrisi X =

[Z1 Z;] seklinde pargalanirsa,

[0 %3 R Y9 PR 9

elde edilir. (2.101)’deki terimle (2.90)’da karsilik gelen terimler asagidaki gibidir:

/ 2.102
2121 = (DMxw ( )
0124
21 = :
0rZy
2
[(0f1q1), .. 0 0 ]I
55, = 0 (o qu)q " 0
0 0 (aﬁlqr)qrxqr
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1y, 0 0
0 o3ly, .. O ]

Il
—
Q
(=)

Q
S
e —

0 . ol
z:22 [(01221)N><q1 (Uzzz)quz (Urzzr)zvxqr]
[(07Z1)q,xn ]
515, = |3 Z)apen|
[(UrZ )qrxNJ

Parcalanmis bu matrisler ve vektorler yardimiyla, asagidaki formiil ile ters alma

islemine baslanabilir:

. 0 o0 I _ _ (2.103)
1 — l l /
=0 @] ey n GIMED T TR
My =1—-2,(252,)7%;
-2
l[(01 Ig1) g, wa, 0 0 ]I (2.104)
fo N— 0 o5 0
(2222) =| ) ( )‘I xqz I
o 0o (o), ]
- {do-i_ ICIL}
Z3 (2.105)
(Z2Z)7 532 = | i [ ={cZ{}
Zy
212,(E%)" =14 - Z ] ={Z} (2.106)
LIMoEy = Ei[1 — 2p(232,)7E5]% = E1Xy — EiE,(25%,) 7 5%, (2.107)
I[(0'1ZZ1)q1><N]
—V—[Z . Z] rfz Zﬁww ‘ Zz Zlo? = 6
(Ur Zr)qrxN
(2.108)

e N L I oL ]
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Determinant ve ters alma islemi boylece tamamlanmistir. Daha 6nce tanimladigimiz
ortak olasilik fonksiyonunda (2.91), 6 = (f,0)" parametre vektorii olmak {izere, bu

sonuglar yerine yazilirsa:

2.109
fy,ul,...,ur(y; ul; ---;ur; 9) ( )

1 10y
(2m)2Eim0 9 ([T (a2)90)2 2& 0

!

T T
1
—§<)’ —Xp _Zziui> ()’ —Xp —Eziui>/0§
i=1 i=1
Bu ifadenin logaritmasi alinirsa:

1 r 1 r 1 r , (2110)
ulu;
l=—= E q; | In2m — = E qilno? —< ) —
2 2 ¢ 2 o}

i=0

0o
r r r
1 1 , I uy
=—E qu lTLZT[—Ezqian'i _E_ 0_—12
i=0 =0 =0

elde edilir. Daha 6nce y — X — Y\i_; Z;u; = e Ve e = u, olarak tanimlandigindan; log-
olabilirlik en son seklini yukaridaki gibi almistir. Son esitlikte (2.110), tiim veri setine
(complete data) dayanarak, y ve u;’ler i¢in en ¢ok olabilirlikler tahmin edilmelidir.

Oncelikle 67 ye gdre birinci mertebeden tiirev aliarak esitlik sifira esitlenirse:

a1 Lg 1 u s (2.111)
[ = ——— - t=4u,1,..,r
(')O'iz O_izzaiz 2 O-iz 2 (O-iz)z
/ 2.112
~2 Ul . ( )
o = 1= 1, v, I
4di

elde edilir. f'nin tahmini i¢in ise, bagimli degisken vektoriinden, hata terimi disindaki

tiim rassal etkiler ¢ikartilip, genellestirilmis EKK uygulanirsa:
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r (2.113)
XB = XXX X' (5= ) Zu)

elde edilir (Searle vd. [6]). Dikkat edilirse (2.112)’de parametre tahmini igin
kullanilacak olan u;u; aslinda bilinmemektedir. Bu deger yerine, gézlemlenen veri (y)
bilindiginde, kosullu beklenen degeri kullanilacaktir, yani E (u;u;| y) hesaplanmahdir.
Bu hesaplama i¢in oncelikle y verildiginde u;’nin kosullu dagilimi (Boliim-2.3.1.2)’de
verilen (2.77) numarali kosullu dagilim formiilii yardimiyla ve y ve u;’lerin ortak

dagilimi ve (2.90) hatirlanilarak, asagidaki gibi hesaplanacaktir:

E(uily) = 67 Z;V~'(y — XB) (2.114)
cov(u;ly) = ofly, — 67 ZV 07 Z; = o}l — 0} ZV 12, (2.115)
(2.116)

wily~N (P Z{V~2(y — XB), 0f 1y, — 0i*Z{V~1Z;)
(Boliim-2.3.1.3)’deki karesel formun beklenen degeri 6zelliginden yararlanilarak, nihai
beklenen degerler asagidaki gibi hesaplanabilir.

E(ujuly) = tr(o?ly, — o} ZIVZ) + o (y — XB)'VZ,ZiV 1 (y —XB)  (2.117)

(2.113)’de  Xp’nin tahmini i¢in asagida yer alan kosullu beklenen deger
hesaplanmalidir:

<}’—Zr:ziui |3’) =Xp —E(Zr:ziui |3’> =Xp —zr:ziE(ui | ¥)
=1 i=1 i1

= XB - Z A CASCES () (2.118)
i=1

T

=Xp — z ol ZiZiV~ (y — XB)

i=1

V=Y'_,ZZo? +c2ly oldugu hatirlatilip, (2.118)’de T 0FZZ =V —olly

olarak yazilirsa,
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E<y—zziui |y> = X6 = V= oehoVTh = XE) (2.119)

=XB + eV (y - Xp)

elde edilir. Parametre tahminleri i¢in gerekli olan kosullu beklenen deger ¢ikarimlari

gerceklestirldigine gore, arttk EM algoritmasi uygulanabilir:
EM-Algortimast:
Adim (0):
L© ve 620 baslangig degerleri belirlenir ve m=0 olarak alinr.
Adim (1) E-adima:
Asagida t]" ile gosterilen kosullu beklenen deger, y gdzlemlenmis veri seti kullanilarak
(2.117) kullanilarak hesaplanir:
£ = Euiwly)l g=pom y2-g20m
= tr (07 ™1, - 0™ zi (V™) 7)) (2.120)

+ o™y = xp) (V)22 (V) (v - Xp™)

V™ V’nin 6 ’nin yerine, O'i2 (™) konularak hesaplanan degeridir (i=0,1,...,r).

(2.119) kullanilarak asagida §™ ile gosterilen, kosullu beklenen deger, y gézlemlenmis

veri seti kullanilarak hesaplanir.

r
§(m) =F (y — Z Ziui | y) |g=g(m) g2=g2(m)
) (2.121)

=1

= XB™ + gez(m(V(m))‘l(y — Xp™)

Adim (2) M-adimu:

Tam veri setinin log-olabilirliginin maksimizasyonu ile elde edilen parametre degerleri

hesaplanir.
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- (2.122)

Xﬁ(m+1) — X(X’X)_X’§(m) (2123)

Adim (3):

Yakinsama gerceklesirse; 6% = 20D ve B = ™1 olarak alimr. Yakinsama

gerceklesmez ise m bir arttirilarak 1. adima geri doniiliir.

2.34 ECM (Expectation-Conditional Maximization) ve ECME (Expectation-

Conditional Maximization Either) Algoritmalar:

EM algoritmasinin gelistirilmis uzantis1 olan ECM ve ECME algoritmalari, sirasiyla,
Meng ve Rubin [34], Liu ve Rubin [35] tarafindan tanimlanmislardir. EM algoritmasina
iliskin maksimizasyon adiminda, bazi parametreler (veya fonksiyonlar1) tam veri setinin
log-olabilirlik fonksiyonunun kosullu beklenen degerine gére maksimize edilirse, ML
tahminleri daha kolay yapilabilecektir. Zaten ECM algoritmas1 tam veri setine iliskin
kosullu maksimizasyon hesabinin, EM algoritmasinin daha karmasik olan M-adimiyla

degistirilmesiyle gerceklestirilir (McLachlan ve Krishnan [55]).

ECME algoritmas1 da ECM algoritmasinin bir uzantisi niteligindedir. Bu algoritmada,
ECM’nin tiim veya bazi1 CM adimlari, tam veri setine iliskin kosullu log-olabilirligin
beklenen degerinin (Q(66,) = Ep»[l(8]Y)|Y =y]) veya tam olmayan veri setine
iligkin log-olabilirlik fonsiyonunun maksimizasyonu adimlari ile degistirilmesiyle
gerceklestirilir (McLachlan ve Krishnan [55]). Meng ve Rubin [34], Liu ve Rubin [35],
McLachlan ve Krishnan [55] daha detayli bilgi igin incelenebilir.
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BOLUM 3

LINEER KARMA MODELLERDE t-DAGILIMI

Saglam/giiclii (robust) modeller olusturulurken standart normal dagilim yerine
kullanilan t-dagilimi ve ¢ok degiskenli t-dagilimi bu bdliimde incelenecek ve
aciklamalarin ardindan, bu dagilimlarin LMM i¢in kullanimlar1 ayrintilandirilacaktir.
Cok degiskenli t-dagilimina iliskin bir¢ok ozellik ve dagilimm LMM’de kullanilma
bi¢ciminden ¢ikarimlarda faydalanildig: i¢in, bu galismada ayrintili olarak t-dagilimi ve
dagilimin LMM’de kullanimina yer verilmektedir. Cok degiskenli dagilim varsayimin
yanisira, (EK-B2)’de her bir tekrar i¢in dagilimlarin tek degiskenli olarak alindig

durum i¢in 6rnek bir model kurulumu normal dagilim ve t-dagilimi i¢in verilmistir.

3.1 t-Dagilim

Y ve Z birbirinden bagimsiz iki rassal degisken olsun. Z ~ N(0,1) ve

Y ~ xZ olmak iizere,

3.1)

seklinde tanimlanan degigskenin dagilimi (student) t-dagilimma sahip olmaktadir. v-

serbestlik dereceli standart t-dagilimmin olasilik yogunluk fonksiyonu asagidaki gibi

gosterilebilir:

rtg) | o en &2
fx) = ~(1+—)"2 , o<x<o»

vl (z) 0
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(3.2)’de Gamma fonksiyonu

rz) = fooo u?"le %du (3.3)

seklinde tanimlanir. Dagilimin beklenen deger ve varyansi, E(X) =0 ve V(X) = ﬁ

gibidir. Ortalama ve varyans ¢ikarimlar1 asagidadir:

o T (v + 1) 22 _Wzr_l
EX) = f ( )< ) dx
(3.4)
rE)h g |
——vf x(v+x2)72 dx
var(z) e
u=v+x?2 2xdx = du
AZ\WY/

F V/Z 1 — F( 2 )V 2 . .

ECX) = J‘ w- v+ gy 2wr(Y) olmak iizere; (3.5)
1-v |t
ima [ w5 du = lim e 0 3.6
= 2 = = .

E(X) tLI:r)loaf_tu u tl_)rgal_v/2 (3.6)

-t

olarak elde edilir. Varyans i¢in var(X) = E(X?) — [E(X)]? formiiliinden yararlanilirsa,

z2 o .
X? = 7~ olarak tanimlanir ve beklenen degeri alinir:

Yy

2 Zz 2 1
E(X?) =E v =E(Z )E(Y)—VE<?> (3.7)
v
f T 0
N=—n—y2e2 y> (3.8)
r(z)ze
S)=—n—| -y Zezdy=—5—| yZe2dy ,
ek Y g e
_Y _1
t—2 dt = =dy
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v-2

N ® vt v=2 (% v—4
J- yzezdy=.[ (2t)2e‘t2dt=22f ()2 e tdt
0 0 0
Bu integral (3.3)’de tanimlanan Gamma fonksiyonu formunda asagidaki gibi yazilabilir:

fo Oo(t)vzie-t dt =T (1/2;2) (3.10)

Tim bu sonuglar bir araya toplanirsa,

2T () (o)

(3-2): (3.11)

EX =v v —2 (v _%v : v = Kz
r(z)e (z-1) 2G-1GE-2) v
var(X) = vV v>2 (3.12)
v—2
elde edilir.

t-dagilimma y = pu+ ox donlisimii (affine transformation) uygulanirsa (%;) = i),

dagilim asagidaki sekli alacaktir:

v+1 y — W\?
f(y)%rfnrz(vgm( )y ecy<a (313
2

Sekil 3.1’de normal dagilim ve farkli serbestlik dereceleri i¢in t-dagilimlarinin yogunluk
grafigi yer almaktadir. 1 serbestlik dereceli t-dagiliminin (Cauchy) normal dagilima
gore daha kalin kuyruklu oldugu ve serbestlik derecesi arttik¢a dagilimin normale

yaklastig1 agikca goriilmektedir.
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NORMAL DAGILIM VE T-DAGILIMI

04

DAGILIMLAR
— df=1
— df=3
— df=8
df=30
=~ normal

Y ogunluk
0z
!

0.1

Sekil 3.1 Normal dagilim ve farkli serbetlik dereceleri i¢in t-dagilimi

Bu calismada t-dagiliminin ¢ok degiskenli genellestirilmis halinden yararlanildig i¢in,

cok degiskenli t-dagilimi ile devam edilecektir.

3.2  Cok Degiskenli t-Dagilinm
u: (p X 1) boyutlu ortalama vektorii, Z: (p X p) boyutlu varyans-kovaryans matrisi ve v
serbestlik derecesini gostermek {iizere; olasilik yogunluk fonksiyonu asagidaki gibi

yaziliyorsa, p boyutlu Y = (Yl, ...,Yp)’ vektorli, ¢cok degiskenli t-dagilimina sahiptir
denebilir (Cornish [56], Dunnett ve Sobel [57], Kotz ve Nadarajah [58]). Asagidaki gibi

tanimlanir:

y ~ ty{u, Z, v}

r (V ; P) ~p), (3.14)

,5,V) =
fOlwZv) F(g) (vﬂ)p/2|2|1/2

[1 + % y-w'E "y - u)]

(X yerine R korelasyon matrisi ile de dagilim tanimlanabilmektedir (Kotz ve Nadarajah

[58])). Dikkat edilirse p=1, u=0 ve £ = 1 olarak alinirsa, yukaridaki olasilik yogunluk
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fonksiyonu, v serbestlik dereceli tek degiskenli t dagilimina doniisecektir. Eger v = 1

alinirsa, ayni fonksiyon p degiskenli Cauchy dagilimina doniismektedir.

U ve Z birbirinden bagimsiz iki rassal degisken olsun. U ~ y2/v ve Z ~ Ny(0,1),
zeRP, p =1, seklinde tanimlansin. p € IR ortalama vektorii ve X € IRy, pozitif
taniml1 varyans-kovaryans matrisi olmak tizere; asagida tanimli Y degiskeni v serbestlik

dereceli ¢ok degiskenli t-dagilimina sahip olacaktir.

3.15
Y:/,t+ 21/2U1/2 ( )
v
E(y)=u cov(y) = (E)Z v>2
Y ’nin kosullu dagilimi asagidaki gibidir:
(3.16)

ylu~Np(,Z/u)

(3.16)’dan yararlanarak, y bilindiginde U’nun kosullu dagilimi asagidaki gibi

yazilabilmektedir:
uly~ xosp/ v+ 6% 2= -wWiElly—-w (3.17)

Normalden daha uzun kuyruklu dagilimlarda, wu-skaleri icin farkli dagilimlar
denenmektedir. Ornegin, v = 0 ve u uniform oldugunda, y’nin dagilimi slash dagilim
olmaktadir. u belirli olasiliklarla binary olarak tanimlandiginda ise, y’nin marjinal

dagilimi iki normalin karmasi (mixture of two normals) olmaktadir.

3.2.1 t-Dagilimh Rassal Degiskenin Lineer Fonksiyonunun Dagilimi

u ortalama vektorii, R korelasyon matrisi ve v serbestlik dereceli p-boyutlu Y vektorii
cok degiskenli t-dagilimma sahipse; C tekil-olmayan herhangi bir skaler matrisi ve
herhang bir a i¢in a + CY doniistimii, v serbestlik derecesi, a + Cu ortalama vektorii ve

CRC' korelasyon matrisi ile p-boyutlu t-dagilimina sahiptir denir.

3.2.2 t-Dagilimh Rassal Degiskenin Marjinal Dagilimi ve Kosullu Dagilimi

Y vektorii, p ortalama vektorii, R korelasyon matrisi ve v serbestlik dereceli p-boyutlu

t-dagilimina sahip olsun. Y;, (p; X 1) ve Ry;, (p; X py) boyutlu olmak tizere, ¥ =
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R11 R12

Y1] _ [.ul
R21 RZZ

Yz ' - Uz
korelasyon matrisi ve v serbestlik derecesi ile p;-boyutlu t-dagilimma sahiptir ve

] ve ] seklinde parcalansin. Y;; p; ortalama vektori, Rq4q

olasilik yogunluk fonksiyonu asagidaki gibidir (Kotz ve Nadarajah [58]):
v+ P1
r(=2)

r(3) @m™/2|Ry |2

1 ~W+p1)/2
|14 =00 = )R 0 = )| (318)

fi) =

y, verildiginde y; ’nin kosullu dagilimi asagidaki gibidir:

_ M(@+p)/2)  Rul"2[1+ A/0)yiRidy @2 g0
f(YZ|Y1)— 1 1 D—1+,1(v+D)/2
(vm)P/2I (v +p1)/2) |R|Y2 [1+ (1/v)y'R1y]@+p)/

|R| = |R11||R22 - R21Rf11R12|
Y'R™'y = yiRi1y1 + ¥21R231Y24
Yo1=Y2 — R21R1_113’1

Ry21 = Ry — Ry1Ri{ Ry,

3.2.3 t-Dagilimh Rassal Degiskenin En Cok Olabilirlik Fonksiyonu

Ui, (p; X 1) boyutlu, bilinmeyen 0 (q tane bileseni olsun) parametreleri tarafindan
olusturulan, ortalama vektorii fonksiyonunu, X;, (p; X p;) bilinmeyen ¢ parametreleri
tarafindan olusturulan, kovaryans matrisini gostersin. v-serbestlik dereceli, p ve X
parametreli, p-boyutlu ¢ok degiskenli t-dagilimi i¢in, sabitler goz ardi edilirse, en gok

olabilirlik fonksiyonu:

n (3.20)
16, 0,v) = ) 1i(6,0,0)
i=1

1 1 52(6,0)\ 1
1;(6,9,v) = Eln|2i(<ﬂ)| - E(V +p)In (1 + IT> 5P In(v)

+n [r (v ; pi)] —Inl" (g)

520, 9) = {y; — w(OY 7 (@) i — 1:(6)}
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seklinde tanimlanir (Lange vd. [9]). t-dagiliminin genellestirilmis gosterimleri Kotz ve

Nadarajah’in [58] deki ¢aligmalarinin dort ve besinci boliimlerinde mevcuttur.

LMM’de, klasik yaklasim olarak adlandirdigimiz, rassal terim ve rassal hata
terimlerinin normal dagildig1 varsayimina iliskin ¢ikarimlar ve EM algoritmasi, ikinci
boliimde verilmisti. Bu bolimde LMM’de t-dagiliminin nasil adapte edildigi yer
almaktadir (Pinherio vd. [11]). Sonrasinda ise bu g¢alismada Onerilen ve ilk kez
gerceklestirilen, Laplace dagilimi LMM’ye adapte edilecek ve parametre tahminleri

hesaplanacaktir.

3.3 Lineer Karma Modellerde t-Dagilim

LMM’ye iligkin teorik ¢ikarimlarda ve uygulama alaninda, hata terimlerinin, rassal
etkilerin normal dagildig1 varsayilmaktadir. Ancak daha kalin kuyruklu bir dagilima
sahip veri setlerinde veya aykir1 gozlemlerin bulundugu durumlarda, bu varsayimlar
regresyon ve varyans tahminlerini etkilemektedir. Boyle durumlarda, normal dagilim
yerine gliglii/saglam (robust) tahmin yapilmasini saglayacak dagilimlara ihtiyag
duyulmaktadir. Literatiirde, genis bir alanda, t-dagilimi lineer regresyon tahminlerinde
normal dagilimin yerine kullanilmaktadir (Zellner [8], Lange vd. [9]). LMM’de de, bazi
calismalarda (Pinherio vd. [11], Welsh and Richardson [59], Stranden ve Gianola [60],
van Dyk [61], Staudenmayer vd. [62]) normallik varsayimi yerine, t veya ¢ok degiskenli
t-dagilimi kullanilmistir. Devam eden bolim t-dagiliminin LMM’ye nasil adapte

edildigini ayrintilandirilarak gostermektedir.

y; , 1. kisi igin cevap degiskenini gostermek iizere,

R W e e R e (321)

seklinde tanimlanan klasik LMM, c¢ok degiskenli t-dagilimi ile asagidaki gibi

tanimlanabilir:

Vi ~ Xlﬂ ZLDZLI+RL ZlD ) .
] ~ tarea ([ ! ][ oo Clv) i=1.m (3.22)

v; , 1. kisi i¢in ¢ok degiskenli t-dagilimi serbestlik derecesini gostermektedir.
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Pinherio vd. [11] t-dagilimli LMM’yi asagidaki gibi tanimlarken; hem gozlemler arasi
(u;), hem de gozlem i¢i hatalara (e;) iliskin t-dagilimlarinda serbestlik derecelerini v

olarak almiglardir.

yi=XiB+Zu; +e;, i=1,..,n (3.23)

u; ~t,(0,D,v), e~ tn,(0,R;, V)

Bu modele iligkin yanit degiskeninin marjinal dagilimi asagidaki gibidir (Johnson ve

Kotz [63], Wu [38]):

3.24
Vi ~ tu (XiB) ZDZ} + Ry, v) (3:24)

v v
var(u;) = ——=D, var(e;) = ——=
v v

- _zRi, v>2, i=1,..,n

t-dagilimli LMM’de, yanit degiskeninin beklenen degerine iliskin tahmin klasik LMM
ile aynmidir. Yani her iki model taniminda da E(y;) = X;f8’dir. Ancak t-dagiliml

LMM’de marjinal varyans-kovaryans matrisi; var(yi)=£(ZiDZl!+Ri) olarak

tanimlanirken, klasik modelde var(y;) = (Z DZ; + Ri) seklinde tanimlanmaktadir.

(3.22)’deki ¢ok degiskenli t dagimli LMM, [y;,u;{]" nin marjinal dagilimi olarak,
hiyerarsik gosterimi asagidaki gibi ifade edilir:

MR (s ]% ZiDg{ZZ’ Ry Zli)D]) (3.25)
T; ~ Gamma (%,%) i=1,..,m

a ve P parametreli Gamma dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu asagidaki gibi

tanimlanir:

ﬁal’a_l exp(—ﬁr) (3.26)

I'(a) ’

p(t) = >0, a>0, B >0

[00]

I'a) = j t* lexp(—t)dt
0

Model (3.25) gamma-normal hiyerarsik formunda agagidaki gibi ifade edilmektedir:
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) (3.27)
yilu, 7, ~N (Xiﬁ + Ziui'T_iRi)

1
uilri ~ N(O,—D)
T

T; ~ Gamma (%,%) i=1,..m

(Pinheiro vd. [11], Kotz ve Nadarajah [58]).

Staudenmayer vd. [62] LMM’de t-dagilimini blok kosegen matrisler (block diagonal
design matrices) yerine, daha genel bir gosterim tizerinden agiklamislar ve modellemeyi
gerceklestirirken, ¢cok degiskenli t-dagilimi yerine, birden ¢ok tek degiskenli t-dagilimli
rassal degiskeni kullanmislardir. LMM’yi asagidaki gibi kurmuslardir:

yilu~N(XB+Zu),08), 1<i<n (3.28)

wy ~ N(0,02)), 1<j<c¢, 1<k<gq

Bu gosterimi, t-dagilimi ile asagidaki gibi formiile etmiglerdir:
vilu~t((XB +2Zu);,02,v,), 1<i<n (3.29)

wj ~ t(0, 0% j, 1), 1<j<c¢ 1<k<g

R = 6?l,,D = blokkdsegen (a,fljlq),u = (uy, ...,uz)" olarak alinmistir. Coziimler

icin kullanilan algoritmalarda ise, (3.27)’deki hiyerarsik model tanimina karsilik gelen

bir model kullanilmistir:

yi lu, v, ~ N((XB + Zu);, ofkosegen(1/vy)), 1<i<n (3.30)
Y Y

u | v, ~ N(0, blokkdsegen(a? ;/vy))), 1<j<c 1<k <gq;

(3.30)’'da v, ~ )(53, /v, olmak tzere v, = (vyl, ...,vyn), seklinde tanimlanmius, vuj’nin,
!
k. elemant v, ~ X,%u /v, olmak tlizere v, = (v{l 1 U,QC) seklinde tanimlanmistir.

Staudenmayer vd. [62] deki c¢alismasi alternatif bir model kurulumu olarak
orneklendirilmistir, bu model kurulumuna benzer bir 6rnek ve log-olabilirlik fonsiyonu

(EK-B2)’de verilmistir.
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3.3.1 t-Dagilumh Lineer Karma Modelde EM Algoritmasi

Bu béliimde, t-dagilimi1 varsayimi altinda EM algoritmasi kullanilarak rassal etkiler ve
sabit etkilerin nasil tahmin edildigi verilecektir (Pinheiro vd. [11]). (3.21) ile tanimlanan
LMM’de, rassal etki ve hata terimlerinin normal dagildigi varsayilmis ve hiyerarsik
olarak tanimlanmisti. Modelin Gamma-normal hiyerarsik formu ise (3.27)’de verilmisti.
Daha sonraki boliimlerde EM algoritmasinda kullanilacak olan y; bilindiginde u; nin
dagilimi bulunmak istendiginde, oncelikle yukaridaki modelde rassal terim integral
islemiyle model disina c¢ikarilacak ve yi’nin marjinal dagilimi asagidaki gibi elde

edilecektir:

1 , 3.31
vt~ (4B, — (R + ZDZ))) 431

i

v v
T; ~ Gamma (E' E)
Bu caligmada t-dagilimindaki mevcut serbestlik derecesi, sabit (v; = v) kabul edilmistir.
(3.31)’in bir sonucu olarak, t;’nin, y; bilindiginde marjinal dagilimi asagidaki gibi
bulunmustur.
_fOuT) _ fOilf ) (3:32)

fo) fo)

1 / v v
N (XiB,— (R; + Z;DZ}))Gamma (7,2)

i

f(@ily)

N (Xiﬁ + Ziui,%Ri)

v+n; v+62(8,D,R)
T; |yi~Gamma > >
§7(B,D,R) = (v; = XiB)' (R + ZDZ) ™ (v — Xi8)

v+ni
v+ 61-2(,8,D,Ri)

E(t; ly) =
Cok degiskenli t-dagilimi varsayiminin mevcut oldugu LMM’de, klasik LMM’den

farkl1 olarak, her bir gozlemin kendi 0Ol¢egi (t;) olmasina olanak verir. Bu

gozlemlenemeyen 6lgek de, veriden elde edilir (Pinheiro vd. [11]).
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Veam = Vgoziemienen Ykayp) degerlerinden olusan tam veri setini, f(V¢qm|6) ise tam
verinin olabilirlik fonksiyonunu (6 € 0), gostermek tizere, Boliim (2.3.2)’de belirtildigi

gibi EM algoritmasinin her bir iterasyonu asagidaki iki adimdan olusmaktadir:

E-adimi: Q(016,) = Eqo [f(ytamlg)lygézlemlenen' gt] degeri hesaplanur,
M-adimi: Q(6,,,]6;) = argmaxy Q(6]6;) olacak sekilde 0, elde edilir.

EM algoritmasinda M adiminin hesaplamak zor oldugunda, CM olarak ifade edilen bir
kisitlandirilmis maksimizasyon adimi eklenir. Bu adimda Q(8|6;) maksimize edilirken,
0 = [B’,D’,0%,v']" ile gosterilen parametrelerin fonksiyonlarinin bir kismi sabit olarak
alinir. EM algoritmasinin adimlar iki sekilde kurulabilir. u; ve t; kayip veri olarak
aliarak islemler gerceklestirilir veya u; integrali alinarak model disina ¢ikarilarak,
yalnizca t; kayip veri olarak diisiiniilebilir. Devam eden iki boliim, sirasiyla her iki

durum i¢in de parametre ¢ikarimlarini ve algoritma adimlarini icermektedir.

3.3.1.1 wu; ve t; Kayip Veri Olarak Alindig1 Durumda EM Algoritmasi
Asagidaki kisit altinda islemler gerceklestirilmistir.

R; = 0y R, i=1,..,m (3.33)

R; bilinen matrisleri gostermektedir, genellikle birim matrisler olarak tanimlanmaktadir.
h; € {1, ..., 1} her bir gézlemin ait oldugu varyans grubunu géstermektedir ve bu gruplar
model kurulumunda belirtilmelidir. 6 = [B',D',d%,v'], y =1[yi, ... Vl, u=
[uy, .., uy,]" ve T =[14,...,Tn]" olarak tanimlanirsa, (3.33) ve serbestlik derecesinin
sabit olarak alinmasi kisit1 altinda, tam veri igin log-olabilirlik fonksiyonu (Pinherio vd.
[11]):

m 3.34
InL(6) = 2 Inf (yi, i, 7i; B, D, 0%) o

olacaktir. (3.27)’de u = [uy,..,uy,]" ve T=/][tq,..,Tm]’ kayp veri olarak
digiintiliirken, y = [yy, ..., ym]’ g6zlemlenen veri olarak alinacaktir. Dolayisiyla tam
veri seti y,u ve 7’yu icermektedir. (3.27) ile tanimlanan kosullu yap1 nedeniyle, tam

veri setine iliskin olabilirlik fonksiyonu y, U ve v’nun kosullu yogunluk fonksiyonlari
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olarak parcalanabilmektedir. Bu fonksiyonlarin log-olabilirlikleri asagidaki gibi

tanimlanir;

InL(B,D,0? | y,u,7) = InLy(B,0% | y,u,t) + InL,(D | u,7) + sabit (3:35)

T’nun dagilimi tahmin edilmek istenen parametreleri icermediginden ve serbestlik
derecesini sabit aldigimizdan; (3.35)’in sonundaki terimi, sabit olacaktir. Fonksiyonun

diger iki terimi asagidaki gibidir:

InL,(B,0% | y,u,7)

m
n _
= Z l_illno-f%(i) —5 —— i — XiB — Ziw)' R v — XiB — Zywy)

=1 On i)

m

n;
=~ 5o - 22 trace[R7 (v, — Zu) 0~ Zu))
=1 Thci

L (3.36)
+ZZ B'X{ R (yi — Z > 'Xi’fRi_lXiﬁ
20 h(L) -1 h
m 1 (3.37)
InL,(D |u,7) = —?lnlDl - Etrace D™ ) tuu]
i=1

Taniml log-olabilirlik fonksiyonlarinda 8, D, ve o2 tahmin edilmek istenmektedir. EM
algoritmasinin, E-adiminda, log-olabilirlik fonksiyonlarinin kosullu beklenen degerleri
hesaplanmaktadir (3.49 ve 3.53). (3.36) ve (3.37)’deki log-olabilirlik fonksiyonlarinda
kayip veri olarak ifade ettigimiz u;, ; ve w;u; terimleri yerine, E-adiminda, asagida

hesaplanan kosullu beklenen degerleri yazilabilir.

Q; = ticov(w;|0 = 0,y) (3.39)

(3.27)’de gosterildigi tizere, t; bilindiginde, rassal terim normal dagilima sahip
oluyordu, bu durumda normal dagilimli LMM’de kullanilan rassal terime iliskin tahmin

formiilii (2.51) burada da kullanilabilmektedir.
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L o ) (3.41)
@; = =DZ; (f_V> (vi = XiB) = DZ;7~*(y; — XiB)

= DZ{(Z,DZ] + 6}y R) (v — Xi )

-1
1, .
( ZRlZ) ~2 i il()’i—Xiﬁ)
T Oh(i)

(3.38)’in tahmini tamamlandigina gore, (3.39)’a gecilebilir. Asagida Q; bulunurken,

formiillerde = teriminin yer almamasinin nedeni, (3.39)’da belirtildigi gibi Q; =

Ti
Tl-cov(ui|9 =0, y) olarak tanimlanmis olmasidir. Dolayisiyla terim sadelesmektedir.

Kosullu kovaryans formiilii (2.77) hatirlanirsa:

ra) N 7! N ! 2 -1 i) 1 1 -

0, =D-Dz{(zDZ] + ofyR;) ZD =D +—=5—Z{R;'Z (3.42)
h(l)

olacaktir. (3.42) bulunurken (EK-A4)’deki Schur biitiinleri (Schur complement)
sonucundan yararlanilmistir. (3.40) ise (3.32)’deki beklenen deger formiiliinden,

asagidaki gibi bulunmustur:

87(B.D,R;) = (vi — XiB) (0hyR:i + Z:DZ)) ™ (v — XiB) (3.44)

(3.44) hesaplanirken, asagidaki diizenlemelerden faydalanilmistir (Fang and Zhang
[64]):

, -1
Z,DZ] + o}y R; ZiDl [Yi_XirB] (3.45)

DZ]

l

[((vi = XiB)' u]

(3.45)’deki matrisin tersi alinsin:
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_ 3.46
ZDZ} + ot R zl-Dl ! (3.40)

DZ! D
1 D ~Z;D
B [(z:DZ] + 6% R;)D — Z,DDZ]] l—DZ{ ZDz; + Gﬁ(iﬂ%il
1 —Z; ]
B [(z:Dz] + o2,y R;) — Z:DZ]]  [(Z:DZ] + 023y R;) — Z:DZ]] |
- A Z;DZ] + o5 R |
[(z:DZ] + o} Ri) — ZiDZ]] [(ZiDZ] + 07 yR:)D — Z,pDZ]||
1 =]
~ a,f(i)Ri a,f(i)Ri |
| =z ZDZ] + oiyR; |
02 R; o2y RiD |

(3.45)’de yerine yazilsin:

ZDZ! + 2R ZD] [y — X,B (347
_x.B) 1|44 T @ 4 [yi— i]
(i = Xif) L][ bz o e

[ 1 —Z; ]
|02\ R oZnRi |

. Lo G — X

(- | L el

l

l ~Z]  Z;DZ] + 05 R J

_Gi = XB)' G — XiB) _ wiZi(yi —XiB) _ i = XiB)'Ziw
Ty Ri Ty Ri ThRi

N uj(Z:DZ] + ojf iy R )

1
= 52 i — XiB — Zow)' Ry (i — Xiff — Ziw) +uiD ™My
h(i)

Yukarida 0 ve u; tahminleri kullanilarak, (3.44) asagidaki gibi yazilabilir:
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A . 3.48
az<ﬁ,D,Ri>=(yl XB) (820 R + 2D2) " (v, — X.f) (549

52 (yl Xif — Z;0;) R (vi — Xif — Z;0;) + 4;D 14
h(L)
=62 + 6,

u;, T; ve wuu; terimlerine iligkin kosullu beklenen degerlerin hesaplamalar
tamamlanmistir. Daha 6nce yazilan log-olabilirlik fonksiyonlar1 olan L; (3.36) ve L,
(3.37)’nin kosullu beklenen degerlerinde, bu terimler yerine yazilmasiyla asagidaki

gibidir:

~ 3.49
E[InLy(8, 0 | y,u, D]y, 0] (3.49)
m
n.
- Z 71 lno'ﬁ(i)
m
z trace[R; ' (2:;(y; — Z;0) (y; — Zi)' + Z,.Q,Z})]
—1 h(l)
z D - 2 - 2 BRI
Jh(l) h(l)
(3.49) esitliginin koyu yazilan ikinci terim asagidaki gibi elde edilmistir:
AT ’ 4 14 (350)
Elti(yi — Ziw)(yi — Ziw)'] = Elvi(viyi — yiwiZi — Zowgy; + Ziwu; Z;)]
=ty — yviliZi — Zityy; + Z;E (wwy)Z;)
E (u;u;) asagidaki gibi bulunur:
cov(uu]) = E(wu)) —Eu)E(]) ve Q; =t,cov(w;|0 =8,y) oldugu
hatirlanirsa,
a, (3.51)
E(wju;) = cov(wu;) + E(w)E(u;) = f_ + ;1
2

(3.50)’de yerine konulursa:
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Elti(y; — Ziw) (yi — Ziwy)'] (3.52)

! A~ ! A~ A A ! ﬁ !
=1; <yiyi = YilyZ; — Zywy; + Zi i Z; + Zif_.lzi>
l

=1:(y; — Zi0) (v — Z4)' + Z;0,Z]

olarak bulunur.

) (3.53)
E[InL,(D |uw,7)|y, 0] = —3ln|D| — —trace ZE(T U UL
m 1 1 = P
= —?lnlDl — ytrace( D Z(Tiuiui +0Q))
i=1

Artik ECM algoritmasinin adimlarina gegcilebilir:
E-Adim: Verilen bir 8 = 8 icin 1;, t;, ve Q; hesaplanir (i=1,...,m).

CM-Adim 1: 07y = 67 olarak sabitlenir ve i=1,...,m i¢in E[L;(B, 67 | y,u,7)|y, 0]

0’ya gore maksimize edilerek, 8 hesaplanir:

m L (3.54)
B = <Z 1X> Z - Ziay)

h(L) h(l)

CM-Adimi 2: B =f olarak sabitlenir ve i=1,...,m i¢in E[L;(8,6% |y, u,1)|y, 0]

a,f(i)’ye gore maksimize edilerek, 6,3(1-) hesaplanir: (j=1,...,1)

67 = Z [fi(}’i - Xip - Ziai),:Ri_l(yi - XiB — Z;) + trace(ﬁiZ{Ri_lzi)]
Lh@)=)

/ Z n;
i:h(D)=j

(3.55)

CM-Adim 3: D’ye gore E[LZ (D |u,0) |y, @] maksimize edilerek D hesaplanir:
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(3.56)

Yakinsama saglanana kadar adimlar tekrarlanir ve bir dizi parametre elde edilir.

3.3.1.2 u;’ye Gore integral Alinarak, Kayip Gozlemin Sadece 7;’ye Indirgenmesi

Durumu icin EM Algoritmasi

Bir 6nceki boliimdeki (3.33) kisiti, burada yer almamaktadir. Bu boliimde y; ve u;’nin
ortak yogunluk fonksiyonundan, wu;’nin integrali alinarak tam veri olabilirliginden
cikarilmaktadir. Boylece kayip veri olarak sadece t; yer almaktadir (Pinherio vd. [11]).
(3.22)’de tanimlanan t-dagilimli LMM’nin hiyerarsik gosterimi (3.27) ile verilmisti.
Modelden rassal etkilere iligkin terim integral alinarak y; ve wu;’nin ortak olasilik

yogunluk fonksiyonundan ¢ikarilirsa,

(3.57)

i

1 !
yilti~N (XiﬁrT_(Ri + ZiDZi)>

G (Ui Vi) =1

T; ~ Gamma|—,— i=1,..,m

¢ 2 2

elde edilir. R; = R;(A) gosteriminde, A sabit bir parametre setini gostermek lizere,

(3.57)’ye iliskin log-olabilirlik asagidaki gibi tanimlanir:

InL(B,D,A|y,t) =InL(B,D,A|y, 1)+ sabit (3.58)
1 m

Ly (B,D,21,7) = =3 > {nlogIVil + 7u(yi = X'V, i = Xif)} (359)
i=1

Hatirlanacagi iizere, EM algoritmasinin, E-adiminda, log-olabilirlik fonksiyonlarinin

kosullu beklenen degerleri hesaplanmaktadir.

_ v
E[L1(B,D,2]y,7)|y. 0] = —EZ{”ingWJ + 3 — XiB) Vi (i — XiB)}  (3.60)
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v+ (3.62)

82(f,D,R.) = (v — XiB) (R; + 2:DZ2)) " (v — X:P) (3.63)
= (vi = Xib - Z:1, ) R7*(yi — Xif — z;4) + 0D~ 10

U = E(uly;, 0) = DZV; ' (v — Xi) (3.64)

E[Ll(ﬁ, D,A |y, Dy, §]’nun maksimizasyonu ile parametre tahminleri elde edilir. E-

Al hesaplanir. CM adiminda ise verilen bir

adiminda verilen bir 6 = @ igin ; = m

% degeri igin E[L,(8,D,1|y,0)] fonksiyonu §,D ve A’ya gére maksimize edilir ve
B, D ve 1 degerleri hesaplanur.
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BOLUM 4

LINEER KARMA MODELLERDE LAPLACE DAGILIMI

Saglam/giiglit ~ (robust) ¢ikarimlarda siklikla kullanilan Laplace dagilimla
gerceklestirilen karma model tanimlari, hiyerarsik olarak gdsterimi, olabilirlik
fonksiyonlarmin tanimlamalari, parametre tahminleri ve ECM algoritmasiyla

cikarimlari ilk kez bu ¢alismada gergeklestirilmistir.

4.1 Cok Degiskenli Genellestirilmis Normal Dagilim (Exponential Power
Distribution (EP))

[lk olarak Box ve Tiao [18] tarafindan ortaya konulan iistel gii¢c (exponential power, EP)
ailesi, Bayesci modellemede giiclii/saglam yapilarda siklikla kullanilmaktadir. EP
dagilimlarin, normal dagilimin 6l¢ek karmasi (scale mixture) olarak yazilma 6zelligi ve
sabit (stable) dagilim ile olan iliskisi West [65] tarafindan ortaya konmustur. Cok
degiskenli EP dagilimi, ¢ok degiskenli normal dagilimin, genellikle  (bu ¢aligmada K)
ile gosterilen ve basikligi ifade eden bir ekstra parametre ile genellestirilmis halidir
(Gomez-Villegas vd. [66]). Bu nedenle ¢ok degiskenli genellestirilmis normal dagilim
olarak Tirkgelestirilmistir, ancak yaygin gdsterim EP oldugundan, ¢alisma boyunca EP

olarak ifade edilecektir.

X = (X4, ..., X,) bir rastlant1 degiskeni vektori olsun. Bu degiskenin olasilik yogunluk
fonksiyonu asagidaki gibi ifade edilirse; 4 € R, (n X n) boyutlu pozitif taniml simetrik
matris £ ve K € (0,00) parametreleri ile n-boyutlu EP dagilimina sahiptir denir ve
X =Xy, ....,Xn)" ~EP,(u, X K) seklinde gosterilir.
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1
flo w2,K) = kIZI_%exp (_E ((x—wW'z(x - /,L))K) (4.1)

n
nl'(z
k= 2

n n 1+1
m2l'(1 + ﬁ)Z 2K
Dagilimin, K=1 oldugunda, normal dagilima doniisecegi agiktir. 0<K<I oldugunda,

normal dagilima gore daha sivri ve kalin kuyruklu bir dagilim elde edilecektir.

X’e iligkin karakteristik fonksiyon, ortalama, varyans-kovaryans matrisleri, ¢arpiklik ve

basiklik parametreleri sirasiyla asagidadir.

) @ (8) = — etk fooo ‘I’n(r\/ t’Zt)r"‘lexp {—erK} dr, (4.2)
r(1+5%)22K 2
r n m
¥, (x) = cosx, Y (x) = 1(—2)1f e'xc0s85in"=294d0 | her n
mr (F)

> 1icin
i) ECO) = (43)
z%r("—”) (4.9)
iivar(X) = nF(iK) h)
iv) y1(X) =0 (4.5)
V) () =2 —FEF_KE(_K) ~n(n-2) (49)

Tek degiskenli EP dagiliminda K parametresi arttik¢ca, dagilimin sivriliginin azaldig

asagidaki grafikte (Sekil 4.1) gortilmektedir.
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EP Dagilimi

04

0.1

00
1

Sekil 4.1 Farkli K parametreleri i¢in EP dagilimi

R programinda, tek degiskenli EP dagilimi i¢in, p=1 olma durumu, Laplace dagilimini,

p=2 olma durumu da normal dagilimi géstermektedir.

4.1.1 EP Dagilimh Bir Rassal Degiskenin Lineer Fonksiyonunun Dagilim

X=Xy, ..., Xn)" ~EP,(4,X,K) ile bir rassal vektorii gostersin. C tekil-olmayan
herhangi bir skaler matrisi ve herhang bir a i¢in a + CX doniisiimii, a + Cu ortalama
vektorii ve CEC' kovaryans matrisi ve K parametresi ile n-boyutlu bir EP dagilimina

sahip olacaktir.

4.1.2 EP Dagihimh Bir Rassal Degiskenin Marjinal Dagilimi ve Kosullu Dagilim

u € IR, (n X n) boyutlu pozitif tanimh simetrik matris £ ve K € (0, ) parametreleri
ile n-boyutlu EP dagilimma sahip rassal degisen X = (Xy,..,X,)", p<n, X4 =
(X1, -, Xp)' ve Xy = (Xps1, -, Xp)" olacak sekilde, X = (X(1),X())" olarak

1 2
parcalansin. u = (ﬂh);IJEZ))' ve X = 211 le], X(1y’in marjinal dagilimi bir eliptik
21 422

kontour (elliptically contoured) dagilimi olacaktir, X1y~ECy (K1), £11,91) (Gomez vd.
[22], Gomez —Villegas vd. [66]):
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n-p (1 p-n n—p 1.1 4.7
g1 = tTL w2z (1- W)T_lexp {_EtK W} dw (4.7)

X(1) bilindiginde, X(2)’nin dagilim da eliptik kontour (elliptically contoured) dagilimi

olacaktir.
X(2)|X(1) ~EC, (U2.1, 2221, 92.1) (4.8)
_ -1
Uz1 = U2y + 221211 (x(l) - H(l)) (4.9)
Yy21 = Loz — 2:2121_11212 (4-10)
1 A K
924(t) = exp {_E [t + (x@y — By) Eit (xq) — H(l))] } (4.11)

4.1.3 EP Dagihminin Normalin Ol¢cek Karmasi Olarak Yazlabilme Ozelligi

EP dagiliminin bu ¢alismada kullanilma nedenlerinden biri olan normal dagilimin 6lgek
karmasi olarak ifade edilebiliyor olmasidir. Bu gosterime ge¢gmeden Once, normal
dagilimin olgek karmasi goOsterimi asagidaki gibi ifade edilebildigi kisaca

hatirlatilacaktir.

Tanmim 4.1 W = (W,, ..., W,)" rassal degisken vektorii olsun. Bu degiskenin olasilik
yogunluk fonksiyonu u € IR, (n Xn) boyutlu pozitif tanimli simetrik matris Z
parametreleri ve H(v), H(0) = 0 olacak sekilde tamimli, tek boyutlu bir olasilik
yogunluk fonsiyonunu gostermek iizere, asagidaki gibi ifade edilirse, normal dagilimin
Olgek karmasma (scale mixture of normal distributions) sahiptir denir ve W =

(W, .., W) ~SMN,, (u, 2, H) seklinde gosterilir.

Fos w5 1) = [ Mo wu25)AH W) (412)
0

n 1 1
= @)z j v exp(— v (w — k)5 (w
0

—W)dH(v)
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Teorem 4.1 EP dagiliminin normal dagilimin 6l¢ek karmasi olarak ifadesi (Teorem 2.1
(Gomez vd. [39])):

1. EP dagilimi, yalniz ve yalniz K € (0, 1] oldugunda, normal dagilimin 6lgek karmasi

olarak yazilmaktadir.
2. X~EP,(1,Z,K)veK € (0,1) ise

X~ SMN, (1, %, Hio) (4.13)

burada Hyg karma (mixing) fonksiyonu olarak tanimlanir, kesinlikle siirekli bir

fonksiyondur ve asagidaki gibi ifade edilir:

nn N (4.14)
2143 2R (1 n 7)

1
Un—3SK(U—2. ZI_K)
n )
r(1+gg)

hx() =

v>0

Bu calismada EP dagilimiin 6zel hali olan Laplace dagilimindan yararlanilmistir.

Dolayisiyla agiklamalar Laplace dagilimi lizerinden asagidaki gibi devam ettirilecektir.

4.2 Cok Degiskenli Laplace Dagilimi

Cok degiskenli EP dagilimli X = (X3, ..., X;;)" rassal vektori K = % oldugunda; p € IR

ve (n X n) boyutlu, pozitif tanimli simetrik matris ¥ parametreleri ile ¢ok degiskenli
Laplace dagilhimia (double exponential) sahiptir denir. Laplace dagilimi tek modlu ve

simetrik bir siirekli dagilimdir ve X~Laplace, (u, Z) seklinde gosterilir.
EX)=u (4.15)

22T'(n + 2)

var(X) = e

T =4n+ 1
fn+2)=Mn+DIr(n+1) =((n+ 1)nl'(n)]

Yukarida ortalama ve varyans tanimlar1 verilen Laplace dagiliminin, 6zellikleri 6nceki
boliimde agiklanan EP dagiliminda K parametresi 2 olarak tanimlandiginda, elde

edilmektedir. Bu bodlimde yalnizca normalin 0Olgcek karmasi olarak yazilabilme
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ozelligine deginilecektir. Gomez vd. [39] caligmalarinda (Teorem 4.1)’de belirtilen
teoremlerine dayanarak, Laplace dagilimi i¢in normalin Olgek karmasi yazilabilme
ozelligi asagidaki gibi ifade edilecektir:

X~SMNy (1, %, ha) ) (4.16)

r(> 4.17

= 5D "
n n n

3 1 (4.18)

1 11
Si(y; 0) = -m 202y 2exp(——oy 1)
3 2 4

(4.18) Levy yogunlugu olarak adlandirilir (Samorodnitsky ve Taqqu [67]). (4.17)’deki

parametreleri ile tekrar yazilirsa;

1 3 1 1
S1 (U_Z;—) = Z_ET[_EU3EXp(——’U2) (419)
2 2 8

elde edilir (y>0). Bu dagilim ters-gamma (inverted-gamma) dagilimi olarak adlandirilir

IG(%, %), boylece (4.19), (4.17)’de yerine yazilirsa, karma fonksiyonu:

(4.20)

1
h1/2(v) == v”exp(—gvz)l(o,oo)(v)

2T ()

olarak elde edilir ve (4.20) genellestirilmis gamma yogunlugu (EK-A5) olarak

adlandirilir (Johnson vd. [68]). Bu dagilim ve ozellikleri takip eden boliimlerde

kullanilacaktir.

Sekil 4.2’°de normal dagilim (iist) ve Laplace dagilimmdan (alt) Monte Carlo

simiilasyonu ile elde edilen 2000 rassal degiskenin iki ayr1 kovaryans yapisi igin

grafikler goriilmektedir. Sol taraftaki grafikler icin
cov(X) = [(1) (1)] olarak aliirken,; sag taraftaki grafikler igin
cov(X) = [(1) 005] olarak almmistir. Laplace dagilimindan elde edilen gozlemlerin,

normale gore daha genis bir alana yayildig1 goriilmektedir. Bu da Laplace dagiliminin

daha kalin kuyruklu bir yapiya sahip oldugunu bir kez daha kanitlamaktadir.
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Sekil 4.2 Normal dagilim ve Laplace dagilimina iliskin rassal degiskenler

4.3 Lineer Karma Modellerde Laplace Dagilimi

Daha o6nceki boliimlerde (2.1) numarali LMM modelinde rassal etki terimleri ve hata
terimlerinin normal dagilima sahip oldugu varsayimi altinda, log-olabilirlik
fonksiyonunun maksimizasyonu ve akabinde EM algoritmas: ile parametre
tahminlerinin nasil gergeklestirildigi ac¢iklanmisti. 3. Boliim’de de t-dagiliminin
LMM’ye nasil adapte edildigi ve EM algoritmasiyla parametre tahminleri
ayrintilandirilmisti. Daha onceki ¢alismalardan farkli ve alternatif olarak, bu boliimde

bagka bir dagilim ilk kez LMM literatiiriinde kullanilmistir. Ayni1 modelde rassal
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terimin, hata teriminin veya her ikisinin birden EP dagilima sahip oldugu varsayilmistir.
Bu dagilimin kullanilmasiyla, t-dagilimina benzer olarak, LMM’de giiglii/saglam
cikarimlar yapilabilecektir. Bu boliimde, EP dagilimini, normal dagilimin 6l¢ek karmasi
formatinda yazabilmek ve islem kolaylig1 i¢in; basiklik parametresi olan K; 2 olarak
alinmistir. Dolayisiyla EP dagilimi; Laplace dagilimi 6zel halini almistir. Ayrica t-
dagilimi kullanilirken serbestlik derecesinin de tahmin edilmesi gerekmektedir, bu da
LMM’nin parametreleriyle birlikte daha fazla parametre tahmin etmemizi
gerektirecektir. Laplace dagilimi, t-dagilimi gibi kalin kuyruklu olmakla birlikte, normal
dagilimla ayni1 parametre sayisina sahiptir. Dolayisiyla tahmin edilecek parametre sayisi
ile ayni, fakat elde edilen parametre tahminleri normal dagilima gore daha saglam/giiclii
(robust) olacaktir. Oncelikle yalmzca rassal etkilerin Laplace dagilimli oldugu
varsayilip, ¢ikarimlar yapilacaktir. EM algoritmast u; ve t;’nin kayip goézlem oldugu
diistiniildiigii durum (i) ve u;’nin integral alinarak fonksiyon digina ¢ikarildigi durum
(i) i¢in gergeklestirilecektir. Sonrasinda ise, modeldeki her iki rassal terimin de Laplace
dagilimli oldugu varsayilarak, ¢ikarimlar yapilacak ve EM algoritmasi yine her iki

durum (i) ve (ii) i¢in gergeklestirilecektir.

4.4 Rassal Etkilerin Laplace Dagilimina Sahip Oldugu LMM

IIk olarak yalmzca rassal etkilerin EP dagildigini varsayalim, sonrasinda Laplace
dagilimimna gec¢is yapilacaktir. y;, (n; X 1) boyutlu bagimli degisken vektoriinii

gostermek tlizere, model asagidaki gibi tanimlanacaktir:

yvi=Xi{f+Zu; +e, i=1,..,n (4.21)
e; ~ Np, (0, Ry)

u;~EP.(0,D,K)

u;’lerin dagiliminin yogunluk fonsiyonu asagidaki gibi olacaktir:
1 1
f(u; 0,D,K) = c|D| Zexp <_§ (ui’D‘lui)K)

rT(z)

r r T
w2l (1 + 5)2' 72K

Cc =

64



B : (p * 1) boyutlu bilinmeyen sabit parametreler vektorii, X; : (n; x p) boyutlu dizayn
matrisi, u; : (r x 1) boyutlu bilinmeyen kisi etkileri (individual effects) vektori, Z; : (n;
x 1) boyutlu dizayn veya regressor matrisini, e; : (n; X 1) boyutlu rassal hata terimleri

vektoriinti gostermektdir. e; ve u; bagimsizdir. K ise EP dagilimina iligkin parametredir
ve K = % alinarak, model Laplace dagilimi i¢in tanimlanmistir. Daha 6nceki boliimlerde

(4.1.3) belirtildigi iizere; EP dagilimi, yalmizca K € (0, 1] oldugunda, normalin 6lgek

karmasi olarak yazilabilmektedir.

Tanimlanan bu dagilimlara iligkin parametrelerin sonsal dagilimlarini bulmak iizere
Gomez-Sanchez-Manzano vd. [39] tarafindan yapilan ¢alismada, parametrelerin kosullu
dagilimlar1 verilmistir (calismalarinda Theorem 3.1 olarak numaralandirilmistir).

Teorem asagidaki gibidir:

Teorem 4.2 (Gomez-Sanchez-Manzano vd. [39]):

Tiim j = {1, ..., m} igin, V;’nin diger tiim degiskenlere gore kosullu olasilik yogunluk
fonksiyonu asagidaki gibidir:

fV]- [WZB V1, Vj—1,Vjt 1,0 Vm X (Uj I 2 %, Bi U, o)y Uj—lr Uj+1: <, Um, X) (422)

1
oc V73S (v;7?, 2 BN, (s 1, v'y)

U]>O

Burada, érneklem matrisi, X = (X%, ...,X™) m vektdrden ve x = (x1,...,x™) godzlenen
degerlerini alan dagilimdan olusmaktadir. Asagidaki hiyerarsik model kurulumunda, u;
olarak tanimlanan rassal degiskene iliskin kosullu dagilim bulunurken bu teorem

kullanilmistir.

Sadece rassal etkilerin EP dagilima sahip oldugu ve K € (0,1] kisit1 altinda ve
e; ~ Np, (0, R;) iken, (4.21) hiyerarsik olarak asagidaki gibi ifade edilebilir:

4.23
yilu, i ~ N(X;p + Zju;, R;) (4.23)

u; | 7; ~ N(0,77D)

7; ~ hg(1;)
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1
hg(t;) = r) 1,73 Sk (1,74 21 7K)

Dikkat edilirse u; ve t; verildiginde y; ‘nin kosullu dagiliminin varyansi t; ‘yi
icermemektedir. Bunun nedeni, bu kisimda yalnizca rassal etkilerin EP dagilimina sahip
olmasidir. Bir sonraki bolimde (Bolim 4.5), hem rassal etkiler, hem hata terimi EP
dagiliminli alinarak iglemlere devam edileceginden, y; ‘nin kosullu dagilimi, 7; skalerini
icermektedir. Parametre tahminleri gerceklestirilirken iki durum i¢in EM algoritmasi
kurulacaktir. ilkinde u; ve 1; kayip gozlem olarak diisiiniilecek, ikinci durumda ise u;
integrali alinarak model disina ¢ikarilacak ve yalnizca 7; kayip gozlem olarak

diistiniilerek islemler devam ettirilecektir.

441 w; ve T’lerin Kayip Gozlem Olarak Diisiiniildiigii Durumda EM
Algoritmasi

y=[, oyl u=[, ], T=[ty 1, ve 8=[8,DR/] olarak

" kaylp veri olarak

tanimlansm. (4.23)’de u = [uy, .., U]’ Ve T =[Tq, .., Tl
digiintiliirken, y = [y;, ..., ¥ml]' gozlemlenen veri olarak alinacaktir, dolayisiyla tam
veri seti y,u ve t’yu igermektedir. (4.23) ile tanimlanan kosullu yap1 nedeniyle, ortak
dagilim fonksiyonu f(y; | uw;, t;)f (u; |7;)f(r;) seklini alacaktir. Dolayisiyla tam veri
setine iligkin log-olabilirlik fonksiyonu y, u ve 7’nun kosullu yogunluk fonksiyonlari

olarak asagidaki gibi pargalanabilmektedir:

inL = Inf (v w,m) + ) Inf (s 1) + ) Inf(7) (4.24)

=Li(B,Ri | yiui, 7)) + La(D |y, 7;) + La(7;)
1 n
InL = —Ez{(%' — XiB — Ziw)' R (i — XiB — Zyu;) + In|R; |}
=1

(4.25)

n
1 ~2,1p-1 -
> nin|D|+ ) t;“u;D™"u;¢ + sabit
i=1
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sabit, bilinmeyen herhangi bir parametreyi igermeyen terimleri ifade etmektedir.
Gosterim kolaylhigr agisindan, (4.24)’de L, = Ly(B, R; | yi,u;, ;) ve L, = L,(D | u;,7;)
olarak ifade edilecektir. (4.25)’deki ilk terim asagidaki gibi diizenlenerek, L; yeniden
(4.27)’deki gibi ifade edilecektir:

i = XiB — Ziu)'R7 (v — XiB — Zyuy) (4.26)
= (y; — Ziw)'R7 (yi — Ziwy) + (XiB)' R (X B) — 2(XiB)' R (i — Ziwy)

= trace[R; ' (y; — Ziw) vy — Zwy)'] + B'X[R7'XiB — 2B'X (R (v — Zjw;)

n
1
Ez [trace(R; ' (y; — Ziu) (vi — Zywy)") + B’ X[ R XiB
o (4.27)
— 2B'X{R; ' (y; — Zjw;) + In|Ry|]
n
— 1 —-2.,'n—1
L, = -3 nin|D|+ ) v/ *u;D™ y;
= (4.28)

n 1 -1 S —2, 1
=—§ln|D|—Etrace D Zri UU;

i=1

(4.27) ve (4.28)’de tanimli log-olabilirlik fonksiyonlarinda g, D, ve R; tahmin edilmek
istenmektedir. EM algoritmasinin, E-adiminda, log-olabilirlik fonksiyonlarinin kosullu

beklenen degerleri hesaplanmaktadir:

n (4.29)
Z trace RTE((i — Zaw) (v — Ziui),))

i=1

+ B'XIRTXB — 2B X{RT (i — Zity) + InRy |

E[(L)]y, 8

l\.)lb—\

= ——z[trace[R Yywy! —yidiz] — Zagy! + Z,(Q; + 2,4] ) Z))]

+ B'X{R7' X, — 2B'X{R; (y; — ZiW;) + In|Ry]
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n

Ztmce Yy = za)(y; — Zu)’+ZQZ]]+ﬁXR1X,8

i=1

l\.)lb—\

— 2B'X[R (v, — ;) + nlRy}
. n (4.30)
~ n
E[(LY]y. 0] = —ElnIDI - Etrace (D‘le(T{Zuiu{ >
n 1 -1 ~=2(0A PPN
= —ElnIDI - Etrace D ZTi (Q; + 2;0))

(4.29)’daki ilk terim asagidaki gibi ifade edilmistir:

El(yi — Ziw) i — Ziw))'l = yiyi — yiiZ — Zily; + ZiE(wiw)Z;

cov(uu;) = E(ww) — Ew)E (W)

E(uwu}) = cov(uu)) + E(w)E ) = Q; + 4,41 (4.31)

(4.31), (4.29)’de yerine yazilarak, (4.29)’un son hali elde edilmistir.

(4.24) ve (4.30)’da kayip veri olarak ifade ettigimiz u;, t; ve u;u; terimleri yerine, E-

adiminda, asagida hesaplayacagimiz kosullu beklenen degerleri yazilabilir:

4, =E; 10 =0,y) (4.32)
Q; =cov(u; |6 =8,y) (4.33)
172 =EGxi?|6=10,y) (4.34)
t=E(t;160=26,y) (4.35)

. e N — 2 ! 9
: g , i i 14
(2.45) hatirlanirsa, bu model i¢in cov(u,y’) = t7DZ’ olacaktir ve u; ve y;’nin ortak

dagilimi asagidaki gibi yazilacaktir:

] i ~ N ([F2F] ZafDZ{ + Ry ZED (4.36)
Uu; l n+r 0 ) Tl.zDZl,’ leD

T ~ hy (7))
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(4.36)’da taniml1 y; Ve u;’ nin ortak dagiliminda, (2.77) hatirlanarak, rassal terime iliskin

kosullu beklenen deger (4.32) ve kovaryans (4.33) asagidaki gibidir:

A A2 NIy — A A 437

i, = t2DZ{V"(y; — X;B) = #?DZ{(Z;#?DZ] + R)*(v; — X:p) (4.37)
= (D' + Z{R;lzi)_ ZIR (i — XiB)

ﬁi = f'lzﬁ - ffﬁZi'Vi_lZiﬁff = Alzﬁ - fEﬁZl,(ZlTEEZ{ + ﬁi)_lZiﬁff (438)
= (&2D~" + Z{R('Z)™"

(4.35)’i bulmak icin, 6ncelikle 7;’nin kosullu olasilik dagilimi bulunmalidir. Islemler

asagidaki gibi gerceklestirilmistir:

fGiy) _ _filtdf (@) _N&B, 17 Z:DZ] + R;) X hg(Ty) (4.39)
fO) fw) N(X;B + Zju;, R;)

/ -1 1 ’ / -
_|rtziDzi + Ry P2exp {‘7()’1’ — X)) (:32:DZ + R)) (i — Xi[)’)} X hy (1)

IR;|~zexp {_%(Yi —XiB — Zu)'(R) ™ (v — XiB — Ziui)}

faily) =

i = XiB) (TP ZDZ{ + R) ™ (yi — XiB) (4.40)
= = XiB — Ziu) (R) (v — XiB — Zjwy) + ujr D~y

oldugu hatirlanirsa, islemlere asagidaki gibi devam edilir:

2 ! _1/2
|©1?Z;DZ{ + R,|
|Ri|_1/2

— XiB — Zaw;) + witiD My,

1
fGily) = exp {_E [((yi = XiB — Ziu)' (R) ™ (i

= 0= Xiff = Zaw) (RY™ O = X4 = Zeu]} X (e

2 ! _1/2
_|fz:Dz] + R]
R,|~/2

1
exp (—Eu 2D~ ul) x hy(t;) @41

4.41)’de Laplace dagilimina uygun olarak K = 1/2 alimip, hi1, (t; ) yerine yazilirsa:
P g yg p, 1, Yy Y
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. (4.42)

|Ri|§ 1 27,11
faily) = Texpy—=1; “(uD™ uy) ¢ X hg(t;)
= 2
|t12Z;DZ] + R|?

1
|R.[2 1,
exp{——r (u;D~ u)}
2
|r2ZDZ’+R|2
1 n 1 2
X~ —— T; exp(—gri )I(O,oo)(ri)
2z ()
1
|R;|2 1

1 _ S
- T T "exp{—itiz(uiD uy)
[2z,pz; + RFZ 2 T(F77)

1 2
gl }I(O,m)(Ti)

elde edilir. 7;’nin kosullu dagilimi incelendiginde (4.42), bilinen bir dagilim elde
edilememistir. Dolayisiyla t;’ye iliskin beklenen deger ¢ikarimlari yapilirken, numerik
integrasyon kullanilabilir veya optimizasyon ile tahmine devam edilebilir. Daha sonraki
boliimlerde goérecegimiz, her iki rassalin da (hatalar ve rassal etkiler) EP alindigi

durumlar, z;’nin kosullu dagilimi i¢in daha ¢6ziilebilir sonuglar dogurmaktadir.

Log-olabilirlik fonksiyonlarina iliskin kosullu beklenen degerlerin maksimizasyonu ile
parametre tahminleri yapilacaktir. Parametrelerden biri olan, hatalara iliskin varyans
kovaryans matrisinin tahminini yapabilmek i¢in asagidaki tiirev alma islemleri

gerceklestirilmelidir (Graybill [69] Chap. 10):

0E[(Ly)]y,6] _ Z trace (R7 (i — Z0) (i — Z21)')) (4.43)
aR 1 - aRl—l
trace(R7'ZiZ])  B'X{RT'XiB  2B'XiRi (i — Zid)
oR;* OR;! OR; 1
In|R;]|
R

(4.43)’lin tiim terimlerinin birinci mertebeden tiirevleri asagidadir:
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acrace (R7 (i — Z) O - Z2)")) ) N (4.49)
R 1 =2y — Zi4) (i — ZiG;)" — Dgyr
l

a=(y; — Z;u;)

otrace(R;7*Z,0,7] _ (4.45)
(aRl—l 0:Zi) 22,0,Z]
i
dB8'X{R7'X,B . (4.46)
E;R—_ill = 2X;BB'X; — Dpp
L
b = Xlﬁ
92B' X! R (y; — Z;0;) o (4.47)
l éR.-ll —= = 2X,B(y; — Z;l;)
L
In|R;| = —In|R;| (4.48)
dln|R; Y|
TR = (2R; — Dg)

Sonuglar yerine yazilip, sifira esitlenirse:

~ n
aE[(aL;—?ly,G] = - %;[Z(Yi — Zi0)(y; — Zil)' — Do + 22,0, 7] (49
+ 2XiBB'X{ — Dppr — 2Xif(y; — Zifl)' — (2R; — Dp)] = 0
Parametre tahmini asagidaki gibidir:
(4.50)

n
~ 1 A~ A~ \/ A\ 7/ 1y’ 5.)/
R; = EZ[(YL' — ZA) (v — Zi)' + 2. Z] + XiBB'X] — X:B(yi — Zi0)']
i=1

ECM algoritmas1 adimlarina gegilirse:
E-Admm: Verilen bir 8 = 0 igin 1;, £;, ve O; hesaplanir (i=1,...,n).

CM-Adimu 1: R; = R; olarak sabitlenir ve i=1,...,n i¢in E[Ll ([)’, R|y,u, ‘L')|y, é] 0’ya

gore maksimize edilerek, § hesaplanir:
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n
B = <Z X{§;1Xi> foﬁi_l()’i — Z;l;) (4.51)
i=1 i=1

CM-Adim 2: £ = f3 olarak sabitlenir ve i=1,...,n i¢in E[Ll(R,ﬁ| yu, T)|y, @] R;’ye

gore maksimize edilerek, R; hesaplanir:
1 n
R = EZ[(yi — ZA) &y — Z:0) + Z,0,Z] + X PR X — Xif (i — Z;4,)'] (4.52)
i=1
CM-Adimu 3: D’ye gore E[L,(D | u, o)|y, 8] maksimize edilerek D hesaplanir:
1 n
p= ;Z (272(0; +2:)) (4.53)
Adimlar tekrarlanarak, bir seri parametre tahmini elde edilecektir.

4.4.2 u;’ye Gore Integral Alinarak, Kayip Gézlemin Sadece 7;’ye Indirgenmesi

Durumu icin EM Algoritmasi

EM algoritmasi i¢in ikinci olarak, Bolim (3.3.1.2)’ye benzer olarak; rassal terimi
integral ile disar1 ¢ikarilarak, sadece t;’lerin kayip gozlem olarak alindigi yontem

uygulanacaktir. Bu durumda model asagidaki gibidir:

yilti~NXB,V;) (4.54)

7y ~ hg(T;)

(V; = R; + Z;t?DZ]). (4.54) ile tammlanan kosullu yap1 nedeniyle, y; ve 7;’nin ortak
fonksiyonu asagidaki gibi yazilabilir:

1 1 B
FOH I Tf () = ———exn {5 0 = Xif) Vi i = X))}

(2m)Z|V|2 2
ror (4.55)
213 3RT (1 + %) a1
X = 7" 3 Sk(1;7% 27 7K)
r (1 + ﬁ)

(4.55)’e iligkin log-olabilirlik fonksiyonu asagidaki gibi tanimlanabilir (V; = R; +
Z;tiDZ))
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Inl = z Inf(yi; 7;) + z Inf(t;) = L(B,V. | y,7) + sabit (4.56)

(4.56)’da tanimli log-olabilirlik fonksiyonunda fS,D,ve R; tahmin edilmek
istenmektedir. EM algoritmasinin, E-adiminda, log-olabilirlik fonksiyonlarmin kosullu

beklenen degerleri hesaplanmaktadir:

E[InL(B,V; |y, Dy, 8]

1 B . (4.57)
= —EZ{nilogIVTI + (i — XiB)'V; (v — XiB)} + sabit
i=1

sabit, bilinmeyen herhangi bir parametreyi icermeyen terimleri ifade etmektedir.

Gosterim kolayligi agisindan L = L(B,V; | y, t) olarak ifade edilecektir.

Log-olabilirlik fonksiyonunun kosullu beklenen degeri parametrelere gore maksimize

edilirse;

E[L|y, _ a(X; ,3)'
_ ZEI[ v — X (4.58)

Sabit etkilerin parametre tahmini:

n -1 n
= (Z X{Wl&-) > X0y, (459)
i=1 i=1

(4.57)’de V, asagidaki gibi ifade edilsin:

r (4.60)
v, = Z t2Z,Z]0f + 130y

i=1
o = 0?, Zo = Iy, qo =N 15 - cok kiigiik bir sayt

, (4.61)
V,= ) t?Z;Z

=0

(4.57)’nin,V;’ye gore birinci mertebeden kismi tiirevini alalim:
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oL 1 o v (4.62)
v = —E[tr (Vr ! 60}) - i = XiP)'V; 167._;;‘[[ Yy — XiB)
V; )
- 2, (469
d0;
tr(V,2?2,Z)) = (v — XiB)' Vo 122,21V, (v — XiB) (4.64)

Goriildiigii tizere yalnizca rassal etkilerin EP dagilimina sahip oldugu kosulu altinda, u;
integrali alinarak fonksiyon digina alinirsa; bulunan sonuglar klasik LMM ile aynidir.
Cikarimlarin devami yukaridaki boéliimlerde verilmistir (Bolim 1.1). Ancak klasik
LMM’den farkli olarak, V,’nin iginde 77 terimi de bulunmaktadir. EM algoritmasi
uygulanirken, 7; kayip gozlem olarak diisiiniildiigiinden; E adiminda E(z? | 6 =20,y)
hesaplanip, yerine konulmalidir. Dolayisiyla daha onceki boliimde oldugu gibi y;
verildiginde, 7;’nin kosullu dagilimi1 bulunmalidir:

_ fOilt)f (T) _ N(X;B,V;) X hg(ty) = () (4.65)
fo N(X:B,V;) A

fQi |y

K =1/2 alinirsa, daha 6nce de belirtildigi iizere, bu dagilim genellestirilmis gamma
yogunlugu (4.20) olacaktir ve k. moment formiiliinde (EK-A5) degerler yerine
konularak istenen beklenen deger elde edilir. EM algoritmasi uygulanirken; E-adiminda

hesaplanan moment degeri yerine yazilacaktir.

Simiilasyon uygulamalar1 sonraki boliimlere iliskin kisitlar i¢in uygulanacaktir. Bu

boliimde teorik ¢ikarimlar verilmistir.

4.5 Rassal Etkilerin ve Rassal Hata Terimlerinin Laplace Dagilima Sahip

Oldugu LMM

Bolim (4.4)’de sadece rassal terimler Laplace dagilimli olarak alinip, ¢ikarimlar
gerceklestirilmisti. Bu boliimde ise hem rassal terimlerin, hem de rassal hata
terimlerinin Laplace dagilimina sahip oldugunu varsayilmistir. Onceki béliimde model
kurulumu EP ile baglatilip, ilerleyen kisimlarda K = 1/2 alinarak Laplace dagilimina
gecilmisti, bu bolimde ise model kurulumu direk olarak Laplace dagilimidan

baslatilmistir. y;, (n; X 1) boyutlu bagimli degisken vektoriinii géstermek tizere,
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Vi = Xlﬁ + Ziul- + e, = 1, W, n (466)

modelinde y; ve u;'lerin ortak dagiliminin asagidaki gibi Laplace dagilimli oldugunu

varsayalim:

[Xi.B] ZDZi+R; Z;D (4.67)

0 DZ; D

[Zi] ~Laplace, .,

B: (p x 1) boyutlu bilinmeyen sabit parametreler vektorii, X;: (n; X p) boyutlu dizayn
matrisi, u;: (r x 1) boyutlu bilinmeyen kisisel etkiler (individual effects) vektort, Z;: (n;
x r) boyutlu dizayn veya regressor matrisini gostermektedir. e;: (n; X 1) boyutlu rassal
hata terimleri vektoriinii gdstermektdir. e; ve u; bagimsizdir. Dolayisiyla (4.67)’deki

y;’lerin marjinal dagilimi asagidaki gibidir:

yi ~ Laplace, (X;B, Z;DZ] + R;) (4.68)

Laplace dagiliminin normalin 6l¢ek karmasi 6zelliginden ve (Teorem 4.2 )’den (4.67)

asagidaki gibi yazilabilir:

)’i] N [Xl-,B] L2 Z;DZ;+R; ZD (4.69)
wll™ ol o Il pzy! D
Tl'Nhl/z(Ti)
n 1 2
hi, (i) = T eXp(—gfi M0,00)(Ti ) (4.70)
27 ()

(4.69) numarali modelde, u; ve t; bilindiginde y;’nin kosullu dagilimi, (2.77)’den

asagidaki gibi yazilir:
E(ilu, ) = XiB + Zit}D(xf D) uy = XiB + Zyuy (4.71)
cov(y;| u;, 1) = t2(Z,DZ! + R)) — Z;w?D(t?D) *1?DZ;' = t?R; (4.72)

Dolayisiyla (4.66)’nin hiyerarsik gosterimi asagidaki gibi ifade edilebilir:
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Vi | u, T ~ N(XiB + Zyu;, 17 Ry) (4.73)
u; | t; ~ N(0,7£D)
T~ hyy (7))

Hatirlanacag1 tizere, hg(.) kesinlikle siirekli olan bir karma fonksiyonu ifade

etmektedir.

(4.69) ve (4.73)’den, Laplace LMM son olarak,

Vi = Xl,B + Ziul- + e, = 1, W, n (474)
e; ~ Laplace, (0, R;) (4.75)
u;~Laplace,(0,D) (4.76)

seklinde yazilacaktir.

45.1 u; ve T; Kayip Veri Olarak Alimirsa EM Algoritmasi

Rassal etkilerin ve hatalarin Laplace dagilima sahip oldugu varsayildigi durumlar igin y;
ve u; vektorlerinin kosullu dagilimlart ile 7; skalerinin dagilimi Onceki bolimde
tanimlanmistt (4.73). Ayrica y; ve u; vektorlerinin, kosullu ortak olasilik dagilimlari,
(4.69)’de verilmisti. Bu modele dayanarak EM algoritmasina gegilirken, u =
[uy, ..., Uyl ve T = [1q, ..., Tn|’ kayip veri, y = [y1, ..., ¥in]' gbzlemlenen veri olarak
alacaktir. Dolayisiyla tam veri seti y,u ve t’yu igermektedir. (4.73) ile tanimlanan
kosullu yap1 nedeniyle, tam veri setine iliskin olabilirlik fonksiyonu y, u ve t’nun
kosullu yogunluk fonksiyonlar1 olarak parcalanabilmektedir. Dolayisiyla dagilim
fonksiyonu f(y; | u;, 7)) f (u; |t;)f(r;) seklinde yazilabilecektir. Bu tanimlamaya
iliskin log-olabilirlik fonksiyonu asagidaki gibidir:

lansz(J’i; ui,n)+2lnf(ui; T;) +zlnf(7:i) ( |
- - =1 4.77

=Li(B,R; | yi,uy, ty) + Ly(D | uy, 7)) + La(7y)
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1 n
Ik = = {0 = Xiff = Ziw)' GFR)™ 0 = Xiff = Zuug) + IR}
: (4.78)

n
1 2 i1, :
> nin|D|+ ) t;“u;D~'u;¢ + sabit
i=1

sabit, bilinmeyen herhangi bir parametreyi igermeyen terimleri ifade etmektedir.
(4.78)’de ilk terim asagidaki gibi agilabilir:
i — Xif — Ziw)'R7 (v — XiB — Ziwy) (4.79)
= (i — Zaw)' Ry (v — Ziw) + (XiB)' R (XiB)
—2(X:B) R (i — Ziwy)
= trace[R; (i — Ziu) (vi — Ziu)'] + B'X{R; X,
— 2B'X{R; (i — Ziwy)

Li(B,R; | yi,u;, T;) = Ly ve L,(D | u;, 7;) = L, olarak gosterilsin.

(4.80)

—_

n
L, Ez trace(t;*R;*(y; — Zyu) (v — Zaw)') + 17 2B X[ R;71X, B
i=1

— 217 2B'X{R7 (y; — Zywy) + In|R;]

1 - —-2.,'n—-1
Ly=—3 nin|D| +ZTL- w D™y
i=1
1 n
= —E{nlnIDl + trace (D‘lz Ti_zufuz)}

i=1

(4.81)

(4.80) ve (4.81)’de tamiml1 log-olabilirlik fonksiyonlarinda 8, D,ve R; parametreleri
tahmin edilmek istenmektedir. EM algoritmasinin, E-adiminda, log-olabilirlik
fonksiyonlarmin  goézlemlenen  veriye iliskin  kosullu  beklenen  degerleri
hesaplanmaktadir:

n

z trace t72RE((y; — Ziu) (y; — Ziui)l))
£, (4.82)

l\JIb—\

E[(L)]y.0

+ £72B XRTXB — 28728/ X{ R (v — Zitly) + In| Ry
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n
~ 1
E[(L2)| Yy, 9] = —E{nlnlDI + trace (D‘l Z E(f{zu{ui)>}
=1

i (4.83)
n
n 1 -1 ~A=2(0A PPN
= —ElnIDI - Etrace D ZTi (Q; + 2;0))
i=1
(4.82)’de koyu ile yazilmis terim asagidaki gibi diizenlenebilir:
El(yi — Ziu) (yvi — Zow)'] = yiyi — yihiZi — Zityy; + Z,E(uauy)Z;
cov(uu;) = E(uu;) — E(u)E (u;)
E(usu) = cov(uu)) + E(w)E) = Q; + 44} (4.84)
_ v ~ (4.85)
E[(L)]y, 8] = _EZ [trace (fi_zRi_l ((yi —Z0)(y; — Z4y)" + Zi-QiZi,)>
i=1

+ £72B XRTXB — 287 2B X{RT (v — Zitly) + In| R

(4.85) ve (4.83)’de kayip veri olarak ifade ettigimiz u;, t; ve u;u; terimleri yerine, E-

adiminda, asagida hesaplayacagimiz kosullu beklenen degerleri yazilabilir.

i, =E(u 16 =10,y) (4.86)
72 =E(17%16=140,y) (4.87)
Q; = cov(u; 16 =8,y) (4.88)

(4.69)’da tanimli ortak dagilimdan, (2.77) hatirlanarak, rassal terime iliskin kosullu
beklenen deger (4.86) ve kovaryans (4.88) asagidaki gibidir:

0; =DZ{V*(y; —Xif) =DZ{(Z:DZ{ + R)*(y; — X:B) (4.89)
=D+ Zfﬁi_lzi)_lzfﬁi_l()’i - X:p)

0, = £2D — #2Dz/'(¢2V,)" 2,0t? = 1 (D - Dz,;'V,'z,D) (4.90)

Log-olabilirlik fonksiyonlarinin kosullu beklenen degerlerinin maksimizasyonu ile

parametre tahminleri gerceklestirilir.
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n -1 n
B = (Z f;ZX;R;1Xi> N KR 0 - 28 (4.91)

i=1

m
1 _
D= ;Z 72(Q + 2,0) (4.92)

n
A 1 A A A~ \/ ;N 7/ A pry!
R; = —Z 72y — ZA) (v — 20 + 20,2 + XipB'X]
e (4.93)

- XiB(y;i — Z;0)']

Parametre tahmin formiillerinde gordiigiimiiz £; % degerinin hesaplanabilmesi icin,
7;'nin kosullu olasilik dagilimi bulunmalidir. Kosullu dagilim ile hesaplamalara

baslayalim:

fOlwf@) N (KB R+ ZDZD) () (4.9
flly) = fCyd) ~ Laplace(X;B, Z;DZ; + R))

V; = R; + Z;DZ] olarak yazilsin.
1 , - :
= ——exp{—5 i~ XB) GV i~ X)) x () (D)
2n)z|t2v|?
f(rilyi): ]"(n) L
nl\s 1 =
7 2 Texp {—7((% - XiB)' (V) 1 (y; —Xiﬁ))z}
m2l(n + 1)2"*1 ;|2

T+ 1)2%+1
- ar(y)

1 1
+ E((yi - X:B) (V) (y; - Xiﬁ))z} X hg (1)

1
77 texp {— > W = XiB) @V (v — XiB)

1
((yl — Xiﬁ)’(Vl-)_l(yi — Xlﬁ))z = (; d|y9||m F(n + 1) = nF(n) Oldugunu
hatirlayalim. (4.95) asagidaki gibi olacaktir:

(4.96)

r n
F@ly) = o 22+ texp

1 1 1
(7 227 1 exp ——T{ZCi+—Ci5}xhK(ri)
(2)

2 2
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hx(t;) daha 6nce (4.20) ile ifade edilmisti. Yerine konulursa, f(t; | y;) asagidaki gibi

yazilabilir:

r(n) n,, _ 1 _ 1.1
f@ily) = 277 Yexp {_Eri 2Ci + ECL’Z}

n
r (7) (4.97)
1 n 1 2
3+ o+ 1 T; exp (_gTi )I(o,oo)(U)
27 (%
Kosullu olasilik dagilim fonksiyonu yeniden diizenlenirse:
T'(n) 1 1 1y ™! 1/,
f@ily) = F(E) F(n m 1) 22 Texp (E Ciz) T, exp {—§<Ti Ci
2 2 (4.98)
1 2
+7T )}I(O,oo)(v)
elde edilecektir. (4.98)’in 7;’ye bagli olan kism1 asagidaki gibidir:
_ 1/ _ 1 4.99
f@ily) <t " exp [_E (Ti 2Ci + il 2)] (4.99)
§i=1;° (4.100)
T, =&
a'l'l' _ 1
F - 251_1/2
Doniistimleri ile degisken degistirme uygulanirsa,
n-1 1/ ., 1 1
FEy0 x 67 em|-5(67 6+ 78)| 5
‘ (4.101)
1 n_, 1/ ., 1
= Efiz exp [—E(fi Ci + Zfi)]

elde edilir. Dikkatle incelendiginde; bu dagilimin genellestirilmis ters Gaussian
(generalized inverse Gaussian (GIG)) dagilimi oldugu goriilmiistiir. 7;’ye iliskin kosullu
dagilimin, nihai olarak bdyle bir dagilima donilismesi, hesaplamalara yeni bir boyut

kazandirmistir. Bu durumda, GIG’den yola ¢ikarak t;’ye iliskin momentler
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bulunacaktir. Bu isleme gecmeden dnce GIG dagilimi ve momentinin asagidaki gibi

tanimlandig1 belirtilmelidir (Barndorff-Nielsen ve Halgreen [70], Barndorff-Nielsen

[71]):

W/ 0

R A, ) =
S )

-loxp <—%(Xx_1 + 1/1x)>, x>0 (4.102)

Parametreler asagidaki kisitlari saglar:

eger A< 0ise,y >0, >0 (4.103)
eger A=0ise,y >0, >0
eger A>0ise,y 20, >0

K; tgiinct tip modifiyeli (modified) Bessel fonksiyonu olarak adlandirilir ve integral

gosterimi Watson [72] veya Jorgensen [73] ¢alismasinda bulunabilir,

1(® _x - 4.104
K;(x) = Ef yrle 2(r+y7) dy, x>0 ( )
0

GIG dagilimmin momenti asagidaki gibi tanimlidir (Barndorff-Nielsen ve Blesild [74]):

X\ Kreaf2) (4.105)
Ex®) =(5) -
<¢> KGJxb)

Yukaridaki moment formiilii yardimiyla, bu ¢alisma igin kritik olan 7;’ye iliskin 7 ve
£72 terimleri, (4.107) ve (4.108)’deki gibi elde edilmistir. Bu hesaplamalardan &nce

asagidaki doniistimlerin yapidigini belirtelim:

E(&) = E(t}) (4.106)

E(&) =E@Y)

xX=C
Yv=1/4
1= n
2
Sirasiyla ¢ = 1 ve a = —1 i¢in momentler asagidaki gibidir:
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1
o ey ({53)

1/4 1

1
C; -1/2 K2_1< CiZ)
EG?) =E(E ™) = (1/4) 2

Daha once de belirtildigi gibi, K: 2. tiir modifiyeli (modified) Bessel fonksiyonunu

B =BG = (4.107)

(4.108)

gostermektedir.
ECM algoritmasi adimlarina gegcilirse:

E-Admm: Verilen bir 8 = 8 igin @;, ]2, ve {; hesaplanir (i=1,...,n).

—~ AN — _1 A — ~
0, = (D71 + ZiRT™z,)  ZiRN (y - X,p) (4.109)
0, = £2M (DM 4 ZiR7 Mz (4.110)
1
2o ¢ 1/2K%+1< CZ)
$20m) _ (4.111)
l V8 ([l
z 4
1
2 _ () K%_1< CZ> 4112
t =172 (4.112)

i
1
AN
%< 4)

CM-Adim 1: R; = R; olarak sabitlenir ve i=1,...,n igin E[Ll(ﬁ,ﬁ |y, u, T)|y, 9] 0’ya

gore maksimize edilerek, § hesaplanir:

n 1 n (4.113)

pm+D) = (Z fi—z(m)XilR‘i—l(m)Xi> Z fi—z(m)X{R‘i—l(m) (yi _ Ziﬁi(m))
i=1 i=1

CM-Adim 2: S = B olarak sabitlenir ve i=1,...,n igin E[L1 (R,[?| y,u, T)|y, é] R;’ye

gore maksimize edilerek, R; hesaplanir:
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n

. 1 -
R = ;z Xy - 22, ™) (i - 2, ™) + 2.8,z
= (4.114)

+ X, pMp X! — X, (y; -z, ™) ]

CM-Adimu 3: D’ye gore E[L,(D | u, o)|y, 8] maksimize edilerek D hesaplanir:

n

N 1N 2—20m) (5 M) by

i=1

Adimlar tekrarlanarak, bir seri parametre tahmini elde edilecektir.

452 u;’ye Gore integral Ahnarak, Kayip Gozlemin Sadece 7;’ye Indirgenmesi

Durumu i¢in EM Algoritmasi

EM algoritmasi i¢in ikinci olarak, rassal terimi integral ile disar1 cikarilarak, sadece
7;’lerin kayip gozlem olarak alindigi yontem uygulanacaktir. Bu durumda model

asagidaki gibidir:

yi | T ~ N(X;B, T7V;) (4.116)
T; ~ hg(7;)

(V; =R;+Z;DZ})

Tam veri setini ifade eden y; ve t;‘lere iliskin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu

asagidaki gibidir:
1 1 , . 4.117
FOIT)f () = —— exp (== 0 = XY G2V i = X} @10
<Evi
214573k (1+3) .
X T Sk (174 2 K)
r (1 + 52

(4.116) ile tamimlanan model igin tam veri setine iliskin log-olabilirlik fonksiyonu

asagidaki gibi yazilmistir.
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n n
il = z nf(yi 7) +z Inf(7;) = L(B, Vi |y,7) + sabit
i=1 i=1

(4.118)

sabit, bilinmeyen herhangi bir parametreyi icermeyen terimleri ifade etmektedir.

Gosterim kolayligr agisindan L = L(B,V; | y, T)olarak ifade edilecektir.

n

1
InL = ——Z{nllogh Vil + i = XiB)' G2V) " (v — XiB)} + sabit

i=1

n

~ 1 . 'y —
E[L|y, 0] = —3 {niloglVil + £72(y; — XiB)'Vi (i — XiB)}

i=1

=E(;?|0=10,y)

(4.120)  parametrelere  gore  maksimize  edilerek,  parametre

gerceklestirilecektir. Sabit parametrelerin tahmini agsagidaki gibidir:

n -1 n
g = (2 fi_ZXi,Vi_IXi> Zfi_zxi"?i_lyl'

(4.119)

(4.120)

(4.121)

tahminleri

(4.122)

Daha énceki béliimlere paralel olarak V = Y.I_, Z;Z{ 07 olarak tanimlansin, ¢ , V’deki

her bir parametre yerine kullanilmak iizere, birinci mertebeden tiirevini alalim (EK-A2):

n

015 21

—%i{—zw XV ST - X))

v v A, ZzZcf)

_ — 7.7

dp,  do? da? e
JE(L

6( ) = ——Z{nltrace(V AVAS)

+ 272y — XiB)'VZ,ZV T (y; — XiB)}

n n
z nitrace(V=1Z,Z)) = Z 172y — XiB)'VZZV (v — XiB)
=1 =1
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Daha onceki boliimde oldugu gibi (Boliim 4.2.1.2), ¢ikarimlar klasik LMM ¢ikarimlari
ile aynidir. Cikarimlarin devami yukaridaki boliimlerde verilmistir (2.38). Ancak klasik
LMM’den farkli olarak (4.126)’da £;? terimi de bulunmaktadir. Dolayisiyla EM

algoritmas1 uygulanirken, t; kayip gézlem olarak diisiiniildiigiinden:

FilTf@) N (X PR+ 20Z) by ()

o 4.127
f(Tl |y1) - f( yi) - N(Xiﬁ + Z;u;, TizRi) ( )

fonsiyonundan yararlanilarak, E adiminda E (Tl-_ 219 =20, y) hesaplanip, daha onceki

boliimlerdeki gibi yerine konulacaktir.
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BOLUM 5

UYGULAMA

5.1 Othodont Veri Seti

LMM’de ¢ikarimlar test etmek igin siklikla kullanilan Orthodont Veri, Potthoff ve Roy
[75] tarafindan ilk kez tanitilan, hipofiz salgi bezi ile damak kemigi c¢ikintisi
(pterygommaxillary fissure) arasindaki mesafenin (mm) 8 yasindan 14 yasina kadar her
2 yilda bir dlglildiigii bir veri setidir. Bu veri seti, R programinda, nlme kitapliginda
Orthodont ad1 altinda yer almaktadir. Veri setinin genel yapist (Cizelge 5.1) ve mesafe
(hipofiz salgi bezi ile damak kemigi ¢ikintisi (pterygommaxillary fissure) arasindaki
mesafe (mm)) Sl¢iimlerinin, her bir gozlem i¢in yasa bagli degisim grafigi (Sekil 5.1)

asagidaki gibidir.
Cizelge 5.1 Orthodont veri
YIL
DENEK
8 10 12 14

Kadn 1 21.0 20.0 215 23.0
Kadin 11 24.5 25.0 28.0 28.0
Erkek 12 26.0 25.0 29.0 31.0
Erkek 27 22.0 215 23.5 25.0
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Sekil 5.1 Yas ve mesafe grafigi

Yukaridaki grafikte, lineer bir artis gdzlenmektedir. Ancak goézlemler aras1 degiskenlik

ve bazi1 gozlemlerde, gbzlem ici degiskenlikler dikkati ¢cekmektedir.

Asagidaki grafiklerin ilkinde (Sekil 5.2), ayri ayri her bir gozleme iligkin Olgtim
degerlerinin zamana bagl olarak gosterimi yer almaktadir. Ikinci grafikte (Sekil 5.3) ise
her bir gozlem degerlerine ayr1 ayri linear regresyon uygulandiktan sonra elde edilen
regresyon dogrulari ile birlikte gézlemler goriilmektedir. Her bir gozlem igin regresyon
dogrusu olusturmak, istatistiksel olarak anlamli ve degerli olmasa da, kavramsal olarak

tanimlama yapabilmek i¢in boyle bir yonteme basvurulmustur.
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Sekil 5.2 Her bir gozlem i¢in yasa bagh ¢izgi grafigi (Trellis Plot)
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Sekil 5.3 Her bir gozlem degerlerine ayr1 ayr1 linear regresyon uygulandiktan sonra elde
edilen regresyon dogrulart ile birlikte, yasa bagl degisim grafigi



Mevcut veri setinde, pterygommaxillary seviyesi zamana bagl olarak lineer artig
gdstermektedir. Ancak bu artis her bir gdzlem icin aym oranda degildir. Ornegin M13
gozlemine iliskin regresyon dogrusu digerlerine gore ¢ok daha diktir (Sekil 5.3). Ayrica
grafiklerden (Sekil 5.2 (Trellis plot) ve Sekil 5.3) anlasilacagi iizere, ilk 6l¢tim degerleri
de her bir gdzlem igin 6nemli derece de farklilik gdstermektedir. Ornegin F10 gdzlemi
digerlerine gore ¢ok daha diisiik bir mesafe degeri ile baslamaktadir. Grafiklerden elde
edilen bulgular, farkli baslangi¢ noktalar1 (f,) ve biiyiik olasilikla da egimi (f,) isaret
etmektedir. Dolayisiyla sabit 5, ve [5; terimlerinin yanisira, rassal terimlerin de modele
eklenmesi, modelin biiyiik olasilikla daha agiklayicit olmasini saglayacak ve kesinligi

arttiracaktir.

Her bir gozlem i¢in lineer regresyon uygulanirsa, parametre degerleri asagidaki gibi
olacaktir (Cizelge 5.2). Bu sonuglar da rassal parametre kullanilmasini
desteklemektedir. Ayrica, M13 gézleminin aykir1 gozlem (b-outlier) oldugu yukaridaki
grafige ek olarak, asagidaki sonuglarda da goriilmektedir. Yine Sekil 5.3°de, M(09’a ait
gbzlemin de e-aykiri degerleri olarak tanimlanan, gdzlemici bir degiskenligi oldugu
saptanmaktadir. Asagidaki parametrelerin ortalamast bize tiim veri seti igin

olusturulacak lineer regresyon parametrelerini verecektir.

Cizelge 5.2 Her bir gézlem i¢in uygulanan lineer regresyona iliskin parametre

tahminleri

Gozlem Numarasi | 3, B4 Gozlem Numarasi | 3, By

M16 16.95 | 0.550 | F10 13.55 | 0.450
MO5 13.65 | 0.850 | F0O9 18.10 | 0.275
MO02 14.85 | 0.775 | FO6 17.00 | 0.375
M11 20.05 | 0.325 | FO1 17.25 | 0.375
MO7 14.95 | 0.800 | FO5 19.60 | 0.275
MO8 19.75 | 0.375 | FO7 16.95 | 0.550
MO3 16.00 | 0.750 | FO2 14.20 | 0.800
M12 13.25 | 1.000 | FO8 21.45 | 0.175

89



Cizelge 5.2 Her bir gozlem i¢in uygulanan lineer regresyona iliskin parametre

tahminleri (devami)

M13 2.80 |1.950 | FO3 14.40 | 0.850
M14 19.10 | 0.525 | FO4 19.65 | 0.475
MO9 14.40 | 0.975 | F11 18.95 | 0.675
M15 13.50 | 1.125 | MO1 17.30 | 0.950
MO6 18.95 | 0.675 | M10 21.25 | 0.750
MO04 24.70 | 0.175

Her bir gozlem igin Im.list fonksiyonu kullanilarak olusturulan regresyon modellerinin
parametreleri asagidaki grafiklerde gosterilmektedir (Sekil 5.4). Iki parametre arasinda
korelasyon goriilmektedir. Ancak bu korelasyon, yas degiskeninin merkezilestirilmesi
ile azaltilabilmektedir (Sekil 5.4 (Sagda)). Dolayisiyla olusturulan modellerde, yas
degiskeni merkezilestirilmis olarak kullanilacaktir. Asagidaki grafiklerin ilki (soldaki),
sabit parametreleri, digeri (sagdaki) merkezilestirilmis yas degiskeni ile olusturulan

regresyona iliskin sabit parametreleri gostermektedir.

anan Kesim MNokia
Hesaplanan Kesim Noktasi
24 28
1 1

20
1

T T T T
05 10 15 20

I(¥as-11)

Sekil 5.4 (Solda) Im.list fonksiyonu kullanilarak olusturulan regresyon modellerinin
parametreleri. (Sagda) Yas degiskenine gore merkezilestirme sonrasi hesaplanan

parametreler
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Parametrelerin gliven araliklarina iliskin asagidaki grafik, rassal etki kullanma

gerekliliginin bir kez daha altin1 ¢izmektedir.

Beta Sifir Beta Bir (Yas-11)
F11 LI —

Fo4 LI —

FO3 —

F03 —

F02 LI —

Fo7 L

FO5 —

F01 —

F06 —t—t

F09 —t

F10 —t

M10 —t—
Mo1 —tt
M04 —t
M06 [ —
M15 . —

Mog —t—t

M14 —

M13 —

M12 P

M03 —

Mo3 —

Mo7 —t

M11 —

Moz —

M05 —

M16 LI —

Sekil 5.5 B, ve B, parametrelerinin giiven araliklari

Son olarak, lineer regresyon ¢iktisi olarak elde edilen hatalarin her bir gézlem igin box-
plot’t asagidaki gibidir. Bu grafikten de yine go6zlemler arasindaki farkliliklar

goriilebilmektedir.

F11 [ —
FO4 [
F03 [ S
Fo8 S —
Fo2 (R
For [ 2y
Fos R ——
Fo1 i —
Fo6 ——
Fo9 S B}
F10 [y
M10 -
Mo e [ E——
Mo4 [ E— —
M5 L]
M15 [ a—EE
Mg R [ E——CELLLEEEEE i
M4 [N e}
M13 pommmmmmmemeees [ E—— i
M2 [ ——]
M3 [ E—
0] R S _E—— i
Moz [ ]
M1 [ — ]
Moz [ —
Mo5 — &
M16 [
T T T T T T
5 4 2 0 2 4
resid(fitim)

Sekil 5.6 Lineer regresyon ¢iktisi olarak elde edilen hatalarin her bir gézlem i¢in box-

plot
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Veri setine iliskin yukarida bahsedilen 6zellikler temel alinarak bir lineer karma model
uygulanacaktir. Gozlemler-arast degiskenlik, gozlem-i¢i degiskenlik ile birlikte
modelde yer alacaktir. LMM matris notasyonu, R programlama dilinin kullandigi

sekilde asagidaki gibi ifade edilebilir:

Vi = Xl,B + Ziul- + e, i = 1, ,27 (51)

u; ~N(0,D)
e; ~N(0,02])
Cizelge 5.3’de goriilen ilk modelde yalnizca rassal kesim noktasi kullanilirken, ikinci

modelde rassal kesim noktast ve egim bir arada kullanilmaktadir. Model tanimlamalari

ve model karsilastirmalarina iliskin bilgi asagidaki tabloda yer almaktadir.

Cizelge 5.3 Model ozellikleri

Sabit Etkiler Rassal Etkiler | ANOVA

Kesim | Egim | Kesim Egim | p-degeri

Model 1 v v v -
0.364

Model 2 v 4 4 v

Bu iki model karsilagtirildiginda, daha basit olan ilk model tercih edilebilir (p=0,364).

Asagida lineer regresyon ve lineer karma model ile olusturulan modellere iligkin tahmin
(prediction) degerleri grafigi yer almaktadir. Ikinci grafi§in asil veri setine olan

benzerligi agiktir.
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Sekil 5.7 Lineer regresyona iligkin tahmin (prediction) degerleri (solda) ve LMM
tahmin (prediction) degerleri (sagda).

Ayni veri setine, bu calismada onerilen Laplace dagilimli LMM ve klasik LMM
uygulanmistir. Elde edilen parametreler asagidaki gibidir (hesaplama kolaylig

acisindan cinsiyet etkisi gdz ardi edilmistir):

Cizelge 5.4 LMM ve Laplace LMM ig¢in parametre tahminleri

Parametreler | Normal Laplace
Bo 16.761 16.529
By 0.660 0.674
Dyy 1.825 2.739
D, 0.02 0.03
o? 1.859 2.192

Her iki model icin benzer sonuglar elde edilmistir. Ancak R-programinda Imer
fonksiyonu ile elde edilen ve bu ¢alismada 6nerilen model dogrultusunda olusturulan R-

kodundan elde edilen o2 arasinda farklilik gdzlemlenmistir. Bunun nedeni, Imer
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fonksiyonu hatalara iliskin R matrisini Uzlni olarak almaktadir, dolayisiyla model ¢iktisi

tek bir degeri igermektedir. Ancak onerilen Laplace modelinde, R baslangic degeriyle
ayni boyutta bir matris olarak tahmin edilmektedir. Karsilastirma yapabilmek icin, bu
matrise iligkin tekil deger indirgemesinin modu kullanilmistir. Asagidaki grafik (Sekil

5.8), Laplace LMM ve klasik LMM ile elde edilen tahmin (fitted) degerlerini

gostermektedir.
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Sekil 5.8 Tahmin degerleri (Laplace vs. Normal)

5.2 Simiilasyon Calismasi

Pinherio vd. [11] ¢alismasinda yer alan simiilasyona benzer olarak, normal dagilimin
karmasindan elden edilen veri seti lretilecektir. Asagida ayrintilandirilacak olan veri
elde etme siireci, model olusturulduktan ve varyans matrislerine iliskin baglangic
degerleri belirlendikten sonra R-programinda ¢ok degiskenli veri liretmeye imkan
saglayan, mvtnorm kiitliphanesinde mevcut rmnorm fonksiyonlar1 kullanilarak
gerceklestirilmistir.  Olusturulan veri setlerinden oncelikle Imer fonksiyonundan
yararlanilarak klasik LMM’ye iliskin parametre tahminleri yapilacaktir. Laplace-
LMM’ye iligkin parametre tahminleri ise (Boliim 4.3)’de cikarimlar1 gosterilen EM

algoritmasi araciligryla R kodlar tiretilerek elde edilecektir. Elde edilen parametrelerin
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karsilastirilmasi ile simiilasyon tamamlanacaktir. y;: (n; X 1) boyutlu cevap vektoriini

gostermek lizere; asagidaki gibi bir LMM tanimlansin:

1 8 (5.2)
. 1 10
yi=X(ﬁ+ui)+eij, i=1,..,27, X = 1 12
1 14

(5.3)

u;~ind(1 — pp) N2 (0, W) + pp fN,(0, W)

ej~ind(1 — pe) V3 (0, %) + pef N, (0, %), i=1,..27 j=1,..,4

pp Ve p. sirasiyla, b- ve e-aykiri degerlerin beklenen yiizdesini gostermektedir. f
kontaminasyon faktoriidiir (contamination factor). §: (p x 1) boyutlu bilinmeyen kitle
parametreleri vektorii, X: (n; X p) boyutlu dizayn matrisini, u;: (k x 1) boyutlu
bilinmeyen kisisel etkiler vektoriinii gostermektedir ve dagilimi (5.3)5.3°deki gibi
tammlanmaktadir. e;;: (n; X 1) boyutlu hata vektoriinii gostermektedir ve dagilim
(5.3)5.3‘deki gibi tanimlanmaktadir. Hatalara ve rassal etkilere iligkin parametreler

asagidaki gibi elde edilebilir.

yi = XB + Xu; + e (5.4)
E(y;) = XP (5.5)
var(y;) = XVar(u)X' + Var(e;) (5.6)
var(u) = (1 —pp)¥ + oo f*¥ = [1+ (f? = Dp,|¥ (5.7)
var(e;) = (1 = p)E +pef?E = [1+ (f? = Dp,lz (5.8)

Simiilasyon ¢aligmasinda, yukaridaki modele sadik kalinarak olusturulan veri setlerinde,
klasik LMM g¢ikarimlari i¢in R’da mevcut tanimli Imer fonksiyonu kullanilmis; Laplace
LMM (L-LMM) i¢in R programinda, modelimize uygun kod iretilmistir. Tim
karsilagtirmalar, yukarida tanimlanan p, ve p, ‘nin, 0, 0.05 ve 0.1 degerlerinin tim
kombinasyonlart i¢in gerceklestirilecektir. Yani, aykir1 goézlem (outlier) beklenen
yiizdesi, rassal etki ve hata terimi i¢in bu ii¢ deger ve kombinasyonlari igin
degerlendirilecektir. Ayrica kontaminasyon faktorii, 2 olarak denenecektir. Parametre

|§Gauss_90|

tahminleri karsilastirilirken etkinlik hesaplamalarinda kullanilmigtir. 500

|§Laplace_90|
Monte Carlo tekrarinin her bir setinde, 27 gozlem ve 4 tekrar bulunmaktadir. Etkinlikler
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karsilagtirilirken, Laplace dagilimi i¢in bulunan varyans matrisleri igin, asagidaki

doniisiim yapilmalidir.

Z%F (r + 2) . (5.9)
Var(Wiapiace = ——r 225, K==,
aru Laplace n (ﬁ) 2

r = 2(2 adet rassal degisken mevcut)

227(4)

Var (u)Laplace =

Baslangi¢ parametreleri asagidaki gibi alinmstir:

10 0 0

.30]_17 4 0 “lo 1 0 0

B _[0-8 D_[O 0.0225] R=10 0 1 o (5.10)
00 0 1

(5.3)’e gore iiretilen verilerin histogramlart asagidaki gibidir. Burada kontaminasyon 2
alindiginda, dagilim biraz Otelenmis ve varyans da Otelemeyle birlikte biiylimiistiir.

Dagilimin sekli degistikce parametre tahminlerinin degisimi incelenmektedir.

4 0
0 0.0225

tiretilen rassal etkilerin histogramlar1 asagidaki gibi degismektedir:

0 ortalama ve D = [ ] varyans-kovaryans matrisiyle farkli p; degerleri i¢in

pb = 0 Histogram of Normal1[, 1] Histogram of Normal1[, 2]

Jm = W =

T T T T T T
2 0 2 4 6 04 02 00

Sekil 5.9 Rassal etkilerin dagilimlarinin, aykir1 gézlem yiizdesi ve kontaminasyon ile

birlikte degisim grafikleri
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pb = 0 . 0 5 Histogram of Normal2[, 1] Histogram of Normal2[, 2]

10

R
.
; ' | | : " | ; | | )
£ 4 2 0 2 4 8 -03 02 -0 00 01 02 03 04
Nommalz( 1] Noma], 2]
pb == 0 . 1 O Histogram of Normal3[, 1] Histogram of Normal3[, 2]
@ ©
3
o ]
" r : ; : r T . : ; T T
6 -4 2 0 2 4 03 02 01 00 01 02 03 04
Homma( 1] Normats 2]

Sekil 5.9 Rassal etkilerin dagilimlarinin, aykir1 gézlem yiizdesi ve kontaminasyon ile

birlikte degisim grafikleri (devami)

0 ortalama ve
1 0 0 O
01 0 O . 5 C

R = 00 1 0 varyans-kovaryans matrisiyle farkli p, degerleri i¢in iiretilen
0 0 01

hatalarin histogramlar1 asagidaki gibi degigsmektedir:
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Sekil 5.10 Hatalarin dagilimlarinin, aykir1 gozlem yiizdesi ve kontaminasyon ile birlikte

degisim grafikleri
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pp = 0.10
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Sekil 5.10 Hatalarin dagilimlarinin, aykir1 gézlem yiizdesi ve kontaminasyon ile birlikte

degisim grafikleri (devami)

Normal dagilimin seklinin, aykir1 gozlem yiizdesi arttik¢a, ve kontaminasyon ile birlikte
degistigi goriilmektedir.

Veri tiretme isleminden sonra Imer fonksiyonu ile klasik LMM ve bu ¢alismanin ¢iktisi
olan Laplace-LMM’ye iliskin parametre tahminleri yapilmistir. Kontaminasyon oldugu
durum igin, e- ve b-aykir1 degerlerinin beklenen yiizdesi degistik¢e, parametrelere

iliskin etkinliklerin degisimi grafigi asagidadir.
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Sekil 5.11 Laplace LMM parametrelerinin, klasik LMM parametrelerine gore, farkli

aykirt gézlem durumlar1 ve kontaminasyon altinda goreceli etkinlikleri

Laplace-LMM ile elde edilen parametre degerlerinin yanisira log-olabilirlik (log-lik)
degeri de hesaplatilmistir. Ayni1 deger klasik LMM i¢in, logLik fonksiyonu kullanilarak
elde edilmistir. Daha sonra bu degerler, Akaike bilgi kriteri (AIC) (5.11)

hesaplamalarinda kullanilmistir.

AIC = 2 x parametre sayist — 2 x In(L) (5.11)
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Klasik LMM ve Laplace LMM’de, her bir Monte Carlo tekrart i¢in, AIC degerleri
hesaplatilmistir. Kontaminasyonla birlikte e- ve b-aykir1 degerleri beklenen yiizdeleri de
arttirildiginda, AIC degerlerinin Laplace LMM ve klasik LMM i¢in grafikleri
cizdirilmistir. Asagidaki grafiklerde goriildiigii iizere: aykir1 degerler arttiginda, Laplace
LMM’nin AIC degerlerinde ¢ok biiyiikk bir degisim gozlenmezken; klasik LMM nin
AIC degerleri aykir1 degerler arttikca artmaktadir.

f:2, pbzof pe:0 f:2, prO, pe:0'05

600
1
600
|

550
1
550
1
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500
1
AlC
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1
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1
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|
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S - Soo LMM S -e- LMM
~ =~
T T T T T T T T T T T T
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f = 2, pb = 0’ pe = 010 f = 2’ pb = 005' pe = O
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0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500
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1
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|

Sekil 5.12 Farkli aykir1 gézlem durumlar1 ve kontaminasyon altinda, Laplace LMM ve

klasik LMM i¢in elde edilen AIC degerleri
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Sekil 5.12 Farkli aykir1 gézlem durumlar1 ve kontaminasyon altinda

gerleri (devami)

klasik LMM igin elde edilen AIC de
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Sekil 5.12 Farkli aykir1 gézlem durumlar1 ve kontaminasyon altinda, Laplace LMM ve

klasik LMM icin elde edilen AIC degerleri (devami)
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BOLUM 6

SONUC VE ONERILER

Bu tezde, her bir gozlemin veya kiimenin tekrarli 6l¢limleri arasindaki korelasyon
yapilarmi ve verideki heterojenligi barindiran lineer karma modeller ele alinmistir.
Rassal etkilerin ve hatalarin normal dagildig1 varsayimi altinda gergeklestrilen LMM’ye
iligkin literatiirde 6nerilen tahminler incelenmis ve parametre tahminlerinin ¢ikarimlari
ayrintilandirilmistir. Normallik varsayimina alternatif olarak daha kalin kuyruklu bir
dagilim olan t-dagilimmmin da LMM’de kullanildigr calismalarda bulunan model
kurulumlar1 ve parametre tahminleri incelenmistir. Elde edilen 6ngorii ile birlikte, bu
tezin ana amacini olusturan; normal dagilima alternatif olarak EP’nin 6zel hali, Laplace
dagilim1 kullanilarak parametre tahminleri yapilmistir. Bu tahminler gergeklestirilirken,
yalnizca rassal etkilerin Laplace dagilimina sahip oldugu ve hem rassal etkilerin hem de
hatalarin Laplace dagilimina sahip oldugu durumlar i¢in ¢ikarimlar yapilmistir.
Tahminler gerceklestirilirken tam veri setini; kayip veri ve goézlemlenen veri olarak
ayirip, ilk adiminda tam verinin log-olabilirlik fonksiyonunda kosullu beklenen
degerlerin hesaplandigi ve sonrasinda da bu fonksiyonlarin maksimize edilerek
parametre tahminlerinin gerceklestirildigi EM algoritmas1 kullanilmistir. Yukarida
belirtilen iki durumda da, bu algoritma iki ayr1 yap1 i¢in gerceklestirilmistir. ilk yap1 da
rassal etki ve rassal etkinin dagiliminin taniminda kullanilan skaler degisken kayip
gozlem olarak diigiiniilmiis, ikinci yapida ise rassal etki integral alma ile log-olabilirlik
fonksiyonunun disina ¢ikarilmig, yalnizca skaler degisken kayip veri olarak

distintiilmiistiir.

Yanit degiskenine ve rassal etkilere iliskin kosullu dagilimlarin tanimlanmasinda,

Laplace dagilimimin normalin 6l¢ek karmasi olarak yazilabilmesi 6zelliginden dolayz,
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hiyerarsik yapilar kullanilmigtir. Laplace dagilimli rassal etki ve hata terimi LMM’ye
adapte edilirken, rassal etkilere iliskin, diger degerler bilindiginde kosullu dagilim
hesabinda genellestirilmis gamma dagilimina ulasilmis ve bu dagilimin momentlerinden

yararlanilarak, parametre ¢ikarimlar: tamamlanmaistir.

LMM’de c¢ikarimlar1 test etmek icin R-programinda tanimli Orthodont veri seti
kullanilmis ve bu veri setine iliskin parametre tahminleri elde edilmistir. Simiilasyon
calismasinda ise Pinherio vd. [11] ¢alismasina paralel olarak, kontaminasyon ve aykiri
gozlemlere sahip veri setleri iiretilmis, her bir veri seti i¢cin modele iliskin parametre
tahminleri yapilmis ve AIC degerleri hesaplanmistir. Bu calismada kullanilan Laplace
LMM igin R-programinda yeni kod tretilmistir. Sekil 5.12°de de goriildiigii iizere;
Laplace LMM’ye iliskin AIC degerleri, klasik LMM’den daha kiiclik ¢ikmaktadir.
Ayrica kontaminasyonun varlifinda, aykir1 deger beklenen ylizdeleri arttikca AIC
degerleri klasik LMM i¢in biliylimektedir; ancak Laplace LMM igin gozlemlenen ciddi
bir artis olmamaktadir. Kalin kuyruklu veri yapisina, bu ¢alismada onerilen Laplace
LMM’nin daha iyi uyum sagladigi goriilmiistiir. Bu durum t-dagilimindan daha az
sayida parametre tahmini ile gerceklestirdigimiz, Laplace dagiliminin normal dagilima
gore daha saglam/giiglii tahminler iretebilecegimiz, alternatif bir dagilim olarak

kullanabilecegimizi gostermektedir.

Sonraki ¢alismalarda ise carpik dagilimlarin LMM’de kullanimi incelenerek, c¢arpik
Laplace dagilimi ile LMM yeniden kurulacaktir. Ayrica bu c¢aligmada {iretilen R-
kodlarinin, program kiitiiphanelerine eklenebilecek dilde yeniden diizenlenmesi
gerceklestirilecek ve arastirmacilarin daha giiclii/saglam tahminler yapmasina imkan
saglanacaktir. Bunlara ek olarak, dagilim varsayimi yapilmadan saglam/giiclii

yontemlerle LMM’de tahminler yapilacaktir.
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EK-A

MATRIS ISLEMLERI VE GENELLESTIRILMIS GAMMA
YOGUNLUGU

A-1 Matris Notasyonu

p X q boyutlu bir A matrisi i¢in

A={al~j} i=1..,p j=1,.,q

genel notasyonu, asagidaki gibi de gosterilebilir:
A= Gnag}y ;0 = Gnayg)

Indisdeki m, r, c, d harfleri sirasiyla matris, satir vektorii, kolon vektdrii ve kdsegen

(diagonal) matrisi ifade etmektedir. Ornegin:

X1
X = [ : ‘ = {cXi}iz1 = {exi} x" = {xitizg = (il
Xr

A-2 Bir Matrisin Tersinin ve Mutlak Degerinin Logaritmasinin t’ye Gore Birinci

Tiirevi

A matrisi AA™* =1 kosulunu saglamak iizere tekil olmayan bir matris ve A kare
matrisinin elemanlar1 t-skalerinin fonksiyonlar1 olsun. Bu matrisin tersinin ve mutlak

degerinin logaritmasinin t’ye gére birinci tiirevi asagidaki gibidir (Searle [76]):

oAt _ L 0A
ot ot
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a1 Al =t A‘1aA
anl | = tr( E)

A-3 Parcalanmis X'X Matrisinin Genellestirilmis Tersi
X=[X1 X]

xx=[Alw x=[ Y
2

X2X1 X2X;

X'X’in genellestirilmis tersi (Searle, 1982, sayfa 263):

G:[Oﬂgﬁ)‘ g]+[—(Xixll)'xi)(Z](XéMlxz)—[—Xéxl(Xixl)— 1]

My =1—-X,(X1X1)™X;

veya

F—[O 0 ]+[ ! ](X’MX)‘[I XX, (X5X,)"]
10 (X2Xy)” —(X3X) " Xo X | 1A - onzAiate

M, =1 —X,(X;X2)7X;

A-4 Schur Biitiinleri (Schur Complement)

A B

cC D =[A(;1 8]+[_A;lB](D_CA_lB)_l[‘CA_l 1]

Yukarida tanimlanmis tekil olmayan matrisin tersi formiilinde D — CA™!B kism

A’nin Schur biitiinleri (Schur complement) olarak bilinmektedir. (Searle vd. [6]

Appendix M5) Bu kisima iliskin verilen bir takim sonuglardan bir tanesi asagidaki

gibidir(Marsagila ve Styan [77], [78]):
(D-CA*B)*=D"1+Dc(A-BD 1) 'BD?

(D+CA™'B)'=D"1—D"1C(A+BD ()" 'BD!

A-5 Genellestirilmis Gamma Yogunlugu

x >0 rastlantt degiskeni icin, asagidaki gibi tanimlanan genellestirilmis gamma

dagiliminda

f(X) = Sapl"(p) xap—le—(g) , X > 0



sr(t5)

B = I'(p)

Asagidaki dontstiirmeler gerceklestirilirse (4.20) genellestirilmis gamma dagilimina

doniisecektir.
n+1
p= > a=2 S=+8
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EK-B

MODEL KURULUMU

B-1 Model Kurulumu

2 kisiye ait bir veriye sahip oldugumuzu diistinelim. 1. Kisi 2 tekrarli gézleme, 2. Kisi 3

tekrarli gbzleme sahip olsun. 3 tane sabit, 3 tane rassal degisken mevcut olsun. Model

indirgenmis olarak, iki kisi ve 3’er degisken ile kurulacak ve daha sonra
P

genellestirilecektir. x;; gosteriminde; i indisi gozlemi, j tekrarini, p ise sabit etkili

degisken sayisini, Zlgj gosteriminde yine 1 gdzlemi, j tekrarini gosterirken; q rassal etkili

degisken sayisin1 gostersin.

B1
_ [Yr x o x _
1 3’12] Xl_lx%z X1y X3 h= gz
3
€11
&1 = o]

€12

Uu
1 2 3 11
_ 1411 211 Z11 _|u
Z, = U, = U2
2l 52 3

12 Z12

Z12 Uz

V21 Xy X3 X3 B1 Z3 Zh Z3

Yo = |Ya2| Xo=|x3, x5, X3, ﬁ—[ﬁz Zy = |23, 23, 73, Uz =
Y23 Xy3 X3 X33 Ps Z33  Zh3  Z33

Uz €21

uzz‘ ez=[922]

Uzs €23

Hatirlatma-------===--mm oo oo e e

Iki gozleme iliskin olarak model; literatiirde oldugu gibi genel dizayn lineer karma

model formunda asagidaki gibi yazilir. Bu dizaynda, y vektorii tiim yi’lerin tiim
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vektorlerin dikey bir sekilde siralanmasiyla (stacking) elde edilecektir. Bu islem X

matrisi, u vektorii ve hatalar vektorii i¢in de gegerlidir. Ancak Z blok kégegen matris

formundadir.

y=Xp+Zu+e

-1 2 3 -
Y11 X11 X11 X171
1 2 3
)’12] X12 X122 X12
_ N 2 3 _
y=|Ya1|X =|x31 x5 x31| B =B
1 2 3
;22 X22 X322 X2 B3
23 1 2 3
X723 X3 X33
u11]
€11
|u12 | [e ]
[ 143 | | 612 |
U=y | €= [e21| u~N(0,D) e ~ N(O,R))
u21 |e22
2| e
Uz3
Var(u;q) cov(uyg, Ugz) cov(uqq, Uss)
cov(uyq,Usz) Var(u,,) cov(Uyz, Uy3)
_ cov(uyq, Ug3)  cov(ugp, Uss) Var(u,3)
0 0 0
0 0 0
0 0 0
Var(e11) cov(eyq,ez)
|cov(ess, €12) Var(es,)
R = 0 0
0 0
0 0

1 2 3
B1 Zip Z12 212
7 =

0
0

-1 2
Zi1 211 Z11

1 2
Zy1 Zy1 2731
0 7y, 72, =z

22 Z22 Zyp

1 2 3
Z33 Z33 Z)3d

0 0 0
0 0 0
0 0 0

Var(u,q) cov(Uzq,Upp)  COV(Uzpyg, Upz)
cov(uzy, Uzz) Var(u,z) cov(uUyz, Uzz)
cov(Upy, Upz)  COV(Upp, Upz) Var(u,s)

0 0
0 0 ]

Var(ez1) cov(ey, ez;) cov(eyq,ez3)
cov(eys, €z2) Var(ezz) cov(eyz, €23)
cov(eyq,e3) cov(eyy, ez3) Var(e,s)

[k gésterime geri doniiliirse; bu durumda rassal etki ve hatalarin varyans kovaryans

matrislerini de belirtmek gerekmektedir. Rassal etkiler ve hatalar; tanimlanacak olan

varyans kovaryans matrisleri ve sifir ortalama ile normal dagilima sahip ve birbirinden

bagimsizdir.

Var(uqq)

D; =Var(uy) =

cov(uUyq,Usp)

Var(u;z)
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Var(uyz,) cov(uypg,uzp) cov(uzg, Upzsz)

D, =Var(uy) = Var(uzz) cov(Uzz, Uz3)
Var(uysz)
_ __[Var(ei1) cov(eis,erz)
R, =Var(e;) = _ Var(es,)
[Var(ey;) cov(epy,ez;) cov(eps,ezs)
R, =Var(ey) = Var(ezz) cov(ezz, €23)
Var(eys)

olarak tanimlanacaktir. Goriildiigli iizere; rassal terimin varyans kovaryans matrisinin
boyutlar1 rassal etkilerin sayisina bagli olarak sabitken, hata terimlerinin varyans
kovaryans matrisinin boyutlar1 gézlemlerin tekrar sayisina gore degismektedir. Her bir

gbzleme iliskin varyans kovaryans matrisleri ayr1 ayr1 asagidaki gibi hesaplanir.

VaT(Yl) = V1 - Z1D1Z{ + R1

Var(uy1) cov(uqq, tqz) cov(ugq,Uyz) Z111 Z112
Var(u,z) cov(Uiz, Uss) | |25  zf
Var(u,3) z3 z3,

[ 1 2 3
Zi1 211 Z11

1 2 3
|Z12  Z12  Z12

+ [Var(e;1) cov(ers,erz)
| Var(e;z)

cov(uy;,uyj) = 0 olarak alinirsa;
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8TT

Var(y;) = l(z111)zva7"(u11) + (z8)?Var(uyy) + (25)*Var(w3)  zihVar(uyy)zi, + 25 Var(up)zi, + 23, Var (ug3)zi;
) =
(z12)*Var(uy,) + (z8)*Var(us,) + (232)*Var(u;3)
Var(e11) cov(es, er2)
Simetrik Var(eiz)
z 25z |[Var(uzq) 0 0 Z Z3p 733 Var(ey1) cov(eyy, ;) cov(ezy, ess)
Var(Y,) =V, = Z,D0,Z5 + Ry = |73, 75, 73, Var(uz,) 0 73 7 zhs|+ Var(ez;)  cov(esz, e;3)
733 733 Zig Var(ups)| |23, 23, z3, Var(eys)

[(231)2Var(uyy) + (251)2Var (uy,) + (23,)*Var(uzs)  z3,Var(upy)zz, + z5,Var (uyy)zs, + 23, Var(uys)z3, 23 Var(up,)zzs + z5,Var (upz)zis + 23, Var (uy3)z3;
= (z32)2Var (uz) + (23)2Var(uy,) + (23,)*Var(uys)  z3,Var(uy,)zs + z5,Var(uy,)zs + z3,Var(uys)z3;
(z%g)zVar(un) + (2223)2[/6””(”22) + (2233)2Var(u23)

[Var(ey1) cov(ezr,ez;) cov(ess, ers)
+ Var(ez;) cov(eyy, €;3)
Var(eys)

Tekrarlar i¢in ayr1 ayr1 varyans hesaplanirsa;

Var(uy1) cov(ugq,ug) cov(ugq, ug3) Z111
Var(Yy,) = Vi1 = Z11D1Z{1 +Var(e;;) = [2111 Z121 Z131] Var(u;,) COV(U12,U13) 2121 + Var(e;1)
Var(u,3) z2

= (z{1)*Var(uy,) + (22)*Var(ug,) + (23)*Var(uy3) + Var(ey;)

Diger gozlem tekrarlarina iliskin varyans-kovaryans matrisleri de benzer sekilde hesaplanacaktir.



B-2 Tekrarlar i¢cin Ayr1 Ayr Olabilirlik Fonksiyonu Ornek Gosterimi

Yukarida sadece 2 gozlem igin gergeklestirilen model kurulumundan, islem fazlaligi
gorilmektedir. Gergek veri setlerinde, boyutlar ve degiskenler ¢ok daha fazla
olmaktadir. Ancak burada islemler yapilirken, hata ve rassal terime iliskin varyans
kovaryans matrislerinde kosegen dist elemanlarin yeniden parametirizasyonu ile
tahminlerin gerceklestirildigi hatirlatilmalidir. Ornegin bilesik simetri ile varyans-

kovaryans matrisinin parametre sayisi 2’ye distiriilmektedir.

Bundan sonraki béliimlerde ise u’nun dagilimi bilindiginde y’nin kosullu dagilimindan

yola ¢ikilarak ¢oziimlemeler gerceklestirilmeye calisilacaktir.

Bilindigi tizere; karma modeller biiylik cogunlukla her bir birey/gézlem igin
yazilmaktadir. Bu boliimde ise tekrarlar i¢in ayr1 ayri olabilirlik fonksiyonu yazilacaktir.
Dolayisiyla ilk durumda bir matris gosterimi s6z konusu olurken; ikinci durumda tek
degiskenli bir dagilim s6z konusu olacaktir. Agiklanan degiskenin kosullu
dagilimlarindan yararlanilacagi ic¢in Oncelikle rassal etkilere iliskin dagilimlar
yazilmalidir. Bilindigi {izere, u vektoriinin normal dagilima sahip oldugu

varsayiliyordu;
u;~N (O, D 1)

Uqq
Uqp
Ui3

u, =

Bu boliimde her bir tekrar i¢in u rassal etkilerinin ayri ayri normal dagilimdan geldigini

varsayacagiz:
u11~N(O, 0311)
u12,~N (0, 0312)
uy3~N (0, Uz%ulg)

Bu varsayimlar1 bir adim daha ilerletip; rassal etkilerin normal dagilima kiyasla daha

kalin kuyruklu olan t dagilimindan geldigini varsayarsak;
uy,~t(0, 05, v)

uy,~t(0,04,,,v)
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u13~t(0' O—Lzlulsl V)

%
Yy~ "/ v olarak tanimlarsak;
1,
Uyq | vy ~N (0’1/_0”11)
u
u12 | Vu ~N(0’v_o-'312)
u

u13 | Vu ~N(0’v_o-'313)
u

Bu degiskenlere iliskin olasilik yogunluk fonksiyonlarini yazarsak;

1 1 u?
flurlv) = ————exp |- =2 vu]
anaz Tt
Vu U1

elde edilecektir. Boylece her bir gozlemin tekrarina iliskin olasilik yogunluk
fonksiyonlar1 da yazilabilir. Ayn1 sekilde hata terimlerinin her birinin de t-dagilimindan

geldigi varsayilirsa;
611~t(0, 0-6211' V)

e12~t(0,02,,v)

2
Ve~ XV/V

L,
eq1 |[ve ~N <0'v_0611)
e

812 |V€ NN(O’V_O-ele)
e

1
Y lug~N (x11ﬁ + leul,v—afn)

e

. 1 1[y1n — (xB + Z11u1)]2
flu) = ——=exp|—5 2 Ve
2 1 2 2 0-911
TI.'EO'e11
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1
Yizlug~N (x1218 + Z12u1:v_0e212)

e

1
f2lug) = —19xP
/va—eaezlz

Sadece birinci degiskenin tekrarlarma iliskin yogunluk fonksiyonlar1 kullanilarak

1[y12 — (X128 + Z12u1)]2

2
2 as,

e

olabilirlik fonksiyonunu yazalim:
Llj (ﬁ' O-LZLljJ 0-6?1]')
1 1 [yin = (eaB + 23w

1
:(Zn)—lve\/T\/Texp [_EVE[ Uezn
0-911 0-312

[V1z2 — (X128 + Z12u1)]2]l

2
0-312

+

2 2
InLy; (,8, Oty aelj)

1
= —In(2n) + In(v,) — Eln((rez11 +02.)

1 [Vi1 — (X118 + Z11u1)]2 [V1i2 — (X128 + Z12u1)]2
- _Ve[ 2 + 2 ]
2 Gell 0912

Genellestirirsek ve olabilirlik fonksiyonunu sadece bir gozlemin tekrar1 i¢in yazarsak:

j her bir gozlemdeki tekrar sayisini gostersin ve her bir gozleme iligkin tekrar sayisi

farkl1 olabileceginden; 1. gozlem icin tekrar sayisi njj ile gosterilir.
InL;; (,8, Uiij, afij)

Tlij

= —%ln(Zn) + %ln(ve) — Eln z o}

=
Tlij 2
1 [vij — (xiiB + ziju;)]
=1 %j

Eger olabilirlik fonksiyonunu tiim degiskenler i¢in yazarsak: (m tane gézlem ve her bir

gozlemde n;; tane tekrar, toplamda da n tane gézlem degeri olsun) :
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2 2
lnLl] (IBJ O-ui]-; O'eij)

nij

m
n n 1
= —Eln(Zn) + Eln(ve) — zln 22 ol
i=1 j=1
nij

LYY

i
i=1j=1

l[Yij — (xB + Zijui)]zl
2

seklinde model kurulumu gergeklestirilir. Sonraki adimlar ¢alisma boyunca

gerceklestirilen, log-olabilirlik fonksiyonlarinin maksimizasyonu ile devam ettirilebilir.
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