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OZET

SIMETRI INDIRGEMES] ILE ELDE EDILEN YENI
(2+1)-BOYUTLU IKILI-HAMILTONIYEN SISTEM VE
HAREKET SABITLERI

Salih YAMAN

Fizik Anabilim Dali
Yiiksek Lisans Tezi

Danisman: Prof. Dr. Devrim YAZICI

Evrimsel tipte dogrusal-olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemler dogada bulunan
dinamik sistemleri basarili bir sekilde modelleyebildikleri icin literatiirde siklikla yer
alirlar. Bu tiir denklemlerin tam ¢oztimlerini elde edebilmek icin arastirmalar uzun
yillardir siiregelmektedir. Bu ¢calismada, yakin zamanda kesfedilmis ve (3+1)-boyutlu
ikili-Hamiltoniyen yapi olusturdugu gosterilmis olan evrimsel Hirota tipinde bir
denklem ele alinmistir. Lie cebiri yontemleri kullanilarak, denklemi (2 + 1)-boyutta
elde edebilmek icin 6zel bir simetri birlesimi se¢imi ile simetri indirgemesi yapilmistir.
Indirgenmis denklem (2 + 1)-boyutlu yeni sistem olusturan iki bilesenli goésterimde
yazilmistir. (3 + 1)-boyutlu sisteme ait tiim parametreler ayni simetri se¢imi ile
indirgenmistir. Helmholtz kosulunun saglandig: gosterilerek indirgenmis denklemin
varyasyonel bir problemi temsil ettigi dogrulanmustir. Indirgenmis Euler-Lagrange
denklemi icin tanimli Lagrange yogunlugu Homotopi formiilii kullanilarak elde edilip
iki bilesenli gosterime gore yeniden diizenlenmistir. Legendre dontistimii kullanilarak
birinci Hamiltoniyen yogunlugu bulunmustur. Dirac bag analizi yardimiyla yeni
sisteme ait simplektik ve birinci Hamilton operatorler bulunmustur. Bu sisteme ait
simetri kosulunun asimetrik ¢arpanlar bicimine doniistiiriilmesi sayesinde tekrarlama
operatorii elde edilmistir ~ Bu sayede, tekrarlama operatorii birinci Hamilton
operatoriine uygulanarak ikinci Hamilton operatoriine ulasilmistir. Bu yontem ile elde
edilen (2 + 1)-boyutlu tiim parametrelerin (3 + 1)-boyuttan dogrudan indirgenerek
elde edilen parametreler ile tam olarak ayni oldugu goézlenmistir. Yeni sistemin Magri

teoremine gore ikili-Hamiltoniyen yap1 olusturdugu gosterilmistir. Noether teoremi

xi



sayesinde, yeni sistem tarafindan belirlenen akisa ait korunumlu nicelikler ortaya
cikarilmistir. Son olarak, korunumlu nicelikler toplam diverjans formuna getirilerek

gercekten korunum yasalarini temsil ettikleri gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler: Coziilebilirlik, ikili-Hamitoniyen sistem, simetri indirgemesi,

Noether teoremi, korunumlu nicelikler
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ABSTRACT

NEW (2+1)-DIMENSIONAL BI-HAMILTONIAN SYSTEM
OBTAINED BY SYMMETRY REDUCTION AND
CONSTANTS OF MOTION

Salih YAMAN

Department of Physics
Master of Science Thesis

Supervisor: Prof. Dr. Devrim YAZICI

Nonlinear partial differential equations of evolutionary type appear frequently in
physics due to their utility in modeling dynamical phenomena in nature. Therefore,
there has been an ongoing quest for decades in order to find exact solutions of
these kind of equations. In this study, exact solutions of a recently discovered
evolutionary Hirota type equation that is known to form a (3 + 1)-dimensional
bi-Hamiltonian system are investigated. By using methods of Lie algebra, symmetry
reduction is performed with a specific choice of symmetry combination in order
to get the equation in (2 + 1)-dimension. The reduced equation is written in
a two component form that composes the new (2 + 1)-dimensional system. All
parameters of the (3 + 1)-dimensional system are reduced with the same symmetry
choice. It is verified that the reduced equation represents a variational problem by
showing that Helmholtz condition is satisfied. Lagrange function defined for the
reduced Euler-Lagrange equation is obtained by Homotopy formula and rearranged
according to two-component form. First Hamiltonian density is obtained by using
Legendre transformation. Symplectic and first Hamilton operators belonging to the
new system are found with the aid of Dirac constraint analysis. By converting the
symmetry condition of the new system into skew factorized form, the recursion
operator is obtained which in turn leads to the second Hamilton operator by applying
the recursion operator to the first Hamilton operator. All the parameters in (2 +
1)-dimension obtained with this method are observed to be exactly the same with

the parameters obtained by direct reduction from (3 + 1)-dimension. It is shown
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that the new system forms a bi-Hamiltonian structure according to Magri’s theorem.
Constants of motion along the flow governed by the new system are revealed by
utilizing Noether’s theorem. Finally, constants of motion are cast into total divergence

form in order to demonstrate that they indeed represent conservation laws.

Keywords: Integrability, bi-Hamiltonian system, symmetry reduction, Noether’s

theorem, conserved densities
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GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Integre edilebilir sistemler cok sayida simetri ve korunumlu nicelik icermeleri
sayesinde temsil ettikleri probleme tam c¢6ziim sunabilmektedir. Dolayisiyla bu
tiir sistemler kuramsal fizikte oldukca énemlidir. Integre edilebilir sistemler tiim
baslangic kosullar icin diizenli ¢6ziimlere sahiptir. Buna karsin, integre edilemeyen
sistemler baslangic kosullarina hassasiyetle bagimli diizensiz ¢éziimlere sahiptir [|1]].
Bir sistemin integre edilebilir olup olmadigini baslangicta tahmin etmek zordur. Tarih
boyunca farkl ekoller ve anlayislar tarafindan gelistirilmis olduklarindan evrensel bir
tanim olusmamustir. “Tam ¢6ziim” ya da “¢Oziilebilirlik” kavrami, {izerinde calisilan
sisteme ve calisan kisinin bakis acisina gére sekillenebilir. Ornegin bir anlayisa gore,
genel ¢oziimde kaldirilabilir kritik tekillik bulunmama durumunu ifade eden Painlevé
ozelligine sahip adi diferansiyel denklemler integre edilebilirdir [2, 3]]. Bu 6zelligin
kismi diferansiyel denklemleri de icerecek sekilde genellestirilebilecegi gosterilmistir
[4, 5]. Painlevé ozelligine sahip her diferansiyel denklem integre edilebilir olmasina
karsin, integre edilebilir her kismi diferansiyel denklem bu 6zellige sahip olmayabilir
[6]]. Bir bagka anlayisa gore ise, 2N boyutlu faz uzayinda tanimlanan bir sistem, bu
faz uzayimnn icerisinde birbiriyle involiisyon (Poisson parantezleri sifir) durumunda
bulunan N tane korunumlu nicelige sahipse integre edilebilirdir. Bu durum Liouville
integre edilebilirligi olarak adlandirilmistir [7]]. Magri tarafindan yapilan ¢alismalarla,
evrimsel denklemlerin korunumlu nicelikleri ile simetrilerinin birbirlerine simplektik
operator araciligiyla baglantisi saglanmistir [|8, 9]. Bu yontem ile bir evrimsel
denklem sistemine ait birden ¢cok Hamiltoniyen yogunlugu bulunmasi, sistemin Magri
teoremine gore integre edilebilir olmasi olarak yorumlanmistir. Tarihte ¢oziilen ilk
integre edilebilir sistem, merkezi bir kuvvet alaninda etkilesen iki cismin davranisin
inceleyen Kepler’in iki cisim problemidir. Bu problemin c¢6ziimiiyle bes korunumlu
nicelik bulunmustur [[10]. Integre edilebilir sistemler ile ilgili calismalar 18. ve
19. yiizyillda devam etmistir. Fizikte topag¢ hareketi, simetri ekseni {izerindeki bir

noktasi sabit olan kati1 bir cismin yercekimi etkisiyle presesyon hareketi yapmasi



olarak tanimlanir. Bu hareketin farkli 6zel kosullardaki durumunu modelleyen Euler
ve Lagrange topaclar1 bu donemde bulunan integre edilebilir sistemlere ornektir
[7]. Bu ikisine ek olarak Kowalevski, Painlevé durumunda oldugu gibi tekillik
analizi yaparak topag hareketinin 6zel bir fiziksel kosulda integre edilebilir oldugunu
gostermistir. 1889 yilinda yayinladigi bu iinli calismasi o donemin son integre
edilebilirlik calismasidir [[11]]. 1ki cisim problemi tam olarak coziilebilmesine ragmen,
lic cisim probleminin tam ¢6zlimii icin yapilan ugraslar sonu¢ vermemistir. Poincare,
1890 yilinda yayinlanan calismasiyla {i¢ cisim probleminin ¢éziimiiniin diizensiz ve
baslangic kosullarina hassas bagimli oldugunu, yani integre edilebilir olmadigini
gostermistir [[12]. Ayrica, dinamik sistemlerin genelinde integre edilebilirligin nadir
bulunan bir 6zellik oldugunu gostermesi nedeniyle bu alanda uzun siire calisma

yapilmamuistir.

1965 yilinda Zabusky ve Kruskal, istatistiksel mekanik ile ilgili Fermi-Pasta-Ulam
problemini ¢6zmek amaciyla dar bir su kanalindaki dalga hareketini modelleyen
Korteweg-de Vries (KdV) denkleminin belli bir baslangi¢ degeriyle niimerik bir
calisma yiirtitmiistiir [[13]]. Bu ¢alismayla KdV denkleminin “soliton” adini verdikleri
kararli, parcacik benzeri davranis gosteren ¢oziimlerini elde etmislerdir. 1967 yilinda
Gardner, Green, Kruskal ve Miura, KdV denkleminin tiim baslangi¢ kosullar1 igin
analitik ¢oziimiini, 1951 yilinda Gelfand-Levitan-Marchenko tarafindan gelistirilmis,
dogrusal olmayan denklemleri ¢ozmede ¢ok kullanish bir yontem olan “Ters Sacilma
Dontisimi” (IST) kullanarak elde etmistir [14]. Bu calismayla baglantili olarak
Zakharov ve Fadeev’in 1971 yilinda yayinlanan, KdV denkleminin integre edilebilir
Hamiltoniyen sistem oldugunu gosteren calismasi, Kowalevski'nin 1889 yilindaki
calismasindan sonra integre edilebilir sistemler ile ilgili ilk calisma olmustur [[15]].
Boylece bu alanda yeni bir donem baslamistir. Gene bu zamanlarda Zakharov
ve Shabat, dogrusal olmayan kirilma indisli ortamda ilerleyen diizlem dalgalar
modelleyen dogrusal-olmayan Schrodinger denkleminin (NLS) soliton coziimlere
sahip ve integre edilebilir oldugunu gostermistir [|[16]. Diferansiyel geometri ile
ilgili bir denklem olan Sine-Gordon denkleminin (SGE) de soliton ¢6ziimlere sahip
oldugunun gosterilmesiyle 1970li yillarda bu denkleme ilgi artmistir [[17]. Bu
calismalar kuramsal acidan 6nemli oldugu gibi teknolojiye etkileri acisindan da
onemlidir. Ornegin NLS, dijital verilerin tasindig: fiber optik iletisim sistemlerinde
ilerleyen 15181n bagli oldugu denklemdir [|18]. Sine-Gordon denklemi, siiperiletken
aygitlarin yapiminda kullanilan Josephson eklemlerini modelleyebilmektedir [[19]].
1968 yilnda Lax, korunumlu biiyiikliikleri bulunan evrimsel denklemlerin zaman
evrimlerinin %L(t) = [A(t),B(t)] olarak ifade edilmesini saglayan, Lax cifti olarak
adlandirilan (A,B) operator ciftinin bulundugunu goéstermistir [20]. Ilerleyen

zamanlarda Lax cifti yontemi integre edilebilir sistem arastirmalarinda yaygin olarak



kullanilmistir. Bu alanda yapilan caligmalar genelde (1 + 1)-boyuttadir. (2 + 1)
ve (3 + 1)-boyutta integre edilebilir sistemlere literatiirde daha az rastlanmaktadir.
Literatiirde bulunan ilk (2 + 1)-boyuttaki integre edilebilir sistem KP denklemidir.
KdV denkleminin genellestirilmis bir hali olan bu denklem 1970 yilinda Kadomtsev
ve Petviashvili tarafindan bulunmustur. 1974 wyilinda bu denklemin integre
edilebilir oldugu Zakharov ve Shabat tarafindan IST kullanilarak gosterilmistir
[21].  Kiitlecekimsel fizikte 6nemli uygulamalari bulunan Self-Dual-Yang-Mills
(SDYM) denklemlerinden KdV, SGE, NLS gibi belli bash integre edilebilir sistemlerin
tiiretilebildiginin anlasilmasiyla SDYM denklemleri oldukca ilgi cekmistir [22].
Magri 1978 yilinda evrimsel bir sistemin birden fazla Hamiltoniyen yapisina
sahip olabilecegini gosterdikten sonra integre edilebilir sistemler alaninda yapilan
calismalar ivme kazanmis ve gorelilik, plazma, akiskanlar gibi fizigin farkli alanlarinda
yer alan pek cok dogrusal-olmayan (non-lineer) diferansiyel denklemin c¢oklu

Hamiltoniyen yapida oldugunun kesfedilmesiyle Magri teoreminin giicii anlasilmistir

(8.

Son yillarda integre edilebilir sistemler alanindaki caligmalara konu olan sistemlerden
biri Evrimsel Hirota tipi denklemlerdir. Bu tiir denklemler 1971 yilinda Hirota’nin
coklu soliton carpismalart durumunda KdV denkleminin tam ¢oziimiinii elde etmek
amaciyla yaptig1 calismayla ortaya cikmistir [23]]. KP denklemlerinin tam ¢6zimii
icin de kullanilmaktadir. Evrimsel Hirota tipi denklemler belli kosullarda Simplektik
Monge-Ampere formuna sahiptir [[24-26]. Simplektik Monge-Ampeére formundaki
denklemlerin fizikteki 6nemi, Genel Gorelilikte dort boyutta self-dual Ricci-diiz uzay
metrigini aciklayan heavenly denklemleri olarak ortaya cikmalaridir [27]]. Yakin
zamanda bu konuyla ilgili yapilan calismalara bir 6rnek Sheftel ve Yazicr'nin 2019
yilinda yayinlanan (3 + 1)-boyutlu evrimsel Hirota tipi denklemlerin Magri teoremine
gore integre edilebilirligini inceledigi calismadir [26]]. Bu calismada her birinin
ikili-Hamiltoniyen yapida integre edilebilir sistem olusturdugu gosterilmis olan bes
ayr1 Monge-Ampere formlu denklem kesfedilmistir.

Lie cebiri vasitasiyla kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin simetrileri belirlenip
bagimsiz degisken sayis1 azaltilabilir [28]. Dogru simetriler secilip indirgeme
yapildiginda denklemin ¢6ziimii degismez kalir. Bu sekilde bir simetri indirgemesi
yapilarak (3+1)-boyutlu denklemlerin (24 1)-boyuta indirgendigi 6rnekler literatiirde
bulunmaktadir [29-31]]. Bu yontem yeni integre edilebilir sistemler elde edilmesinde
oldukea etkindir. Noether theoremi fizikteki her simetri durumuna karsilik gelen bir
hareket sabiti bulundugunu ifade eder [32]]. Bu teoremin 6zelliginden faydalanarak,
integre edilebilir sistemin simetri indirgemesinde ¢o6ziimiin degismez kalmasini
saglayan her simetri karakteristigine karsilik bir hareket sabiti ortaya cikartilabilir.

Boylece elde edilen yeni integre edilebilir sisteme ait zaman icinde korunan
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biiytikliikler belirlenmis olur.

1.2 Tezin Amaci

Bu tez calismasinin amaci, yakin zamanda kesfedilmis evrimsel Hirota tipinde
ve Simplektik Monge-Ampere biciminde bulunan (3 + 1)-boyutlu bir denklemin
olusturdugu integre edilebilir ikili-Hamiltoniyen sistemden (2 + 1)-boyutlu yeni bir
sistemi simetri indirgemesi yoluyla elde etmek ve bu sistemin olusturdugu akisa ait
hareket sabitlerini ortaya ¢ikarmaktir. Boliim[I]de integre edilebilir sistemlerin tarihsel
gelisim seyri ile birlikte konuya dair genel bir bakis acis1 sunulmustur. Literatiirden
ornekler verilip konunun 6nemi aktarilmistir. Boliim [2]de tez ¢alismasinin kuramsal
altyapisini olusturan Hamilton ve Lagrange formalizmleri, Dirac bag analizi, Magri
teoremi, simetriler ve Noether teoremi ele alinmistir. Bolim [3[te yakin zamanda
yayinlanmig olan evrimsel Hirota tipi denklemlerin Hamiltoniyen yapisinin incelendigi
bir calisma ayrintili olarak ele alinmistir. S6z konusu calisma ile (3 + 1)-boyutlu
ikili-Hamiltoniyen yap1 olusturan bir denklem ilk defa literatiire sunulmustur. Bolim
Mlte bir 6nceki boliimde ele alinan (3 + 1)-boyutlu ikili-Hamiltoniyen sisteme simetri
indirgemesi uygulanip (2 + 1)-boyutlu yeni sistem elde edilmistir. Secili simetri
indirgemesi altinda yeni sistemin baslangictaki sistem gibi ikili-Hamiltoniyen yapida
oldugu gosterilmistir. Yeni sistem tarafindan belirlenen hareket sabitleri bulunmus ve

bunlarin toplam diverjans gosterimi elde edilerek gecerliligi kanitlanmaistir.

1.3 Hipotez

Giincel literatiirde karsilasilan ve (3 + 1)-boyutta ikili-Hamiltoniyen yapida integre
edilebilir sistem olusturan evrimsel Hirota tipinde bir denklem belli bir simetri
secilip indirgeme yapildiginda (2 + 1)-boyutlu yeni bir sistem olusturacaktir ve bu
sistem baslangictaki sistem gibi ikili-Hamiltoniyen yapida olacaktir. Yeni sistemin
olusturdugu simetriler Noether teoremine gore yeni hareket sabitlerine karsilik

gelecektir.



2

GENEL BILGILER

2.1 Lagrange Mekanigi

Varyasyon analizinin kurucularindan olan Lagrange 18. yiizyilda, onceki yilizyilda
geometrik yaklasimlar iceren bicimde kurulmus olan Newton mekanigini tamamen
analitik yaklasimlarla daha kapsayici bicimde yeniden formiile etme ¢abasi icinde
bulunmustur. "d’Alembert sanal is ilkesi" tizerinden gelistirdigi hareket denklemleri
"Analitik Mekanik" isimli iinli eserinde yer almaktadir [33]. Giinliimiizde
"Euler-Lagrange denklemleri" olarak bilinen bu denklemler N serbestlik derecesine

sahip sistemler icin
dL d (0L

a—qk—a(a—qk)zo 2.1)
olarak ifade ediliyor. Mekanik bir sistemin uzaysal konfigiirasyonunu tam
olarak tanimlayabilen degiskenler biitiiniine dinamik degiskenler denir. Dinamik
degiskenler genelde dogrusal ve/veya acisal konum olarak secilir ~ Kartezyen,
kutupsal, kiiresel veya farkli bir koordinat sisteminin kullanilmasi tercihe baghdir.
Dinamik degiskenlerin arasinda birbirine bagimli olanlar varsa sistemin hareket
edebilecegi eksenleri sinirlayan bag kosullar1 var demektir. Geriye kalan bagimsiz
dinamik degiskenler q;, (k = 1,...,N) olarak yazilan genellestirilmis koordinatlardir.
Genellestirilmis koordinatlarin sayis1 N o sistemin serbestlik derecesidir. Serbestlik
derecesi sistemin i¢sel bir 6zelligidir. Sistemi tanimlamak i¢in kullanilan dinamik
degisken sayisi tercihe bagh olarak degisebilir fakat genellestirilmis koordinat sayisi
bellidir. Genellestirilmis koordinatlarin zamana gore tiirevi g, ise genellestirilmis
hizdir. T kinetik enerji, U potansiyel enerjiyi temsil eden skaler fonksiyonlar olmak
uzere

L(q,q,t)=T—U (2.2)

olarak tamimlanan genellestirilmis koordinatlar, genellestirilmis hizlar ve zamana
bagh Lagrange yogunlugu L (2.1) denklemlerini saglamaktadir [32]. (2.1) ifadesi
N serbestlik derecesi sayisinda denklem ihtiva eder. Tek basina fiziksel bir anlami

olmayan Lagrange yogunlugu mekanik sistemlerin dinamiginin elde edilmesinde



faydali matematiksel bir aracgtir. Newton mekaniginden farkli olarak Lagrange
mekaniginde coziim yapilirken kuvvetler dikkate alinmaz, enerji dikkate alinir.
Newton mekanigi ile ayn1 hareket denklemlerine ulasilir fakat ¢ok sayida kuvvetin
etkin oldugu daha karmasik sistemlerde Lagrange mekaniginden yararlanmak daha
uygundur. Ayrica birden cok koordinata sahip sistemlerde Lagrange mekanigi
genellestirilmis koordinatlar cinsinden tanimlandig:1 i¢in daha elverislidir ve her
koordinat icin hareket denklemine ulasilmasini saglar. Euler-Lagrane denklemlerine
ulasmanin bir diger yolu da "en az eylem" ilkesidir. Ilk defa filozof Maupertius
tarafindan aciklanan bu ilke Lagrange’dan sonraki déneme tekabul eden 1834 ve
1835 yillarinda Hamiltonun yayinladig: calismalarla bilimsel bir zemine oturmustur.
Hamilton'un kendi ismiyle de anilan bu ilke su sekilde tanimlanmistir: "Belirli bir
zaman araliginda belirli iki nokta arasinda hareket eden bir dinamik sistem bu iki
nokta arasinda kinetik ve potansiyel enerji farkinin zaman integralinin minimum
olacagi yolu izler"[[34]]. Kinetik ve potansiyel enerji fark: (2.2)) esitliginde tanimlandigi
lizere Lagrange yogunlugudur. Lagrange yogunlugunun zamana gore integrali "eylem

integrali" olarak adlandirilir ve su sekilde ifade edilir:

ta
S= f L(g,q,t)dt. (2.3)
ty
Eylem integralinin minimum durumu i¢in (2.3) denkleminin varyasyonu sifir
olmalidir. ,
*( 0L oL
ty 94y 9 qy

Genellestirilmis hizin varyasyonu icin

. qu) d
60, =6 — |=—6 2.5
U (dt aede (2-5)

esitligi yazilabilir. (2.5 dikkate alinip (2.4) esitliginin sag tarafindaki ikinci terime

kismi integrasyon uygulandiginda

t t t
0L *d (6L *d (0L
—06q, dt = — | —0 dt— — | — | d6qg,dt 2.6
Jtl 2 o J;l dt(5Qk qk) .ftl dt(an) T (26

ty
elde edilir. (2.6) esitliginin sag tarafindaki birinci terim [%5qk]t olarak integralden
1

cikar. Sinir noktalarda varyasyon sifir oldugu icin bu terim sifir olur ve

t t
> 0L *d (0L
—0q, dt = — — | —|d6qg,dt 2.
J‘t] 8qk o J;l dt(aqk) o ( 7)



esitligi elde edilir. (2.7) esitligi (2.4)’de kullanildiginda

t
I 9L d(aL)]
— —— == |6qdt =0 (2.8)
L [&‘qk dt \ 9q, -

elde edilir. &g, bagimsiz ve keyfi oldugu icin koseli parantez icindeki ifade sifir
olmalidir. Bu ifade (2.1) ile ayni oldugu icin Euler-Lagrange denklemleri elde edilmis
olur. g, koordinatiyla iliskili eslenik momentum

oL

= (2.9)
94y

Pk

bagintisiyla bulunabilir [[10]. (2.9) bagintis1 Euler-Lagrange denklemlerinde (2.1))

kullanildiginda
0L

- (2.10)
9qy

Pk
elde edilir.

Bir mekanik sistem Lagrange yogunluguna (L) sahipse bu sisteme '"varyasyonel

problem" denir [28]]. Varyasonel problemi tanimlayan Lagrange denklemi
E(L)=0 (2.11)

seklinde yazilabilir. Euler operatoriinii simgeleyen E

d
E,= Z (=D);, Pus (2.12)
denklemiye ifade edilir ve burada (—D); = (—1)*D, = (=D, )(—=D;,)...(—D;,) seklinde
tanimlhidir [28]. Euler operatorii, 6,. varyasyonel tiirev operatoriiniin diger bir adidir.
Toplam, tiim ¢oklu alt indisler J = (jy, ..., ji) lizerinden alinir. u® konum ve zaman
boyutlarina baglh bilinmeyen bir fonksiyondur. Ornegin a = 1,2 degerlerini aliyorsa
u' =u, u?> = v olur. J alt indisi fonksiyonun kismi tiirevlerini temsil eder. Ornegin z,
konum, t zaman boyutu olmak iizere u; = 5—;, Uy = 5—21;2.

Mekanik sistemin u = u(t, z,, 2,, 25) fonksiyonuna bagl Euler-Lagrange denklemi F[u]

ile temsil edilsin. Bu denklemin Frechet tiirev operatori

JdF[u
DF = Z [ ]DJ J = tazlsz)ZjS;---,Zzt,th, tt (213)
— Ju,

denklemiyle bulunabilir ve eslenik operatorii



JF[u]
D = —D J =t,21,%,%3, 00, Zot, 2ot Lt 2.14
=200, 182,53, a2l B (2.14)

J
seklinde tanimlidr [28]]. Helmholtz kosuluna gore varyasyonel problemi temsil eden
bir sistem i¢in

Dy =D} (2.15)

saglanmali ve s6z konusu sistemin Lagrange yogunlugunu bulmak icin
2
Llu]= f u.F[AuldA (2.16)
1

ile verilen Homotopi formiilii kullanilir [[28]].

2.2 Hamilton Mekanigi

Hamilton mekanigi, ismini aldigi William Rowan Hamilton tarafindan 19. yiizyilda
Lagrange mekanigi yeniden formiile edilerek gelistirilmistir. Klasik mekanik disinda
istatistik mekanik ve kuantum mekaniginin formiilasyonu da Hamilton mekanigine
dayanmaktadir. Lagrange mekaniginde dinamik degiskenler q ve g olarak alinirken,
Hamilton mekaniginde q ve p olarak alinmaktadir. p, bagintisiyla ifade
edilen eslenik momentumdur. N serbestlik dereceli bir mekanik sistem, N tane
qr genellestirilmis koordinat ve karsiligindaki N tane p, eslenik momentumun
olusturdugu 2N -boyutlu faz uzayinda temsil edilir [[10]. Sistemin bu faz uzayindaki
akist H(q, p, t) ile gosterilen Hamiltoniyen yogunlugu tarafindan belirlenir. Lagrange
mekaniginde Euler-Lagrange denklemlerinin ¢oziilmesiyle Newton mekanigi hareket
denklemlerinin elde edilebilmesi gibi Hamilton mekaniginde de

) JH ) JH

v = 7> —DPr = — (217)

9Pk

olarak verilen Hamilton kanonik denklemlerinin ¢6ziilmesiyle ayni denklemler elde
edilir. [[10]. N serbestlik dereceli sistem icin Lagrange mekaniginde bulunan N
tane Euler-Lagrange denklemine (2.1)) karsin Hamilton mekaniginde (2.17) ifadesinde
goriildiigli tizere 2N tane Hamilton kanonik denklem bulunur. (2.17) denklemleri
matrix formunda yazilabilir. Bu amacla N serbestlik dereceli sistem icin "n" ile temsil

edilen 2N elemanl stitun matrisinin elemanlar

Nk = ko Nk+N = Pk k<N (2.18)



olacak sekilde tanimlanir. Buna gore, bu sistem icin olusacak "Z—Z” siitun matrisinin
elemanlar - 3H 2K

-—, —-— = —; k<N 2.19

doc an)" T ap, @19

olur. Ayrica "J" ile temsil edilen 2N x 2N boyutlu, elemanlar1 N x N boyutlu I birim

= %I (2.20)
=1 0 '

olarak tamimlanir. (2.17) Hamilton kanonik denklemleri (2.18), (2.19) ve (2.20)

tanimlamalariyla

JH
(%)k =

ve 0 matrislerinden olusan matris

oH
an

matris formunda yazilabilir.  (2.21) denklemi Hamiltoniyen yapinin simplektik

n=J (2.21)

notasyonda gosterimidir [[10]]. Lagrange yogunlugu bilinen bir sistemin Hamiltoniyen
yogunlugu
N
H(q,p,t) = Y. qupx — L(q,4, 1) (2.22)
k=1
olarak verilen Legendre dontistimii ile bulunabilir. Lagrange yogunlugu zamana acik
olarak bagl degilse Hamiltoniyen yogunlugu korunumlu bir biiytikliiktiir [32]]. Kinetik
enerjinin (T) genellestirilmis hizlara kuadratik olarak bagli olmasi ve Potansiyel
enerjinin (U) genellestirilmis hizlardan bagimsiz olmas: kosuluyla Hamiltoniyen
yogunlugu (H)
T+U=E=H (2.23)

olacak sekilde sistemin toplam enerjisini (E) temsil eder [34].

Mekanik sistemin faz uzay: iizerinde tanimli, p ve q dinamik degiskenlerine bagh

herhangi bir F yogunlugunun zaman evrimi

F= d—f = {F,H} (2.24)

bagintisiyla verilir [7]]. Bu tanima gére Hamilton kanonik denklemleri (2.17)

qk = {qk7H}’ pk = {kaH} (225)

olarak ve simplektik notasyondaki gosterim (2.21))

. JH
n={nH}=J" (2.26)
n

seklinde yazilabilir [[10]]. Mekanik sistemin dinamik davranisi (2.26) denklemiyle

9



belirlenebiliyorsa bu sistem Hamiltoniyen yapi olusturur. (2.24) denkleminin sag

JF 0G OJF 0G
F,G} = — 2.2
29 =2 (5o~ omm) @27

tarafindaki ifade

tanimina gore islem goren Poisson parantezidir [[7]]. F,G ve H faz uzayindaki
fonksiyonlar olmak iizere, Poisson parantezlerinin saglamasi gereken ozellikler
(i) Ikili-dogrusallik

{aF + bH,G} = a{F,G} + b{H,G}, {F,aG+bH}=a{F,G}+b{F,H} (2.28a)

a, b sabitlerdir
(ii) Ters simetri

(iii) Leibniz kurali (carpim kural1)
{F,GH} = {F,G}H + G{F,H} (2.28¢)
(iv) Jacobi 6zdesligi
{{F,G},H}+ {{H,F},G}+ {{G,H},F}=0 (2.28d)
olarak siralanir [28]].

H Hamiltoniyen yogunlugu olmak iizere, (2.25) ve (2.27) tanimlarina gore

(EH EZ( OF H OF aH) _dF 2.99)
k

94y Opy - 9Pk 9qy T de

denklemi yazilabilir. (2.17) Hamilton kanonik denklemleri, (2.29) denkleminde

kullanildiginda

OF OF dF
z j, 4+ —p, = — 2.30
Uk 3pkpk dt ( )

elde edilerek (2.24) dogrulanir. p ve g dinamik degiskenlerinin kendi aralarinda
Poisson parantezleri alindiginda

{99} =0, {rr,p1} =0, P} =61 (2.31)

bagintilar1 elde edilir.
{FFH}=0 (2.32)

bagintisinda oldugu gibi iki niceligin birbiriyle Poisson parantezinin sifir olmasi
durumu s6z konusu niceliklerin birbiriyle "Poisson yer degistirebilir" olmasi olarak
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adlandirilir. Hamiltoniyen yogunlugu ile Poisson yer degistirebilen yogunluklarin
zaman evrimleri denklemini gore sifir olacag icin bu yogunluklar korunumlu
biiyiikliiklerdir. 2N boyutlu faz uzayinda bulunan N serbestlik dereceli mekanik
sistemde

{Fi, 1} =0 (2.33)

bagintisinda gosterildigi gibi birbiriyle Poisson yer degistirebilen N tane yogunluk
bulunuyorsa (involiisyon) bu sistem Liouville anlaminda integre edilebilirdir [7]].
Buna gore, bu sistem icin tanimli involiisyon halinde N adet farkli Hamiltoniyen
yogunlugu bulunuyorsa bu sistem integre edilebilir Hamiltoniyen sistem olarak kabul

edilir.

2.3 Dirac Bag Analizi

Standart formiilasyonda Legendre doniisimi (2.22) aracihigiyla Lagrange
mekaniginden Hamilton mekanigine gecildigi zaman eglenik momentum (p),
genellestirilmis hizin (g) fonksiyonu olur. Bu sayede hiz ve momentum birbiri
cinsinden yazilabilir ve Hamilton mekanigi (q,p) ikilisi iizerinden ifade edilebilir.
Hamilton kanonik denklemler ile Euler-Lagrange denklemlerinden (2.1)) elde
edilen hareket denklemleri birbiriyle tutarl olur. Standart formiilasyonda Lagrange

yogunlugu
3L
94,94

£0 (2.34)

kosulunu saglamalidir. (2.34) denklemi, elemanlar1 Lagrange yogunlugunun biitiin
hiz koordinatlarina gore ikinci dereceden kismi tiirevlerinden olusan Hessian

matrisinin determinantinin sifirdan farkli olmasi gerektigini ifade eder.

Lagrange yogunlugu hiza dogrusal olarak bagh oldugunda denkleminden
eslenik momentumun genellestirilmis hiza bagliliginin olmayacag: goriliir. Bu tiir
problemlerde hiz ve momentum birbiri cinsinden yazilamaz. Bu durum, Hamilton
mekanigine gecildiginde Hamilton kanonik denklemlerden elde edilen hareket
denklemleri ile Euler-Lagrange denklemlerinden elde edilen hareket denklemleri
arasinda tutarsizlik olacagina isaret eder. Standart formiilasyonun uygulanamayacagi
bu durumda Lagrange yogunlugu dejenere olarak nitelendirilir ve Hessian matrisinin

determinanti
3°L
9q,0q

=0 (2.35)

kosulunu saglar [35]]. Dirac, bu durumda ¢ aradan kaldirilabilecegi icin sistemdeki g

ve p dinamik degiskenlerini birbirine baglayan
¢i(g,p)~0  j=1,2,...J (2.36)

11



seklinde dogrusal bagimsiz denklemler toplulugu bulunmasi gerektigini one
stirmiistiir [36]. Problemin basinda Lagrange yogunlugu ve eslenik momentumdan
elde edilen denklemleri "birincil bag kosullar1" olarak adlandirilir. "~" isareti
zayif esitlik anlaminda kullanilmaktadir. Bunun nedeni, bag kosullar ile Poisson
parantezi islemleri yapildigi sirada esitlik durumunun kullanilmamas: gerekliligidir.

Islemlerden sonra esitlik durumu dikkate alinir.

¢;, p ve ¢’ya bagh herhangi bir fonksiyon olmak tizere; H Hamiltoniyen yogunlugu ile
benzer nitelikte fakat

seklinde tanimlanarak H’dan farklilasan bir H* Hamiltoniyen yogunlugu ile H
arasinda c;p; = O olmasi nedeniyle bir ayrim yapilamamaktadir. Bu durumda
6zglin bir Hamiltoniyen yogunlugu ifadesi belirlenemedigi icin teori bu haliyle eksik
kalmaktadir. Ayrica, Hamiltoniyen yogunlugu icin verilen Legendre doniistimii
ifadesinin varyasyonu

OH = q;,0px + px6qx — OL (2.38)

olarak ele alindiginda H, (p, q)’ya bagli fonksiyon ve L, (q, q)’ya bagl fonksiyon oldugu
icin (2.38)) denklemi
0H 0H dL JL

——0qx + 7—0px = §;6px + Px0qr — 5—0¢x

_ 2254 (2.39)
aqy i 2 aq.

olarak yazilabilir Bu denklem Lagrange yogunlugu icin tanimli (2.9) ve (2.10)
kullanilarak

O0H 0H ) )
——0q, + =—0px = 4;0Px — POk (2.40)
2qy Opx
olarak diizenlendikten sonra
J0H . J0H .
(_"‘Pk) 5Qk+(—_Qk) opr =0 (2.41)
4y Opx

seklindeki hareket denklemi elde edilir. Konum (q) ve momentum (p) fonksiyonlari
birbirine bag kosulu ile bagh oldugu icin 6q, ve 6p, varyasyonlari ayri ayrn sifira
esitlenemez. Teorinin koordinatlarin sifir oldugu durumlar: da kapsamasi gerektigi
icin standart Hamilton yogunlugu ifadesi yetersiz kalmaktadir. Dirac, bu eksikligi

asmak icin Hamilton yogunlugunun

olarak genellestirilmesi gerektigini 6ne siirmiistiir. Burada H; toplam Hamiltoniyen

yogunlugu ifadesidir. u; ise p ve g’ya bagimli olmasi gerekmeyen keyfi fonksiyonlardir
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[36]. Toplam Hamiltoniyen yogunlugu ifadesi (2.42)) ve Legendre doniisiimii (2.22)
dikkate alinarak eylem integrali (2.3))

ty
t

seklinde yazilir. Bu ifadenin varyasyonuna ait denklem 6S = 0 (2.4) ifadesi ve sinir
kosullarda 6q; = 0 saglanmasi gerektigi dikkate alinarak

OH OH d¢;

ta
6S :J (qk5pk_pk5qk_a_5qk_a_5pk
¢ dx Pk

1

—u~—5qk—u-%5pk—¢-5u- dt=0
Jaqk Japk J J

(2.44)
seklinde yazilir. (2.44)) denklemi katsayilara gore diizenlenerek

t
2 0H 3¢j) ( 0H 3(]5]-)
55 = —pi—=— U= | 8@+ | G — =— —w;=— | Spr — ¢;6u; | dt =0
Jn [( ¢ g, ' oqy ‘ ¢ ope ' Opx ¢
(2.45)

(¢; = 0) haline getirilir. Dirac tarafindan belirlenen toplam Hamiltoniyen yogunlugu
ifadesi (H;) sayesinde burada 6q, ve 6p, ayri ayr sifir olarak ele alinabilir. (2.45)
denklemine gore

oH o¢; oH 9¢;
o 9Py K Ipi’ Pk 9 7 9q; (2.40)
hareket denklemleri elde edilir. Bag kosullar1
¢;~0 (2.47)

denklemini saglayacagi i¢cin korunumlu niceliktir. Dolayisiyla (2.24)) bagintisina gore
hareket denklemi

¢jm{¢j:HT}:O (2.48)

biciminde de elde edilebilmelidir. Bag kosullar1 q ve p’ye bagl fonksiyon oldugu icin

. 9; 9;

=g+ =2 2.49

b= o+ 5 b (2.49)
biciminde yazilabilmelidir. (2.46) hareket denklemleri (2.49) denkleminde
kullanildiginda

qu%{d)j:H}_'_uj’{qu:d)j’}:O (2.50)
elde edilir. Budenklem ile "Lagrange ¢arpani” olarak isimlendirilen u; fonksiyonlarinin
belirlenmesi miimkiindiir. ve Poisson parantezi islemleri icin tamimli (2.28a) 6zelligi
dikkate alinip (2.48) ve (2.50) karsilastirildiginda toplam Hamiltoniyen yogunlugu
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ifadesinin Dirac’in belirledigi gibi Hy = H +u;¢; oldugu goriilir.

Birincil bag kosullari, eslenik momentum icin verilen p = g—g denkleminden
kaynaklanan tutarsizliklar1 gidermek icin kullanilir. Ornegin, Lagrange yogunlugu
hizin birinci kuvvetine bagh oldugu zaman eslenik momentum denklemi sonucuna
gore momentum ile hiz arasinda bir baglanti kurulamaz ve tutarsizlik olusur. Bu
tutarsizlik birincil bag kosullariyla giderilir. Benzer sekilde, g—é - % (g—g) = 0 seklinde
verilen Euler-Lagrange denklemi de tutarsizliklara neden olabilir. Ornegin L = gq
durumunda Euler Lagrange denklemi 1 = 0 haline gelir. Bu gibi tutarsizliklarin 6niine
gecmek icin Euler-Lagrange denklemi dikkate alinarak Lagrange yogunluguna bazi
sinirlamalar getirilmelidir. Bu sinirlamalar getirildikten sonra denklemi ti¢ ayr1
duruma déniisebilir. 1lki 0 = 0 durumudur. Bu tutarsizlik durumu birincil bag kosullar
ile coziilebilir. ikinci durumda ise denklem u katsayilarindan bagimsiz, yani sadece q
ve p’ye bagimli denkleme doniisiir. Bu denklem birincil bag kosullarindan bagimsiz
ise

x(q,p)=0 (2.51)
seklinde, Hamilton degiskenlerine yeni sinirlamalar getiren ikincil bag kosullari ile
ifade edilebilir. Sistemde ikincil bag kosullar1 bulunmasi halinde denklemiyle
benzerlik tasiyan

{x,H} +ui{y,¢;} =0 (2.52)

seklindeki denklem ortaya cikar. Uciincii durumda ise denkleminde j ve j’
indisleri farkli sayida deger alir. Bu nedenle u katsayilari iizerine sinirlamalar getirilir.
Bu durumda (2.50)) ifadesinin homojen olmayan dogrusal denklemleri temsil ettigi ve
u katsayilarinin q ve p’ye bagh bilinmeyen fonksiyon oldugu kabul edildiginde j indisi

icin bu denklemin ¢6zimi

u;(q,p) =U;(q,p) +Vi(q,p) (2.53)

seklindedir. Burada U;, (2.50) ifadesinde homojen olmayan j indisli denklemin 6zel

coziimii iken V; aym denklemin homojen kisminin genel ¢éziimiidiir [36].

Hem birincil hem de ikincil bag kosullar1 kendi aralarinda birinci siif ve ikinci sinif
olarak ikiye ayrilir. Birinci sinif bag kosullar1 olarak degerlendirilen bir toplulukta bag

kosullarinin hepsinin diger bir bag kosuluya Poisson parantezi

{¢:,9;} =0 (2.54)

bagintisindaki gibi sifirdir.  Ikinci siif bag kosullari olarak degerlendirilen bir
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toplulukta ise en az bir bag kosulunun diger bir bag kosuluyle Poisson parantezi

{¢, 0} =c (2.55)
bagintisindaki gibi sifirdan farklidir.

(2.55) durumunda bulunan ikinci simf ¢; ve ¢; bag kosullarinin Poisson parantezine
kanonik kuantizasyon uygulandiginda

(i, ;1= cin (2.56)

sira degistirme bagintisi elde edilir. denkleminin sol tarafinda bag kosullari
tizerinde bulunan sapka sembolii s6z konusu parametrelerin artik operator oldugunu
ifade eder. Fiziksel durumlarda, bag kosullar1 nedeniyle denkleminin sol
tarafinin sifir olmasi beklenirken sag tarafin sifir olmadig1 aciktir. Bu tutarsizlik
durumu kuantizasyon siirecinde genellestirilmis bir Poisson parentezine ihtiyac
duyulduguna isaret eder. ~Bu parantez Dirac tarafindan faz uzayindaki f,g

fonksiyonlar1 igin

{fs8}op=1{f,8}pp— Z{f: bi}ppdoii®;, &lep (2.57)
i,j

seklinde tanimlanmistir. Bu gosterimde parantez alt indisinde bulunan DP Dirac
parantezini, PP Poisson parantezini ifade etmektedir. Ikinci sinif bag kosullari

cinsinden tanimlanan

= ( {0, 0.} {d:i,0;} ) (2.58)
{p 0} {9,905}
matrisi simplektik operat6r olmak tizere Jy;),
J, =K (2.59)

seklinde simplektik operatoriin tersi olarak tanimlanan birinci Hamilton operatoriiniin
ij indisli elemanidir. Dirac parantezi, Poisson parantezlerinin sagladigi 6zellikleri
(2.28) saglamali ve bag kosulu bulunmayan sistemlerde Poisson parantezine
indirgenmelidir. Ek olarak, ikinci sinif bir bag kosulunun farkli herhangi bir nicelik
ile Dirac parantezi sifir olmalidir [|37]].

2.4 Ikili-Hamiltoniyen Yap1

Bir mekanik sistemin integre edilebilirligini incelemek icin kullanilan yéntemlerden

biri Magri teoremidir. =~ Magri, yaptigi calismalarla sonsuz boyutlu Hamilton
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denklemlerin tam ¢6ziimiinii elde etmeyi saglayacak bir teori gelistirmistir [8]]. 1978
yilinda yayinlanan ve yeni integre edilebilir sistemler kesfedilmesine olanak saglayan
bu calismayla Hamilton denklemlerin korunumlu nicelikleri ile simetrileri arasinda
simplektik operatorler araciligiyla gecis saglanmistir. J, ifadesinde taniml
matris olmak tlizere

K'JK=J (2.60)

esitligini saglayan K matrisi simplektik operatordiir. T iist indisi transpoze (devrik)
anlamindadir. SO0z konusu mekanik sistem icin Dirac bag kosullari tanimliysa
simplektik operator gosteriminde oldugu gibi bag kosullarinin Poisson
parantezi cinsinden yazilabilir. Mekanik sistemlerin faz uzay1 simplektik yapiya
sahiptir. Simplektik yapinin olusmasi icin M?" cift boyutlu tiirevlenebilir manifold

tizerinde bulunan kapal1 ve dejenere-olmayan diferansiyel 2-form
dw=0 (2.61)

olarak tanimlanan kapalilik kosununu saglamalidir. Simplektik yapinin genel formiili
N

w =dek A dg; (2.62)
k=1

ile verilir [|38]]. Burada A dis carpim (wedge carpimi) simgesidir. K matrisinin (2.58))
simplektik yapisi icin verilen formiil

0=

i=1 j=1

du' AK;;du (2.63)

N | =

seklindedir. Bu ifadenin hacim integrali (2.61)) kosulunu saglamalidir [26]]. Burada
u' = u ve u? = v olarak tamimhidir. w n-form, v m-form, f 0-form fonksiyon olmak

izere diferansiyel formlar icin

d(dw) =0, (2.64a)
dlw+v)=dw+dv, (2.64b)
dlwAv)=dwA+(—1)"wAdv, (2.64c)
d(fdw)=df Adw, (2.64d)
woAv=(—1)"vAw, (2.64e)
wAw=0 (2.640)
OA(V+YP)=wAV+wAY, (2.64g)
(V+FYPY)Aw=vAw+YPAw. (2.64h)
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bagintilar1 tanimlidir [[39]]. (2.64f) bagintis1 n tek iken gecerlidir.

Evrimsel denklemlerin Hamiltoniyen yapisi

du
—=J,6,H 2.65
ot o (2.65)

formunda olusur. Burada 6, u’ya gore varyasyonel tiirev (Euler tiirevi), J,
Hamilton operatorii ve H Hamiltoniyen yogunlugudur. (2.65) denklemi tarafindan
karakterize edilen harekete akis denir. Poisson parantezleri icin tanimli ters simetri

(anti-simetri) (2.28b) ve Jacobi 6zdesligi (2.28d)) kosullarini saglayan operatorler
Hamilton operatorii olarak nitelendirilir. J, Hamilton operatorii ise bu operatore ait
Poisson parantezi islemi her F, G fonksiyoneli icin

{F,G} =f5F-Jn-5de (2.66)
seklinde tammmhdir [28]. Iki bagimli degisken (u,v) bulunan sistemlerde ise

I (2.67)
Ve -0 o,H '

seklinde tanimlanir [26]]. Bu mekanik sistem icin tekrarlama operatorii R tanimlanirsa

Hamiltoniyen yap1

ikinci Hamilton operatoriine (J;) gecis
‘]1 - RJO (2.68)

denkleminin ifade ettigi gibi tekrarlama operatorii (R) birinci Hamilton operatoriine
(J,) uygulanarak gerceklesir.

N, = % =J,8,H, =J,5,H, (2.69)
denklemini saglayan iki Hamiltoniyen yogunlugu (H;,H,) bulunmasi halinde s6z
konusu sistem ikili-Hamiltoniyen yapi olusturur ve Magri teoremine gore integre
edilebilir sistem olarak kabul edilir [8]]. denkleminde N;, bu denklemin
hiyerarsideki ilk denklem oldugunu ifade eder. Hiyerarsideki iist denklemlere ayni
tekrarlama operatoriiyle

N,., =RN, (2.70)

seklinde gecilebilir. Bu sayede (2.69) denkleminin genel formu olan

du
N = —

nT ST Job, H,=J16,H,_ (2.71)
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denklemiyle karakterize edilen hiyerarsideki iist akislar elde edilebilir. J, (2.59)
denklemine gore simplektik operatérden elde edilen birinci Hamilton operator ve J;
buna bagli olarak elde edilen ikinci Hamilton operator olmak iizere iki bilesenli (u, v)

sistemlerde ikili-Hamiltoniyen yap1

U 5an 5an—1
Vi 5vH n 5vH n—1
matris denklemine gore olusur [26]]. J, ve J; operatorlerinin

I'= aJ0+/3J1 (2.73)

seklindeki dogrusal birlesimi olarak tanimlanan I' operatorii de J, ve J; gibi Hamilton

operatorii olmalidir. Bunun icin gerekli olan ters simetri 6zelligi I' matrisinin
I"=-T (2.74)

dekleminde ifade edildigi hermitik esleniginin ters isaretlisine esit olmasi durumunda
saglanir. Jacobi 6zdesligi icin denklemini kullanmak cok uzun islemler
gerektirebilir. Bunun yerine Olver tarafindan kanitlanan teoremi kullanmak daha
elveriglidir. Olver’e gore Jacobi 6zdesligi

Prv;,(©) =0 (2.75)

kosulunda saglanir. Bu denklemde ©, alt indiste bulunan operatoére ait ikili-vektor

olarak tanimlidir ve

e= %f(w/\Fw)dx (2.76)

seklinde ifade edilir. PrV;,(©) = 0 ifadesi ise alt indiste bulunan karakteristige sahip
genisletilmis evrimsel vektor alani anlamini tasir ve Einstein toplama notasyonunda

yazilmis olan
%,

a
du§

PrVi, =D, (Tp0f) (2.77)

denklemiyle belirlenir. Burada J = 2;,%,,...,%3%3; u' = u, u®> = v seklinde

tanimhidir [28]].

2.5 Simetriler ve Noether Teoremi

Diferansiyel denklem sistemlerin bagimli ve bagimsiz degiskenlerine belirli
doniistimler uygulandiginda ¢6ztim uzayinda bir degisiklik olmaz. Boyle dontistim

gruplarina simetri grubu adi verilir ve Lie teorisi altinda incelenir. Bu doniisiimler
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sayesinde diferansiyel denklemlerin degisken sayis1 azlatilip temsil ettikleri mekanik
sistemlerin boyutu indirgenebilir. u! = u, u? = v olmak iizere bir mekanik sistem

icin tamimlanan
X=> 83+ Y 0Oy (2.78)

bicimindeki vektor alanlari Lie cebiri olusturmalari halinde simetri iireteci olarak
nitelendirilir. (2.78)’de &' ve n® katsayilardir. Ornegin X = 2,9, +2,8,+ud, seklindeki
vektor alaninda &' = 2, £2 = 2,, ' = u olarak alinir. Lie parantezi

olarak tanimlanan sira degistirme (komiitator) operatoriidiir. Lie parantezi
ikili-dogrusallik, ters simetri ve Jacobi 6zdesligi 6zelliklerini saglamalidir. Lie cebirinin
baz vektor kiimesi {X,...,X,} olarak tanitildiginda, kiimenin tiim elemanlarinin

birbiriyle Lie parantezi

n
[XoX;1= D%, i,j=1,.,n (2.80)

k=1
olarak yazilabildiginde bu baz vektor kiimesi Lie cebiri yapisiyla uyumlu olur. Burada
c* herhangi bir sabit olabilir. Sira degistirme tablosu olusturarak Lie cebiri yapisina
uyum gozlenebilir. n elemanli baz vektor kiimesinin olusturdugu Lie cebiri icin (n
x n)-boyutlu bir tablo olusturulur. i. satir ve j. siitun kesisimindeki hiicreye Lie

parantezi isleminin (2.79) sonucu yazilir. Tablonun ters simetrik ve hiicre icindeki
ifadelerin (2.80) formunda olmasina dikkat edilir.

d d
X=§1ﬁ+...+§mﬁ (281)

formundaki simetri iiretecine karsilik gelen

dx'  dx™
Ex) T &m(x)
formunda bir karakteristik denklem bulunur. (2.82) integre edilerek sisteme ait
degismezler (invaryant) elde edilir. (2.78]) formundaki simetri iiretecine karsilik gelen

(2.82)

simetri karakteristikleri ise
e*=n*—ul& (2.83)

formundadir [28]]. Bu denklem Einstein toplama kuralina gore yazilmistir. Noether,
1918 yilinda yayinladigi calismasiyla her simetri durumuna karsilik bir korunum yasasi
bulunmasi gerektigini gostermistir [40]]. Noether teoremine gore, siirekli bir simetri

dontisiimi altinda sistemin Lagrange yogunlugu sabit kaliyorsa doniistimdeki her bir
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parametre icin bu simetriye karsilik gelen korunumlu bir nicelik vardir. Korunumlu
nicelik yerine hareket sabiti ve birinci integral terimleri de literatiirde kullanilmaktadir.
Fizikte bilinen biitiin korunum yasalar1 Noether teoremiyle aciklanabilmektedir.
Ornegin 6teleme simetrisi cizgisel momentum korunumunu ve dénme simetrisi acisal
momentum korunumunu ortaya c¢ikarir [[32]]. Noether teoremine gore varyasyonel
problemi temsil eden Euler Lagrange denklemlerine ait simetri iiretecglerine karsilik
gelen simetri karakteristikleri ayn1 zamanda bu denklemlere ait korunum yasalari i¢in
de tanimlanabilmektedir [28]]. Buna gore ile bulunan simetri karakteristikleri
sisteme ait korunum yasalarin1 bulmaya imkan saglar. Grup parametresi 7 kullanilarak
karakteristikler

us = (2.84)

Lie denklemleri olarak yazilabilir [[30]. (2.84) ifadesi « = 1 durumunda u, = ¢ ve
a = 2 durumunda v, = v denklemine karsilik gelir. Iki bilesenli Hamiltoniyen yap1
denkleminde (2.67)) t yerine 7 yazilip (2.84) kullanildiginda

Pi 0,H;
() 2)

seklinde Noether teoreminin Hamilton bicimi elde edilir. Burada ; ve 1); ifadeleri,
i alt indisli simetri tiretecine karsilik gelen karakteristikleri temsil etmektedir. H; ise
ayn1 simetri iiretecine karsilik gelen birinci integraldir. Ornegin X iiretecine karsilik
a = 1,2 durumunda (¢,,%,) karakteristik cifti ve H; birinci integrali gelir.
denkleminde bulunan birinci integraller (H;), dinamik sistemlerde korunum yasalarini
veren

D,H+DivA=0 (2.86)

denklemine uygun olarak yazilabilmelidir [28]. D, t’ye gore toplam tiirev, H,'ler
korunan biiyiikliikler (first integrals), Div uzay koordinatlar1 z = (21, ...,%,)’e gore
toplam diverjans, aki olan A = (44,...,4,) 2,t,u ve u'nun kismi tiirevlerine bagh
fonksiyondur.
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3

(3+1)-BOYUTLU EVRIMSEL HIROTA TiPi
DENKLEMLERIN IKILI-HAMILTONIYEN YAPISI

3.1 Evrimsel Hirota Tipi Denklem ve Euler Lagrange Formu

Bu boliimde 2019 yilinda yayinlanan bir calismada incelenen (3 4+ 1)-boyutlu evrimsel
Hirota tipi denklemlerin ikili-Hamiltoniyen yapisi ele alinacaktir [26]]. Evrimsel Hirota
tipindeki denklemler

F=f—-u,g=0 (3.1)

genel formunda tamimlanir. Burada u, uzay (2;,2,,2%;) ve zaman t degiskenlerine
bagh bilinmeyen bir fonksiyondur. Alt indisler v’'nun kismi tiirevlerinin hangi
degiskenlere bagli olarak alindigini gosterir. Ornegin u;, = 0%u/02,02,, U, =
0%u/dtdz,. f ve g, uwnun ikinci dereceden kismi tiirevlerine bagl fonksiyondur.
denkleminde acikca u,, bulunmasinin nedeni u, = v alinip denklem iki bilesenli
bicimde yazildiginda zaman evrimini saglamasidir. u,, = f/g Euler-Lagrange
formuna sahip iken u,, = f bu forma sahip olmayabilir ~Bu nedenle g #
0 fonksiyonu carpan olarak bu denklemde yer almaktadir. bicimindeki
denklemlerle kiitlecekimsel fizik, diferansiyel geometri, integre edilebilir sistemler
gibi cesitli alanlarda karsilasilmaktadir. Bu c¢alismada ayrica dort boyutta
bicimindeki denklemlerin Euler-Lagrange formunda olmalar1 halinde simplektik
Monge Ampere formuna sahip olacaklari gosterilmistir. Simplektik Monge Ampere
denklemi u’'nun Hessian matrisinin tiim minorleri arasinda bulunan dogrusal bir iligki
olarak tamimlanir [24]]. Euler-Lagrange formuna sahip olan evrimsel Hirota tipi
denklemi belirlemek i¢in Helmholtz kosulu kullanilir. Bu amacla (3.1)
denklemine uyan Frechet tiirev operatorii (2.13))
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Dy = —gD? + (fu, — U84, )D:D1 + (fu, — e84, )D: Dy

+ (fu, — Ut &u,, )P D3 + (fu, — Ut 84y )DF

+ (fu,, — Uet8uy,)D1Dy + (fy, — U 8oy, )D1 D5 (3.2)
+ (Fup, = Uee 8uyp )Py + (fuyy = Urc8uy, D2 Dy + (fuyy — Ut 8us, D3

seklinde verilir D sembolii alt indisinde bulunan degiskene gore toplam tiirev
ifadesidir. Bu tez ¢alismasinda uzay koordinatlarina (z,,2,,2;) baglh tiirevler sirasi
ile

D, =D,, D, =D,, D, =D, (3.3)

21 22 23

seklinde gosterilecektir. f ve g’nin alt indisleri ise kismi tiirevlere karsilik gelir.
Ornegin fu, Ve &y, sastile f, = Jf/du, ve g,, = dg/du;; anlami tagir. (3.2)
ifadesine karsilik gelen eslenik Frechet operatorii (2.14)) ise

D; = —D?g + D.D;(f,,, — U &u,) + D:Do(fy,, — Ure &uy,)

+D.Ds(fy,, — Uy &u,,) + DI (fuy, — Uee&uy,)

+D1D5(fy, — Ut &uy,) + D1D3(fy, — Ure8uy,) (3.4)
+D3 (fu,, = Uec&up,) + DaDs(fuyy — UeeQuyy) + D3 (fuyy — Ut Qi)

olarak yazilmistir. Dp = Dy. olarak tanmimlanan Helmholtz kosulu geregince (3.2)) ile
(3.4) esitlendiginde sifira esit olmasi gereken bes denklem

_2Dt[g]+Dl[fut1]+D2[fut2]+D3[fut3] =0 (3.5)
Dt[fuﬂ] +2D, [fun] - zuttDl[guH] —2U1 8y, + DZ[fulz] - uttDZ[guu]
—Uge28uy, + D3l fuy, ] — e D[ &y ] — U380y, =0 (3.6)
D[ fu,1+ 2D, 1,1 = 21 Do 84y, 1 — 2011981y, + D1l iy, 1 — e D1 [ 8y, ]
—U18u,, + D3l fup, 1 — e D3l 8y, ] — Uie38u,, =0 (3.7)
Dt[fut3:| + 2D3[fu33] - 2uttD1[gu33:| —2U438y,, T D1 [fuls] - uttDl[gu13]
—U18uy, T D2[fu23:| - uttDZ[gu23] —Us28u,, =0 (3.8)

_th[g] + DtDl[fuﬂ] + DtDZ[futz] + DIDS[futB:l + Dlz[fuu - uttguu]
+ DlDZ[fu12 - uttgulz] + D1D3[fu13 _uttguB] + Dzz[fuzz _uttguzz]
+ D2D3[fu23 - uttgu23] + Dr?l:fu33 - uttgu33] =0 (3.9)

seklinde bulunur [[26]. Bu denklemlerin genel ¢6ziimii ise Euler-Lagrange formunda

olan evrimsel Hirota tipindeki
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F = a;{u, (ujupy — u%g) — Uy (U Ugy — Upplyn) + U (U Uy — Ul )}
+a,{u,, (uy uz3 — U%g) — Uy (U Uz — Upslly3) + U3 (U U3 — U gL )}
+az{u,, (ugtizs — uig) — Uy (Uyollsz — Upsllyz) + Uz (Uppling — Uyzliny )}
Fag{u (U Uss — Uiplys) — Uy (U Ugs — Upplly3) + Ues (U Uyp — Ul )}
Fas{u, (Uyalas — Uisliyy) — Uy (Upalias — Ugsliyy) + U (UppUys — Ugsliyp)}
Fag{u (Wiatss — Uislys) — U (U Uss — Uslyz) + Ues (U Ugs — UsUyp)}
(Ut — U2 + Qg (Ul — U ley) + Aot liyy — UpUyps)

+ay0(tp Uyy — uft) + ay (U lps — Upplly3) + agp(U,, sz — u?g) + a3l
by {u (Urattps — Uisllny) — Upp(UyUps — Uyallys) + Upg (g Upy — ufz)}
+b,{ug (UrpUs3 — Ugaling) — Upp(Ug Uz — u%;,») + U3(Uy1Ups — UyplUy3)}
+bs{u, (Ugpttz3 — uﬁg) — Uyp(Upolizs — Upgling) + Uz (Ugollng — Upzls,)}
+b4{uy; (ugpuzs — u%g) — Uy (Uyplisz — Uysllyz) + Uy (Ugollng — Ug3ls, )}
Fe1(Up gy —UpUyg) + (U sz — Uglyg) + c5(U sy — UpUss)
Fea(UpUas — Uplyz) + 65 (Upplips — Upsliyy) + Co(Up Usz — Upsliys)
+¢7(UpalUss — Usllys) + C(Ueallys — Upsllyn) + Cg (U lps — Uysllys)
+Co(UgUsz — Ugpliys) + C1o(Ugallas — Usslly) + €11 (UrpUss — Uyslns)
+cra(ugptiny — ufz) + cy3(uq Uz3 — u%g) + c14(ugpuizs — u§3

HCysUyy + Crpllen + Crplles + Cigllyy + Crgllyp F Copllyz + Copliny + Copllng

+Coglizs + 0y =0 (3.10)

denklemine ulasilmasini saglar [126]]. denkleminin bir 6zelligi de simplektik
Monge Ampere formunda olmasidir. Dolayisiyla, bu sonucg ile evrimsel Hirota tipi
denklemlerin Lagrange yogunluguna sahip olmalari durumunda simplektik
Monge Ampere yapida oldugu gosterilmistir. Bu denklemde bulunan a;, b; ve c;
integral sabitidir Bu denkleme ait Langrange yogunlugu ifadesi, genel formda
bulunan denklemine Homotopi formulii (2.16]) uygulanarak
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L= % <a1 {u, (uyqug — u%z) — Uy (UpqUgy — Uppllyn) + U (U Uy — Uplyp)}
+ ap{u, (ug us; — u%g) — Uy (U Usz — Upslly3) + U3 (U U3 — U 3L )}

+ az{u, (uyus; — u%g,) — Uy (Uypllzz — Upsllyz) + Uz (Upplng — Uzlisy )}

+ ag{ug (Wyytgs —Ugattys) — U (U Uy — Upplys) + U (U gy — Uy}
+ as{ug (Wyptps — Ugsting) — U (Uealins — Usliny) + Upp(Ueallys — Uyslyn)}
+ ap{u (UgaUss — Uislpg) — Upy (UppUss — Upslpg) + Ups(Upllys — Upsllyp) }
+ by{u (Uyptps — Uystiny) — U (U Uys — Uyl 3) + Ups (U Uyy — ufz)}

+ by{ue (Ugpuss — Uysling) —upp(Ugguss — u%g) + Ugs(UgUps — Upally3)}

+ ba{u (upouss — u%g) — Uy (Uyplzz — Upsllyz) + U3 (Uplys — Uyzlsy )}

+ by{uy (ugptizs — u%g) — Uy5(UyplUss — Uyalyz) + Ups(Uppling — u13u22)}>
+ %{a7(uttu11 - ufl) + ag(u, Uyy —upty,) + ag(u, Uy — U ty3)

+ ayo(u ttyy — u?z) + ayq (U lps — Upply3) + aqp(U, sz — Ufg

+ 01 (Ut — Uppllyn) + (U Uy — Upgliyy) + C5(U Uy — Ugallp)

+ ¢4(U Uz — Uppllys) + C5(UppUps — Upslny) + Co(Ueg Uss — Upslly3)

+ ¢7(UpplUss — Upslps) + Cg(Upllys — Upsllyy) + Cyr (U Ung — Upslisn)

+ Co(Ug1Ups — Uyallys) + C1o(Uyallns — Uyslsy) + €1 (UypUss — Uysliss)

+ cpo(uy Uy, — u%z) + cy5(uy sz — u%g) + c14(upplizs — u§3)}

+ %(a13utt + Cy5Uy + Crpllep + Ci7les + Cigliyg + Crollyn + Coplly3

+ Ca1llpy + Copling + Cozlizg) + Coql (3.11)

seklinde elde edilir.

3.2 Iki Bilesenli Gosterim
(3.10) denklemi icin u, = v doniisiimii yapilarak bu denklem iki bilesenli formda;
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U, =v,

Ve = %<a1(v12u22 + v§u11 —2V;Vyly,) + az(vlzu33 + Vg?uu — 2V V3l3)
+ a3(v§u33 + V§U22 — 2V, V3ly3) + ag{ vy (V1Ups — Vout3) — va(Vytugy — Vougg)}
+ as{vi(Valys — Vallyy) — Vo (Vally3 — Valy)}

+ a6 {v,(Villzs — Vally3) — Va(Viling — V3liyp)} + ayvi + agvy v, + agvy v
+ aygV; + ayqVyVs + agovi

— by {vy(uyottns — Uy3Un) — Vo (g Uss — Ul 3) + Va(Uyq Usy — u%g)}

— by {vy (ugus3 — Uy3Uss) — Va(ug Uss — u%g) + v3(upqtys — ugoty3)}

— ba{v;(uypus; — u%g — Vy(Uyollsz — Uy3lns) + V3(Uylys — Uy3lsy )}

— by {uyy (upuss — U§3) — Uy, (Uyplisz — Uysllyz) + Uy3(Upoling — Up3ls, )}
— c1(Vittyy — vauyg) — € (Vg3 — vsttgg) — c3(vy gy — Vaus)

— c4(ViUpg — Vauy3) — €5 (Vallps — V3lipy) — C(VyUss — Vllys)

— ¢7(Valis3 — V3lips) — Cg(Vally3 — V3liyp) — g (Vi Ups — V3liys)

— Co(Uy1Upg — Upply3) — C1o(Usalss — Usgling) — €11 (UgUiss — Uyslins)

— Cyo(UUy Uy — u%g —cy3(upq iz — u%g — Cy4(Ugliz3 — uﬁg)

—C15V1 T C1eV2 T C17V3 T Cigllyn — Crollyp — Coplls3

— Co1lUpy — Copllpg — Coglzz — Cz4> (3.12)

olarak yazilir. Burada
A = a;(upuyy — ufz) + ay(upq g3 — u%g) + as(ugugs; — uﬁg)
+ a4(up1tp3 — ugptiys) + as(Uygpling — Ugsllyy) + ag(Ugalisz — Uyzling)

+ ayUyg + agllyy + Aollyz + Ajgllyy + AqqUys + Aqolss +Agg (3.13)

ile verilir. ifadesinde sirasiyla u, ve v, icin yazilan iki denklem (3+1)-boyutlu bir
sistem olusturmaktadir. Lagrange yogunlugu da iki bilesenli gosterime gore yeniden
diizenlenmelidir. Sinir kosullarda Lagrange yogunlugunun varyasyonunun sifir olmasi
gerektigi icin toplam tiirev seklinde yazilan terimler sifir olur. Bu nedenle toplam

tlirevli terimler atlanarak diizenlenmis olan iki bilesenli Lagrange yogunlugu
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L= (utv - %Vz) {ay(uyytup —u,) + ay(uyuz; — u3,) + az(uyytizs —uj,)
+ 44Uy Uy — Upplly3) + as(Uyalns — Uyslyy) + ag(UyaUss — Uisliss)
+ azUyy + Agliys + doliys + Agglyy + AyyUpg + dypllss + dys}
+ % <b1{u1(u12u23 — Uy3lpy) — Up(UygUiny —Uypliys) + us(Upq iy, — u%z)}
+ by {uy (ugatiz3 — Ugsting) — Uy (g sz — u%g) + u3(uygtny —ujpU3)}
+ by {u; (ugytiss — uﬁg) — Uy (Uyplisg — Uysling) + us(Uppliyy — u13u22)}>
- b4%{u11(u22u33 - u%g) — Uy (Uyplisz — Uysllys) + U3 (Ugaling — Ug3lp, )}
+ %{01(1111112 —Upliyy) + Co(Ug U3 — Usllyy) + c5(U gy — UsUy,)
+ c4(UgUys — Usltyz) + 5 (Uplins — Ugliny) + c6(Ug Uss — Usliy3)
+ ¢7(UpUss — Usliys) + cg(Upliys — Usliyn) + Cgr(UyUpg — Uslly)}

u
- g{c9(u11u23 — Uyply3) + Cyo(Ualing —Uyzliny) + €19 (Upalizy — Usslins)
+ cyo(uty Upy — Ufz) + cy5(uq sz — u%g) + c14(ugplizs — u%g)}

u;
+ 3(C15u1 + C16ly + C17UU3)

u
- E(Cmuu + Cyoli1p + Cogliys + Coqliny + Cogllps + Cozlizz) — Cogll (3.14)

seklini alir.

3.3 Birinci Hamiltoniyen Yapi

Legendre dontisimi (2.22) ile birinci Hamiltoniyen yogunlugunu bulmak igin
kanonik momentumlarin bilinmesi gerekmektedir. (2.9) denklemi kullanilarak her

iki degiskene gore kanonik momentumlar sirasi ile;
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I, = j_i = v{a;(uy gy — u%z) + ay(uypuzs — u%g) + as(ugtzs — U§3)
+ a4(Uy gy — Upply3) + as(Uyplps — Uisllyy) + ag(UypUss — Ugsliss)
+ ayUyy + Agliyy + Aollys + Ayglyy + A1qUss + Aypliss + Ay}
+ % <b1{u1(u12u23 — Uy3llyy) — Up(UyUps — Uypllys) + Us(Uyy Uy — ufz)}
+ by {uy (ugaus3 — Ug3tins) —us(ug uss — u%) + u3(uyguys —uppUs3)}
+ ba{uy (uyptisz — u%g) — Uy (UypUzz — Upsllyz) + Us(Uppliys — u13u22)}>
+ %{Cl(uluu — Upliyq) + Co(Ug Uy —Usliyg) + c5(Uyipy — Uplyy) (3.15)
+ c4(uq g — Untiyz) + c5(Ugling — Usln,) + C(UgUss — Usliy3)
+ ¢ (Uylizz — Uzliys) + cg(Unlly3 — Ustlyy) + Cor(Uy Uy — u3u12)}

1
+ E(Clsul + Cy6Uy + C17Us),

M =—-— =
"o,

0

olarak hesaplanir. Lagrange yogunlugu (3.14) dejenere oldugu icin Dirac bag analizi
kullanilir. Bunun icin momentumlara (3.15)) bagh olarak belirlenen

¢, =10, —v{a;(uyuy — u%z) + ay(uypuzs — u%g) + az(uyptuzs — uﬁg)
+ (g1 Uss — Upplys) + as(UgpUss — Upslp,) + Ag(UgpUss — Uyslys)
+ a7y + Agliyy + Aollys + Ayglp; + A1qUss + Agpliss + Ay}
- % <b1{u1(u12u23 — Us3llng) — Up(Uylps — Upallys) + Ug(Uy g Usy — u%g)}
+ bo{uy (ugpUss — Uysting) — up(uy uss — u%g) + u3(uyg iy —Upplig3)}
+ by {u; (ugyttss — u%g) — Uy (Upollzz — Ussling) + Us(Upllys — u13u22)}>
- %{Cl(ululz — Uplyy) + Co(Uy Uy — Usltyy) + c3(Uy gy — Uslsp) (3.16)
+ c4(Uy gz — Upliyz) + 5 (Uglns — Uslln,) + C6(Ug Usz — Usliyz)
+ ¢7(Ualiss — Uslips) + cg(Upllys — Uglly) + cgr(UgUps — u3u12)}

1
- 5(%5”1 + C16ly + Ci7U3),

bag kosullar1 tanimlanir. Simplektik operator icin verilen (2.58) tanimina gore

Kz( K Ko ) (3.17)

hesaplanan
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K matris operatoriiniin elemanlari

K(al) 2(vyugy — Vauy2)Dy + 2(Vally; — Vitt13) Dy + ViqUsy + Vool
— 2Violly, K(l —(ugugp — u?z ) Kﬁlz) 2(viugs — vaUy3) Dy
+ 2(V3Uyy — ViUy3)Ds + ViylUsg + Vasllyy — 2Vi3ls,
K(Z) —(uyquss — u%g, Kﬁg) = 2(V,yliz3 — V3Uy3)D,
+ 2(V3lpy — Valpz) D3 + Voslizs + Vasllyy — 2Va3llys, KS’) = —(upus3 — U§3
Kﬁm = (2vqUp3 — VoUy3 — V3Uyp)Dy + (Vatlyy — VyUy3) Dy + (Vouy; — viug)Dy
+ Vi1lUpz + Vogllyy — Viplly3 — Vi3l KS) = —(u17Uy3 — Uyally3)
Kﬁls) = (Valgs — V3lUpo)Dy + (VUps — 2Vallys + V3lUyp) Dy + (Vallyy — ViUpy)Ds
+ Viollpg + Vozllyp — Viglpy — Voolly3, KS) = —(U1pUps — Uy3Usp,)
K(é) —(uyUs3 — Uy3liss), K(?& = (ValUss — V3lip3)Dy + (Vi3 — v3Uy3)D;
+ (2v3Uyp — Vilps — Vally3)D; + Viplss + Vagliyp — Viglaps — Vosllys
K9 =2v,D; +v,y, KD =—uy;, K9 =v,D, +vD, + vy,
K® =—up,, K9 =v,D, +v,D;y+vi3, K = —uy,
K4 = 2v,D, + v,y, K22 = —11,,, K9 =v,D, +v,D;3 + vy
K9P = —uy, K9 =2v,D; + vy, Ko = —uy;, K9P =0
K(13) _

12 1

K(bl) = (Uysllp — Usallp3) Dy + (Uyylps — Usolty3) Dy — (UyyUpy — u%z)DZ%
= (Uy3Ups — UgpUs3) Dy + (UygUss — 13)D2 — (U11Ups — UyplUy3)Ds

Kﬁs) —(uguss — u 3)D1 + (U1Uss — Us3Uins ) Dy — (Uyplps — Uy3lyy) Dy
K(l) = Uy Dy —uyp Dy, Kl? = uy Dy —uy3Dy, Kﬁ) =UypDy —uy, D4
K(4) = Uy3Dy —uys Dy, Kll) = Uy D3 —uy3Dy, K 0= Uy3Ds —u33Dy
K(7) = Uy D3 —u33 Dy, Kﬁ) = UypD3 —uy3D;y, Kﬁ/) = UypD3 —uy3 D,
k% =-p,, k¥ = —p,, K\ = —p, (3.18)

K(bZ)

tanimlamalar ile birlikte
8/
i bi i i
Ky, = Z KD 4 Z bKSD+> K Z ¢iiaDyy  Kyp = Z akY  (3.19)
i=1 i=1 i=1

seklinde bulunur [26]. K operatoriiniin dw = 0 (2.61) kosuluna gore simplektik
yapida oldugu kanitlanmistir. Boylece, K operatoriiniin tersi olarak tanimlanan J,,
birinci Hamilton operatorii

g=xt=[ © K (3.20)
O T\ Kk KK KD '
12 12 “M11°M12



seklinde bulunur. (3.12) denklemleriyle tanimlanan bu sistem icin Legendre
dontistimii olarak yazilan
H, =Tu, +1,v,—L (3.21)

denklemine (3.15), (3.12) ve (3.14) yerlestirilerek elde edilen birinci Hamiltoniyen
yogunlugu ifadesi

V2 13
__ VN
H, = 5 ;alKlz

u 2
+ b4Z{u11(u22u33 - u23) —Uyp(Upolisy — Uyzlys) + Uy (Uggllys —Uysly,)}

u
+ g{c9(u11u23 —Uypliy3) + C10(Upaliny — Uyzliny) + €1 (Ul — Ugzlps)
2 2 2
+ Cyo(uy Uny —u,) + Cy3(Uyg sz — u13) + c14(upuiz — uzg)}

u
+ E(Clsull + C1gllyg + Copliys + Coyllgy + Cogllng + Caslizg) + Cogll (3.22)

seklinde verilir. Hamiltoniyen yapiy1 olusturan

eloyg 0uH; (3.23)
Vt -0 5VH1 .

denklemine ilgili ifadeler (3.12), (3.20), (3.22) yerlestirilerek yapilan hesaplamalar

sonucunda (3 + 1)-boyutlu bu sistemin (3.12) Hamiltoniyen yapida oldugu anlasilir
[26].

3.4 Tekrarlama Operatorii ve (3+1)-Boyutlu Yeni Sistem

Tek bilesenli Euler Lagrange formundaki denklem (3.10) icin simetri kosulu, bu
denklemin u, = ¢ (2.84) dikkate alinarak

(ut)r - (u’f)t =0 (324)

Lie denklemi bi¢ciminde yazilmasiyla
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{a7(Ltl(1)Dt - Ltl(t)Dl) + aS(Ltl(Z)Dt - Ltl(t)DZ) + a9(Ltl(3)Dt - Ltl(t)DS)

+ a10(Lia)De — LiyyD2) + @11 (Leas)De — Lia()Ds) + ara(Liss)De — Ly Ds)

+ ¢1(L121)D; — Lia(yD1) + ¢o(Ly3(1yDy — LyzyD1) + ¢3(L1g2)D; — L1y D5)

+ c4(L1o3)Dy — LiayD3) + ¢5(Loz2) Dy — Las(yDa) + c6(Ly33)Dy — L13(1)D3)

+ ¢;(Lag3)Dy — Las(yD3) + cg(Loz1yD; — Las(yD1) + cg/(Ly3(2)Dy — L1341 D5)

+ c9(L123)D1 — L1a(1)D3) + €10(Las(2)D1 — Lag1yD2) + ¢11(Lasz)Dy — Lag1yDs)

+ €12(L1g2yD1 — L1p1yDa) + ¢13(La3zyD1 — Ly3(1yD3) + ¢14(Loz3yDy — Laz2)D3)

+ay3D? + ¢15D, Dy + ¢16D, Dy + ¢17,D, Dy + ¢1gD7 + ¢19D Dy + €30D1 Dy + €51 D3 + ¢5,D, Dy
+cy3D2} =0 (3.25)

seklinde elde edilmistir. Burada L;;), denklemin daha kisa halde yazilmasini saglayan
Lijy = uj Dy — uy D; (3.26)

olarak tanimlanmais bir operatordiir ve

1 1

LijayDr — LijayDi = Ll](k)_le(]) + D; — (uuy; — Ut ) Dy, (3.27a)
]k ]k
1 1

LijayDr — LijayDie = le(])_Ll](k) + D — (ujeuy — ugyu;)D;, (3.27b)
Uj Ujk
1 1

LijaoDr — LijayDx = LU(Z) Ly + D;— (ujcttyy — ugeu)Dy, (3.27¢)
Uji Uji

1 1 1
LijayDr — LijayDx = Ln(]) Lyiiy— Lkl(]) Ll](1)+Du”(ujkuil_uikujl)Dj (3.27d)
U U 1

bagintilarin1 saglar [26]. Ikinci Hamiltoniyen yapiy1 elde etmek icin (3.25)
simetri denkleminden tekrarlama bagintisini elde etmek gerekmektedir. Kaynak
[26]'da detaylica anlatildig1 gibi denklemi ters simetrik carpanlar secilerek
yazilamamaktadir. Bu nedenle ters simetrik ¢arpanlar seklinde yazilabilecek terimler
secilerek bes farkli (3 + 1)-boyutlu denklem bulunmustur. Bu tezde sadece elde
edilen ilk denklemin simetri indirgemesi yapilacagindan diger denklemlere yer
verilmeyecektir. Kaynak [[41]de "Sistem-1" olarak adlandirilan bu denklem (3.10)’da

aq1, C4, Cg, Cg VE Cqo disindaki tiim sabitlerin sifir se¢ilmesiyle

ayq (Uplps — Upply3) + 4 (U Unz — Upplty3) + C5(Uppllns — Upsllyy) (3.28)
+ cg(Ualiys — U 3Uyy) + Co(Up1Uas —Upply3) + Cpp(Upaliny —U3Uy) =0
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seklinde elde edilmistir. a;; =1 segilerek (3.28]) denklemine ait simetri kosulu

{Lt2(3)Dt — Lyg1yD3 + ¢4(L1a3yDy — L1gryD3) + ¢5(Los(2)Dy — Laz(ryD2)

+ C8(L23(1)Dt - L23(t)D1) + C9(L12(3)D1 - L12(1)D3) + ClO(LZS(Z)Dl - L23(1)D2)}90 =0
(3.29)

olarak yazilir. 1, c, ve ¢y katsayili terimler i¢in (3.27a), c¢s ve c;o katsayililar icin
(3.27b), cg katsayililar icin (3.27d)) bagintisi kullanildiginda ([3.29)

1

1 1
{Lr2(3)u_Lr3(2) + C4L12(3)u_Lt3(2) + C5Lt2(3)u_L23(2) + C8Lr2(3)uL—L13(2)
23 23 23 23L13(2)

1 1 1 1
—CgL193y—L32) + CoL1g3y—L13(9) *+ C19L193)—Log(ay + Do —[ Uty — Uy3llyy
Uss Uss Uss Uss

¢4 (U Uns — Uppliy) + C5(Upollys — Upsllyy) + Cg(Upollyz — Upsllyy) + Co(UyqUnz — Upplly3)

+cq0(U1plins — ulsuzz)]D3}<P =0 (3.30)

seklini alir. Bu denklemin sonunda koseli parantez icerisindeki ifade ([3.28) denklemi
ile aynidir ve sifira esitir. Bu durum sayesinde (3.30) denklemi

1 1
{LtZ(B)u_(LtS(Z) + c5Los) + CSLIS(Z)) + L12(3)u_[(04 - CS)LtB(Z) +CoLis) + C10L23(2)]} =0
23 23
(3.31)
olarak yazilabilir. Bu denklem sifira esit oldugu i¢in sol tarafin 1/u,, ile carpilmasi

sonucu etkilemez. Buna gore;

1 1
Ay =—Liys), By=—{(cs—Cg)Li32) +coLlsz) + Crolasz)}
Uss U3 (3.32)
1 1 ‘
Ay =——L1y3), By=—(c5Lyz) +cglizp)+ Lizm)
Uss Uss
secimi yapildiginda (3.31)) simetri kosulunun

seklinde asimetrik carpanlar (skew-factorized) olarak yazilabilecegi goriiliir. A;, A,,

B, ve B, operatorlerinin
[AlsAZ] = 07 [AliBZ] - [A25B1:| = 0; [BDBZ] =0 (334)

komiitator bagintilarini saglamasi kosulunda asimetrik carpanlar (3.33) biciminde
yazilan simetri kosullari
A9 =By, Ap =Byyp (3.35)
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seklindeki tekrarlama bagintilarinin elde edilmesini saglar. Bu sayede tekrarlama
operatorii elde edilebilir Bu boliime konu edilen calismada ile beraber
belirlenen bes ayr1 denklemin her birinin simetri kosulunun asimetrik ¢arpanlar (3.33))
biciminde yazilmasini saglayan A,, A,, B; ve B, operatorleri bulunmus ve hepsinin
komiitator kosullarini sagladig: belirlenmistir.

(3.32) operatorleri kullanilarak Sistem-1 icin (3.35) tekrarlama bagintilar

UpsPr — U3 Py = (4 — Cg)(Unspr — Uraps) + (C9L13(2) + C10L23(z))90,
_L12(3)¢ = (55L23(2) + CSL13(2))‘P + ap1 (U3, — Uy p3) (3.36)

olarak elde edildikten sonra bu bagintilar u, = v, ¢, = ve ¢, = 1) dikkate alinarak

Uyst) — V3 By = (c4 — Cg)(Uns W) — Vo p3) + (coL1se) + croLlaz))p,  (3.37)
—L153)P = (csLog(a) + CgL132)) ¢ + a11(UgzP — v203) (3.38)

seklinde iki bilesenli bicimde yazilabilir. (3.37) denklemi ) icin ¢éziilerek
" 1 B
Y= u_{VsDz‘P + (cg —¢c4)voDsp + (C9L13(2) + C10L23(2))‘P} + (¢4 —cg)y (3.39)
23

elde edilir. (3.38) denklemi de ¢ i¢in ¢oziilerek

o= _Ll_zl(g)(CSLZS(Z) + cgLis0) — ay1v,D3)p — allLl_zl(g)uz?ﬂ/) (3.40)

denklemi elde edilir. (3.39) ve (3.40) denklemleri

(3)4(5)

matris formuna getirildikten sonra tekrarlama operatorii R

-1 — -1
R= ( —Liy03y(CsLasea) + CsLga) = v2Ds) i — ) (3.42)
o :
Ry ~ i Do L iya)lias €4 = s

1 _
Ry = @[(Cs —¢g)Vy D3 + CoLqz(a) + C19Laz2) — V3D2L121(3)(05L23(2) + cgL132) — VoD3)]

seklinde ortaya cikar.
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(3.28) denklemi iki bilesenli gosterimde

u, =v

1
Ve :u_{Vzvz + c4(t13vy — UnaVy) + C5(Una Vs — UnsVy) + Cg(Uyp Vs — U 3Vy) + ColUy3Uyp — Upzlyy)
23

+ C10(Upally3 — Usysliyy)} = ¢
(3.43)

olarak yazilmaktadir. 1ki denklemin olusturdugu bu sistem "Sistem-1" olarak
adlandinlmistir [41]]. L;;) = ujD; —uyD; operatorii ile Sistem-1 daha kapah bigimde

u = v

Ve = é{vzvs - C4L12(3)[V] - C5L23(2)[V] - C8L23(1)[V] - C9L12(3)[u1] - ClOLZS(Z)[ul]} =dq
(3.44)

seklinde de yazilabilir. u bilinmeyeni ii¢ uzay (2,, 2,,25) ve bir zaman (t) degiskenine
bagl oldugu icin Sistem-1 (3 + 1)-boyutludur.

Sistem-1’e ait Lagrange yogunlugu

1, u; u; u,
L=uy|uv— EV + C4§(U1u23 —Uylly3) + C5§(u2u23 —Usllyy) + CBE(uZuIB —U3lly,)

u u
- C9§(u11u23 —Upply3) — C10§(u12u23 —Uy3liyy),

(3.45)
ve birinci Hamiltoniyen yogunlugu H, Legendre doniistimii ile
1 , U
H] = §u23v + §[C9(u11u23 - u12u13) + Clo(u12u23 - u13u22)], (3.46)

seklinde bulunur. Simplektik operator K ise (3.19) denkleminden Sistem-1 i¢in uygun
katsayilar secilerek (3.18) tanimlamalarina gore

K =( Koy s ) (3.47)

K11 =v3Dy + D3vy —c4L153) — €5 La3(0) — Cg Loz

olarak belirlenir. K;; matris elemaninin ters simetrik bicimde oldugu agiktir. Birinci

Hamilton operatér J, ise J, = K~! bagintisindan hareketle

0 1
Jo =( 11 Ku23 1 ) (3.48)

U3 u_23 (11)@
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olarak bulunur. Bu sonuclar Hamiltoniyen yapiy1 olusturan denklemde
kullanildiginda (3 + 1)-boyutlu sistemin Hamiltoniyen sistem oldugu
anlagilmistir.  Tekrarlama operatoriiniin birinci Hamilton operatoriine J; = RJ,
seklinde uygulanmasiyla ikinci Hamilton operatorti J;

-1 -1 1
1= ( L12(3) _(L12(3)D2v3 T e C4)@ ) (3.49)
1 _ .
E(VBDZlel(s) +cg—C4) Ji(22)
J1c22) == (CoLy32) + C10Lo32)) — — =D, L 55y Do~
(22) Ups (2) (2) Upys Uy 12(3) Uys
C4 - Cg
+ {Dyv3 +v3D, — (C4L12(3) +c5Lyso) + CSL23(1))}

Uss

olarak bulunur. Son olarak,

CgC19 = C5Cq (3.50)

kosulu saglandiginda (3+1)-boyutlu sistem (3.43) icin ikinci Hamiltoniyen yogunlugu
Hy

2
HO :_k{v_+c_9[2u1v+(64_C8)uf]}uZ3 (3.51)
2 2¢
seklinde olur. (3.51)) ifadeside k = ———2+—— sabittir. Bdylece, (3 + 1)-boyutlu iki

cg(cg—ca)+co

Uy 6uH1 5uH0
v, 0,H, 0,H,

seklinde yazilmasiyla bu sistemin Magri teoremine gore ikili-Hamiltoniyen yapiya

bilesenli Sistem-1’in

sahip oldugu gosterilir.

Sonraki bolimde (3.43)’te verilen Sistem-1’e simetri indirgemesi yapilarak (2 +

1)-boyutlu yeni sistemin nasil elde edilebilecegi ele alinacaktir.
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4

SIMETRILER, NOETHER TEOREMI VE YENI
(24+1)-BOYUTLU INTEGRE EDILEBILIR
IKILI-HAMILTONIYEN SISTEM

4.1 Simetriler ve Simetri Indirgemesi

boliimde konu edilen ¢alismanin ardindan yayinlanan baska bir ¢alismada ti¢ uzay
(21,24,%3) ve bir zaman (t) degiskenine bagl olan ve alt boliimiinde (3.28) ile
verilen (3 + 1)-boyutlu

Upelyz — Ul + Ca(Upq Uz — Upplly3) + C5(Upallns — Upsllyy)
+ cg(Uppliys — U3Usy) + CoUg1Uas —Upply3) + Crp(Upaliny — Uy3Uy) =0
denklemine ait nokta simetriler REDUCE 1 isimli yazilim araciligiyla

Xa = a(z?,)au’ Yb = b(ZB)aB X(c,e) = C(C)az + e(C)au (41)

olarak elde edilmistir (6, = J,) [41]. Burada a,b,c,e keyfi fonksiyonlar ve { =
€52, —Cg2, olarak tanimlanmuistir. nokta simetrilerinin her birinin bir digeriyle Lie
parantezi islem sonucu i. satir ve j. siitun kesigimindeki hiicre [X;, X ] islemini
gosterecek sekilde tablo halinde asagidaki gibi verilmistir:

Tablo 4.1 (3+1)-boyutlu sisteme ait nokta simetrilerin sira degistirmeleri [41]

Xl XZ XS X4 Xa Yb X(c,e)

X, 0 0 | 0 | X | 0 | 0] csXpe

X, 0 0 | 0 0 | =X, | 0| Xp
X, 0 0 |0 X | 0o o
X, X, 0 |—X,| 0 | —Xs| 0] Xeg
X, 0 X. | 0| X. |0 0] o0
Y, 0 0 0 0 0 0 0
Xoe) | =¢5X(oren | X0e) | O | X | 0 | 0] X
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Tabloda ¢ = {c’—c, é = {e'—e, ¢ = oc’ —co’, é = ge’ — eg’ olarak alinmustir.
Benzer notasyon & ve £ i¢in de gecerlidir [[41]]. Tablodan anlasildig: iizere (4.1))
nokta simetrileri Lie cebiri yapisiyla uyumludur. Dolayisiyla simetri iireteci olarak ele

alinabilirler. Bu tez calismasinda (4.1) simetrileri arasindan 6zel olarak secilen

simetri birlesimiyle (3 + 1)-boyutlu denklemi indirgenerek elde edilen
(2 + 1)-boyutlu denklemin yeni bir ikili-Hamiltoniyen sistem olusturma durumu
arastirillacaktir. ~ Burada yapilan secimdeki cok kiiciik degisimler elde edilecek
sistemin ikili-Hamiltoniyen yapisini bozar. Eger cok daha genel simetriler kullanilirsa
indirgenmis ikili-Hamiltoniyen sistem bulmmak miimkiin olmamaktadir [[42]]. (4.2)
gosterimi tireteclerinin arasindan secilen X;, X(; o) ve Y; nokta simetrilerinin
(1,1,—1) katsayilariyla dogrusal birlesimini ifade eder. Burada X, (4.1)’de
bulunan X ,, nokta simetrisinde c({) ve e({) fonksiyonlar icin sirasiyla 1 ve O sabit
degerlerinin secildigini ifade eder. Y; ise gene (4.1))’de bulunan Y, nokta simetrisinde
b(z;) fonksiyonu icin sabit 1 degerinin secildigini ifade eder. Bu durumda (4.2)
gosterimine karsilik gelen denklem
0 0 0

X=—+——
dz, 0Jz, 0z,

(4.3)

seklindedir. (4.2) simetri tiretecine karsilik gelen karakteristik denklem (2.82)’e gore

dz _dz __dz 4.4)
1 1 1 '

seklindedir.  (4.4) integre edilerek bulunan integrasyon sabitlerine gore (4.2)
simetrisine ait I degismezleri (invaryantlar) sirayla;

I, — T=t,

I, — Zy=2—2,

I, —  Zy=2;+2, (4.5)
I, — UT,2y,2;)=u(t,z,2,23)

Iy — V(T,2y,2,) =v(t,21,%,)

olarak belirlenir. Burada I, ve I; (4.4) denklemlerinden elde edilen degismezlerdir.
I, I, ve I5 keyfi olarak belirlenmistir. (4.5) dikkate alinarak

oz, _, ez,

02, _, 9% _, T _
9z, 0z, * 9z, = dz3 ~  dt

1 (4.6)

bagintilar1 yazilabilir. i = 2;,2,,25,t ve J; alt indiste bulunan degiskene gore tiirev
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operatorii olmak tiizere, (4.5) dikkate alindiginda J; operatorleri secili (4.2) simetrisi
tarafindan
_ 92z, @ 2z, o 0z, 0 a_%i a_&‘T@

=——— 0, = + , 0, = , =—— (47
o 0z, 07, > 02,07, 0z,02, 3 02,07, " 8t3T( )

bagintilarina uygun olarak doniisiime ugrar. (4.6) bagintilar1 (4.7)’de yerlerine
konuldugunda &; doniisiimleri

a == azl, a = aZZ - azl, a == aZZ, al’ = aT (4'8)

21 22 23

olarak elde edilir. (4.5), (4.6)), (4.7) ve (4.8)’de eski degiskenler z;, 2,, 25, t, u, v ve yeni
degiskenler Z,, Z,, T, U,V ile temsil edilmektedir. Baglangictaki sisteme ait notasyonu

kullanabilmek amaciyla yeni degiskenler
U—-u V-ov, T-ot, Z,—2%, Z,—2 (4.9)

olarak yeniden adlandirilir. Simetri indirgemesi ile elde edilen doniistimleri
kullanilarak alt boliimiinde tanimlanan (3 + 1)-boyutlu sistemin nasil (2 +
1)-boyutlu ikili-Hamiltoniyen sisteme indirgenecegini gostermek icin iki farkli yontem
kullanili. Bu yontemlerin birbiri ile tutarli olmasi gerekmektedir. ilk yontem
dogrudan indirgeme yontemidir. Bu yontem ile (3 + 1)-boyutlu ikili-Hamiltoniyen
sisteme ait biitiin degerlere doniisiimleri uygulanarak (2 + 1)-boyutlu sisteme

ait degerler bulunur.

Dogrudan indirgeme yontemi ile (3 + 1)-boyutlu ([3.28) denklemi (2 + 1)-boyuta

F= uttuzz_uttulz_ufz"‘utlut2+a(ur1u12_ut2u11)"‘b(urzulz_utluzz)"‘c(u%z_ulluzz) =0
(4.10)
denklemi olarak indirgenir. Burada sabit katsayilar

a=cs—cg, b=c5—c4, Cc=cy0—0C (4.11)
olarak tanimhidir.
(3.43) ile verilen iki bilesenli (3 + 1)-boyutlu sistem de benzer sekilde indirgendiginde

= v
1 _

Z{sz —VVy +a(Vouty; — Viltyp) + b(Vittgy — Vouyp) + c(uyq sy — u%z)} =q
(4.12)

bicimindeki iki bilesenli (2 + 1)-boyutlu sistem elde edilir Burada r st indisi

A ]

indirgenmis sistemi temsil etmektedir. Yazim kolaylig1 agisindan
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tanimlamasi yapilmistir.
(2 + 1)-boyutlu Lagrange yogunlugu denkleminden

L' = (utv — %vz) A+%[b(uzulz—u1u22)+a(u1ulz—uzun)]+%c(unuzg—ufz), 4.14)
birinci Hamiltoniyen yogunlugu denkleminden

1 u
Hy = ZAV* + 2e(uf, —untz), (4.15)

simplektik operator (3.47)) denkleminden

r Klrl —A
K" = A o (4.16)

Klrl = (2vy = V;)Dy — v, Dy + Vyy — V15 + aluy; Dy — t115 D) + b(uyy Dy — Uy, Ds),

birinci Hamilton operatori (3.48)) denkleminden

1
[ 0 &
Jo —( 1 g ) (4.17)
A Yo(22)
J(;(zz) = %{sz + 2v,Dy — V15 — Vo Dy — V1 Dy + a(uy; Dy — u15D;) + b(upy Dy — ulzDz)}%,

seklinde dogrudan indirgenir.

Simetri kosulunun

(A]B, —A,B))p =0 (4.18)
antisimetrik carpanlar bi¢ciminde yazilmasim1 saglayan operatorler (3.32)
denklemlerinden
L1 1
Al = Z(LtZ(Z) + L), A, = _Zle(z),
1
BI = Z[(% - Cs)(thu) + LtZ(Z)) + C(le(l) + L21(2))], (4.19)

1
B, = Z[G(Lu(l) + Lanya) + Loy + Loy,
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tekrarlama operatorii (3.42) denkleminden

-1 -1
R — ( le(z)[aLm(l) +(v,—vi)Dy]+a —LipA ) (4.20)
R, —2(Dy =D)Ly A+ cs—cq

S
Ry = Z[(Cs —¢4)(v2 = v1)Dz + c(Lyigz) + Liz))]

1% _
_i(Dz - D1)L121(2)[G(L21(2) + L12(1)) + (vi = v,)D,],
birinci Hamilton operatori (3.49) denkleminden

—1 -1 1
Jr = ( le(z) _{Lu(z)(Dz_Dl)Vz+08_C4}Z ) (4.21)
! %{Vz(Dz - Dl)Ll_zl(z) +cg— 4t Jlr(zz)

1 _
Jlr(zz) = K{C9(L21(1) + L12(2)) + C10(1'21(2) + L12(1)) —vy(D, — D1)L121(2)(D2 —Dy)v,

1
+ (¢4 — cg)[(Dy — Dy )vy + vo(Dy — Dy) — ¢4 L0y — C5(Loy(oy + L1o)) — CsL21(1)]}K,

Cg

G sabit olmak {tizere ikinci Hamiltoniyen

seklinde dogrudan indirgenir. k =
yogunlugu (3.51) denkleminden

v ¢

H, =—k{— + —[2u1v+(c4—cg)uf]}A (4.22)
2 2cg
olarak indirgenir ve cgc;y = cs¢q kosulu (3.50) Hj igin de gegerlidir. Indirgemis sistem

icin elde edilen sonuclar ile ikili-Hamiltoniyen yap1

S N Rt I (4.23)
vi )\ s HD ) M\ 6,H] '

matris denklemi saglanir.

4.2 Dirac Bag Analizi ve Birinci Hamiltoniyen Yapi

alt bolimiinde (3 + 1)-boyuttan dogrudan indirgeme ile elde edilen ve
ikili-Hamiltoniyen yapiy1 saglayan denklemlerin (2 + 1)-boyutta Lagrange
yogunlugundan itibaren Dirac bag analizi takip edilerek elde edilebilmesi gereklidir.
alt bolimiinde Simetri indirgemesi ile eldilen denklemine bu kisimda
kosulu uygulanarak denklemin Euler-Lagrange formunda oldugu goriilecektir.
Bu durumda dogrudan indirgeme ile elde edilen L" denklemi, (4.10)
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denklemine (2.16) Homotopi formiilii uygulanarak da elde edilebilmelidir.
(2.13) Frechet tiirev operatorii, (4.10) denklemine uygulandiginda

+ (—2u, +uyy —auyy + buyy)D Dy + (U —uy,)D, Dy

elde edilir. (2.14)) Eslenik Frechet tiirev operatort, (4.10) denklemine uygulandiginda
ise
Dy =D, D[—au,, — cuy,] + D;Dy[—u,, + au,; + bu,, + 2cuy,]
+ D, Dy[—2u,y + uyg — auyy + buyy ]+ DD [uyy —ug,]

elde edilir  Toplam tiirev islemleri yapildiktan sonra ve esit
bulunmaktadir. Bu durumda Helmholtz kosuluna gore (2 + 1)-boyutlu
denklemin gercekten Euler-Lagrange denklemi oldugu anlasilir. Bu durumda (2.16)
Homotopi formiilii, denklemine

2
ro__ 2 2 2
L —f UAZ[U Ugy—U U p—Usy FU g U AU Uy p—U Uy 1 )+ D (Ul p— U Upp )+ (U], —Ug Uy ) [ A
1

(4.26)
olarak uygulandiginda indirgenmis Lagrange yogunlugu

L' = %[uttu22_u?2+ut1ut2_uttu12+a(ut1ulz_utZull)+b(utzulz_utlu22)+c(u§2_u11uzz)]

(4.27)
seklinde elde edilir. Bu denklemde kismi integrasyon uygulandiginda toplam tiirev
terimleri ile birlikte

1 1 1 1
L zg[Dt(uutMZZ) — D, (uu,u,,)] — Eu?uzz + g[DZ(uutlut) — D, (uu,up,)] + 5”?“12

1
+ E{Q[Dl(uutuu) —UyU Uy — Dy(uu,uyy) + upu g | + c(uufz — Uty Uyy)

+ b[Dy(uu,uy5) — uput, gy — Dy (uu,uyy) + Uyt Uy, I}
(4.28)

denklemine ulasilir. Lagrange yogunlugu icin toplam tiirev halindeki terimlerin
sinirlarda sifir oldugu bilinmektedir. Geri kalan terimlerin tamamu isaret degisimi ile
yazildiginda yazildiginda L" igin
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L= %(u§u22_u?u12)+%[a(u2utu11_ulutu12)+b(ulutu22_u2utu12)+C(uu%2_uullu22)]
(4.29)

ifadesi bulunur. Lagrange yogunlugunun iki bilesenli sistemi verebilmesi i¢in uygun

terimlerde u, = v doniisimii yapilirak ifadesi iki bilesenli gosterimde

1 u
Lr = (utv - Evz) A+Et[a(ululz_u2u11)+b(uzulz_uluzz)]'l'%C(ulluZZ_ufz) (4‘.30)
olarak elde edilir. Bu yontemle elde edilen (2+ 1)-boyutlu Lagrange yogunlugu (4.30)
ile dogrudan simetri indirgemesi ile elde edilen Lagrange yogunlugu (4.14) aym
ifadeye sahiptir. Bu Lagrange yogunlugu ile elde edilen Euler-Lagrange denklemleri

u = v
1 _
Ve = Z{sz — V1V + a(Vyuy; — Vilys) + b(VyUgy — Valyy) + c(Uy gy — Ufg)} =q

(4.31)
seklinde bulunur. (4.31) denklemleri ile (2 + 1)-boyutlu sistemi olusturan (4.12)
denklemlerinin ayni oldugu goriiliir.

Genel formiilii (2.22) ile verilen Legendre doniisiimii, ilgilendigimiz sistem icin
H =IMu,+1v,—L" (4.32)
olarak yazilabilir u, ve v, genellestirilmis hizlara karsilik gelmektedir.  (2.9)

bagintisina gore u ve v degiskenlerine gore kanonik momentumlar

aLr—vA+b(uu uu )+a(uu Usyllqq) Hr—aLr
- 3 2412 122 3 1%*12 211> V_avt

Hr

= =0 .33
- (4.33)

olarak bulunur. (4.12), (4.33) ve (4.14) denklemleri (4.32) denkleminde yerlerine
konuldugunda indirgenmis sisteme ait birinci Hamiltoniyen yogunlugu

1 c
Hj = Esz + gu(uiz —Uy;Uy,), (4.34)
olarak bulunur. Bu yontemle bulunan H7 ile orijinal sistemden dogrudan indirgenerek
bulunan Hy (4.15) ifadeleri birbiriyle tutarhdir.

Kanonik momentum denklemleri incelendiginde momentum ve hizin her
ikisinin de digerine bagl bir fonksiyon olarak yazilamayacagl goriilir. ~ Bu
durum L' ifadesinde u, fonksiyonunun sadece birinci dereceden kuvvetinin
bulunmasindan da anlasilir. Dolayisiyla, Dirac bag teorisi takip edilerek
ifadesine uygun ikinci sinif bag kosullari momentum denklemlerinden
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r r b a r r
¢, =11 —vA— g(uzulz —Ujlp,) — g(ululz —Uly), ¢, =1 (4.35)

seklinde tiiretilir. Bag kosullar1 uzay ve momentuma bagli fonksiyon oldugu icin
birbiriyle Poisson parantezleri alinirken

{M(2),u*(z)} = 656(2 —2"), {(2),Ti(z)} =0, {u'(2),u“(z)}=0 (4.36)

bagintilar1 gecerli olur ve I, = I, T, =1I,, u' =u, u?> =v, 2z = (31,%),

2’ = (2),2,) ile tanimlanir. (4.36) ifadesinde yer alan 6(z — 2’) siirekli Dirac delta

fonksiyonu
b
J f(2)6(z—2")dz=f(2") (4.37)

ozelligini saglar.  z, [a,b] kapali araligi icinde bulunmalidir. =~ f, integrali
hesaplayabilmek i¢in kullanilan bir deneme fonksiyonudur. Siirekli Dirac fonksiyonun

bir diger 6zelligi ise cift fonksiyon olmasidir:
6(—2z) = 6(2). (4.38)

Yeni sisteme ait simplektik matris, bag kosullarinin Poisson parantezleri cinsinden

(4.39)

- _( {$1(2), $1(z)} {.(2), p.,(2)} )
{¢1(2), 91D} {$](2), 7z}

olarak tanimlanir. Bag denklemleri(4.35) yerlerine konularak bu matrisin elemanlari
hesaplanir.

Boylece K, icin

b a
Klrl = {¢£(Z): ¢£/(Z/)} :{HZ —VlUyy + VU — 5(“2”12 —Ujlip,) — g(u1u12 —Uyltyy),
b a
Hz:/ - V/ulzz + V/ullz - g(ulzullz - u/1u/22) - g(u1u12 - u/zu/n)}
(4.40)

Poisson parantezi yazilir. bagintilarina gore sadece momentum fonksiyonun
yanina alt indisinde bulunan degiskene es fonksiyon geldigi durumda Poisson
parantezi sifirdan farkli olur. Diger durumlari isleme dahil etmeye gerek yoktur ciinkii
sonug sifirdir. Buna gore,
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KIl =—V {Hu’ 22}+V {Hu’ 12}+ ( {Hu’ 2}u12 u {Hu’ 12}+{Hu’ 1}u22+u {Hu’ 22})

+3( {Hu, 1}1112 u {Hu, 12}+{Hu: 2}u11+u {Hu, 11})_V{u2251—1£/}+v{u12)H£/}

b

+ g(_{uza I, Yuqp — up{ugg, T0, } + {ug, TT, Yugy + ug {ug,, 1T, 1)
a r r r

+ g(—{up I, Yy — ug {ug, Ty } + {uy, I Yy + up{uy g, 10, 1)

(4.41)

olur ve (4.36) bagintilari kullanilarak (4.41) su sekilde yazilir:

KJ, =v'6(2; —2)0y2(2,—25) —V'81.(21 —2])05(2, —2,) + = b [5(21 27)85/(2y — 2,)u,
+u81/(21 —2])05 (20 — 2,) — 61/(21 —2,)6(2, —z;)u22 —u6(2z; —2])049/(20 —2,)]
+ §[51,(zl —27)6 (29 — 2 ), + 1, 61(2) — 27)8 (2, — 25) — 621 — 2])85/ (2 — 2, U,
—Uy011/(2) — 27)6 (29 — 2,)] — vO(2] — 21)895(2, — 25) + v, (2] — 21)0,(2, — 2,)

b / / / / / /
+ g[—5(21 _21)52(22 —Zy)Uyy — u251(zl —21)52(22 —2,) + 51(21 —21)5(22 — 25Uy

/ / a / / / /
+u;6(z; —21)02(2, —2,) ] + g[—51(21 —21)0(2; — 2 Uy, — U1 61(2] —21)6,(2, —2,)

+ 5(21 _21)52(Z; —2y)up; + u2511(zi _21)5(2; —32,)].
(4.42)

(4.42) denklemi 11. terimden itiberen yeniden diizenlenerek

KJ, =v'6(2; —2)099/(2s —25) = V'81.(21 —2])85/ (20 —2,) + = [5(z1 27)85/(2y — 2, U,
+u,61/(21 —2])05(20 —2,) — 61/(21 —2,)6(2, —zé)u22 —u}6(2; —2])050(25 —2,)]
+ 3[51/(21 —27)6 (29 — 2, + 1, 61,(2) — 27)0 (2, — 2,) — 621 — 2])05/ (29 — 2, ),
—uy011(21 —27)0(2y —25) 1 — V6 (2, — 2,090/ (2y — 25) + vE1/(2) — 2,)02/(25 — )

+ g[é(z1 —27)85/(2y — 25 U1y — Uy 81/ (2) —21)05/(29 — 25) — 6 1.(2) — 21)6(25 — 2, )Uyy
+uy6(2; —27)099/(2 —25) ]+ %[51,(21 —27)6 (29 — 25 )y — U1 61/(2) — 27) 85 (25 —

—6(2; —2])85(2y — 25Uy + Uy 11/(2) — 27) (25— 27) ]
(4.43)

seklinde yazilabilir. Bu diizenlemede (4.38) o6zelliginden yararlanilmistir. Tiirevi

alinan parantez igerisindeki degiskenin isareti dikkate alinarak tek dereceden tiirev
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iceren terimlerde zit isaret, cift dereceden tiirev iceren terimlerde aymi isaret
yazilmistir. Bu diizenlemeden sonra(4.42) denkleminde (4.37) ve (4.38) ozellikleri
kullanilarak

:f f {V/f(ziaz;)(s(zl _21)52/2/(22 _Z;) - Vlf(Zi,z;)51/(Zl _21)52/(22 _Z;)

b / / / / / / / / / /
+—[u12f(zl,22)5(z1 —2,)8(2, —2,) + U, f (27,2,)61/(2; —27)02/(2, — 2,)
—uzzf(zl, 2,)01/(2, —2,)0(2, —25) — U’ f (21,25)5(21 — 2])0 22 (22 — 2,)]
+= [ulzf(zlz 2)51'(21 21)5(22 Z )+u1f(zp 2)51/(21 51)52'(22_25;)

u11f (21722)5(21 _21)52/(22 _Z;) - u'zf(zi,z;)51/1/(zl _21)5(22 _Z;)]
—vf(2],25)8(2) —27)8 0 (20 —25) + v (2],2,)6 (2, — 25)5 (2, —z;)} dz; dz;

+ g[ulzj Jf(z{,z;)5(zl —21)09(2, —2;) dz; dz;)
—u, f f f(21,25)81/(2) —2,)05(2, —2) dz dz;
— Uy, J f f(2,25)61/(2; —2,)0(2, — 2,) dz; dz,

u, f f f(2],25)8(2 —27)890(2, — 2,) dz; dz) ]
+ %[ulzj J f(21,25)81/(2; —2,)0(2, — 2,)dz, dz,
—uy f f f(21,25)81(2; —2,)0(2, —2) d2 dz;)
—uq J J f(2,25)6(2, —27)65(2, — 2,) dz; dz,

+u2fff(z{,z;)51,1,(zl—zi)5(zz—zé)dzidz;]
(4.44)

integrali olusturulur. (4.44) denkleminde (4.37) 6zelligi ve tiirev derecesine bagh
isaret degisimi dikkate alinip integraller ¢oziilerek
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Kj, =DyD,(vf)—D1Dy(vf) + g[—Dz(ulzf) + D1Dy(uyf ) + Dy (ugsf ) — DyDy(us f)]

+ %[_D1(u12f) + DD, (uy f) + Dy(uy1 f ) — D1 Dy (upf )] — vDyD, f + vDy D, f

S

+ =[—upDyof —uyDiDyf +Up,Dyf +uyDyD,yf ]

QW

+ g[_ullef —uy DDy f +uy D, f +u,Di D, f ]
(4.45)

elde edilir.

Toplam tiirev islemleri gerceklestirilerek

K{, =(voof +2v,D,f +vD,D,f ) — (viof +voDif +viDof +vDiD,f )+ g[—(umf +uq,D,f)
+ (Uygof +UyyDif +upsDyf +UyDiDof ) 4+ (Uggnf + U Dy f ) — (Uggef +UpaDyf +uqipDsf
+u;D,D,f )]+ %[—(uuzf +uy,D:f ) + (Uq1of +uioDif +upDyof +uyDiD,f)

+ (Uyiof +uyDof ) — (Uygof +2uyDif +uy,DiDif)]—(vD,yD,f )+ (vD D, f )
+ g[—(ulzsz ) — (WD Dyf ) + (ugy D1 f) + (wy Dy D, f )]

+ =[—(u12D1f) — (uy D1 Dy f ) + (uy1 Do f ) + (uyD1D; f) ]

wlaA

(4.46)

bulunur. Sadelestirme ve katsayilara gore diizenleme yapilip deneme fonksiyonu olan
f kaldirildiginda sonug

K{, = (2vy —v1)Dy —v,D; + a(uy1Dy — u15D;) + b(uge Dy —uppDy) + vay —viy  (4.47)
olarak elde edilir. Benzer sekilde;

K, ={¢), ¢z} =—AW, L} = —A8(z] —2)(z; —2))
= —AS6(z; —2)0(z,—2;). (4.48)

6 fonksiyonunun ozelligine gore
K], = —Af J f(z1,25)8(2, — 2,)(2, — 2,) dz, dz;, = —Af. (4.49)
Deneme fonksiyonu f sonuctan kaldirildiginda
Klr2 =—A=Uj;— Uy (4.50)
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bulunur. Poisson parantezi isleminin ters simetri (2.28b) 6zelligine gore

K;, = _K(rlz) =A=Uy —Uy (4.51)
olur ve (4.36) bagintiharina gore
Ko, =1{$(2), (=)} = {IU, I, } = 0 (4.52)

sonucu asikardir.

Elde edilen (4.47), (4.50), (4.51), (4.52) elemanlariyla kurulan

r Klrl —A
K" = A 0 (4.53)

K[, = (2vy —v1)Dy —v,D; + a(uy,Dy — t15D;) + b(ugy Dy —uypDy) + Voy — Vi

matris denklemi, (3 + 1)-boyutlu matris denkleminden dogrudan indirgenen
matris denklemiyle aymidir. K}, ters simetrik bicimde
1 12] 2
K, = 3 (D1vy + v,D1)+D, (Vz - E)“‘(Vz - E) Dy+a(Dyuy;—Dsu1,5)+b(Dytyy—Dsutyg,)
(4.54)
seklinde yazilarak K" matris operatoriin ters simetri 6zelligine sahip oldugu kolaylikla
goriliir. Simplektik operatoriin diferansiyel 2-forma sahip olmasi gereklidir. Bu

sonuclar ile K" icin diferansiyel 2-form w = %dui A Kl.rjduj denklemine gore

2 (4.55)

+ a(u;;du A duy, —uq,du A duy) + 2Adv Adu]

seklinde kurulur. (4.55) denkleminin diferansiyeli (2.64) bagintilari1 kullanilarak
toplam tiirevler biciminde

dw =D,[2dv Adu Adu, —dv Adu Adu; + b(duy, Adu Aduy) 456)
+ D;[a(du; AduAduy,)—dv AduAdu,] =0 .

olarak elde edilir. Bu ifadenin hacim integrali alindiginda toplam tiirev terimleri
sinir kosullarda sifir olacagi icin (4.56) denkleminin sonucu sifirdir. Bu durumda
dw = 0 kosulu saglandig icin K" operatoriiniin gercekten simplektik yapida oldugu

anlasilmaktadir.

(259) K! = J, tammina gore simplektik operatoriin tersi olan birinci Hamilton
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operatori indirgenmis sistem icin

1 1 0 A 1
R S S 4.57
° K \/det(Kr)( —A KJ, )\/det(Kr) (457

seklinde yazilir. K" matrisinin elemanlari olan(4.47)), (4.50), (4.51)) ve (4.52) ifadeleri

det(K") = K[};)K{5p) — Kl K{15) = A® (4.58)

bagintisinda yerlerine konuldugunda

1 1
=+ (4.59)

v/ det(K) A
elde edilir. (4.59), (4.57) denklemine yerlestirildiginde

0 1
Ji = ( . rA ) (4.60)
A Jo(zz)
) 1 1
Jo) = K{a(ullDz —U3D1) + b(upDy —uy,D,) + 2v,Dy — voDy — vy Dy + vy — VlZ}K
(4.61)

elde edilir Bu matris (3 + 1)-boyuttan (3.48) dogrudan indirgenerek elde edilen
matrisin (4.17) aynisidir. Jg(zz) ters simetrik formda

JT'

ton = £l (Dva+vD)+Dy (3 —v,)+ (% =)D,

+a(Dyuy5 — Dyutgq) + b(Doyuty — Dluzz)}% (4.62)

seklinde yazilir. Boylece J; matrisinin de ters simetri 6zelli§ine sahip oldugu goriiliir.
Elde edilen u;, v/, Jj, Hj iki bilesenli evrimsel sistemlerde Hamiltoniyen yapiyi

olusturan (2.67) ifadesine gore yazilan

u: T 5UH;
=J] (4.63)
v, o,H]

denklemini sagliyorsa (2 + 1)-boyutlu yeni sistem (4.12) Hamiltoniyen sistemdir.
(4.15) ve (4.34) denklemlerinde

1 c
H = EAVZ + gu(uf2 — Uy Uyy)

seklinde ifade edilmis olan birinci Hamiltoniyen yogunluguna u’ya gore olan
varyasyonel tiirev operatorii (2.12) su sekilde uygulanir:
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r (e @ o6 ., 0 )
(L4022 +8,8,-"+0 HI. 6
(8u Vouy, 0uy, 2 0uy) ! (4.64)

HJ tizerinde gerekli islemler ve diizenlemeler yapildiktan sonra (4.64) denklemi

oH; 2 2

olarak sonuclanmir.  Birinci Hamiltoniyen yogunluguna (4.34) v’ye gore olan
varyasyonel tiirev operatorii ise

OH] OJHj (4.66)
5v  dv '
seklinde uygulanir ve islemin
OH]
— =vA 4.67)
ov
olarak sonucglanacagi kolaylikla goriiliir.
(4.63) ifadesine gore
Uy =Joy0uHy +Jgq00,Hy (4.68)

denklemi yazilir. Jj matrisinin (4.60) birinci satir elemanlan ile (4.65) ve (4.67)
denklemlerinin sonuclar (4.68) denklemine yerlestirilince

16H;] 1
f=——=—VvA= .6
RN RN (4.69)
elde edilmektedir. Benzer sekilde;

v = J(;(21)6uH{ + J5(22)

5,H! (4.70)

denklemi yazilir. J matrisinin (4.60) ikinci satir elemanlar ile (4.65) ve (4.67)
denklemlerinin sonuclar1 (4.70) denklemine yerlestirilerek

1
Vt == Z[vzz - vle + a(V2u11 - vlulz) + b(v1u22 - V2ul2) + C(u11u22 - u%z)] (4‘.71)
bulunur. u] (4.69) ve v, (4.71) icin bulunan ifadeler indirgenmis sistem igin

t

tanimlanan ifadelerle (4.12) aynidir. Bu durumda (4.63) saglandigi igin (2 +
1)-boyutlu sistemin Hamiltoniyen yap1 olusturdugu gosterilmistir.

4.3 Indirgenmis (2+1)-Boyutlu Sisteme ait Tekrarlama Operatorii

(3 + 1)-boyutlu sistemin simetri kosulu (3.29) Lie denklemi olarak yazilmist1 [26]].
Benzer sekilde (2 + 1)-boyutlu sistem igin simetri kosulu, tek bilesenli (4.10)
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denkleminden yola cikilarak

(u,.D,D, +u,,D,D, —u,,D;D, —u,,D,D, —u,,D;D; —u,,D,Dy + u,;D,Dy + u,,D,D;
+a(u,,D,D, + uy,D,D; —u,,D;D; —uy,D,D,) + b(u,5D;Dy + uy5,D,Dy — ;1 D5 Dy — Uy, D, Dy)
+ c(u12D1 D5 + uy3D1 Dy —uy1 Dy Dy — g D1 Dy) Ju, =0

(4.72)

seklinde elde edilir. u; = ¢ (2.84) olarak tanimlanmis olan Lie denklemi ve L;;;y =
u;D; —uy D; operatorii kullanilarak (4.72) daha kisa halde

[LZt(t)DZ + Ltz(z)Dt + Ltl(t)DZ + th(z)Dr + a(L21(t)D1 + L12(1)Dt)
+b(L1gyDy + Lyy2)D,) + c(Lyg1yDy + Loy yD1 ] = 0 (4.73)

olarak yazilabilir. (4.73)) denklemi, indirgeme ile edilmis olan ve (4.19)’da

A" —l(L + L ) Al ——lL
17 A e 1t(2))> 2T T A 1202

L1
B = (e o) (Lot + Liaga) + c(Lagny + Ln) .

1
B, = Z[Q(Lum + L21)2) + Loy + Liaz) ]

r

seklinde ifade edilen operatérler kullanilarak (A7 B, —A.B])¢ = 0 asimetrik ¢arpanlar

r

bi¢iminde yazilabilir. Bu durumda A, A}, B} ve B

[A},A,]=0, [A},B}]—[A},B]]=0, [B},B;]=0 (4.74)
komiitatér bagmntilarini saglamaldir. Ilgili komiitatér bagintilarimin (3 + 1)-boyutta
saglandig1 bilinmektedir [26]. Indirgenmis sistem icin de ayn1 durum beklenir. Ornek

olarak ilk komiitator bagintisinin saglandig1 su sekilde gosterilebilir:

[AT,AT] = ATAL — AAT (4.75)
1 1

A;A; ES K(uzth - utzDZ + utle - ulth)K(ulzDz - u22D1) (4‘.76)
1 1

ALA] = K(ulzDz - u22D1)K(u22Dr — Uy Dy +un Dy —uq,Dy) 4.77)

(4.76) ve (4.77) esitlikleri (4.75) komiitator baglantisinda yerlerine konulup terimler

sonlarindaki toplam tiirev operatoriine gore gruplandiginda
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[ArAr]:[(_@ Upp  Ueap Uy Ueap Uy | Uiz @)_(@Dh_@l)@
2 ACA T ATPA ATIA T ATEA N !

u u u u u u u u u u u u
_|_[(ﬂptﬁ__sz2£+_tleﬂ_ﬁptﬁ)_(_ﬂDz_tz+£D1_tz)i|]_)2
ACA ATEA T ATIA ATEA ATPA T ATIA

u u u u u u u u
_[ﬁpzﬂ_ﬁpzﬁ_ﬂplﬂ Yap 12]Dt
APA ATPA ATPA T ATEA
(4.78)

elde edilir. Burada A = u,, —u;, oldugu hatirlanarak bir kac¢ islemden sonra (4.78)

denklemi

LA, 45 = 100 — g1y — Wt + v -
A= G UgoUpog — Ugolpynp — UgoUpon T UgpUpoolUys T Uppllnpollyy — Upplsgollyn

— Uplggollyy + Upgllyggllyy — UppllygoUsy + Upgllyogllyp F UjgollngUsy — Uqqolgglly + Upglloollys

— Ul gollyy — Upgllpgollyy + Uppllpyollyy) — (Uyollygollny — Upgllygollyy — Ungollygllyy + Upallygollsn

— Ugyllyqollny + Uggllolyy + Uggll ol 9y — Upyllpliy1p) 1D,

+ [(ugatt19Uny — Unoll1pUyy — Ungllgolyy + Ungllyypllys — Upplygglny + Uppllyggllyy + Upplisgollys

— UppUygollyy + Upgllyyollgy — Upgllyqolyy — Upgllygolyp + Upplly1ollyp — Uggllpyoloy + Upgllyalyy

+ UjpUsgoUyyp — ulzutlzulz) - (_u12ut22u22 F Upplgolyy + UpplsgUsgy — Upgliglyog + Ugollqoliay

— Upply1ollyy — UsgyllyoUygy + Unllolly15) 1Dy

— [Uy9lypllny — Uggllygollyy — Uyppllngylny + Uyplygpliny — Uypllygollyy + Upgllypollyy + Uppllyplsgy

— UjpUyglygy — Ugglygoliny T+ Uggllygollyy F Ugplngllyng — Uggllogllyg + Uggllygolny — Ugollyjoll
— Ugyllygollyp + UppllyqpUip]D } =0
(4.79)

seklini alir. (4.79) denklemi incelendiginde D,, D, ve D, onlerindeki terimlerin

hepsinin sadelestigi goriiliir. Boylece [A],A} ] = 0 komiitator bagintis1 saglanir.
Simetri kosulunun asimetrik carpanlar bicimde yazilabilmesi sayesinde
Al¢ =By, ALp =By (4.80)

tekrarlama bagintilar1 ortaya ¢ikar. Burada ¢ simetriyse ¢ da simetri olmalidir. Tersi
durum da gecerlidir [26]]. A] ve B] (4.19) operatorleri A} ¢ = B]¢ bagintisinda yazilip
her iki tarafta ortak olan 1/A katsayisi sadelestirildiginde

(Liay + L12))P = [(cq4 — cg)(Logr) + Liagay) + (L) + Loyl (4.81)
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elde edilir. Bu denklem daha acik halde

(uzth_utzDz'l'_utle_ulth)(‘E == [(C4_C8)(ut1D2_u12Dt+U_22Dt_ut2D2)+C(L12(1)+L21(2):l(p
(4.82)
olarak da yazilabilir. u, = v tanimlamasi dikkate alinarak (2.84)) ifadesine gore ¢ ile

1 arasinda
P =1 (4.83)

bagintis1 kurulur. Buna gore, u, = v ve D, = 1 bagmntilar1 géz Oniinde
bulundurularak (4.82]) denklemi

A + vy (D — D)@ = (cs— cg)[AY + (v; = v)Dyp] + c(Ligy + Loyzy))p (4.84)
seklini alir ve (4.84) denklemi ) icin su sekilde coziiliir:
~ 1 ~
Y= K[(C4 —g)(V1 —V2)Dyp +c(Lygy+ Lag2))p +Vo(Dy— D1 )P ]+ (¢4 —cg)y. (4.85)

Benzer sekilde A} ve B, (4.19) operatorleri A}¢ = BJ ¢ bagintisinda kullanilip ortak
terim sadelestirilerek

LyyoyP = [a(Lyp1y + Layz)) + Logry + Ligay 1@ (4.86)
yazilir. Bu denklem daha acik halde
Lzl(z)S5 = [a(le(l) + L21(2)) + U1 Dy — 15D, + D, — D ] (4.87)
seklinde yazilarak denkleminde u, = v ve D, = 1 tamimlamalar1 kullanilip
Lyy)P = a(Lypy + Lage) ¢ + AY + (v; —v2) Dy (4.88)
elde edilir. (4.88), ¢ icin su sekilde ¢ozuliir:
$= Lz_ll(z)[a(le(l) + L21(2)) + (v —=v2)D, ] + Lz‘f(z)Aw- (4.89)
denklemi denkleminde yerine konularak

- 1 —
Y= K{(C4 —cg)(vi = v2)Dap + c(Lagy + Lay(a) + ava(Dy — Dl)L211(2)(L12(1) + Loy

+Vy(Dy — D1)L2_11(2)[(V1 —Vy)Dyp + AT} + (cq —cg
(4.90)
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elde edilir. ¢ ve 1 iceren terimler ayrilarak bu denklem

~ 1 _
P = Z{(C4 —cg)(vi = v2)Dy + c(Lyp0) + Loy (z)) + vo(Dy — Dl)L211(2)[a(L12(1) + L1 (2))

+ (v —v,)Dy T} + [%(Dz — D)Ly A+ — CS} "
4.91)

biciminde yazilir. (4.89) ve (4.91) denklemleri birlikte

@ @
- =R" 4.92
(w) (w) 452

seklindeki matris formunda yazilabilir ve (2 4+ 1)-boyutlu sisteme ait tekrarlama

operatortiniin
-1 -1
R = ( L21(2)[a(L12(1) + LZ](Z)) + (Vl - VZ)DZ:l L21(2)A ) (493)
R}, 2(Dy — D)Ly} A +cy—cg

1
R, :Z{(c4 —cg)(vy —v2)Dy + c(Lyp1y + Loy (2))

+vy(D, — D1)L2_11(2)[0(L12(1) + Lyy)) + (vi —v2)D, 1}

oldugu goriiliir. Bu sekilde elde edilen R" (4.93) ile dogrudan indirgenerek elde edilen
R" (4.20) birbiriyle uyumludur.

4.4 Indirgenmis (2+1)-Boyutlu Sisteme ait Ikinci Hamilton Oper-
atori

Tekrarlama operatoriiniin bulunmasi (2.68) denklemine gore ikinci Hamilton

operatoriine gecisi saglar. Buna gore, indirgenmis sistem icin

Jlr = RrJg (4.94)
matris denklemi
r -1 1
Ji = ( R LS )( ° ) (4.95)
Rgl ZZ(D2 _Dl)l'z_ll(z)A TC4—Cs A J(;(ZZ)
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olarak yazilir. Islemler sirasinda L, i) = WjxD; —uy D; olarak tamimlanan operatoriin

Lijy = —Ljigry

LijtoLija =1 (4.96)

ozelliklerini kullanmak kolaylik saglar. (4.95) matris carpiminda

Jroo=0—L71 A= 1 =L} 4.97
111) 2@ A T F1202) (4.97)
sonucu kolayca bulunur.
r -—1 1
J1(12) Lyyyla(Lisay + Loyy) + (v — VZ)DZ]K
1 1 (4.98)
denkleminde (4.96)) 6zelliklerinden yararlanilarak yapilan islemler sonucunda
Jr Lt (D,—D 1 4.99
1(12) — [ st 21(2)( 27 1)V2]K (4.99)
bulunur. J](o1) iCin yazilan
r Vy 1
J1(21) =0+ I:A (D2 Dl)LZl(Z)A + Cq— CS] —K (4100)
isleminin sonucunda
) 1
J1(21) [VZ(Dl DZ)L21(2) _C4] (4101)

bulunur. (4.99) ve (4.101) kargilagtirmasi J; matrisinin ters simetrik olduguna isaret

eder. En ¢ok terim barindiran J7 .., elemani i¢in yazilan

1(22)

Joa) = {(C4 cg)(v; —v3)Dy + c(Lypay + Loyz))
_ 1
+v,(D, — Dl)L21(2)[a(L12(1) + Lyyz) + (v — Vz)Dz]}K
Vy 1

+alyy + bLlZ(Z))Z (4.102)

esitliginde (4.96) ozelliklerinden yararlanilarak yapilan islemler sonucunda
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r G—¢ 1

J1(22) = A : [vo(Dy—Dy) + (D, —Dy)v, — €4l + Cs(L21(1) + le(z)) - C8L21(1)]K
1 1

+K[C9(L21(1) + Liy)) + cro(Lazay + L21(2))]K (4.103)
Vy . 1

+X(D2 - DI)L21(2)(D2 - DI)VZZ

bulunur ve bu sonuclar ile elde edilen matris

-1 -1 1
J; = ( ) Lis) ~Liye)(De =DV +es—cakz ) (4.104)
3 {va(Dy— Dl)Ll_zl(z) +Cg— ¢4} Jlr(zz)

seklinde olur.

Ji i¢in bulunan (4.97),(4.99),(4.101) ve (4.103) elemanlarina bakilarak matrisin
ters simetrik ozellikte oldugu anlagilir. Ayrica bu sekilde elde edilen J; matrisi

(3 + 1)-boyuttan (2 + 1) -boyuta dogrudan simetri indirgemesi yapilarak bulunan J
(4.21) ile aymidir.

4.5 Jacobi Ozdesligi

Hamilton operatorleri J; ve J] ters simetrik ve ayr1 ayr1 Jacobi 6zdesligini saglamalidir.

Ayrica a ve f3 sabit olmak iizere iki operatoriin
" =aJl +pJ; (4.105)

seklinde dogrusal birlesimi olan I'" operatorii de Jacobi 6zdesligini saglamalidir. (3 +
1)-boyutlu sistem icin Jacobi 6zdesliginin saglandig: bilinmektedir [26]]. Indirgenmis

sistem icin de bu 0Ozelligin saglanmasi beklenmektedir fakat I'" matrisi i¢in bu

.
1(22)

kadar fazla sayida terim gelmektedir. Bu nedenle I yerine {izerinde calisiimasi

hesaplamalar yapildiginda J elemani nedeniyle tez icerigine dahil edilemeyecek

nispeten daha elverigli olan J|] igin bu 6zellik gosterilecektir. JJ igin benzer iglemlerle
yeterince uzun caligilarak bu ézellik J ve I'" i¢in de gosterilebilir. © ikili vektér olmak
lizere (2.75)’de verilen Olver teoremine gore

PrV,(©)=0 (4.106)

kosulunda J; icin Jacobi Ozdesligi saglanir. (2.76)’da verilen ikili vektor
tanimlamasina gore J;; opertori i¢in ikili vektor
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1
0= Ef J(co NI w)dzdz, (4.107)

olarak ifade edilit. (4.107)’de w' = 1 ve w?* = 6 olarak alinarak birinci Hamilton

operatoriine ait ikili vektor denklemi

J f[(n Aoy + (M ATG15,0) + (0 AJgoym) +(6 AJ oy, 0)]1dzrdz, (4.108)
seklinde yazilir. denkleminin sag tarafindaki {iciincii terim
0 AJgnyn =1 AJgp1,0 =1 Aoz (4.109)
esitligine gore yeniden yazilabilir.
denkleminin sag tarafindaki son terim

O NJ

1
0229 = QA[E(ADl +BD2)+C]6 (4.110)

seklinde yazildiginda iglemlerde kolaylik saglanir. Jy,, (4.61)) icin A, B, C katsayilar

1 1 1 Vog — V
A= bu22_au12_V2, B= aull_bu12+2V2_V1: C - K [A(K)l B (Z)z + = A 12]
(4.111)
olarak belirlenmistir. (4.109) ve (4.110) kullanilarak (4.108) denklemi

1 1
:EJJ{ N AJoann + 20 A 0(12)9+9/\[A2(AD1 +BD2)+C]6} dz,dz,
(4.112)

haline getirilir (8 A6 = 0). (4.112) denkleminde ng) =0ve J&m = 1/A elemanlan
kullanilarak
A B

yazilir. Bu denklem A ve B katsayilarinin (4.111)) acik halleriyle
1 0 1 1
= E 27]/\_+0/\E(bU22_au12_V2)91 +6 /\E(aull_bulz'i‘ZVZ_Vl)ez ledZZ

A
(4.114)
olarak yazilir. (4.106]) Jacobi 6zdesliginin saglandigini gérmek amaciyla
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1 1 1
PrVJ(;w(@) = EJ f{zn APrVJt?“’(K) N6 +6 NAPTV:,, (E) A 6,
1 1

1
(4.115)

denklemi kurulur. (4.115) denkleminde Jjw karakteristigine sahip olan Prvy, ,
(4.114) © ikili-vektor ifadesinde bulunan her degiskene ayri ayr etki etmistir. Bu
degiskenlere ait genisletilmis evrimsel vektor alani ifadeleri (2.77) formiiliine gore

0 0
0 A 0 A

0
PTVng(uzz) =D, D, A )

1 1 1

(4.116)
1 1 1
1 1 1 0
PrVyr,, A :_EPrVng(A) = E(DIDZ_DZDZ) A )
1 2 2 0
Prvpol iz | =~ asP Vo8 = (DD —DoDs) | £+

olarak bulunur. Elde edilen sonuclar (4.115) denklemine yerlestirilerek

1 1 0 2A 0

A
1 ) 0 n 6, 6,

2B 0 1 0 0
+0 A E(DIDZ —D,D,) (Z) ANOy+0 A Az [aDlDl (Z) —bD,D, (K)

n 0, 0, n 6, 0,

(4.117)

bulunur. Bu denklemi ¢6zmek icin 1) iceren terimler ile 1) icermeyen terimler ayr1 ayr1
ele alinacaktir. (4.117) denkleminin 7 igceren kismi icin kismi integrasyon yontemi

kullanilarak
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0A 2 0, 0A
PrVy ()0 = JJ b Azl )ZAQ—ET)/\(ZZ— 22)2/\9
0 0

A

6 n 2 n

+D2|:EAAA9] (E) /\K/\Q AZAKAQH_D2|:EAZ
A

AZ]
0 n 0 [9 n ] (0 1
+2 =) AL AO, +2—A—AO,,+D A—ANO,|—[—= AN
(Az)zAzAA221A2A2A21A2
0

(4.118)

bulunur. (4.118) icerisindeki toplam tiirev olan terimler

20 n 0 n
ff D, A2 /\9] Dz[ AA92]+D1[§/\K/\92]}CIXCU’=0
(4.119)
seklindedir. Integral altinda ikili-vektér ve genisletilmis evrimsel vektor alanlari

icerisinde bulunan toplam tiirev terimlerinin sifir oldugu bilinmektedir (mod tot div)
[43]. Kalan terimler de

0,A 6,A 1
PrVJr (e)(n 9) ff AZ ﬁ_ AZZ - ZAZl t 9 (Z)lz] A 9

0 — 6 ——= 0, +—=0 0
/\[ —= 03 . NO—SANAG +—=20 AN A6,

A A2 A2
4A 20 6 2A
—A—/\n/\elz—A—fe/\n/\92+E/\n/\ezz—A—g/\n/\GﬁA—;G/\n/\Gz
?)
(4.120)

seklinde diizenlenip tiim terimlerin kendi aralarinda sadelestigi tespit edilerek
denklem sifira esitlenir. (4.117) denkleminin sadece 6 igeren terimleri icin kismi

integrasyon yontemi kullanilarak
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prigen=t [ [{Zoa](2) o+(L) o(L) o 22] e
_EQA[(Z)MMZ(A)“@A]A“ (2) oz ) s
o [(5) () o (5) ]wl [ (G0 r v eo)ro

1 A B 92 A B

0 A B 2B 1 0.,
+EA(591+E%+C9)A912 6/\[( ) (Z) 1 ( ) 0, + A ]/\92
9 0.,
A3 A Jos A, A A
(=)
A

1
A

_%9/\[ 129%%) 91+(i) 0, + ] 92+D2[ ( %eﬁce)/\ez]
—2(%)29/\ %QJF 9+C9)/\92— 9/\(A291 9+C9)/\92
—ZA—GZ/\(%91+—92+C9 AOZZ—Dl[AGZ (§9+ 292+c9)/\92]
+%/\(%9 +— 9 +C9)/\9 +6(A2) /\(%Gl+%92+c9)/\92

+%/\(%9 + = 92+c9)/\9 }dzldzz—o

(4.121)

bulunur. Gerekli terimlere integrasyonlar uygulanarak (4.121)) denklemi toplam
tlirevler olarak asagidaki gibi elde edilir:

[ [ {0 &n (s oeco)nn]en[Zn(ZosLovco)ns]
—D; [i A (—61 + EGZ + CQ) A 62]} dz,dz, =0.
A2 A2
(4.122)
Toplam tiirevler integre edilince tiim terimler sinir degerlerinde sifir olur. (4.115)
e (4.121) sifir bulundugu i¢in bu iki denklemin olusturdugu denkleminin
sonucu da sifirdir. Boylece, J; karakteristigine gore genigletilmig evrimsel vektor

alaninin sifir oldugu bulunmus olup Olver teoremine gore Jacobi 6zdesliginin (2.28d))
Jy igin saglandig1 gosterilmistir [28]].
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4.6 Magri Teoremi ve indirgenmis (2+1)-Boyutlu Sistemin ikili-
Hamiltoniyen Yapisi

Elde edilen uf, v/, Jg, J;, H; ve H iki bilesenli evrimsel sistemlerde ikili-Hamiltoniyen

yapiy1 olusturan (2.72)) ifadesine gore yazilan

u: r 6HH1r r 6UH(§
L= L= ’ (4.123)
V] o,H] o,H;

denklemini sagliyorsa Magri teoremine gore ikili-Hamiltoniyen integre edilebilir
sistemdir [|8]]. alt boliimiinde denkleminin sol ve orta tarafi olan (4.63))
denkleminin saglandigi gosterilmis ve (2 + 1)- boyutlu yeni sistemin Hamiltoniyen
yapiya sahip oldugu anlasilmisti. Buna gore denkleminin sol ve sag tarafi

olan
_ Lo —{Ly) (D2 =DV +cg =y} 5 5,H!
%{Vz(DZ_DﬂL_l +Cg —C4} J] 6,H;

u;
vr
t 12(2) 1(22)
(4.124)

denkleminin saglanmasi halinde sistemin ikili-Hamiltoniyen yapiya sahip oldugu

anlasili. (3 + 1)-boyuttan indirgenerek bulunan ikinci Hamiltoniyen yogunlugunun
(Hp) (4.22) u’ya gore varyasyonel tiirevi

SH) OH;

OH'" OH"
+0,0,—2 +92—2

4.125
! 28u12 2 Ouy, ( )

—5, 0
ou "oy,
ile bulunur.

(4.22) burada yerine konularak yazilan
S6H! c c v2 c
2 v2 Co )
+ 0, —kE — k2—C8[2u1v + (¢4 — cg)ui]
(4.126)

denklemi L;;q, operatorti ile

OH] c
5_uo = kc_g{Lu(z)[V] + (c4— cg)Liay[uy ] — (D — Dy)vous } + k(Dy — Dy)vyv (4.127)
8

halini alir. ikinci Hamiltoniyen yogunlugunun (4.22) v’ye gére varyasyonel tiirevi

SH) OH]

— = .128
ov v “ )
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denklemi ile bulunur. (4.22)) burada yerine konularak

6H, Co
— =—kvA—k—=u;A (4.129)
ov Cg

elde edilir. (4.124) matris denklemine gore uj igin

H/ 1 6H]
r_ 7-—1 0 -1 0

2 5 (4.130)

denklemi yazilir. (4.127) ve (4.129) bu denkleme yerlestirilip L ile ilgili 6zellik
(4.96) kullanildiginda, sadelestirmelerin ardindan

u; =vk(c—9+c8—c4) (4.131)

Cs
elde edilir. Hy (4.22)) i¢in tamimlanan k sabiti ifadesine gore

1 ¢
—=—+c—cC 4.132
k cg 8 ™ ( )

olarak yazilan denklem(4.131)) denkleminde kullanildiginda nihai olarak
u'=v (4.133)

elde edilir. Bu denklem iki bilesenli (2 + 1)-boyutlu sistemdeki (4.12) u] ifadesi ile

aynidir.

(4.124) matris denklemine gore v, icin

1 _ c
Vtr = K[Vz(Dz - D1)L121(2) +Cg— C4]{kc_9{L12(2)[V] +(cy— CS)L12(2)[u1] —(Dy —Dy)vyuy }
8

1 1
+k(D; — Dy)vyv} + {K[c9(l'21(1) + Lyp2)) + c10(Loygoy + L12(1))]Z

C4_Cg

v _ Y
_ZZ(Dz - D1)L121(2)(D2 - D1)Z2 + [(Dy—Dy)vy +v,(D, —Dy) — C4Lya2)

1 Co
_CS(L21(2) + L12(1)) - CBL21(1)]Z} [_kVA - kc_u1A]
8

(4.134)

denklemi yazilir. Bu denklemi iki bilesenli (2 + 1)-boyutlu sistemdeki (4.12) v/ ifadesi
ile karsilastirmak icin sadece v iceren terimler, sadece u iceren terimler, hem u hem v

iceren terimler ayr1 ayr1 gruplandirilir. (4.134) denkleminde sadece v iceren terimler

k
v,(v)=— (C—g +cg— c4) (V2 —v1vy) (4.135)
A\ cg
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olarak bulunmustur.

(4.132) kullanilarak
V2—viv,
v(v) = —x (4.136)

elde edilir. (4.134) denkleminde sadece u iceren terimler
k|l c €2 1oty CaColcg—c Cg—Cy4) CsC
Vt(u)=K[—c—9(Cg—C4)2——9+ 10 4o(cg 4)+(8 4) CsCo

8 Cg Cg Cg Cg CsC10

(tq1Upp — u%g

(4.137)
olarak bulunmustur. Bu denklem Hj i¢in tanimlanan cscy = cgcq¢ kosulu ve (4.132)
kullanilarak

1
v (u) = Z(Clo —Co)(Uyq Uty — u%g) (4.138)

haline getirilir. (4.134) denkleminde hem u hem v iceren terimler

k Co Co
v(u,v)=— [Cs (c_ +cg— C4) —Cg (c_ +cg— C4):| (Valtyy — VyUiy,)
8 8

A
X (4.139)
Coy Coy
+ A [Cs (g +cg— 04) —C4 (g +cg— 04)] (vittgy — Voutg,)
olarak bulunmustur. Burada da (4.132) kullanilarak (4.139) denklemi
1
v(u,v)= Z[(Cs —cg) (Va1 — Viliyy) + (€5 — C4)(ViUigy — Voliy,) ] (4.140)
haline getirilir.
(4.136), (4.138) ve (4.140) denklemlerinin toplami
1
Ve = Z[sz_V1V2+(C10_C9)(ul1uzz_ufz)+(05_C8)(Vzu11_"1u12)+(C5_C4)(V1uzz_Vzulz)]
(4.141)

olarak elde edilir. (4.141) ile (2 + 1)-boyutlu sistemin iki bilesenli gosterimindeki
(4.12) v denklemlerinin ayni oldugu goértilmektedir. Bu sonuglara gére matris
denklemi saglanmaktadir. Boylece, {izerinde ¢alistigimiz yeni (2 + 1)-boyutlu sistemin
Magri teoremine gore ikili-Hamiltoniyen integre edilebilir sistem oldugu sonucuna

varilir.

4.7 Simetriler, Noether Teoremi ve Hareket Sabitleri

Bu kisimda (4.12)’de ifade edilen (2 + 1)-boyutlu ikili-Hamiltoniyen sistemin
simetrileri bulunarak bu sisteme ait hareket sabitleri elde edilecektir. Bu hareket
sabitleri sistemin yeni korunan biiytikliiklerine karsilik gelir.
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(4.12)’de verilen sistemin simetrilerinin hesaplanmas: icin REDUCE programinda
LIEPDE paketi kullanilarak

X,=0,, X,=ud,+vo,

X5 = (ab+2c)(—2,0; +2,0,) — a®z,0; + (b* + 4c)z,0, + [(2a — b)z,]3,,

X, =0, Xs5=20,+2,0,+t3,—v0,, (4.142)
X6 =10, X;=250,

Xg=1t9,+0,, X¢=20,, X =27,

bulunur [|44].

(4.142) simetrilerinin sifirdan farkh Lie parantezleri [X;, X;] su sekilde hesaplanir:

[X,,X3]=8,{(ab +2c)(—2,0, +2,0,) — a*2,0, + (b* + 4¢)z,3, + [(2a — b)z;, + az,10,}

—{(ab +2¢)(—2,0, + 2,0,) — a*Z,3, + (b* + 4c)z,0, + [(2a — b)z, + az,10,}d,
[X,,X;]=(ab+2c)d, —a?*d, +ad, = (ab + 2c)X; — a*X, + aX,,

[X,,Xs]=0,(2,0, +2,0, +t3, —v3,)— (2,0, + 2,0, + t0,—v3,)d, = &, = X1,
[X1,X7]1=0,(2,0,) — (2,0,)0, = 3, = X1,
[X5,X7]1=(ud, +v3,)2,0, —2,0,(ud, +v3,) = —2,0, = =X,
[X,,Xg]=(ud, +vo,)(to,+9,)—(td,+J,)(ud,+vd,)=—td,— 3, = —Xg,
[X,,Xo] =(ud, +v3,)z,0,—2,0,(ud, +vo,) = —2,0, = —Xo,
[X5,X10] =(ud, +v3,)9,—6,(ud, +v3,) = —3, = Xy,
[X3,X,] ={(ab + 2c)(—2,0; + 2,0,) — a®2,0; + (b* + 4c)z,0, + [(2a — b)z; + az,10,}0,

— 0, {(ab +2c)(—2,0; +2,0,) — a*2,3; + (b* + 4¢)z,3, + [(2a — b)z, + az,19,}
[X5,X,]=(ab+2c)3; — (b*+4c)3, — (2a — b)J, = (ab + 2c)X, — (b* + 4c)X; — (2a — b)X,,
[X3,X,] ={(ab + 2¢)(—2,0; + 2,8,) — a’2,0; + (b* + 4c)z,0, + [(2a — b)z; + az,13,}2,0,

—2,0,{(ab +2c)(—2,0, +2,0,) — a*2,0, + (b* + 4¢)z,3, + [(2a — b)z, + az,10,}
[X5,X,]=(ab + 2c)z,0, + (b* + 4¢)z,0, = (ab + 2c)X, + (b* + 4¢)X,,
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[X5,Xs] ={(ab + 2¢)(—2,0, + 2,8,) — a’z,0, + (b* + 4c)z,0, + [(2a — b)z, + az,18,}(t8, + 3,)
—(td,+ 3,){(ab + 2c)(—2,0, + 2,0,) — a*2,0, + (b* + 4c)z,0,
+[(2a—b)z, +az,]0,} = (2a—b)z,0, + az,0,
[X3,Xs] =(2a —b)X, + aX;,
[X5,Xo] ={(ab + 2¢)(—2,0, + 2,8,) — a’2,0;, + (b* + 4c)z,0, + [(2a — b)z, + az,15,}2,0,
—2,0,{(ab +2c)(—2,0, +2,0,) — a*2z,0, + (b* + 4c)z, 0,
+[(2a—b)z, +az,10,} = (ab + 2¢)(—2,0,) + a*(—2,3,)
[X5,Xo] =—(ab+2c)X, — a’X,,
[X4,X5] =0,(2,0; + 2,0, +t0, —v03,) — (2,0, + 2,0, + t0, —v3,)0;, = 0, =Xy,
[X4,X9]=0,(2,0,) — (2,0,)0, = 3, = X1,
[Xs,Xg] =(2,0, + 2,0, +t8, —v3,)0, — 3,(2,0, + 2,0, + t0, —v3,) = —0, = —X,,
[Xs,X,] =(2,0, + 2,0, + t0, —v3,)2,0, — 25,0,(2,0, + 2,0, + t3, —Vv0,) = 2,0, = X7,
[Xs,Xg] =(2,0, + 2,0, +t0,—v3,)(td,+3,)—(tI,+ ,)(2,0, + 2,0, + t3, —v3,)
[Xs,Xg]=td,+ 0, = Xg,
[Xs,Xo] =(2,0; + 2,0, + t0, —Vv0,)2,0, —2,0,(2,0, + 2,0, + t 0, —Vv3,) = 2,0, = X,
[Xe,Xs]=0,(t0,+0,)—(t8,+3,)0, = 3, = X1
[X5,X1]=—[X1,X5] =—(ab + 2¢)X; + a*X, — aX,,
[Xs, X1]=—[X1,Xs]1==X1, [X7,X1]=—[X1,X7]=—Xq0, [X7,X,]=—[X5,X7]1=X;,
[Xg, Xo] == [X0,Xg] =Xg, [Xo,Xo]=—[X0,Xo]=Xo, [X10,X2]=—[X5,X10]=—X10,
[X4, X5]=—[X5,X4] =—(ab +2c)X, + (b* + 4c)X, + (2a — b)X,,
[X7,X5] =—[X5,X7] = —(ab + 2¢)X, — (b* + 4c)X,,
[Xs, X3] =—[X5,X5] = —(2a — D)Xy — aX5,
[Xo,X3]=—1[X5,Xo] = (ab +2c)X, + a®X,
(X5, X4] == [X4, Xs] = —Xu,  [Xo,X4]=—[X4, Xo] = X109,  [X6,X5] =—[X5,X6] = X,
[X7,Xs]=—[Xs, X7] = X7, [Xe,X5]=—[Xs,Xg]=Xg, [Xo,X5]=—[Xs,Xo] =—Xo,
[Xg, X6] =—[X6,X5] = —X1o- (4.143)

Elde edilen sonuclar, denklemi tarafindan belirlenen Lie cebiri yapisiyla
uyumludur. Dolayisiyla, (2 + 1)-boyutlu yeni sistem i¢in belirlenen nokta simetriler
baz vektor kiimesi olarak ele alindiginda Lie cebiri olusturmakta ve simetri
ireteci nitelegi kazanmaktadir. Lie cebiri yapisinin gozlenebilmesi icin bu sonuclar
(4.143) sonraki sayfada tablo halinde yazilmistir. Tabloda i. satir ile j. siitunun

kesisiminde yer alan hiicre [X;, X;] Lie parantezi sonucunu gostermektedir.
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Tablo 4.2 (2 + 1)-boyutlu sisteme ait nokta simetrilerin sira degistirmeleri

X1 X X3 X4 Xs | X6 X7 | Xs Xo | Xio
X, | 0 0 | Roug | 0 | X, | 0 | X0 | 0 | 0 | O
X, | 0 0 0 0 0 ] 0 | =X, | Xs | =X, | Xy
X3 | Xa46 | O 0 Xaae | O 0 | Xuo [Xg9 |[X@9 | O
X, | 0 |0 |=Xnse| 0 | Xs] 0 ] 0 ] 0 |Xp | ©
X, | =X, | 0 0 | =X, | 0 | X, | X, | X | X, | ©
X, | 0 0 0 0 | X, | 0 | 0 [ X, | 0 ] 0
X, | Xy | X, | Ko | 0 |—X,] 0 ] 0] 0 | 0 | 0
Xe | 0 | Xy | Xyo | 0 |Xeg|Xpu| 0] 0 | 0 | 0
X, | 0 | Xy | —RKyo | X |X,] 0 ] 0] 0| 0 | 0
Xo| 0 |[X,] O o 0] 0] o] o o o

Tabloda gosterim kolaylig1 acisindan

Xaae =(ab+20)X; —a®X, +aXe, X7o) = (ab+2c)X; + (b*+ 4c)X,,
Xaae =—(b*+4c)X; + (ab+20)X, + (b—2a)Xs, X(70)=0aX;+ (2a—b)X,,
X(7,9) = —a*X, — (ab +2c)X, (4.144)

notasyonu goz oniine alinmistir.

(2 + 1)-boyutlu sistemde iki bagimli degisken (u,v) bulundugu icin her simetri
iiretecine karsilik gelen iki simetri karakteristigi (¢, 1)) bulunur [[28]. Simetri iireteci

(2.78) ve simetri karakteristigi (2.83) genel denklemlerinde

1 __ 2 __ 3 _ 1 __ 1 __ 1 __ 2 _ 2
XT=t, XT=z, X' =2, U =U, U =U, U =Uy, U=V, U=V,

2:

W=v,, n'=n% n*=n', ¢'=¢, ¢*=vy, wy=v, v,=q (4.145)

alinarak (4.142) tireteclerine karsilik gelen karakteristikler sirasiyla

Pr1="Uy, YP1=—Vy, @y=U Y=V,

03 = —v(2a — b)z; +u;[(ab + 2¢)z, + a’z, ] —u,[(b* + 4c)z; + (ab + 2c)z,],
Yy =—q(2a— b)z, +v,[(ab + 2¢)z;, + a®z,] —v,[(b* + 4c)z, + (ab + 2c)z,],
Pp=—Uj, Y4=—V, @P5=—Vt—UZ; —UyZy, (4.146)
Ys=—V—qt—ViZ1 —VaZy, Y=V, YPg=—q, @;=2, YP;=0,
pg=1t, Yg=1, po=2z;, YPo=0, ;=1 Py =0

olarak bulunur. Bu karakteristiklerden yola c¢ikarak (2 + 1)-boyutlu yeni sistemin
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temsil ettigi akisa ait korunum yasalar: (birinci integraller) Noether teoremi
ile bulunabilir. Noether teoreminin Hamilton biciminde Hamilton operatori
olarak indirgenmis birinci Hamilton operatorii J; ve birinci integral olarak (2 +
1)-boyutlu yeni sistem icin belirlenen X; simetri liretecine karsilik gelen birinci

integral H; getirilerek

©i r 5Ule ;
v =J; 5 1" i=1,2,..10 (4.147)

yazihr. Jj = 1/K" bagmtisi dikkate alinip (4.147) matris denklemi ters Noether
teoremi ad1 altinda yeniden diizenlenerek

(e )< (0)
' |=K" (4.148)
5vHir ’Lpi

matris denklemi yazilir. K™ matrisi (4.16) elemanlari ile yazilarak ters Noether teoremi

(4.148) daha agik halde
O, H' K. —A .
S s v (4.149)
s )\ a o )

olarak ifade edilir. Ters Noether teoremindeki matris ¢arpimlarina gore yazilan

6uHir = K1r1()0i_A"*/Ji (4150)
o0,H = Ay, (4.151)
denklemlerinden 6,H; ve 6 ,H ifadeleri elde edildikten sonra Euler operatoriiniin
yapist (2.12) dikkate alinarak korunan biiyiiklikler H hesaplanir. Bu islemler i =

1,2,...,10 degerleri icin sirasi ile yapilir. (4.16) matris elemanlar ve ilgili (4.146)
simetri karakteristikleri ,(4.150) denklemine yerlestirilerek 6,H! icin;

i = 1 durumunda

6,H] ={(2vy —v1)Dy — v,D; + Voy — V5 + b(ug Dy —us,Ds)

(4.152)
+ a(uy Dy —uy5D1)}(—us) — (Ug —ugp)(—vs)
denklemi yazilir. Tiirev islemleri yapildiktan sonra (4.152) denklemi

seklinde diizenlenebilir.
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6,H7 igin ise (4.151) denkleminden
5VH{ == _(U22 - ulz)u2 (4.154)

yazilir.  (2.12) Euler operatorii genel formiiliine gore (4.154) denklemi sadece
JH{/dv kismi tiirev terimine karsilik gelmelidir. Buna gére H] icin

H; — _U2V(U.22_U.12)+h1[u] (4.155)

cikarimi kolayca yapilabilir. Burada h;[u] sadece u'nun fonksiyonlarini iceren ve
hesaplanmasi gereken bir terimdir. (4.155)) denkleminin u’ya gore varyasyonel tiirevi
alinarak

bulunur. Bu denklemdeki kismi tiirevler alindiktan sonra

elde edilir. (4.153) ile (4.157) karsilastirildiginda v bulunan terimlerin tutarh oldugu

goriiliir ve sadece u iceren terimlerin
8,hi[ul = a(u?, — uyjuy) (4.158)
denklemini saglamas: gerektigi anlagilir. Buradan h;[u] icin
_a 2
hl[u] — gu(ulz - ulluzz) (4-159)
sonucu belirlenir. Buna gore, (4.159) ifadesi (4.155) ifadesine yerlestirilerek Hj icin
a
HI == vuz(ulz - uzz) + gu(uiz - ulluzz) (4.160)

elde edilir. H’nin dogrulugunu kontrol etmek amaciyla (4.160) denkleminin u’ya gore
varyasyonel tiirevi alindiginda (4.153)) ile ayni1 denklem bulunmaktadir. Bu yontem

sirayla diger H; nicelikleri icin de izlenecektir.

i =2 icin (4.150) denkleminden

0,H ={(2v, —v1)Dy — v,D; + Vop — V5 + (€5 — ¢4 )(Uge Dy — Uy, Ds)

+ (s — cg)(u11 Dy — ty5D1) (1) — (ugy — ug5)(v)

(4.161)

yazilir. Tiirev islemlerinden sonra bu denklem
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5uH£ =(2vy — V1 )Uuy — VoUy + Voo —UVyy + aluy Uy — uypty) + b(Ugptty — Upply)

— (U —upp)v
(4.162)
olarak elde edilir. 6,H;, igin ise denkleminden
0,H} = (uyy —upp)u (4.163)
yazilir.
denklemine dayanarak H) icin
H} = (ugy —ugp)uv + hylu] (4.164)
cikarimi yapilir. Bu ifadenin u’ya gore varyasyonel tiirevi
8, Hj) = (Upy — Uyp)v — 8,0, (uv) + 8} (uv) + 8,h,[u] (4.165)
denklemine gore alinarak
Oy Hy = 2v(Ugy —Uyp) + 2VpUy + UVyy — Uy Vy — UyVy — UV + 6, hp[u] (4.166)

elde edilir. ile (4.162) denklemleri karsilastirildiginda v bulunan terimlerin
farkl oldugu goriiltir. Tutarsiz olan bu duruma gore X, simetrisine kargilik gelen H,

korunumlu niceliginin bulunmadig1 sonucuna varilir.
i = 3 icin (4.150) denkleminden

5uH'3r, ={(2vy, —v;)D, — v,D; + vy, — V15 + b(uyy Dy —uy,D,) + a(uyy Dy —uy,D;)}
{—(2a— b)z; +uy[(ab + 2¢)z, + a’z,] —u,[(b* + 4c)z, + (ab + 2¢)z, 1}
— (Uyy — up){—(2a — b)qz, + v;[(ab + 2¢)z; + a®z, ] — v,[(b* + 4c)z, + (ab + 2¢)z, ]}
(4.167)

ifadesi yazilir. Tiirev islemleri yapilarak bu denklem
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6,H; =(2a— b)[—vzzz1 + VoV 27 F VoV — Voo V2, + V1921 + AU,V + b(—UgyV + Uy V2 — Volly9%7)
+ c(uy1Up2z — ufg%)] + (b% + 4c)[—Valnazy + VilpgZ) + Vally — VagllpZy + ViplUyzy — blyyuy

+ a(—uq uqpz, + ufzz1 + Upouy) ]+ (@b + 2¢)[Voug92; — 2V9UgnZy — 2V5Uy + ViUgyZy + ViU,

— Voly121 — Volly F VollypZy + Vooll1 31 — VoollpZy — Viply 21 + VpllpZy — Upp V121 + Upa Va2

+ a(—uyqUnzy —Upp Uy + Uy UpZy — Upply) + b(Ugalyr21 + UnpUy — u?zzl + Uy,uy)]

+ a®[2vyly5 + 20Uy — VilyZy — Villy — Vol Zy + Vool Zy — Vil Zg — UsyZy + UppZy + Ay Uy

+ b(ugotty125 — u%gzz —Ujplty)]

(4.168)

seklindeki acik haline getirilir. §,H} i¢in ise (4.151) denkleminden
8,H] = A{—(2a—b)vz; +uy[(ab+2¢)z; +a’z, ]—u,[ (b*+4c)z, +(ab+2c)z, 1} (4.169)

yazilir. Bu ifadenin sadece v degiskenine gore kismi tiirev terimi bulundurmasi
gerektigi dikkate alinarak H;

2
Hy=A {—(Za — b)%z1 +vu,[(ab + 2¢)z, + a®z, ] — vu,[(b? + 4c)z, + (ab + 2c)22]}+h3[u]

(4.170)

seklinde yazilir. Bu denklemin u’ya gore varyasyonel tiirevi (4.168)) ile karsilastirmak
amaciyla asagidaki gibi alinir:

8, H = =0, (upy —up)v[(ab + 20z, + a2z, ]+ 85 (ugy — ugn)V[(b* + 4c)z; + (ab + 2¢)z, ]
2
— 0,0, {—(Za — b)%z1 +vu,[(ab + 2c)z; + a’z, ] — vu,[(b* + 4c)z, + (ab + 26)22]}
2
+9; {—(Za - b)%z1 +vu,[(ab + 2c)z; + a®z, ] — vu,[(b? + 4c)z; + (ab + 2c)22]} + &, h,[ul.

(4.171)

Buradak tiirev islemleri yapildiktan sonra

6,Hj = (ab + 2c)(—uyyv121 — Vially 31 — Volly121 — Volly + ViplipZy + VillnpZy + Vily + Voollg 2
+ 2V,U19%1 — VoallpZy — 2Volly — 2VUyp — VollnyZ,) + az(_uzzv122 — ViaUyZy — Volly1Zy — Vil — VUp
+ Vool Zg + Voll1oZo + 2Volly + Volly92Zy + 2VU1s) + (D% 4+ 4¢) Uy Vo, — UpgVeZy + ViglisZy + Voll19Zy
+ Volly + VqlUyoZy + Vilgy — Voo llsZ — 2V5ligs2q) + (2a — b)(Vy V92, + V1921 + VYV, — vzzz1 —VVy02%;)
+ 6uh3[u]

(4.172)
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elde edilir. (4.172) ile (4.168) karsilastirildiginda terimlerin farkli oldugu goriiliir.
Dolayisiyla H; niceligi bulunamaz.

i =4 i¢in (4.150) denkleminden

5uH£ =[(2v, —Vv1)]Dy —v,D; + vy — V15 + b(upDy —uy,D,) + aluy Dy — uy,D;) ](—uy)

— (U —uyp)Wy

(4.173)
ifadesi yazilir. Buradaki islemler yapilarak bu ifade
8, H} = —=2v,liyy + Vollyy — Uy Vog + Uy Vig + Villgy + b2, — 11y11Up,) (4.174)
haline getirilir. denklemine gore 6,H, igin
6,H, = (uy —uy)(—uy) (4.175)
yazilir. Buna gore H, i¢in
Hj = (uyy — usp)uyv + hylu] (4.176)

ifadesi belirlenir. denkleminin u’ya gore varyasyonel tiirevi olarak yazilan

8, H} = =0, (1 — Ugy)v + 8,0, (u;v) — 87 (uyv) + 6,h,[u] (4.177)
denklemi islemlerin ardindan

6, Hj = vyllyy — Voolty — 2Valiyy + iUty + Volyg + 6,hyfu] (4.178)

haline gelir. Bu denklem ile 6,H, i¢in verilen (4.174) denklemi karsilagtirildiginda v
iceren terimlerin aymi oldugu goriiliir. Tutarhilik saglandig: icin H,, arayigina devam

edilir.
Yapilan karsilastirmaya gore
5uh4[u] = b(u%z _U11U22) (4.179)

denklemi ortaya cikar. Bu denklemi saglayacak olan h,[u] ifadesi

1
h,[u] = Ebuzzuf (4.180)

seklinde tahmin edilir. (4.176) denkleminde bulunan h,[u] terimi yerine (4.180)
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denklemi yerlestirilerek H, i¢cin

1
H; == ul(ulz —u22)v + EbuZzui (4.181)

bulunur. (4.181) denkleminden yola cikilarak 6,H; hesaplandiginda (4.174) ifadesi
yeniden elde edilir. X, simetrisine kargilik gelen korunumlu Hj, niceligi (4.181)) olarak
belirlenmistir.

i =5 durumu icin (4.150) denkleminden

6,H: =[(2v, —V;)Dy — VoD + vyy — V15 + b(uy Dy —uy,D,) + a(uy; Dy — Uy, D)
(—vt —Uy2) —Uyzy) — (Ugy — UR)(—V — qt — V12) — V12))

(4.182)

yazilir. Bu denklemde bulunan q yerine (4.12])’de verilen

1
q= Z{V§ — ViV +a(vaty; — Vittyp) + b(Vitgy — Voutyy) + c(uy sy — ui)}

denklemi yerlestirilerek (4.182)) denklemi
5qu =[(2vy —v1)Dy — v, Dy + vy — V15 + b(up, Dy —uy,D,) + aluy; Dy —uy,Dy)]

1
(—vt—wz —uyz) + A {Z[sz — V1V + a(Valyy — Vilyp) + b(vyUyy — Vo)

+e(uygg —ud )]t +v+viz + vzzz}

(4.183)
haline getirilir. Bu denklemde diizenlemeler yapildiktan sonra 6,H; igin

2
- szuzzz + Vlzvt + Vlzulzl + Vlzuzzz + V2 t - V1V2t + VU22 - Vu12 + V121u22 + VZZZUZZ - V222u12

2
+ C(ulluZzt - ulzt)

(4.184)
ifadesi elde edilir. (4.151)) denklemine gore de
O,H: = (Ugy — uyp)(—VEt —Uy2; —U,3,) (4.185)
yazilir. Buna gore, eger H; bulunuyorsa
V2
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biciminde olmalidir. Bu ifadenin u’ya gore varyasyonel tiirevi

2
O, H =—0,[(uyy —uy)z1v]— O5[(uyy —uyy)z,v] + 0,0, (Ef +uzv + uzzzv)

2
—0; (%t +uz v+ uzzzv) + 6,hs[u]

(4.187)

denklemine uygun olarak alindiginda

5qu =U9pZ1V1 T V1 Vot + VV 5t + U121 Vg + U Vg F U2V g T UgsZBoVy + UV + Uy Ve,
2

(4.188)

elde edilir. Bu 6,H; ifadesi ile (4.184) denklemindeki 6,H; ifadesi tutarh degildir. Bu
sonuca gore H, bulunmamaktadir.

i = 6 i¢in (4.150) denkleminden

5qu ={(2vy, —v1)Dy —v,D; + oy — V15 + aluty; Dy — 15 D1) + b(ug Dy —up,D0)}(—V)

— (ug —upp)(—q)
(4.189)

yazilir. Burada g yerine yukaridaki gibi agik ifadesi yazilarak denklemi
8 HL = —v2 4+ v1vy — VVay + VVip + c(ugquyy — U3, (4.190)
olarak diizenlenir. 6,H; ifadesi ise denklemine gore
6,Hg = (ugy — ug5)(—v) (4.191)
olarak yazilir.

Buna gore, H; bulunmas halinde

2
1%

biciminde yazilabilmelidir. (4.190) ile karsilastirma yapmak icin (4.192) denkleminin
u’ya gore varyasyonel tiirevi

vZ v2
5,H: = 8,8, (5) — 52 (5) +6,he[u] (4.193)

71



denklemine uygun olarak alinirak

OHg =v1vy +vvyp — sz —VVy, + 6,he[u] (4.194)

elde edilir. (4.194) ile (4.190) karsilastirildiginda tutarli olduklar goriiliir. Buna gore,

H arayigina devam edilebilir. Ayni kargilagtirmaya gore sadece u iceren terimlerin
& .helul = c(ugquyy —ui,) (4.195)
denklemini saglamasi beklenir. Buradan hg[u] icin uygun sonug

C
h[u] = gu(ulluzz —u2) (4.196)

seklinde bulunur. Boéylece, (4.196) denklemi (4.192) denklemindeki hg[u] terimi
yerine yerlestirildiginde Hy icin

v2

C
Hg = E(ulz - uZz) + gu(U11U22 - u%z (4.197)

sonucu bulunur. Hg'nin dogrulugunu kontrol etmek amaciyla denkleminin
u'ya gore varyasyonel tiirevi alinir. Elde edilen sonug basta verilen 6, H{
ifadesi ile aymidir. Dolayisiyla X, simetrisine karsilik gelen seklinde Hg
korunumlu niceligi bulunmaktadir.

i =7 igin denkleminden
6uH; = [(2v,—v1)Dy =V, Dy +Vy =i+ b(uyy Dy —uy,Dy) +aluy Dy—uy5Dp) 2, (4.198)
yazilir. Buradaki tiirev islemleri yapildiktan sonra denklem
6,H, = 2vy — vy + (Vo — v13)25 — bugy + auyy (4.199)
seklinde diizenlenir. denkleminden &,H icin
6,H, = (ugy — uy5)2y (4.200)
yazilir. Buna gore, H, bulunmas: halinde
H = (ug —uy5)2,v + hy[u] (4.201)

biciminde olmalidir.
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u’ya gore varyasyonel tiirev

8,H) =—0,0,(2,v) + 8}(2,v) + 6,h,[u] (4.202)
denklemine gore alinarak

6,H} = 2v, — vy + 25(Vay — v15) + 6,h;[u] (4.203)

elde edilir. Bu ifade ile onceden verilen 6,H ifadesi (4.199) uyumludur. (4.199) ile
karsilastirma sonucunda
5uh7[u] - aull - bulz (4.204)

denkleminin saglanmasi beklenir. Buna gore h,[u] icin uygun sonug
1
h,[u] = Eu(au11 —buy,) (4.205)

olarak belirlenir. (4.201) denkleminde bulunan h,[u] terimi yerine (4.205) ifadesi
yerlestirilerek H, niceligi i¢in

1
H; == Z2V(u22 - ulz) + Eu(aull - bulz) (4.206)

ifadesi belirlenir. (4.206) denkleminden 6,H, hesaplandiginda onceden yazilmig
olan 6,H’ denklemi (4.199) yeniden elde edilerek sonu¢ dogrulamir. Boylece, X,
simetrisine karsilik gelen HJ korunumlu niceligi (4.206) bulunmustur.

i =8 ic¢in 6,Hy icin (4.150) denkleminden

6,Hg = [(2vy—V1)Dy—v, D1 +V5p—V15+b(Ugy Dy —t115D5)+a(tty; Dy—tuy, Dy ) [t —(ugp—1,)

(4.207)

yazilir. Tlirev iglemlerinin ardindan denklemi
8,Hg = (Vyp — Vi)t — gy + Uy, (4.208)

olarak sadelesir. 5,Hj, igin ise denkleminden
0,Hg = (uy —us,)t (4.209)

yazilir. Bulundugu varsayilan Hg korunumlu niceligi (4.209) denklemine bakilarak
Hg = (ugy — uy)tv + hglu] (4.210)

biciminde yazilir.
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Bu denklemin u’ya gore varyasyonel tiirevi
§,Hj = 0,0,(tv) + 37(tv) + 6,hg[u] (4.211)
denklemine gore alinarak
0,Hg = (Vo —v1p)t + 6,hg[u] (4.212)

elde edilir. Bu denklem ile (4.208) denklemi uyumludur. Bu durumda Hg arayisina
devam edilir. (4.212)) ile (4.208) karsilastirilarak 6,hg[u] icin

5uh8[u] = ulz - U.Zz (4.213)
denklemi ve bu denklemi saglayacak hg[u] ifadesi kolayca
u
hg[u] = E(ulz —Uy,) (4.214)
seklinde belirlenir. (4.210) denklemindeki hg[u] terimi yerine (4.214)) yerlestirilerek
Hg igin y
Hg - (Vt_i)(uZz_ulz) (4.215)

elde edilir. Bu denklemden yola ¢ikilarak bulunan 6,Hg ile 6nceden yazilmig olan
6,Hg denklemi (4.208) aymidir. Boylece, X simetrisine kargilik gelen Hg korunumlu
niceliginin bulundugu ve (4.215) sonucunun gecerliligi dogrulanmis olur.

i =9 icin denkleminden
6, Hy = [(2vy;—V1)Dy—v, D1 + V= V154 b(ugy D1 —tt13D,) +a(uy Dy—uy,Dy) 121 (4.216)
yazilir. Bu denklem diizenlenerek
O Hy = —vy + (voy — v13)21 + buy, —auy, (4.217)
haline getirilir. denkleminden ise
6,Hy = (upp — u13)2 (4.218)
yazilir. Hj bulundugu takdirde denklemine gore
Hy = (ug —uy5)z1v + holu] (4.219)

biciminde olmalidir.
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Bu denklemin u’ya gore varyasyonel tiirevi

olarak alinarak
6, Hg =—vy + (Vyo — v12)21 + 6,ho[u] (4.221)

elde edilir. Bu denklem ile 6nceden yazilmis olan 6,Hy denklemi (4.217)) tutarlidir. Bu
durum Hy niceliginin bulunduguna isaret eder. (4.217) ile (4.221)) kargilagtinldiginda

5uh9[u] = bu22 —dauqy (4.222)
denklemi ortaya cikar. Bu denklemi saglayacak hy[u] ifadesinin
u
hg[u] - E(buZZ - aulz) (4.223)

seklinde oldugu agiktir. Bu denklem (4.219) denkleminde bulunan hy[u] terimi yerine
getirilerek Hg icin .

sunucu elde edilir. (4.224) denklemine gore 6,H, hesaplandiginda (4.217) ile ayni
denklem elde edilir. Dolayisiyla elde edilen sonu¢ dogrudur.

Bu yontem izlenerek son kez Hj, niceligi icin igslem yapilir. Bunun icin i = 10
durumunda (4.150) denklemine gore

6,Hy, = [(2vy—V;)Dy—V,D; +V9y—V15+b(ug Dy —uy,D,)+a(uy; Dy—us,D,) 11 (4.225)

yazilir. Denklem sonunda bulunan ¢;, = 1 simetri karakteristigi sabit deger oldugu

icin toplam tiirevlerin hepsi sifir sonucunu verir. Bu durumda denklem

olarak sadelesir.
(4.151) denklemine gore ise

yazilir. Bulundugu varsayilan Hj niceliginin (4.227) denklemine gére
Hi, = (ug —uy)v + hyglu] (4.228)

biciminde olmas1 gerektigi kolayca anlasilir. (4.228) denkleminin u’ya gore
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varyasyonel tlirevi
6, Hjy =—00,v + 322" + 6,hy0lu] (4.229)

olarak alinarak
5uHIo = Vop — V1o + 6, hy0[u] (4.230)

elde edilir. (4.226)) ile (4.230) denklemleri birbiriyle tutarhidir. (4.226) denkleminde
sadece u iceren terim bulunmadigindan h;o[u] = 0 olur ve Hj, korunumlu niceligi

olarak belirlenir. Boylece simetriler icin elde edilen korunan biiyiikliikler sirasiya

a
Hj =vuy(uyp —ug,) + gu(ufz —Ujplip,)

1

2
Y c )
Hg :E(ulz —Uyy) + gu(unuzz —uj,)

1
HJ =2,v(ug, —uyp) + Eu(auu — buyy) (4.232)
. u
Hg = (Vt - E) (uzz —u1)

u
Hg =z,v(uy —upp) + E(buzz —auy,)

HIO =(uyy —u,)v

seklinde olur. Bu korunan biiyiikliiklerin karsilik olarak geldigi simetriler Noether
teoremine gore "varyasyonel simetri" olarak nitelendirilir [28]]. Buna karsin HJ, H., H;

bulunmadigi icin X,, X5, X5 varyasyonel simetri degildir.

Bulunan nicelikler gercekten bir korunum yasasini gosteriyorsa, akiskanlar
mekanigi ve elektromanyetik teori gibi fizigin cesitli alanlarinda karsilasilan
siireklilik yasalarinin da diverjans teoremi sayesinde benzer sekilde ifade edildigi
korunum denklemine uygun olarak yazilabilmelidir [28]]. Yeni bulunan
Hi,H,,H¢,H,,Hg,Hy, H] ) niceliklerinin bu kosulu sagladigini onaylamak amaciyla

her birinin zamana gore toplam tiirev ifadesi sirasiyla
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. 1 a a
DtHl == Dl _(§u22v + bU2uZ2 + guzulz - guluzz + auZulz)v
a
+§(u12v2 — Uy V1)U — CUyUy Uy
1 a a
+D2 (U2V1 - uZVZ + Eulzv + bu2u12 - gululz + guzun - aulluZ)V
a
+§(u12v1 — Uy Vo)u + cuyly Uy |,

r 1 )

c b 1 5
+D, | (vv; —vvy, —auy;v + 5”12”1 + Evzul)u1 + Eulzv s

[ ¢ c 1
DtHg == Dl g(vlu22 - V2u12)u + §(u12u2 - uluzz)v + E(VZ + au12 - bu22)vz]

c c c 1
+D, [g(uuvzz — UV )u+ (§u1u12 - guzuu)v + E(bul2 —dauy; — Vz)Vz] )

. a a b
D.H} = D; | —(v25 + azyuyp + Eul — bz,yUy, )V + (Ev1 — Evz)u + CZyU Uy

1 1 b
+D2 C(Eul —Z2u12)u1 + (VzZz - EV + a22u11 - b22u12 + Eul)v 5 (4.233)

. 1
D,Hg = D, | (—avuy, + bvuyy + cujy, —vvy)t + E(uv2 —Vu,)

- 1
+D, [vv2 +avuy, — bvuy, —cuqug, + E(vu2 — uvz)] ,
, a
DI:I_I9 == Dl [_EuV2 + (b21u22 - azlulz _Zle)v + Culuzz]
a 1 b
+Dp | (vvp +aviyy — bvi, )z + (5v — ety Juy + S (v —buy)v + Svou |,

DIH]’:O - D1 [(—au12 + buZz)v + Culuzz] + DZ[VZ - Vl + CluH - bulz)v - Cululz]

denklemleri olarak toplam diverjans gosteriminde elde edilmistir. Boylece, (2 + 1)
boyutlu yeni sistem icin belirlenen korunumlu niceliklerin gercekten bu sisteme ait

korunum yasalarini temsil ettigi gosterilmistir.
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SONUC VE ONERILER

Bu calismada evrimsel Hirota tipinde bulunan ve literatiire yeni girmis olan
(3 + 1)-boyutlu dogrusal-olmayan kismi tiirevli bir diferansiyel denklem ele
alinmistir. Tezin [3] boéliimiinde konu edilen Hirota tipi denklemler genel gorelilik,
dogrusal-olmayan fizik, diferansiyel geometri, integre edilebilir sistemler gibi alanlari
iceren genis bir yelpazede uygulama alani bulabilmektedir. Secilen 6zel bir simetri
ile bu denklemin simetri indirgemesi yapildiginda (2 + 1)-boyutlu ikili-Hamiltoniyen
yapinin olustugu gosterilmis ve yeni sisteme ait korunumlu nicelikler elde edilmistir.

boliimde integre edilebilir sistemler ile ilgili kavramsal aciklamalar yapilmistir.
Tarihsel siirecte bu konunun gelisim seyri aktarilmistir. Doniim noktasi sayilabilecek
calismalardan 6rnekler verilmis ve konunun uygulama alanlarindan bahsedilmistir. Bu
tez calismasinda ele alinan sistemin integre edilebilirlik kosulu icin kullanilan Magri

teoremine deginilmistir.

boliimde bu tez ¢alismasinin alt yapisini olusturan konular 6zet halinde verilmistir.
alt boliimiinde Newton mekanigi ile ayni hareket denklemlerini veren fakat
bunu fakli bir yaklasimla sunan Lagrange mekanigi anlatilmistir. Ele alinan denklem
varyasyonel bir problemi temsil ettigi icin bununla ilgili tanimlamalar yapilmis, Euler
Lagrange denklemlerinin elde edilisi gosterilmistir. alt boliimiinde Hamilton ile
Lagrange mekanikleri arasindaki farklar anlatilmis, Euler-Lagrange denklemlerinin
karsilig1 olan Hamilton kanonik denklemleri farkli formlarda verilmistir. Hamilton
sistemlerin Liouville teoremine gore nasil integre edilebilir olduguna deginilmistir.
Lagrange mekaniginden Hamilton mekanigine gecis yapilirken standart yontemlerde
bazen tutarsizliklar yasanmaktadir. Dirac bu tutarsizliklara dikkat cekerek bag
analizi yontemleri gelistirmistir. alt boliimiinde tez ¢alismasi sirasinda Legendre
dontisimi ile Lagrange yogunlugundan birinci Hamilton yogunluguna gecerken
goriilen tutarsizliklar1 gidermek icin kullanilan Dirac bag analizi ayrintili olarak ele
alinmistir. Burada verilen bag denklemleri ile simplektik ve Hamilton operatorleri
elde etmek miimkiin olmustur. alt bolimiinde evrimsel denklemlerin Magri

teoremine gore coklu Hamiltoniyen yap1 olusturmasi ve simplektik yapi ile ilgili bilgiler
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verilmistir. Hamilton operatorlerin saglamas: gereken Jacobi 6zdesliginin sitnanmasi
icin Olver tarafindan gelistirilen ve bu tez calismasinda yararlanilan alternatif yontem
anlatilmistir. [2.5]alt boliimiinde bu ¢alismada simetrilerin elde edilmesi igin kullanilan
Lie teorisi araclar1 ve simetrilere karsilik gelen korunumlu niceliklerin belirlenmesini

saglayan Noether teoremi ile ilgili bilgi verilmistir.

boliimde 2019 yilinda yayinlanan bir makalede bulunan sonuclar ele alinmstir.
alt boliimiinde evrimsel Hirota tipinde (3 + 1)-boyutlu denklemlerin genel formundan
baslanarak elde edilen Euler Lagrange formundaki denklem verilmistir. alt
boliimiinde ise bu denklemin iki bilesenli gosterimi agiklanmaistir. alt boliimiinde
bu denklemin birinci Hamiltoniyen yapisi gosterilmistir. alt bolimiinde ise
bu denklemden ikili-Hamiltoniyen yapiya sahip olacak sekilde bes ayr1 denklemin
tliretilisi anlatilmistir. Burada verilen Sistem-1 olarak adlandirilmis denklem bu tez

calismasinin baslangic noktasi olmustur.

boliimde boliimde 6zet halinde sunulan bilgiler 1s181inda (2 + 1)-boyutlu
yeni ikili-Hamiltoniyen sistem olusturulmus ve bu sisteme ait korunumlu nicelikler
acgiga cikarilmagtir. alt boliimiinde ise alt boliimiinde Sistem-1 olarak verilen
denklem ele alinmistir. Bu denklem icin verilen nokta simetriler arasindan 6zel
bir secim ile bir simetri birlesimi belirlenmistir. Bu simetri tarafindan belirlenen
toplam tiirev doniisiimleri kullanilarak denklem (2 + 1)-boyuta indirgenmistir.
Indirgenmis denklemin iki bilesenli gésterimde yazilmasiyla olusan (2 + 1)-boyutlu
yeni sistem bu tez calismasinin asil unsurunu teskil etmektedir. =~ Gene ayni
simetri birlesimi ile [3| alt boliimiinde (3 + 1)-boyutlu sistem icin verilen tiim
parametreler (2 + 1)-boyuta indirgenmistir. alt boliimiinde indirgenmis dejenere
Lagrange yogunlugundan baslanarak (2 + 1)-boyutlu yeni sisteme ait sirasiyla
birinci Hamiltoniyen yogunlugu, simplektik operatér, birinci Hamilton operatorii elde
edilerek Hamiton yapinin olusmas: icin gereken sartlarin saglandigi gosterilmistir.
iki bilesenli gosterimin sagladigi yarar simplektik ve Hamilton operatérlerin elde
edilmesine imkan tanimasidir. alt boliimiinde simetri kosulu asimetrik carpanlar
gosterimi simetri indirgemesi ile bulunarak yazilmis, bu sayede olusan tekrarlama
iliskisiyle (2 + 1)-boyutlu sisteme ait tekrarlama operatorii elde edilmistir. [4.4] alt
boliimiinde tekrarlama operatorii birinci Hamilton operatoriine uygulanarak ikinci
Hamilton operatorii elde edilmistir. Hamilton operatorlerin dogrusal birlesimlerinin
saglamasi gereken ilk 6zellik olan ters simetrinin saglandagi her iki operatoriin
yapisina bakilarak kolayca anlasilmaktadir.  Saglanmasi gereken ikinci o6zellik
olan Jacobi 6zdesligi ise Olver tarafindan gelistirilen yonteme gore sadece Jj
tizerinde islem yapilarak kontrol edilmistir. Jacobi 6zdesligi ile ilgili islemler 4.5
alt bolimiinde konu olmustur. [4.6] alt bélimiinde (2 + 1)-boyutlu yeni sistemin

ikili-Hamiltoniyen yap1 olusturarak Magri anlaminda integre edilebilir sistem oldugu
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gosterilmistir.  Gergeklestirilen simetri indirgemesi bu bakimdan (3 + 1)-boyutlu
sistemin ikili-Hamiltoniyen yapisini korumustur. alt boliimiinde (3 + 1)-boyuttan
simetri indirgemisi ile elde edilen parametreler ile ve alt boliimlerinde
(2 + 1)-boyutlu sistem {izerinde calisilarak elde edilen parametrelerin ayni oldugu
gozlenmistir. Bu durum secili simetri indirgemesinin basarili oldugunu gosterir.
alt boliimiinde (2 + 1)-boyutlu yeni sisteme ait nokta simetriler verilmistir. Bu
simetrilerin Lie cebiri yapisina uygun oldugunu gostermek icin Lie parantezleri alinip
sonuclar sira degistirme (komiitatér) tablosu halinde verilmistir. Uzerinde calisilan
sistem Lagrange yogunluguna sahip oldugu icin varyasyonel problemi temsil eder.
Bu durumda Noether teoremine gore nokta simetrilere karsilik gelen karakteristikler
korunum yasalarinin da karakteristigidir. Bu sayede (2 + 1)-boyutlu yeni sistemin
tanimladig akisa ait korunumlu niceliklere ulasilmistir. ilave olarak, yeni korunumlu

niceliklerin toplam diverjans gosterimi elde edilerek dogrulugu ispatlanmistur.

KdV denklemi ile baslayan evrimsel denklemlerin tam c¢o6ziimlerine yonelik
arastirmalarda giiniimiize kadar oldukca yol katedilmistir fakat literatiirde (2 + 1) ve
(3 4+ 1)-boyutlu denklemler az yer almaktadir. Bu tez ¢alismasinda literatiirde heniiz
yeni olan s6z konusu (3 + 1)-boyutlu denklemden basarili bir simetri indirgemesi ile
elde edilen yeni (2+1)-boyutlu ikili-Hamiltoniyen integre edilebilir sistem ve korunum
yasalari ile bu alana katki sunuldugu diistiniilmektedir. Farkli simetri secimleri ile yeni
integre edilebilir sistemler elde edilip edilemeyecegi hentiz bilinmemektedir. Farkli
simetri indirgemeleri denenerek ¢coklu-Hamiltoniyen yapinin korundugu yeni integre

edilebilir sistemler bulmak gelecekteki arastirmalara konu olabilir.
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