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ÖZET 

 

Evrimsel Hirota Tipi (2+1)-Boyutlu Denklemlerin Ġkili-

Hamiltoniyen Yapıları 

Damla KOCAMAN 

 

Fizik Anabilim Dalı 

Yüksek Lisans Tezi 

 

DanıĢman: Prof. Dr. Devrim YAZICI 

 

Bu tez çalıĢmasında, evrimsel Hirota tipi (2+1)-boyutlu denklemlerin bi-Hamiltoniyen 

yapıları incelenmiĢtir. Bu tipteki denklemler için Langrange fonskiyonu, Helmholtz 

koĢulu ve homotopi formülü kullanılarak oluĢturulmuĢtur. Bu Langrange 

fonskiyonunun Euler-Langrange denklemlerinin simplektik Monge-Ampere formuna 

sahip olduğu gösterilmiĢtir. Daha sonra, simetriler için yenileme iliĢkileri ve Lax çifti 

Langrange denklemleri için elde edilmiĢtir. Burada simetri koĢulu asimetrik çarpanlar 

formuna dönüĢtürülerek baĢlanmıĢtır ve hemen ardından bu form için simetri 

durumundan simetriler için bir iliĢki Lax çifti ve simetri koĢulunun üçüncü formundan 

simetri iliĢkisi elde edilmiĢtir. Birinci Hamiltoniyen yapıyı oluĢturabilmek için, 

Langrange denklemi iki bileĢenli yapıya çevrilmiĢtir ve sonrasında 𝐽0, birinci 

Hamiltoniyen operatörünü elde edebilmek için Dirac’ın bağ koĢulu teorisi 

uygulanmıĢtır. Buna karĢılık gelen Hamiltoniyen fonksiyonu, 𝐻0, dejenere Langrange 

fonksiyonuna Lejendre dönüĢümü uygulanarak elde edilmiĢtir. Böylece iki bileĢenli 

evrimsel Hirota tipi denklem için birinci Hamiltoniyen yapı oluĢturulmuĢtur. Ġkinci 

Hamiltoniyen yapıyı oluĢturabilmek için ise simetriler için yenileme iliĢkileri 

kullanılarak, 2 × 2 matris formunda yenileme operatörü elde edilmiĢtir. Son olarak, 
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yenileme operatörü, 𝐽0, birinci Hamiltoniyen operatörüne etki ettirilerek, 𝐽1, ikinci 

Hamilton operatörü ve ona denk Hamiltoniyen yoğunluğu elde edilmiĢtir. Ġntegre 

edilebilirlik koĢulu ve katsayılar için bağ koĢulu kullanılarak yedi parametreli ikili-

Hamiltoniyen sistemler ailesi elde edilmiĢtir. 

Anahtar Kelimeler: Ġntegre edilebilirlik, Lax çifti, yenileme operatörü, ikili-

Hamiltoniyen yapı, Dirac bağ koĢulu. 
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ABSTRACT 

 

 
Bi-Hamilton Structure of Evolutionary Hirota Type (2+1)-

Dimensional Equations 

Damla KOCAMAN 

 

Physics Department 

MSc Thesis 

 

Supervisor: Prof. Dr. Devrim YAZICI 

 

In this thesis, we study bi-Hamilton structures of evolutionary Hirota type equations 

given in (2+1)-dimensions. The Langrange function for these type equations is 

constructed by using Helmholtz conditions and Homotopy formula. We show that 

Euler-Langrange equations of this Langrange function have a sypmlectic Monge-

Ampere form. Then, we obtain recursion relations for symmetries and Lax pairs for 

the Langrange equations. Here we start with converting the symmetry condition in a 

skew-factorized form and, immediately, obtain Lax pair and relation for symmetries 

from the symmetry conditions of these forms. In order to construct first Hamiltonian 

structure, we convert Langrange equation in two component form and after that, we 

apply Dirac’s theory of constraints to obtain first Hamiltonian operator, 𝐽0. 

Corresponding Hamiltonian function, 𝐻0, is obtained by applying Legendre 

transformation to degenerate Langrange function. Thus, we construct first 

Hamiltonian structure for two-component evolutionary Hirota type equation. 

Recursion operator in 2 × 2 matris form is derived by using recursion relations for 

symmetries in order to obtain the second Hamiltonian structure. Finally, composing 

the recursion operator with the first Hamiltonian operator, 𝐽0, we obtain the second 
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Hamiltonian operator, 𝐽1, and also corresponding Hamiltonian density. Using 

integrability condition and constraints for the coefficients, we obtain a seven-

parameter family of bi-Hamiltonian systems.  

Keywords: Integrability, Lax pair, recursion operator, bi-Hamiltonian system, Dirac 

constraint theory. 
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                                                                                  1 
GİRİŞ 

1.1 Literatür Özeti                                                                                                          GİRİŞ 1.1  Literatür Özeti  

İntegre edilebilen sistemler, klasik integre edilebilen ve kuantum edilebilen 

sistemler olmak üzere ikiye ayrılır. Bu tez klasik integre edilebilen sistemler 

üzerine yapılmış çalışmaları içerir.  

Bir sistemin integre edilebilir (tamamen çözülebilir) olması durumu fizikte 

birçok alanda kullanılır. Basitçe, dinamik bir sistem çok sayıda korunan nicelik 

taşıyorsa, bu durum sistemin integre edilebilir olduğunu gösterir 

Klasik integre edilebilen sistemlere örnek Hamiltoniyen denklemleri üzerinden 

verilebilir. Dinamik bir sistemi, iki boyutlu faz uzayı üzerinde bir Hamiltoniyen, 

𝑯 verilmiş olsun. Bu sistemin tamamıyla integre edilebilir olması ancak faz uzayı 

üzerinde ek Hamiltoniyen fonksiyonellerinin de var olması ile olur [1]. Buradan 

hareketle, bu tezin içeriğini oluşturan ikili-Hamiltoniyen yapı, ek bir 

Hamiltoniyen fonksiyoneli de içerdiğinden, “ikili-Hamiltoniyen yapılar tamamen 

integre edilebilir” sonucuna varılır. Bir sistemin ikili-Hamiltoniyen olabilmesi 

içinse iki Hamiltoniyen operatörünün teker teker ve toplamda ancak ve ancak 

ters simetrik (skew adjoint) ve Jacobi özdeşliğini sağlıyorlarsa Magri teoremine 

göre ikili-Hamiltoniyen olabilirler yani bir Hamiltoniyen çifti oluşturabilirler  [2].  

İntegre edilebilir denklemlerin tarihi 19‟ncu yüzyıla kadar dayanır; bu yüzyılda 

birçok integre edilebilen denklem keşfedilmiş olmasına rağmen 20‟nci yüzyılın 

neredeyse ilk 70 yılında yeterince bir çalışma olmamıştır. Ancak bu durum 1965 

yılına gelindiğinde, Zabusky ve Kruskal tarafından solitonların bulunmasıyla 

sona ermiştir [1]. Bununla beraber sadece birkaç yıl sonra, 1968‟de Peter Lax 

tarafından Lax çifti bulunmuştur. Lax çifti zamana bağlı diferansiyel denklem 

içerir ve bir operatör veya bir matristen oluşabilir [3]. Bu denklem sayesinde 

integre edilebilen bir denklem olan Korteveg-de Vries denkleminin neden sonsuz 

sayıda korunumlu nicelik içerdiğinin anlaşılması sağlamıştır [4]. 
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Hemen ardından, 1971 yılında, Zakharov ve Faddeev tarafından [1] „„tamamen 

integre edilebilen sistemler‟‟ konsepti ilk kez ortaya atılmıştır. Aynı yıl, Zakharov 

ve Shabat‟ın doğrusal olmayan Shrödinger denkleminin tamamen çözülebilir 

olduğunu ters saçılma teorisini kullanarak ispatlamalarından kısa bir süre sonra 

Ablowitz, Kaup, Newell ve Segur (AKNS grubu) aynı metodu sine-Gordon 

denklemiyle beraber farklı denklemlere uygulamıştır [5]. 

1991‟de ise R. Beals ve D. H. Sattinger ters saçılım metodunu kullanarak evrim 

denklemlerinin tamamen integre edilebilirliği problemi üzerine çalışmışlardır 

[6]. A. N. Leznov ve A. V. Razumov integre edilebilen sistemlerin simetrileri 

konusunu çalıştıkları makaleyi 1993 yılında yayınlamışlardır [7].  

2000‟li yıllarda integre edilebilen sistemlerle ilgili yapılan çalışmaların bazıları 

şunlardır; 2002 yılında G. Sardanashvily, G. Giachetta ve L. Mangiarotti 

tarafından yayınlanan makalede kısmen integre edilebilen Hamiltoniyen sistem, 

tamamen integre edilebilen Hamiltoniyen sisteme indirgenmiştir [8]. 2004 

yılında (1+1)-boyutlu integre edilebilen Hamiltoniyen sistemlerin skaler ve 

vektör potansiyelleri ile ilgili bir çalışma yayınlamıştır [9]. Aynı yıl V. K. 

Chandrasekar, M. Senthilvelan ve M. Lakshmanan doğrusal olmayan sistemlerin 

belli parametrelerde tamamen integre edilebilir olduğunu ispatlamışlardır [10]. 

2006‟da M.V. Pavlov yeni bir Hamiltoniyen formalizmi geliştirdiği makalesini 

yayınlamıştır [11]. 2007‟de ise A. Sergeyev (1+1)-boyutlu koşula bağlı integre 

edilebilen sistemlerin sınıflandırılması ile alakalı bir çalışma yapmıştır [12]. Bu 

yıl içerisinde yapılan bir diğer çalışma ise (2+1)-boyutlu klasik tamamen integre 

edilebilen sistemlerin özel bir sınıfı M. Gadella, J. Negro ve G. P. Pronko ve M. 

Santander [13] tarafından tartışılırken bir diğer yandan V. S. Novikov, A. V. 

Mikhailov ve J. P. Wang [14] integre edilebilir sistemlerin sınıflandırılması 

üzerine çalışmış ve yeni olduğunu iddia ettikleri iki yeni integre edilebilen sistem 

geliştirmişlerdir. 2010 yılında E. V. Ferapantov, A. V. Odesskii ve N. M. Stoilov 

(2+1)-boyutlu integre edilebilen iki bileşenli Hamiltoniyen sistemlerin 

sınıflandırılması üzerine çalışma yayınlamışlardır [15]. 2011‟de M. Marvan ve A. 

Sergyeyev çok boyutlu integre edilebilen dispersiyonsuz sistemlerin yenileme 

operatörlerinin oluşturulmasına yeni bir yaklaşım geliştirmişlerdir [16].  
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Son yıllarda integre edilebilen sistemlerle alakalı yapılan çalışmalardan birkaç 

örnek vermek gerekirse; 2016 yılında yayınlanan bir çalışmada yüksek mertebeli 

integre edilebilen doğrusal olmayan kısmi diferansiyel denklemlerin 

sınıflandırılması yapılmıştır [17]. Sergei Sakovich üç boyutlu ikinci dereceden 

doğrusal olmayan yeni bir dalga denklemini ortaya attığı çalışmasını 2019 

yılında yayınlamıştır [18]. Aynı yıl yapılmış bir başka çalışma ise Linyu Pang‟ ın 

doğrusal olmayan diferansiyel denklemlerin simetri analizi üzerine yayınladığı 

makaledir [19].  2020 yılına bakıldığında, E. V. Ferapontov, M. V. Pavlov, 

Lingling Xue, ikinci dereceden iki boyutlu Langrange fonksiyonuna sahip Euler-

Langrange denklemlerinin integre edilebilirliğini incelemişlerdir [20]. Yine 

2020‟de, T. Kappeler ve P. Topalov‟ un yayınladıkları makalede, Arnold-Liouville 

teoreminin, integre edilebilir doğrusal olmayan kısmi diferansiyel denklemi için 

sonsuz boyutlu versiyonunun olduğunu ispatlamışlardır [21].  

İntegre edilebilen denklemler ile ilgili yapılmış en yeni çalışma olarak ise B. 

Gormley, E. V. Ferapontov, V. S. Novikov‟ un 2021 yılında (2+1)-boyutlu 

Hamiltoniyen denklemlerinin integre edilebilirliğinin sınıflandırılması üzerine 

yayınladıkları makale örnek verilebilir [22]. 

İntegre edilebilen sistemler ile ilgili literatürde sayısız makale üretilmiştir ve 

üretilmeye devam edilmektedir. Ancak Hirota tipi denklemler için aynı durum 

geçerli değildir, bu alanda yapılan çalışmalar oldukça sınırlıdır. 

Hirota tipi integre edilebilen sistemler alanında yapılan çalışmalar çoğunlukla 

kısmi diferansiyel denklemlerin dağılımsız sınırları ile alakalı olmuştur.  Bu 

dağılımsız (dispersiyonsuz) sınırlar, Korteweg-de Vries, Novikov – Veselov, 

Kadomtsev – Petviashvili (KP) ve Benny Moment denklemleri gibi çok boyutlu 

integre edilebilen sistemlerde ortaya çıkar. Ryoga Hirota, Hirota tipi 

denklemlerle alakalı ilk makalesini 1971 yılında yazmıştır. Makale, farklı genliğe 

sahip 𝑵 (rastgele sonlu tamsayı) tane solitonun çoklu çarpışma yaptıkları durum 

için KdV denkleminin kesin çözümünü elde etmiştir [23]. Hirota tipi denklem 

demek aslında bir çözüm metodunu ifade eder. 2007 yılında ise E. V. 

Ferapontov, L. Hadjikos ve K. R. Khusnutdinova tarafından yapılan çalışmada, 
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integre edilebilen, dispersiyonsuz Hirota tipi denklemlerin faz uzayının farklı 

boyutları olduğunu ispatlamışlardır [24]. 

2013 yılına gelindiğinde; E. V. Ferapontov, V. S. Novikov ve I. Roustemoglou‟ 

nun beraber yaptıkları çalışmada kesintili, (2+1)-boyutlu, integre edilebilen 

Hirota tipi denklemler için, farklı bir yaklaşım geliştirerek, bu tür denklemler 

sınıflandırılmıştır [25].  

E. V. Ferapontov, B. Kruglikov ve V. Novikov‟ un 2018 yılında kaleme aldıkları 

makalede, en az (3+1)-boyutlu dispersiyonsuz Hirota tipi denkleminin integre 

edilebilirliğinin, simplektik Monge-Ampere özelliğini gösterdiğini ortaya 

koymuşlardır. Bu çalışmada ayrıca dördüncü boyutta dejenere olmayan integre 

edilebilen Hirota tipi denklem için elde ettikleri tüm sonuçları 

sınıflandırmışlardır [26].  

Son olarak yine 2018 yılında, D. Yazıcı ve M. B. Sheftel tarafından yapılmış bir 

diğer çalışmada ise (3+1)-boyutlu Hirota tipi integre edilebilen denklemlerle 

ilgili olmuştur. Bu çalışmada, (3+1)-boyuttaki, bir Langranjiyeni olan tüm 

evrimsel Hirota tipi denklemlerin, simplektik Monge-Ampere yapısında olduğunu 

göstermişlerdir  [27]. Bu çalışmanın yanı sıra aynı yıl, (2+1)-boyutta evrimsel 

Hirota tipi denklemlerin yedi parametreli integre edilebilen aileleri için yenileme 

operatörlerini, Lax çiftlerini ve ikili-Hamiltoniyen yapılarını inceledikleri 

çalışmalarını da yayınlamışlardır. Buna ek olarak, altı parametreli üçlü 

Hamiltoniyen sistemleri ailesi de bulunmuştur [28]. 

1.2 Tez Çalışmasının Amacı 

Bu tez çalışmasının amacı 𝑢𝑡𝑡 = 𝑓(𝑢1𝑡 , 𝑢2𝑡 , 𝑢11 , 𝑢12 , 𝑢22) formunda verilen (2+1)-

boyutlu Hirota tipi denklemlerin yenileme operatörlerini, Lax çiftini ve ikili-

Hamiltoniyen yapısını inceleyerek integre edilebilir bir sistem olduğunu 

göstermektir. Bu tür evrimsel Hirota tipi (2+1)-boyutlu Euler-Langrange 

denklemlerinin, simplektik Monge-Ampere formunda olduğu gösterilecektir [2]. 

Elde edilen dejenere Langrange fonksiyonunun denklemleri için simetri koşulu 

incelendikten sonra asimetrik-çarpanlar (skew-factorize) formunda yazılarak, 

buradan Lax çifti ve yenileme operatörü (recursion)  elde edilecektir.  Dirac‟ın 

bağ denklemi teorisini uygulayarak, iki bileşenli denklem sisteminin dejenere 
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Lagrange fonksiyonu oluşturulacaktır. Dejenere Lagrange fonksiyonu hızın 

karesine bağlı olmayan sadece hızın birinci mertebe terimlerini içerir. Lagrange 

fonksiyonundan elde edilen bağ denklemlerinden simplektik yapı elde edilerek 

birinci Hamiltoniyen yapıya oluşturulacaktır. Simetri koşulundan bulunan 

yenileme operatörü birinci Hamiltoniyen operatörüne etki ettirilerek ikinci 

Hamiltoniyen yapı elde edilir. Sonuç olarak yedi farklı parametre için ikili-

Hamiltoniyen yapı bulunarak (2+1)-boyutlu evrimsel Hirota tipi denklemin 

Magri teoremine göre integre edilebilir bir sistem olduğu gösterilecektir. 

1.3 Hipotez 

Evrimsel (2+1)-boyutlu Hirota tipi Euler-Langrange denklemlerinin Monge-

Ampere yapısına sahip olduğu gösterilmiştir. Bu tür denklemlerin sonsuz sayıda 

hidrodinamik indirgemelere ve Lax çiftine sahip olası sebebiyle integre edilebilir 

bir sistem olduğu bilinmektedir. Bu çalışmada farklı bir bakış açısı ile sistemin 

farklı parametreler için ikili-Hamiltoniyen sistem olduğu kanıtlamaktır.  
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2 
                                                           GENEL BİLGİLER 

2.1 Çözülebilirlik 

İntegre edilebilen sistemler ya da çözülebilen sistemler doğrusal olmayan 

diferansiyel denklemlerin konusudur. Bu denklemlerin çözülebilir olması, o 

denklemlerden analitik sonuçlara ulaşılabilmesi anlamına gelmekle beraber 

sonsuz sayıda korunumlu niceliğe sahip olduğu bilgisini de verir. Böyle bir genel 

kabulün yanı sıra dinamik bir denklemin yüksek mertebeli simetriye sahip olması 

bir başka tanımlama olabilir. İntegre edilebilen sistemler fizikte matematikte çok 

sayıda alanda karşımıza çıkar. Örnek olarak, akışkanlar dinamiği, kuantum alan 

teorisi, karmaşık analiz, diferansiyel geometri vs. verilebilir [29]. Tamamen 

çözülebilirlik kriterleri şu şekilde sınıflandırılabilir: Lax çifti, hidrodinamik 

indirgeme, AKNS metodu, Painleve testi, ters saçılma teorisi, düz uzay şartı ve 

ikili-Hamiltoniyen yapıdır. Bu çalışmada sadece bir kısmı ele alınacaktır. 

Literatürde klasik integre edilebilen sistemler ve kuantum integre edilebilen 

sistemler olmak üzere iki temel alan vardır ancak bu tez çalışması klasik integre 

edilebilen sistemler alanını kapsamaktadır. (1+1)-boyutlu Korteweg de-Vries 

(KdV) denklemi integre edilebilir sistemlerin temel denklemi kabul edilir ve 

yukarıda tanımlanan bütün yöntemler ile tamamen çözülebilen bir denklem 

olduğu gösterilmiştir. Ters saçılma yöntemi ile analitik çözümü yapılarak soliton 

çözümleri elde edilmiştir. 

2.2 Solitonlar 

Solitonlar, 1834 yılında J. Scott Russell tarafından bir su kanalında gözlenen 

tekli dalgalardır (Şekil 2.1 (c)). Bu dalgalar doğrusal olmayan kısmi diferansiyel 

denklemlerin (dalga denklemi) özel bir çözümüdür. Solitonların hareketi bir 

boyutludur; aldıkları yol boyunca kendi şekilleri ve hızları değişmez, yereldir. Bir 

başka soliton ile çarpışma yaşadıklarında korunurlar yani iki solitonun birbirine 

çarpması sonrasında, tekrar kendi hızlarına ve şekillerine bürünebilirler ancak 

çok küçük bir faz kayması meydana gelebilir. Bu özelliği genellikle parçacıklarda 

(hadron, baryon, proton, elektron gibi “on” eki ile biten tüm parçacıklar) 
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gözlemlendiği için Zabruski ve Kruskal tarafından 1965 yılında, soliton adı 

verilmiştir. 1895 yılında Korteveg de Vries, Russell‟ın bu gözlemini çözmek için 

„seyahat eden dalga teklisini‟ ifade eden dispersiyonsuz (dağılımsız)  KdV 

denklemini geliştirmiştir. KdV denklemi, konumu ve zamanı içeren iki boyutlu 

integre edilebilen bir denklemdir ve 

                                           𝑢𝑡 − 6𝑢𝑢𝑥 + 𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0                                           (2.1) 

denklemi ile verilir. Burada 𝑡 zamana göre kısmi türevi ve 𝑥 dalganın kanal 

boyunca bulunduğu pozisyonun kısmi türevidir. Kanalın genişliği ise önemsizdir. 

Burada 𝑢𝑡 ,  𝑢𝑥  ve 𝑢𝑥𝑥𝑥  terimleri ise, 

                                     𝑢𝑡 =
𝜕𝑢

𝜕𝑡
 ,  𝑢𝑥 =

𝜕𝑢

𝜕𝑥
  ve  𝑢𝑥𝑥𝑥 =

𝜕3𝑢

𝜕𝑥 3
                               (2.2) 

şeklinde kısmi türevlerine karşılık gelirler. 

KdV denklemi içerdiği ikinci teriminden dolayı doğrusal olmama özelliği 

gösterir. Bu yüzden superpozisyon prensibi bu dalga denkleminde geçerli 

değildir. 

Aşağıda solitonların hareketini gösteren şekiller verilmiştir. 

 

Şekil 2.1 (a) Soliton bükülme yapıyor  (b) Soliton dağılma (dispersiyon) yapıyor 

              (c) Soliton dağılma ve bükülme yapmıyor 

KdV denklemini  𝑥‟in bir fonksiyonu olarak  𝑢‟nun bulunması için integrali 

alındığında,  𝑡 zamanı kadar sonra (çok küçük 𝑑𝑡 kadar sonra) denklemin ikinci 

terimi giderse (KdV denklemi doğrusallaşırsa) dalganın grafiğinde dispersiyon 
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(dağılım) meydana gelir (Şekil 2.1 (b)). Dolayısıyla, dalga özelliklerini 

koruyamaz, dalganın yönü sola doğru kayar. Üçüncü terimi silindiği zaman ise 

dalga yerel kalır ancak şekli bozulur, yığılma (bükülme) yapar (Şekil 2.1 (a)) 

[30].     

Bunların dışında solitonların bir başka özelliği, farklı dalga uzunluklarına sahip 

art arda seyahat eden iki soliton anlık olarak birleştikleri zaman dalga uzunluğu 

bakımından daha büyük olan soliton birleşme esnası boyunca boyu kısalması 

daha sonra tekrar kendi şekline geri dönebilmesidir (Şekil 2.2) [31]. 

Solitonlarda dalganın yayılma hızı, dalganın genliği ile doğru orantılı olduğu için 

daha büyük dalgalar görece küçük olanlara kıyasla daha hızlıdır. 

 

Şekil 2.2 Farklı dalga uzunluğuna sahip solitonların birleşmesi ve ayrılması 

Solitonlar, doğada su kanalı gibi sığ sularda görülmesinin yanı sıra optik, akışkan 

mekaniği, atom fiziği ve biyofizik gibi alanlarda görülebilir [32].  

2.3 Ters Saçılım Metodu  

Solitonlar için analitik çözüm ilk defa ters saçılım dönüşümü metoduyla elde 

edilmiştir. Bu metot Gardner, Greene, Kruskal ve Miura tarafından KdV 

denkleminin çözümü olarak geliştirilmiştir (1967). Ancak bu yöntemi alt yapısı 

1950‟li yıllarda Gelfand, Levitan ve Marchenko‟nun 𝑢  potansiyelini bulmak için 

enerji seviyesi, 𝐸, yansıma olasılığı, 𝑅 ve aktarma olasılığı, 𝑇 parametrelerini 
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kullanmalarına dayanır. Çünkü saçılma teorisine göre +∞‟dan gelen bir ışının 

serbest parçacıklarının bir kısmı potansiyeline göre yansıyacak ve bir kısmı da 

iletilecektir. Bu olayın sonucunda çok sayıda ayrık enerji seviyelerinde bağlı 

durumlar meydana gelebilir. Ters saçılım metoduna göre, KdV denkleminin 

başlangıç değeri 𝑢(𝑥, 0), Schrödinger denkleminin 𝑢0(𝑥) potansiyeline eşit 

olduğu varsayıldığından, çözümü de 𝑢(𝑥, 𝑡), bir boyutlu Schrödinger 

denkleminin potansiyeline denktir. Dolayısıyla bu metot saçılım yapmış 

parçacığın potansiyeline karar verir. Bir başka elde edilebilecek sonuç ise saçılan 

parçacığın zaman evrimini basit doğrusal adi diferansiyel denklem olarak 

vermesidir [29].  

2.4 Lax Çifti 

Peter Lax tarafından 1968 yılında doğrusal olmayan (1+1)-boyutlu bir denklem 

olan KdV denkleminin integre edilebilir olup olmadığına karar vermek amacıyla 

kullanılmak üzere formalize edilmiştir ancak her sistemde kullanışlı değildir. 

KdV denkleminin Lax çifti olarak gösterimi  

                     𝐿 = −
𝑑2

𝑑𝑥2 + 𝑢(𝑥, 𝑡)    ve    𝐴 = 4
𝑑3

𝑑𝑥3 − 3(𝑢
𝑑

𝑑𝑥
+

𝑑

𝑑𝑥
𝑢)                  (2.2) 

şeklinde verilen ikinci ve üçüncü dereceden diferansiyel operatörlerden oluşur 

[5]. Böylece KdV denklemini veren Lax denklemi    

                                                     
𝑑

𝑑𝑡
𝐿 = [𝐿, 𝐴]                                                (2.3) 

olur ve 𝐿 ile 𝐴 operatörleri Lax çifti olarak tanımlanır. (2.3) denkleminin sağ 

tarafındaki komütatör  𝐿, 𝐴 = 𝐿𝐴 − 𝐴𝐿 şeklindedir. Genel anlamda 𝐴 doğrusal 

evrim denklemidir. 𝐿, Lax operatörü de Schrödinger operatörüne karşılık 

gelmektedir ve özdeğer problemi 𝐿𝜓 = 𝜆𝜓, 𝑢 potansiyeline ve 𝜆 zamandan 

bağımsız enerji özdeğerine sahip hareket halindeki bir parçacığın zamandan 

bağımsız Schrödinger denklemidir [4].  İkisinin komütasyonu sonucunda Lax 

denklemi, KdV denklemini sağlar. Bu yöntem, KdV denkleminin neden sonsuz 

sayıda korunan büyüklük içerebildiğinin anlaşılmasını sağlamıştır. 
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2.5 Düz Uzay Şartı (Zero Curvature) 

Doğrusal olmayan Schrödinger denkleminin ters saçılım metodu ile 1971‟de 

Zabursky ve Kruskal tarafından çözümü, KdV denkleminin integre edilebilirliği 

test edilirken kullanılan Lax yönteminden gelen Lax denkleminin, düz uzay şartı 

metoduyla doğrusal kısmi diferansiyel denklemler için uyumluluk şartı olarak da 

kullanılmasını sağlamıştır. Düz uzay şartı metodu Lax yönteminin daha genel 

halidir. Doğrusal olmayan Schrödinger denkleminin özdeğer probleminin 

zamana bağlı türevi ve (2.2)‟deki üçüncü dereceden denklem, Lax denklemini 

sağlamalıdır [4]. Birinci dereceden türev içeren doğrusal denklem cinsinden 

yazılarak 

                                                
𝜕𝐹

𝜕𝑥
= 𝑈(𝑥, 𝑡, 𝜆)𝐹                                                

                                                 
𝜕𝐹

𝜕𝑡
= 𝑉(𝑥, 𝑡, 𝜆)𝐹                                              (2.4) 

şeklinde elde edilir. Burada 𝑈 ve 𝑉 kare matristir ve Lax çifti gibi davranır. 𝐹 ise 

sütun vektördür. Matris elemanları ise dinamik değişkenlere bağlıdır. Lax çifti 

kısmında “özdeğer” olarak verilen 𝜆 ise burada spectral parametre adını alır. Düz 

uzay şartı (2.4)‟teki denklemlerin düz uzay şartını yerine getirmeleri tutarlılık 

koşulunu sağlamalarına bağlıdır.  Tutarlılık koşulu  

                                             
𝜕𝑈

𝜕𝑡
−

𝜕𝑉

𝜕𝑥
+  𝑈, 𝑉 = 0                                           (2.5) 

şekilde tanımlanır. Burada  

                                 𝑈 = 𝑈0 + 𝜆𝑈1    ve   𝑉 = 𝑉0 + 𝜆1𝑉1 + 𝜆2𝑉2                      (2.6) 

şeklinde tanımlanır ve içerdikleri spektral parametreler gider ve giden 

terimlerden kalanlar da doğrusal olmayan Schrödinger denklemini verir [33]. 

Tutarlılık koşulu doğrusal olmayan evrim denklemleri tarafından sağlanırsa düz 

uzay şartı geçerlidir. Düz uzay şartının sağlanması sistemin tamamen çözülebilir 

olduğunu gösterir. 

2.6 AKNS 

Zakharov ve Shabat doğrusal olmayan Schrödinger denklemi üzerinde çalışırken 

geliştirdiği metot daha sonra 1974 yılında Mark J.Ablowitz, David J. Kaup, Alan 
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C. Newell ve Harvey Segur tarafından genelleştirilerek çeşitli integre edilebilen 

denklemler için kullanılmıştır [34]. Bu denklemler; 

 KdV, 

                                                  𝑢𝑡 + 6𝑢𝑢𝑥 + 𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0                                    (2.7) 

 mKdV, 

                                                   𝑣𝑡 = 𝑣𝑥𝑥𝑥 + 𝑣2𝑣𝑥                                           (2.8) 

 NSE, 

                                                𝑖
𝜕𝜓

𝜕𝑡
= −

𝜕2𝜓

𝜕𝑥2 + 2𝜅 𝜓 2𝜓                                   (2.9) 

 Sine –Gordon  

                                                     𝑢𝑥𝑡  = sinu                                                (2.10) 

 Sinh-Gordon 

                                                    𝜔𝑥𝑡  = sin𝑕𝜔                                             (2.11) 

ile verilir. Yukarıdaki denklemlerin integre edilebilirliğini test eden farklı yollar 

vardır ancak burada önemli olan şey Sine-Gordon denkleminin AKNS 

metodunda, ters saçılım dönüşümü yoluyla çözülmüş olmasıdır. AKNS metodu 

birinci dereceden bir Lax operatörü,  
𝜕

𝜕𝑥
 kısmi türevi ile kullanılarak doğrusal 

olmayan evrim denklemi uyumluluk şartı olarak elde edebilmiştir. Burada Lax 

operatörü spectral parametrenin fonksiyonudur ve tutarlılık koşulu ya da 

doğrusal olmayan evrim denklemi buna bağlı değildir [34]. Bu formülasyon 

sayesinde çeşitli integre edilebilir modeller için ortak bir çözüm yolu sunar. 

2.7 Lagrange Formülasyonu 

1788‟de, matematikçi Joseph Louis Langrange tarafından ortaya atılan 

Langrange mekaniği, klasik mekanikte önemli bir yere sahiptir. Newton 

Mekaniğine göre, örneğin, düz yolda ilerleyen bir cismin hareketinin 

“durumunu” tanımlamak için yalnızca kartezyen koordinat sistemi kullanılabilir 

ancak aynı cismin hareketi daha “karmaşık” hale geldikçe sistemin hareketini 

tanımlamak için kartezyen koordinatları kullanmak hareket denklemlerinin 
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yazımını zorlaştırabilir. Bu sebeple Langrange, yeni bir yasa değil ancak yeni bir 

çözüm yöntemi olan Langrange yöntemini, Newton Mekaniğini yeniden formüle 

ederek ortaya atmıştır. Herhangi bir cismin hareketi ile ilgili problemlerin 

çözümünde ister Newton Kanunları uygulansın ister Langrange yöntemi, çıkacak 

olan sonuçlar birbirine denk olmalıdır. Langrange mekaniğinde bir hareketin 

eylemini tanımlamak için tek bir denklem yeterlidir; Newton Mekaniği‟nde böyle 

bir durum yoktur. Bununla birlikte Langrange mekaniğinde istenilen koordinat 

sistemi (silindirik, küresel, polar, vs.) „genelleştirilmiş koordinatlar‟ kavramı 

sayesinde seçilebilir ancak Newton mekaniğinde sadece kartezyen koordinat 

sistemi kullanılabilir. Genelleştirilmiş koordinatlar, bir sistemin durumunu 

tamamen belirleyen herhangi bir nicelikler kümesine denir, 𝑞𝑖  şeklinde 

gösterilebilir [35]. Langrange mekaniğine göre herhangi bir fiziksel sistemi 

incelerken bağ koşulları kavramından da bahsetmek gerekir. Mekanik bir 

sistemin hareketi esnasında, sistemin istediği yönde ilerlemesini sınırlayan şeye 

bağ koşulu denir ve sistemin serbestlik derecesini (bağımsız koordinatlarını) 

sınırlandırır; farklı türleri vardır. Bir sistemdeki parçacıkların, koordinatları 

arasındaki ilişkiyi bulabilmek için denklemlerin (koordinatların arasındaki ilişki) 

integralinin alınabilmesi holonom bağ koşuludur [35]. 𝑓 rastgele bir fonksiyonu 

ve 𝑟 koordinat ise holonom bağ koşulu bir parçacığın koordinatına bağlı denklem 

olarak ifade edilebilir ve  

                                              𝑓 𝑟1, 𝑟2, 𝑟3, ⋯ , 𝑡 = 0                                        (2.12) 

şeklinde tanımlanır [36]. Bu durumun tam tersi durum söz konusu ise sistemin 

bağ koşulu holonom olmayan bağ koşuludur, koordinatlar arasındaki bağıntıyı 

ifade eden denklemin integrali alınamaz ve eşitsizlikler meydana gelir. Bunların 

yanı sıra eğer bu bağ koşulları zamana açıkça bağlı değilse sklerenom, eğer bağlı 

ise reonomdur. 

Langrange denklemi için kabaca, mekanik bir sistemin hareketini anlamak için 𝑇 

toplam hareket enerjisinden, V potansiyel enerjinin çıkarılmasıdır denilebilir. 

Genel Langrange formülü sistemin enerjisi hakkında bilgi verir ve  

                                                       𝐿 = 𝑇 − 𝑉                                              (2.13) 



13 
 

şeklinde tanımlanır. Burada 𝑇  kinetik enerji ve 𝑉 potansiyel enerjidir, denklemin 

birimi de enerjidir dolayısıyla Langrange fonksiyonu skaler bir niceliktir. 

Mekanik bir sistemin Langrange fonksiyonu, 

                                                      𝐿(𝑞𝑖 , 𝑞 𝑖 , 𝑡)                                                (2.14) 

şeklinde tanımlanır. Burada 𝑞𝑖 , sistemin genelleştirilmiş koordinatlarıdır ve 𝑡 

zaman değişkenine sahip olduğu için bu sistemin hareketi açıkça zamana 

bağlıdır. Ayrıca 𝑞 =
𝑑𝑞

𝑑𝑡
 sistemin genelleştirilmiş hızını temsil eder. Yerel 

koordinat 𝑞𝑖  ise sistemin konum veya açı değişkeni olmakla beraber 𝑖 indeksi, 

𝑖 = 1,2,3, … , 𝑛 kadardır ve buradaki 𝑛 ise bir dinamik sistemin serbestlik 

derecesini gösterir. 

Açıkça t zamana bağlı olmayan yani enerjisi zamana bağlı olarak değişmeyen 

fiziksel bir sistemin Langrange fonksiyonu  

                                                       𝐿(𝑞𝑖 , 𝑞 𝑖)                                                  (2.15) 

ile gösterilir. 

Belirli bir zaman aralığındaki bir sistemin hareketini eylem integrali (çizgi 

integrali) tanımlar. Hareketin ilerlediği gerçek yol için,  𝐿 = 𝑇 − 𝑉  durağan 

(minimum) değere sahiptir. Bu hareketi tanımlayan eylem integrali 

                                                     𝐼 =  𝐿𝑑𝑡
𝑡2

𝑡1
                                               (2.16) 

ile verilir. Eylem integralinin varyasyonu alındığında Hamilton prensibine ulaşılır 

ve şu şekilde tanımlanabilir: 𝑡1 ve 𝑡2 zaman aralığında, dinamik bir sistemin, bir 

noktadan diğerine giderken konfigürasyon uzayında alabileceği olası tüm yollar 

arasında gerçekte, integral değerinin minimum olduğu yol boyunca ilerler [35]. 

Burada, eylem integralinin varyasyonu 

                                        𝛿𝐼 = 𝛿  𝐿(𝑞𝑖 , 𝑞 𝑖 , 𝑡)𝑑𝑡
𝑡2

𝑡1
= 0                                    (2.17) 

şeklinde minimum olmalıdır. Varyasyonel türev, burada integralin 

ekstremumunu ifade eder ve mekanikte genellikle minumum olur. (2.17) 

denklemi daha açık olarak 
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𝜕𝐿

𝜕𝑞𝑖
𝛿𝑞𝑖 +

𝜕𝐿

𝜕𝑞 𝑖
𝛿𝑞 𝑖 𝑑𝑡 = 0

𝑡2

𝑡1
                                    (2.18) 

elde edilir. Parantezin içindeki ikinci terim şu şekilde de  

                                          𝛿𝑞 𝑖 = 𝛿  
𝑑𝑞𝑖

𝑑𝑡
 =

𝑑

𝑑𝑡
𝛿𝑞𝑖                                           (2.19) 

yazılabilir. Daha sonrasında kısmi integrali alınır ve 𝛿𝑞𝑖 ‟li ifadeler integralin uç 

noktalarında sıfır olur ve 

                                         
𝜕𝐿

𝜕𝑞𝑖
−

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐿

𝜕𝑞𝑖 
 

𝑡2

𝑡1
𝛿𝑞𝑖𝑑𝑡 = 0                                      (2.20) 

sonucuna ulaşılır. İntegral, parantezin içinde sıfır olmalıdır çünkü 𝛿𝑞𝑖 ‟li ifadeler 

bağımsız ve keyfidir. Dolayısıyla, 

                                                  
𝜕𝐿

𝜕𝑞
−

𝑑

𝑑𝑡
 
𝜕𝐿

𝜕𝑞 
 = 0                                           (2.21) 

Euler-Langrange denklemi elde edilmiş olur ve sistemin hareket denklemine 

ulaşılır. Parantez içindeki Langrange fonksiyonunun hıza göre kısmi türevi, 𝑝𝑖  

eşlenik (konjüge) momentumu, 

                                                      𝑝𝑖 =
𝜕𝐿

𝜕𝑞 𝑖
                                                  (2.22) 

ile verilir ve (2.21) Euler-Lagrange denklemi 

                                                       𝑝 =
𝜕𝐿

𝜕𝑞
                                                    (2.23) 

şeklinde faklı bir yazılım şekli elde edilir. 

Hamiltoniyen yapıdaki genelleştirilmiş koordinatlar (𝑞, 𝑝)‟yi Langrange 

mekaniğindeki genelleştirilmiş koordinatlar (𝑞, 𝑞 ) yerine kullanılabilir yani 

değişkenler birbiri cinsinden yazılabilir [29]. Bu değişkenlerin değiştirilmesi 

durumuna fizikte Legendre dönüşümü adı verilir. Herhangi bir fonksiyonun 

değişkenleri için de gerçekleştirilebilir. Legendre dönüşümü sayesinde 

Hamiltoniyen fonksiyonu elde edilebilir.  

2.8 Hamilton Yapı 

Hamilton yapı, klasik integre edilebilen sistemler konusunun temelini oluşturur. 

İrlandalı matematikçi William Rowan Hamilton‟un, Newton denklemlerini 



15 
 

yeniden formüle ederek Hamilton hareket denklemlerini oluşturmuştur. 

Hamilton hareket denklemleri, Hamilton sistemi adı da verilen Hamilton 

formülasyonunu yönetir. Bu yeni formülasyon mekanik bir sistemin belli bir 

zaman aralığındaki durumunun değişimini anlatan evrimsel denklemlerini verir. 

Hamilton, genelleştirilmiş konum 𝑞1, 𝑞2, … , 𝑞𝑛  ve genelleştirilmiş momentum 

𝑝1, 𝑝2, … , 𝑝𝑛  kanonik koordinatlarını ortaya koymuştur. Bu koordinatlar sayesinde 

𝑛 serbestlik derecesine sahip fiziksel bir sistemin 2𝑛 boyutlu 𝑀 faz uzayındaki 

hareketini tanımlamıştır. 𝑞𝑖  ve 𝑝𝑖  ifadelerinden meydana gelen ve dolayısıyla 

tüm parçacıkların hem konumları hem de momentumlarının gösterilebildiği 2𝑛 

boyutlu uzaya Hamilton faz uzayı ya da faz uzayı denir. Hamilton denklemleri 

çevrimsel koordinatları da içerir. Çevrimsel koordinatlar 𝑇 ve 𝑉 ifadelerinde 

açıkça görünmez, bu durumda 𝐻 için çevrimsel koordinat olan şey 𝐿 için de 

geçerli olur [29]. 

Dinamik değişkenlere sahip bir 𝐻 = 𝐻(𝑝, 𝑞, 𝑡) Hamilton olsun. Burada Hamilton 

zamana bağlıdır ve 𝑡 zaman, 𝑝, 𝑞 ise yerel koordinatlardır, 𝑟 𝑝, 𝑞 , sistemin 

yörüngesini verir. Hamilton 𝐻,  birçok dinamik sistemin kinetik enerjisinin 𝑇 ve 

potansiyel enerjisinin, 𝑉, toplamını verir ve en genel haliyle aşağıdaki gibi 

formüle  

                                                    𝐻 = 𝑇 + 𝑉                                                 (2.24) 

edilmiştir. Ancak her zaman doğru değildir. Hamilton fonksiyonunu elde 

edebilmek için ise                                                                                      

                                    𝐻 𝑞, 𝑝, 𝑡 =  𝑞 𝑖𝑝𝑖
𝑛
𝑖=1 − 𝐿(𝑞, 𝑞 , 𝑡) (2.25) 

ile verilen Lejendre dönüşümü kullanılır. Bu denklemin hem sağından hem  

solundan  tam diferansiyeli alınıp (2.22) ve (2.23) denklemleri kullanılarak 

Hamilton kanonik denklemleri 

                                           𝑝 𝑖 = −
𝜕𝐻

𝜕𝑞 𝑖
    ve    𝑞 𝑖 =

𝜕𝐻

𝜕𝑝 𝑖
                                    (2.26) 

şeklinde elde edilir. 
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Zamandan bağımsız Hamilton ise 𝐻 = 𝐻(𝑝, 𝑞) ile gösterilir ve 𝐻 = 𝐸 olur. 

Toplam enerji 𝐸, sistemin Hamiltonuna eşittir yani sistemin hareketi boyunca 

Hamilton 𝐻, korunan bir niceliktir. 

Bu duruma eylem sabiti ya da ilk integral denir ve 

                                          𝐻 𝑝 𝑡 , 𝑞 𝑡 , 𝑡 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡.                                      (2.27)       

şeklinde gösterilir. Burada 𝑝 𝑡  ve 𝑞 𝑡  (2.26)‟daki hareket denklemlerinden elde 

edilen sonuçlardır. 

Hamilton bir sistemin değişkenleri Poisson parantezinin özelliklerini 

göstermelidir. Poisson parantezi, türevlenebilen, yerel olarak doğrusala yakın 

uzayda Poisson yapısını oluşturan parantezlerdir. Poisson parantezi adını Fransız 

matematikçi Simone Denis Poisson‟dan almıştır; bir diğer adı da Lie parantezidir. 

Genel durumda verilmiş bir Hamilton 𝐻 = 𝐻(𝑝, 𝑞, 𝑡) ve herhangi bir 

𝑓 = 𝑓(𝑝, 𝑞, 𝑡) fonksiyonu ile Poisson parantezi: 

                                              
𝑑𝑓

 𝑑𝑡
=

𝜕𝑓

𝜕𝑡
 +   𝑓, 𝐻                                              (2.28) 

şeklindedir ve 𝑓 eğer açıkça zamana bağlı değilse, 

                                                       
𝜕𝑓

𝜕𝑡
= 0                                                    (2.29) 

olur ve denklem  

                                                
𝑑𝑓

𝑑𝑡
=  𝑓,𝐻 = 0                                             (2.30) 

şeklini alır. 

𝑓 𝑝, 𝑞  ve 𝑔(𝑝, 𝑞) iki ayrı fonksiyon olsun. Bu fonksiyonların poisson parantezi,  

                                           𝑓 ,  𝑔 =
𝜕𝑓

𝜕𝑝

𝜕𝑔

𝜕𝑞
−

𝜕𝑓

𝜕𝑞

𝜕𝑔

𝜕𝑝
                                             (2.31) 

şeklinde tanımlanır ve aşağıdaki özellikleri sağlamalıdır:   

 i)Doğrusallık: 

 𝑎𝑓𝑖  +  𝑏𝑔𝑖 , 𝑐𝑓𝑗  +  𝑑𝑔𝑖 = 𝑎𝑐 𝑓𝑖,𝑓𝑗  + 𝑎𝑑 𝑓𝑖,𝑔𝑗  +  𝑏𝑐 𝑔𝑗 , 𝑓𝑖 +  𝑏𝑑 𝑔𝑖 , 𝑔𝑗        (2.32a) 
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ii)Ters-simetri:  

                                               𝑓, 𝑔 = − 𝑔, 𝑓                                              (2.32b) 

iii)Leibniz kuralı: 

                                       𝑓𝑔, 𝑕 =  𝑓, 𝑕 𝑔 + 𝑓 𝑔, 𝑕                                      (2.32c) 

iv)Jacobi özdeşliği: 

                              𝑓,  𝑔, 𝑕  +  𝑕,  𝑓, 𝑔  +  𝑔,  𝑕, 𝑓  = 0                          (2.32d) 

Hamilton yapı, geometrik açıdan incelendiği zaman bir ilk integralin zamana 

açıkça bağlı olmaması durumu 𝑀 faz uzayında bir yüzeyi tanımlar; iki adet 

yüzey olması durumunda ise iki adet bağımsız ilk integrali tanımlar ve bu 

integraller eş boyutta bir yüzeyde kesişirler [29]. Genel olarak yörünge 2𝑛 − 𝑙 

boyutlu bir yüzeyde uzanır ve burada 𝑙 bağımsız ilk integral sayısını verir, 

𝑙 = 2𝑛 − 1 ise yüzeyin bir eğri olduğunu gösterir [29]. 

2.8.1 Simplektik Yapı  

Klasik mekanikte bir cismin bir boyuttaki hareketi Poisson yapılarının özel bir 

durumu olan simplektik yapı ile incelenir [29]. Böyle bir objenin iki boyutlu 

Öklid düzlemindeki kanonik simplektik yapısının genel formu yine yerel 

koordinatları (𝑝, 𝑞) momentum ve konum vektörleri olmak üzere şu şekildedir: 

                                                                𝜔 = 𝑑𝑝 ∧ 𝑑𝑞 (2.33)                                                                                                (1.7) 

𝜔, iki boyutlu simplektik manifold,  𝑀,𝜔 , üzerinde bulunur. 𝑀, düz manifoldu 

analitiktir ve simplektik manifold için çift boyutluluk yani 2𝑛 tane eleman 

içermesi zorunluluktur. Bu formun kanonik simplektik genel hali de, 

                                               𝜔 =  𝑑𝑝𝑖
𝑛
𝑖=1 ∧ 𝑑𝑞𝑖                                     (2.34) 

şeklindedir. 

𝑛 tane serbestlik derecesi olan 2𝑛 tane eleman içeren bir sistemin simplektik 

matris (sütun) notasyonunu ifade etmek için Hamilton kanonik denklemlerini 
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kullanılır. 𝜂 simplektik sütun matrisi olmak üzere 𝜂𝑖 = 𝑞𝑖  ile 𝜂𝑖+1 = 𝑝𝑖  ve 𝑖 ≤ 𝑛 

olmak üzere Hamilton kanonik denklemlerinin yeni hali ise şu şekilde  

                                      
𝜕𝐻

𝜕𝜂
 
𝑖

=
𝜕𝐻

𝜕𝑞𝑖
   ve    

𝜕𝐻

𝜕𝜂
 
𝑖+1

=
𝜕𝐻

𝜕𝑝𝑖
     (2.35) 

ifade edilir. Kanonik denklemlerin genel anlamda simplektik formda ifade 

edilebilmesi için ise 2𝑛 × 2𝑛 matrisine ihtiyacı vardır. Bu matris 𝑛 × 𝑛 sıfırlardan 

ve birim matristen oluşur, 𝐽 ile gösterilir ve 

                                           𝐽 =  
0𝑛×𝑛 1𝑛×𝑛
−1𝑛×𝑛 0𝑛×𝑛

                                            (2.36) 

şeklinde tanımlanır. 2𝑛 tane eleman içeren simplektik sütun matrisinin bir 

elemanının bulunması için Hamilton hareket denklemleri aşağıdaki şekilde, 

                                                       𝜂 = 𝐽
𝜕𝐻

𝜕𝜂
                                                 (2.37)  

yazılabilir. Ya da 

 
𝜂𝑖
𝜂𝑖+1

 =  
𝑞𝑖
𝑝𝑖
      ve      

𝜂 𝑖
𝜂 𝑖+1

 =  
𝑞 𝑖
𝑝 𝑖
  

tanımları kullanılarak (2.37) denklemini daha açık olarak 

                                           
𝑞𝑖 
𝑝𝑖 
 =  

0 1
−1 0

  

𝜕𝐻

𝜕𝑞𝑖
𝜕𝐻

𝜕𝑝𝑖

                                         (2.38) 

şeklinde yazılır. Böylece (2.37) veya (2.38) denklemleri Hamilton kanonik 

denklemlerinin simplektik gösterimini oluşturur. 

Simplektik iki form 𝜔 ters simetrik, dejenere olmayan ve çift doğrusal map 

özelliğine sahiptir. (2.33)‟deki formun diferansiyelinin sıfır olması ise de 𝑑𝜔 = 0 

kapalılık özelliğidir. Eğer 𝜔 kapalılık özelliğine sahipse ve dejenere ise 

simplektiktir denir. Ayrıca birinci Hamilton operatörünün Jacobi özdeşliğini 

sağladığını garantiler. 
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2.9 İkili-Hamiltoniyen Yapı 

Fiziksel bir sistemde, evrimsel denklemler iki farklı Hamiltoniyen yapısına sahip 

olabilir; bu, şu anlama gelir bir Hamiltoniyen çifti oluşturabilirler. Bu denklemler 

𝐽0 ve  𝐽1 Hamiltoniyen operatörlerine ve sırasıyla 𝐻1 ve  𝐻0 Hamiltoniyen 

fonksiyonellerine sahiptirler. 𝑢𝑡 = 𝐹(𝑢, 𝑢𝑥 , … ), evrimsel denklemi için iki adet 

Poisson yapısı vardır. 𝐽0 Hamiltoniyen operatörünün 𝐻1 Hamiltoniyen 

fonksiyoneli ile birlikteliği Hamiltoniyen yapıyı oluşturur aynı şekilde 𝐽1 

Hamiltoniyen operatörü ve 𝐻0 Hamiltoniyen fonksiyoneli ayrı bir Hamiltoniyen 

yapı oluşturur ve bu yapılar Hamiltoniyen çifti oluşturarak, 

                                              
𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 𝐽0𝛿𝐻1 = 𝐽1𝛿𝐻0                                         (2.39) 

şeklinde tanımlanır. Burada 𝛿 Euler türevi ve 𝐽0 ve 𝐽1 sırası ile birinci ve ikinci 

Hamiltoniyen operatörleridir. (2.39) denklem formunda yazılabilen bir evrimsel 

denklem sistemi Magri teoremine göre ikili-Hamiltoniyen yapıdır. Her integre 

edilebilen denklem sistemlerinde olduğu gibi bu Poisson parantezi de korunumlu 

nicelik içerir. Çift Hamiltoniyenli yapı sayesinde ilk integraller oluşturulabilir. 

Hamiltoniyen operatörü 𝐽‟nin dejenere olmadığı durumda ikili-Hamiltoniyen bir 

sistem için 𝑅 yenileme (recursion) operatörü kullanılarak, 𝐻1, 𝐻2, … ,𝐻𝑛−1 tane 

Hamiltoniyen fonksiyoneli üretilebilir. Yenileme operatörünün genel gösterimi  

                                                     𝑅 =  𝐽1 · 𝐽0
−1                                             (2.40) 

şeklindedir. 𝑞 × 𝑞 matrisinin ters simetrik denilen özelliğe sahip olduğu 

durumda, türev operatörleri 𝐽0 ve 𝐽1‟nin tüm doğrusal kombinasyonları 𝑎 ve 𝑏‟nin 

sabit olma koşulu ile 𝑎𝐽0 + 𝑏𝐽1 bir Hamiltoniyen operatörü ve Jacobi özdeşliği 

sağlanıyorsa o halde türev operatörleri  𝐽0 ve 𝐽1 bir Hamiltoniyen çifti 

oluşturabilir dolayısıyla böyle bir sistem (2.39) formunda yazılabilir [2]. 

Bir Hamiltoniyen çifti oluşturabilmiş denklem sisteminin yani ikili-Hamiltoniyen 

yapının, 𝑅 = 𝐽1 · 𝐽0
−1 operatörü, sistemin başlangıç denklemine uygulandığı 

zaman orijinal ikili-Hamiltoniyen sistemden sonsuz sayıda genelleştirilmiş 

simetrisi üretilebilir [2]. Bu genelleştirilmiş simetrinin formülasyonu  

                                     𝐽0𝛿𝐻𝑛 = 𝑅𝑛 𝐽0𝛿𝐻1         𝑛 = 1,2, …                           (2.41) 
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ile verilir. 𝐻𝑛  korunan fonksiyoneldir. Yenileme (recursion) operatörü etki 

ettirilmesi ile çoğaltılabilirler.   

2.10 Dirac Parantezleri 

Paul Dirac tarafından Poisson parantezlerinin genelleştirilmesi ile geliştirilmiştir. 

Klasik mekanikte, bir sistemin Langrangianın elde edilen denklem ile 

Hamiltoniyenden elde edilen denklemin aynı olmaması sebebi ile bağ 

koşullarının bulunduğu bu tarz sistemlerde ortaya çıkabilen tutarsızlıkların 

giderilmesini sağlar [37]. Langrange formalizminden Hamilton formalizmine 

geçişte Dirac‟ın bağ koşulu analizine ihtiyaç duyulabilir. Bunun sebebi Langrange 

denkleminin dejenere olmasıdır. Dejenere Langrange fonksiyonu yalnızca birinci 

mertebeden hız içeren denklemdir. Bu durumda elde edilen Hamiltoniyenden 

türetilen hareket denklemleri Langrange fonksiyonundan türetilenler ile aynı 

olmaz. Yani elde edilen 𝐻 doğru olmadığı gibi Poisson parantezleri de yetersiz 

kalmaktadır. Dirac bu çelişkiyi ortadan kaldırmak için Poisson parantezlerinin 

daha genel hali olan Dirac parantezlerini tanımlamıştır. Bunun için dejenere 

Langrange fonksiyonundan elde edilen momentumlar bağ denklemleri olarak 

yazılarak simplektik yapı elde edilir [38]. Bir sisteme kanonik kuantizasyon 

uygulanmak isteniyorsa Dirac parantezine ihtiyaç duyulur. Ancak Dirac 

parantezinin tanımı verilmeden önce birinci sınıf ve ikinci sınıf bağ koşullarından 

bahsetmek gereklidir.  

ɸ𝑖 , bağ koşulları birinci sınıf ve ikinci sınıf olmak üzere iki türdedir. Birinci sınıf 

bağ koşulu bütün bağ koşullarının Poisson parantezi sıfıra zayıf eşit olduğu 

durumda geçerlidir ve iki birinci sınıf bağ koşulunun Poisson parantezi yine 

birinci sınıftır ve 

                                                    ɸ𝑖 , ɸ𝑖 ≈ 0                                               (2.42) 

şeklindedir. 

İkinci sınıf bağ koşulu ise tüm bağ koşullarından en az bir tanesinin Poisson 

parantezi sıfırdan farklı ise geçerlidir ve aynı birinci sınıf bağ koşulu gibi burada 

da sıfıra olan ya da bir sabite olan eşitlik zayıftır. Yani 
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                                ɸ𝑖 , ɸ𝑖 ≈ 0,  ɸ𝑖 , ɸ𝑗  ≈ 𝑐,  ɸ𝑗 , ɸ𝑗  ≈ 0                         (2.43) 

şeklinde ifade edilir. Burada 𝑐 sabitine zayıf eşit olan ortadaki terim ikinci sınıf 

bağ koşuludur. Burada “≈” zayıf eşit sembolüdür. Bunun anlamı Poisson 

parantezi işlemi yapıldıktan sonra bağ koşulları uygulanır ve sonuç elde edilir. 

Bir sisteminin Langrange fonksiyonundan, Hamiltoniyeni elde edilirken Dirac 

parantezinin ikinci sınıf bağ koşullarının Poisson parantezleri her zaman sıfır 

olmadığı için önemlidir. İkinci sınıf bağ koşulu, Langrange denkleminden elde 

edilen birincil bağ koşulları adı verilen doğrusal denklemlerin Poisson 

parantezidir. Birincil bağ koşulları, Hamiltoniyen formalizmine göre 𝑞 ve 𝑝 

değişkenlerinin birbiri ile  

                                                  ɸ𝑙 𝑞, 𝑝 = 0                                                (2.44) 

şeklinde ilişki içinde olmasına denir. Burada Langrange hareket 

denklemlerindeki momentumun hızdan bağımsız bir değişken olma olasılığı 

vurgulanır.  

Hamiltoniyenin momentum ve konum değişkenleri arasında oluşan yeni 

eşitliklere (bağ koşullarına) ikincil bağ koşulları denir ve bu da yeni tutarlılık 

koşulunu gerektirir. İkincil bağ koşullarının değeri sıfırdır ve  

                                                ɸ𝑙
′ = 0 , ɸ𝑙

′ = 0                                              (2.45) 

şeklinde gösterilir. 

Klasik mekanikte ikinci sınıf bağ koşulları Dirac parantezleri aracılığıyla kuantize 

edilebilirler ancak Poisson parantezi bunu sağlayamaz. Bağ koşullarının Dirac 

parantezi kuantize edildiği için artık birer operatördürler bu yüzden üzerlerinde 

şapka vardır. Kuantize etmek için  𝑖ℏ ile çarpılır ve   

                                           [ɸ 1, ɸ 2]≈ 𝑖
𝑕

2𝜋
𝑐 = 𝑖ℏ𝑐                                         (2.46)  

ile gösterilir. 

Dirac parantezi, faz uzayında bulunan herhangi bir 𝑓, 𝑔 fonksiyonları için şu 

şekilde 
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                               𝑓, 𝑔 𝐷𝑃 =  𝑓, 𝑔 𝑃𝑃 −  𝑓, ɸ𝑖 𝐽𝑖𝑗
−1{ɸ𝑗 , 𝑔}                             (2.47) 

tanımlanır. Eşitliğin solundaki parantezin alt indisinde gösterilen, 𝐷𝑃 Dirac 

parantezinin simgesidir, hemen sağındaki parantezin alt indisi de Poisson 

parantezine göre işlem yapılacağını belirtmektedir. 𝐽𝑖𝑗
−1, simplektik matrisin 

tersidir ve birinci Hamiltoniyen operatörünü verir. Bu formülasyonun nasıl 

kullanıldığı 3. Bölümde ayrıntılı bir şekilde ele alınacaktır. 
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3 

EVRİMSEL (2+1)-BOYUTLU HİROTA TİPİ 
DENKLEMLERİN İKİLİ-HAMİLTONİYEN YAPILARI                 

3.1 Evrimsel Hirota Tipi Langrange Denklemleri ve Simetri Koşulu 

3.1.1 Langrange Denkleminin Elde Edilmesi 

Bu bölümde evrimsel Hirota tipi (2+1)-boyutlu denklemlerin Euler-Langrange 

formunun simplektik Monge-Ampere yapısına sahip olduğu gösterilmiş ve 

Langrange fonksiyonu elde edilmiştir. Bu doğrultuda Hirota tipi başlangıç 

denklemi  

                                 𝐹 = −𝑢𝑡𝑡 + 𝑓 𝑢𝑡1, 𝑢𝑡2, 𝑢11 , 𝑢12 , 𝑢22 = 0                               (3.1) 

şeklindedir. Burada 𝑓 fonksiyonu 𝑢 = 𝑢 𝑡, 𝑧1, 𝑧2 , ve 𝑢‟nun kısmi türevlerinin 

fonksiyonudur. Alt indisler kısmi türevleri gösterir ve 𝑢𝑖𝑗 =
𝜕2𝑢

𝜕𝑧𝑖𝜕𝑧𝑗
 ile 𝑢𝑡𝑖 =

𝜕2𝑢

𝜕𝑡𝜕 𝑧𝑖
 

şeklinde gösterilir.  (3.1) denklemine P. Olver‟in [2] kitabındaki 

                        𝐷𝐹 =  𝐹𝑗 [𝑢]𝐷𝑗𝑗 ,          𝑗 = 𝑢𝑡 , 𝑢1, 𝑢2 , ⋯𝑢1𝑡 , 𝑢2𝑡 , 𝑢𝑡𝑡                      (3.2) 

formülü uygulandığında Frechet türev operatörü   

               𝐷𝐹 = −𝐷𝑡
2 + 𝑓𝑢𝑡1

𝐷𝑡𝐷1 + 𝑓𝑢𝑡2
𝐷𝑡𝐷2 + 𝑓𝑢11

𝐷1
2 + 𝑓𝑢12

𝐷1𝐷2 + 𝑓𝑢22
𝐷2

2        (3.3) 

şeklinde elde edilir. Burada 𝐷𝑖 ≡ 𝐷𝑧𝑖 , 𝐷𝑡  toplam türev operatörleridir. Formülün 

kendine eşlenik (self-adjoint) formu 

                                              𝐷𝐹
∗ =   −𝐷 𝑗

𝜕𝐹

𝜕𝑢 𝑗
𝑗                                               (3.4) 

kullanılarak da eşlenik Frechet türev operatörü  

                 𝐷𝐹
∗ = −𝐷𝑡

2 + 𝐷𝑡𝐷1𝑓𝑢𝑡1
+ 𝐷𝑡𝐷2𝑓𝑢𝑡2

+ 𝐷1
2𝑓𝑢11

+ 𝐷1𝐷2𝑓𝑢12
+ 𝐷2

2𝑓𝑢22
        (3.5) 

şeklinde elde edilir. Helmholtz koşullarına göre (3.1)‟in Frechet türevi kendine 

eş (self adjoint), 𝐷𝐹
∗ = 𝐷𝐹  özelliği gösterirse bir varyasyon problemi için Euler-

Langrange denklemidir. Bu durumda 𝐷𝐹
∗ = 𝐷𝐹 eşitliği  

−𝐷𝑡
2 + 𝐷𝑡𝐷1𝑓𝑢𝑡1

+ 𝐷𝑡𝐷2𝑓𝑢𝑡2
+ 𝐷1

2𝑓𝑢11
+𝐷1𝐷2𝑓𝑢12

+ 𝐷2
2𝑓𝑢22

= −𝐷𝑡
2 + 𝑓𝑢𝑡1

𝐷𝑡𝐷1                                

+𝑓𝑢𝑡2
𝐷𝑡𝐷2 + 𝑓𝑢11

𝐷1
2 + 𝑓𝑢12

𝐷1𝐷2 + 𝑓𝑢22
𝐷2

2                                                               (3.6) 
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şeklinde olur. (3.6) denkleminin sol tarafındaki terimlerin türev işlemleri 

yapılarak 

       −𝐷𝑡
2 +𝐷𝑡𝐷1  𝑓𝑢1𝑡

 +𝐷1  𝑓𝑢1𝑡
 𝐷𝑡 +𝐷𝑡  𝑓𝑢1𝑡

 𝐷1 + 𝑓𝑢1𝑡
𝐷1𝐷𝑡 

+𝐷𝑡𝐷2 𝑓𝑢2𝑡
 + 𝐷2 𝑓𝑢2𝑡

 𝐷𝑡 + 𝐷𝑡 𝑓𝑢2𝑡
 𝐷2 + 𝑓𝑢2𝑡

𝐷2𝐷𝑡          

                        +𝐷1𝐷1 𝑓𝑢11
 + 𝐷1 𝑓𝑢11

 𝐷1 + 𝐷1 𝑓𝑢11
 𝐷1 + 𝑓𝑢11

𝐷1𝐷1                (3.7) 

+𝐷2𝐷2 𝑓𝑢22
 + 𝐷2 𝑓𝑢22

 𝐷2 + 𝐷2 𝑓𝑢22
 𝐷2 + 𝑓𝑢22

𝐷2𝐷2 

+𝐷1𝐷2 𝑓𝑢12
 + 𝐷2 𝑓𝑢12

 𝐷1 + 𝐷1 𝑓𝑢12
 𝐷2 + 𝑓𝑢12

𝐷2𝐷1 

= −𝐷𝑡
2 + 𝑓𝑢1𝑡𝐷𝑡𝐷1 + 𝑓𝑢2𝑡𝐷𝑡𝐷2 + 𝑓𝑢11𝐷1

2 + 𝑓𝑢12𝐷1𝐷2 + 𝑓𝑢22𝐷2
2 

bulunur. Eşitliliğin sağ tarafındaki bütün terimler soldaki terimlerle sadeleşir. 

Geriye kalan terimlerin toplamı sıfır olduğundan denklemin sağlanabilmesi için 

𝐷𝑡 , 𝐷1 ve 𝐷2 ‟nin katsayılarının ayrı ayrı sıfıra eşit olması gerekir ve                                           

                                         𝐷1 𝑓𝑢1𝑡
 + 𝐷2 𝑓𝑢2𝑡

 = 0                                                  (3.8) 

                                     𝐷𝑡 𝑓𝑢1𝑡
 + 2𝐷1 𝑓𝑢11

 + 𝐷2 𝑓𝑢12
 = 0                                 (3.9)  

                                        𝐷𝑡 𝑓𝑢2𝑡
 + 2𝐷2 𝑓𝑢22

 + 𝐷1 𝑓𝑢12
 = 0                              (3.10)                                                                                                                                                                                                                                                                                  

𝐷𝑡𝐷1 𝑓𝑢𝑡1
 + 𝐷2𝐷𝑡 𝑓𝑢2𝑡

 + 𝐷1
2 𝑓𝑢11

 + 𝐷1𝐷2 𝑓𝑢12
 + 𝐷2

2 𝑓𝑢22
 = 0 (3.11) 

ile verilen dört denklem elde edilir. Burada 𝑓‟yi çözmek için  (3.8) ile başlanır. 

(3.8) denkleminde 𝑓 = 𝑓 𝑢𝑡1, 𝑢𝑡2, 𝑢11 , 𝑢12 , 𝑢22  olmak üzere 

𝑓𝑢1𝑡𝑢1𝑡
𝑢11𝑡 + 𝑓𝑢1𝑡𝑢2𝑡

𝑢12𝑡 + 𝑓𝑢1𝑡𝑢11
𝑢111 + 𝑓𝑢1𝑡𝑢12

𝑢112 + 𝑓𝑢1𝑡𝑢22
𝑢122 + 𝑓𝑢2𝑡𝑢2𝑡

𝑢22𝑡 +                                           

 𝑓𝑢2𝑡𝑢1𝑡
𝑢12𝑡 + 𝑓𝑢2𝑡𝑢11

𝑢112 + 𝑓𝑢2𝑡𝑢12
𝑢122 + 𝑓𝑢2𝑡𝑢22

𝑢222 = 0                                   (3.12) 

bulunur. Denklemin sağlanması için her üçlü türevli terimlerin katsayısı sıfır 

olmalıdır ve  

i. 𝑓𝑢1𝑡𝑢1𝑡
= 0 

ii. 2𝑓𝑢1𝑡𝑢𝑡2
= 0 

iii. 𝑓𝑢𝑡1𝑢11
= 0 

iv. 𝑓𝑢1𝑡𝑢12
+ 𝑓𝑢2𝑡𝑢11

= 0                               

v. 𝑓𝑢1𝑡𝑢22
+ 𝑓𝑢2𝑡𝑢12

= 0 
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vi. 𝑓𝑢2𝑡𝑢𝑡2
= 0 

vii. 𝑓𝑢2𝑡𝑢22
= 0 

denklem sistemi elde edilir.  Yukarıdaki denklem sisteminden 𝑓’yi çözmek için 

                                                 𝑓 = 𝑎𝑢1𝑡 + 𝑏𝑢2𝑡 + 𝑐                                     (3.13) 

şeklinde bir çözüm önerilmiş olsun. Burada 𝑎 = 𝑎(𝑢11 , 𝑢12 , 𝑢22), 

𝑏 = 𝑏(𝑢11 , 𝑢12 , 𝑢22) ve 𝑐 = 𝑐(𝑢11 , 𝑢12 , 𝑢22) şeklinde tanımlanan fonksiyonlardır. 

Amaç 𝑎, 𝑏 ve 𝑐‟ yi bularak 𝑓  fonksiyonun elde etmektir. 

Önce 𝑓 (3.8) denkleminde yazılarak 𝑓𝑢1𝑡
= 𝑎 ve 𝑓𝑢2𝑡

= 𝑏 elde edilir. Dolayısıyla 

(iii) denkleminden 

                               𝑓𝑢1𝑡𝑢11
= 𝑎𝑢11

= 0 ⟹ 𝑎 = 𝑎(𝑢12 , 𝑢22)                             (3.14)       

ve (vii) denkleminden 

                               𝑓𝑢2𝑡𝑢22
= 𝑏𝑢22

= 0 ⟹ 𝑏 = 𝑏(𝑢12 , 𝑢11)                             (3.15) 

bulunur. 𝑎 ve 𝑏‟ nin bulanan değerleri ile birlikte (iv) ve (v) denklemlerinden 

𝑎 ve 𝑏 yeni fonksiyonlar 𝑔, 𝑕, 𝐾 ve 𝑙‟ye bağlı olarak  

𝑏 𝑢11 , 𝑢12 = 𝑔 𝑢12 𝑢11 + 𝑕 𝑢12   

                                     𝑎 𝑢12 , 𝑢22 = 𝐾 𝑢12 𝑢22 + 𝑙 𝑢12                              (3.16) 

şeklini alır.  Burada (3.16)‟deki denklemlerin aşağıdaki gibi kısmi türevleri 

alındığında 

𝑎𝑢12
+ 𝑏𝑢11

= 𝐾′ 𝑢12 𝑢22 + 𝑙′ 𝑢12 + 𝑔 𝑢12 = 0                                     

                          𝑎𝑢22
+ 𝑏𝑢12

= 𝑔′ 𝑢12 𝑢11 + 𝑕′ 𝑢12 + 𝐾 𝑢12 = 0                (3.17) 

bulunur. Buradan 𝐾 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡, 𝑙 = −𝑔𝑢12 + 𝑐6 ve  𝑕 = −𝐾𝑢12 + 𝑐5 bulunur.   

Böylece 𝑎 ve 𝑏; 

                               𝑎 = 𝐾𝑢22 − 𝑔𝑢12 + 𝑐6 ve 𝑏 = 𝑔𝑢11 − 𝐾𝑢12 + 𝑐5                (3.18) 

şeklinde elde edilir. Bu değerler (3.13)‟te yerine yazılırsa 

𝑓 =  𝐾𝑢22 − 𝑔𝑢12 𝑢1𝑡 +  𝑔𝑢11 − 𝐾𝑢12 𝑢2𝑡 + 𝑐 𝑢11 , 𝑢12 , 𝑢22 + 𝑐5𝑢2𝑡 + 𝑐6𝑢1𝑡(3.19) 

şeklinde olur. Burada 𝐾, 𝑔, 𝑐5ve 𝑐6 sabittir. (3.19) denklemi sırasıyla (3.9) ve 

(3.10) da yerine yazılırsa 𝑐 için 
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      2 𝑐𝑢11𝑢11
𝑢111 + 𝑐𝑢11𝑢12

𝑢112 + 𝑐𝑢11𝑢22
𝑢122 + 𝑐𝑢12𝑢11

𝑢112 + 𝑐𝑢12𝑢12
𝑢122 +                                                                                              

        𝑐𝑢12𝑢22
𝑢222 = 0                                                                                     (3.20) 

denklemi elde edilir. Yukarıda yapılan çözüme benzer olarak 

i. 𝑐𝑢11𝑢11
= 0 

ii. 𝑐𝑢11𝑢12
= 0 

iii. 2𝑐𝑢11𝑢22
+ 𝑐𝑢12𝑢12

= 0 

iv. 𝑐𝑢12𝑢22
= 0 

denklemleri elde edilir. (i) denklemi yardımı ile 

                                        𝑐 = 𝑕 𝑢12 , 𝑢22 𝑢11 + 𝑙 𝑢12 , 𝑢22                              (3.21) 

şeklinde yazılabilir. Burada 𝑕 ve 𝑙 fonksiyonları tüm değişkenleri ayrı ayrı bir 

fonksiyona bağlı olarak ifade edilirse 

                            𝑐 =  𝑝 𝑢12 + 𝑞 𝑢22  𝑢11 + 𝑟 𝑢12 + 𝑠 𝑢22                       (3.22)        

şeklinde yazılabilir. (3.22) denklemi (ii) ve (iii) denklemlerinde yazılarak  

                  𝑐 = 𝑢11 𝑃 − 𝑐1𝑢22 + 𝑐3 + 𝑐1𝑢12
2 + 𝑐2𝑢12 + 𝑐0 + 𝑠 𝑢22                 (3.23) 

sonucu bulunur. Burada, 𝑃, 𝑐1, 𝑐2 ve 𝑐0 rastgele sabitlerdir, daha sonra bu 

ifadeler düzenlenecektir. Son olarak (3.23) denklemi ile (3.10) denklemi 

kullanılırsa 

                       𝑐 = 𝑢11 𝑃 − 𝑐1𝑢22 + 𝑐1𝑢12
2 + 𝑐2𝑢12 + 𝑐4𝑢22 + 𝑐0                   (3.24) 

bulunur. Böylece 𝑓 = 𝑎𝑢1𝑡 + 𝑏𝑢2𝑡 + 𝑐 şeklinde verilen 𝑓 fonksiyonunda 

bilinmeyen 𝑎, 𝑏 ve 𝑐 bulunmuş oldu. 𝑎, 𝑏 ve 𝑐 𝑓‟te yerine yazıldıktan sonra (3.1) 

denklemi                    

          𝑢𝑡𝑡 = 𝑐1 𝑢1𝑡𝑢12 − 𝑢2𝑡𝑢11 + 𝑐2 𝑢1𝑡𝑢22 − 𝑢2𝑡𝑢12 + 𝑐3 𝑢11𝑢22 − 𝑢12
2   

                     + 𝑐4𝑢1𝑡 + 𝑐5𝑢2𝑡 + 𝑐6𝑢11 + 𝑐7𝑢12 + 𝑐8𝑢22 + 𝑐9                           (3.25) 

şeklini alır. 𝑓‟nin bu çözümü ile  (3.1) evrimsel Hirota denklemi, (3.25) 

simplektik Monge-Ampere formunu veren Lagrange fonksiyonu bulmaya olanak 

sağlar. 

(3.25) denklemi için Lagrange fonksiyonu Homotopi formülünü, 𝐹 = −𝑢𝑡𝑡 + 𝑓 

denklemine uygulayarak elde edilir [2],                                                       
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                                            𝐿 𝑢 =  𝑢
1

0
∙ 𝐹 𝜆𝑢 𝑑𝜆                                        (3.26) 

uygulandığında, 

𝐿 𝑢 =  𝑢
1

0

∙ [𝑐1 𝜆
2𝑢1𝑡𝑢12 − 𝜆

2𝑢2𝑡𝑢11 + 𝑐2 𝜆
2𝑢1𝑡𝑢22 − 𝜆

2𝑢2𝑡𝑢12 + 𝑐3(𝜆2𝑢11𝑢22 

         −𝜆2𝑢12
2 + 𝑐4𝜆𝑢1𝑡 + 𝑐5𝜆𝑢2𝑡 + 𝑐6𝜆𝑢11 + 𝑐7𝜆𝑢12 + 𝑐8𝜆𝑢22 + 𝑐9 − 𝜆𝑢𝑡𝑡 ]𝑑𝜆 (3.27) 

elde edilir ve kolaylıkla sistemin Langrange fonksiyonu 

𝐿 = −
1

2
𝑢𝑢𝑡𝑡 +

𝑢

3
 𝑐1 𝑢1𝑡𝑢12 − 𝑢2𝑡𝑢11 + 𝑐2 𝑢1𝑡𝑢22 − 𝑢2𝑡𝑢12 + 𝑐3 𝑢11𝑢22 − 𝑢12

2                                                                         

       +
𝑢

2
 𝑐4𝑢1𝑡 + 𝑐5𝑢2𝑡 + 𝑐6𝑢11 + 𝑐7𝑢12 + 𝑐8𝑢22 + 𝑐9𝑢                                  (3.28) 

şeklinde olur.  

3.1.2 Simetri Koşulunun İncelenmesi 

Simetri koşulu diferansiyel uyumluluk (compatible) koşuludur. Elde edilen 

(3.25) denkleminin simetri koşulunun incelenmesi gereklidir. Bu sebeple 

öncelikle  𝑐 = (𝑐1, 𝑐2) vektörü yönünde bir türev operatörü  

                                                ∇𝑐= 𝑐1𝐷1 + 𝑐2𝐷2                                           (3.29) 

şeklinde tanımlanarak (3.25) denklemi daha sade biçimde yazılarak.  

          𝑢𝑡𝑡 = 𝑢1𝑡∇𝑐 𝑢2 − 𝑢2𝑡∇𝑐 𝑢1 + 𝑐3 𝑢11𝑢22 − 𝑢12 + 𝑐4𝑢1𝑡 + 𝑐5𝑢2𝑡 + 𝑐6𝑢11                                                                                                              

                   +𝑐7𝑢12 + 𝑐8𝑢22                                                                          (3.30) 

şeklini alır. Simetri koşulunu elde etmek için (3.31) denkleminin 𝑢 

değişkenlerinin, grup parametresi  𝜏‟ya göre türevi alınarak ve Lie denklemi 

𝑢𝜏 = 𝜑 kullanılarak simetri koşulu, 

𝜑𝑡𝑡 = ∇𝑐 𝑢2 𝜑1𝑡 + 𝑢1𝑡∇𝑐 𝜑2 − ∇𝑐 𝑢1 𝜑2𝑡 − 𝑢2𝑡∇𝑐 𝜑1 + 𝑐3(𝑢22𝜑11 + 𝑢11𝜑22 

              −2𝑢12𝜑12)+𝑐4𝜑1𝑡 + 𝑐5𝜑2𝑡 + 𝑐6𝜑11 + 𝑐7𝜑12 + 𝑐8𝜑22                       (3.31)   

şeklinde bulunur. Yapılacak hesaplamalarda karmaşıklığı azaltmak için bu 

denklem 𝐿𝑖𝑗 (𝑘) = 𝑢𝑗𝑘𝐷𝑖 − 𝑢𝑖𝑘𝐷𝑗 = −𝐿𝑗𝑖 (𝑘) kuralına göre tanımlanan diferansiyel 

operatörler cinsinden yazmak uygun olacaktır. Buna göre 

𝐿12(1) = 𝑢12𝐷1 − 𝑢11𝐷2, 
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                                              𝐿12(2) = 𝑢22𝐷1 − 𝑢12𝐷2,                                   (3.32)   

                                              𝐿12(𝑡) = 𝑢2𝑡𝐷1 − 𝑢1𝑡𝐷2  

operatörleri elde edilir ve (3.31) denklemi 

{𝑐1 𝐷𝑡𝐿12 1 − 𝐷1𝐿12 𝑡  + 𝑐2 𝐷𝑡𝐿12 2 − 𝐷2𝐿12 𝑡  + 𝑐3 𝐷1𝐿12 2 − 𝐷2𝐿12 1  − 𝐷𝑡
2 +                                           

                      𝑐4𝐷1𝐷𝑡 + 𝑐5𝐷2𝐷𝑡 + 𝑐6𝐷1
2 + 𝑐7𝐷1𝐷2 + 𝑐8𝐷2

2}𝜑 = 0                    (3.33)  

şeklini alır. Böylece Langrange denklemleri için simetri koşulu elde edilmiş olur. 

Bu denklem ileride yenileme operatörünü elde etmek için kullanılacaktır.     

3.2 Yenileme İlişkileri ve Lax Çifti 

Bu kısımda bir öncekinde elde edilmiş simetri koşulu, integre edilebilirlik koşulu 

ile asimetrik-çarpanlar (skew factorized) denilen forma dönüştürülecektir ve 

simetriler için yenileme ilişkileri ve Lax çifti bu yeni formdaki simetri koşulundan 

çıkarılacaktır. İntegre edilebilirlik koşulu, E. V. Ferapantov [24] tarafından 

simplektik Monge-Ampere denklemi için oluşturulmuştur. Bu denklem 

∈ 𝑑𝑒𝑡  

𝑢11 𝑢12 𝑢13

𝑢12 𝑢22 𝑢23

𝑢12 𝑢23 𝑢33

 +𝑕1 𝑢22𝑢33 − 𝑢23
2  + 𝑕2 𝑢11𝑢33 − 𝑢13

2  + 𝑕3 𝑢11𝑢22 − 𝑢12
2    

+𝑔1 𝑢11𝑢23 − 𝑢12𝑢13 + 𝑔2(𝑢22𝑢13 − 𝑢12𝑢23) + 𝑔3(𝑢33𝑢12 − 𝑢13𝑢23) +𝑠1𝑢11+ 

+𝑠2𝑢22+𝑠3𝑢33+𝜏1𝑢23+𝜏2𝑢13+𝜏3𝑢12 + 𝑣 = 0                                                       (3.34) 

şeklindedir. İntegre edilebilirlik burada yukarıdaki denklemin sonsuz sayıda 

hidrodinamik indirgenme içerdiğini gösterir [39]. Bizim ilgilendiğimiz evrimsel 

(3.25) denklemi için katsayılar (3.34) denkleminden 

𝑕1 = 𝑕2 = 𝑕3 = 𝑔3 = 0,   𝑔1 = −𝑐1,    𝑐2 = 𝑔2,     𝑠1 = 𝑐6,     𝑠2 = 𝑐8,     𝑠3 = −1,  

𝜏1 = 𝑐5,     𝜏2 = 𝑐5,     𝜏3 = 𝑐7,     𝑐9 = 𝑣.                                                       (3.35) 

şeklinde elde edilir. Ayrıca integre edilebilirlik koşulu referans [24]‟ün (22) 

numaralı denkleminde (3.34) denklemi için 

𝑕1
2𝑠1

2 + 𝑕2
2𝑠2

2 + 𝑕3
2𝑠3

2 + 𝑔1
2𝑠2𝑠3 + 𝑔2

2𝑠1𝑠2 + 𝑔3
2𝑠1𝑠2 − 2(𝑕1𝑕2𝑠1𝑠2 + 𝑕1𝑕3𝑠1𝑠2 

           +𝑕2𝑕3𝑠2𝑠3) + 4𝜖𝑠1𝑠2𝑠3 + 4𝑣𝑕1𝑕2𝑕3 + 𝜖𝜏1𝜏2𝜏3 − 𝑣𝑔1𝑔2𝑔3 − 𝜖
2𝑣2 

 −𝑣 𝑔1
2𝑕1 + 𝑔2

2𝑕2 + 𝑔3
2𝑕3 −  𝑔1𝜏1 + 𝑔2𝜏2 + 𝑔3𝜏3 + 2𝜖𝑣  𝑕1𝑠1 + 𝑕2𝑠2 + 𝑕3𝑠3 − 𝜖𝑣  



29 
 

          +2(𝑔1𝑕1𝑠1𝜏1 + 𝑔2𝑕2𝑠2𝜏2 + 𝑔3𝑕3𝑠3𝜏3) + 𝜏1
2𝑕2𝑕3 + 𝜏2

2𝑕1𝑕3 + 𝜏3
2𝑕1𝑕2 

              +𝜖(𝜏1
2𝑠1 + 𝜏2

2𝑠2 + 𝜏3
2𝑠3)+ 𝑠1𝜏1𝑔2𝑔3 + 𝑠2𝜏2𝑔1𝑔3 + 𝑠3𝜏3𝑔1𝑔2 

                           − 𝑔1𝑕1𝜏2𝜏3 + 𝑔2𝑕2𝜏1𝜏3 + 𝑔3𝑕3𝜏1𝜏2 = 0                            (3.36) 

şeklinde verilmiştir. (3.25) denklemi için yukarıdaki integre edilebilirlik koşulu 

                           𝑐2 𝑐1𝑐7 − 𝑐2𝑐6 + 𝑐3𝑐4 = 𝑐1 𝑐1𝑐8 + 𝑐3𝑐5 − 𝑐3
2                     (3.37) 

şeklinde olur. (3.37) eşitliğini sağlayan (3.25) formundaki herhangi bir denklem 

integre edilebilir olduğu denklemin bir Lax çifti elde edilerek de gösterilebilir. Bu 

durum parametrelerin farklı durumları için ele alınacaktır. 

3.2.1 Genel Durum: 𝒄𝟏 ∙ 𝒄𝟐 ∙ 𝒄𝟑 ≠ 𝟎 

(3.37) integre edilebilirlik koşulu için 𝑐1 ∙ 𝑐2 ∙ 𝑐3 ≠ 0 durumu ele alınacaktır. 

(3.25) formundaki integre edilebilen denklemlerin simetri koşulunun doğrusal 

operatörü “asimetrik-çarpan”  adı verilen formda  

                                              𝐴1𝐵2 − 𝐴2𝐵1 𝜑 = 0                                        (3.38) 

şeklinde yazılabilir. Eğer iki boyutlu vektör operatörler 𝑅  =  𝐴1, 𝐴2  ve 𝑆 =

 𝐵1, 𝐵2  şeklinde tanımlanırsa (3.38) denkleminde  asimetrik-çarpanlar formu 

                                                   𝑅  × 𝑆  𝜑 = 0                                              (3.39) 

ile verilen dış çarpım şekline dönüşür. Burada  𝐴𝑖  ve 𝐵𝑖  diferansiyel operatörleri 

aşağıdaki gibi tanımlanır: 

                  𝐴1 = 𝑐1𝐷𝑡 − 𝑐3𝐷2    ;     𝐴2 = −𝑐2𝐷𝑡 − 𝑐3𝐷1                          

                 𝐵1 = 𝑐1 𝑐3𝐿12(2) − 𝑐1𝐿12(𝑡) + 𝑐1𝑐6𝐷1 + (𝑐1𝑐7 − 𝑐2𝑐6 + 𝑐3𝑐4)𝐷2     (3.40) 

𝐵2 = 𝑐1 𝑐3𝐿12(1) − 𝑐2𝐿12(𝑡) − 𝑐1𝑐8𝐷2 − 𝑐3𝐷𝑡 + (𝑐2𝑐6 − 𝑐3𝑐4)𝐷1 

ve (3.40) operatörleri  

                  𝐴1 , 𝐴2 = 0,         𝐴1, 𝐵2 −  𝐴2, 𝐵1 = 0,          𝐵1 , 𝐵2 = 0             (3.41) 

komütasyon ilişkilerini sağlamalıdır. Öncelikle 𝐴1 ve 𝐴2 operatörlerinin 

komütasyon ilişkisini sağlandığını gösterelim: 

                                                     𝐴1, 𝐴2 = 0.                                              (3.42) 

Operatörler açıkça parantez içine yazıldığında 
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{𝑐1𝐷𝑡 − 𝑐3𝐷2 , −𝑐2𝐷𝑡 − 𝑐3𝐷1} = 0 

şeklinde olmalıdır ve 

      𝑐1𝐷𝑡 , −𝑐2𝐷𝑡 +  𝑐1𝐷𝑡 , −𝑐3𝐷1 +  −𝑐3𝐷2, −𝑐2𝐷𝑡 + {−𝑐3𝐷2, 𝑐3𝐷1} = 0       (3.43) 

şeklinde olur ve kolaylıkla  𝐴1, 𝐴2 = 0 ilişkisi sağlanır. (3.41)‟de ortadaki 

operatörler için komütasyan ilişkisi 

                                             𝐴1 , 𝐵2 −  𝐴2 , 𝐵1 = 0                                       (3.44)          

şeklindedir. Poisson parantezi içindeki terimler açıkça yazıldığında 

 𝑐1𝐷𝑡 , 𝑐1 𝑐3𝐿12 1 + 𝑐2𝐿12 𝑡   + {𝑐1𝐷𝑡 ,  𝑐3𝑐4 − 𝑐2𝑐6 𝐷1} 

             + 𝑐1𝐷𝑡 , −𝑐1𝑐8𝐷2 +  𝑐1𝐷𝑡 , −𝑐3𝐷𝑡 + {𝑐3𝐷2, 𝑐1 𝑐3𝐿12 1 + 𝑐2𝐿12 𝑡  }    (3.45) 

+ 𝑐3𝐷2,  𝑐3𝑐4 − 𝑐2𝑐4 𝐷1 +  −𝑐3𝐷2, −𝑐1𝑐8𝐷2 + {−𝑐3𝐷2, −𝑐3𝐷𝑡} = 0 

şeklinde olur. (3.32)‟den gelen terimler de yerine yazılarak gerekli işlemler 

yapıldığında kalan terimler 

𝑐1
2𝑐3{− 𝑢12𝑡𝐷1 − 𝑢1𝑡𝑡𝐷2 +  𝑢122𝐷1 − 𝑢112𝐷2 +  𝑢12𝑡𝐷1 − 𝑢11𝑡𝐷2  

       − 𝑢122𝐷1 − 𝑢112𝐷2 } + 𝑐1𝑐2𝑐3{ 𝑢22𝑡𝐷1 − 𝑢12𝑡𝐷2
2 −  𝑢22𝑡𝐷1 − 𝑢12𝑡𝐷2

2 } 

                        +𝑐2𝑐1
2{ 𝑢2𝑡𝑡𝐷1 − 𝑢1𝑡𝑡𝐷2 −  𝑢2𝑡𝑡𝐷1 − 𝑢1𝑡𝑡𝐷2 } = 0                (3.46) 

şeklinde olmalıdır. Burada kalan üçlü türevler birbirini götürerek sıfır olur ve 

(3.44) sağlanır. Son komütasyon ilişkisi 

                                                     𝐵1, 𝐵2 = 0                                               (3.47) 

şeklindedir. 𝐵1 ve 𝐵2 operatörleri (3.40)‟tan yerine yazılıp komütasyon ilişkisi 

alınırsa 

{𝑐1(𝑐3𝐿12 2 − 𝑐1𝐿12 𝑡 ) + 𝑐1𝑐6𝐷1 +𝑀𝐷2}{𝑐1(𝑐3𝐿12 1 + 𝑐2𝐿12 𝑡 ) + 𝑁𝐷1 + 𝑐1𝑐8𝐷2 

−𝑐3𝐷𝑡} − {𝑐1(𝑐3𝐿12 1 + 𝑐2𝐿12 𝑡 ) + 𝑁𝐷1 − 𝑐1𝑐1𝑐8𝐷2 − 𝑐3𝐷𝑡}{𝑐1(𝑐3𝐿12(2) − 𝑐1𝐿12(𝑡)) 

   +𝑐1𝑐6𝐷1 +𝑀𝐷2}                                                                                        (3.48) 

olur. Burada 

                                  𝑀 = 𝑐1𝑐7 −  𝑁    ve     𝑁 = 𝑐3𝑐4 − 𝑐2𝑐6                          (3.49) 
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şeklindeki sabitlerdir. Terimler yerine yazıldığında ve ilk türevler alınarak (3.37) 

integre edilebilirlik koşulu uygulandığında ve toplam türevler 𝐷1, 𝐷2 parantezin 

sağına atılarak ortak paranteze alınırsa 

𝑐1
2𝑐3{𝑐3 −𝑢22𝑢111 + 2𝑢12𝑢112 − 𝑢11𝑢112 + 𝑐2(−𝑢22𝑢11𝑡 + 𝑢12𝑢12𝑡 + 𝑢2𝑡𝑢112  

−𝑢1𝑡𝑢22𝑡) + 𝑐1 −𝑢12𝑢11𝑡 + 𝑢11𝑢12𝑡 + 𝑢2𝑡𝑢111 − 𝑢1𝑡𝑢112 − 𝑐6𝑢111 − 𝑐7𝑢112 − 

     𝑐8𝑢122 − 𝑐4𝑢11𝑡 − 𝑐5𝑢12𝑡 + 𝑢𝑡𝑡1}𝐷2 

   𝑐1
2𝑐3{𝑐3 𝑢22𝑢112 − 2𝑢12𝑢122 + 𝑢11𝑢222 𝑐2 𝑢22𝑢12𝑡 − 𝑢12𝑢22𝑡 − 𝑢2𝑡𝑢122 + 𝑢1𝑡𝑢22𝑡  

    +𝑐1 𝑢12𝑢12𝑡 − 𝑢11𝑢22𝑡 − 𝑢2𝑡𝑢112 + 𝑢1𝑡𝑢122 + 𝑐4𝑢12𝑡 + 𝑐5𝑢22𝑡 + 𝑐6𝑢112 + 𝑐7𝑢221                          

    +𝑐8𝑢222 − 𝑢𝑡𝑡2}𝐷1                                                                                     (3.50)                          

elde edilir.  (3.50) denklemindeki her parantez toplam türev şeklinde yazılarak 

düzenlenirse, 

  −𝑐1
2𝑐3𝐷1{𝑐3 𝑢11𝑢22 − 𝑢12

2  + 𝑐2 𝑢1𝑡𝑢22 − 𝑢2𝑡𝑢12 + 𝑐1 −𝑢2𝑡𝑢11 + 𝑢1𝑡𝑢12 + 𝑐4𝑢1𝑡  

  +𝑐5𝑢2𝑡 + 𝑐6𝑢11 + 𝑐7𝑢21 + 𝑐8𝑢22 − 𝑢𝑡𝑡 }𝐷2 

   +𝑐1
2𝑐3𝐷2{𝑐3 𝑢11𝑢22 − 𝑢12

2  + 𝑐2 𝑢1𝑡𝑢22 − 𝑢2𝑡𝑢12 + 𝑐1 −𝑢2𝑡𝑢11 + 𝑢1𝑡𝑢12 +                                              

     𝑐4𝑢1𝑡 + 𝑐5𝑢2𝑡 + 𝑐6𝑢11 + 𝑐7𝑢21 + 𝑐8𝑢22 − 𝑢𝑡𝑡𝐷1                                         (3.51)                                         

elde edilir. Parantez içindeki terimler görüldüğü üzere (3.25) denkleminin 

kendisidir ve böylece sıfıra eşit olur. Dolayısıyla komütasyon ilişkisi, 𝐵1, 𝐵2 için 

sağlanmıştır. Ayrıca 𝐴𝑖  ve 𝐵𝑖  operatörlerden elde edilen 𝑋1 ve 𝑋2  

                                   𝑋1 = 𝜆𝐴1 + 𝐵1  ve   𝑋2 = 𝜆𝐴2 + 𝐵2                             (3.52) 

operatörlerinin  

                                                      𝑋1, 𝑋2 = 0                                              (3.53) 

ve        

                                           𝜆 𝐴1, 𝐵2 − 𝜆 𝐴2, 𝐵2 = 0                                    (3.54) 

komütasyon ilişkisini sağladığı kolaylıkla görülmektedir. Burada 𝑋1 ve 𝑋2, (3.25) 

için Lax denklemini verir ve 𝜆 spectral parametredir. 

(3.38)‟de verilen simetri durumu sadece (3.25) denklemi için Lax denklemini 

vermekle kalmaz aynı zamanda   
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                                       𝐴1𝜑 = 𝐵1𝜑          𝐴2𝜑 = 𝐵2𝜑                                    (3.55) 

şeklinde tanımlanan simetriler için yenileme ilişkisini verir. Burada 𝜑 ,  𝜑‟ın 

potansiyelidir. (3.55) denklemi, (3.41)‟deki komütasyon ilişkileri ile 

kullanıldığında 

                                   𝐴1𝐵2 − 𝐴2𝐵1 𝜑 =  𝐴1, 𝐴2 𝜑 = 0                                (3.56)     

olduğu görülür. Burada 𝜑 simetri karakteristiğidir. Bununla beraber (3.55)‟e 

göre  

   𝐴1𝐵2 − 𝐴2𝐵1 𝜑 =   𝐴1, 𝐵2 −  𝐴2 , 𝐵1 + 𝐵2𝐴1 − 𝐵1𝐴2 𝜑 =  𝐵1, 𝐵2 𝜑 = 0   (3.57) 

bulunur ve burada 𝜑 ‟nın (3.38)‟deki simetri koşulunu sağladığı için bir simetri 

olduğu anlaşılır. Dolayısıyla 𝜑 simetri karakteristiği eğer bir simetri belirtiyorsa 

simetri karakteristiğinin potansiyeli, 𝜑  da simetri olmalıdır.  

Simetri koşulunun asimetrik-çarpanlar formu tekil olmadığından ayrık simetri 

dönüşümü uygulanarak yenisi elde edilebilir. Bu dönüşüm 

 𝑐1 ↔ −𝑐2, 𝑐4 ↔ 𝑐5, 𝑐6 ↔ 𝑐8, 𝐷1 ↔ −𝐷2, 𝐷𝑡 ↔ −𝐷2, 𝑣 ↔ −𝑣, 𝐿12(1) ↔ 𝐿12(2) (3.58) 

şeklinde olur ve bu ayrık simetri dönüşümü ile elde edilen yeni diferansiyel 

operatörler 

                𝐴1 = 𝑐2𝐷𝑡 + 𝑐3𝐷1       ;       𝐴2 = 𝑐3𝐷2 − 𝑐1𝐷𝑡                                      

               𝐵1 = −𝑐2 𝑐3𝐿12(1) + 𝑐2𝐿12(𝑡) + 𝑐2𝑐8𝐷2 + (𝑐2𝑐7 − 𝑐1𝑐8 + 𝑐3𝑐5)𝐷1    (3.59) 

𝐵2 = 𝑐2 𝑐1𝐿12(𝑡) − 𝑐3𝐿12(2) − 𝑐2𝑐6𝐷1 + 𝑐3𝐷𝑡 − (𝑐1𝑐8 + 𝑐3𝑐5)𝐷2 

ile ifade edilir. Bu yeni operatörler simetri koşulunun (3.38)‟deki asimetrik-

çarpan adı verilen formunu ve (3.41)‟deki komütasyon ilişkilerini sağlamaktadır. 

(3.54) ve (3.55) kullanılarak ikinci Lax çifti ve simetriler için bir başka yenileme 

ilişkileri oluşturulabilir. 

3.2.2 Belirli Durumlar: 𝒄𝟏 = 𝟎, 𝒄𝟐 ≠ 𝟎 ve  𝒄𝟐 = 𝟎, 𝒄𝟏 ≠ 𝟎 

Burada ilk olarak 𝑐1 = 0, 𝑐2 ≠ 0 durumu ele alınacaktır. Bu sabitler (3.37) 

koşuluna uygulandığında integre edilebilirlik koşulu 
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                                          𝑐2 𝑐2𝑐6 − 𝑐3𝑐4 = 𝑐3
2                                            (3.60) 

şeklini alır.  

(3.40)‟taki operatörlere 𝑐1 = 0 uygulandığında, bu operatörler lineer bağımlı 

olur ve bu durumda asimetrik-çarpanlar gösteriminden (3.31) simetri 

denklemini üretememektedir. Bu nedenle 𝑐1 = 0 sabiti (3.59)‟da verilen ikinci 

operatör setine uygulanır ve 

                                   𝐴1 = 𝑐2𝐷𝑡 + 𝑐3𝐷1     ;      𝐴2 = 𝑐3𝐷2                               

                 𝐵1 = −𝑐2 𝑐3𝐿12(2) + 𝑐2𝐿12(𝑡) +  𝑐2𝑐7 − 𝑐3𝑐5 𝐷1 + 𝑐2𝑐8𝐷2            (3.61) 

𝐵2 = 𝑐3𝐷𝑡−𝑐2𝑐3𝐿12(2) − 𝑐2𝑐6𝐷1 − 𝑐3𝑐5𝐷2 

elde edilir. (3.61)‟deki operatörler simetri koşulunun asimetrik-çarpanlar 

formunu ve komütator ilişkilerini sağlar. Böylece yukarıda gösterildiği gibi 

(3.61) denklemlerinin simetriler için yenileme ilişkileri  

                         𝑐3𝐷2𝜑 = (𝑐3𝐷𝑡−𝑐2𝑐3𝐿12(2) − 𝑐2𝑐6𝐷1 − 𝑐3𝑐5𝐷2)𝜑                                

(𝑐2𝐷𝑡 + 𝑐3𝐷1)𝜑 = {−𝑐2 𝑐3𝐿12 2 + 𝑐2𝐿12 𝑡  +  𝑐2𝑐7 − 𝑐3𝑐5 𝐷1 + 𝑐2𝑐8𝐷2}𝜑    (3.62)    

şeklini alır ve (3.25) denklemi için 𝑐1 = 0 Lax çiftini oluşturur ve 

          𝑋1 = 𝜆(𝑐2𝐷𝑡 + 𝑐3𝐷1) − 𝑐2 𝑐3𝐿12 2 + 𝑐2𝐿12 𝑡  +  𝑐2𝑐7 − 𝑐3𝑐5 𝐷1 + 𝑐2𝑐8𝐷2    

                         𝑋2 = 𝜆𝑐3𝐷2+𝑐3𝐷𝑡−𝑐2𝑐3𝐿12(2) − 𝑐2𝑐6𝐷1 − 𝑐3𝑐5𝐷2                  (3.63)       

şeklinde olur.  

İkinci durum olarak genel koşulda oluşturulmuş ilk operatörlere 𝑐2 = 0 

uygulandığında 

                                 𝐴1 = 𝑐1𝐷𝑡 − 𝑐3𝐷2      ;       𝐴2 = −𝑐3𝐷1                                 

                    𝐵1 = 𝑐1 𝑐3𝐿12(2) − 𝑐1𝐿12(𝑡) +  𝑐1𝑐7 − 𝑐3𝑐4 𝐷2 + 𝑐1𝑐6𝐷1            (3.64) 

𝐵2 = −𝑐3𝐷𝑡+𝑐1𝑐3𝐿12(2) − 𝑐1𝑐8𝐷2 + 𝑐3𝑐4𝐷1 

elde edilir. İntegre edilebilirlik koşulu 𝑐2 = 0, 𝑐1 ≠ 0 için                             

                                              𝑐1 𝑐1𝑐6 + 𝑐3𝑐5 = 𝑐3
2                                        (3.65) 

şeklini alır. (3.64)‟teki operatörler simetri koşulunun asimetrik-çarpan formunu 

ve komütasyon ilişkilerini sağlar. Dolayısıyla yukarıda görüldüğü gibi bu 
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operatörler (3.52) ve (3.55)‟te kullanılarak Lax çifti ve simetriler için yenileme 

ilişkileri elde edilir.  

(3.38)‟deki asimetrik-çarpan formu simetri koşulu üretmek yerine sıfır olduğu 

için (3.59)‟daki ikinci operatör ailesi 𝑐2 = 0 durumu için kullanılamaz.  

(3.38)‟deki değişmezlik koşulunun asimetrik-çarpan formu hala tekil değildir. Bu 

yüzden  𝑐2 = 0 durumu için geçerli olabilecek yeni 𝐴𝑖  ve 𝐵𝑖  operatörleri 

tanımlanarak  

𝐴1 = 𝑐1𝐷1      ;       𝐴2 = 𝑐3𝐷2 − 𝑐1𝐷𝑡     

                                    𝐵1 = 𝑐1
2𝐿12(1) +  𝑐1𝑐5 − 𝑐3 𝐷2 − 𝑐1𝐷𝑡                          (3.66)               

𝐵2 = 𝑐1{𝑐4𝐷𝑡 + 𝑐3𝐿12 2 − 𝑐1𝐿12 𝑡 + 𝑐7𝐷2 + 𝑐6𝐷1 

şeklinde bulunabilir. Yenileme ilişkileri ve Lax çifti elde edilmiş yeni operatörler 

için sağlanır. Son olarak 𝑐1 = 0 ve 𝑐2 = 0 durumundan (3.37) integre edilebilirlik 

koşulundan 𝑐3 = 0 durumu elde edilir. Bu durum (3.25) denklemini lineer bir 

denkleme dönüştürür. 

3.2.3 Özel Durum: 𝒄𝟑 = 𝟎 

Bu özel durumda (3.37)‟nin 𝑐3 = 0 ve 𝑐1 ∙ 𝑐2 ≠ 0 olması durumu ele alınacaktır. 

Bu durum için integre edilebilirlik koşulu 

                                              𝑐1𝑐2𝑐7 = 𝑐1
2𝑐8 + 𝑐2

2𝑐6                                       (3.67) 

şeklini alır. (3.66)‟daki diferansiyel operatörlere uygulandığında asimetrik-

çarpan formdaki simetri koşulunun 𝐴𝑖  ve 𝐵𝑖  operatörleri 

                                   𝐴1 = 𝑐1𝐷𝑡     ;     𝐴2 = 𝑐1𝐷1 + 𝑐2𝐷2 = ∇𝑐                                  

                                     𝐵1 = 𝑐1𝑐2𝐿12(𝑡) − 𝑐1𝑐8𝐷2 − 𝑐2𝑐6𝐷1                            (3.68) 

                          𝐵2 = 𝑐2 𝑐1𝐿12(1) − 𝑐2𝐿12(2) + 𝑐5𝐷2 + 𝑐4𝐷1 − 𝐷𝑡                   

şeklinde olur. (3.68)‟deki operatörler (3.41)‟deki komütasyon ilişkisini sağlar ve 

böylece dolayısıyla yukarıda gösterildiği gibi (3.55) denkleminden  

                                𝑐1𝐷𝑡𝜑 = {𝑐2𝑐1𝐿12(𝑡) − 𝑐2𝑐6𝐷1 − 𝑐1𝑐8𝐷2}𝜑                    

                        ∇𝑐𝜑 = 𝑐2{ 𝑐1𝐿12 1 + 𝑐2𝐿12 2  + 𝑐4𝐷1 − 𝐷𝑡  + 𝑐5𝐷2}𝜑            (3.69) 
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şeklinde simetriler için yenileme denklemleri elde edilir. 𝑐3 = 0 durumunda 

(3.25) denklemi için Lax çifti 

                              𝑋1 = 𝜆𝑐1𝐷𝑡 + 𝑐2𝑐1𝐿12(𝑡) − 𝑐2𝑐6𝐷1 − 𝑐1𝑐8𝐷2                      

                        𝑋2 = 𝜆∇𝑐 + 𝑐2{ 𝑐1𝐿12 1 + 𝑐2𝐿12 2  + 𝑐4𝐷1 − 𝐷𝑡  + 𝑐5𝐷2}       (3.70) 

şeklinde olur. Bu durumu genel durumdaki (3.40) veya (3.56) operatörünü 

𝑐3 = 0 durumu için özel bir durumu olarak ele alırsak, 𝐴𝑖 , 𝐵𝑖  lineer bağımlı 

olabilir ve asimetrik-çarpan formu (3.38), (3.33) simetri koşulunu 

sağlamayabilir. 

3.3 İki Bileşenli Yapı ve Hamiltoniyen Formülasyonu 

Bu bölümde (3.31) evrimsel denklemi iki bileşenli formda yazılarak 

Hamiltoniyen yapı incelenecektir. Burada 𝑣 = 𝑢𝑡  dönüşümü yapılarak iki 

bileşenli denklem sistemi  

       𝑢𝑡 = 𝑣    

       𝑣𝑡 = 𝑣1∇𝑐 𝑢2 − 𝑣2∇𝑐 𝑢1 + 𝑐3 𝑢11𝑢22 − 𝑢12
2  + 𝑐4𝑣1 + 𝑐5𝑣2 + 𝑐6𝑢11 + 𝑐7𝑢12                                                                                              

              +𝑐8𝑢22 + 𝑐9                                                                                     (3.71) 

şeklinde elde edilir. İki bileşenli sistemi veren Langrange fonksiyonu, daha önce 

bir bileşenli sistem için bulduğumuz Langrange fonksiyonunda yapılacak uygun 

değişikliklerle elde edilecektir. Toplam türevli terimler atılarak iki boyutlu sistem 

için Langrange fonksiyonu  

     𝐿 = 𝑢𝑡𝑣 −
𝑣2

2
+

𝑢𝑡

3
 𝑐1 𝑢2𝑢11 − 𝑢1𝑢12 + 𝑐2(𝑢2𝑢12 − 𝑢1𝑢22) −

𝑢1

2
 𝑐4𝑢1 + 𝑐5𝑢2 + 

           +
𝑐3

3
𝑢 𝑢11𝑢22 − 𝑢12

2  +
𝑢

2
 𝑐6𝑢11 + 𝑐7𝑢12 + 𝑐8𝑢22 + 𝑐9𝑢                         (3.72) 

şeklinde bulunur. Bu yeni Langrange fonksiyonunun varyasyonu (3.71) 

denklemini vermelidir. Bunu görmek için  

                                       𝐸𝑗 =
𝛿

𝛿𝜙𝑗
=   −1 𝑚𝜕𝑥

𝑚 𝜕

𝜕𝜙𝑗

𝑛
𝑚=0                                 (3.73) 

şeklinde tanımlanan Euler türevi kullanılır. Burada 𝜙1 = 𝑣 ve 𝜙2 = 𝑢 ile 

tanımlanır ve Langrange fonksiyonunu 𝑣‟nin türevlerini içermediğinden 



36 
 

                                     
𝛿𝐿

𝛿𝑣
=

𝜕𝐿

𝜕𝑣
= 𝑢𝑡 − 𝑣 = 0   ve   𝑢𝑡 = 𝑣                             (3.74)         

bulunur. Öte yandan 𝑢 birinci ve ikinci mertebeden türevleri içerdiğinden, 𝐿‟nin 

𝑢‟ya göre Euler türevi (varyasyonu) 

                
𝛿𝐿

𝛿𝑢
=

𝜕𝐿

𝜕𝑢
− 𝜕𝑡

𝜕𝐿

𝜕𝑢𝑡
− 𝜕1

𝜕𝐿

𝜕𝑢1
− 𝜕2

𝜕𝐿

𝜕𝑢2
+ 𝜕1

2 𝜕𝐿

𝜕𝑢11
+ 𝜕2

2 𝜕𝐿

𝜕𝑢22
+ 𝜕1𝜕2

𝜕𝐿

𝜕𝑢12
    (3.75) 

şeklinde olur ve 𝐿, (3.75)‟te türevler hesaplanıp yerine yazılırsa 

𝑐3

3
 𝑢11𝑢22 − 𝑢12

2  +
1

2
 𝑐6𝑢11 + 𝑐7𝑢12 + 𝑐8𝑢22 + 𝑐9 

−𝜕𝑡  
1

3
 𝑐1 𝑢2𝑢11 − 𝑢1𝑢12 + 𝑐2 𝑢2𝑢12 − 𝑢1𝑢22  +

1

2
 𝑐4𝑢1 + 𝑐5𝑢2 + 𝑣  

             −𝜕1  −
𝑐1

3
𝑢𝑡𝑢12 −

𝑐2

3
𝑢𝑡𝑢22 +

𝑐4

2
𝑢𝑡 − 𝜕2  

𝑐1

3
𝑢𝑡𝑢11 +

𝑐2

3
𝑢𝑡𝑢12 −

𝑐5

2
𝑢𝑡    (3.76) 

+𝜕1
2  
𝑐1

3
𝑢𝑡𝑢2 +

𝑐3

3
𝑢𝑢22 +

𝑐6

2
𝑢 + 𝜕1

2  −
𝑐7

3
𝑢𝑡𝑢1 +

𝑐3

3
𝑢11 +

𝑐8

2
𝑢  

+𝜕1𝜕2  −
𝑐1

3
𝑢𝑡𝑢1 +

𝑐2

3
𝑢𝑡𝑢2 − 2

𝑐3

3
𝑢𝑢12 +

𝑐7

2
𝑢  

bulunur. Bu terimlerin de türevleri alınıp gerekli ara işlemler yapılarsa birçok 

terim sadeleşir ve  

          𝑣𝑡 = 𝑐1 𝑣1𝑢12 − 𝑣2𝑢11 + 𝑐2 𝑣1𝑢22 − 𝑣2𝑢12 + 𝑐3 𝑢11𝑢22 − 𝑢12
2  + 𝑐4𝑣1 

                   +𝑐5𝑣2 + 𝑐6𝑢11 + 𝑐7𝑢12 + 𝑐8𝑢22 + 𝑐9                                           (3.77)   

denklemi elde edilir. Bu denklem iki bileşenli sistemin ikinci denklemidir. Bu 

yüzden (3.72)‟de verilen denklemin iki bileşenli sistemin Langrange fonksiyonu 

olduğu sonucuna ulaşılır.  

3.3.1 Simplektik Yapı ve Birinci Hamiltoniyen Formülasyonu 

Burada başlangıç noktası (3.72)‟de verilen dejenere Langrange fonksiyonudur: 

     𝐿 = 𝑢𝑡𝑣 −
𝑣2

2
+

𝑢𝑡

3
 𝑐1 𝑢2𝑢11 − 𝑢1𝑢12 + 𝑐2 𝑢2𝑢12 − 𝑢1𝑢22  −

𝑢1

2
 𝑐4𝑢1 + 𝑐5𝑢2 + 

          +
𝑐3

3
𝑢 𝑢11𝑢22 − 𝑢12

2  +
𝑢

2
 𝑐6𝑢11 + 𝑐7𝑢12 + 𝑐8𝑢22 + 𝑐9𝑢.                      (3.78) 

Hamiltoniyen formülasyonunu elde etmek için Dirac‟ın bağ şartı teorisinin 

uygulanması gerekmektedir. Bunun için kanonik momentum 
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                                                       𝜋𝑖 =
𝜕𝐿

𝜕𝑢
𝑡𝑖
                                                 (3.79) 

şeklinde tanımlanır ve 

                                       {𝜋𝑖 𝑧 , 𝑢
𝑘(𝑧′)} = 𝛿𝑖

𝑘𝛿(𝑧 − 𝑧′)                                 (3.80) 

ile verilen Poisson parantezini sağlamalıdır. Burada 𝑢1 = 𝑢, 𝑢2 = 𝑣, 𝑧 = (𝑧1, 𝑧2)  

ve sıfırdan farklı tek Poisson parantezi için 

                                        {𝜋𝑢 , 𝑢} = 𝛿 𝑧1 − 𝑧1
′  𝛿(𝑧2 − 𝑧2

′ )                              (3.81)               

şeklinde tanımlanır. Momentumun tanımı kullanılarak (3.78) Langrange 

fonksiyonundan 

        𝜋𝑢 =
𝜕𝐿

𝜕𝑢𝑡
= 𝑣 +

1

3
 𝑐1 𝑢2𝑢11 − 𝑢1𝑢12 + 𝑐2(𝑢2𝑢12 − 𝑢1𝑢22) −

1

2
(𝑐4𝑢1 + 𝑐5𝑢2)                                      

        𝜋𝑣 =
𝜕𝐿

𝜕𝑣𝑡
= 0                                                                                                    (3.82) 

bulunur. Görüldüğü gibi momentumlar 𝜋𝑢  ve 𝜋𝑣, 𝑢𝑡  ve 𝑣𝑡  hızları cinsinden 

çekilip yazılamazlar. Bu nedenle Langrange fonksiyonu dejeneredir. Bu durumda 

Dirac‟ın önerdiği gibi momentum denklemleri ikinci sınıf bağ denklemleri 

şeklinde yazılır [35]. Yani bağ denklemleri 

  ɸ𝑢 = 𝜋𝑢 − 𝑣 −
1

3
 𝑐1 𝑢2𝑢11 − 𝑢1𝑢12 + 𝑐2(𝑢2𝑢12 − 𝑢1𝑢22) +

1

2
(𝑐4𝑢1 + 𝑐5𝑢2)                 

  ɸ𝑣 = 𝜋𝑣                                                                                                                (3.83) 

şeklinde elde edilir. Bağ denklemlerinin Poisson parantezleri 

         𝐾11 = {𝜙𝑢 𝑧1, 𝑧2 , 𝜙𝑢 ′  𝑧1
′ , 𝑧2

′  };             𝐾12 = {𝜙𝑢 𝑧1, 𝑧2 , 𝜙𝑣′  𝑧1
′ , 𝑧2

′  }; 

         𝐾21 = {𝜙𝑣 𝑧1, 𝑧2 , 𝜙𝑢 ′  𝑧1
′ , 𝑧2

′  };             𝐾22 = {𝜙𝑣 𝑧1, 𝑧2 , 𝜙𝑣′  𝑧1
′ , 𝑧2

′  };   (3.84)      

ile verilir. Poisson parantezini hesaplarken Burada 𝑧1 = 𝑥, 𝑧2 = 𝑦 ve  𝑧1
′ = 𝑥′ , 

𝑧2
′ = 𝑦′  değişken dönüşümü yapmak kolaylık sağlar. Burada 𝐾22 = 0 ve 𝐾12 =

−𝐾21 = 1 olduğu kolayca görülmektedir. Ancak 𝐾11 için durum farklıdır. 

Öncelikle 𝐾11 ‟in içerdiği terimleri açıkça yazalım:  

𝐾11 = {𝜋𝑢 − 𝑣 −
1

3
 𝑐1 𝑢2𝑢11 − 𝑢1𝑢12 + 𝑐2 𝑢2𝑢12 − 𝑢1𝑢22  +

1

2
 𝑐4𝑢1 + 𝑐5𝑢2  ,                                       

𝜋𝑢 ′ − 𝑣 −
1

3
 𝑐1 𝑢2′𝑢1′ 1′ − 𝑢1′𝑢1′ 2′  + 𝑐2 𝑢2′𝑢1′ 2′ − 𝑢1′𝑢2′ 2′   +

1

2
 𝑐4𝑢1′ + 𝑐5𝑢2′  } 

Poisson parantezinin özellikleri ve (3.80)‟nin tanımı kullanılarak 
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𝐾11 =
𝑐1

3
 [−𝑢2′ 𝛿𝑥 ′ 𝑥 ′  𝑥 − 𝑥

′ 𝛿 𝑦 − 𝑦′ − 𝑢1′ 1′ 𝛿 𝑥 − 𝑥
′ 𝛿𝑦 ′  𝑦 − 𝑦

′  

+𝑢1′ 𝛿𝑥 𝑥 − 𝑥
′ 𝛿𝑦 ′  𝑦 − 𝑦

′ + 𝑢1′ 2′ 𝛿𝑥 ′  𝑥 − 𝑥
′ 𝛿 𝑦 − 𝑦′ ] 

+ 
𝑐2

3
[−𝑢2′ 𝛿𝑥 ′  𝑥 − 𝑥

′ 𝛿𝑦 ′  𝑦 − 𝑦
′ − 𝑢1′ 2′ 𝛿 𝑥 − 𝑥

′ 𝛿𝑦 ′  𝑦 − 𝑦
′  

+𝑢1′ 𝛿 𝑥 − 𝑥
′ 𝛿𝑦 ′ 𝑦 ′  𝑦 − 𝑦

′ + 𝑢2′ 2′ 𝛿𝑥 ′  𝑥 − 𝑥
′ 𝛿 𝑦 − 𝑦′ ] 

                                  +
𝑐4

2
𝛿𝑥 ′  𝑥 − 𝑥

′ +
𝑐5

2
𝛿𝑦 ′  𝑦 − 𝑦

′                             (3.85) 

+
𝑐1

3
[−𝑢2𝛿𝑥𝑥  𝑥

′ − 𝑥 𝛿 𝑦′ − 𝑦 − 𝑢11𝛿 𝑥
′ − 𝑥 𝛿𝑦 𝑦

′ − 𝑦  

+𝑢1𝛿𝑥 𝑥
′ − 𝑥 𝛿𝑦 𝑦

′ − 𝑦 + 𝑢12𝛿𝑥 𝑥
′ − 𝑥 𝛿(𝑦′ − 𝑦)] 

+
𝑐2

3
[−𝑢2𝛿𝑥𝑦  𝑥

′ − 𝑥 𝛿 𝑦′ − 𝑦 − 𝑢12𝛿 𝑥
′ − 𝑥 𝛿𝑦 𝑦

′ − 𝑦  

+𝑢1𝛿 𝑥
′ − 𝑥 𝛿𝑦𝑦  𝑦

′ − 𝑦 + 𝑢22𝛿𝑥 𝑥
′ − 𝑥 𝛿(𝑦′ − 𝑦)] 

+
𝑐4

2
𝛿𝑥 𝑥

′ − 𝑥 +
𝑐5

2
𝛿𝑦 𝑦

′ − 𝑦  

şeklinde bulunur. Elde edilen bu denklem, 𝑓(𝑥′ , 𝑦′) yardımcı fonksiyonu ile 

çarpılır ve integre edilirse, elde edilecek denklem  

𝐾11 = −
𝑐1

3
 𝑢2′  𝑥

′ , 𝑦′ 𝑓 𝑥′ , 𝑦′ 𝛿𝑥 ′ 𝑥 ′  𝑥 − 𝑥
′ 𝛿 𝑦 − 𝑦′ 𝑑𝑥′𝑑𝑦′  

−
𝑐1

3
 𝑢1′ 1′  𝑥

′ , 𝑦′ 𝑓 𝑥′ , 𝑦′ 𝛿 𝑥 − 𝑥′ 𝛿𝑦 ′  𝑦 − 𝑦
′ 𝑑𝑥′𝑑𝑦′  

+
𝑐1

3
 𝑢1′  𝑥

′ , 𝑦′ 𝑓 𝑥′ , 𝑦′ 𝛿 𝑥 − 𝑥′  𝛿𝑦 ′  𝑦 − 𝑦
′ 𝑑𝑥′𝑑𝑦′  

+
𝑐1

3
 𝑢1′ 2′  𝑥

′ , 𝑦′ 𝑓 𝑥′ , 𝑦′ 𝛿𝑥 ′  𝑥 − 𝑥
′ 𝛿 𝑦 − 𝑦′ 𝑑𝑥′𝑑𝑦′  

−
𝑐2

3
 𝑢2′  𝑥

′ , 𝑦′ 𝑓 𝑥′ , 𝑦′ 𝛿𝑥 ′  𝑥 − 𝑥
′ 𝛿𝑦 ′  𝑦 − 𝑦

′ 𝑑𝑥′𝑑𝑦′  

−
𝑐2

3
 𝑢1′ 2′  𝑥

′ , 𝑦′ 𝑓 𝑥′ , 𝑦′ 𝛿 𝑥 − 𝑥′ 𝛿𝑦 ′  𝑦 − 𝑦
′ 𝑑𝑥′𝑑𝑦′  

+
𝑐2

3
 𝑢1′  𝑥

′ , 𝑦′ 𝑓 𝑥′ , 𝑦′ 𝛿 𝑥 − 𝑥′ 𝛿𝑦 ′ 𝑦 ′  𝑦 − 𝑦
′ 𝑑𝑥′𝑑𝑦′  

 

+
𝑐2

3
 𝑢2′ 2′  𝑥

′ , 𝑦′ 𝑓 𝑥′ , 𝑦′ 𝛿𝑥 ′  𝑥 − 𝑥
′ 𝛿 𝑦 − 𝑦′ 𝑑𝑥′𝑑𝑦′  
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                  +
𝑐4

2
 𝑓 𝑥′ , 𝑦′ 𝛿𝑥 ′  𝑥 − 𝑥

′ 𝑑𝑥′ +
𝑐5

2
 𝑓 𝑥′ , 𝑦′ 𝛿𝑦 ′  𝑦 − 𝑦

′ 𝑑𝑦′         (3.86) 

+
𝑐1

3
 𝑢2(𝑥, 𝑦)𝑓 𝑥′ , 𝑦′ 𝛿𝑥𝑥  𝑥

′ − 𝑥 𝛿 𝑦′ − 𝑦 𝑑𝑥′𝑑𝑦′  

+
𝑐1

3
 𝑢11(𝑥, 𝑦)𝑓 𝑥′ , 𝑦′ 𝛿 𝑥′ − 𝑥 𝛿𝑦 𝑦

′ − 𝑦 𝑑𝑥′𝑑𝑦′  

−
𝑐1

3
 𝑢1(𝑥, 𝑦)𝑓 𝑥′ , 𝑦′ 𝛿𝑥 𝑥

′ − 𝑥 𝛿𝑦 𝑦
′ − 𝑦 𝑑𝑥′𝑑𝑦′  

−
𝑐1

3
 𝑢12 𝑥, 𝑦 𝑓 𝑥′ , 𝑦′ 𝛿𝑥 𝑥

′ − 𝑥 𝛿 𝑦′ − 𝑦 𝑑𝑥′𝑑𝑦′  

+ 
𝑐2

3
 𝑢2  𝑥, 𝑦 𝑓 𝑥′ , 𝑦′ 𝛿𝑥 𝑥

′ − 𝑥 𝛿𝑦 𝑦
′ − 𝑦 𝑑𝑥′𝑑𝑦′  

+
𝑐2

3
 𝑢12 𝑥, 𝑦 𝑓 𝑥′ , 𝑦′ 𝛿 𝑥′ − 𝑥 𝛿𝑦 𝑦

′ − 𝑦 𝑑𝑥′𝑑𝑦′  

−
𝑐2

3
 𝑢1(𝑥, 𝑦)𝑓 𝑥′ , 𝑦′ 𝛿 𝑥′ − 𝑥 𝛿𝑦𝑦  𝑦

′ − 𝑦 𝑑𝑥′𝑑𝑦′  

−
𝑐2

3
 𝑢22 (𝑥, 𝑦)𝑓 𝑥′ , 𝑦′ 𝛿𝑥 𝑥

′ − 𝑥 𝛿(𝑦′ − 𝑦)𝑑𝑥′𝑑𝑦′  

           +
𝑐4

2
 𝑓 𝑥′, 𝑦′ 𝛿𝑥 ′  𝑥 − 𝑥

′ 𝑑𝑥′  +
𝑐5

2
 𝑓 𝑥′, 𝑦′ 𝛿𝑦 𝑦

′ − 𝑦 𝑑𝑦′                                                                                                    

bulunur. Burada Dirac delta fonksiyonları yardımı ile integraller alınarak 

𝑐1

3
(−𝐷1

2 𝑢2𝑓 + 𝐷2 𝑢11𝑓 + 𝐷1𝐷2 𝑢1𝑓 − 𝐷1 𝑢12𝑓 + 𝑢11𝐷2𝑓 − 𝑢1𝐷1𝐷2𝑓 − 𝑢12𝐷1 +                                               

𝑢2𝐷2𝑓) +
𝑐2

3
(−𝐷1𝐷2 𝑢2𝑓 + 𝐷2 𝑢12𝑓 + 𝐷2

2 𝑢1𝑓 − 𝐷1 𝑢22𝑓 + 𝑢2𝐷1𝐷2𝑓 + 𝑢12𝐷2𝑓  

                  −𝑢1𝐷2
2𝑓 − 𝑢22𝐷1𝑓) +

𝑐4

2
 𝐷1𝑓 + 𝐷1𝑓 +

𝑐5

2
 𝐷2𝑓 + 𝐷2𝑓                 (3.87) 

terimleri elde edilir. Buradan türevler alınır ve denklem düzenlenirse 

                𝐾11 =  𝑐1 𝑢11𝐷2 − 𝑢12𝐷1 + 𝑐2 𝑢12𝐷2 − 𝑢22𝐷1 + 𝑐4𝐷1 + 𝑐5𝐷2) 𝑓           (3.88) 

sonucu bulunur. Böylece 𝐾 matrisinin tüm elemanları bulunmuş olur ve                                                   

                                              𝐾 =  
−𝐾11 −1

1 0
                                             (3.89) 

şeklinde yazılır ve matrisin bütün elemanlarının (−) ile çarpılması sonucu 

değiştirmez. 𝐾 matrisi simplektik matris adını alır ve tersi 𝐽0, birinci 

Hamiltoniyen operatörünü verir [40]. Yani 𝐽0 = 𝐾−1 olur ve   



40 
 

      𝐽0 =  
0 1
−1 𝑐1 𝑢12𝐷1 − 𝑢11𝐷2 + 𝑐2 𝑢22𝐷1 − 𝑢12𝐷2 + 𝑐4𝐷1 + 𝑐5𝐷2

         (3.90) 

şeklinde ifade edilir. Burada 

              𝐽0
22 = 𝑐1 𝑢12𝐷1 − 𝑢11𝐷2 + 𝑐2 𝑢22𝐷1 − 𝑢12𝐷2 + 𝑐4𝐷1 + 𝑐5𝐷2          (3.91) 

şeklindedir. 𝐽0‟ın Hamiltoniyen operatörü olabilmesi için 𝐾‟nın mutlaka 

simplektrik olması gerekir. Yani  

                                         𝜔 =  1 2  𝑑𝑢𝑖 ∧ 𝐾𝑖𝑗𝑑𝑢
𝑗                                         (3.92)      

şeklindedir olmalıdır. Burada (3.92)‟deki 𝑖 ve 𝑗, 1 ile 2 değerlerini alır ve 𝑢1 = 𝑢, 

𝑢2 = 𝑣 şeklinde olur simplektik iki-formun hacim integrali 

                                                𝛺 =  𝜔𝑑𝑉,                                                 (3.93) 

simplektik formda olmalıdır ve integralin sınır koşullarında 

                                                     𝑑𝜔 = 0                                                     (3.94)  

şeklindedir olmalıdır. (3.92)‟nin tanımına göre 𝐾 simplektik matrisi kullanılarak 

      𝜔 =
1

2
[𝑐1 𝑢12𝑑𝑢 ∧ 𝑑𝑢1 − 𝑢11𝑑𝑢 ∧ 𝑑𝑢2 + 𝑐2 𝑢22𝑑𝑢 ∧ 𝑑𝑢1 − 𝑢12𝑑𝑢 ∧ 𝑑𝑢2 −                                                     

             (𝑐4𝑑𝑢 ∧ 𝑑𝑢1 − 𝑐5𝑑𝑢 ∧ 𝑑𝑢2 − 2𝑑𝑢 ∧ 𝑑𝑣]                                             (3.95) 

bulunur. (3.95)‟in tam diferansiyeli alınarak ve toplam diverjans terimleri 

atılarak 𝐾‟nın simplektik olduğunu kanıtlayan 𝑑𝜔 = 0 durumu incelenmelidir. 

Bu sebeple (3.95)‟in tam diferansiyeli  

𝑑𝜔 = 𝑐1 𝑑𝑢12 ∧ 𝑑𝑢 ∧ 𝑑𝑢1 − 𝑑𝑢11 ∧ 𝑑𝑢 ∧ 𝑑𝑢2 + 𝑐2(𝑑𝑢22 ∧ 𝑑𝑢 ∧ 𝑑𝑢1 − 𝑑𝑢12 ∧ 𝑑𝑢 ∧

          𝑑𝑢2)                                                                                                      (3.96) 

şeklinde yazılır. Diğer terimler 𝑑2 = 0 kuralı gereği sıfır olur ve düzenlenerek,  

𝑐1(𝐷1 𝑑𝑢2 ∧ 𝑑𝑢 ∧ 𝑑𝑢1 − 𝑑𝑢2 ∧ 𝑑𝑢1 ∧ 𝑑𝑢1 − 𝑑𝑢2 ∧ 𝑑𝑢1 ∧ 𝑑𝑢11 + 𝑑𝑢2 ∧ 𝑑𝑢 ∧ 𝑑𝑢11) 

+𝑐2(𝐷2 𝑑𝑢2 ∧ 𝑑𝑢 ∧ 𝑑𝑢1 − 𝑑𝑢2 ∧ 𝑑𝑢2 ∧ 𝑑𝑢1 − 𝑑𝑢2 ∧ 𝑑𝑢 ∧ 𝑑𝑢12 + 𝑑𝑢2 ∧ 𝑑𝑢 ∧ 𝑑𝑢12) 

elde edilir. Burada toplam türevli terimler sınırlarda sıfır olur ve 𝑑𝜔 = 0 sonucu 

elde edilir. Bu durum aynı zamanda birinci Hamiltoniyen operatörü 𝐽0‟ın 

Hamiltoniyen operatörü olduğu anlaşılmış olur. 
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Sistemin birinci Hamiltoniyen formu 

                                           𝑢𝑡
𝑣𝑡
 =  

0 1
−1 𝐽0

22 ∙  
𝛿𝐻1
𝛿𝑢
𝛿𝐻1
𝛿𝑣

                                      (3.97) 

şeklindedir. Burada 𝐻1 sistemin Hamiltoniyen yoğunluğudur ve 

                                           𝐻1 = 𝜋𝑢𝑢𝑡 + 𝜋𝑣𝑣𝑡 − 𝐿                                        (3.98) 

Legendre dönüşümü ile Langrange fonksiyonundan elde edilir. Burada (3.82)‟de 

 𝜋𝑣 ile 𝜋𝑢  ve (3.72)‟den Langrange fonksiyonu yerine yazılarak 

          𝐻1 =
𝑣2

2
− 𝑢

𝑐3

3
 𝑢11𝑢22 − 𝑢12

2  −
𝑢

2
 𝑐6𝑢11 + 𝑐7𝑢12 + 𝑐8𝑢22 − 𝑐9𝑢          (3.99) 

şeklinde bulunurak birinci Hamiltoniyen yoğunluğu elde edilir. Burada 

(3.96)‟daki sütun matrisini 𝑢 ve 𝑣‟ye göre varyasyonel türev alındığında 

                   
𝛿𝐻1

𝛿𝑣
= 𝑣  

                   
𝛿𝐻1

𝛿𝑢
= −𝑐3 𝑢11𝑢22 − 𝑢12

2  − 𝑐6𝑢11 − 𝑐7𝑢12 − 𝑐8𝑢22 − 𝑐9             (3.100)     

elde edilir. (3.100), (3.97)‟de yerine yazıldığında 

 
𝑢𝑡 = 𝑣

𝑣𝑡 = 𝑣1∇𝑐 𝑢2 − 𝑣2∇𝑐 𝑢1 + 𝑐3 𝑢11𝑢22 − 𝑢12
2  + 𝑐4𝑣1 + 𝑐5𝑣2 + 𝑐6𝑢11 + 𝑐7𝑢12 + 𝑐8𝑢22 + 𝑐9

  

bulunarak sistemin birinci Hamiltoniyen formunun iki bileşenli değişim 

denklemini verdiği ispatlanmıştır olur. 

3.4 𝟐 × 𝟐 Matris Formunda Yenileme Operatörleri 

Yenileme operatörleri ikili-Hamiltoniyen yapıyı oluşturmada kritik öneme 

sahiptir. Bu operatörler yardımıyla sonsuz sayıda Hamiltoniyen operatörü 

üretilebilir. Tıpkı Lax çifti ve yenileme ilişkileri bölümünde olduğu gibi bu kısım 

da üç bölümde incelenecektir.  

3.4.1 Genel Durum: 𝒄𝟏 ∙ 𝒄𝟐 ∙ 𝒄𝟑 ≠ 𝟎 

Burada yenileme operatörü 𝑐1 ∙ 𝑐2 ∙ 𝑐3 ≠ 0 durumu için elde edilecektir. Öncelikle 

iki bileşenli simetri karakteristikleri,  𝜑, 𝜓 𝑇 ile 𝜓 = 𝜑𝑡  ve  𝜑 , 𝜓  
𝑇
 ile 𝜓 = 𝜑 𝑡  

sırası ile orijinal ve dönüşmüş simetriler için tanımlanır. Burada 𝑇 matrisin 

transpozunu tanımlar. (3.55)‟te tanımlanan yenileme ilişkileri  
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                                      𝐴1𝜑 = 𝐵1𝜑      ve     𝐴2𝜑 = 𝐵2𝜑                                   (3.101)        

ve (3.40)‟daki operatörler kullanılarak  

 𝑐1𝜓 − 𝑐3𝐷2𝜑 = {𝑐1 𝑐3 𝑢22𝐷1 − 𝑢12𝐷2 − 𝑐1 𝑢2𝑡𝐷1 − 𝑢1𝑡𝐷2  + 𝑐1𝑐6𝐷1(𝑐3𝑐4 + 𝑐1𝑐7         

                          −𝑐2𝑐6)𝐷2}𝜑          

−𝑐2𝜓 − 𝑐3𝐷1𝜑 = {𝑐1 𝑐3 𝑢12𝐷1 − 𝑢11𝐷2 + 𝑐2 𝑢2𝑡𝐷1 − 𝑢1𝑡𝐷2  +  𝑐3𝑐4 − 𝑐2𝑐6 𝐷1 

                               −𝑐1𝑐8𝐷2}𝜑 − 𝑐3𝜓                                                                 (3.102)    

elde edilir. Buradan öncelikle 𝜑 ‟ya bağlı bir denklem elde edilir. Birinci denklem 

𝑐2 sabiti ile ve ikinci denklem ise 𝑐1 sabiti ile çarpılarak eşitliğin solu ve sağı taraf 

tarafa toplanır ve ∇𝑐  cinsinden yazılarak 𝜓  elenmiş olur. Sağ tarafında da toplam 

türevler  𝐷1 ve 𝐷2 ‟ ye göre türev alınır ve denklemler 𝜑1ve 𝜑2 ortak parantezinde 

yazılırsa 

𝑐3∇𝑐𝜑 = [𝑐1𝑐2𝑐3𝑢22 − 𝑐1
2𝑐2𝑢2𝑡 + 𝑐1𝑐2𝑐6 + 𝑐1

2𝑐3𝑢12 + 𝑐1
2𝑐2𝑢2𝑡 +  𝑐1𝑐3𝑐4 − 𝑐1𝑐2𝑐6 ]𝜑1 

              +[−𝑐1𝑐2𝑢12 + 𝑐1
2𝑐2𝑢1𝑡 + 𝑐2 𝑐3𝑐4 + 𝑐1𝑐7 − 𝑐2𝑐6 − 𝑐1

2𝑐3𝑢11 − 𝑐1
2𝑐2𝑢1𝑡 − 

                𝑐1
2𝑐3]𝜑2 − 𝑐1𝑐3𝜓                                                                          (3.103) 

 şeklini alır. Burada (3.37) denklemi kullanılır ve 𝑐3 sabitine bölünürse 

     ∇𝑐 𝜑  = 𝑐1 ∇𝑐 𝑢1 𝜑2 − ∇𝑐(𝑢2)𝜑1 − 𝑐1𝑐4𝜑1 −  𝑐1𝑐5 − 𝑐3 𝜑2 + 𝑐1𝜓         (3.104) 

elde edilir. 

𝜓 ’ye bağlı denklemi elde etmek için (3.102)‟deki denklemlerden üstteki 𝐷1 

operatörü ile alttaki ise 𝐷2 operatörü ile çarpılır ve yine taraf tarafa toplanır. 

Sonrasında eşitliğin sağındaki türevler alınır ve ara işlemler yapılarak 

∇𝑐 𝜓  = [𝑐1𝑐3𝑢22𝜑11 − 𝑐1
2𝑢2𝑡𝜑11 + 𝑐1𝑐6𝜑11 − 2𝑐1𝑐3𝑢12𝜑12 + 𝑐1𝑐2𝑢2𝑡𝜑12 

            +𝑐1
2𝑢2𝑡𝜑11 + 𝑐1𝑐7𝜑12 + 𝑐1𝑐3𝑢11𝜑22 + 𝑐1𝑐2𝑢1𝑡𝜑22 + 𝑐1𝑐8𝜑22 +𝑐3𝜓2](3.105) 

elde edilir ve düzenlenerek  

∇𝑐 𝜓  = 𝑐1∇𝑐 𝑣1𝜑2 − 𝑣2𝜑1 + 𝑐3 𝑢22𝜑11 + 𝑢11𝜑22 − 2𝑢12𝜑12 + 𝑐6𝜑11 + 𝑐7𝜑12 +                                                                                                                    

                  𝑐8𝜑22} + 𝑐3𝜓2                                                                                                (3.106)             

şeklini alır. Burada 𝜑 ve 𝜓‟in alt indisleri kısmi türevleri ifade eder. 𝜑  ve 𝜓 ‟yi 

yalnız bırakmak için (3.104) ve (3.105) denklemleri  ∇𝑐
−1 ile çarpılır ve 
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∇𝑐
−1∇𝑐= 1 

özelliği kullanılarak  

               𝜑 = ∇𝑐
−1[𝑐1 ∇𝑐 𝑢1 𝐷2 − ∇𝑐 𝑢2 𝐷1 − 𝑐4𝐷1 − 𝑐5𝐷2 𝜑 + 𝑐3𝐷2𝜑 + 𝑐1𝜓]                

       𝜓 = 𝑐1 𝑣1𝐷2 − 𝑣2𝐷1 𝜑 + ∇𝑐
−1[𝑐1𝑐3 𝑢22𝐷1

2 + 𝑢11𝐷2
2 − 2𝑢12𝐷1𝐷2 + (𝑐6𝐷1

2 +                                                                       

               𝑐7𝐷1𝐷2 + 𝑐8𝐷2
2𝜑) + 𝑐3𝐷2𝜓]                                                                 (3.107) 

elde edilir. Bu iki denklem matris formda 

                                              
𝜑 

𝜓 
 = 𝑅  𝜑

𝜓
                                                 (3.108) 

şeklinde yazılabilir. Burada 2 × 2 matris formunda 𝑅 yenileme operatörü (3.107) 

denklemleri 

                                                    𝑅 =  
𝑅11 𝑐1∇𝑐

−1

𝑅21 𝑐3∇𝑐
−1𝐷2

                                               (3.109) 

şeklinde bulunur. Burada matris elemanları 

                       𝑅11 = ∇𝑐
−1[𝑐1 ∇𝑐 𝑢1 𝐷2 − ∇𝑐 𝑢2 𝐷1 − 𝑐4𝐷1 − 𝑐5𝐷2 + 𝑐3𝐷2]               

𝑅21 = 𝑐1 𝑣1𝐷2 − 𝑣2𝐷1 + ∇𝑐
−1[𝑐1{𝑐3 𝑢22𝐷1

2 + 𝑢11𝐷2
2 − 2𝑢12𝐷1𝐷2 + (𝑐6𝐷1

2 + 𝑐7𝐷1𝐷2 

          +𝑐8𝐷2
2)}]                                                                                           (3.110) 

şeklindedir. Aynı işlemler benzer şekilde (3.59)‟daki alternatif set için de 

yenileme operatörü elde ederken baştan sona uygulanır. Bu durumda (3.59)‟un 

yenileme ilişkileri ile (3.32)‟deki türev operatörleri kullanılarak iki bileşenli 

formda yazılmış hali 

𝑐3𝐷2𝜑 − 𝑐1𝜓 = 𝐵2 ≡  𝑐2 𝑐2𝐿12(𝑡) − 𝑐3𝐿12(2) − 𝑐2𝑐6𝐷1 −  𝑐1𝑐8 + 𝑐3𝑐5 𝐷2 𝜑 + 𝑐3𝜓 

𝑐2𝜓 + 𝑐3𝐷1𝜑 = 𝐵1𝜑 ≡ {−𝑐2 𝑐3𝐿12(1) + 𝑐2𝐿12(𝑡) +  𝑐2𝑐7 − 𝑐1𝑐8 − 𝑐3𝑐5 𝐷1 

                                              −𝑐2𝑐8𝐷2}𝜑                                                             (3.111)                                  

şeklinde olur. Burada 𝜑 ‟yi elde etmek için (3.111)‟de birinci denklem 𝑐1 sabiti ile 

ikinci denklem ise 𝑐2 ile çarpılarak taraf tarafa toplanır ve ara işlemlerden sonra 

𝑐3∇𝑐 𝜑  = [−𝑐1𝑐2𝑐3𝑢12 +  𝑐1𝑐2𝑐7 − 𝑐1
2𝑐8 − 𝑐1𝑐3𝑐5 − 𝑐2

2𝑐3𝑢22 − 𝑐2
2𝑐6]𝜑1 

+[𝑐1𝑐2𝑐3𝑢11 + 𝑐2
2𝑐3𝑢12 − 𝑐2𝑐3𝑐5]𝜑2 + 𝑐2𝑐3𝜓                       (3.112) 
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elde edilir. Sabit terimlerin birbirini götürmesi için (3.37) denklemi yeniden 

düzenlenir ve integre edilebilirlik koşulu kullanılarak 

                 −𝑐2
2𝑐6 = −(𝑐2𝑐3𝑐4 + 𝑐3

2) −  𝑐1
2𝑐8 + 𝑐1𝑐3𝑐5 − 𝑐1𝑐2𝑐7                    (3.113)       

yerine yazıldığında 

     𝜑 = ∇𝑐
−1 −𝑐2 𝑐1𝐿12(1) + 𝑐2𝐿12(2) −  𝑐2𝑐4 + 𝑐3 𝐷1 − 𝑐2𝑐5𝐷2 𝜑 + 𝑐2∇𝑐

−1𝜓(3.114) 

bulunur. 𝜓 ‟yi elde etmek için (3.111)‟deki denklemlerden birincisi 𝐷2 toplam 

türevi, ikincisi ise 𝐷1 toplam türevi ile çarpılır ve taraf tarafa toplanır. Eşitliğin 

sağ tarafında ise türev işlemi yapılıp gerekli işlemlerden sonra 

∇𝑐𝜓 = [−𝑐2𝑐3𝑢12𝜑12 − 𝑐2
2𝑢2𝑡𝜑12 +  −𝑐1𝑐8 − 𝑐3𝑐5 + 𝑐2𝑐7 𝜑11 − 𝑐2𝑐1𝑢2𝑡𝜑11   

                  +𝑐2𝑐3𝑢22𝜑11 + 𝑐2𝑐6𝜑11 + 𝑐2𝑐3𝑢11𝜑22 + 𝑐2
2𝑢1𝑡𝜑22 + 𝑐2𝑐8𝜑22 + 

                     𝑐2𝑐1𝑢1𝑡𝜑12 − 𝑐2𝑐3𝑢12𝜑12 +  𝑐1𝑐6 + 𝑐3𝑐5 𝜑12 + 𝑐3𝜓1]                 (3.115)    

şeklinde olur ve ∇𝑐
−1∇𝑐= 1 ilişkisi uygulanarak 

                   𝜓 = [𝑐3∇𝑐
−1𝐷1  𝑐1𝐿12 1 + 𝑐2𝐿12 2 +  𝑐4 +

𝑐3

𝑐2
 𝐷1 + 𝑐5𝐷2 + 

       − 𝑐3𝐿12 1 + 𝑐2𝐿12 𝑡  +
1

𝑐2
 𝑐2𝑐7 − 𝑐1𝑐8 − 𝑐3𝑐5 𝐷1 + 𝑐8𝐷2 − 𝑐3∇𝑐

−1𝐷1𝜓(3.116) 

bulunur. İkinci yenileme ilişkileri 2 × 2 matris formunda 

                                                𝑅′ =  
𝑅11
′ 𝑐2∇𝑐

−1

𝑅21
′ −𝑐3∇𝑐

−1𝐷1
                                       (3.117) 

şeklinde gösterilir. Burada 𝑅11
′  ve 𝑅21

′  matris elemanları  

                        𝑅11
′ = −𝑐2∇𝑐

−1  𝑐1𝐿12(1) + 𝑐2𝐿12(2) +  𝑐4 +
𝑐3

𝑐2
 𝐷1 + 𝑐5𝐷2  

𝑅21
′ = 𝑐3∇𝑐

−1𝐷1  𝑐1𝐿12(1) + 𝑐2𝐿12(2) +  𝑐4 +
𝑐3

𝑐2
 𝐷1 + 𝑐5𝐷2 −  𝑐3𝐿12(1) + 𝑐2𝐿12(𝑡) +                                                               

             
1

𝑐2
 𝑐2𝑐7 − 𝑐1𝑐8 − 𝑐3𝑐5 𝐷1 + 𝑐8𝐷2                                                           (3.118) 

şeklindedir. 

3.4.2 Belirli Durumlar: 𝒄𝟏 = 𝟎, 𝒄𝟐 ≠ 𝟎 ve 𝒄𝟐 = 𝟎, 𝒄𝟏 ≠ 𝟎 

İkinci yenileme operatörü bulunurken geçerli olan durum 𝑐1 = 0, 𝑐2 ≠ 0 şeklinde 

olacaktır. Buna karşılık geçerli olan integre edilebilirlik koşulu 
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                                                 𝑐2 𝑐2𝑐6 − 𝑐3𝑐4 = 𝑐3
2                                            (3.119) 

şeklinde olur. 

Genel durumda (3.117)‟deki ikinci yenileme operatörünün matris elemanlarına 

integre edilebilirlik koşulu ve  𝑐1 = 0, 𝑐2 ≠ 0 uygulandığında  

                      𝑅′ =  
−𝑐2𝐷2

−1  𝐿12(2) +
𝑐6

𝑐3
𝐷1 − 𝑐5 𝐷2

−1

𝑅21
′ −

𝑐3

𝑐2
𝐷2
−1𝐷1

                      (3.120) 

elde edilir ve 

      𝑅21
′ = 𝑐3𝐷2

−1𝐷1  𝐿12(2) +
𝑐6

𝑐3
𝐷1 −  𝑐3𝐿12(1) + 𝑐2𝐿12(𝑡) + 𝑐7𝐷1 + 𝑐8𝐷2     (3.121)   

ile verilir.  

İkinci durum 𝑐2 = 0, 𝑐1 ≠ 0, 𝑅 operatörünün özel bir durumu olarak (3.109) 

denklemleri kullanılırsa 

                                                𝑅 =  
𝑅11 𝐷1

−1

𝑅21
𝑐3

𝐶1
𝐷1
−1𝐷2

                                           (3.122) 

şeklinde olur ve  

                             𝑅11 = −𝐷1
−1 𝑐1𝐿12(1) +  𝑐1𝑐5 − 𝑐3 𝐷2 − 𝑐1𝑐4                              (3.123) 

𝑅21 = −𝑐1𝐿12(𝑡) + 𝑐6𝐷1 + 𝑐7𝐷2 + 𝐷1
−1 𝑐3 𝑢22𝐷1

2 + 𝑢11𝐷2
2 − 2𝑢22𝐷1𝐷2 + 𝑐8𝐷2

2  

ile verilir. 

3.4.3 Özel Durum: 𝒄𝟑 = 𝟎, 𝒄𝟏 ∙ 𝒄𝟐 ≠ 𝟎 

Bu durum için (3.69) için yenileme ilişkileri iki bileşenli formda  

                              𝑐1𝜓 = 𝑐1𝑐2 𝑣2𝜑1 − 𝑣1𝜑2 − 𝑐2𝑐6𝜑1 − 𝑐1𝑐8𝜑2                             

                      ∇𝑐 𝜑  = 𝑐2 ∇𝑐 𝑢2 𝜑1 − ∇𝑐 𝑢1 𝜑2 + 𝑐4𝜑1 + 𝑐5𝜑2 −𝜓              (3.124) 

şeklini alır. (3.124)‟deki yenileme ilişkilerinin iki bileşenli formunun açık hali 

𝜓 = 𝑐2 𝑣2𝜑1 − 𝑣1𝜑2 −
𝑐2𝑐6

𝑐1
𝜑1 − 𝑐8𝜑2 

                     𝜑 = ∇𝑐
−1𝑐2 ∇𝑐 𝑢2 𝜑1 − ∇𝑐 𝑢1 𝜑2 + 𝑐4𝜑1 + 𝑐5𝜑2 − 𝜓                 (3.125) 

şeklindedir. (3.125)‟deki yenileme operatörünün matris formu  
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              𝑅 =  
−𝑐2∇𝑐

−1 ∇𝑐 𝑢2 𝐷1 − ∇𝑐 𝑢1 𝐷2 + 𝑐4𝐷1 + 𝑐5𝐷2 −𝑐2∇𝑐
−1

𝑐2 𝑣2𝐷1 − 𝑣1𝐷2 −
𝑐2𝑐6

𝑐1
− 𝑐8𝐷2 0

        (3.126) 

şeklinde olur. Böylece üç farklı durum için yineleme operatörleri elde edilmiştir. 

Bu operatörler bir sonraki bölümde ikinci Hamiltoniyen operatörlerini elde 

etmek için kullanılacaktır. 

3.5 İkili-Hamiltoniyen Yapı 

3.5.1 Genel Durum 

3.5.1.1 Birinci İkili-Hamiltoniyen Ailesi 

Bir önceki bölümde elde edilen yenileme operatörlerini kullanarak ikili-

Hamiltoniyen yapı oluşturulabilir. İkinci Hamiltoniyen operatörü 𝐽1, daha önce 

elde edilen birinci Hamiltoniyen operatörü 𝐽0‟a (3.108)‟de verilen yenileme 

operatörünün etki ettirilmesi ile bulunur. Bu durumda 

                                                         𝐽1 = 𝑅𝐽0                                                       (3.127)   

şeklindedir. İkinci Hamiltoniyen operatörü 𝐽1‟in 2 × 2 matris formunda ifade 

edilmek istenirse  

                                 
𝐽1

11 𝐽1
12

𝐽1
21 𝐽1

22 =  
𝑅11 𝑅12

𝑅21 𝑅22
 ∙  

0 1
−1 𝐽0

22                                  (3.128) 

şeklinde olur. Burada matris elamanları yerlerine yazılarak matris çarpımı 

yapıldığında matris elemanları 

𝐽1
11 = 𝑐1∇𝐶

−1 

                                             𝐽1
21 = −𝑐3𝐷2∇𝑐

−1                                          (3.129) 

𝐽1
12 = 𝑐3𝐷2∇𝑐

−1 

𝐽1
22 = 𝑐3𝐿12(2) − 𝑐1𝐿12(𝑡) + ∇𝑐

−1 𝑐1 𝑐6𝐷1
2 + 𝑐7𝐷1𝐷2 + 𝑐8𝐷2

2 + 𝑐3𝐷2(𝑐4𝐷1 + 𝑐5𝐷2)  

şeklinde bulunur ve ters simetrik  𝐽1 operatörü matris formunnda 

                                         𝐽1 =  
−𝑐3∇𝑐

−1 𝑐3∇𝑐
−1𝐷2

−𝑐3∇𝑐
−1𝐷2 𝐽1

22                                        (3.130) 

ile gösterilir. Kolaylık sağlaması açısından  𝐽1
22 matris elemanını işlemlerde 

kullanırken 
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                                               𝐽1
22 =

1

𝑐1
 𝐵1 + ∇𝑐

−1𝑐3
2𝐷2

2                                        (3.131) 

şeklinde de ifade edilebiliriz. Burada 𝐵1 terimi önceki bölümde (3.40) operatör 

denklemlerinde verilmiş olup 

           𝐵1 = 𝑐1 𝑐3𝐿12 2 − 𝑐1𝐿12 𝑡  + 𝑐1𝑐6𝐷1 +  𝑐1𝑐7 − 𝑐2𝑐6 + 𝑐3𝑐4 𝐷2          (3.132) 

ile ifade edilmektedir ve 𝐽1 ters simetrik ve Jacobi özdeşliğini sağlamaktadır. 𝐽1 

ve 𝐽0‟ın Jacobi özdeşliğini sağladığı bölüm 3.6‟ da gösterilecektir. 

İkili-Hamiltoniyen yapıyı tamamlamak için 𝐽1 Hamiltoniyen operatörüne karşılık 

gelen 𝐻0, Hamiltoniyen yoğunluğunun bulunması gereklidir. Böylece iki bileşenli 

sistemin ikili-Hamiltoniyen formu 

                                        𝑢𝑡
𝑣𝑡
 = 𝐽0  

𝛿𝑢𝐻1
𝛿𝑣𝐻1

 = 𝐽1  
𝛿𝑢𝐻0
𝛿𝑣𝐻0

 =  𝑣
𝑣𝑡
                                  (3.133) 

ile ifade edilebilir. Bu sonuca göre (3.71) sisteminin Magri teoremine göre 

integre edilebilir olduğu anlaşılır [41,42]. 

Önerme 3.5.1:  

(3.133) denkleminde verilen ikili-Hamiltoniyen gösterimde 𝐻0 ikinci 

Hamiltoniyen yoğunluğu                   

           𝐻0 = 𝑣  
1

𝑐1
∇𝑐 𝑢 +

𝑐4

𝑐1
𝑧2 +

(𝑐3−𝑐1𝑐5)

𝑐1
2 𝑧1 + 𝑠0 −

−𝑐3

2𝑐1
2 𝑢2∇𝑐 𝑢 +

𝑐3𝑐4

𝑐1
2 𝑢       (3.134) 

 şeklindedir ve  

                                 𝑐9 =
1

𝑐2
2  𝑐8 𝑐2𝑐4 + 𝑐3 + 𝑐5 𝑐3𝑐5 − 𝑐2𝑐7                           (3.135) 

ile verilen bağ koşulu altında geçerlidir.  

İspat:  

𝐻0 ikinci Hamiltoniyen operatörü, 𝐻1 gibi Langrange fonksiyonundan 

bulunamayacağından (3.133) denklemi kullanılır. Kolaylık olması için 𝐽1 

matrisinin 𝐽1
22 elemanı,  daha önce tanımlanan 𝐵1 operatörü cinsinden  

                                             𝐽1
22 =

1

𝑐1
 𝐵1 + ∇𝑐

−1𝑐3
2𝐷2

2                                          (3.136) 

şeklinde yazılabilir. (3.133) denkleminde 𝐽1‟in ilk satırı 𝐻0‟ın varyasyonel 

türevlerine etki ettirilip, ∇𝑐  uygulanırsa  
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         ∇𝑐 𝐽1
11𝛿𝑢𝐻0 + 𝐽1

12𝛿𝑣𝐻0 ≡ 𝑐3𝐷2𝛿𝑣𝐻0 − 𝑐1𝛿𝑢𝐻0 = ∇𝑐 𝑣 = 𝑐1𝑣1 + 𝑐2𝑣2  (3.137) 

elde edilir.  (3.132) kullanılarak 𝐽1‟in ikinci satırına uygulanırsa 

       𝐽1
21𝛿𝑢𝐻0 + 𝐽1

22𝛿𝑣𝐻0 ≡
1

𝑐1
𝐵1𝛿𝑣𝐻0 +

𝑐3

𝑐1
𝐷2∇𝑐

−1 𝑐3𝐷2𝛿𝑣𝐻0 − 𝑐1𝛿𝑢𝐻0 = 𝑣𝑡     (3.138) 

şeklinde bulunur ve (3.137)‟nin kullanılmasıyla 

                      
1

𝑐1
𝐵1 𝛿𝑣𝐻0 +

𝑐3

𝑐1
𝑣2 = 𝑣𝑡    ⇔   𝐵1 𝛿𝑣𝐻0 = 𝑐1𝑣𝑡 − 𝑐3𝑣2                      (3.139) 

bulunur. Böylece 𝐻0‟ın, 𝑣‟ye lineer bağlı olduğunu kabul ederek 

                                                        𝐻0 = 𝑏 𝑢 𝑣 + 𝑐 𝑢                                                    (3.140) 

yazılabilir. Burada 𝑏 ve  𝑐 yalnızca 𝑢 ve türevlerine bağlıdır. Buradan 

                                                       𝛿𝑣𝐻0 =
𝜕𝐻0

𝜕𝑣
= 𝑏 𝑢                                                     (3.141) 

elde edilir. (3.141), (3.139)‟te yerine yazıldığında ve (3.132) kullanıldığında 

                                               𝐵1 𝑏 𝑢  = 𝑐1𝑣𝑡 − 𝑐3𝑣2                                             (3.142) 

şeklinde olur ve daha açık haliyle 

𝑐1 𝑐3 𝑢22𝐷1 𝑏 − 𝑢12𝐷2 𝑏  + 𝑐1(𝑣1𝐷2 𝑏 − 𝑣2𝐷1 𝑏 ) + 𝑐1𝑐6𝐷1 𝑏 + (𝑐1𝑐7 − 𝑐2𝑐6 +                                                                                            

𝑐3𝑐4)𝐷2 𝑏 = 𝑐1{𝑣1∇𝑐 𝑢2 − 𝑣2∇𝑐 𝑢1 + 𝑐3 𝑢11𝑢22 − 𝑢12
2  + 𝑐4𝑣1 + 𝑐5𝑣2 + 𝑐6𝑢11 + 

                      𝑐7𝑢12 + 𝑐8𝑢22 + 𝑐9} − 𝑐3𝑣2                                                    (3.143) 

şeklini alır. Eşitliğin sağ tarafı sıfır olacak şekilde yeniden düzenlenirse 

𝑣1 𝑐1
2𝐷2 𝑏 − 𝑐1 ∇𝑐 𝑢2 + 𝑐4  + 𝑣2 −𝑐1

2𝐷1 𝑏 + 𝑐1∇𝑐 𝑢1 + 𝑐1𝑐5 − 𝑐3 +                                      

𝑐1{𝑐3 𝑢22𝐷1 𝑏 − 𝑢12𝐷2 𝑏  + 𝑐1𝑐6𝐷1 𝑏 +  𝑐1𝑐7 − 𝑐2𝑐6 + 𝑐3𝑐4 𝐷2 𝑏 − 

               𝑐1 𝑐3 𝑢11𝑢22 − 𝑢12
2  + 𝑐6𝑢11 + 𝑐7𝑢12 + 𝑐8𝑢22 + 𝑐9 = 0}               (3.144) 

elde edilir ve (3.140) denkleminin 𝑣‟den bağımsız olması gerektiğinden 𝑣1 ve 𝑣2 

parantezleri  

                                        𝑐1
2𝐷1 𝑏 − 𝑐1 ∇𝑐 𝑢1 + 𝑐1𝑐7 − 𝑐3  = 0 

                                           𝑐1
2𝐷2 𝑏 − 𝑐1 ∇𝑐 𝑢2 + 𝑐4  = 0                                       (3.145) 

olur ve düzenlenerek 

                                             𝐷2 𝑏 =
1

𝑐1
 ∇𝑐 𝑢2 + 𝑐4  
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                                        𝐷1 𝑏 =
1

𝑐1
 ∇𝑐 𝑢1 +

 𝑐3−𝑐1𝑐5 

𝑐1
                                         (3.146) 

denklemleri elde edilir. Burada her iki denklemin integrali alınarak  𝑏 

                                     𝑏 =
1

𝑐1
∇𝑐 𝑢 +

𝑐4

𝑐1
𝑧2 +

 𝑐3−𝑐1𝑐5 

𝑐1
2 𝑧1 + 𝑠0                                     (3.147) 

şeklinde çözülür. Bu sonuç (3.140)‟taki 𝑏 terimini verir ve 𝑠0 integral sabitidir. 

(3.146)‟daki denklemler (3.144)‟de yerine yazıldığında kalan tüm terimler 

birbirini götürür yalnızca 𝑢22 ifadesini içeren terimler (3.37)‟deki integre 

edilebilirlik koşuluna göre sıfır olur. Böylece 𝑏, 𝐻0‟da yerine yazılırsa 

                        𝐻0 = 𝑣  
1

𝑐1
∇𝑐 𝑢 +

𝑐4

𝑐1
𝑧2 +

(𝑐3−𝑐1𝑐5)

𝑐1
2 𝑧1 + 𝑠0 − 𝑐 𝑢                 (3.148) 

bulunur. (1.138) denklemi kullanılarak ve 

                                               𝛿𝑢𝐻0 ≡ 𝛿𝑢 𝑏 𝑢 𝑣 + 𝛿𝑢 𝑐 𝑢                                           (3.149) 

şeklindeki genel ifadeden başlayarak (3.137)‟daki ifade düzenlenirse 

                                        𝑐1𝛿𝑢𝐻0 = 𝑐3𝐷2𝛿𝑣𝐻0 − ∇𝑐 𝑣                                 (3.150) 

elde edilir. 𝑐1 sabiti sağ tarafa bölüm olarak geçer ve (3.141)‟deki ifade yerine 

yazılırsa 

                      𝛿𝑢𝐻0 ≡ 𝛿𝑢 𝑏 𝑢 𝑣 + 𝛿𝑢 𝑐 𝑢  ≡
1

𝑐1
 𝑐3𝐷2[𝑏] − ∇𝑐(𝑣)             (3.151)                         

bulunur.  

(3.147) denklemden  

                                                        𝛿𝑢 𝑏𝑣 = −
1

𝑐1
∇𝑐 𝑣                                                   (3.152) 

şeklinde bulunur ve (3.149)‟da eşitliğin sağında yerine yazılır, soluna ise 

(3.151)‟de oluşturulan ifade yazılırsa 

                                               𝛿𝑢(𝑐 𝑢 ) =
1

𝑐1
𝑐3𝐷2[𝑏]                                            (3.153) 

elde edilir. (3.146)‟da 𝐷2[𝑏] ifadesi yerine konulursa 

                                         𝛿𝑢(𝑐 𝑢 ) =
1

𝑐1
2 𝑐3 ∇𝑐 𝑢2 + 𝑐4                              (3.154) 

ve 𝑐 𝑢 ‟nun  

                                                 𝑐 𝑢 = 𝑎𝑢1𝑢2 + 𝛽𝑢2
2 + 𝛾(𝑢)                                      (3.155) 
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formunda bir denklem olacağı açıktır. Buradan 𝑎 ve 𝛽 denklem sabitleri ve 𝛾(𝑢) 

keyfi fonksisyondur. (3.155), (3.154)‟te kullanılırsa  𝑎, 𝛽  ve 𝛾 bulunarak 

                                    𝑐 𝑢 = −
𝑐3

2𝑐1
2 𝑢2∇𝑐(𝑢) + −

𝑐3𝑐2

𝑐1
2 𝑢 + 𝛾0                                 (3.156) 

elde edilir. Burada 𝛾0 integral sabitidir böylece 𝐻0, Hamiltoniyen yoğunluğu 

      𝐻0 = 𝑣  
1

𝑐1
∇𝑐 𝑢 +

𝑐4

𝑐1
𝑧2 +

(𝑐3−𝑐1𝑐5)

𝑐1
2 𝑧1 + 𝑠0 −

−𝑐3

2𝑐1
2 𝑢2∇𝑐 𝑢 +

𝑐3𝑐4

𝑐1
2 𝑢 + 𝛾0    (3.157) 

şeklinde bulunur ve (3.135)‟teki koşul altında geçerlidir. Bundan sonraki 

kısımda ikinci Hamiltoniyen operatörü varyasyonel türevi alınan Hamiltoniyen 

yoğunluğuna etki ettirildiğinde (3.39)‟u sağlayarak Magri teoremine göre integre 

edilebilir olduğunu ispatlamak gerekecektir. Böylece öncesinde (3.133)‟teki 

ifadenin 2 × 2 matris formu                                       

                                𝑢𝑡
𝑣𝑡
 =  

−𝑐1∇𝑐
−1 𝛿𝐻0

𝛿𝑢
𝑐3∇𝑐

−1𝐷2
𝛿𝐻0

𝛿𝑣

−𝑐3∇𝑐
−1𝐷2

𝛿𝐻0

𝛿𝑢
𝐽1

22 𝛿𝐻0

𝛿𝑣

                                       (3.158) 

şeklini alır ve Hamiltoniyen yoğunluğunun 𝑣 ve 𝑢‟ ya göre varyasyonel türevleri 

sırasıyla 

                       
𝛿𝐻0

𝛿𝑣
=

1

𝑐1
 𝑐1𝑢1 + 𝑐2𝑢2 +

𝑐4

𝑐1
𝑧2 +  

𝑐3−𝑐1𝑐5

𝑐1
2  𝑧1 + 𝑠0                        (3.159)            

                         
𝛿𝐻0

𝛿𝑢
=

𝑐3

2𝑐1
𝑢12 +

𝑐3𝑐2

𝑐1
2 𝑢22 +

𝑐3

2𝑐1
𝑢12 +  

𝑐1𝑣1+𝑐2𝑢2

𝑐1
 +

𝑐3𝑐4

𝑐1
2                  (3.160) 

şeklinde olur. (3.159) ve (3.160), (3.158)‟de verilen 2 × 2  matris formundaki 

ifadede yerine yazıldığında  sütun matrisi               

 
𝑣

𝑣1∇𝑐 𝑢2 − 𝑣2∇𝑐 𝑢1 + 𝑐3 𝑢11𝑢22 − 𝑢12
2  + 𝑐4𝑣1 + 𝑐5𝑣2 + 𝑐6𝑢11 + 𝑐7𝑢12 + 𝑐8𝑢22 + 𝑐9

  

şeklinde olur ve iki bileşenli sistem elde  edilir. 

3.5.1.2 İkinci İkili-Hamiltoniyen Ailesi 

İkinci ikili-Hamiltoniyen ailesi 𝑅′  alternatif yenileme operatörüne alternatif ikinci 

Hamiltoniyen oluşturmak için birinci Hamiltoniyen operatörü 𝐽0‟a uygulanarak 

𝐽1
′ = 𝑅′ 𝐽0 elde edilebilir. Alternatif ikinci Hamiltoniyen operatörü 
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                              𝐽1
′ =  

−𝑐2∇𝑐
−1 −𝑐3∇𝑐

−1𝐷1

𝑐3∇𝑐
−1𝐷1

1

𝑐2
 𝑐3

2∇𝑐
−1𝐷1

2 + 𝐵1 
                                     (3.170) 

şeklindedir. Burada 𝐵1 ifadesi  

          𝐵1 = −𝑐2 𝑐3𝐿12(1) + 𝑐2𝐿12(𝑡) + 𝑐2𝑐8𝐷2 + (𝑐2𝑐7 − 𝑐1𝑐8 + 𝑐3𝑐5)𝐷1           (3.171) 

ile verilir.  𝐻0
′ ,  𝐽1

′  operatörüne karşılık gelen Hamiltoniyen yoğunluğu olmak 

üzere ikili-Hamiltoniyen gösterim 

                                         𝐽0  
𝛿𝑢𝐻1

𝛿𝑣𝐻1
 = 𝐽1

′  
𝛿𝑢𝐻0

′

𝛿𝑣𝐻0
′  =  𝑣

𝑣𝑡
                                 (3.172) 

şeklinde bulunur. 

Önerme 3.5.2:  

(3.25) sisteminin (3.172)‟de verilen ikili-Hamiltoniyen gösterimine göre  𝐻0
′ , 

Hamiltoniyen yoğunluğu 

         𝐻0
′ =

𝑣

𝑐2
 ∇𝑐 𝑢 − 𝑐5𝑧1 +  𝑐4 +

𝑐3

𝑐2
 𝑧2 + 𝑠0𝑣 +

𝑐3

2𝑐2
2  𝑢1∇𝑐 𝑢 + 2𝑐5𝑢      (3.173) 

şeklindedir ve            

                          𝑐9 =
 𝑐3𝑐5+𝑐1𝑐8 

𝑐1𝑐2
2𝑐3

 𝑐3 𝑐3 − 𝑐1𝑐5 − 𝑐1
2𝑐8 +

𝑐6𝑐8

𝑐3
                            (3.174) 

bağ koşulu altında geçerlidir.  

İspat:  

𝐽1
′  matrisinin ilk satırı,  𝐻0

′ ‟ın varyasyonel türevinin sütunu ile çarpıldığında ve ∇𝑐  

uygulandığında  

                                         𝛿𝑢𝐻0
′ = −

1

𝑐2
 𝑐3𝐷1𝛿𝑢𝐻0

′ + ∇𝑐𝑣                                   (3.175) 

elde edilir (3.172)‟nin ikinci sırası ise  

                             𝑐3∇𝑐
−1𝐷1𝛿𝑢𝐻0

′ +
1

𝑐2
 𝑐3

2∇𝑐
−1𝐷1

2 + 𝐵1 𝛿𝑣𝐻0
′ = 𝑣𝑡                        (3.176) 

olur. (3.175)‟deki denklem (3.176)‟de yerine yazılırsa 

                                                𝐵1 𝛿𝑣𝐻0
′  = 𝑐2𝑣𝑡 + 𝑐3𝑣1                                      (3.177) 

bulunur ve 𝐻0
′ , 𝑣‟ye lineer bağlı olarak 
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                            𝐻0
′ = 𝑏 𝑢 𝑣 + 𝑐 𝑢     ⇒     𝛿𝑣𝐻0

′ =
𝜕𝐻0

′

𝜕𝑣
= 𝑏 𝑢                        (3.178) 

elde edilir. Burada  𝑏 ve 𝑐 yalnızca 𝑢 ve türevlerine bağlıdır. (3.178), (3.177)‟de 

yerine yazılır ve (3.171)‟deki 𝐵1 ile (3.71)‟deki 𝑣𝑡  kullanılarak, 𝑏‟nin toplam 

türevlerine göre ayrıldıklarında iki ayrı denklem elde edilir ve bu denklemler  

                  𝐷1 𝑏 =
1

𝑐2
 ∇𝑐 𝑢1 − 𝑐5 ;      𝐷2 𝑏 =

1

𝑐2
 ∇𝑐 𝑢2 + 𝑐4 +

𝑐3

𝑐2
              (3.179) 

şeklinde olur. İntegraller alındığında bu iki denklem 

                                  𝑏 =
1

𝑐2
 ∇𝑐 𝑢 − 𝑐5𝑧1 +  𝑐4 +

𝑐3

𝑐2
 𝑧2 ± 𝑠0                         (3.180) 

şeklinde elde edilir. Kalan değişkenler gider ve sabit terimler de  (3.174)‟teki 

koşul uygulandığında birbirlerini götürür. (3.180), (3.178)‟de yerine yazılır ve 

(3.175) kullanılarak 𝛿𝑢𝐻0
′  hesaplandığında 

                                       𝛿𝑢𝑐 𝑢 = −
𝑐3

𝑐2
2  𝑐1𝑢11 + 𝑐2𝑢12 − 𝑐5                               (3.181) 

elde edilir ve 

                                       𝑐 𝑢 =
𝑐3

2𝑐2
2  𝑢1∇𝑐 𝑢 + 2𝑐5𝑢 + 𝛾0                               (3.182) 

sonucu bulunur. Böylece ikili-Hamiltoniyen sistemlerin ikinci ailesi için 

(3.173)‟teki Hamiltoniyen yoğunluğu oluşturulmuştur. Burada 𝛾0 integral 

sabitidir ve 𝐻0
′  için sıfır alınmıştır. 

3.5.1.3 Üçlü-Hamiltoniyen Sistemler Ailesi 

Eğer (3.135) ve (3.174) denklemlerinde verilen koşullar için 𝑐9 elenirse ve 

(3.37) integre edilebilirlik koşulu göz önünde bulundurulursa, katsayılar için  

                                      𝑐4 =
1

𝑐2𝑐3
 𝑐2

2𝑐6 − 𝑐1
2𝑐8 − 𝑐1𝑐3𝑐5                                  

                                       𝑐7 =
1

𝑐1𝑐2
 2𝑐1

2𝑐8 + 2𝑐1𝑐3𝑐5 − 𝑐3
2                                    (3.183) 

𝑐9 =
 𝑐3𝑐5 + 𝑐1𝑐8 

𝑐1𝑐2
2𝑐3

 𝑐3 𝑐3 − 𝑐1𝑐5 − 𝑐1
2𝑐8 +

𝑐6𝑐8

𝑐3
 

çözümleri elde edilebilir. Bu üç koşul altında altı parametreli üçlü-Hamiltoniyen 

sistem 
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                             𝑢𝑡
𝑣𝑡
 = 𝐽0  

𝛿𝑢𝐻1
𝛿𝑣𝐻1

 = 𝐽1  
𝛿𝑢𝐻0
𝛿𝑣𝐻0

 = 𝐽1
′  

𝛿𝑢𝐻0
′

𝛿𝑣𝐻0
′                          (3.184) 

elde edilir. Burada koşullar 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3, 𝑐5, 𝑐6, 𝑐8 altı serbest parametreye bağlıdır. 

3.5.2 Belirli Durumlar:  𝒄𝟏 = 𝟎, 𝒄𝟐 ≠ 𝟎 ve  𝒄𝟐 = 𝟎, 𝒄𝟏 ≠ 𝟎 

Öncelikle 𝑐1 = 0, 𝑐2 ≠ 0 durumunu ikinci ikili-Hamiltoniyen ailesine uygulanır. 

Bu nedenle Hamiltoniyen operatörü  𝐽1
′ ‟de yerine yazıldığında 

                                     𝐽1
′ =  

−𝐷2
−1 −

𝑐3

𝑐2
𝐷2
−1𝐷1

𝑐3

𝑐2
𝐷2
−1𝐷1

𝑐3
2

𝑐2
2 𝐷2

−1𝐷1
2 +

1

𝑐2
𝐵1

                                (3.185) 

elde edilir. Buradaki 𝐵1 ifadesi açık bir şekilde yazıldığında 

                  𝐵1 = −𝑐2 𝑐3𝐿12(2) + 𝑐2𝐿12(𝑡) +  𝑐2𝑐7 − 𝑐3𝑐5 𝐷1 + 𝑐2𝑐8𝐷2            (3.186) 

ve 

                    𝐽1
′  22 = − 𝑐3𝐿12(1) + 𝑐2𝐿12(𝑡) +  𝑐7 −

𝑐3𝑐5

𝑐2
 𝐷1 + 𝑐8𝐷2                (3.187) 

şeklini alır. Belirli durumların ilkine ait Hamiltoniyen yoğunluğu, (3.173)‟teki 

Hamiltoniyen yoğunluğuna 𝑐1 = 0 yazılarak 

                    𝐻0
′ = 𝑣  𝑢2 −

𝑐5

𝑐2
𝑧1 +

𝑐6

𝑐3
𝑧2 + 𝑠0𝑣 +

𝑐3

2𝑐2
𝑢1𝑢2 +

𝑐3𝑐5

𝑐2
2 𝑢                     (3.188) 

şeklinde elde edilir. 𝐻0
′ ‟nun geçerli olduğu ek bağ koşulu ve integre edilebilirlik 

koşulu sırasıyla 𝑐1 = 0 için 

𝑐2 𝑐2𝑐6 − 𝑐3𝑐4 = 𝑐3
2 

                                    𝑐9 =
1

𝑐2
2  𝑐8 𝑐2𝑐4 + 𝑐3 + 𝑐5 𝑐3𝑐5 − 𝑐2𝑐7                        (3.189) 

şeklini alır. 

İkinci olarak 𝑐2 = 0, 𝑐1 ≠ 0 durumu birinci ikili-Hamiltoniyen yapının özel bir 

durumu olarak tanımlanır. Bu nedenle ikinci Hamiltoniyen operatörü 𝐽1‟de, 

𝑐2 = 0 yazılır ve 

                               𝐽1 =  

−𝐷1
−1 𝑐3

𝑐1
𝐷1
−1𝐷2

−
𝑐3

𝑐1
𝐷1
−1𝐷2

𝑐3
2

𝑐1
2 𝐷1

−1𝐷2
2 +

1

𝑐1
𝐵1

                                 (3.190) 

elde edilir. Burada  
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                     𝐵1 = 𝑐1 𝑐3𝐿12(2) − 𝑐1𝐿12(𝑡) +  𝑐1𝑐7 − 𝑐3𝑐4 𝐷2 + 𝑐1𝑐6𝐷1            (3.191) 

ve  

               𝐽1 
22 =

𝑐3
2

𝑐1
2 𝐷1

−1𝐷2
2 + 𝑐3𝐿12(2) − 𝑐1𝐿12(𝑡) + 𝑐6𝐷1 +  𝑐7 +

𝑐3𝑐4

𝑐1
 𝐷2        (3.192) 

şeklinde olur. (3.148)‟deki 𝐻0, Hamiltoniyen yoğunluğunda 𝑐2 sabiti yerine sıfır 

konularak  

                          𝐻0 = 𝑣  𝑢1 +
𝑐4

𝑐1
𝑧2 +

𝑐8

𝑐3
𝑧1 + 𝑠0 −

𝑐3

2𝑐1
𝑢1𝑢2 +

𝑐3𝑐4

𝑐1
2 𝑢                 (3.193) 

şeklinde bulunur. Bu durumda ek bağ koşulu ve integre edilebilirlik koşulu 

sırasıyla 

𝑐1 𝑐1𝑐6 + 𝑐3𝑐5 = 𝑐3
2 

                              𝑐9 =
1

𝑐1
2  𝑐6 𝑐3 − 𝑐1𝑐5 + 𝑐4 𝑐1𝑐7 + 𝑐3𝑐4                               (3.194) 

şeklini alır. 

3.5.3 Özel Durum: 𝒄𝟑 = 𝟎 

İkinci Hamiltoniyen operatörü, yenileme operatörü yardımı ile 𝐽1 = 𝑅𝐽0‟dan 

hesaplanıp 𝑐3 = 0 alındığında 

                                                 𝐽1 =  
𝑐2∇𝑐

−1 0

0
1

𝑐1
𝐵1
                                             (3.195) 

elde edilir. Burada  

                                       𝐵1 = 𝑐1𝑐2𝐿12(𝑡) − 𝑐1𝑐8𝐷2 − 𝑐2𝑐6𝐷1                              (3.196) 

ve 

                           𝐽1
22 = −𝑐2  𝑣1𝐷2 − 𝑣2𝐷1 +

𝑐6

𝑐1
𝐷1 +

𝑐8

𝑐2
𝐷2 =

1

𝑐1
𝐵1                    (3.197) 

şeklinde olur ve bu durum için Hamiltoniyen gösterimi  

                                                     𝐽1  
𝛿𝑢𝐻0
𝛿𝑣𝐻0

 =  𝑣
𝑣𝑡
                                                (3.198) 

şeklinde ifade edilir. Burada 𝐻0 Hamiltoniyen yoğunluğu aşağıda verilen önerme 

ile elde edilir. 
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Önerme 3.5.3:  

(3.198)‟deki sistemin ikili-Hamiltoniyen gösterimine göre   

                              𝐻0 =
𝑣

𝑐2
 −∇𝑐 𝑢 + 𝑐5𝑧1 − 𝑐4𝑧2 + 𝑠0                                  (3.199) 

şeklindedir ve 

                                                𝑐9 =
 𝑐1𝑐4𝑐8−𝑐2𝑐5𝑐6 

𝑐1𝑐2
                                                (3.200) 

şeklinde verilen bağ koşulu için geçerlidir. 

İspat:  

(3.198)‟deki matris ifadesinin ilk sırası, 

                                          𝛿𝑢𝐻0 =
𝑣

𝑐2
∇𝑐 𝑣 =

𝑐5

𝑐2
𝑣1 + 𝑣2                                     (3.201) 

ve ikinci sırası 

                                                   
1

𝑐1
𝐵1 𝛿𝑣𝐻0 = 𝑣𝑡                                                (3.202) 

şeklinde bulunur. Daha önce de yapıldığı gibi 𝐻0‟ın 𝑣‟ye lineer bağlı olduğu 

kabul edilerek 

                                𝐻0 = 𝑏 𝑢 𝑣 + 𝑐 𝑢      ⇒    𝛿𝑣𝐻0 = 𝑏 𝑢                               (3.203) 

şeklinde ifade edilir. Burada 𝑏 ve 𝑐 yalnızca 𝑢 ve türevlerine bağlıdır. (3.71)‟de 

verilen 𝑣𝑡 , (3.196)‟daki 𝐵1 ile kullanıldığında 

𝑐2 𝑣1𝐷2 𝑏 − 𝑣2𝐷1 𝑏  +
𝑐2𝑐6

𝑐1
𝐷1 𝑏 + 𝑐8𝐷2 𝑏 = {−𝑣1∇𝑐 𝑢2 − 𝑣2∇𝑐 𝑢1 + 𝑐4𝑣1 +                                                                    

𝑐5𝑣2 + 𝑐6𝑢11 + 𝑐7𝑢12 + 𝑐8𝑢22 + 𝑐9}                                                              (3.204) 

elde edilir. (3.204) denklemi 𝑣‟den bağımsız olması gerektiğinden 𝑣1 ve 𝑣2 ‟li 

terimler sıfıra eşitlenerek  

                 𝐷1 𝑏 = −
1

𝑐2
∇𝑐 𝑢1 +

𝑐5

𝑐2
;     𝐷2 𝑏 = −

1

𝑐2
∇𝑐 𝑢2 −

𝑐4

𝑐2
                       (3.205)   

bulunur ve denklemlerin integrali alınarak 

                                  𝑏 =
1

𝑐2
 −∇𝑐 𝑢 + 𝑐5𝑧1 − 𝑐4𝑧2 + 𝑠0                                   (3.206) 
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elde edilir. (3.206) kullanılarak (3.203)‟teki kalan sabit olmayan terimlerin 

birbirlerini götürmeleri için sabitler arasındaki ilişki 

                                               𝑐9 =
 𝑐1𝑐4𝑐8−𝑐2𝑐5𝑐6 

𝑐1𝑐2
                                                  (3.207) 

ile verilen koşul altında elde edilir. (3.206), (3.203)‟te yerine yazıldığında 

                              𝐻0 =
𝑣

𝑐2
 −∇𝑐 𝑢 + 𝑐5𝑧1 − 𝑐4𝑧2 + 𝑠0 + 𝑐 𝑢                         (3.208) 

elde edilir. (3.208)‟in 𝑢‟ya göre varyasyon türevi alınarak (3.201)‟de yerine 

yazıldığında 𝑐 𝑢 ‟nun 𝑢‟ya göre varyasyonu sıfır değerini alır. Bu sebeple 

𝑐 𝑢 = 0 olur. 

3.6 Jacobi Özdeşliği  

Bir ikili-Hamiltoniyen sistem için elde edilen ters simetrik 𝐽0 ve 𝐽1 Hamiltoniyen 

operatörlerinin hem ayrı ayrı hem de lineer birleşiminin Jacobi özdeşliğini 

sağlaması gerekmektedir. Bunun için 

                                                      𝐽 = 𝑎𝐽0 + 𝑏𝐽1                                                  (3.209) 

lineer birleşiminin Jacobi özdeşliğini sağladığını kontrol etmek yeterli olacaktır. 

Burada 𝑎 ve 𝑏 keyfi sabitlerdir. Sırasıyla 𝑎 = 1 ile 𝑏 = 0 ve 𝑎 = 0 ile 𝑏 = 1 

seçilirse 𝐽0 ve 𝐽1‟in ayrı ayrı Jacobi özdeşliği hesaplanmış olacaktır. 𝑎 = 𝑏 = 1 

seçilirse lineer birleşiminde uyumlu (compatible) olduğu gösterilmiş olur. 

Burada Jacobi özdeşliğinin hesabı için P. Olver‟in [2] kitabında verilen 7.8 

Teoremi kullanılır.  

Teorem: 𝒟 ters simetrik 𝑙 × 𝑙 matris diferansiyel operatör ve  

                                          Ө =
1

2
   𝐽𝛼𝛽𝜔

𝛽 ∧ 𝜔𝛼 𝑑𝑧1𝑑𝑧2                                 (3.210) 

karşılık gelen ikili-vektör olsun. 𝒟 operatörünün Hamiltoniyen olması ancak ve 

ancak 

                                                     𝑃𝑟𝑉𝒟𝜔 Ө = 0                                                (3.211) 

ile sağlanır. 𝑃𝑟𝑉𝒟𝜔 Ө  uzatılmış (prolonged) evrimsel vektör alandır ve 

                   𝑃𝑟𝑉𝒟𝜔 =  𝐷𝐽  𝒟𝛼𝛽𝜔
𝛽 𝛼𝛽

𝜕

𝜕𝑢𝐽
𝛼 ;     𝐽 = 0, 𝑧1, 𝑧2, 𝑧1𝑧1, 𝑧2𝑧2,⋯         (3.212) 
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şeklinde tanımlanır. Burada 𝑢0
𝑖 = 𝑢𝑖  ve bu durum için 𝛼, 𝛽 = 1,2 olurken 𝑢1 = 𝑢 

ve 𝑢2 = 𝑣 değerlerini alır. Burada 𝜔 =  𝜔1, 𝜔2 = (𝜂, 𝜃) tek-vektör olup (uni-

vektör) türev operatörü 𝐷𝐽  𝜔
𝑖 = 𝜔𝐽

𝑖  şeklinde etkir. Çoklu vektörlerin (multi-

vector) fonksiyonel uzayında, Ө ve 𝑃𝑟𝑉𝒟𝜔 Ө ‟deki bütün toplam türevler yok 

olur. Yani hesaplama yapılırken 𝑃𝑟𝑉𝒟𝜔  integrali içindeki toplam türevli terimleri 

dikkate almaya gerek kalmayacaktır. Ek olarak uzatılmış evrimsel vektör alan 

𝑃𝑟𝑉𝒟𝜔 ‟ın tek vektörlere etkisi 𝑃𝑟𝑉𝒟𝜔(𝜔𝑖) = 0‟dır. Böylece Jacobi özdeşliğini 

hesaplamak için 𝐽 = 𝑎𝐽0 + 𝑏𝐽1 yazarak başlayabiliriz. Bu ifadenin matris formu 

                               𝐽 =  
−𝑏𝑐1∇𝑐

−1 𝑏𝑐3∇𝑐
−1𝐷2 + 𝑎

−𝑏𝑐3∇𝑐
−1𝐷2 − 𝑎 𝑎𝐽0

22 + 𝑏𝐽1
22                                 (3.213) 

şeklindedir. Kolaylık olması açısından 𝐽22 = 𝑎𝐽0
22 + 𝑏𝐽1

22 terimi için 

𝐴 = 𝑎𝑐1𝑢12 + 𝑎𝑐2𝑢22 + 𝑎𝑐4 + 𝑏𝑐3𝑢22 − 𝑏𝑐1𝑣2 + 𝑏𝑐6 

         𝐵 = −𝑏𝑐3𝑢12 + 𝑏𝑐1𝑣1 − 𝑎𝑐1𝑢12 − 𝑎𝑐2𝑢12 + 𝑎𝑐5 +
𝑏

𝑐1
 𝑐1𝑐7 − 𝑐2𝑐6 + 𝑐3𝑐4 +

                       
𝑏

𝑐1
∇𝑐
−1𝑐3

2𝐷2                                                                                        (3.214) 

olmak üzere 

                                                   𝐽22 = 𝐴𝐷1 + 𝐵𝐷2                                               (3.215) 

şeklinde yazılabilir.  

Yukarıdaki teoreme göre 𝒟 = 𝐽 alınarak iki-vektör Ө  

                                             Ө =
1

2
   𝐽𝛼𝛽𝜔

𝛽 ∧ 𝜔𝛼 𝑑𝑧1𝑑𝑧2                              (3.216) 

ve 

Ө =
1

2
 [ 𝐽11𝜔

1 ∧ 𝜔1 +  𝐽12𝜔
2 ∧ 𝜔1 +  𝐽21𝜔

1 ∧ 𝜔2 +  𝐽22𝜔
2 ∧ 𝜔2] 𝑑𝑧1𝑑𝑧2 

şeklini alır. Burada 𝜔1 = 𝜂 ve 𝜔2 = 𝜃 ve 𝐽𝑖𝑗  operatörleri yerine yazılırsa 

       Ө =
1

2
 {−𝑏𝑐1𝜂 ∧ ∇𝑐

−1𝜂 + 2𝑎𝜂 ∧ 𝜃 + 2𝑏𝑐3𝜂 ∧ ∇𝑐
−1𝜃2 

                   +𝑎𝜃 ∧ (𝑐1𝑢12 + 𝑐2𝑢22 + 𝑐4)𝜃1 − 𝑎𝜃 ∧  𝑐1𝑢11 + 𝑐2𝑢12 + 𝑐5 𝜃2 

                   +𝑏𝜃 ∧  𝑐3𝑢22 + 𝑐1𝑣1 𝜃1 − 𝑏𝜃 ∧  𝑐3𝑢12 + 𝑐1𝑣1 𝜃2}𝑑𝑧1𝑑𝑧2          (3.217) 

elde edilir. Burada “∧” dış çarpan ve  
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                                η ∧ θ = −θ ∧ η   ve   θ ∧ θ = η ∧ η = 0                              (3.218) 

özelliklerine sahiptir. Böylece Ө (3.216) denkleminde kullanılırsa 

  𝑷𝒓𝑽𝑱𝝎 Ө =
1

2
{[𝑎𝑐1𝑷𝒓𝑽𝑱𝝎 𝑢12 + 𝑎𝑐2𝑷𝒓𝑽𝑱𝝎 𝑢22 + 𝑏𝑐3𝑷𝒓𝑽𝑱𝝎 𝑢22 − 

                             𝑏𝑐1𝑷𝒓𝑽𝑱𝝎 𝑣2 ]𝜃1 ∧ 𝜃 + [− 𝑎𝑐1𝑷𝒓𝑽𝑱𝝎 𝑢11 − 𝑎𝑐2𝑷𝒓𝑽𝑱𝝎 𝑢12     

                             +𝑏𝑐3𝑷𝒓𝑽𝑱𝝎 𝑢12 + 𝑏𝑐1𝑷𝒓𝑽𝑱𝝎 𝑣1 ]𝜃2 ∧ 𝜃}𝑑𝑧1𝑑𝑧2                (3.219) 

bulunur. Uzatılmış  𝑃𝑟𝑉𝐽𝜔  evrimsel vektör alanları 𝐽 operatörünün matris 

elemanları cinsinden: 

                                     𝑷𝒓𝑽𝑱𝝎 𝑢𝑖𝑗  = 𝐷𝑖𝐷𝑗 (𝐽11η + 𝐽12θ)                               (2.220) 

                                          𝑷𝒓𝑽𝑱𝝎 𝑣𝑖 = 𝐷𝑖(𝐽
21η + 𝐽12θ)                                   (2.221) 

şeklinde hesaplanır ve  

𝑷𝒓𝑽𝑱𝝎 𝑣1 = 𝐷1 − 𝑏𝑐3∇𝑐
−1𝐷2 + 𝑎 𝜂 + 𝐴𝜃1 + 𝐵𝜃2  

 𝑷𝒓𝑽𝑱𝝎 𝑣2 = 𝐷2  𝑏𝑐3∇𝑐
−1𝐷2 + 𝑎 𝜂 −  𝐴𝜃1 − 𝐵𝜃2                                                                                                                         

                           𝑷𝒓𝑽𝑱𝝎 𝑢22 = 𝐷2
2[−𝑏𝑐1∇𝑐

−1𝜂 +  𝑏𝑐3∇𝑐
−1𝐷2 + 𝑎 𝜃]                (3.222) 

𝑷𝒓𝑽𝑱𝝎 𝑢12 = 𝐷1𝐷2[−𝑏𝑐1∇𝑐
−1𝜂 +  𝑏𝑐3∇𝑐

−1𝐷2 + 𝑎 𝜃] 

𝑷𝒓𝑽𝑱𝝎 𝑢11 = 𝐷1
2[−𝑏𝑐1∇𝑐

−1𝜂 +  𝑏𝑐3∇𝑐
−1𝐷2 + 𝑎 𝜃] 

şeklinde elde edilir. Bu ifadeler (3.219)‟da yerine yazılırsa; 

𝑷𝒓𝑽𝑱𝝎 Ө =
1

2
 {𝑎𝑐1𝐷1𝐷2  𝑏𝑐1∇𝑐

−1𝜂 +  𝑏𝑐3∇𝑐
−1𝐷2 + 𝑎 𝜃 ∧ 𝜃1 ∧ 𝜃 

                       +𝑎𝑐2𝐷2
2 𝑏𝑐1∇𝑐

−1𝜂 +  𝑏𝑐3∇𝑐
−1𝐷2 + 𝑎 𝜃 ∧ 𝜃1 ∧ 𝜃 

                        +𝑏𝑐3𝐷2
2 𝑏𝑐1∇𝑐

−1𝜂 +  𝑏𝑐3∇𝑐
−1𝐷2 + 𝑎 𝜃 ∧ 𝜃1 ∧ 𝜃 

                                          +𝑏𝑐1𝐷2  𝑏𝑐3∇𝑐
−1𝐷2 + 𝑎 𝜂 −  𝐴𝜃1 − 𝐵𝜃2 ∧ 𝜃1 ∧ 𝜃  (3.223) 

                       −𝑎𝑐1𝐷1
2 𝑏𝑐1∇𝑐

−1𝜂 +  𝑏𝑐3∇𝑐
−1𝐷2 + 𝑎 𝜃 ∧ 𝜃2 ∧ 𝜃 

                            +𝑎𝑐2𝐷1𝐷2 𝑏𝑐1∇𝑐
−1𝜂 +  𝑏𝑐3∇𝑐

−1𝐷2 + 𝑎 𝜃 ∧ 𝜃2 ∧ 𝜃 

                            −𝑏𝑐3𝐷1𝐷2 𝑏𝑐1∇𝑐
−1𝜂 +  𝑏𝑐3∇𝑐

−1𝐷2 + 𝑎 𝜃 ∧ 𝜃2 ∧ 𝜃 

                             − 𝑏𝑐1𝐷1  𝑏𝑐3∇𝑐
−1𝐷2 + 𝑎 𝜂 − 𝐴𝜃1 − 𝐵𝜃2 ∧ 𝜃2 ∧ 𝜃}𝑑𝑧1𝑑𝑧2  
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şeklinde ifade edilir. Burada 𝐴 ve 𝐵 çok sayıda terim içerdiği için burada açıkça 

yazılmamıştır. Daha önce belirtildiği gibi  𝐽 operatörünün Jacobi özdeşliğini 

sağlaması için yukarıdaki integralin sıfır olması gerekiyordu. Hesapların daha 

anlaşılır olabilmesi için 𝜂‟lı ve 𝜃‟lı terimlerin ayrı ayrı hesaplanması kolaylık 

sağlar. Toplam türevli terimler integralin dışına çıkar ve integral sınırlarında sıfır 

olur. 

Öncelikle, sadece  𝜂 içeren terimler göz önüne alınırsa bu terimler,                 

𝑎𝑏𝑐1
2 ∇𝑐

−1𝜂 12 ∧ 𝜃1 ∧ 𝜃 + 𝑎𝑏𝑐1𝑐2 ∇𝑐
−1𝜂 22 ∧ 𝜃1 ∧ 𝜃 

+𝑏2𝑐1𝑐3 ∇𝑐
−1𝜂 22 ∧ 𝜃1 ∧ 𝜃 − 𝑏

2𝑐1𝑐3 ∇𝑐
−1𝜂 22 ∧ 𝜃1 ∧ 𝜃 

                                  +𝑎𝑏𝑐1𝜂2 ∧ 𝜃1 ∧ 𝜃 − 𝑎𝑏𝑐1
2 ∇𝑐

−1𝜂 11 ∧ 𝜃2 ∧ 𝜃                     (3.224) 

−𝑎𝑏𝑐1𝑐2 ∇𝑐
−1𝜂 12 ∧ 𝜃2 ∧ 𝜃 − 𝑏

2𝑐1𝑐3 ∇𝑐
−1𝜂 12 ∧ 𝜃2 ∧ 𝜃 

+𝑏2𝑐1𝑐3 ∇𝑐
−1𝜂 12 ∧ 𝜃2 ∧ 𝜃 − 𝑎𝑏𝑐1𝜂1 ∧ 𝜃2 ∧ 𝜃                                                                             

şeklinde ayrılır ve sonrasında (3.224) denklemindeki çift türevli terimlere art 

arda iki kez kısmi integrasyon uygulanır ve gerekli ara işlemler yapılırsa 

−2𝑎𝑏𝑐1
2 ∇𝑐

−1𝜂 1 ∧ 𝜃1 ∧ 𝜃2 − 2𝑎𝑏𝑐1𝑐2 ∇𝑐
−1𝜂 2 − 𝑎𝑏𝑐1𝜂2 ∧ 𝜃1 ∧ 𝜃] + 𝑎𝑏𝑐1𝜂1 ∧ 𝜃2 ∧ 𝜃                                                                

elde edilir ve 

                                            𝑐1 ∇𝑐
−1𝜂 1 = 𝜂 − 𝑐2 ∇𝑐

−1𝜂 2                                    (3.225)   

eşitliği yerine yazılarak tekrar kısmi integrasyon uygulandığında  

−2𝑎𝑏𝑐1 𝜂 − 𝑐2∇𝑐
−1𝜂2 ∧ 𝜃1 ∧ 𝜃2 − 2𝑎𝑏𝑐1𝑐2∇𝑐

−1𝜂2 ∧ 𝜃1 ∧ 𝜃2 − 𝑎𝑏𝑐1𝜂2 ∧ 𝜃1 ∧ 𝜃 +                                                                                         

       𝑎𝑏𝑐1𝜂1 ∧ 𝜃2 ∧ 𝜃                                                                                     (3.226) 

sonucu bulunur ve birbirini yok eden terimlerden sonra 

                    −𝑎𝑏𝑐1𝜂2 ∧ 𝜃1 ∧ 𝜃 + 𝑎𝑏𝑐1𝜂1 ∧ 𝜃2 ∧ 𝜃 − 2𝑎𝑏𝑐1𝜂 ∧ 𝜃1 ∧ 𝜃2              (3.227) 

terimleri elde edilir ve yine uygun terimlere kısmi integrasyon uygulanırsa 

−2𝑎𝑏𝑐1𝜂 ∧ 𝜃1 ∧ 𝜃2 −  𝑎𝑏𝑐1𝜂 ∧ 𝜃1 ∧ 𝜃 2 + 𝑎𝑏𝑐1(𝜂 ∧ 𝜃12 ∧ 𝜃 + 𝜂 ∧ 𝜃1 ∧ 𝜃2) 

         + 𝑎𝑏𝑐1𝜂 ∧ 𝜃2 ∧ 𝜃 1 − 𝑎𝑏𝑐1(𝜂 ∧ 𝜃12 ∧ 𝜃 + 𝜂 ∧ 𝜃2 ∧ 𝜃1)                         (3.228) 

bulunur. Açıkça görüldüğü gibi terimler birbirini götürür ve sıfır bulunur. Aynı 

şekilde sadece 𝜃 içeren terimler yazıldığında, 
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𝑎𝑏𝑐1𝑐3 ∇𝑐
−1𝜃2 12 ∧ 𝜃1 ∧ 𝜃 + 𝑎2𝑐1𝜃12 ∧ 𝜃1 ∧ 𝜃 

+𝑎𝑏𝑐2𝑐3 ∇𝑐
−1𝜃2 22 ∧ 𝜃1 ∧ 𝜃 + 𝑎2𝑐2𝜃22 ∧ 𝜃1 ∧ 𝜃  

𝑏2𝑐3
2 ∇𝑐

−1𝜃2 22 ∧ 𝜃1 ∧ 𝜃 + 𝑎𝑏𝑐3𝜃22 ∧ 𝜃1 ∧ 𝜃  

−𝑏2𝑐1𝐷2 𝐴𝜃1 ∧ 𝜃1 ∧ 𝜃 − 𝑏
2𝑐1𝐷2 𝐵𝜃2 ∧ 𝜃1 ∧ 𝜃 

                                 −𝑎𝑏𝑐1𝑐3 ∇𝑐
−1𝜃2 11 ∧ 𝜃2 ∧ 𝜃 − 𝑎

2𝑐1𝜃12 ∧ 𝜃2 ∧ 𝜃                (3.229) 

−𝑎𝑏𝑐2𝑐3 ∇𝑐
−1𝜃2 12 ∧ 𝜃2 ∧ 𝜃 − 𝑎

2𝑐2𝜃12 ∧ 𝜃2 ∧ 𝜃  

−𝑏2𝑐3
2 ∇𝑐

−1𝜃2 12 ∧ 𝜃2 ∧ 𝜃 − 𝑎𝑏𝑐3𝜃12 ∧ 𝜃2 ∧ 𝜃  

+𝑏2𝑐1𝐷2 𝐴𝜃1 ∧ 𝜃2 ∧ 𝜃 + 𝑏2𝑐1𝐷2 𝐵𝜃2 ∧ 𝜃2 ∧ 𝜃 

şeklinde olur. Ardından aynı şekilde 𝐴 ve 𝐵 içermeyen terimler için kısmi 

integrasyon art arda uygulanır ve 

                                               ∇𝑐
−1𝜃12 = 𝜃2 − 𝑐2∇𝑐

−1𝜃22                                       (3.230) 

ifadesi yerine yazılarak tekrar art arda kısmi integrasyon alınır. Burada terimler 

çoğunlukla birbirini götürür ancak 

                             −𝑏2c3
2∇𝑐

−1𝜃22 ∧ 𝜃1 ∧ 𝜃2 + 𝑏2𝑐3
2∇𝑐

−1𝜃22 ∧ 𝜃2 ∧ 𝜃1                   (3.231) 

şeklindeki iki terim kalır. Bu terimlerle birlikte türevi alınmış 𝐴 ve 𝐵 terimlerinin 

de kısmi integrasyonu alınarak toplandığında 

−𝑏2𝑐3
2∇𝑐

−1𝜃22 ∧ 𝜃1 ∧ 𝜃2 + 𝑏2𝑐3
2∇𝑐

−1𝜃22 ∧ 𝜃2 ∧ 𝜃1 +𝑏2𝑐3
2∇𝑐

−1𝐷2𝐷1𝜃2 ∧ 𝜃1 ∧ 𝜃 

+(−𝑏𝑎𝑐1
2𝑢12 − 𝑏𝑎𝑐1𝑐2𝑢22 − 𝑏

2𝑐1𝑐3𝑢22 + 𝑏2𝑐1
2𝑢22)𝜃12 ∧ 𝜃1 ∧ 𝜃  

+ 𝑎𝑏𝑐1
2𝑢112 + 𝑎𝑏𝑐1𝑐2𝑢122 + 𝑏2𝑐1𝑐3𝑢122 − 𝑏

2𝑐1
2𝑣12 − 𝑏

2∇𝑐
−1𝑐3

2𝐷2 𝜃2 ∧ 𝜃1 ∧ 𝜃  

    + 𝑎𝑏𝑐1
2𝑢11 + 𝑎𝑏𝑐1𝑐2𝑢12 + 𝑏2𝑐1𝑐3𝑢12 − 𝑏

2𝑐1
2𝑣1 − 𝑏

2∇𝑐
−1𝑐3

2𝐷2 𝜃22 ∧ 𝜃1 ∧ 𝜃(3.232) 

+ 𝑎𝑏𝑐1
2𝑢112 + 𝑎𝑏𝑐1𝑐2𝑢122 + 𝑏2𝑐1𝑐3𝑢122 − 𝑏

2𝑐1
2𝑣12 𝜃1 ∧ 𝜃2 ∧ 𝜃  

+ 𝑎𝑏𝑐1
2𝑢12 + 𝑎𝑏𝑐1𝑐2𝑢22 + 𝑏2𝑐1𝑐3𝑢22 − 𝑏

2𝑐1
2𝑣2 𝜃11 ∧ 𝜃2 ∧ 𝜃  

+ −𝑎𝑏𝑐1
2𝑢11 − 𝑎𝑏𝑐1𝑐2𝑢12 − 𝑏

2𝑐1𝑐3𝑢12 + 𝑏2𝑐1
2𝑣1 + 𝑏2∇𝑐

−1𝑐3
2𝐷2 𝜃21 ∧ 𝜃1 ∧ 𝜃  

elde edilir. Kalan tüm terimler 𝑏𝑐1
2𝑎, 𝑏𝑐1𝑐2𝑎, 𝑏2𝑐1𝑐3, 𝑏2𝑐1

2, 𝑏2𝑐3
2 ortak 

parantezlerine göre alınarak her terimin ayrı ayrı sıfır olması gerekir.  

Sırasıyla, 𝑏𝑐1
2𝑎 ortak çarpanı için kısmi integrasyon işlemi yapılan terimler 
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−𝑢121𝜃2 ∧ 𝜃1 ∧ 𝜃 +  𝑢112𝜃2 ∧ 𝜃1 ∧ 𝜃 + 𝑢112𝜃2 ∧ 𝜃1 ∧ 𝜃 + 𝑢112𝜃1 ∧ 𝜃2 ∧ 𝜃 + 𝑢112𝜃1 ∧                                                                                    

𝜃2 ∧ 𝜃 − 𝑢112𝜃1𝛬𝜃2𝛬𝜃 = 0                                                                          (3.233) 

b𝑐1𝑐2𝑎 ortak çarpanı içeren terimler için; 

−𝑢221𝜃2 ∧ 𝜃1 ∧ 𝜃 +  𝑢122𝜃2 ∧ 𝜃1 ∧ 𝜃 + 𝑢122𝜃2 ∧ 𝜃1 ∧ 𝜃 + 𝑢122𝜃1 ∧ 𝜃2 ∧ 𝜃 + 𝑢122𝜃1 ∧                                                                                

  𝜃2 ∧ 𝜃 − 𝑢122𝜃1 ∧ 𝜃2 ∧ 𝜃 = 0                                                                              (3.234) 

𝑏2𝑐1𝑐3 ortak çarpanı içeren terimler için; 

−𝑢221𝜃2 ∧ 𝜃1 ∧ 𝜃 +  𝑢122𝜃2 ∧ 𝜃1 ∧ 𝜃 + 𝑢122𝜃2 ∧ 𝜃1 ∧ 𝜃 + 𝑢122𝜃1 ∧ 𝜃2 ∧ 𝜃 + 𝑢122𝜃1 ∧                                                                                 

𝜃2 ∧ 𝜃 − 𝑢122𝜃1 ∧ 𝜃2 ∧ 𝜃 = 0                                                                        (3.235)     

𝑏2𝑐1
2 ortak çarpanına sahip olan terimler için; 

 −𝑣21𝜃2 ∧ 𝜃1 ∧ 𝜃 − 𝑣12𝜃2 ∧ 𝜃1 ∧ 𝜃 − 𝑣12𝜃2 ∧ 𝜃1 ∧ 𝜃 − 𝑣12𝜃1 ∧ 𝜃2 ∧ 𝜃 − 𝑣12𝜃1 ∧ 𝜃2 ∧                                                                                           

𝜃 +𝑣12𝜃1 ∧ 𝜃2 ∧ 𝜃 = 0                                                                                 (3.236) 

ve son olarak 𝑏2𝑐3
2 ortak çarpanı için; 

∇𝑐
−1𝜃22 ∧ 𝜃1 ∧ 𝜃2 − ∇𝑐

−1𝜃22 ∧ 𝜃2 ∧ 𝜃1 − ∇𝑐
−1𝜃22 ∧ 𝜃1 ∧ 𝜃2 + ∇𝑐

−1𝜃22 ∧ 𝜃2 ∧ 𝜃1 −                                                             

∇𝑐
−1𝜃221 ∧ 𝜃2 ∧ 𝜃 + ∇𝑐

−1𝜃221 ∧ 𝜃2 ∧ 𝜃 = 0                                                      (3.237) 

şeklinde bulunarak tüm terimlerin kendi içinde toplandığında sıfır olduğu 

görülür.  

Böylece (3.25) evrimsel akış için Jacobi özdeşliği, 𝐽 = 𝑎𝐽0 + 𝑏𝐽1 için sağlanmıştır. 

Bu sonuç bize 𝐽0 ve 𝐽1‟in ters simetrik ve Jacobi özdeşliğini sağlayan uyumlu 

(compatible) operatörler olduğunu göstererek (3.25) denkleminin Magri 

teoremine göre integre edilebilir ikili-Hamiltoniyen sistem olduğunu gösterir.  
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4 

SONUÇ VE ÖNERİLER 

 

Bu tez çalışmasında, evrimsel Hirota tipi (2+1)-boyutlu denklemlerin ikili-

Hamiltoniyen yapıları incelenerek, tamamen çözülebilirliği analiz edilmiş ve 

Magri teoremine göre tamamen çözülebilir olduğu sonucuna varılmıştır. Hirota 

tipi denklem Ryogo Hirota‟nın farklı genliğe sahip 𝑁 tane solitonun çoklu 

çarpışma yaptıkları durumda KdV denkleminin kesin çözümünü elde ederek 

oluşturmuş olduğu bir çözüm yöntemidir. 

Giriş kısmında Hirota tipi denklemler tanımlanarak tarihsel gelişiminden ve 

yapılan çalışmalardan bahsedilmiştir. Literatürde integre edilebilen denklemler 

ile ilgili çalışmalar genellikle farklı kriterlere göre integre edilebilen sistemlerin 

sınıflandırılması üzerine olmuştur. Hirota tipi denklemler için literatürde az 

sayıda çalışma vardır ve bu çalışmalar da genellikle dispersiyonsuz (dağılımsız) 

kısmi türevli diferansiyel denklemler ile ilgili olmuştur.   

İkinci bölümde ise bu tez çalışmasında ele alınacak olan problemin fizikle olan 

ilişkisine değinilmiştir. Öncelikle tam olarak çözülebilirliğin tanımı yapılarak, 

literatürde temel denklem olarak kabul edilen ve soliton çözümü olan KdV 

denkleminin tamamen çözülebilir olduğunu gösteren kriterlerden bahsedilmiştir 

ve bu kriterlerin önemli bir kısmı açıklanmıştır. Langrange dinamiği konusu ele 

alınarak, Newton mekaniği ile aralarındaki farklardan bahsedilmiş ve bağ 

koşulları konusuna değinilmiştir. Bunun yanı sıra eylem integrali tanımlanmış ve 

Euler-Langrange denklemi elde edilmiştir. Hemen ardından Langrange 

fonksiyonuna Lejendre dönüşümü yapılarak Hamilton mekaniğine geçilmiş ve 

Hamiltoniyen kanonik denklemlerinin elde edilmesinden bahsedilmiştir. 

Hamiltoniyen kanonik denklemlerinin Poisson parantez gösterimi yapılarak tüm 

bu özellikleri incelenmiştir. Poisson parantezleri kullanılarak Hamiltoniyen 

kanonik denklemlerinin nasıl simplektik matris formunda yazıldığı gösterilmiştir. 

Bir dinamik sistemin Langrange fonksiyonundan elde edilen denklem ile 

Hamiltoniyenden elde edilen denklem arasındaki farklılıktan kaynaklanan 
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tutarsızlıklardan bahsedilerek Dirac bağ koşulları tanımlanmış ve Poisson 

parantezinin genelleştirilmiş hali olan Dirac parantezi oluşturulmuştur. 

Üçüncü bölümde sırasıyla Hirota tipi (2+1)-boyutlu denklemin ikili-

Hamiltoniyen yapısı incelenmiştir. Öncelikle evrimsel Hirota tipi (2+1)-boyutlu 

denklemlerin Euler-Langrange formunun simplektik Monge-Ampere yapısına 

sahip olduğu gösterilmiştir. Daha sonrasında elde edilen bu denkleme Homotopy 

formülü uygulanarak, dejenere Langrange fonksiyonu oluşturulmuştur. Dejenere 

Langrange fonksiyonu yalnızca birinci mertebeden hız içerdiğinden, Langrange 

formalizminden Hamiltoniyen formalizmine geçişte Dirac‟ın bağ koşulu analizi 

kullanılmıştır. Sonrasında simetri koşulu tanımlanarak ve simplektik Monge-

Ampere formundaki Hirota tipi denkleme Lie denklemi uygulanarak simetri 

koşulu elde edilmiştir. Bu aşamadan sonra E. V. Ferapontov‟un makalesi referans 

alınmış ve o çalışmasında verilen integre edilebilirlik koşulu bizim üzerinde 

çalıştığımız sisteme uygulanarak asimetrik-çarpan formuna çevrilmiştir. İntegre 

edilebilirlik koşulu sırasıyla genel durum, belirli durumlar ve özel durum olmak 

üzere üç farklı durumdaki diferansiyel operatörlere uygulanmış ve diferansiyel 

operatörlerin komütasyon ilişkileri incelenmiştir. Bu komütasyon ilişkileri 

kullanılarak her durum için Lax çifti elde edilmiştir. Evrimsel denklemler iki 

bileşenli formda yazılmış ve bu denklemleri veren Langrange fonksiyonu 

homotopi formülünden elde edilen dejenere Langrange fonksiyonu modifiye 

edilerek elde edilmiştir. Böylece Dirac‟ın bağ koşulları teorisi kullanılarak 

simplektik Hamiltoniyen operatörü bulunmuştur. Bu operatörün tersi alınarak  

birinci Hamiltoniyen operatörü elde edilmiş ve buna karşılık gelen  Hamiltoniyen 

yoğunluğu da Lejendre dönüşümü ile bulunarak birinci Hamiltoniyen yapı 

oluşturulmuştur. Sonrasında ikinci Hamiltoniyen yapı için yenileme operatörleri 

üç farklı durum için ayrı ayrı bulunmuştur. 

Elde edilen yenileme operatörleri birinci Hamiltoniyen operatörüne etki 

ettirilerek ikinci Hamiltoniyen operatörleri elde edilmiştir.  İkinci Hamiltoniyen 

operatörlerine karşılık gelen Hamiltoniyen fonksiyonları belirli koşullar altında 

elde edilmiş ve ikili-Hamiltoniyen yapı bulunmuştur. Ayrıca simetri durumunun 

farklı asimetrik-çarpan formunda yazıldığında integre edilebilirlik koşuluna ek 

olarak farklı koşullar için üçlü (tri)-Hamiltoniyen yapı elde edilmiştir.  
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Son bölümde bir sistemin ikili-Hamiltoniyen yapıyı oluşturabilmesi ve Magri 

teoremine göre ikili-Hamiltoniyen sistem olabilmesinin olmazsa olmaz 

koşullarından biri olan Jacobi özdeşliği ele alınmıştır. Ters simetrik ve uyumlu 

(compatible) Hamiltoniyen operatörlerinin hem ayrı ayrı hem de  𝐽0 ve 𝐽1 „in  

lineer birleşimi 𝐽 = 𝑎𝐽0 + 𝑏𝐽1 olan operatörünün de Jacobi özdeşliğini sağladığı 

gösterilerek evrimsel iki bileşenli Hirota tipi (2+1)-boyutlu doğrusal olmayan 

diferansiyel denklemin verilen özel koşullar altında Magri teoremine göre 

integre edilebilir ikili-Hamiltoniyen sistem olduğu sonucuna varılmıştır. 
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