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OZET

Evrimsel Hirota Tipi (2+1)-Boyutlu Denklemlerin Ikili-

Hamiltoniyen Yapilari

Damla KOCAMAN

Fizik Anabilim Dali

Yiiksek Lisans Tezi
Danigsman: Prof. Dr. Devrim YAZICI

Bu tez calismasinda, evrimsel Hirota tipi (2+1)-boyutlu denklemlerin bi-Hamiltoniyen
yapilar incelenmistir. Bu tipteki denklemler icin Langrange fonskiyonu, Helmholtz
kosulu ve homotopi formili kullanilarak olusturulmustur. Bu Langrange
fonskiyonunun Euler-Langrange denklemlerinin simplektik Monge-Ampere formuna
sahip oldugu gosterilmistir. Daha sonra, simetriler i¢in yenileme iligkileri ve Lax cifti
Langrange denklemleri icin elde edilmistir. Burada simetri kosulu asimetrik carpanlar
formuna doniistiiriilerek baslanmistir ve hemen ardindan bu form igin simetri
durumundan simetriler i¢in bir iliski Lax cifti ve simetri kosulunun ticiincii formundan
simetri iligskisi elde edilmistir. Birinci Hamiltoniyen yapiy1 olusturabilmek igin,
Langrange denklemi iki bilesenli yapiya cevrilmistir ve sonrasinda J,, birinci
Hamiltoniyen operatoriinii elde edebilmek icin Diracin bag kosulu teorisi
uygulanmistir. Buna karsilik gelen Hamiltoniyen fonksiyonu, H,, dejenere Langrange
fonksiyonuna Lejendre doniisiimii uygulanarak elde edilmistir. Boylece iki bilesenli
evrimsel Hirota tipi denklem icin birinci Hamiltoniyen yapi olusturulmustur. Ikinci
Hamiltoniyen yapiy1 olusturabilmek icin ise simetriler icin yenileme iliskileri

kullanilarak, 2 x 2 matris formunda yenileme operatorii elde edilmistir. Son olarak,



yenileme operatorii, J,, birinci Hamiltoniyen operatoriine etki ettirilerek, J;, ikinci
Hamilton operatérii ve ona denk Hamiltoniyen yogunlugu elde edilmistir. Integre
edilebilirlik kosulu ve katsayilar icin bag kosulu kullanilarak yedi parametreli ikili-

Hamiltoniyen sistemler ailesi elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Integre edilebilirlik, Lax cifti, yenileme operatérii, ikili-

Hamiltoniyen yapi, Dirac bag kosulu.
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ABSTRACT

Bi-Hamilton Structure of Evolutionary Hirota Type (2+1)-
Dimensional Equations

Damla KOCAMAN

Physics Department

MSc Thesis

Supervisor: Prof. Dr. Devrim YAZICI

In this thesis, we study bi-Hamilton structures of evolutionary Hirota type equations
given in (2+1)-dimensions. The Langrange function for these type equations is
constructed by using Helmholtz conditions and Homotopy formula. We show that
Euler-Langrange equations of this Langrange function have a sypmlectic Monge-
Ampere form. Then, we obtain recursion relations for symmetries and Lax pairs for
the Langrange equations. Here we start with converting the symmetry condition in a
skew-factorized form and, immediately, obtain Lax pair and relation for symmetries
from the symmetry conditions of these forms. In order to construct first Hamiltonian
structure, we convert Langrange equation in two component form and after that, we
apply Dirac’s theory of constraints to obtain first Hamiltonian operator, J,.
Corresponding Hamiltonian function, H,, is obtained by applying Legendre
transformation to degenerate Langrange function. Thus, we construct first
Hamiltonian structure for two-component evolutionary Hirota type equation.
Recursion operator in 2 X 2 matris form is derived by using recursion relations for
symmetries in order to obtain the second Hamiltonian structure. Finally, composing

the recursion operator with the first Hamiltonian operator, J,, we obtain the second

xii



Hamiltonian operator, J;, and also corresponding Hamiltonian density. Using
integrability condition and constraints for the coefficients, we obtain a seven-

parameter family of bi-Hamiltonian systems.

Keywords: Integrability, Lax pair, recursion operator, bi-Hamiltonian system, Dirac

constraint theory.
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1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

integre edilebilen sistemler, klasik integre edilebilen ve kuantum edilebilen
sistemler olmak {tizere ikiye ayrilir. Bu tez klasik integre edilebilen sistemler

lizerine yapilmis calismalari igerir.

Bir sistemin integre edilebilir (tamamen c¢oziilebilir) olmasi durumu fizikte
bir¢ok alanda kullanilir. Basitce, dinamik bir sistem ¢ok sayida korunan nicelik

tastyorsa, bu durum sistemin integre edilebilir oldugunu gosterir

Klasik integre edilebilen sistemlere 6rnek Hamiltoniyen denklemleri {izerinden
verilebilir. Dinamik bir sistemi, iki boyutlu faz uzay: tizerinde bir Hamiltoniyen,
H verilmis olsun. Bu sistemin tamamiyla integre edilebilir olmas1 ancak faz uzayi
tizerinde ek Hamiltoniyen fonksiyonellerinin de var olmasi ile olur [1]. Buradan
hareketle, bu tezin icerigini olusturan ikili-Hamiltoniyen yapi, ek bir
Hamiltoniyen fonksiyoneli de icerdiginden, “ikili-Hamiltoniyen yapilar tamamen
integre edilebilir” sonucuna varilir. Bir sistemin ikili-Hamiltoniyen olabilmesi
icinse iki Hamiltoniyen operatoriiniin teker teker ve toplamda ancak ve ancak
ters simetrik (skew adjoint) ve Jacobi 0zdesligini sagliyorlarsa Magri teoremine

gore ikili-Hamiltoniyen olabilirler yani bir Hamiltoniyen cifti olusturabilirler [2].

Integre edilebilir denklemlerin tarihi 19’ncu yiizyila kadar dayanir; bu yiizyilda
bircok integre edilebilen denklem kesfedilmis olmasina ragmen 20’nci yiizyilin
neredeyse ilk 70 yilinda yeterince bir calisma olmamuistir. Ancak bu durum 1965
yilina gelindiginde, Zabusky ve Kruskal tarafindan solitonlarin bulunmasiyla
sona ermistir [1]. Bununla beraber sadece birka¢ yil sonra, 1968'de Peter Lax
tarafindan Lax cifti bulunmustur. Lax cifti zamana bagli diferansiyel denklem
icerir ve bir operator veya bir matristen olusabilir [3]. Bu denklem sayesinde
integre edilebilen bir denklem olan Korteveg-de Vries denkleminin neden sonsuz

sayida korunumlu nicelik icerdiginin anlasilmasi saglamistir [4].



Hemen ardindan, 1971 yilinda, Zakharov ve Faddeev tarafindan [1] “tamamen
integre edilebilen sistemler” konsepti ilk kez ortaya atilmistir. Ayn1 yil, Zakharov
ve Shabatin dogrusal olmayan Shrodinger denkleminin tamamen c¢ozilebilir
oldugunu ters sacgilma teorisini kullanarak ispatlamalarindan kisa bir siire sonra
Ablowitz, Kaup, Newell ve Segur (AKNS grubu) ayni metodu sine-Gordon

denklemiyle beraber farkli denklemlere uygulamistir [5].

1991°de ise R. Beals ve D. H. Sattinger ters sa¢ilim metodunu kullanarak evrim
denklemlerinin tamamen integre edilebilirligi problemi iizerine calismislardir
[6]. A. N. Leznov ve A. V. Razumov integre edilebilen sistemlerin simetrileri

konusunu calistiklar:t makaleyi 1993 yilinda yayinlamiglardir [7].

2000’li yillarda integre edilebilen sistemlerle ilgili yapilan calismalarin bazilar
sunlardir; 2002 yilinda G. Sardanashvily, G. Giachetta ve L. Mangiarotti
tarafindan yayinlanan makalede kismen integre edilebilen Hamiltoniyen sistem,
tamamen integre edilebilen Hamiltoniyen sisteme indirgenmistir [8]. 2004
yilinda (1+1)-boyutlu integre edilebilen Hamiltoniyen sistemlerin skaler ve
vektor potansiyelleri ile ilgili bir calisma yaymlamistir [9]. Aym yil V. K.
Chandrasekar, M. Senthilvelan ve M. Lakshmanan dogrusal olmayan sistemlerin
belli parametrelerde tamamen integre edilebilir oldugunu ispatlamiglardir [10].
2006’da M.V. Pavlov yeni bir Hamiltoniyen formalizmi gelistirdigi makalesini
yaymlamistir [11]. 2007’de ise A. Sergeyev (1+1)-boyutlu kosula bagh integre
edilebilen sistemlerin siniflandirilmasi ile alakali bir calisma yapmistir [12]. Bu
yil icerisinde yapilan bir diger calisma ise (2+1)-boyutlu klasik tamamen integre
edilebilen sistemlerin 6zel bir sinifi M. Gadella, J. Negro ve G. P. Pronko ve M.
Santander [13] tarafindan tartisilirken bir diger yandan V. S. Novikov, A. V.
Mikhailov ve J. P. Wang [14] integre edilebilir sistemlerin siniflandirilmasi
lizerine calismis ve yeni oldugunu iddia ettikleri iki yeni integre edilebilen sistem
gelistirmislerdir. 2010 yilinda E. V. Ferapantov, A. V. Odesskii ve N. M. Stoilov
(2+1)-boyutlu integre edilebilen iki bilesenli Hamiltoniyen sistemlerin
siniflandirilmasi {izerine ¢alisma yayinlamislardir [15]. 2011’de M. Marvan ve A.
Sergyeyev cok boyutlu integre edilebilen dispersiyonsuz sistemlerin yenileme

operatorlerinin olusturulmasina yeni bir yaklasim gelistirmislerdir [16].



Son yillarda integre edilebilen sistemlerle alakali yapilan calismalardan birkac
ornek vermek gerekirse; 2016 yilinda yayinlanan bir ¢calismada yiiksek mertebeli
integre edilebilen dogrusal olmayan kismi diferansiyel denklemlerin
smiflandirilmast yapilmistir [17]. Sergei Sakovich {i¢ boyutlu ikinci dereceden
dogrusal olmayan yeni bir dalga denklemini ortaya attigi calismasini 2019
yilinda yaymlamistir [18]. Ayn1 yil yapilmis bir baska ¢alisma ise Linyu Pang’ in
dogrusal olmayan diferansiyel denklemlerin simetri analizi {izerine yayinladigi
makaledir [19]. 2020 yilina bakildiginda, E. V. Ferapontov, M. V. Pavlov,
Lingling Xue, ikinci dereceden iki boyutlu Langrange fonksiyonuna sahip Euler-
Langrange denklemlerinin integre edilebilirligini incelemislerdir [20]. Yine
2020’de, T. Kappeler ve P. Topalov’ un yayinladiklar1 makalede, Arnold-Liouville
teoreminin, integre edilebilir dogrusal olmayan kismi diferansiyel denklemi icin

sonsuz boyutlu versiyonunun oldugunu ispatlamislardir [21].

Integre edilebilen denklemler ile ilgili yapilmis en yeni calisma olarak ise B.
Gormley, E. V. Ferapontov, V. S. Novikov’ un 2021 yilinda (2+1)-boyutlu
Hamiltoniyen denklemlerinin integre edilebilirliginin siniflandirilmasi {izerine

yayinladiklar1 makale o6rnek verilebilir [22].

Integre edilebilen sistemler ile ilgili literatiirde sayisiz makale iiretilmistir ve
tiretilmeye devam edilmektedir. Ancak Hirota tipi denklemler icin ayni durum

gecerli degildir, bu alanda yapilan calismalar oldukca smnirlidir.

Hirota tipi integre edilebilen sistemler alaninda yapilan calismalar cogunlukla
kismi diferansiyel denklemlerin dagilimsiz sinirlar1 ile alakali olmustur. Bu
dagilimsiz (dispersiyonsuz) sinirlar, Korteweg-de Vries, Novikov — Veselov,
Kadomtsev — Petviashvili (KP) ve Benny Moment denklemleri gibi cok boyutlu
integre edilebilen sistemlerde ortaya c¢ikar. Ryoga Hirota, Hirota tipi
denklemlerle alakali ilk makalesini 1971 yilinda yazmistir. Makale, farkli genlige
sahip N (rastgele sonlu tamsay1) tane solitonun coklu carpisma yaptiklari durum
icin KdV denkleminin kesin ¢oziimiinii elde etmistir [23]. Hirota tipi denklem
demek aslinda bir ¢6ziim metodunu ifade eder. 2007 yilinda ise E. V.

Ferapontov, L. Hadjikos ve K. R. Khusnutdinova tarafindan yapilan ¢alismada,



integre edilebilen, dispersiyonsuz Hirota tipi denklemlerin faz uzayimnin farkl

boyutlari oldugunu ispatlamislardir [24].

2013 yilina gelindiginde; E. V. Ferapontov, V. S. Novikov ve I. Roustemoglou’
nun beraber yaptiklar1 calismada kesintili, (2+1)-boyutlu, integre edilebilen
Hirota tipi denklemler icin, farkli bir yaklasim gelistirerek, bu tiir denklemler

siniflandirilmistir [25].

E. V. Ferapontov, B. Kruglikov ve V. Novikov’ un 2018 yilinda kaleme aldiklari
makalede, en az (3+1)-boyutlu dispersiyonsuz Hirota tipi denkleminin integre
edilebilirliginin, simplektik Monge-Ampere 06zelligini gosterdigini ortaya
koymuslardir. Bu calismada ayrica dordiincii boyutta dejenere olmayan integre
edilebilen Hirota tipi denklem icin elde ettikleri tiim sonuclar

siniflandirmislardir [26].

Son olarak yine 2018 yilinda, D. Yazici ve M. B. Sheftel tarafindan yapilmis bir
diger calismada ise (3+1)-boyutlu Hirota tipi integre edilebilen denklemlerle
ilgili olmustur. Bu calismada, (3+1)-boyuttaki, bir Langranjiyeni olan tim
evrimsel Hirota tipi denklemlerin, simplektik Monge-Ampere yapisinda oldugunu
gostermislerdir [27]. Bu calismanin yani sira ayni yil, (2+1)-boyutta evrimsel
Hirota tipi denklemlerin yedi parametreli integre edilebilen aileleri i¢in yenileme
operatorlerini, Lax ciftlerini ve ikili-Hamiltoniyen yapilarini inceledikleri
calismalarini da yayinlamiglardir. Buna ek olarak, alt1 parametreli {iclii

Hamiltoniyen sistemleri ailesi de bulunmustur [28].
1.2 Tez Calismasinin Amaci

Bu tez calismasinin amaci u;; = f (Uqs, Ugs, U1, Up2, Uz ) formunda verilen (2+1)-
boyutlu Hirota tipi denklemlerin yenileme operatorlerini, Lax ciftini ve ikili-
Hamiltoniyen yapisini inceleyerek integre edilebilir bir sistem oldugunu
gostermektir. Bu tiir evrimsel Hirota tipi (2+1)-boyutlu Euler-Langrange
denklemlerinin, simplektik Monge-Ampere formunda oldugu gosterilecektir [2].
Elde edilen dejenere Langrange fonksiyonunun denklemleri icin simetri kosulu
incelendikten sonra asimetrik-carpanlar (skew-factorize) formunda yazilarak,
buradan Lax cifti ve yenileme operatorii (recursion) elde edilecektir. Dirac’in

bag denklemi teorisini uygulayarak, iki bilesenli denklem sisteminin dejenere
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Lagrange fonksiyonu olusturulacaktir. Dejenere Lagrange fonksiyonu hizin
karesine bagli olmayan sadece hizin birinci mertebe terimlerini icerir. Lagrange
fonksiyonundan elde edilen bag denklemlerinden simplektik yap1 elde edilerek
birinci Hamiltoniyen yapiya olusturulacaktir. Simetri kosulundan bulunan
yenileme operatorii birinci Hamiltoniyen operatoriine etki ettirilerek ikinci
Hamiltoniyen yapi elde edilir. Sonuc¢ olarak yedi farkli parametre icin ikili-
Hamiltoniyen yapi1 bulunarak (2+1)-boyutlu evrimsel Hirota tipi denklemin

Magri teoremine gore integre edilebilir bir sistem oldugu gosterilecektir.
1.3 Hipotez

Evrimsel (2+1)-boyutlu Hirota tipi Euler-Langrange denklemlerinin Monge-
Ampere yapisina sahip oldugu gosterilmistir. Bu tiir denklemlerin sonsuz sayida
hidrodinamik indirgemelere ve Lax ciftine sahip olasi sebebiyle integre edilebilir
bir sistem oldugu bilinmektedir. Bu ¢alismada farkli bir bakis acisi ile sistemin

farkli parametreler i¢in ikili-Hamiltoniyen sistem oldugu kanitlamaktir.



2

GENEL BILGILER

2.1 Goziilebilirlik

integre edilebilen sistemler ya da coziilebilen sistemler dogrusal olmayan
diferansiyel denklemlerin konusudur. Bu denklemlerin c¢oziilebilir olmasi, o
denklemlerden analitik sonuglara ulasilabilmesi anlamina gelmekle beraber
sonsuz sayida korunumlu nicelige sahip oldugu bilgisini de verir. Boyle bir genel
kabuliin yani sira dinamik bir denklemin yiiksek mertebeli simetriye sahip olmasi
bir baska tanimlama olabilir. Integre edilebilen sistemler fizikte matematikte cok
sayida alanda karsimiza cikar. Ornek olarak, akiskanlar dinamigi, kuantum alan
teorisi, karmasik analiz, diferansiyel geometri vs. verilebilir [29]. Tamamen
coziilebilirlik kriterleri su sekilde sinmiflandirilabilir: Lax cifti, hidrodinamik
indirgeme, AKNS metodu, Painleve testi, ters sacilma teorisi, diiz uzay sart1 ve
ikili-Hamiltoniyen yapidir. Bu calismada sadece bir kismi ele alinacaktir.
Literatiirde klasik integre edilebilen sistemler ve kuantum integre edilebilen
sistemler olmak tizere iki temel alan vardir ancak bu tez ¢alismasi klasik integre
edilebilen sistemler alanini kapsamaktadir. (1+1)-boyutlu Korteweg de-Vries
(KdV) denklemi integre edilebilir sistemlerin temel denklemi kabul edilir ve
yukarida tanmimlanan biitiin yontemler ile tamamen c¢oOziilebilen bir denklem
oldugu gosterilmistir. Ters sacilma yontemi ile analitik ¢6ziimii yapilarak soliton

coziimleri elde edilmistir.

2.2 Solitonlar

Solitonlar, 1834 yilinda J. Scott Russell tarafindan bir su kanalinda gozlenen
tekli dalgalardir (Sekil 2.1 (¢)). Bu dalgalar dogrusal olmayan kismi diferansiyel
denklemlerin (dalga denklemi) 6zel bir c¢oziimiidiir. Solitonlarin hareketi bir
boyutludur; aldiklar1 yol boyunca kendi sekilleri ve hizlar1 degismez, yereldir. Bir
baska soliton ile ¢arpisma yasadiklarinda korunurlar yani iki solitonun birbirine
carpmas! sonrasinda, tekrar kendi hizlarina ve sekillerine biirtinebilirler ancak
cok kiiciik bir faz kaymas1 meydana gelebilir. Bu 6zelligi genellikle parcaciklarda

(hadron, baryon, proton, elektron gibi “on” eki ile biten tiim parcaciklar)
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gozlemlendigi icin Zabruski ve Kruskal tarafindan 1965 yilinda, soliton adi
verilmistir. 1895 yilinda Korteveg de Vries, Russell''n bu gozlemini ¢6zmek icin
‘seyahat eden dalga teklisini’ ifade eden dispersiyonsuz (dagilimsiz) KdV
denklemini gelistirmistir. KdV denklemi, konumu ve zamani iceren iki boyutlu

integre edilebilen bir denklemdir ve
Uy — 6UU, + Uy, =0 (2.1)

denklemi ile verilir. Burada t zamana gore kismi tiirevi ve x dalganin kanal
boyunca bulundugu pozisyonun kismi tiirevidir. Kanalin genisligi ise 6nemsizdir.

Burada u;, u, ve u,,, terimleri ise,

du __Ou ve u _ a3u
XXX T 5,3

E , Uy = o (22)

ut =
seklinde kismi tiirevlerine karsilik gelirler.

KdV denklemi icerdigi ikinci teriminden dolayr dogrusal olmama o6zelligi
gosterir. Bu ylizden superpozisyon prensibi bu dalga denkleminde gecerli
degildir.

Asagida solitonlarin hareketini gosteren sekiller verilmistir.

t=0 t>0
@ A_’ A

(b)“ fE — Q
© i} ~ ii

Sekil 2.1 (a) Soliton biikiilme yapiyor (b) Soliton dagilma (dispersiyon) yapiyor

(c) Soliton dagilma ve biikiilme yapmiyor

KdV denklemini x’in bir fonksiyonu olarak wnun bulunmasi icin integrali
alindiginda, t zamani kadar sonra (¢ok kiiciik dt kadar sonra) denklemin ikinci

terimi giderse (KdV denklemi dogrusallasirsa) dalganin grafiginde dispersiyon



(dagihim) meydana gelir (Sekil 2.1 (b)). Dolayisiyla, dalga 6zelliklerini
koruyamaz, dalganmn yonii sola dogru kayar. Uciincii terimi silindigi zaman ise
dalga yerel kalir ancak sekli bozulur, yigilma (biikiilme) yapar (Sekil 2.1 (a))
[30].

Bunlarin disinda solitonlarin bir baska 6zelligi, farkli dalga uzunluklarina sahip
art arda seyahat eden iki soliton anlik olarak birlestikleri zaman dalga uzunlugu
bakimindan daha biiyiik olan soliton birlesme esnasi boyunca boyu kisalmasi
daha sonra tekrar kendi sekline geri donebilmesidir (Sekil 2.2) [31].
Solitonlarda dalganin yayilma hizi, dalganin genligi ile dogru orantili oldugu icin

daha biiyiik dalgalar gorece kiiciik olanlara kiyasla daha hizlidir.

gl¥ t=-0.50 glu t=-0.25 all t=-0.10 |
6 6 6

4 4 4

2 2 2

010 0 X10 -QID 0 x10 -QIO 0 x10
gl¥ t=-0.05 gl¥ t=0.00 all t=0.05 |
6 6 6

4 4 4

2 2 2

QICl 0 x‘IU -Q10 0 X1U EID 0 >‘:10
gy t=0.10 gy t=0.25 gl t=0.50

6 6 6

4 4 4

2 2 2

% 0 Xm % 0 xm -10 0 10

Sekil 2.2 Farkli dalga uzunluguna sahip solitonlarin birlesmesi ve ayrilmasi

Solitonlar, dogada su kanali gibi s1g sularda goriilmesinin yani sira optik, akigkan

mekanigi, atom fizigi ve biyofizik gibi alanlarda goriilebilir [32].
2.3 Ters Sacilim Metodu

Solitonlar icin analitik ¢oztim ilk defa ters sacilim doniisiimii metoduyla elde
edilmistir. Bu metot Gardner, Greene, Kruskal ve Miura tarafindan KdV
denkleminin ¢6ziimii olarak gelistirilmistir (1967). Ancak bu yontemi alt yapisi
1950’li yillarda Gelfand, Levitan ve Marchenko'nun u potansiyelini bulmak icin

enerji seviyesi, E, yansima olasili§i, R ve aktarma olasiligi, T parametrelerini



kullanmalarina dayanir. Ciinkii sacilma teorisine gore +o’dan gelen bir 1sinin
serbest parcaciklarinin bir kismi potansiyeline gore yansiyacak ve bir kismi da
iletilecektir. Bu olayin sonucunda cok sayida ayrik enerji seviyelerinde bagh
durumlar meydana gelebilir. Ters sacilim metoduna gore, KdV denkleminin
baslangic degeri u(x,0), Schrodinger denkleminin wuy(x) potansiyeline esit
oldugu varsayilldigindan, c¢oziimi de wu(x,t), bir boyutlu Schrédinger
denkleminin potansiyeline denktir. Dolayisiyla bu metot sacilim yapmis
parcacigin potansiyeline karar verir. Bir baska elde edilebilecek sonuc ise sacilan
parcacigin zaman evrimini basit dogrusal adi diferansiyel denklem olarak

vermesidir [29].
2.4 Lax Cifti

Peter Lax tarafindan 1968 yilinda dogrusal olmayan (1+1)-boyutlu bir denklem
olan KdV denkleminin integre edilebilir olup olmadigina karar vermek amaciyla
kullanilmak {izere formalize edilmistir ancak her sistemde kullanishh degildir.

KdV denkleminin Lax cifti olarak gosterimi
d? d3 d , d
L——W+u(x,t) ve A—4@—3(u;+au) (2.2)

seklinde verilen ikinci ve ticlincii dereceden diferansiyel operatorlerden olusur

dt :

olur ve L ile A operatorleri Lax cifti olarak tanimlanir. (2.3) denkleminin sag
tarafindaki komiitator [L,A] = LA — AL seklindedir. Genel anlamda A dogrusal
evrim denklemidir. L, Lax operatori de Schrodinger operatoriine karsilik
gelmektedir ve 6zdeger problemi Ly = Ay, u potansiyeline ve 1 zamandan
bagimsiz enerji 6zdegerine sahip hareket halindeki bir parcacigin zamandan
bagimsiz Schrédinger denklemidir [4]. Ikisinin komiitasyonu sonucunda Lax
denklemi, KdV denklemini saglar. Bu yontem, KdV denkleminin neden sonsuz

sayida korunan biiytikliik icerebildiginin anlasilmasini saglamistir.



2.5 Diiz Uzay Sart1 (Zero Curvature)

Dogrusal olmayan Schrodinger denkleminin ters sacilim metodu ile 1971°de
Zabursky ve Kruskal tarafindan ¢6ziimii, KdV denkleminin integre edilebilirligi
test edilirken kullanilan Lax yonteminden gelen Lax denkleminin, diiz uzay sarti
metoduyla dogrusal kismi diferansiyel denklemler icin uyumluluk sart1 olarak da
kullanilmasini saglamistir. Diiz uzay sarti metodu Lax yonteminin daha genel
halidir. Dogrusal olmayan Schrodinger denkleminin 06zdeger probleminin
zamana bagh tiirevi ve (2.2)’deki {iclincii dereceden denklem, Lax denklemini
saglamalidir [4]. Birinci dereceden tiirev iceren dogrusal denklem cinsinden

yazilarak

oF
= = U(x,t, )F

=Vt )F (2.4)

seklinde elde edilir. Burada U ve V kare matristir ve Lax cifti gibi davranir. F ise
siitun vektordiir. Matris elemanlar1 ise dinamik degiskenlere baghdir. Lax cifti
kisminda “6zdeger” olarak verilen A ise burada spectral parametre adini1 alir. Diiz
uzay sart1 (2.4)’teki denklemlerin diiz uzay sartini yerine getirmeleri tutarlilik

kosulunu saglamalarina baglidir. Tutarlilik kosulu
-+ (U V] = (2.5)
sekilde tanimlanir. Burada
U=Uy+AU; ve V=V,+ AV, + 2%V, (2.6)

seklinde tamimlanir ve icerdikleri spektral parametreler gider ve giden
terimlerden kalanlar da dogrusal olmayan Schrédinger denklemini verir [33].
Tutarlhilik kosulu dogrusal olmayan evrim denklemleri tarafindan saglanirsa diiz
uzay sart1 gecerlidir. Diiz uzay sartinin saglanmasi sistemin tamamen c¢oziilebilir

oldugunu gosterir.
2.6 AKNS

Zakharov ve Shabat dogrusal olmayan Schrodinger denklemi tizerinde calisirken

gelistirdigi metot daha sonra 1974 yilinda Mark J.Ablowitz, David J. Kaup, Alan
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C. Newell ve Harvey Segur tarafindan genellestirilerek cesitli integre edilebilen

denklemler icin kullanilmistir [34]. Bu denklemler;

Kdv,
U + 6uu, + Uy, =0 (2.7)
mKdV,
Vp = Vg + V20, (2.8)
NSE,
(2= T oyl 2.9)
Sine —-Gordon
U,y = Sinu (2.10)
Sinh-Gordon
Wy = Sinhw (2.11)

ile verilir. Yukaridaki denklemlerin integre edilebilirligini test eden farkli yollar
vardir ancak burada o©nemli olan sey Sine-Gordon denkleminin AKNS

metodunda, ters sacilim doniisiimii yoluyla ¢6ziilmiis olmasidir. AKNS metodu
birinci dereceden bir Lax operatorii, % kismi tiirevi ile kullanilarak dogrusal

olmayan evrim denklemi uyumluluk sart1 olarak elde edebilmistir. Burada Lax
operatorii spectral parametrenin fonksiyonudur ve tutarliblk kosulu ya da
dogrusal olmayan evrim denklemi buna bagli degildir [34]. Bu formiilasyon

sayesinde cesitli integre edilebilir modeller icin ortak bir ¢6ziim yolu sunar.
2.7 Lagrange Formiilasyonu

1788’de, matematikci Joseph Louis Langrange tarafindan ortaya atilan
Langrange mekanigi, klasik mekanikte Onemli bir yere sahiptir. Newton
Mekanigine gore, Ornegin, diiz yolda ilerleyen bir cismin hareketinin
“durumunu” tanimlamak icin yalnizca kartezyen koordinat sistemi kullanilabilir
ancak ayni cismin hareketi daha “karmasik” hale geldik¢e sistemin hareketini

tanimlamak icin kartezyen koordinatlari kullanmak hareket denklemlerinin
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yazimini zorlastirabilir. Bu sebeple Langrange, yeni bir yasa degil ancak yeni bir
¢Oziim yontemi olan Langrange yontemini, Newton Mekanigini yeniden formiile
ederek ortaya atmistir. Herhangi bir cismin hareketi ile ilgili problemlerin
¢oztimiinde ister Newton Kanunlar1 uygulansin ister Langrange yontemi, ¢ikacak
olan sonuglar birbirine denk olmalidir. Langrange mekaniginde bir hareketin
eylemini tanimlamak i¢in tek bir denklem yeterlidir; Newton Mekanigi'nde boyle
bir durum yoktur. Bununla birlikte Langrange mekaniginde istenilen koordinat
sistemi (silindirik, kiiresel, polar, vs.) ‘genellestirilmis koordinatlar’ kavrami
sayesinde secilebilir ancak Newton mekaniginde sadece kartezyen koordinat
sistemi kullanilabilir. Genellestirilmis koordinatlar, bir sistemin durumunu
tamamen belirleyen herhangi bir nicelikler kiimesine denir, ¢q; seklinde
gosterilebilir [35]. Langrange mekanigine gore herhangi bir fiziksel sistemi
incelerken bag kosullar1 kavramindan da bahsetmek gerekir. Mekanik bir
sistemin hareketi esnasinda, sistemin istedigi yonde ilerlemesini sinirlayan seye
bag kosulu denir ve sistemin serbestlik derecesini (bagimsiz koordinatlarini)
sinirlandirir; farkl tiirleri vardir. Bir sistemdeki parcaciklarin, koordinatlari
arasindaki iliskiyi bulabilmek icin denklemlerin (koordinatlarin arasindaki iligki)
integralinin alinabilmesi holonom bag kosuludur [35]. f rastgele bir fonksiyonu
ve r koordinat ise holonom bag kosulu bir parcacigin koordinatina bagli denklem

olarak ifade edilebilir ve
f(ry,1,13,,6) =0 (2.12)

seklinde tanimlanir [36]. Bu durumun tam tersi durum s6z konusu ise sistemin
bag kosulu holonom olmayan bag kosuludur, koordinatlar arasindaki bagintiy
ifade eden denklemin integrali alinamaz ve esitsizlikler meydana gelir. Bunlarin
yani sira eger bu bag kosullar1 zamana acikca bagl degilse sklerenom, eger bagh

ise reonomdur.

Langrange denklemi icin kabaca, mekanik bir sistemin hareketini anlamak icin 7
toplam hareket enerjisinden, V potansiyel enerjinin cikarilmasidir denilebilir.

Genel Langrange formiilii sistemin enerjisi hakkinda bilgi verir ve

L=T-V (2.13)
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seklinde tanimlanir. Burada T kinetik enerji ve V potansiyel enerjidir, denklemin

birimi de enerjidir dolayisiyla Langrange fonksiyonu skaler bir niceliktir.
Mekanik bir sistemin Langrange fonksiyonu,

L(Qi' Qi't) (214)

seklinde tanimlanir. Burada g;, sistemin genellestirilmis koordinatlaridir ve t
zaman degiskenine sahip oldugu icin bu sistemin hareketi agikca zamana
dq

baghdir. Ayrica ¢ = -, Ssistemin genellestirilmis hizin1 temsil eder. Yerel

koordinat q; ise sistemin konum veya aci degiskeni olmakla beraber i indeksi,
i =1,23,..,n kadardir ve buradaki n ise bir dinamik sistemin serbestlik

derecesini gosterir.

Acikca ¢ zamana baglh olmayan yani enerjisi zamana bagl olarak degismeyen

fiziksel bir sistemin Langrange fonksiyonu

L(q:,q:) (2.15)
ile gosterilir.
Belirli bir zaman araligindaki bir sistemin hareketini eylem integrali (¢izgi

integrali) tanimlar. Hareketin ilerledigi gercek yol icin, L =T —V duragan

(minimum) degere sahiptir. Bu hareketi tanimlayan eylem integrali
_ (t2
I = ftl Ldt (2.16)

ile verilir. Eylem integralinin varyasyonu alindiginda Hamilton prensibine ulasilir
ve su sekilde tanimlanabilir: t; ve t, zaman araliginda, dinamik bir sistemin, bir
noktadan digerine giderken konfigiirasyon uzayinda alabilecegi olasi tiim yollar
arasinda gercekte, integral degerinin minimum oldugu yol boyunca ilerler [35].

Burada, eylem integralinin varyasyonu

51 =6 ft’f L(g;, ¢;, t)dt =0 (2.17)

seklinde minimum olmaldir. Varyasyonel tiirev, burada integralin
ekstremumunu ifade eder ve mekanikte genellikle minumum olur. (2.17)

denklemi daha acik olarak
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ty (0L daL . _
I (a—qi(sqi + a—qi(Yqi) dt =0 (2.18)

elde edilir. Parantezin icindeki ikinci terim su sekilde de

5¢; = 8 () = = 8q, (2.19)

yazilabilir. Daha sonrasinda kismi integrali alinir ve &¢;’li ifadeler integralin ug

noktalarinda sifir olur ve

t daL d oJL
I (a_qi _ Ea—q_i) Sqdt =0 (2.20)

sonucuna ulasilir. Integral, parantezin icinde sifir olmalidir ¢iinkii q;’li ifadeler

bagimsiz ve keyfidir. Dolayisiyla,

Z_:_;_t(g_z) =0 (2.21)

Euler-Langrange denklemi elde edilmis olur ve sistemin hareket denklemine
ulasilir. Parantez i¢indeki Langrange fonksiyonunun hiza gore kismi tiirevi, p;

eslenik (konjiige) momentumu,

9
pi=5 (2.22)
ile verilir ve (2.21) Euler-Lagrange denklemi
.9
p = é (2.23)

seklinde fakl bir yazilim sekli elde edilir.

Hamiltoniyen yapidaki genellestirilmis koordinatlar (q,p)’yi Langrange
mekanigindeki genellestirilmis koordinatlar (q,q) yerine kullanilabilir yani
degiskenler birbiri cinsinden yazilabilir [29]. Bu degiskenlerin degistirilmesi
durumuna fizikte Legendre doniisiimii adi verilir. Herhangi bir fonksiyonun
degiskenleri icin de gerceklestirilebilir. Legendre doniisimii sayesinde

Hamiltoniyen fonksiyonu elde edilebilir.
2.8 Hamilton Yap1

Hamilton yapi, klasik integre edilebilen sistemler konusunun temelini olusturur.

Irlandali matematik¢i William Rowan Hamilton’'un, Newton denklemlerini
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yeniden formiile ederek Hamilton hareket denklemlerini olusturmustur.
Hamilton hareket denklemleri, Hamilton sistemi adi da verilen Hamilton
formiilasyonunu yonetir. Bu yeni formiilasyon mekanik bir sistemin belli bir
zaman araligindaki durumunun degisimini anlatan evrimsel denklemlerini verir.
Hamilton, genellestirilmis konum q4,qy,...,q, ve genellestirilmis momentum
P1, P2, -, Pn kanonik koordinatlarini ortaya koymustur. Bu koordinatlar sayesinde
n serbestlik derecesine sahip fiziksel bir sistemin 2n boyutlu M faz uzayindaki
hareketini tamimlamistir. gq; ve p; ifadelerinden meydana gelen ve dolayisiyla
tiim parcaciklarin hem konumlari hem de momentumlarinin gosterilebildigi 2n
boyutlu uzaya Hamilton faz uzay: ya da faz uzayi denir. Hamilton denklemleri
cevrimsel koordinatlar1 da icerir. Cevrimsel koordinatlar T ve V ifadelerinde
acitkca gortinmez, bu durumda H icin cevrimsel koordinat olan sey L icin de

gecerli olur [29].

Dinamik degiskenlere sahip bir H = H(p, q,t) Hamilton olsun. Burada Hamilton
zamana bagldir ve t zaman, p,q ise yerel koordinatlardir, r(p,q), sistemin
yoriingesini verir. Hamilton H, bircok dinamik sistemin kinetik enerjisinin T ve
potansiyel enerjisinin, V, toplamini verir ve en genel haliyle asagidaki gibi

formiile

H=T+V (2.24)

edilmistir. Ancak her zaman dogru degildir. Hamilton fonksiyonunu elde

edebilmek icin ise

H(q,p,t) = Xi—1q;pi —L(q,q,t) (2.25)

ile verilen Lejendre doniisimii kullanilir. Bu denklemin hem sagindan hem
solundan tam diferansiyeli alimip (2.22) ve (2.23) denklemleri kullanilarak

Hamilton kanonik denklemleri

. 0H . dH
p; = _a ve q; = a (226)

seklinde elde edilir.
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Zamandan bagimsiz Hamilton ise H = H(p,q) ile gosterilir ve H = E olur.
Toplam enerji E, sistemin Hamiltonuna esittir yani sistemin hareketi boyunca

Hamilton H, korunan bir niceliktir.
Bu duruma eylem sabiti ya da ilk integral denir ve

H(p(t),q(t),t) = sabit. (2.27)

seklinde gosterilir. Burada p(t) ve q(t) (2.26)’daki hareket denklemlerinden elde

edilen sonuclardir.

Hamilton bir sistemin degiskenleri Poisson parantezinin 6zelliklerini
gostermelidir. Poisson parantezi, tiirevlenebilen, yerel olarak dogrusala yakin
uzayda Poisson yapisini olusturan parantezlerdir. Poisson parantezi adini Fransiz
matematikci Simone Denis Poisson’dan almistir; bir diger adi1 da Lie parantezidir.

Genel durumda verilmis bir Hamilton H = H(p, q, t) ve herhangi bir

f = f(p, q,t) fonksiyonu ile Poisson parantezi:

af _ of
L= {f,H} (2.28)

seklindedir ve f eger acikca zamana bagl degilse,

of
Pl 0 (2.29)

olur ve denklem
% ={f,H} =0 (2.30)

seklini alir.

f(p,q) ve g(p, q) iki ayr fonksiyon olsun. Bu fonksiyonlarin poisson parantezi,

9% _9f 9%
U 93=3,3 "3 (2.31)

seklinde tanimlanir ve asagidaki 6zellikleri saglamalidir:

i)Dogrusallik:

{afi + bg; cf; + dgi} = ac{ﬁ-,]j-}+ad{ﬁ-,gj}+ bc{gj,fi}+ bd{gi,gj} (2.32a)
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ii) Ters-simetri:

{f,.9}=-{g.1} (2.32b)
iii) Leibniz kural:
{fg.h} ={f,h}g + flg.h} (2.320)
iv)Jacobi 6zdesligi:
{flg.m}+{n{f. 93+ {g.(h =0 (2.32d)

Hamilton yapi, geometrik acidan incelendigi zaman bir ilk integralin zamana
acitkca bagli olmamasi durumu M faz uzayinda bir yiizeyi tanimlar; iki adet
ylizey olmasi durumunda ise iki adet bagimsiz ilk integrali tanimlar ve bu
integraller es boyutta bir ylizeyde kesisirler [29]. Genel olarak yoriinge 2n — 1
boyutlu bir yiizeyde uzanir ve burada [ bagimsiz ilk integral sayisini verir,

[ = 2n — 1 ise yiizeyin bir egri oldugunu gosterir [29].

2.8.1 Simplektik Yap1

Klasik mekanikte bir cismin bir boyuttaki hareketi Poisson yapilarinin 6zel bir
durumu olan simplektik yapi ile incelenir [29]. Boyle bir objenin iki boyutlu
Oklid diizlemindeki kanonik simplektik yapisinin genel formu yine yerel

koordinatlar (p, ) momentum ve konum vektorleri olmak {izere su sekildedir:
w=dpAdq (2.33)
w, iki boyutlu simplektik manifold, (M, w), iizerinde bulunur. M, diiz manifoldu

analitiktir ve simplektik manifold i¢in c¢ift boyutluluk yani 2n tane eleman

icermesi zorunluluktur. Bu formun kanonik simplektik genel hali de,

w = Yi—,dp; Ndg; (2.34)

seklindedir.

n tane serbestlik derecesi olan 2n tane eleman iceren bir sistemin simplektik

matris (siitun) notasyonunu ifade etmek icin Hamilton kanonik denklemlerini
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kullanilir.  simplektik stitun matrisi olmak izere n; = q; ile n;;1 =p; ve i <n

olmak lizere Hamilton kanonik denklemlerinin yeni hali ise su sekilde

ifade edilir. Kanonik denklemlerin genel anlamda simplektik formda ifade
edilebilmesi i¢in ise 2n X 2n matrisine ihtiyaci vardir. Bu matris n X n sifirlardan

ve birim matristen olusur, J ile gosterilir ve

j=(Gper L) 236)

_1n><n Onxn

seklinde tanimlanir. 2n tane eleman iceren simplektik siitun matrisinin bir

elemaninin bulunmasi i¢cin Hamilton hareket denklemleri asagidaki sekilde,
Lo
n=J o (2.37)

yazilabilir. Ya da

) =() ve ()=(%)

tanimlar1 kullanilarak (2.37) denklemini daha acik olarak

O0H

@i) - (—01 (1)) :az (2.38)
Pi

seklinde yazilir. Boylece (2.37) veya (2.38) denklemleri Hamilton kanonik

denklemlerinin simplektik gosterimini olusturur.

Simplektik iki form w ters simetrik, dejenere olmayan ve cift dogrusal map
ozelligine sahiptir. (2.33)’deki formun diferansiyelinin sifir olmasi ise de dw = 0
kapalilik ozelligidir. Eger «w kapalilik 6zelligine sahipse ve dejenere ise
simplektiktir denir. Ayrica birinci Hamilton operatoriiniin Jacobi 6zdesligini

sagladigini garantiler.
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2.9 Ikili-Hamiltoniyen Yap1

Fiziksel bir sistemde, evrimsel denklemler iki farkli Hamiltoniyen yapisina sahip
olabilir; bu, su anlama gelir bir Hamiltoniyen cifti olusturabilirler. Bu denklemler
Jove J;1 Hamiltoniyen operatorlerine ve sirasiyla H; ve H, Hamiltoniyen
fonksiyonellerine sahiptirler. u, = F(u,u,, ...), evrimsel denklemi i¢in iki adet
Poisson yapist vardir. J, Hamiltoniyen operatoriiniin H; Hamiltoniyen
fonksiyoneli ile birlikteligi Hamiltoniyen yapiy1r olusturur aymi sekilde J;
Hamiltoniyen operatorii ve H, Hamiltoniyen fonksiyoneli ayr1 bir Hamiltoniyen

yap1 olusturur ve bu yapilar Hamiltoniyen cifti olusturarak,

2 = JobH, = J18H, (2.39)

seklinde tanimlanir. Burada § Euler tiirevi ve J, ve J; sirasi ile birinci ve ikinci
Hamiltoniyen operatorleridir. (2.39) denklem formunda yazilabilen bir evrimsel
denklem sistemi Magri teoremine gore ikili-Hamiltoniyen yapidir. Her integre
edilebilen denklem sistemlerinde oldugu gibi bu Poisson parantezi de korunumlu
nicelik icerir. Cift Hamiltoniyenli yap1 sayesinde ilk integraller olusturulabilir.
Hamiltoniyen operatorii /’'nin dejenere olmadig1 durumda ikili-Hamiltoniyen bir
sistem icin R yenileme (recursion) operatorii kullanilarak, H,, H,, ... ,H,_; tane

Hamiltoniyen fonksiyoneli iretilebilir. Yenileme operatoriiniin genel gosterimi

R=J,-J, ! (2.40)

seklindedir. q X ¢ matrisinin ters simetrik denilen ozellige sahip oldugu
durumda, tiirev operatorleri J, ve J;'nin tiim dogrusal kombinasyonlari a ve b’nin
sabit olma kosulu ile ajy + bJ; bir Hamiltoniyen operatorii ve Jacobi 6zdesligi
saglaniyorsa o halde tiirev operatorleri J, ve J; bir Hamiltoniyen cifti

olusturabilir dolayisiyla boyle bir sistem (2.39) formunda yazilabilir [2].

Bir Hamiltoniyen cifti olusturabilmis denklem sisteminin yani ikili-Hamiltoniyen
yapmin, R =J;-J,” ' operatorii, sistemin baslangic denklemine uygulandig:
zaman orijinal ikili-Hamiltoniyen sistemden sonsuz sayida genellestirilmis

simetrisi tretilebilir [2]. Bu genellestirilmis simetrinin formiilasyonu

]06Hn =R" U05H1] n= 1,2, (241)
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ile verilir. H, korunan fonksiyoneldir. Yenileme (recursion) operatori etki

ettirilmesi ile cogaltilabilirler.
2.10 Dirac Parantezleri

Paul Dirac tarafindan Poisson parantezlerinin genellestirilmesi ile gelistirilmistir.
Klasik mekanikte, bir sistemin Langrangianin elde edilen denklem ile
Hamiltoniyenden elde edilen denklemin ayni olmamasi sebebi ile bag
kosullarinin bulundugu bu tarz sistemlerde ortaya cikabilen tutarsizliklarin
giderilmesini saglar [37]. Langrange formalizminden Hamilton formalizmine
geciste Dirac’in bag kosulu analizine ihtiyac duyulabilir. Bunun sebebi Langrange
denkleminin dejenere olmasidir. Dejenere Langrange fonksiyonu yalnizca birinci
mertebeden hiz iceren denklemdir. Bu durumda elde edilen Hamiltoniyenden
tiiretilen hareket denklemleri Langrange fonksiyonundan tiiretilenler ile ayni
olmaz. Yani elde edilen H dogru olmadig:1 gibi Poisson parantezleri de yetersiz
kalmaktadir. Dirac bu celiskiyi ortadan kaldirmak icin Poisson parantezlerinin
daha genel hali olan Dirac parantezlerini tanimlamistir. Bunun icin dejenere
Langrange fonksiyonundan elde edilen momentumlar bag denklemleri olarak
yazilarak simplektik yapi elde edilir [38]. Bir sisteme kanonik kuantizasyon
uygulanmak isteniyorsa Dirac parantezine ihtiya¢c duyulur. Ancak Dirac
parantezinin tanimi verilmeden 6nce birinci sinif ve ikinci sinif bag kosullarindan

bahsetmek gereklidir.

&;, bag kosullar1 birinci sinif ve ikinci sinif olmak {izere iki tiirdedir. Birinci sinif
bag kosulu biitiin bag kosullarinin Poisson parantezi sifira zayif esit oldugu
durumda gecerlidir ve iki birinci sinif bag kosulunun Poisson parantezi yine

birinci siniftir ve
{ddi} =0 (2.42)
seklindedir.

Ikinci sinif bag kosulu ise tiim bag kosullarindan en az bir tanesinin Poisson
parantezi sifirdan farkli ise gecerlidir ve aym birinci simif bag kosulu gibi burada

da sifira olan ya da bir sabite olan esitlik zayiftir. Yani

20



{1, d:} = 0, {(l)i’(l)j} ~C, {ij,(l)j} ~ 0 (2.43)

seklinde ifade edilir. Burada c sabitine zayif esit olan ortadaki terim ikinci sinif

«w, ”
=~

bag kosuludur. Burada zayif esit semboliidiir. Bunun anlami Poisson
parantezi islemi yapildiktan sonra bag kosullar1 uygulanir ve sonug elde edilir.
Bir sisteminin Langrange fonksiyonundan, Hamiltoniyeni elde edilirken Dirac
parantezinin ikinci sinif bag kosullarinin Poisson parantezleri her zaman sifir
olmadig: icin 6nemlidir. Ikinci simf bag kosulu, Langrange denkleminden elde
edilen birincil bag kosullar1 adi verilen dogrusal denklemlerin Poisson
parantezidir. Birincil bag kosullari, Hamiltoniyen formalizmine goére q ve p

degiskenlerinin birbiri ile
$:i(q,p) =0 (2.44)

seklinde iliski icinde olmasina denir. Burada Langrange hareket
denklemlerindeki momentumun hizdan bagimsiz bir degisken olma olasilig

vurgulanir.

Hamiltoniyenin momentum ve konum degiskenleri arasinda olusan yeni
esitliklere (bag kosullarina) ikincil bag kosullar1 denir ve bu da yeni tutarlilik

kosulunu gerektirir. Ikincil bag kosullarinin degeri sifirdir ve
b;=0,4,=0 (2.45)
seklinde gosterilir.

Klasik mekanikte ikinci sinif bag kosullar1 Dirac parantezleri araciligiyla kuantize
edilebilirler ancak Poisson parantezi bunu saglayamaz. Bag kosullarinin Dirac
parantezi kuantize edildigi icin artik birer operatordiirler bu yiizden iizerlerinde

sapka vardir. Kuantize etmek icin i# ile carpilir ve
(@1, B2~ i5-c = ihe (2.46)
ile gosterilir.

Dirac parantezi, faz uzayinda bulunan herhangi bir f,g fonksiyonlar icin su

sekilde
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{f, aYor = {f, 93pr — {f, &35 {¥), 93 (2.47)

tanimlanir. Esitligin solundaki parantezin alt indisinde gosterilen, DP Dirac
parantezinin simgesidir, hemen sagindaki parantezin alt indisi de Poisson
parantezine gore iglem yapilacagini belirtmektedir. J;; 1 simplektik matrisin
tersidir ve birinci Hamiltoniyen operatoriini verir. Bu formiilasyonun nasil

kullanildig1 3. Boliimde ayrintili bir sekilde ele alinacaktir.
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3

EVRIMSEL ~ (2+1)-BOYUTLU = HIROTA  TIPI
DENKLEMLERIN IKILI-HAMILTONIYEN YAPILARI

3.1 Evrimsel Hirota Tipi Langrange Denklemleri ve Simetri Kosulu

3.1.1 Langrange Denkleminin Elde Edilmesi

Bu boliimde evrimsel Hirota tipi (2+1)-boyutlu denklemlerin Euler-Langrange
formunun simplektik Monge-Ampere yapisina sahip oldugu gosterilmis ve
Langrange fonksiyonu elde edilmistir. Bu dogrultuda Hirota tipi baslangi¢
denklemi

F = —uy + f(ueg, Uz, g, Ugp, Upp) = 0 (3.1)

seklindedir. Burada f fonksiyonu u = u(t, z,2z;), ve w'nun kismi tiirevlerinin

. T o . . %u . d%u
fonksiyonudur. Alt indisler kismi tiirevleri gosterir ve wu; = 5207, ile u;; = prev
seklinde gosterilir. (3.1) denklemine P. Olver’in [2] kitabindaki

Dp = Zj F}[U]D], J = Ug, Ug, Up, e Ugg, Upg, Uge (3.2)

formiili uygulandiginda Frechet tiirev operatorii
DF = _th + futlDtDl + futthDZ + fullDlz + fulleDZ + fuzzDZZ (33)

seklinde elde edilir. Burada D; = D, , D, toplam tiirev operatorleridir. Formiiliin

kendine eslenik (self-adjoint) formu
. oF
Dr =%;(=D); -— (3.4)
]
kullanilarak da eslenik Frechet tiirev operatorii
Di = =D + D,D:f,,, + DDy fy,, + D fuy, + DiD2fy,, + D3 fosy (3.5)

seklinde elde edilir. Helmholtz kosullarina gore (3.1)’in Frechet tiirevi kendine
es (self adjoint), Dr = Dr Ozelligi gosterirse bir varyasyon problemi i¢in Euler-
Langrange denklemidir. Bu durumda Dy = Dy esitligi

—D? + D.D1f,,, + DDz f,,, + Dif,,, + DiDafy,, + D3fy,, = —=DF + f,, DiDs

+fu, DDy + fu, Df + fu,D1D; + f1,, D7 (3.6)
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seklinde olur. (3.6) denkleminin sol tarafindaki terimlerin tlirev islemleri

yapilarak
—p¢ +D.Dy(f, )+Di(f,, )De+De(f,, )D1+f, DiD.
+D,D;(fy,,) + D2(fup, )Pt + De(foiy,)D2 + fiup D2 Dy
+D:D:(f,,,) + D1(fu,, )D1 + D1 (fu,,)D1 + £, D101 (3.7
+D;D,(fuy, ) + D2(fip, )D2 + Do(foiyy )D2 + fuyy D2Da
+D,D,(f,,,) + D2 (fur, )D1 + D1(fuy, )D2 + fuy, D2 Dy
= —DZ + fuy,D.D; + fuy;D,D, + fuy1Df + fuy,D1D, + fuy, D3

bulunur. Esitliligin sag tarafindaki biitiin terimler soldaki terimlerle sadelesir.
Geriye kalan terimlerin toplamu sifir oldugundan denklemin saglanabilmesi icin

D,, D; ve D,’nin katsayilarinin ayr1 ayr sifira esit olmasi gerekir ve

Dl(fuu) + D, (fun) =0 (3.8)
Dt(fult)-l_ZDl(fun)-l_Dz(fuu) =0 (3.9
Dt(fuz:) + ZDZ(fuzz) + Dl(fulz) =0 (3.10)

D.Di(fy,,) + D2D(fi,,) + DE(fuy,) + D1D2(f,) + D3 (fuy,) = 0 (3.11)
ile verilen dort denklem elde edilir. Burada f’yi ¢6zmek icin (3.8) ile baslanir.
(3.8) denkleminde f = f(u;q, Uz, Ug1, Ug2, Uzp) Olmak lizere
fugug Wi + fugun Wze  fugu W11 + fugupn W12 + fugiun Y122 + fuguy Wo2r +
fugour W2t F fugoug W12 F fugougs W22 + fuyuy, U222 =0 (3.12)

bulunur. Denklemin saglanmasi icin her {cli tiirevli terimlerin katsayisi sifir

olmalidir ve

i fu,u, =0
. 2fu, =0
. fuquy, =0
iv. ﬁi1tu12 + fuZtull =0

V. ﬁiltu22 + fuZtulz = 0
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vi. ﬁmutz =0

vii. fuztuzz =0
denklem sistemi elde edilir. Yukaridaki denklem sisteminden f’yi ¢cozmek icin
f =auy +buy +c (3.13)

seklinde bir c¢o6ziim Onerilmis olsun. Burada a = a(u1, Uz, Upz2),
b = b(uq1, U1z, Uyz) Ve ¢ = c(Uqq,Uqz, Uyy) seklinde tamimlanan fonksiyonlardir.

Amac a, b ve ¢’ yi bularak f fonksiyonun elde etmektir.

Once f (3.8) denkleminde yazilarak fu,, = a ve f,,, = b elde edilir. Dolayisiyla

(iii) denkleminden

furuy = Quyy = 0= a = a(ugy, uy) (3.14)
ve (vii) denkleminden

fugiuzy = Puyy, =0 =D = b(ugz,u11) (3.15)

bulunur. a ve b’ nin bulanan degerleri ile birlikte (iv) ve (v) denklemlerinden

a ve b yeni fonksiyonlar g, h, K ve ’ye bagl olarak
b(ui1,u12) = g(ugz)ugg + h(ugy)
a(uyp, uz) = K(ugp)ug, + 1(uygz) (3.16)

seklini alir. Burada (3.16)’deki denklemlerin asagidaki gibi kismi tiirevleri

alindiginda
Ay, + by, = K (Wiugy + 1 (ugp) + g(ugy) =0
Py, + buy, = 9 (Widwry + h (uiz) + K (ugp) = 0 (3.17)
bulunur. Buradan K = sabit, | = —guy; + ¢ ve h = —Ku4, + ¢5 bulunur.
Boylece a ve b;
a=Kuy, —guy; +cgve b = guy; — Kuqy + cs (3.18)

seklinde elde edilir. Bu degerler (3.13)’te yerine yazilirsa
f = (Kuzy — guiz)uge + (Guir — Kugp)uge + ¢ (g, Uiz, ugz) + stz + cou1(3.19)

seklinde olur. Burada K, g, csve ¢, sabittir. (3.19) denklemi sirasiyla (3.9) ve

(3.10) da yerine yazilirsa c i¢in
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Z(Cu11u11u111 t Cupqup W12 T+ Cuyquy, u122) + Cuppu 112 t Cuppup, U122 +
Cu12u22u222 = O (3.20)
denklemi elde edilir. Yukarida yapilan ¢6ziime benzer olarak

1. Cujquyy = 0

. cyyu, =0

i, 245 up T Cuppuyy =0
V. Cupuy =0
denklemleri elde edilir. (i) denklemi yardima ile
¢ = h(uyz, uz2)ugg + 1(ugz, uzz) (3.21)

seklinde yazilabilir. Burada hvel fonksiyonlar1 tiim degiskenleri ayr1 ayri bir

fonksiyona bagl olarak ifade edilirse
¢ = [p(ui2) + q(uzz2)urs + r(ugz) + s(uz) (3.22)
seklinde yazilabilir. (3.22) denklemi (ii) ve (iii) denklemlerinde yazilarak
€ = uyy [P — cpuyy + 3] + cqu?, + cougp + co + s(Uyp) (3.23)

sonucu bulunur. Burada, P, c¢;, ¢, ve ¢, rastgele sabitlerdir, daha sonra bu
ifadeler diizenlenecektir. Son olarak (3.23) denklemi ile (3.10) denklemi

kullanilirsa
C = Uqq (P - Cluzz) + Clu%z + ColUqp + CalUypy + Co (324)

bulunur. Boylece f = auy, +buy, + ¢ seklinde verilen f fonksiyonunda
bilinmeyen a, b ve ¢ bulunmus oldu. a, b ve ¢ f’te yerine yazildiktan sonra (3.1)

denklemi

_ 2
U = 1 (Ug U1 — Upeliyg) + Co(UgpUpp — UppUyp) + c3(Up1 Uy — UTR)

+ CaUq; + CsUy, + ColUpq + C7Upp + CglUyy + €9 (3.25)
seklini alir. f’nin bu c¢ozimi ile (3.1) evrimsel Hirota denklemi, (3.25)
simplektik Monge-Ampere formunu veren Lagrange fonksiyonu bulmaya olanak

saglar.

(3.25) denklemi icin Lagrange fonksiyonu Homotopi formiiliint, F = —u, + f

denklemine uygulayarak elde edilir [2],
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Llu] = [, u- Flauld2 (3.26)

uygulandiginda,
1
Llu] = f u- [ (Azultulz - AZuZtull) +C (Azultuzz - Azuzﬂhz) +C3 (/12u11u22
0

—22ufy + cuduy, + csAuy, + ceAugy + cr AUy, + cgAuyy + cg — Auy |dA (3.27)
elde edilir ve kolaylikla sistemin Langrange fonksiyonu
L= _%uutt + % [e1 (upettnn — upettn) + o (Ualiny — Upettyp) + c3(Ug1 Uy — Ufp)]
+ % (cauqs + Csuy; + CoUqq + CrUqy + CgUypy) + Cou (3.28)
seklinde olur.

3.1.2 Simetri Kosulunun incelenmesi

Simetri kosulu diferansiyel uyumluluk (compatible) kosuludur. Elde edilen
(3.25) denkleminin simetri kosulunun incelenmesi gereklidir. Bu sebeple

oncelikle ¢ = (c¢q, ¢p) vektorii yoniinde bir tiirev operatorii
V.=c¢1D; +c,D, (3.29)
seklinde tanimlanarak (3.25) denklemi daha sade bicimde yazilarak.
Upe = UgeVe(U) — uge Ve (ur) + c3(ug1pp — Us2) + cquye + CsUp; + ol
+cyuqy + cgUy; (3.30)

seklini alir. Simetri kosulunu elde etmek icin (3.31) denkleminin u
degiskenlerinin, grup parametresi t'ya gore tlirevi alinarak ve Lie denklemi

u, = ¢ kullanilarak simetri kosulu,

Qi = Ve(u)@1r +ug Ve (@2) = Ve (u) @z — uze Ve (1) + c3(Uz2011 + Up1 922
—2U12P12) FC4P1e + C5P2 + CoP11 + C7P12 + CgP2 (3.31)

seklinde bulunur. Yapilacak hesaplamalarda karmasikligi azaltmak icin bu
denklem L;; 4y = wy D; — uyD; = —Lj; 4y kuralina gére tamimlanan diferansiyel

operatorler cinsinden yazmak uygun olacaktir. Buna gore

Liz1y = U12D1 — uq1 Dy,
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L1202y = U2 D1 —up2 Do, (3.32)
Lizty = U2¢D1 —uge Dy
operatorleri elde edilir ve (3.31) denklemi

{c1(DeL1z1y — Dil1z¢ry) + €2(DeLyay — D2Lizcry) + ¢3(DiLizc2y — DaLiary) — DE +
c4D;D; + csD,D, + cgD? + c;D1D; + cgD2}p = 0 (3.33)

seklini alir. Boylece Langrange denklemleri icin simetri kosulu elde edilmis olur.

Bu denklem ileride yenileme operatoriinii elde etmek icin kullanilacaktir.
3.2 Yenileme Iliskileri ve Lax Cifti

Bu kisimda bir 6ncekinde elde edilmis simetri kosulu, integre edilebilirlik kosulu
ile asimetrik-carpanlar (skew factorized) denilen forma donistiiriilecektir ve
simetriler icin yenileme iliskileri ve Lax cifti bu yeni formdaki simetri kosulundan
cikarilacaktir. Integre edilebilirlik kosulu, E. V. Ferapantov [24] tarafindan

simplektik Monge-Ampere denklemi icin olusturulmustur. Bu denklem
Uy Uz Ugs

edet[un Uzz U3
U1 Up3z U3z

+hy (UpaUzz — us3) + hy (Ui uss — ufz) + ha(ugi iy, — ufy)

+g1 (U1 Uz3 — UspUs3) + g2 (UgpUys — UspUp3) + g3 (UssUiz — Ugslaz) +S1Upp+
+Szu22+S3U33+T1U.23+T2U.13+T3U12 +v= O (334)

seklindedir. Integre edilebilirlik burada yukaridaki denklemin sonsuz sayida
hidrodinamik indirgenme icerdigini gosterir [39]. Bizim ilgilendigimiz evrimsel

(3.25) denklemi icin katsayilar (3.34) denkleminden

h;=hs=h3=93=0, g1=—¢1, C2=02, S1=Cs Sz =¢Cg S3=-—1,

T4 =C, Tp=C;, T3=Cy;, Cg=U. (3.35)

seklinde elde edilir. Ayrica integre edilebilirlik kosulu referans [24]'lin (22)

numarali denkleminde (3.34) denklemi icin
h%slz + h%szz + h%s% + g%szsg + g%slsz + g%slsz — 2(hihys15; + hih3sys;
2.2

+hyh3s,83) + 4€51S,83 + 4vhihyhs + €T1T,T3 — V919,93 — €°V

—v(gthy + g5hy + g5hs) — (G171 + 9272 + 9373 + 2€v) (hy sy + RSy + h3s3 — €v)
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+2(g1hy5171 + g2hasaTy + g3hsssts) + i hyhs + t3hihs + 13hihy
+e(fsy + 155, + 1583)+ 51719293 + 52729193 + 53739192
—(91M1 7273 + g2hoTi T3 + g3h3TiT,) = 0 (3.36)
seklinde verilmistir. (3.25) denklemi i¢in yukaridaki integre edilebilirlik kosulu
c,(c107 — cyc6 + c3¢4) = c1(cicg + C3C5) — 3 (3.37)

seklinde olur. (3.37) esitligini saglayan (3.25) formundaki herhangi bir denklem
integre edilebilir oldugu denklemin bir Lax cifti elde edilerek de gosterilebilir. Bu

durum parametrelerin farkli durumlari icin ele alinacaktir.
3.2.1 Genel Durum: ¢; "¢ -¢c3 # 0

(3.37) integre edilebilirlik kosulu icin c¢;-c;-c3 # 0 durumu ele alinacaktir.
(3.25) formundaki integre edilebilen denklemlerin simetri kosulunun dogrusal

operatorii “asimetrik-carpan” adi verilen formda
(AlBZ - AZBl)(P =0 (3.38)

seklinde yazilabilir. Eger iki boyutlu vektér operatérler R = (4;,4,) ve S =

(B4, By) seklinde tanimlanirsa (3.38) denkleminde asimetrik-carpanlar formu
(RxS)p=0 (3.39)

ile verilen dis carpim sekline doniisiir. Burada A; ve B; diferansiyel operatorleri

asagidaki gibi tanimlanir:
Ay =Dy —c3D, 3 Ay = —cyDy — 3Dy
By =¢ (C3L12(2) — C1L12(t)) + cic6Dy + (c1c7 — cycq + c3¢4)D,  (3.40)
By = ¢1(c3Lizqay — 2Lazqey) — €168Dz — €3D; + (c266 — €3€4) Dy
ve (3.40) operatorleri
[A1,42] =0, [A1, B;] — [A2,B1] = 0, [B1,B2] =0 (3.41)

komiitasyon iliskilerini saglamalidir. Oncelikle A; ve A, operatorlerinin

komiitasyon iligkisini saglandigini gosterelim:

Operatorler acikca parantez icine yazildiginda
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{c1De — 3Dy, —c2 Dy — c3D1} =0
seklinde olmalidir ve
{c1Dy, =2 D} + {1 Dy, —c3D1} + {—c3D3, —c; D} + {—c3Dz,c3D13 =0 (3.43)

seklinde olur ve kolaylikla [A;,A,] =0 iliskisi saglanir. (3.41)’de ortadaki

operatorler icin komiitasyan iliskisi
[A1,B;] — [A2,B1] =0 (3.44)
seklindedir. Poisson parantezi icindeki terimler acik¢a yazildiginda
{ClDtJ 1 (C3L12(1) + C2L12(t))} + {c1 Dy, (c3¢4 — c306) D1}
+{c1D;, —c168D2} + {1 Dy, —c3D,} + {c3Dy, 1 (c3L121) + C2L12y)}  (3.45)
+{c3Dy, (c3¢4 — c¢4) D1} + {—c3D;, —c18D2} + {—c3D2, —c3D} = 0

seklinde olur. (3.32)’den gelen terimler de yerine yazilarak gerekli islemler

yapildiginda kalan terimler
cfc3{—(2¢D1 — U1 D3) + (Ui22 D1 — Ug12Dz) + (Ui2¢ Dy — 11:D;)
~ (122 D1 — U112 D2)} + c162¢3{(Uge Dy — g2:DF) — (2. D1 — g2 DF)}
+ccf {(Upee Dy — Uy D3) — (Upee Dy — Uy D7)} = 0 (3.46)

seklinde olmalidir. Burada kalan ficlii tiirevler birbirini gotiirerek sifir olur ve

(3.44) saglanir. Son komiitasyon iligkisi
[B1,B,] =0 (3.47)

seklindedir. B; ve B, operatorleri (3.40)’tan yerine yazilip komiitasyon iligkisi

alinirsa
{c1(csLiz2) — c1Ll12(t) + c1¢6D1 + MDy e (c3L12¢1) + €2Laz2)) + NDy + ¢icgD,
—c3D;} — {ci(c3lizn) + C2Laz)) + NDy — cic16gDy — 3D Heq (€3Laz(2) — €1lizr))
+ciceD1 + MD,} (3.48)
olur. Burada

M =cic;— N ve N =3¢, —Cycq (3.49)
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seklindeki sabitlerdir. Terimler yerine yazildiginda ve ilk tiirevler alinarak (3.37)
integre edilebilirlik kosulu uygulandiginda ve toplam tiirevler D;, D, parantezin

sagina atilarak ortak paranteze alinirsa
2
crcs{cs(—uguqny + 2UgpUq12 — UggUp1z) + G (—UgpUype + Ugp o + UprUynn
—UgelUpze) + €1 (UgpUype + UggUgpe + UpeUgng — Ugelynz) — Celigg — C7llqgp —
Cgl2 — Callyqy — CsUipe + Upq }D;
cZc3{cs(Uppliygn — 2UipUgzs + UpiUnzs ) Co (Unp Uiy — UgpUpgr — U Uyzs + Upplpoe)
1C31C3(U2U112 12U122 11U222)C2 (U U ¢ 12U22¢ 2t U122 1t U22¢
+c1 (UgpUy2p — UpgUppe — UppUygp + UprlUynn) + Callize + CsUppe + CelUppp + C7Ugpg
+cglny — U2 3Dy (3.50)

elde edilir. (3.50) denklemindeki her parantez toplam tiirev seklinde yazilarak

diizenlenirse,
—cfe3Di{cs(ugugy — ufy) + ca(UgeUpy — Upeltnn) + €4 (—UpeUyq + Ugettsn) + Callyy
+CsuUpe + CoUir + C7Uz1 + CglUpy — Uy 3D,
+cfesDa{es(unugy — ufy) + ca(UgeUny — UpeUsa) + €1 (—UpeUny + Ugettyz) +
CaUqs + CsUy; + CgUqq + CoUyq + CgUpyy — Uy Dy (3.51)

elde edilir. Parantez icindeki terimler goriildigii tizere (3.25) denkleminin
kendisidir ve boylece sifira esit olur. Dolayisiyla komiitasyon iliskisi, By, B, icin

saglanmistir. Ayrica A; ve B; operatorlerden elde edilen X; ve X,

X, =14, +B; ve X, =14, + B, (3.52)
operatorlerinin
[X1,X2] =0 (3.53)
ve
AlA1,By] — AlA3,B;] =0 (3.54)

komiitasyon iligkisini sagladig1 kolaylikla goriilmektedir. Burada X; ve X;, (3.25)

icin Lax denklemini verir ve A spectral parametredir.

(3.38)’de verilen simetri durumu sadece (3.25) denklemi i¢in Lax denklemini

vermekle kalmaz ayni1 zamanda
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A1 = B1p A, = By (3.55)

seklinde tanimlanan simetriler icin yenileme iliskisini verir. Burada @, ¢’in
potansiyelidir. (3.55) denklemi, (3.41)’deki komiitasyon iliskileri ile
kullanildiginda

(A1B; — AyB) g = [A1,A2]¢ =0 (3.56)

oldugu goriiliir. Burada ¢ simetri karakteristigidir. Bununla beraber (3.55)e

gore
(A1By — A;B1)§ = ([A1, By] — [4,, B1] + ByA; — B1A4;)$ = [By, B2l = 0 (3.57)

bulunur ve burada @nin (3.38)’deki simetri kosulunu sagladigi icin bir simetri
oldugu anlasilir. Dolayisiyla ¢ simetri karakteristigi eger bir simetri belirtiyorsa

simetri karakteristiginin potansiyeli, ¢ da simetri olmalidir.

Simetri kosulunun asimetrik-carpanlar formu tekil olmadigindan ayrik simetri

doniisiimii uygulanarak yenisi elde edilebilir. Bu doniisiim
C1 © —C3, €4 © C5, € © Cg, D1 © =Dy, Dy © =Dy, v & =0, Lip1y © Liz(z) (3.58)

seklinde olur ve bu ayrik simetri doniisiimii ile elde edilen yeni diferansiyel

operatorler
Ay =Dy + 3Dy 3 Ay =c3Dy — 1Dy
B, = —¢ (03L12(1) + C2L12(t)) + cycgDy + (cyc7 — cicg + c3¢c5)D; (3.59)
By = co(c1L1z¢) — €3L122)) — €2¢6D1 + €30, — (€168 + €3¢5)D;

ile ifade edilir. Bu yeni operatorler simetri kosulunun (3.38)’deki asimetrik-
carpan adi verilen formunu ve (3.41)’deki komiitasyon iligkilerini saglamaktadir.
(3.54) ve (3.55) kullanilarak ikinci Lax cifti ve simetriler icin bir baska yenileme

iliskileri olusturulabilir.
3.2.2 Belirli Durumlar: ¢; = 0,c, # 0ve ¢, =0,¢c; # 0

Burada ilk olarak ¢; =0,c; # 0 durumu ele alinacaktir. Bu sabitler (3.37)

kosuluna uygulandiginda integre edilebilirlik kosulu
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c;(CyCe — C3C4) = €3 (3.60)
seklini alir.

(3.40)’taki operatorlere c¢; = 0 uygulandiginda, bu operatorler lineer bagimli
olur ve bu durumda asimetrik-carpanlar gosteriminden (3.31) simetri
denklemini iiretememektedir. Bu nedenle c¢; = 0 sabiti (3.59)’da verilen ikinci

operator setine uygulanir ve
Ay =Dy +c3Dy 5 Ay = 3D,
By = —c3(c3L1z02) + C2L1z(ry) + (267 — €3¢5)Dy + cp¢8D, (3.61)
By = ¢3D—cy¢3L12(2) — €2¢6D1 — c3¢5D;

elde edilir. (3.61)’deki operatorler simetri kosulunun asimetrik-carpanlar
formunu ve komdiitator iliskilerini saglar. Boylece yukarida gosterildigi gibi

(3.61) denklemlerinin simetriler icin yenileme iligkileri
3Dy = (3D —cy¢3L1202) — €266D1 — c3¢5D2)
(c2D; + c3D1)@ = {—cy(c3L12(2) + Caliary) + (€267 — c3¢5)Dy + c2¢8D2}p  (3.62)
seklini alir ve (3.25) denklemi icin ¢; = 0 Lax ciftini olusturur ve
Xy = A(caD; + ¢3D1) — ¢3(c3L12(2) + €2L12¢y) + (€267 — c3¢5) Dy + c2c8D;
Xy = AczDy+ce3Di—cyc3Lli2(2) — €266D1 — 365D, (3.63)
seklinde olur.

Ikinci durum olarak genel kosulda olusturulmus ilk operatérlere ¢, = 0

uygulandiginda
Ay =cDy —c3D;, 5 Ay =—c3Dg
By = c1(c3L12(2) — c1L1z2(ry) + (€167 — c3¢4)D; + ¢166Dy (3.64)
By = —c3Di+cic3L12(2) — €1€8D2 + c3¢4D1

elde edilir. Integre edilebilirlik kosulu ¢, = 0, ¢; # 0 icin
c1(cice + c3¢5) = ¢ (3.65)

seklini alir. (3.64)’teki operatorler simetri kosulunun asimetrik-carpan formunu

ve komdiitasyon iliskilerini saglar. Dolayisiyla yukarida goriildigi gibi bu
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operatorler (3.52) ve (3.55)’te kullanilarak Lax cifti ve simetriler icin yenileme

iligkileri elde edilir.

(3.38)’deki asimetrik-carpan formu simetri kosulu iiretmek yerine sifir oldugu

icin (3.59)’daki ikinci operator ailesi ¢, = 0 durumu icin kullanilamaz.

(3.38)’deki degismezlik kosulunun asimetrik-carpan formu hala tekil degildir. Bu
ylizden ¢, =0 durumu icin gecerli olabilecek yeni A; ve B; operatorleri

tanimlanarak
Ai=c¢Dy ; Ay =c3Dy —c1D;
By = cfLip(1y + (c1¢5 — c3)Dy — €1 D, (3.66)
By = ci{c4 Dy + c3L12(2) — c1Laz2@e) + ¢7D2 + ¢c6Dy

seklinde bulunabilir. Yenileme iligkileri ve Lax cifti elde edilmis yeni operatorler
icin saglanir. Son olarak ¢; = 0 ve ¢, = 0 durumundan (3.37) integre edilebilirlik
kosulundan c¢; = 0 durumu elde edilir. Bu durum (3.25) denklemini lineer bir

denkleme doniistiiriir.
3.2.3 Ozel Durum: c; = 0

Bu 6zel durumda (3.37)’nin ¢z = 0 ve ¢; * ¢; # 0 olmas1 durumu ele alinacaktir.

Bu durum icin integre edilebilirlik kosulu
c102¢7 = cicg + c3cq (3.67)

seklini alir. (3.66)’daki diferansiyel operatorlere uygulandiginda asimetrik-

carpan formdaki simetri kosulunun A; ve B; operatorleri
Ay =Dy 5 Ay=cDi+cD =V,
Bi = ¢c162L12) — ¢16gDy — ¢o¢6Dq (3.68)
By = c3(c1L1201) — €2L12(2)) + €sD2 + caDy — D,

seklinde olur. (3.68)’deki operatorler (3.41)’deki komiitasyon iliskisini saglar ve
boylece dolayisiyla yukarida gosterildigi gibi (3.55) denkleminden

c1D @ = {ca¢1L12() — €2¢6D1 — ¢1cgDR )

V@ = c2{(c1lizqy + C2L122)) + €aD1 — Dy + ¢sDy}o (3.69)
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seklinde simetriler icin yenileme denklemleri elde edilir. ¢; = 0 durumunda

(3.25) denklemi i¢in Lax cifti
Xl = /1C1Dt + C2C1L12(t) - C2C6D1 - C1C8D2
Xz = AVC + Cz{(clle(l) + Clez(z)) + C4D1 - Dt + C5D2} (3.70)

seklinde olur. Bu durumu genel durumdaki (3.40) veya (3.56) operatOriinii
c3 = 0 durumu icin 6zel bir durumu olarak ele alirsak, A;, B; lineer bagimh
olabilir ve asimetrik-carpan formu (3.38), (3.33) simetri kosulunu

saglamayabilir.
3.3 iki Bilesenli Yap1 ve Hamiltoniyen Formiilasyonu

Bu bolimde (3.31) evrimsel denklemi iki bilesenli formda yazilarak
Hamiltoniyen yapi incelenecektir. Burada v =u, doniisiimii yapilarak iki
bilesenli denklem sistemi

U, =v

v = 01 Ve (Up) — v,V (ug) + c3(UiiUpn — ufy) + vy + Cs1; + Cltny + Crly

+cguyy + Cg (371)

seklinde elde edilir. Iki bilesenli sistemi veren Langrange fonksiyonu, daha énce
bir bilesenli sistem i¢in buldugumuz Langrange fonksiyonunda yapilacak uygun

degisikliklerle elde edilecektir. Toplam tiirevli terimler atilarak iki boyutlu sistem

icin Langrange fonksiyonu
172 u u
L=wv—-—+ gt{c1(u2u11 —UUp) + c(Uplyp — UgUp2)} — 71 (caus + csup) +
+C?3u(u11u22 —ud) + % (ceuq1 + c7upp + Ccgliyy) + cou (3.72)

seklinde bulunur. Bu yeni Langrange fonksiyonunun varyasyonu (3.71)

denklemini vermelidir. Bunu gérmek icin

5
E = 59, m=o(=1)"o7"

0

oy (3.73)

seklinde tanimlanan Euler tiirevi kullanilir. Burada ¢; =v ve ¢, =u ile

tanimlanir ve Langrange fonksiyonunu v’nin tiirevlerini icermediginden
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SL oL

—=—=u-v=0 ve u=v (3.74)

bulunur. Ote yandan u birinci ve ikinci mertebeden tiirevleri icerdiginden, L’nin

u’ya gore Euler tiirevi (varyasyonu)

6L oL daL 2 OL 2 aL
g_a—atau 616 626—+6 +6 +61626 (3.75)
seklinde olur ve L, (3.75)’te tiirevler hesaplanip yerine yazilirsa

C3 1
3 (Ug1Upp — udy) + > (ceuqy + c7upp + Cgliny) + €9

1
—0, [§ {e1(uaurr —wgus2) + ca(uausn — wgugy)} + 5 (cauy + csup) + v]

c1 c2 Ca 1 C2 Cs5
-0 [—?utulz -3 Ul T 7ut] — 0y [?utull T3 Ul — 7%] (3.76)

+0? [ UUy + 3 uuzz +?u] + 9? [ 3 —UUq + 3 u11 +?u]
C1
+0,0, [—gutul + = 3 utuz - 2 3 uu12 + ?u]

bulunur. Bu terimlerin de tiirevleri alinip gerekli ara islemler yapilarsa bircok

terim sadelesir ve
_ 2
Ve = 1 (Vg2 — VauUqq) + 2 (V1Upy — Vo) + c3(UggUyy — ufz) + a1y
+C5v2 + CelU11 + C7Uqp + CgUyy + C9 (377)

denklemi elde edilir. Bu denklem iki bilesenli sistemin ikinci denklemidir. Bu
ytizden (3.72)’de verilen denklemin iki bilesenli sistemin Langrange fonksiyonu

oldugu sonucuna ulasilir.
3.3.1 Simplektik Yap: ve Birinci Hamiltoniyen Formiilasyonu

Burada baslangic noktasi (3.72)’de verilen dejenere Langrange fonksiyonudur:
2
L=uwv- v? + %{Q(uzun —wUz) + (WU — wupy)} — uz_1 (caug + csup) +
+C?3'U.(U,11U.22 - u%z) + % (C6u11 + C7Uqp + C8uZ2) + Col. (378)

Hamiltoniyen formiilasyonunu elde etmek icin Dirac'in bag sarti teorisinin

uygulanmasi gerekmektedir. Bunun icin kanonik momentum
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= (3.79)
uti

seklinde tanimlanir ve
(m;(2),uk(z)} = 6F8(z—2) (3.80)

ile verilen Poisson parantezini saglamalidir. Burada u! = u, u? = v, z = (21, 2,)

ve sifirdan farkli tek Poisson parantezi igin
{m,u} = 8(z21 = 21)8(22 — 2,) (3.81)

seklinde tanimlanir. Momentumun tanimi kullanilarak (3.78) Langrange

fonksiyonundan
oL 1 1
Ty =5 =V + 5{01 (Upu1y — UUy2) + o (Uglyp — UglUpp )} — 3 (cauq + csuy)
oL
v =5y = 0 (3.82)

bulunur. Goriildiigii gibi momentumlar n, ve m,, u, ve v, hizlan cinsinden
cekilip yazilamazlar. Bu nedenle Langrange fonksiyonu dejeneredir. Bu durumda
Diracin 6nerdigi gibi momentum denklemleri ikinci simif bag denklemleri

seklinde yazilir [35]. Yani bag denklemleri
1 1
by =, — v — {1 (Ut — wgusz) + 2 (Ualliz — Uglizz)} + 5 (Gt + C5Up)
by =1, (3.83)
seklinde elde edilir. Bag denklemlerinin Poisson parantezleri

Kii = {¢u(z1,25), ¢, (21, 2,)}; Kiz = {¢u(21,25), ' (21, 22)};

Ko1 = {@u(21,22), by (21,22)}; Kpp = {do(21,25), ¢, (21,2,)}; (3.84)
ile verilir. Poisson parantezini hesaplarken Burada z; =x, z, =y ve 2z, =x,
z, =y  degisken doniisiimii yapmak kolaylik saglar. Burada K,, = 0 ve Kj, =
—K,; =1 oldugu kolayca goriilmektedir. Ancak Kj;; i¢in durum farklidir.
Oncelikle K;’in icerdigi terimleri acikca yazalim:

1 1
Ky ={m, —v-— 3 [c1 (uauyy — UgUgp) + 2 (Upug; — UgUupy)] + 3 (cquy + csuy),

1 1
Ty —Vv—3 [er(uyuyy —uyuyy) + Uy uyy —uyuy )]+ > (cauy + csuy )}

Poisson parantezinin Ozellikleri ve (3.80)’nin tanimi kullanilarak
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K1 = C?l [—uy 6, (x—x)6(y —y) —uyy6(x — x,)5y’ v-y)
Fuy (e = x)8, (v —y) + 1y 6 (x = x )8 — )]
+ 2wy 8, (=28, (= ¥) —uy 86 = xSy =)
uy 60— 218,y (0 = ') + 1y y 8 (= )80y = )]
+26, (x—x)+ 78, (v —y) (3.85)
+ 2 [0 (=000 = y) —undG — 08, ~ )
+ur 8, (X' =08, (v = ¥) + 26, (x —0)8( — )]
+E U8y (¢ =080 =) ~ w6~ 08, =)
+u 80 =08y, (v =) + Uz (x' = )8 — )]
+ 28,0 -0+ 28,0/ )

seklinde bulunur. Elde edilen bu denklem, f(x',y") yardimc: fonksiyonu ile

carpilir ve integre edilirse, elde edilecek denklem

K = =5 [[ s 6@ b0 = 2200 - ) dy
+C§1ff uy (6, y)f (', y) 8(x = x )8, (y — y )dx' dy’
+%H uyy (6, y)f(x,y )8, (x —x)8(y —y )dx dy’
_%Zﬂ uy (¢, y)f (', y )8, (x = x)8, (y — y )dx' dy’
‘%ZU ury (¢, y)f (e, y)8(x = x)8, (v — y)dx' dy’
+%2H uy (¢, y)f (2, y)8(c —x)8,, (v =y )dx dy’
+C§Zﬂ Uy (X, y)f(x,y )8, (x = x )8y — y)dx dy’
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+2 [ F YN8 (r—x)dx + 2 [ f(x,y) 6, (y—y)dy  (3.86)
+%ﬂ wy (6, ),y () — x)8(y — y)dx'dy’
+%ﬂ w1 (6,0 f(x,y )8 — %),y — y)dx'dy’
—%ﬂ w (6 W f (YN8 (x' = x)8,(y' —y)dx'dy’
-2 j j i (6 F (LY )8, (¢ = 08y — y)dx'dy
+ 2 j j 1, o NF Ly )8 (= )8, (Y — y)dx' dy’
+2 j ] 1, (6 Y, Y) 8 — 208,y — y)dx' dy’
_%ﬂ w (6, Vf (¥ )80 —x)68,, (v —y)dx'dy’

~2 [ w318 =080 - ) dy
+2 [ f, YN8y (= xDdx +5 [ f(x,y)8, (v — y)dy’
bulunur. Burada Dirac delta fonksiyonlar1 yardimi ile integraller alinarak
c3_1 (=Df (uzf) + Dy (ug1 f) + Dy Dy (s f) — Dy (i f) + w1 Dof — uiDyDyf — ugp Dy +
u; Do f) + %2 (=D1 D3 (uzf) + Dy (ui2f) + DF (ui f) — Dy (upa f) + up Dy Do f + 1y, D, f
—u1 D f —up, D1 f) + C2_4 (D1f + Dif) + %5 (D2f + Dy f) (3.87)
terimleri elde edilir. Buradan tiirevler alinir ve denklem diizenlenirse

K11 = [c1(u11D3 —u13D1) + ¢ (Ug2 D5 — Uy D) + ¢4Dy + csDy)]f (3.88)

sonucu bulunur. Boylece K matrisinin tiim elemanlar1 bulunmus olur ve

K = (—’1(11 —01) (3.89)

seklinde yazilir ve matrisin biitiin elemanlarinin (—) ile carpilmasi sonucu
degistirmez. K matrisi simplektik matris adim1 alir ve tersi J,, birinci

Hamiltoniyen operatoriinii verir [40]. Yani J, = K~ olur ve
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0 1
= 3.90
Jo (—1 c1(U12D1 — uy1 D7) + ¢ (U Dy — uyp Dy) + ¢4 Dy + C5D2> ( )
seklinde ifade edilir. Burada
J§* = c1(u12Dy — ug1Dy) + ¢ (upy Dy — w1 D,) + ¢4Dy + ¢sD, (3.91)

seklindedir. Jyin Hamiltoniyen operatorii olabilmesi icin K’nmin mutlaka

simplektrik olmasi gerekir. Yani
w = (1/2)du’ AK;;dw (3.92)

seklindedir olmalidir. Burada (3.92)’deki i ve j, 1 ile 2 degerlerini alir ve u' = u,

u? = v seklinde olur simplektik iki-formun hacim integrali

2 = [ff wav, (3.93)
simplektik formda olmalidir ve integralin sinir kosullarinda
dw =0 (3.94)

seklindedir olmalidir. (3.92)’nin tanimina gore K simplektik matrisi kullanilarak
w= % [c1(uipdu A duy —ugpdu Aduy) + ¢ (uppdu Aduy — uppdu Aduy) —
(cydu A duqy — csdu A duy — 2du A dv] (3.95)

bulunur. (3.95)'in tam diferansiyeli alinarak ve toplam diverjans terimleri
atilarak K’nmin simplektik oldugunu kanitlayan dw = 0 durumu incelenmelidir.

Bu sebeple (3.95)’in tam diferansiyeli

dw = c¢1(dujy Adu Aduy — dugg Adu Aduy) + c(duyy; Adu Aduy —dug; Adu A
du,) (3.96)

seklinde yazilir. Diger terimler d? = 0 kurali geregi sifir olur ve diizenlenerek,
c1(Dy[duy Adu Aduqg] — duy Aduy Aduy —duy Aduy Adugg + duy Adu Aduyg)
+c,(D,y[duy Adu Adug] —duy Aduy Aduy — duy Adu Adugy + duy Adu Adugy)

elde edilir. Burada toplam tiirevli terimler sinirlarda sifir olur ve dw = 0 sonucu
elde edilir. Bu durum ayni zamanda birinci Hamiltoniyen operatori Jy'in

Hamiltoniyen operatorii oldugu anlasilmis olur.
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Sistemin birinci Hamiltoniyen formu

0 1\ (3t
() = (—1 jgz> ' <6}_1> (3.97)
seklindedir. Burada H; sistemin Hamiltoniyen yogunlugudur ve

Hl = T[uut + TL'vUt - L (3-98)

Legendre doniistimii ile Langrange fonksiyonundan elde edilir. Burada (3.82)’de

m, ile m, ve (3.72)’den Langrange fonksiyonu yerine yazilarak

v? c3 2 u
Hy = T U (ug1Upp — ufp) — > (ceuy1 + c7Upp + cguiyy) — cou (3.99)

seklinde bulunurak birinci Hamiltoniyen yogunlugu elde edilir. Burada
(3.96)’daki siitun matrisini u ve v’ye gore varyasyonel tiirev alindiginda

SHy _

ov

SHy 5
b —c3(Uq1 Uz — ULp) — Cellyy — C7Ujp — Cglizy — Cg (3.100)

elde edilir. (3.100), (3.97)’de yerine yazildiginda

ut =7
_ 2
{Ut =1V (up) — vV (uy) + c3(Ug1upp — ufy) + cavq + Csvp + Colqg + CyUigp + Cglipn + Co

bulunarak sistemin birinci Hamiltoniyen formunun iki bilesenli degisim
denklemini verdigi ispatlanmistir olur.

3.4 2 x 2 Matris Formunda Yenileme Operatorleri

Yenileme operatorleri ikili-Hamiltoniyen yapiyr olusturmada kritik oOneme
sahiptir. Bu operatorler yardimiyla sonsuz sayida Hamiltoniyen operatorii
iretilebilir. Tipk1 Lax cifti ve yenileme iliskileri boliimiinde oldugu gibi bu kisim

da ii¢ boliimde incelenecektir.
3.4.1 Genel Durum: ¢ ¢, ¢c3 # 0

Burada yenileme operatdrii c; - ¢, - ¢3 # 0 durumu icin elde edilecektir. Oncelikle
iki bilesenli simetri karakteristikleri, (¢,)7 ile ¥ = ¢, ve ((ﬁ,l]})T ile P = @,
sirasi ile orijinal ve doniismiis simetriler icin tanimlanir. Burada T matrisin

transpozunu tanimlar. (3.55)’te tanimlanan yenileme iliskileri
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Al(ﬁ = Bl(P ve Az(ﬁ = Bz(p (3.101)
ve (3.40)’daki operatorler kullanilarak
c1) — ¢3D,9 = {c1(c3(upa Dy — u12D;) — ¢4 (upe Dy — w1 D)) + ci¢6D1 (C3¢4 + €167

—C2¢6)D2}
—c — e3D1@ = {c1(c3(u12D1 — u11D2) + ¢ (uge Dy — Uy, Dy)) + (c3¢4 — €3¢6) Dy

—c16gD2}p — 3y (3.102)

elde edilir. Buradan oncelikle @’ya baglh bir denklem elde edilir. Birinci denklem
c, sabiti ile ve ikinci denklem ise c; sabiti ile carpilarak esitligin solu ve sag1 taraf
tarafa toplanir ve V, cinsinden yazilarak y elenmis olur. Sag tarafinda da toplam
tlirevler D; ve D,’ ye gore tiirev alinir ve denklemler ¢;ve ¢, ortak parantezinde

yazilirsa
€3V @ = [C1CoC3Upn — € Collye + €1C5C6 + i c3uyp + cfCaup: + (C103¢4 — €162C6) 191
+[—cicaupp + cfcauge + ca(c3c4 + €107 — €366) — cfcstiyy — cfcotiye —
cteslpy — crcsy (3.103)
seklini alir. Burada (3.37) denklemi kullanilir ve c¢3 sabitine boliiniirse
V(@) = cr{Ve(u) gz — Ve (u2) 91} — crcap1 — (165 — c3) @z + 1 (3.104)
elde edilir.

Y’'ye bagl denklemi elde etmek icin (3.102)’deki denklemlerden iistteki D,
operatorii ile alttaki ise D, operatorii ile carpilir ve yine taraf tarafa toplanir.

Sonrasinda esitligin sagindaki tiirevler alinir ve ara islemler yapilarak
Ve (¥) = [c163up @11 — Rz @11 + C1C6@11 — 2¢1C3U12012 + C1C2Uz P12
+ciUpe @11 + €17 P12 F C1C3UIL P2 + C1CUL P22 + C1C3P2, +C31P2](3.105)
elde edilir ve diizenlenerek
V() = Vo192 — v201) + c3(Upp @11 + Uy1 922 — 2U129012) + Co@11 + Cr012 +
CgPaz} + 312 (3.106)

seklini alir. Burada ¢ ve y’in alt indisleri kismi tiirevleri ifade eder. @ ve ¥’yi

yalniz birakmak icin (3.104) ve (3.105) denklemleri V! ile ¢carpilir ve
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v lv.=1
ozelligi kullanilarak
¢ =V 1 {Ve (u)Dy — Vo (up) Dy — 4Dy — 5D} + 3D + c11p]
P = c;(1Dy — ;D)@ + Ve c3(upy DY + ugy DF — 2uq,D1D;) + (c6Df +
c;D1D, + cgD2 @) + c3D, Y] (3.107)

elde edilir. Bu iki denklem matris formda

5)=#() 5109

seklinde yazilabilir. Burada 2 x 2 matris formunda R yenileme operatorii (3.107)

denklemleri

R -1
R=(xn a% ) (3.109)
Ryy VoD,

seklinde bulunur. Burada matris elemanlar1
Riy = Vo [e1{Ve (1) D, — Vo (uz) Dy — c4Dy — 5Dy} + c3D;]
Ry = c1(1Dy — v,D1) + V' [e1{c3(upo DF + 11 D — 2u15D1D;) + (¢c6D7 + ;D1 D,
+cgD)}] (3.110)

seklindedir. Ayni islemler benzer sekilde (3.59)’daki alternatif set icin de
yenileme operatorii elde ederken bastan sona uygulanir. Bu durumda (3.59)un
yenileme iliskileri ile (3.32)’deki tiirev operatorleri kullanilarak iki bilesenli

formda yazilmis hali
c3D,@ — 1P = B, ={c; (C2L12(t) - C3L12(2)) — cy¢6D1 — (cig + €3¢5)Dy }@ + c39p
2P + 301§ = By = {—cz(c3L1z01y + C2L1z(r)) + (€267 — €108 — c3¢5) Dy
—cycgDr Y (3.111)

seklinde olur. Burada @’yi elde etmek icin (3.111)’de birinci denklem c; sabiti ile

ikinci denklem ise c, ile carpilarak taraf tarafa toplanir ve ara islemlerden sonra
=Y — 2 2 2
3V (@) = [—crcac3usy + (€162¢7 — cfcg — €1€3C5) — €3C3Upp — C5C6] @1

+ [C1C2C3U11 + C22C3u12 - C2C3C5](p2 + C2C3ll) (3112)
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elde edilir. Sabit terimlerin birbirini gotiirmesi icin (3.37) denklemi yeniden

diizenlenir ve integre edilebilirlik kosulu kullanilarak
—c2ce = —(cyc3¢4 + ¢2) — (cEcg + 10305 — ¢4 CaC7) (3.113)
yerine yazildiginda
¢ =V {—c2(c1Liz1y + calizz)) — (caca + €3)D1 — coe5D2 ) + ¢,V 14p(3.114)

bulunur. ¥’yi elde etmek icin (3.111)’deki denklemlerden birincisi D, toplam
tlirevi, ikincisi ise D; toplam tiirevi ile carpilir ve taraf tarafa toplanir. Esitligin

sag tarafinda ise tiirev islemi yapilip gerekli islemlerden sonra

Veh = [—C2C3U12012 — ChU P12 + (—C1Cg — C3C5 + C2C7) P11 — CoC1 Uz P11
+CpC3Upa P11 + C2C6P11 + C2C3UN Pz + CFUL Py + CoCgP2 +
C2C1U1 P12 — C2C3U P12 + (€1C6 + C3C5) P12 + 3] (3.115)
seklinde olur ve V;1V,= 1 iliskisi uygulanarak

1ﬁ = [C3VC_1D1 {C1L12(1) + C2L12(2) + (C4. + Z—z) D1 + C5D2} +

1 -
{—(C3L12(1) + C2L12(t)) + E(C2C7 — C1Cg — C3C5)D1 + CgDz} - C3Vc 1Dﬂl)(3].16)

bulunur. Ikinci yenileme iliskileri 2 X 2 matris formunda

. (R, c, Vit
R =( 1 Ve ) (3.117)
Ry _C3VC1D1

seklinde gosterilir. Burada R;; ve R,; matris elemanlari
Ry = —c, V71 {C1L12(1) + cLip) + (C4 + Z—j) Dy + CsDz}
Ry = c3V;Dy {C1L12(1) + c2L1z2) + (C4 + Z—z) Dy + CsDz} — (e3L1aqay + C2L1ay) +
é(czq — ¢1¢g — Cc3¢5)D1 + ¢cgD, (3.118)
seklindedir.

3.4.2 Belirli Durumlar: ¢; =0,¢c; # 0vecy; =0,¢c; # 0

ikinci yenileme operatérii bulunurken gecerli olan durum ¢; = 0, ¢, # 0 seklinde

olacaktir. Buna karsilik gecerli olan integre edilebilirlik kosulu
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5 (CyCe — C3C4) = €3 (3.119)
seklinde olur.

Genel durumda (3.117)’deki ikinci yenileme operatoriiniin matris elemanlarina

integre edilebilirlik kosulu ve ¢; = 0, ¢, # 0 uygulandiginda

Ry —z_jDz_lD1

elde edilir ve
R,21 = C3D2_1D1 (le(z) + z—le) - (C3L12(1) + C2L12(t)) + C7D1 + C8D2 (3121)

ile verilir.

ikinci durum ¢, =0, ¢; # 0, R operatoriiniin 6zel bir durumu olarak (3.109)

denklemleri kullanilirsa

R pr!
R= <R21 c_3D1_1D2> (3.122)
G
seklinde olur ve
Ry = _Dl_l{clle(l) + (165 — €3)D2} — cicy (3.123)
Ry1 = —c1Lizqy + ¢6D1 + ¢7D; + Dy M3 (g DY + gy DF — 2uz;D1D;) + cg D5}
ile verilir.
3.4.3 Ozel Durum: ¢3 =0, ¢y "¢, # 0
Bu durum i¢in (3.69) icin yenileme iliskileri iki bilesenli formda
c1) = €16, (V2901 — V192) — C2C601 — C1C5 P
V(@) = c2{Ve(w2) o1 — Ve (u) @2 + 41 + 52 — P} (3.124)

seklini alir. (3.124)’deki yenileme iliskilerinin iki bilesenli formunun acik hali

~ C2C6
Y = (V01 —V1902) — C—1<P1 — Cg P>

@ =V e {V.(u)p1 — Vo (u) @y + cap1 + s — P} (3.125)

seklindedir. (3.125)’deki yenileme operatoriiniin matris formu
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—c Vo {V,. (up)Dy — Vo (u)Dy + ¢4Dy + 5D} —c, V7
c2(v,D; —v1Dy) — % —cgD, 0

) (3.126)

seklinde olur. Boylece ¢ farkli durum icin yineleme operatorleri elde edilmistir.
Bu operatorler bir sonraki boliimde ikinci Hamiltoniyen operatorlerini elde

etmek icin kullanilacaktir.
3.5 ikili-Hamiltoniyen Yap:
3.5.1 Genel Durum

3.5.1.1 Birinci ikili-Hamiltoniyen Ailesi

Bir onceki boliimde elde edilen yenileme operatorlerini kullanarak ikili-
Hamiltoniyen yap1 olusturulabilir. Ikinci Hamiltoniyen operatérii J;, daha énce
elde edilen birinci Hamiltoniyen operatorii Jy’a (3.108)’de verilen yenileme

operatOriiniin etki ettirilmesi ile bulunur. Bu durumda
J1 =RJo (3.127)

seklindedir. ikinci Hamiltoniyen operatérii J;’in 2 X 2 matris formunda ifade

edilmek istenirse

11 12
(05 )G R (5 ) 0120
seklinde olur. Burada matris elamanlar1 yerlerine yazilarak matris c¢arpimi
yapildiginda matris elemanlar1
Jit = V¢!
th = —c3D, V! (3.129)
Ji* = esD, V!
Jt? = c3L1z) — c1lizey + Ve Her (cDf + ¢;D1D; + cgD3) + c3D,(c4Dy + csD7)}

seklinde bulunur ve ters simetrik J; operatorii matris formunnda

—3V;! VD,
h= ( _ ) (3.130)
'\ 1D, JE?

ile gosterilir. Kolaylik saglamasi acisindan J??2 matris elemanini islemlerde

kullanirken
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22 — i(B1 +V:1c2D2) (3.131)
seklinde de ifade edilebiliriz. Burada B; terimi 6nceki boliimde (3.40) operator
denklemlerinde verilmis olup

By = ¢;1(c3L1a2) — c1lizqy) + 166Dy + (€167 — ca¢6 + c3¢4) Dy (3.132)

ile ifade edilmektedir ve J; ters simetrik ve Jacobi 0zdesligini saglamaktadir. J;

ve Jo'1n Jacobi 6zdesligini sagladigi boliim 3.6’ da gosterilecektir.

ikili-Hamiltoniyen yapiyr tamamlamak icin /; Hamiltoniyen operatériine karsilik
gelen H,, Hamiltoniyen yogunlugunun bulunmasi gereklidir. Boylece iki bilesenli

sistemin ikili-Hamiltoniyen formu

() =10 (Geie) = 1 i) = (2) (3.133)
ile ifade edilebilir. Bu sonuca gore (3.71) sisteminin Magri teoremine gore
integre edilebilir oldugu anlasilir [41,42].

Onerme 3.5.1:
(3.133) denkleminde verilen ikili-Hamiltoniyen gosterimde H, ikinci

Hamiltoniyen yogunlugu

H, =v{civc(u)+"'—422 +(C3_—?CS)21 +so}—_—cguzvc(u)+¥u (3.134)
1 1 cf 2cq 1

c

seklindedir ve

Cg = %{Cg(CZCA; + ¢3) + ¢s(c365 — €2¢7)} (3.135)
ile verilen bag kosulu altinda gecerlidir.
Ispat:

H, ikinci Hamiltoniyen operatorii, H; gibi Langrange fonksiyonundan
bulunamayacagindan (3.133) denklemi kullanilir. Kolaylik olmasi icin J;

matrisinin /?? eleman1, daha 6nce tamimlanan B; operatdrii cinsinden
1 _
22 = —(B1+V; 1c2D2) (3.136)
1

seklinde yazilabilir. (3.133) denkleminde J/;’in ilk satir1 Hy'in varyasyonel

tlirevlerine etki ettirilip, V. uygulanirsa
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Ve Ui 8, Ho +J1*8,Hy) = c3D28,Hy — ¢18,Hy = V. (v) = ¢1vy + o0, (3.137)
elde edilir. (3.132) kullanilarak J;’in ikinci satirina uygulanirsa
JE8,Ho +J728,Ho = —B18,Ho + 2 D,V (c3D28,Ho — ¢18,Ho) = v, (3.138)
seklinde bulunur ve (3.137)’nin kullanilmasiyla
iBl(SUHO) + z—ivz =v, © B{(6,Hy) = c1v; — 31, (3.139)

bulunur. Boylece Hy'in, v’ye lineer bagli oldugunu kabul ederek
Hy = b[u]v + c[u] (3.140)

yazilabilir. Burada b ve c yalnizca u ve tiirevlerine baghdir. Buradan

§,Hy = 52 = b[u] (3.141)

elde edilir. (3.141), (3.139)’te yerine yazildiginda ve (3.132) kullanildiginda
Bi(b[u]) = ;v — c3v, (3.142)
seklinde olur ve daha acik haliyle
c1{c3(uzz2 D1[b] — u12 D2 [b]) + c1(v1 D2 [b] — v, D1[D])} + 166Dy [b] + (€167 — €206 +
c3¢4)Dy[b] = c1{v1V, (uz) — v2Ve () + c3(ur1uzy — ufy) + c4vy + 51 + Cougg +
C7Uqp + CgUyy + Co} — €3V, (3.143)
seklini alir. Esitligin sag tarafi sifir olacak sekilde yeniden diizenlenirse
v1[cf Dy [b] — €1(Ve (u2) + ¢4)] + v [—cf Dy [b] + €1 Ve(uy) + cyc5 — ¢3] +
c1{c3(uzz2 D1[b] — u12D2[b]) + c1¢6D1[b] + (167 — €2¢6 + c3¢4) D, [D] —
ci{cs(uirttzy — ufy) + cllyy + Crupp + cgllyy + Co} = 0} (3.144)

elde edilir ve (3.140) denkleminin v’den bagimsiz olmasi gerektiginden v; ve v,

parantezleri
[cD1[b] — c1(Ve(wy) + c1c7 —c3)] = 0
[c£D;[b] — (V. (up) + )] = 0 (3.145)
olur ve diizenlenerek
Dy[b] = = {Ve(w) + ¢4}
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D1 [b] = —{V. (uy) + <=2} (3.146)
C1 C1
denklemleri elde edilir. Burada her iki denklemin integrali alinarak b
b= lec(u) + C_jZZ + —(63_62165)21 + So (3.147)
c c ci

seklinde coziiliir. Bu sonuc (3.140)’taki b terimini verir ve s, integral sabitidir.
(3.146)’daki denklemler (3.144)’de yerine yazildiginda kalan tiim terimler
birbirini gotiirir yalmizca u,, ifadesini iceren terimler (3.37)’deki integre

edilebilirlik kosuluna gore sifir olur. Boylece b, Hy’da yerine yazilirsa
Hy, = v{ivc(u) +z—‘l”zz +(C3_C—C%1CS)21 +SO}—c[u] (3.148)

bulunur. (1.138) denklemi kullanilarak ve

6,Hy = 6, (b[u]v) + 6, (c[u]) (3.149)
seklindeki genel ifadeden baslayarak (3.137)’daki ifade diizenlenirse

c16,Hy = ¢3D,6,Hy — V. (v) (3.150)

elde edilir. ¢; sabiti sag tarafa boliim olarak gecer ve (3.141)’deki ifade yerine

yazilirsa

8,Ho = 8, (b[u]v) + 8, (c[u]) = ~{csDy[b] — V,(v)} (3.151)

€1

bulunur.

(3.147) denklemden
5,(bv) = — =V, (v) (3.152)
€1

seklinde bulunur ve (3.149)’da esitligin saginda yerine yazilir, soluna ise

(3.151)’de olusturulan ifade yazilirsa
8u(clul) = -csDy[b] (3.153)
elde edilir. (3.146)’da D,[b] ifadesi yerine konulursa
8u(clul) = 7 c3(Ve () +¢4) (3.154)
ve c[u]'nun

clu] = auju, + pus + y(u) (3.155)

49



formunda bir denklem olacagi aciktir. Buradan a ve  denklem sabitleri ve y(u)

keyfi fonksisyondur. (3.155), (3.154)’te kullanilirsa a, f ve y bulunarak

2z UeVe(W) + = legz u+ 7y, (3.156)

elde edilir. Burada y, integral sabitidir boylece H,, Hamiltoniyen yogunlugu

Hy = U{iVC(U) + C—4Z2 + (C3—C1C5) z1 + So} gquc(U) + C3§4 u+vyp (3.157)
c1 c1 cf Zeg ci

seklinde bulunur ve (3.135)teki kosul altinda gecerlidir. Bundan sonraki
kisimda ikinci Hamiltoniyen operatorii varyasyonel tiirevi alinan Hamiltoniyen
yogunluguna etki ettirildiginde (3.39)’u saglayarak Magri teoremine gore integre
edilebilir oldugunu ispatlamak gerekecektir. Boylece oncesinde (3.133)teki
ifadenin 2 X 2 matris formu

—o VIS v,

Ur) = du (3.158)
S H O0H
( ) —C3V 1D2 0 ]12 51]0

seklini alir ve Hamiltoniyen yogunlugunun v ve u’ ya gore varyasyonel tiirevleri

sirasiyla
% = i(Clu.l + Czuz) + C_422 + <C3 CICS)Zl + So (3.159)
ov c1 C1
6Hy _ 3 (C1171+C2u2) C3C4
_6u 2¢, U1z + 2 uZz + u12 + —Cl + _"12 (3160)

seklinde olur. (3.159) ve (3.160), (3.158)’de verilen 2 X 2 matris formundaki

ifadede yerine yazildiginda stitun matrisi

v
<U1Vc (up) — v,V (wy) + c3(ugiupy — ufy) + cavy + csv, + Coltyg + CyUsp + CgUpy + C9>
seklinde olur ve iki bilesenli sistem elde edilir.
3.5.1.2 ikinci ikili-Hamiltoniyen Ailesi

ikinci ikili-Hamiltoniyen ailesi R" alternatif yenileme operatériine alternatif ikinci
Hamiltoniyen olusturmak icin birinci Hamiltoniyen operatorii /y’a uygulanarak

J1 = R'J, elde edilebilir. Alternatif ikinci Hamiltoniyen operatérii
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, —c, V¢! —c3V: ' Dy
= _ 1 _ 3.170
h=\evitny Ledviin+8) (3:170)

seklindedir. Burada B; ifadesi
Bl = —Cz(C3L12(1) + C2L12(t)) + C2C8D2 + (C2C7 — C1Cg + C3C5)D1 (3171)

ile verilir. H,, J; operatériine karsilik gelen Hamiltoniyen yogunlugu olmak

izere ikili-Hamiltoniyen gosterim
Su H1 — ! 6u H(; — v
o Gent) =11 Gon) = () 3.172)
seklinde bulunur.

Onerme 3.5.2:

(3.25) sisteminin (3.172)’de verilen ikili-Hamiltoniyen gésterimine gore H,,

Hamiltoniyen yogunlugu
’ v Cc3 C3
Hy = —{Vc(u) —c5z1 + (64 + —) Zz} + sov + = (W V. () + 2csu)  (3.173)
(o) c2 2¢3

seklindedir ve

Cqg = —(C3C5+2C1C8) {c3(c3 = c165) — cfcg) + =2 (3.174)
cichcs €3

bag kosulu altinda gecerlidir.
Ispat:
J1 matrisinin ilk satir1, H,’in varyasyonel tiirevinin siitunu ile carpildiginda ve V,.

uygulandiginda

S,Hy = — i (c3D,8, Hy + V,v) (3.175)

2
elde edilir (3.172)’nin ikinci sirasi ise
;YD 8, Hy + i(cgv;luf + B))8,Hy = v, (3.176)
olur. (3.175)’deki denklem (3.176)’de yerine yazilirsa
B1(8,Hy) = cov; + c314 (3.177)

bulunur ve Hy, v’ye lineer bagl olarak
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Hy=b[ulv+clu] = &,Hy=22=bu] (3.178)

elde edilir. Burada b ve ¢ yalnizca u ve tiirevlerine baghdir. (3.178), (3.177)’de
yerine yazilir ve (3.171)’deki B; ile (3.71)’deki v, kullanilarak, b’nin toplam

tlirevlerine gore ayrildiklarinda iki ayr1 denklem elde edilir ve bu denklemler
Dib] = - (Ve(u) —cs}i Dylb]l = {Vew) +c+2f  (3.179)
seklinde olur. Integraller alindiginda bu iki denklem
b = i{VC(u) —c5z1 + (64 + Z—z) Zz} + 59 (3.180)

seklinde elde edilir. Kalan degiskenler gider ve sabit terimler de (3.174)’teki
kosul uygulandiginda birbirlerini gotiiriir. (3.180), (3.178)’de yerine yazilir ve
(3.175) kullanilarak &, H, hesaplandiginda

Syclu] = —s—jz(clun + gy — Cs5) (3.181)
elde edilir ve
clu] = ﬁ (Ve () + 2¢5u) + 7o (3.182)

sonucu bulunur. Boylece ikili-Hamiltoniyen sistemlerin ikinci ailesi icin
(3.173)’teki Hamiltoniyen yogunlugu olusturulmustur. Burada vy, integral

sabitidir ve H, icin sifir alinmistir.
3.5.1.3 Uclii-Hamiltoniyen Sistemler Ailesi

Eger (3.135) ve (3.174) denklemlerinde verilen kosullar icin cq elenirse ve

(3.37) integre edilebilirlik kosulu goz 6ntinde bulundurulursa, katsayilar icin

_ 1 2 2
Cq = (c3c6 — ciCg — €1C3C5)

CyC3
—__1 .2 _ 2
¢7 = —(2¢icg + 2c1¢3¢5 — ¢3) (3.183)
1¢2
(e3¢5 + c1¢8) CeCg
_ 2
cg = —————{c3(c3 —¢165) —cicgl + ——
C1C,C3 C3

coztimleri elde edilebilir. Bu ii¢ kosul altinda alt1 parametreli ticlii-Hamiltoniyen

sistem
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Ut ) — SuH1) _ SyHo\ _ 1 5uH(;
(Ut) =Jo (6,,H1) =/ (5,,H0) =h (%H{)) (3.184)
elde edilir. Burada kosullar ¢, ¢;, c3, ¢s, ¢g, cg alt1 serbest parametreye baghdir.

3.5.2 Belirli Durumlar: ¢; =0,c, #0ve ¢c; =0,¢c; #0

Oncelikle ¢; = 0, ¢, # 0 durumunu ikinci ikili-Hamiltoniyen ailesine uygulanr.

Bu nedenle Hamiltoniyen operatorii J;’de yerine yazildiginda

, —D;* —2D;'Dy
h= “ psip, %Dz_lDf ‘L, (3.185)
elde edilir. Buradaki B; ifadesi acik bir sekilde yazildiginda
By = —c3(c3L1z02) + C2L12(r)) + (€267 — c3¢5) Dy + cy¢8D, (3.186)
ve
Jp% = —(c3L1z01y + C2L1zry) + (07 - %) Dy + cgD; (3.187)

seklini alir. Belirli durumlarin ilkine ait Hamiltoniyen yogunlugu, (3.173)’teki

Hamiltoniyen yogunluguna c¢; = 0 yazilarak
H(’) =v{u2 —z—zzl +z—:ZZ}+sov+2CT32u1u2 +%u (3.188)
seklinde elde edilir. Hy’nun gecerli oldugu ek bag kosulu ve integre edilebilirlik
kosulu sirasiyla ¢; = 0 icin
c3(c2¢6 — €3¢4) = €3

1
cg = 7 {ealcacs + €3) + c5(e365 — 267)} (3.189)

seklini alir.

ikinci olarak ¢, = 0, ¢; # 0 durumu birinci ikili-Hamiltoniyen yapmin 6zel bir
durumu olarak tanimlanir. Bu nedenle ikinci Hamiltoniyen operatori J;’de,
¢, = 0 yazilir ve

-1 Cc3 -1
—D; ;D1 D,

= (3.190)

Cc3 -1 C% —1n2 1
- - D1 DZ _2 D1 D2 + - Bl
C1 c1 C1
elde edilir. Burada
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By = c1(c3lizqz) — c1liay) + (€167 — c3¢4) Dy + 166D, (3.191)

ve

2
U)? = 5 D1'D} + eslizy — aliaqy + C6D1 + (C7 + )D2 (3.192)

C3C4
‘1

seklinde olur. (3.148)’deki H,, Hamiltoniyen yogunlugunda c, sabiti yerine sifir

konularak

H, =v(u1 +2tz, 422 +so)—c—3u1u2 + 324y (3.193)
C1 c3 2cq c{

seklinde bulunur. Bu durumda ek bag kosulu ve integre edilebilirlik kosulu

sirasiyla
_ 2
c1(c166 + €3C5) = c3

Cqg = %{06(03 —¢165) + c4(cic7 + c3€4)} (3.194)

seklini alir.
3.5.3 Ozel Durum: c; = 0

Ikinci Hamiltoniyen operatérii, yenileme operatérii yardimi ile J; = Rj,’dan

hesaplanip c; = 0 alindiginda

VvVl 0
L=\ o 1p, (3.195)
€1
elde edilir. Burada
Bl = C1C2L12(t) — C1C8D2 - C2C6D1 (3196)
ve
22 Ce cg 1
]1 = —C (U1D2 - U2D1 + _D1 + _Dz) = _Bl (3197)
C1 Ccy C1

seklinde olur ve bu durum i¢in Hamiltoniyen gosterimi

1 (i) = () (3.198)
seklinde ifade edilir. Burada H, Hamiltoniyen yogunlugu asagida verilen 6nerme

ile elde edilir.
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Onerme 3.5.3:

(3.198)’deki sistemin ikili-Hamiltoniyen gosterimine gore

HO = %{—Vc (U) + C5z1 — €42y + So} (3199)
seklindedir ve
Co = —<Clc4“fl‘CCZZCSC6) (3.200)

seklinde verilen bag kosulu icin gecerlidir.
Ispat:
(3.198)’deki matris ifadesinin ilk sirasi,
SuHy = —V.(v) = Zvy + v, (3.201)
ve ikinci sirasi
%Bl (8,H,) = v, (3.202)
seklinde bulunur. Daha 6nce de yapildig1 gibi Hy'in v’ye lineer bagli oldugu
kabul edilerek
Hy = blulv+clu] = 6,Hy = blu] (3.203)
seklinde ifade edilir. Burada b ve c yalnizca u ve tiirevlerine baghdir. (3.71)’de

verilen v,, (3.196)’daki B; ile kullanildiginda

¢; (1D, [b] — v, D4 [B]) + 2 Dy [B] + cgD;y[b] = {—v1 V. (u) — v,V (wy) + cavy +

1
Cs5Uy + CelU11 + C7Uq2 + CglUyo + Cg} (3204)

elde edilir. (3.204) denklemi v’den bagimsiz olmasi gerektiginden v; ve v,’li
terimler sifira esitlenerek
Dy[b] = —ivc (w) + Z_z; D,[b] = —ivc (uz) —Z_; (3.205)

bulunur ve denklemlerin integrali alinarak

b = é{—vc(u) + C5z1 — €42y + So} (3.2006)
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elde edilir. (3.206) kullanilarak (3.203)’teki kalan sabit olmayan terimlerin

birbirlerini gotiirmeleri icin sabitler arasindaki iligki

¢y = C1cacs—cacsce) (3.207)

c1C2
ile verilen kosul altinda elde edilir. (3.206), (3.203)’te yerine yazildiginda

HO = %{—Vc(u) + C5Z1 — CyZy + So} + C[u] (3208)

elde edilir. (3.208)’'in u’ya gore varyasyon tiirevi alinarak (3.201)’de yerine
yazildiginda c[u]nun u’ya gore varyasyonu sifir degerini alir. Bu sebeple

c[u] = 0 olur.
3.6 Jacobi Ozdesligi

Bir ikili-Hamiltoniyen sistem icin elde edilen ters simetrik J, ve J; Hamiltoniyen
operatorlerinin hem ayri1 ayr1 hem de lineer birlesiminin Jacobi 6zdesligini

saglamasi gerekmektedir. Bunun icin

lineer birlesiminin Jacobi 6zdesligini sagladigini kontrol etmek yeterli olacaktir.
Burada a ve b keyfi sabitlerdir. Sirasiyla a=1ile b=0 ve a=0 ile b=1
secilirse J, ve J;’in ayr1 ayr1 Jacobi 6zdesligi hesaplanmis olacaktir. a =b =1
secilirse lineer birlesiminde uyumlu (compatible) oldugu gosterilmis olur.
Burada Jacobi 0zdesliginin hesabi icin P. Olver’in [2] kitabinda verilen 7.8

Teoremi kullanilir.

Teorem: D ters simetrik [ X [ matris diferansiyel operator ve
6 = [[(opf) A w]dzdz, (3.210)

karsilik gelen ikili-vektor olsun. D operatOriiniin Hamiltoniyen olmasi ancak ve

ancak
PrVp,(06) =0 (3.211)

ile saglanir. PrVyp,, (6) uzatilmis (prolonged) evrimsel vektor alandir ve

d
PrVpy = Zap D) (Dasp ) 3 ] = 0,21, 22, 2171, 2%, (3:212)
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seklinde tanimlanir. Burada ub = u' ve bu durum icin a, 8 = 1,2 olurken ul =u

2 = v degerlerini alir. Burada w = (w!,w?) = (n,0) tek-vektér olup (uni-

ve u
vektor) tlirev operatorii D, (w?) = wj seklinde etkir. Goklu vektorlerin (multi-
vector) fonksiyonel uzayinda, © ve PrVy,(0)’deki biitiin toplam tiirevler yok
olur. Yani hesaplama yapilirken PrVp,, integrali icindeki toplam tiirevli terimleri
dikkate almaya gerek kalmayacaktir. Ek olarak uzatilmis evrimsel vektor alan
PrVp,’ in tek vektorlere etkisi PrVp,(w;) = 0°’dir. Boylece Jacobi 6zdesligini

hesaplamak icin /] = aj, + bJ; yazarak baslayabiliriz. Bu ifadenin matris formu

—bC1V;1 bC3V;1D2 +a

/= (—bcgvc‘lDz —a aj¥ +bj# ) (3:213)
seklindedir. Kolaylik olmasi acisindan J?2 = aJ3? + bJ?? terimi icin
A = acquqp + acyuyy + acy + besuyy — beqv, + beg
B = —bcsuqy; + bcyvy — acquqy — acyuyp + acs + Cb—l(clc7 — CyCq + C3C4) +
:lec—lcg[)z (3.214)
olmak iizere
Jo = ADy + BD, (3.215)
seklinde yazilabilir.
Yukaridaki teoreme gore D = | alinarak iki-vektor 6
0= %f[(]aﬁ wP) A w?|dzdz, (3.216)
ve
0 = %j[(lmwl) Aw' + (Jp0*) Ao' + (10" Aw? + (Jpw?) Aw?]dzdz,
seklini alir. Burada w! = 7 ve w? = 6 ve Jij operatorleri yerine yazilirsa
0 = %f{—bcln AVZIn +2an A0 + 2bcsn AVZ1H,
+ab A (cquqp + cuyy +¢4)0; —ab A (ciuqq + cauqp +¢5)0,
+b0 A (c3uyy + c1v1)01 — bO A (c3uqy + c1v1)62}dz1d 2z, (3.217)

elde edilir. Burada “A” dis carpan ve
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NAB=—-06AN ve BAO=mAN=0 (3.218)
ozelliklerine sahiptir. Boylece © (3.216) denkleminde kullanilirsa
PrV;,(0) = 2 {[acPrV;,(u1z) + acPrViy,(uz) + besPriy, (uz,) —
bci PrV;,(v5)]61 A6 + [— aci PV, (us;) — ac, PV, (ugz)
+bcsPrVy,,(usz) + by PrVy, (v1)]6; A 0}dzidz, (3.219)

bulunur. Uzatulmis PrV,, evrimsel vektor alanlari ]/ operatoriiniin matris

elemanlari cinsinden:
PrV;,(w;) = D;D;J*n + J126) (2.220)
PrV;,(v;) = D;(J*n +J*0) (2.221)
seklinde hesaplanir ve
PrV;,(v;) = Di[—(bc3V;'D; + a)n + A, + B6,]
PrV;,(v;) = D, [(bc3V, 1D, + a)n — A6, — BO,]
PrV;,(uy) = Di[—bcVo'n + (be3V: 1D, + a)6)] (3.222)
PrV;,(uiz) = D1Dy[—bc Vo in + (besV; D, + a)f]
PrV;,(uy;) = Df[—bc; V' + (besV: 1D, + a)6]

seklinde elde edilir. Bu ifadeler (3.219)’da yerine yazilirsa;
1 -1 -1
PrV]w(e) = E {achlDz [bC1VC n + (bC3Vc Dz + a)@] VAN 91 NO

+ac,D3[bcyVn + (bcsV 1D, + a)8] AL A O
+bcsD2[bc Vo' + (besVo1D, + a)8] A6, A O

+bcy Dy [(besV:1D, + a)n — AB; — BO,] AO; A B (3.223)
—ac,D{[bci Vo 'n + (besVo1D, +a)8] A6, A O
+ac,D1D,[bc Vil + (besVZiD, + a)8) A6, A O
—bc3D1 D, [beyVoin + (besV D, + a)8] AO, A6

- bClDl[(bC:gV;lDz + a)T] — A91 - Bgz] A 92 N 9}dZ1dZ2
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seklinde ifade edilir. Burada A ve B ¢ok sayida terim icerdigi icin burada acikca
yazilmamistir. Daha once belirtildigi gibi ] operatoriiniin Jacobi 6zdesligini
saglamasi icin yukaridaki integralin sifir olmasi gerekiyordu. Hesaplarin daha
anlasilir olabilmesi i¢cin n’li ve 6’1 terimlerin ayr1 ayr1 hesaplanmasi kolaylik
saglar. Toplam tiirevli terimler integralin disina ¢ikar ve integral sinirlarinda sifir

olur.

Oncelikle, sadece 17 iceren terimler g6z oOnline alinirsa bu terimler,

abc? (Vo)1 AOL A + abeyc,(Voin)a AOL A B
+b%c1c3(Ve )2 AOL A G — bPeics (Vo )z AOL A G
+abcin, NGy AO —abct(VZn)y  AO, A B (3.224)
—abey (Ve 'z Ay A0 — bPeics(Vol )i A6, A
+b%c1c5(V71n)1, AO; AO —abciny A, A O

seklinde ayrilir ve sonrasinda (3.224) denklemindeki cift tiirevli terimlere art
arda iki kez kismi integrasyon uygulanir ve gerekli ara islemler yapilirsa

—2abc?(V;1n)1 A0y A6, — 2abcyc;(V71n), — abeyny A 6Oy A 6] + abcing A, AO
elde edilir ve
a1 (Voimi =n — (Vo) (3.225)
esitligi yerine yazilarak tekrar kismi integrasyon uygulandiginda
—2abcy[n — V1,1 ABy A6, — 2abcic,Voin, ABy A, —abeyn, ANB; NG +
abcing N6, N6 (3.226)
sonucu bulunur ve birbirini yok eden terimlerden sonra
—abciny, NGy A6 + abciny NG, NG — 2abcin A Oy A6, (3.227)
terimleri elde edilir ve yine uygun terimlere kismi integrasyon uygulanirsa
—2abcin NGy AB, — [abein NGy ABl, +abci(NABi, A+ ABLABY)
+[abcin AO, ABly —abci(PAB1; AB+1AOy ABY) (3.228)

bulunur. Acik¢a goriildiigli gibi terimler birbirini gotiirtir ve sifir bulunur. Ayni

sekilde sadece 6 iceren terimler yazildiginda,
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abcyc3(V210,)1, AB; AB + a’ci01, NOL A O
+abcyc3(V10,)25 AOL AB + a’cy0yy NOBL NG
b2c2(V:10,),, ANO; A B + abcsByy ANOB, A6
—b%c;D,(A6,) NG, ANO — b*c;D,(BO,) NOB, N O
—abcyc3(V:10,)11 AO, NG —a’ci0, ANO, A O (3.229)
—abc,c3(V:10,)1, A0, ANO —a?c,0, ANO, A O
—b%c2(V;16,)12 NG, AO — abcsBi, AO, A O
+b%c,D;,(A01) ABy AO + b?c;D,(BO,) ANO, A B

seklinde olur. Ardindan ayni sekilde A ve B icermeyen terimler icin kismi

integrasyon art arda uygulanir ve
V;lglz = 92 - szc_lazz (3230)

ifadesi yerine yazilarak tekrar art arda kismi integrasyon alinir. Burada terimler

cogunlukla birbirini gotiiriir ancak
—b%c2V:10,, A Oy A By + B2V 10,5, AO, A O (3.231)

seklindeki iki terim kalir. Bu terimlerle birlikte tiirevi alinmis A ve B terimlerinin

de kismi integrasyonu alinarak toplandiginda
—b2c3V:1055 A Oy A Oy + b?c3V 10,5 A O, A By +b%c2V1D,D16, AO, A B

+(=bactuy; — bacycyuyy — b%cic3uy, + b2ciuy,)0, A A6

+(abctuyyy + abcicauyny + b?cic3uyny — b?ctvy, — b2V:1c2D,)0, A6y A O

+(abc?uqyy + abcicyugy + b%cicsugy — b%civy, — b?V;1c2D,)0,, A B AO(3.232)
+(abctuyq, + abcycyuyyy + b%cicuyyy — b%ctv,)0; AO, A6
+(abctuy, + abcycyuyy + b%ciczuy, — b2c?v,)0, NG, A B
+(—abc?uy, — abcicyuy, — b%cycsugy + b2ty + b2V, 1c2D,)0,1 A O, A B

elde edilir. Kalan tiim terimler bc?a, bcicy,a, b%cic3, b%c?, b?c ortak

parantezlerine gore alinarak her terimin ayri ayr1 sifir olmasi gerekir.

Sirasiyla, bc?a ortak carpami icin kismi integrasyon islemi yapilan terimler
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—Up1 0, ANOLAO + U120, ANOLAO + U120, ANOLAO + U120, ANO; AO +1uq12601 A
0, N0 —uq1,0,46,46 =0 (3.233)
bc;cya ortak carpani igeren terimler icin;

—Upp1 O ANOLAO + U0, NOLAO 4+ U0, AOLAO +Upp0, ANOy AO +uqjp0; A

0, NO — U0, AN, ANO =0 (3.234)
b?c,c; ortak carpani iceren terimler icin;

—Upp1 0, ANOLANO + U0, NOLAO + 110, AOLAO + U0 ANO; AO +uqp01 A
0y NO — U0, AN, ANO =0 (3.235)
b?c? ortak carpanina sahip olan terimler icin;

—Vp10; NOLANO — V130, NOL NGO — V130, NOL AN — V130, ANO; ANO — 11,0, ANO, A
0 +v1,0; NG, AO =0 (3.236)
ve son olarak b?c? ortak carpani icin;

Vol NG AO, — V10, NGO, ANO — V10, AOLAB, + V105 AO, NGOy —
Vol0,00 NG, A+ V10,0, AO, AO =0 (3.237)

seklinde bulunarak tiim terimlerin kendi icinde toplandiginda sifir oldugu

goriiliir.

Boylece (3.25) evrimsel akis icin Jacobi 6zdesligi, ] = aJ, + bJ; i¢in saglanmistir.
Bu sonug bize J, ve J;’in ters simetrik ve Jacobi 0zdesligini saglayan uyumlu
(compatible) operatorler oldugunu gostererek (3.25) denkleminin Magri

teoremine gore integre edilebilir ikili-Hamiltoniyen sistem oldugunu gosterir.
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4

SONUGC VE ONERILER

Bu tez calismasinda, evrimsel Hirota tipi (2+1)-boyutlu denklemlerin ikili-
Hamiltoniyen yapilari incelenerek, tamamen c¢oziilebilirligi analiz edilmis ve
Magri teoremine gore tamamen ¢oOziilebilir oldugu sonucuna varilmistir. Hirota
tipi denklem Ryogo Hirotanin farkli genlige sahip N tane solitonun coklu
carpisma yaptiklari durumda KdV denkleminin kesin ¢Oziimiinii elde ederek

olusturmus oldugu bir ¢6ziim yontemidir.

Giris kisminda Hirota tipi denklemler tanimlanarak tarihsel gelisiminden ve
yapilan ¢alismalardan bahsedilmistir. Literatiirde integre edilebilen denklemler
ile ilgili calismalar genellikle farkli kriterlere gore integre edilebilen sistemlerin
siniflandirilmasi {izerine olmustur. Hirota tipi denklemler icin literatiirde az
sayida calisma vardir ve bu calismalar da genellikle dispersiyonsuz (dagilimsiz)

kismi tiirevli diferansiyel denklemler ile ilgili olmustur.

Ikinci béliimde ise bu tez calismasinda ele alinacak olan problemin fizikle olan
iliskisine deginilmistir. Oncelikle tam olarak ¢oziilebilirligin tanimi yapilarak,
literatiirde temel denklem olarak kabul edilen ve soliton ¢6ziimii olan KdV
denkleminin tamamen co6ziilebilir oldugunu gosteren kriterlerden bahsedilmistir
ve bu kriterlerin 6nemli bir kismi aciklanmistir. Langrange dinamigi konusu ele
alinarak, Newton mekanigi ile aralarindaki farklardan bahsedilmis ve bag
kosullar1 konusuna deginilmistir. Bunun yani sira eylem integrali tanimlanmis ve
Euler-Langrange denklemi elde edilmistir. Hemen ardindan Langrange
fonksiyonuna Lejendre dontisiimii yapilarak Hamilton mekanigine gecilmis ve
Hamiltoniyen kanonik denklemlerinin elde edilmesinden bahsedilmistir.
Hamiltoniyen kanonik denklemlerinin Poisson parantez gosterimi yapilarak tiim
bu ozellikleri incelenmistir. Poisson parantezleri kullanilarak Hamiltoniyen
kanonik denklemlerinin nasil simplektik matris formunda yazildig1 gosterilmistir.
Bir dinamik sistemin Langrange fonksiyonundan elde edilen denklem ile

Hamiltoniyenden elde edilen denklem arasindaki farkliliktan kaynaklanan
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tutarsizliklardan bahsedilerek Dirac bag kosullar1 tanimlanmis ve Poisson

parantezinin genellestirilmis hali olan Dirac parantezi olusturulmustur.

Uciincii  béliimde sirasiyla Hirota tipi  (2+1)-boyutlu denklemin ikili-
Hamiltoniyen yapisi incelenmistir. Oncelikle evrimsel Hirota tipi (2+1)-boyutlu
denklemlerin Euler-Langrange formunun simplektik Monge-Ampere yapisina
sahip oldugu gosterilmistir. Daha sonrasinda elde edilen bu denkleme Homotopy
formiilii uygulanarak, dejenere Langrange fonksiyonu olusturulmustur. Dejenere
Langrange fonksiyonu yalnizca birinci mertebeden hiz icerdiginden, Langrange
formalizminden Hamiltoniyen formalizmine geciste Dirac’'in bag kosulu analizi
kullanilmistir. Sonrasinda simetri kosulu tanimlanarak ve simplektik Monge-
Ampere formundaki Hirota tipi denkleme Lie denklemi uygulanarak simetri
kosulu elde edilmistir. Bu asamadan sonra E. V. Ferapontov'un makalesi referans
alinmis ve o calismasinda verilen integre edilebilirlik kosulu bizim {izerinde
calistigimiz sisteme uygulanarak asimetrik-carpan formuna cevrilmistir. Integre
edilebilirlik kosulu sirasiyla genel durum, belirli durumlar ve 6zel durum olmak
tizere ii¢ farkli durumdaki diferansiyel operatorlere uygulanmis ve diferansiyel
operatOrlerin komiitasyon iliskileri incelenmistir. Bu komdiitasyon iliskileri
kullanilarak her durum icin Lax cifti elde edilmistir. Evrimsel denklemler iki
bilesenli formda yazilmis ve bu denklemleri veren Langrange fonksiyonu
homotopi formiiliinden elde edilen dejenere Langrange fonksiyonu modifiye
edilerek elde edilmistir. Boylece Diracin bag kosullar1 teorisi kullanilarak
simplektik Hamiltoniyen operatorii bulunmustur. Bu operatoriin tersi alinarak
birinci Hamiltoniyen operatorii elde edilmis ve buna karsilik gelen Hamiltoniyen
yogunlugu da Lejendre doniisimii ile bulunarak birinci Hamiltoniyen yapi
olusturulmustur. Sonrasinda ikinci Hamiltoniyen yap1 i¢in yenileme operatorleri

ti¢ farkli durum icin ayr1 ayr1 bulunmustur.

Elde edilen yenileme operatorleri birinci Hamiltoniyen operatoriine etki
ettirilerek ikinci Hamiltoniyen operatérleri elde edilmistir. Ikinci Hamiltoniyen
operatorlerine karsilik gelen Hamiltoniyen fonksiyonlar:1 belirli kosullar altinda
elde edilmis ve ikili-Hamiltoniyen yap1 bulunmustur. Ayrica simetri durumunun
farkli asimetrik-carpan formunda yazildiginda integre edilebilirlik kosuluna ek

olarak farkli kosullar i¢in {iclii (tri)-Hamiltoniyen yap1 elde edilmistir.
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Son boliimde bir sistemin ikili-Hamiltoniyen yapiy1 olusturabilmesi ve Magri
teoremine gore ikili-Hamiltoniyen sistem olabilmesinin olmazsa olmaz
kosullarindan biri olan Jacobi 6zdesligi ele alinmistir. Ters simetrik ve uyumlu
(compatible) Hamiltoniyen operatorlerinin hem ayri ayr1 hem de j, ve J; ‘in
lineer birlesimi / = aj, + bJ; olan operatoriiniin de Jacobi 6zdesligini sagladig:
gosterilerek evrimsel iki bilesenli Hirota tipi (2+1)-boyutlu dogrusal olmayan
diferansiyel denklemin verilen 06zel kosullar altinda Magri teoremine gore

integre edilebilir ikili-Hamiltoniyen sistem oldugu sonucuna varilmaistir.
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