T.C.
YILDIZ TEKNIK UNiVERSITESI
FEN BIiLIMLERi ENSTITUSU

DOGRUSAL OLMAYAN SiSTEMLER VE
KARARLILIK ANALizi

ERTUGRUL KAYGUSUZ

YUKSEK LiSANS TEZi
Fizik ANABILIM DALI
Fizik PROGRAMI

DANISMAN
PROF. DR. HASAN TATLIPINAR

ISTANBUL, 2014



T.C.
YILDIZ TEKNIK UNiVERSITESI
FEN BIiLIMLERi ENSTITUSU

DOGRUSAL OLMAYAN SiSTEMLER VE KARARLILIK ANALizi

Ertugrul Kaygusuz tarafindan hazirlanan tez calismasi 17.12.2014 tarihinde asagidaki
juri tarafindan Yildiz Teknik Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Fizik B6Iimi Anabilim
Dal’nda YUKSEK LISANS TEZi olarak kabul edilmistir.

Tez Danismani
Prof. Dr. Hasan TATLIPINAR

Yildiz Teknik Universitesi

Juri Uyeleri
Prof. Dr. Hasan TATLIPINAR

Yildiz Teknik Universitesi

Prof. Dr. Zeynel YALCIN

Yildiz Teknik Universitesi

Prof. Dr. Hasim MUTUS

istanbul Universitesi




ONSOz

Lisans ve Yiiksek Lisans egitimi boyunca ilminden faydalandigim, insani degerleri ile de
ornek edindigim, beraber calismaktan onur duydugum hocam ve danismanim Prof. Dr.
Hasan TATLIPINAR’ a en icten tesekkir ve saygilarimi sunarim.

Akademik egitimim boyunca calismalarimda bana katkida bulunan ve lzerimde emegi
olan degerli hocalarima ve calismalarim boyunca bana her tirli destegi ve ilgiyi
saglayan degerli arkadaslarima tesekkir ve saygilarimi sunarim.

Hayatim boyunca hem egitimim hem diger konularda bana maddi ve manevi destek
olan basta abim olmak lzere aileme ve esime en i¢cten sevgilerimi sunarim.

Aralik, 2014

Ertugrul KAYGUSUZ



ICINDEKILER

Sayfa

) LAY LT = N 1 =] TR Vi

KISALTIMIA LISTEST ..ttt ettt ettt et e e st e st e st e e saaeesteesnteesneeenneesans vii

R ST T 1 =2 OSSR viii

CIZELGE LISTESH vttt eeeeeeee e s eeeeeeeeeeeeeseeese e eeeeeeeeeeeees s eseeeeeneeeeeeeseseseeseseenns ix

(074 =5 LSRR X

FAN 2 ) I 2 A G Xi
BOLUM 1

L] 1

I R 1 =Y = (o 07.2=] 4 1

A = 41 o 1Y 0 T ol OO PPPRPT 3

S T o 1o Yo ) =S 3
BOLUM 2

DOGRUSAL OLMAYAN BAZI FIZIKSEL SISTEMLER ....cveeveeeeeeeeeee ettt 4

D R - T T | Y- 1 = [ o PURRR 4

2.2 Dogrusal Olmayan SONUIM .......coiveviiiiiiiieeeeeeeeeeiiieeeeeeeeeeeeerreneeeeeeeeeesraanans 6

2.3 KUlak Zar TitreSimi. ... e e e e e e e e e eeeesaanans 7

2.4  Dogrusal Olmayan Latis DINamiSi......ccceeeeeeiiieriiiiiiiieeeeeeeeeerireieeeeeeeeeeenannens 8

2.5 Yaris (Rekabet) olayi ve Volterra-Lotka Yaris Denklemleri..........cccovvvvnneen. 9

2.6 Dogrusal Olmayn INAUKEANS .......c.eevvuiiiiiieie e 10

D A 1 11 o o 11 QY- 11T ol TP 11

D T Yo 11 e o1 - T PR PPRPPR 12

2.9 Kuantum Mekaniginde Bazi Dogrusal Olmayan Sistemler ....................... 15

2.10 TopOolojik ANGHZIET .....cceeviieieeeeee e e e e e e eea s 16

2.1 LOjistik Harita .uueeeeeee et e e e e e e e ear s 18



BOLUM 3

FAZ DUZLEMIi, YORUNGELER VE KRITIK NOKTALAR .....ccveeieiteceieeeeeee et et s 21
3.1 Temel Kavramlar ve TanimIlar....ccoooeoeeeoeeeieieeeeeeeeeeeeeeeeeee e 23

3.2 Kritik NOKta CeSItIeri.cuumueiiiiiiiiiiiiiiiiee e ee e 26

3.3 KAAMTIK e 29

3.4 Dogrusal Sistemlerin Yoriinge ve Kritik Noktalari........cccooveeeeeeeeiiiiennnnnnn. 30

3.4.1  Temel TEOIEMIBK ..uvuvuieieiieeiiteieeeeeeeeeeeaeeeeetaeeraeeeeesaseeaeasseessessensaranannes 30

3.5 Dogrusal Olmayan Sistemlerin Yoringe ve Kritik Noktalari..................... 35

3.5.1 Dogrusal Olmayan Sistemler Hakkindaki Temel Teoremler.............. 35

BOLUM 4

DINAMIK SISTEMLERE ORNEKLER .....vviiutiiieieeiee ettt ettt et seeeeeveeseaeesneeenneesnneens 39
4.1 Dinamik Sisteme Ornek Olarak Zorlamali Séniimli Salinici Problemi...... 39
4.2 Dogrusal Olmayan Korunumlu Sistemler ......ccccoovvvveeviiiiiieieiieeeeeiiceeeeen, 41
4.3 Dogrusal Olmayan Sistemlerin Davranislarinin Parametreye Baghligi .....48
4.4  Liapunov'un Dogrudan MetodU...........ceeuvrieiiiieeeiieeeeiiccieeeee e 49

BOLUM 5

SONUG VE ONERILER ..ottt eeeeeeeeteeeeeeseeeeseeeeseeessesseseeseseesesesseseesssesseseeneeans 51
KAYNAKLAR «..coo e eeeeeeeseeeseeseseeseseesesessseeesseesseeeseeseseesesasesseeesseseeseeseseeseeens 53
OZGECMIS ..ottt ettt e e e e et e s s et e e s e ee e e ee e e s eseeaeeeesees e eseeenes 55



SIMGE LISTESI

Sénimleme faktori
Frekans

Yay sabiti

Toda potansiyeli

Akim

Aki

Oz indiiktans

Yer degistirme parametresi
Genlik dagilim fonksiyonu
Kompleks sayi

Lyapunav Usteli

Periyot

Bliyime katsayisi

Azalma katsayisi

Dogrusal olmayan etkilesme uzakligi
Iraksama, strtiinme etkisi
Yarigap uzunlugu
Sénum terimi

Vi



KISALTMA LISTESI

FPU E. Fermi, J. Pasta, S. Ulam

KdVv Kortcweg-de Vries

MANIAC Mathematical Analyzer Numerical Integrator and Computer
NLKGE Nonlinear Klein-Gordon Equation

SGE Sine-Gordon Equation

Vii



SEKIL LISTESI

Sekil 2.
Sekil 2.
Sekil 2.
Sekil 2.
Sekil 2.
Sekil 2.
Sekil 2.
Sekil 2.
Sekil 2.
Sekil 2.
Sekil 2.
Sekil 2.
Sekil 3.
Sekil 3.
Sekil 3.
Sekil 3.
Sekil 3.
Sekil 4.
Sekil 4.
Sekil 4.
Sekil 4.
Sekil 4.

O oo NOUL A WN R

G b WNE O WDNPR

Sayfa
BaSit SAIKAG .uieeeiieeeeiicii e e e e e e 4
Hareketli basit SArKag ....evveeeiiieeeiicceee e 6
Bir DOYULIU LAtis coeeevviiiiiieeeeieeeeecee e e e e e e e e 8
TOda POLANSIYElT c.ceeeeeiiiieieeee e e e e 9
gs = g1 = 0igin balik sayisindaki degisim ..........ccccuviiiiieiiinnniiiiieeeee, 10
Dogrusal olmayan iNdUKLANS .......ueeiiieeeiieeeiicieeee e 10
“Pulse’” veya atmanin grafik GOStErimi ....ceeeeeeiiiieeiiiiiiie e eeeeens 12
Sine Gordon denkleminin ¢6zimi olan kink ve anti-kink ............ccccevvvnnnen. 14
Ferromagnetik bolgede Block duvari...........cceeeveeeiiiiieiiiiiiieeeeceeeeeee, 15
Uc farkli a degeri icin Lojistik denklemin ¢8zimleri........cooveevevveevveenenne. 18
Lojistik denklemin a parametresine gore davraniSi......cccceeeeeeeeeeeevrvnnnnnnnn.. 19
Lyapunav Usteli M’ nin Lojistik harita icin degerleri......cccceeeveeeeiiieeiinncenn..n. 20
Kritik NOKEA CESIEIEIT vvvveeiieeeeiieeeeiccce e 28
Denklem (3.4) ile verilen yoringenin davraniSl.......cccccvvveeeeeeeeeeeeeevnnnennennn. 30
DUBUM NOKEASI .cceeeeiiiiiiiieee ettt e e e e e e er b e e e e e e e e eee s e e 33
SArMal NOKLA ..o - 34
Dogrusal ve dogrusal olmayan eyer NoKtash.........cceevvevivvcieeeeeeeeeeericeeenen, 37
Zorlamali sonimli salinim sistemi......ccceveveiiiiiiiiiiii, 39
(a) xy dizlemi, (b) Xy faz dUzIEMi.......cevvvieeiieeeiieeecee e, 44
Faz dUzIemi daVIraniSl ....ooeeeeiiieeiiiiieee et e e e e e ee e 45
(4.8) ile verilen sistemin davraniSl .........uueeeieeeeiieeeiiiiiiiieeee e e e eeeens 46
Yoriingelerin kritik noktadaki davraniSi..........c.uvveeieeeeiiieeeiiiiiiieeeeeeeeeeevianen, 47

viii



GIZELGE LISTESI

Sayfa

Cizelge 3.1 Bazi dogrusal olmayan sistemlerin dogrusal hale getirilmis
AENKIEMIEIT e 21
Cizelge 4.1  (4.1) Siteminin daVIanISh.....c.uuueceeieeeeeieeeeiiiieiee e e e e eeeeer e e e e e eeeerre e 40



OZET

DOGRUSAL OLMAYAN SiSTEMLER VE KARARLILIK ANALizi

Ertugrul KAYGUSUZ

Fizik Anabilim Dali

Yiuksek Lisans Tezi

Tez Danismani: Prof. Dr. Hasan TATLIPINAR

Dogrusal olmayan dinamik sistemler son zamanlarda yapilan bilimsel ¢alismalarin
onemli bir konusudur. Gergek dogal olaylar dogrusal olmayan bir karaktere sahip
olduklari i¢in, temel bilimlerde, miihendislikte, sosyal ve ekonomi bilimlerinde yapilan
model calismalar dogrusal olmayan dinamik davranisa sahiptir. Bu tezde fizik ve
miihendislik konularinda bazi dogrusal olmayan sistemler ve bunlara karsilik gelen
denklemler verildi. Dogrusal olmayan dinamik sistemlerin zaman icindeki degisimlerini
analitik olarak incelemek kolay degildir, bu nedenle bu sistemlerin incelenmesi icin
gerekli metotlar verildi. Dogrusal olmayan sistemler icin faz uzayl tanimi yapildi ve
yoriingeler, kritik noktalar gibi bazi 6zel tanimlar yapildi. Faz uzay! analizi ve bununla
ilgili teoremler verilerek dogrusal olmayan dinamik sistemin kararlihgi tartisildi. Tezde
anlatilan genel prosedir dogrusal olmayan korunumlu sistemlere uygulandi.

Anahtar Kelimeler: Dogrusal olmayan sistemler, kararlilik, kritik noktalar, faz uzayi.
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NONLINEAR SYSTEMS AND STABILITY ANALYSIS
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Nonlinear dynamic systems are very important subject of scientific researchers
recently. Real natural phenomena have nonlinear characters so that in basic science,
engineering social and economy sciences the most of model studies have nonlinear
dynamic behavior. In this thesis some physical and engineering examples of nonlinear
systems and related mathematical nonlinear equations are | given. Time evolution of
nonlinear dynamical systems are not easy to study analytically, so that the methods to
study these systems are introduced. Phase space of the nonlinear systems are
introduced and some specific definitions such as trajectories and critical points are
defined. By using phase space analysis and some related theorems the stability of the
nonlinear systems are discussed. The general procedure given in thesis are applied to
nonlinear conservative systems.
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BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Dogada gozlemledigimiz her olay dinamik bir sireci temsil eder, bu dinamik sirecler
matematiksel olarak bir denklemle ifade edilebilir. Genellikle karmasik olan bu slreclerin
incelenmesi tarihsel olarak basit olandan karmasik olana dogrudur. Basit sistemlere ait
matematiksel bagintilar genellikle dogrusal (lineer) bagintilardir. Bu dogrusal denklemlerin
¢Ozlimleri istisnalar disinda tek degerli, sabit veya diizgiin davranish fonksiyonlardir. Bu tir
dogrusal denklemler dinamik sistemi temsil eden gercek bir denklemden cok belli
varsayimlar ve ideallestirmeler altinda gecerli olan denklemlerdir. Bu durumda bile bircok
dinamik sistemin zaman icindeki evrimini incelemek oldukca zor bir istir. Bu nedenle bircok
durumda dinamik sistemin minimum enerjisine karsilik gelen denge durumu gibi bazi 6zel

durumlari incelenir.

Gunlimiuzde teknolojideki gelismeler sayesinde cok hassas deneylerin yapilabilmesi ve
bilgisayar hesaplama yontemlerinin gelismesi sonucu temel ve uygulamali bilimlerde bircok
doga olayi gercek kosullarina daha uygun olacak sekilde modellenerek incelenmektedir. Bu
durumda dinamik sistemi dogrusal denklemler yerine dogrusal olmayan denklemlerle ifade
etmek gerekmektedir. Dogrusal olmayan denklemlerin ise ¢oziimleri matematiksel olarak
kolay degildir. Bu denklemlerin incelenmesi icin cesitli yontemler gelistirilmis olmasina

ragmen bazi durumlar icin genel bir yontemden bahsetmek bile zordur.

Dogrusal olmayan dinamik sistemler glinimiuzde fizik, kimya, biyoloji gibi temel bilimlerin
yaninda mihendislikte, ekonomide, toplum bilimlerinde bircok olayin zaman icindeki

davranisini aciklamak icin olusturulan matematiksel calismalara ait genel bir ifadedir.



Dinamik sistem, matematiksel veya fiziksel bir sistemin zamana, kontrol girislerine veya
diger degisken parametrelerine bagli olarak ¢6ziimiin bir acihmini temsil eden denklemlerini
tanimlamakta kullanilan bir terimdir. Dogrusal olmayan dinamik sistem veya dogrusal
olmayan kontrol sistemleri teorisi 19.yy’dan beri bilylk bir ilerleme gostermistir.
Gunlimizde, dogrusal olmayan kontrol sistemleri, sosyal, yasam ve fizik bilimlerinden
miihendislik ve teknolojiye kadar degisen genis bir bilimsel ve miihendislik olaylarinin

tanimlanmasinda kullaniimaktadir.

Kararlilik teorisi sistem mihendisliginde, 6zellikle kontrol ve otomasyon alaninda, dinamik ve
kontrol uygulamalarinda 6nemli bir role sahiptir. Bir dinamik sistemin dengede olmasi
(kontrol ve bozucu girisimlerin beraberinde veya haricinde) pratik uygulamalarda, 6zellikle
gercek zamanl uygulamalarda temel bir gerekliliktir. Kaba bir tabirle, denge, sistemin
cikislarinin ve i¢ sinyallerinin kontrol edilebilir sinirlara bagimli olmasi anlamina gelir veya
daha kati bir tabirle sistem cikislari daha sinirli bir alanda (asimtotik kararli)) dengede
olmasidir. icerik olarak bircok kararlilik cesidi vardir ve aralarindan (i¢ tanesi dogrusal
olmayan dinamik ve kontrol sistemlerinin ilgi alanina girer. Bunlar; denge durumuna gore
kararhlik, sistemin cikis yoriingesine gore orbital kararliik ve sistemin kendisinin yapisal

kararhhgi.

Temel denge kavrami, kokleri E. Torricelli’ nin kati cisimlerin dogal yergekimi kuvveti altinda
dengesini inceledigi 1644 yilindaki “mekanik sistemin denge durumu“ calismasina kadar
dayanir. G. Lagrange’in 1788’ de formiile ettigi klasik denge teoremi, korunumlu mekanik
sistemlerin dengesi hakkinda belki de en ¢ok bilinen sonuctur. Buna goére korunumlu bir
sistemin potansiyel enerjisi yalitiimis bir denge durumunda ise veya bir minimuma sahip
basit sinirlara maruz kalmissa sistemin denge noktasi karalidir. Sistem ve yoringe kararhhgi
bircok gelisim ve ilerleme iceren uzun bir tarih sirecinden gecmistir. A. M. Lyapunov’ un
doktora tezi olan “hareket kararlihginin genel problemi” 1892’ de linlenmistir. Bu calisma
tim dinamik sistemin kararlihg arastirmalari ve uygulamalarinin temel fikirlerini ve
tekniklerini olusturur. Sadece modern fizigin dinamik davranis analizinde degil ayni zamanda
mihendislik sistemlerinin kontrol dizayninda kullanilir. Dogrusal olmayan sistemlerde
kararhlik analizi isimli bu tezde, dogrusal olmayan bazi fiziksel sistemlere 6rnek verilerek
genel davranislari genel davranislari incelenecektir. Bu tir sistemlerin kararligi igin
yoriingeler, kritik noktalar gibi faz uzayi analizi icin matematiksel tanimlar verilerek dogrusal
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korunumlu bir sistemin genel davranisina uygulanacaktir. Tez hazirlanirken oldukca genis bir
literatir icinden [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 9] R. H. Enns ve G. C. McGuire tarafindan yazilan
Nonlinear Physics [10] ve S. L Ross tarafinda yazilan Differential Equations [11] kitabi temel

alinarak bir derleme seklinde hazirlanmistir.

1.2 Tezin Amaci

Dogrusal olmayan dinamik sistemlerin incelenmesi son vyillarda yapilan 6nemli arastirma
konularindan birisidir. Deney ve gozlem yapmadaki son teknolojik gelismeler, bilgisayar
hesaplamalarindaki gelismeler bu konuda yapilan arastirmalarin cogalmasini saglamistir.
Dogrusal olmayan dinamik sistemler bilimin inceledigi her alanda karsimiza ¢ikmaktadir. Bu
nedenle bu tezde dogrusal olmayan dinamik sistemlerin temel kavramlari verilerek, bu
sistemlerde kararlilik analizi icin kullanilan yontemler incelenmistir. Tez bu konuda yapilacak

calismalara bir 6n bilgi vermeyi amaclamaktadir.

1.3 Hipotez

Dogrusal olmayan dinamik sistemlerin davranislan kritik noktalar, faz yortingeleri gibi faz
analizi yolu ile incelenebilir. Buna gore bu sistemlerin hangi kosullar altinda ve hangi

parametrelere gore ne tir kararhlik davranisina sahip olacaklari belirlenebilir.



BOLUM 2

DOGRUSAL OLMAYAN BAZI FizZiKSEL SiSTEMLER

Dogada bircok fiziksel sistemin davranisi diferansiyel denklemlerle ifade edilebilir. Dogrusal
olmayan fiziksel olaylarin bazilari da, dogrusal olmayan adi diferansiyel denklem veya kismi
diferansiyel denklem seklinde ifade edilebilir. Dogrusal olmayan bazi sistemlere 6rnekler bu

bolimde verilecektir.

2.1 Basit Sarkag

Ornegin; basit harmonik saliniciyi ele alalim, | uzunluklu bir ipin ucunda m kdtleli bir cisim
asagidaki sekilde verilen salinim hareketini yapsin. Bu sistem dogrusal olmayan dinamik bir
sistemdir, bazi varsayimlar altinda basit harmonik hareket yapar, fakat genel davranisi daha

karmasiktir.

mgsing

Sekil 2. 1 Basit sarkag
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F=mad dinamigin temel yasasi veya Newton hareket denklemi
2
—mgsing = m%(lG), (x=10), (wy= \E ) olmak Gzere hareket denklemi
6+ wisind =0 (2.1)
seklinde bulunur.

. d (oL oL
Lagrange formalizmi " (aé) 50 = 0 kullanilacak olursa ;

1 1 .
L=T-V=-mv?—mgl(1l—cosf) = Em(lG) —mgl(1 — cos6)

2
o L ami(e) . <6L) —mizh 2L mglsing
69_2m 2:\38 =m ae—mgsm
6 + w3sing =0 Newton hareket denkleminden elde edilen hareket denklemi (2.1)

elde edilir. 6 + w2 sin@ = 0 denklemi ( wy = \g g: yercekimi sabiti). sinf =6 —

3 5
% + % ... seklinde 8'nin dogrusal olmayan bir fonksiyonudur. Burada 6 kiguk ise sin@ =~ 6

alinip 8 + wZ sin@ = 0 denkleminin ¢éziimlerine bakilabilir. Bu durumda 6 +wZ 6 =0
dogrusal denklemi elde edilir ve denklemin ¢ozimleri asikardir[12]. Fakat 6 blyik ise
sin @ = 6 yaklasimi calismaz, bu nedenle dogrusal olmayan denklemi ¢c6zmemiz gereklidir.

Sarka¢ durumunda 6,,,, = £150° ve 6,,,, = £10° arasinda ise hareket nitelik olarak gok

fazla degismez. Bu aralkta T, = i—n periyodu fazla degismez. Fakat 6 = 180°
0

oldugunda T, = oo olacag! agiktir. Diger bircok dogrusal olmayan sistemde, goriilecektir ki

dogrusal olmayan davranisi géz onine almanin, fizikte, kimyada, biyolojide ve diger

disiplinlerde bircok dnemli sonuglari vardir.



Sekil 2. 2 Hareketli basit sarkac

O noktasi Asin(wt) seklinde disey titresime sahip. Sistemin hareket denklemi

6+ wd[1 - AT(j)Zsin(wt)] sin @ = 0 seklindedir.

2.2 Dogrusal Olmayan Soniim

Viskoz bir akiskan icinde hareket eden cisim problemi fizikteki 6nemli bir problemdir. Bu
problemde siirtiinme kuvvetlerinin énemli etkileri vardir. Ornegin, havada hareket eden bir
(roketin, ucagin, uydunun, vb..) cisim Ulzerine etkiyen sirtinme kuvveti ylksek hizlarda
oldukca énemlidir. Cisim hizi ¥, cisme etkiyen kuvvet F(¥) ise bu kuvvetin analitik olarak
belirlenmesi mimkiin degildir. Fakat basitce Fa|?|" 1¥ gibi dusiinilebilir. Buna goére yer
ylzeyine yakin bir yerde cismin hareket denklemi m% =mg — mk|?|""1¥ seklindedir.
(k > 0; sabiti viskozite ve geometriye bagl). Deneysel verilere gore v; < 24 m/sicinn = 1.
n =1 Stokes yasasl, v; < vV <v; (vs:ses hizt =330m/s) ise n =2 alinabilir. Bu ise
Newton Direncg Yasasi olarak bilinir. n = 1, ve n = 2 icin denklem analitik olarak ¢ozilebilir.
v, < v < 600 m/s araliginda havada hareket eden bir cisme karsi havanin gosterdigi direng

oldukga artar (patlama yapar) 600m/s’ den sonra tekrar dogrusal olarak davranir.

Daha ileride, dogrusal olmayan sistemlerin belli araliklarda periyodik(lineer), belli araliklarda
(kosullarda) ‘kaotik’ davrandigini gérecegiz. Bu konu otomobil ve ucak sektoriinde oldukca

onemlidir.



2.3 Kulak Zarinin Titresimi

Newton’un 2.yasasli biyolojik sistemlerin hareketini anlamada da kullanilabilir. Orta kulakta
bulunan kulak zarinin titresimi (denge noktasi etrafinda) bir boyutlu sistem gibi diistinilebilir.

x(t) denge konumundan ayrilma mesafesi olsun,

F(x), zar x(t) kadar yer degistirdiginde geri getirici kuvvet klgik x i¢in F(x) Taylor serisine

acilabilir.

F()—F+<6F) +1 0°F 2_|_1 03F 3,
P ox) ot ez ) _ Y T 3i\aa)

x =0 = F, = 0 (denge noktasi)

Kuvvetin geri getirici olmasi igin (i) < 0olmali= —k . x’literimin (en kiguk Usli olan)
x=0

etkin oldugunu duslinirsek, F = —kx Hooke Yasasi.

m kulak zarinin kitlesi, F(t) kulak zarina gelen ses basincinin olusturdugu periyodik kuvvet

ise Newton’un 2. Denklemi mi = —kx + f(t) veya ¥+ ®%x = F(t) , &g = % ,

F(t) = % bu zorlamali basit harmonik salinici problemi. F(t) = Acos(wt) seklinde ise,

kulak zan baslangi¢c periyodundan sonra yalnizca w frekansina yanit verir. Bu w disindaki
seslerin (harmoniklerin) kulak zari tarafindan algilanmasi i¢in, F(x) bagintisindaki dogrusal
olmayan terimlerle de baglanti kurulmali. Kulak zari Gizerine yapilan deneylerde, ses basing

kuvvetinin kulak zarini asimetrik olarak etkiledigi goriilmustiir. Taylor aciimindaki 2. terimi

v e 1 (92%F .
g0z 6niline alacak olursak ;(ﬁ) = —fm diyecek olursak,
: x=0

¥ + ®%x + fx? = F(t) yazabiliriz. Bu zorlamali dogrusal olmayan salinici denklemidir. x2 ‘i

terimi asimetriyi temsil etmektedir.



2.4 Dogrusal Olmayan Latis Dinamigi

0 1 2 N-1 N

Sekil 2. 3 Bir boyutlu Latis

N tane parcaciktan olusmus bir boyutlu Latis sistemini goz 6niine alalim. Sistem klasik fizige
gore incelendiginde, sistemin normal modlarinin enerjisi sabit kalir, zamanla degismez.
1950°li yillarda E. Fermi, J. Pasta, S. Ulam (FPU) Los Alamos’ ta bu tir sistemleri

calismislardir ve su soruyu sormuslardir:
Katilarda denge durumu sicakligi (enerijisi) nasil olusur (veya nasil modellenebilir)?

Fermi ve arkadaslari, bu tir sistemlerde dogrusal olmayan salinimlarin sistemde modlar
arasinda enerji gecislerine neden olacagini ve bir siire sonra (zaman icerisinde ortalama
alindiginda) biitiin modlarin enerjisinin birbirine esit olacagini 6ne siurmislerdir. Bu tir

denge durumuna “Termodinamigin sifirinci yasasi” denir. FPU N = 64 parcgacik ve en yakin

komsu etkilesmesi V(r) = %kr2 + gkar3 olarak calistilar. (F = —Z—Z = —kr — kar? kulak

zarinin titresimini veren bagintinin benzeri). Los Alamos’ ta “MANIAC” bilgisayari ile yapilan
hesap sonucu (nimerik) sistemin belli bir denge durumuna yaklasmadigi fakat sistemin
enerjisinin belli bazi modlara yaklastigini (bir cok mod icinde belli modlara) gordiler. Bu
olaya “ FPU Anomalisi ”’ denir. FPU Anomalisinin (bozuklugunun) kaldirilmasi i¢in bir cok
calisma yapiimistir. FPU’ nun nimerik olarak yaptigi hesabi M. Toda analitik olarak yapmayi
basarmistir. Bunun icin en yakin komsu uzaklhg icin etkilesme potansiyel enerjisi

V(r) = %e‘br +ar alinmistir. Bunagére F(r) =a(e™® —1) r << licin

e b = —pr +%b2r2 — = F(r) = —abr +%abzr2 — -+ olarak bulunur.

. 1 . .
(—abr —harmonik terim, Eabzr2 — anharmonik terim)
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Sekil 2. 4 Toda potansiyeli

Toda bu potansiyeli kullanarak FPU problemini analitik olarak ¢6zmis ve ayni sonuclari
bulmustur. Dogrusal olmayan Latis Dinamigi katilarda, erime olayinin anlasiimasi icin de
onemlidir. Clnkd katilar isitildiginda, katidaki atom ya da iyonlarin denge konumlari
etrafindaki mesafeleri artar, bu durumda bu mesafe arttikca, dogrusal olmayan terimlerin

etkisi de artar. Belli bir kritik degerde kati artik sivi faza gecer [13].

2.5 Yaris (Rekabet) Olayi ve Volterra-Lotka Yaris Denklemleri

Dogada birgok sistem birbiri ile rekabet halindedir, bu sistemler biyolojik, fiziksel veya sosyal
sistemler olabilir, bu sistemleri temsil eden denklemler dogrusal olamayan denklemlerdir. Bu

denklemlerin bazilari su sekildedir.

Volterra-Lotka denklemi biyolojik canlilar arasindaki etkilesmeyi veren denklemdir. 1905-
1923 vyillan arasinda Adriyatikte yakalanan balik miktari analizine dayanmaktadir. Bu siire

icinde blyik balik ve kiicik balik popilasyonundaki degisime bakilmistir.

III

Ny = blyuk balik sayisi N; = kiglik balik sayisi “Phenomenological’’ bir gift denklem,
NB = (—ag + ggN)Ng
NB = (+a, — g.Ng)N,,

. dNj
Ni=7 ai, Ji >0

Baliklar arasi etkilesme yok ise, gg = g, = 0 ise



N a e~9Bt N, a etoLt

Sekil 2.5 gg = g; = 0Oigin balk sayisindaki degisim

Eger bir etkilesme var ise blylime katsayisi +ggN ve azalma katsayisi —g; N devreye girecek
ve diferansiyel denklemin yapisi degisecektir. Bu tir avlayan avlanan canlilar icin, bu
denklemler (Predator-Prey) bircok sisteme (canli tiiriine) uygulanabilir. Bu tiir dogrusal
olmayan denklemler, topolojik, analitik, nimerik olarak ¢6zilebilir. Denklemlerin dogru ve
cabuk cozimleri popilasyondaki baslangic kosullarinin kesinligine ve etkilesme sekillerinin
sadeligine baghdir. (blyuk balik kiicik bahg! yer, yaralanma veya hastalik varsa problem

kararsizlasir, vb.)[14].

2.6 Dogrusal Olmayan indiiktans

Dogrusal olmayan elektrik devresine en basit 6rnek, yikli bir C kondansatori ile bir demir

cubuk Gzerine sarilmis N sarimli indiiktorden olusmus devredir.

Il
all

Sekil 2. 6 Dogrusal olmayan indiktans

Bu devrede akim ile aki ¢ arasindaki bagint;

N
i=—q)+A(1>3
Lo

10



Eger kibik terim olmasaydi, bu basitce i = 1z_¢ dogrusal bagintisini verecekti. Burada L,: 0z-
0

indilktans, ¢ ise bobinden gecen aki (manyetik aki). ¢3 terimi demir cubuktan

kaynaklanir.(Kirchof yasasina gore bir devrede gerilimlerin toplami sifirdir.)

gL=—N%=—Lﬂ , 2—1\/%=0 , i(2—1\]%)=0,
dt dt C dt dx \C dt

bu esitligi yukaridaki denklem ile karsilastirirsak

N. Nb
—b = —4+ Ad3
Cq) Ly +A¢
¢+ ad+pp* =0
. o — 1 A
dogrusal olmayan denklemini buluruz. (a = e B = NC)

2.7 Elektronik Salinici

Dogrusal olamayan teorinin gelisiminde Van der Pol Denklemi énemli bir rol oynamistir,
¢linkii bu denklem, dogrusal problemlerde karsilasiimayan “sonlu ¢evrim (Limit Cycle)”
ozelligi gosterir. Sonlu ¢evrim, sistemin baslangi¢ kosullari ne olursa olsun, sistemin periyodik
davranis o6zelligi gosterdigi bir durumdur. Bitin elektronik salinicilar birgok akustik, mekanik
sistem, kalp atisi gibi sistemler sonlu cevrim o6zelligi gosterirler. Bu denklem su sekilde

yazilabilir.
X—e(1-X)X+X=0

Burada € > 0 bir parametre (devre elemanlar ile ilgili), X ise elektronik salinici icin yer
degistirme parametresi. X > 1 icin sonim terimi ossilatoriin, salinicinin blyuklGguna
(magnitude) azaltacak sekilde, X < 1 icin ise negatif soniim s6z konusu, yani salinimin
blyukligu artacak yonde. Bazi X degerleri ise salinimin blydkligini etkilemez. Bu degerler
limit cevrime karsilik gelir. Bu tir sistemlerde (6z-uyumlu) self-sustained (6z-devamli)
salinimlar sistemin periyodik oldugu durumlardan, sabit bir kaynaktan enerji olarak

gliclenebilirler, elektronik salinici durumunda bu enerji bu terimden alinir. Mekanik olarak da

kopriude yiriiyen asker probleminde oldugu gibi askerlerin periyodik hareketi ile képriniin
periyodik hareketi 6z-uyumlu oldugunda kopri yikilabilir.

11



2.8 Solitonlar

%y 1 9%y
dx? 2 9t2

Dogrusal Dalga Denklemi .

= ( seklindedir. Belli bir ortamda c¢ hizi ile ilerleyen

dalga “pulse” , “atma’” sekil olarak asagida verilmistir.

Sekil 2. 7 “pulse” veya atmanin grafik gosterimi

Y(x,t) =P(x —ct) koordinat sistemi sabit atma c¢ hiziyla ilerliyor veya atma sabit

koordinat sistemi ¢ hiziileilerliyor.

Uzayda lokalize olmus (yerellesmis) bu atma “solitary’”’ dalgaya bir ornektir. Soliton ise
“solitary dalga” denkleminin ¢éziimlerine denir. Soliton asimtotik olarak yapisini baska bir
solitonla sacilma yapana kadar korur. Eger dalga denkleminin ¢6zimleri bir cok “solitary

dalga” dan olusmus ise (Ys;)

Y0 = ) Pea(x = o)
j=1

yazabiliriz.
t —» —oo igin bu sekilde yazilan ¥(x, t) soliton olarak adlandirilacaktir.

t —» +oo oldugunda, yani dalgalar arasinda bir ¢cok etkilesme olduktan sonra yalnizca bir § faz

farki kadar degisiyor ise yani

N
PO~ D thaoix = Gt + )
j=1

oluyorsa, bu dalgaya soliton ¢6ziimleri diyecegiz.

12



Yukarida verilen atma tek bir “pulse” olarak ele alinacagi gibi bircok degisik hiza ve genlige
sahip dalganin Fourier toplami gibi de dusinilebilir. Bu durumda ¢ = c(w) ise atmayi
olusturan Fourier bilesenleri dalgalar zaman gectik¢e degisik hizlarda ilerleyecegi icin atma

zamanla genisleyerek seklini bozacak ve solitary dalga olmaktan ¢ikacaktir. Buna gore,
Y(x,t) = App(x + ct) + A (x — ct)
Birinci terim sola dogru, ikinci terim saga dogru giden dalgayi tanimlar.

Dogrusal dagilimsiz dalga denklemine gore ilerleyen dalga biri digeri icinden (birbiri icinden)

etkilesmeden gecer.

Dalga denklemine dogrusal olmayan terimler eklenirse dalganin enerji dagiiminda daha

ylksek frekansli terimler devreye girecektir, bu nedenle frekans bir dagilima sahip olacaktir.
Frekans dagilimindaki genisleme ise belirsizlik ilkesine gére (AE.At > g) zaman dagiliminda

(konum dagihiminda da) bir daralma goriilecektir. Bu ise solitary dalga olusumuna katkida

bulunacaktir.

Buna gore solitonu olusturan dalganin genliginin (enerjisinin) bir dagilima sahip olmasindan
dolayi solitonlarin deforme olmasi ile, dogrusal olmayan terimlerden gelen solitonlarin
olusumuna katki birbirini dengeleyip, soliton olusumu saglanabilir. Buna goére, soliton

olusumu asagida sematik olarak gosterilebilir.

Dalga denklemi dogrusal ve Dalga denklemi dogrusal,
genlik(enerji) dagihimiyok genlik(enerji) dagilima sahip
(solitary dalga) (solitary dalga degil)

Dalga denklemi dogrusal
degil, genlik(enerji) dagilima
sahip

Dalga denklemi dogrusal
degil, genliklerde dagilim yok

solitary dalga degil
( y dalga degil) (solitary dalga)

13



Burada dalganin dagilima sahip olmasi (genligin(enerjinin)) dalgayr degisik frekans

bilesenlerine ait dalgalarin Fourier toplami gibi diisinmektir.

Y(x) = [D(p)e *Pdp gibi dusinilebilir. (d(p) : genlik dagilim fonksiyonu). Buna gére

soliton ¢ozlimleri veren bazi durumlara ait denklemler sunlardir;

Y PWD - .
oz ez +6 32 + Pyl 0 : Sig sularda olusan dalga denklemi (bir boyutlu Boussinesg
denklemi).

6371/} = 0 : Korteweg-de Vries (KdV) denklemi (dikdortgen bir kanalda diizgiin

W Ly
ot +ap dx + 9x3
akan bir suda ani bir degisim sonucu olusan soliton ¢éziimlerini verir).

Sine Gordon denklemi magnetik bir ortamda spin dalgalamalarin veren denklemdir

Yyx — Y = sinyd, Bu denklem “topolojik” solitonlar olusturur.

Sekil 2. 8 Sine Gordon denleminin ¢6ziimi olan kink ve anti-kink

Bu solitonlar sekilde gosterilmistir. Bu iki ¢6ziim dagilmadan ilerler, ve soliton tiri

¢Ozliimlerdir.

Ornegin asagidaki sekilde verilen iki Ferromagnetik bolge icin Block duvarina bir magnetik

alan uygular isek, bu sekil Sine-Gordon denklemine gore formunu koruyarak ilerler.

14
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Sekil 2. 9 Ferromagnetik bolgede Block duvari

2.9 Kuantum Mekaniginde Bazi Dogrusal Olmayan Sistemler

Dogrusal olmayan Kuantum sistemleri icinde son ceyrek ylizyilda bircok calisma yapilmistir.
Kuantum mekaniginin dogrusal olmayan yapisinin nasil tanimlanacagl henliz tartisma
konusudur. Bu konuda genel bakis kuantum sistemlerinde dogrusal olmayan davranislarin
sistemin “coherent” es fazh kollektif davranisindan kaynaklandigi ve bu duruma goére bir
mekanik tanimlanmasi gerektigini savunur, daha yeni ve heniz yayginlk kazanmamis bir
gorls ise kuantum mekaniginin aslinda dogrusal olmadigini, dogrusal durumun bu dogrusal

olmayan mekanigin 6zel bir hali oldugunu savunur[15,16].
Kuantum mekaniginde dogrusal olmayan sistemler icin asagidaki tanimlar yapilabilir.

1- Nonlineer kuantum sistemlerde mikroskopik parcaciklar asagidaki dalga fonksiyonuyla

ifade edilir.
(7, 1) = (7, t)e? D
Burada hem ¢(7,t) genlik hem de et faz, uzay ve zamanin fonksiyonlaridir.

2- Goreli olmayan durumda dalga fonksiyonu ¢ (7, t), genellestirilmis nonlineer Schrédinger

esitligiyle tanimlanir.

. i Vi + blplPp + V() p+ A
yada

15



d h?2
W e gt blgIg +VED ¢+ A

burada u kompleks sayi, V dis potansiyel alan, A ¢ nin fonksiyonu ve b nonlineer etkilesimin

uzakhgini belirten katsayidir.

Goéreli durumlarda ise, dalga fonksiyonu ¢(#,t) Sine-Gordon esitligi (SGE) ve ¢* alan

denklemini iceren genellestirilmis nonlineer Klein-Gordon esitligiyle (NLKGE) verilir. Buna

gore,

90%¢ 0%¢ , d¢ ,
W_O_JC]-Z=BSIH¢+]/E+A(¢) (j=1.23)
0%¢p 0%¢ _ .

36 g LW TASLO=A®)  (=129)

seklinde yazilabilir. Burada y, iraksama (dissipation) ya da siirtiinme etkisidir, § nonlineer

etkilesmenin uzakhgini gosteren katsayive A, ¢’nin fonksiyonudur.

Yukarida, iki madde altinda Ozetlenen bilgiler, nonlineer kuantum mekanigin iki temel
varsayimidir ve lineer kuantum temel varsayimlarindan oldukca farkhdir. Fakat, nonlineer
kuantum  esitlikleri, lineer Schrodinger ve lineer Klein-Gordon esitliklerinin
genellestirilmesinden dogmustur. Bu esitliklerin - nonlineer kuantum sistemlerdeki
mikroskopik parcaciklarin ozelliklerini sagladigi ve bu parcaciklar icin hareket denklemleri
oldugu gosterilebilir. Bunlar nonlineer kuantum mekanigin temel iki prensibidir. Sonug
olarak, nonlineer kuantum mekanigi; stper akiskanlk, stper iletkenlik, modern soliton

teorisi ve bunlarin deneysel gercekleri tizerine kurulan bir teoridir.

2.10 Topolojik Analizler

Dogrusal olmayan denklemler genel olarak asagidaki semada anlatilan ydntemlerle

incelenebilir.

Topolojik

/

Analitik NUmerik
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Analitik yontemler simetrisi yliksek ve ideal durumlara karsilik gelen problemler icin daha ¢ok
kullanilir. Bu yontemde dogrusal olmayan sistem miimkiinse bazi tekniklerle dogrusal hale
getirilir ve gerekirse pertiirbasyon teorisi gibi yaklasik yontemlerde kullanilarak sistemin
ozellikleri incelenir. Dogrusal duruma getirilemeyen durumlar icin nidmerik yaklasim
yontemleri (Monte Carlo simiilasyon yontemi, sonlu farklar yontemi vb.) yaygin olarak
kullanilir. Bunun yaninda sistemin faz uzayi analizi diye adlandirilabilen topolojik yontemde

sistemin davranisini aciklamak icin kullanilir.

Dogrusal olmayan denklemler genellikle analitik olarak (kesin olarak) coziilemezler, bu
nedenle yaklasik ¢ozlimler icin degisik metotlar uygulanir. Bunlardan biri “faz diizlemindeki”

gorinti yontemidir.
“Faz diizlemi analizi (Phase Plane Analysis)” kisaca soyle 6zetlenebilir.

dx

_ dy _
— =Py) = =@y

gibi diferansiyel denklemleri géz 6nline alalim. P ve Q, x ve y’ye dogrusal olmayan bagli
fonksiyonlar, t ise bagimsiz degisken olsun. Matematikciler t'ye acikca bagl olmayan bu

denklemleri otonom (“autonomous’) denklemler olarak adlandirirlar. (P ve Q t’ye bagl

degil).
Biitlin mekanik problemleri Newton’un 2. Yasasina gore

S . d?x o
F=ma = m—2=mx=F
dt

Seklinde vyazabiliriz. Sisteme etkiyen kuvvet konumun veya hizin fonksiyonu olabilir.
F = F(x,x) yada X = F(x, x) yazabiliriz,

. dx

X=—=y = X =y = F(x,y) buna gore

P(x,y) = % =y Qx,y)= % = F(x, y) yazilabilir. t zaman parametresi elimine edilirse,
dy Q)

dx P(x,y)

Zamandan bagimsiz denklem elde edilir. Bu denklemin ¢ozliimleri, zaman ilerledikce, faz
dizleminde sistemin davranisini “faz yoriingeleri(faz izleri)” olarak adlandiracagimiz

¢ozimleri verir. Newton denklemlerinin ¢oziimlerinde faz dizlemi x ve x ile belirlenir,
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halbuki yaris denklemlerinde faz diizlemi popilasyonu olusturan ikililer olusturur (tavsan,
tilki sayilari vb.). Genel olarak y(x) fonksiyonunun elde edilmesi zor olabilir (veya mimkiin
olmayabilir). Bu durumda topolojik yaklasim bize bu tir denklemlerde, faz diizleminde
(x9,Y0) gibi belirli 6zel noktalarin (kararli veya tekil noktalar) oldugunu ve ¢éziimlerin genel

yapisinin bu noktalar yardimi ile yapilabilecegini soyler.

2.11 Lojistik Harita
X1 = axp (1 —2xy)

Seklinde dogrusal olmayan bir denklem genellikle “Lojistik Denklem’” olarak da
isimlendirilebilir. 0 < a < 4 segildiginde x," in (0,1) aralgindaki secimine gére x ¢déziimleri

(0,1) araliginda kalacaktir.

Ornegin a=6, x,=025=x,=6.025(1-0,25) =1,125>1 olacaktir. Lojistik

denklem niimerik olarak kolayca ¢ozilebilir. a ve x biliniyor ise x; bulunur vb..

Denklemdeki n biyolojik sistemler goz 6niine alindiginda zaman adimi olarak da ele alinabilir.
Bu durumda x, belli bir andaki popilasyonu belirtiyor ise x, belli zaman sonundaki
poplilasyonu belirleyecek sekilde ayarlanabilir. Asagidaki sekillerde lojistik denklemin g

farkli ¢6zimu verilmektedir.

'|_ &
x L
0.5} x = 0,6428... n=1,..,60
| Iﬂ = {]'2
peryod 1 1=2.8
{‘} ———

18



x = 0,8236..
>x
a=373
0.5 x = 0,4794...
peryod 2
L8]
15 30 n (s8]
1
a =38
X x =7(0,1)
0.5
kaotik
(o]
15 30 n 60

Sekil 2. 10 Ug farkli a degeri icin lojistik denklemin ¢dziimleri [10]

Xp+1 = aX,(1 —x,) Lojistik denklemin a parametresine gore ¢éziimleri asagidaki sekilde
verilmistir. Buna gore sekilde gorilecegi denklemin a parametresine bagh olarak bir
periyodlu ¢o6zimdi, iki periyodlu ¢6ziimii, 4 periyodlu ¢6ziimi vb.. seklinde katlamali olarak
periyodik ¢coziimleri degismektedir. a degeri 3.5 ten bliyik olunca periyodik ¢oziimlerin yerini

kaotik coztimler almaktadir.

1.0

0.8—

| )
o6 ———

x -

- ) N

0.2+

0.0 T T T T T T T T T T T
2.4 2.6 2.8 3.0 3.2 3.4

Sekil 2. 11 Lojistik denklemin a parametresine gére davranisi
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arf(xk) |

. 1on_1
Ayrica A=lim L
y n—>oonzk—0 | Xk

Seklinde tanimlanan Lyapunov Usteli A, Lojistik
denklemin hangi durumlarda ne tiir ¢ozliimlere sahip olacagini belirtir. Buna gére A'nin pozitif
oldugu degerlerde lojistik denklemin ¢oziimleri kaotik, negatif oldugu degerlerde periyodik

olacaktir.

0.3 ] l

3.62

Sekil 2. 12 Lyapunav Usteli A’'nin Lojistik harita icin degerleri

A degerinden kiicik a degerleri icin bltlin ¢ozimler periyodik, A degerinden blylk a
degerleri icin ¢cok seyrek te olsa bazi periyodik ¢6ziimler olmasina ragmen genel davranisin
kaotik oldugu gorilmektedir. Sekil 2. 12, sekil 2. 11 ile blylk bir uyum gostermektedir. Bu
yontemlerin disinda faz uzayi bir diizlem ile kesildiginde, faz yoriingelerinin dizlem lzerinde
olusturduklari izlere gore de sistemin periyodik veya kaotik oldugu soylenebilir. Bu izler,
noktalar veya dilizgiin geometrik sekiller ise ¢cozimler periyodik, dizlem Uzerindeki izler
“fraktal” yapida ise sistemin davranisi kaotik yapida oldugu soylenebilir. Bu yontem

“Poinkare Kesiti” yontemi olarak adlandirilir.
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BOLUM 3

FAZ DUZLEMI, YORUNGELER VE KRiTiK NOKTALAR

Dogrusal olmayan dinamik sistemlerin davranisini veren diferansiyel denklemler dogrusal

degillerdir. Bircok durumda dogrusal olmayan boyle bir denklemi calisabilmek icin gercek

dogrusal olmayan denkleme yeterince benzeyen ilgili dogrusal bir denklemle degistirmek

mimkiindir. Ancak bu sekilde bir dogrusallastirma her zaman mumkin degildir. Bu durum

da dogrusal olmayan denklemin kendisi dikkate alinmalidir. Dogrusal denklemlerin genel

kuramlari ve yontemleri bir hayli gelistirildigi halde dogrusal olmayan denklemlerle ilgili

genel ozelliklerin ¢ok azi bilinmektedir. Dogrusal olmayan denklemlerle ilgili sonu¢ veren

calismalar cesitli 6zel durumlarla sinirhdir ve gesitli yaklasim yontemlerine basvurmalidir. Bu

bolimde, bu yontemlerden bazilarinin kisa tanitimi verilecektir.

Cizelge 3. 1 Bazi dogrusal olmayan sistemlerin dogrusal hale getirilmis denklemleri[8]

N Dogrusal olmayan sistem 4 Tekil Dogrusallastiril-
o denklemi noktalar mis denklem
1
y“ + byry’ + y = 0 _bexz — X [0’ 0] y“ + y= 0

2

YTy 4 v = b c : €

ay +by"y' +cy=0 S [0; 0] Yy +—y=
a a a
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Cizelge 3. 1 Bazi dogrusal olmayan sistemlerin dogrusal hale getirilmis denklemleri(devami)

Dogrusal olmayan sistem 4 Tekil Dogrusallastiril-
denklemi noktalar mis denklem
. . b
[0; 0] y +Ey’+§y=o
‘ ' 2 — b c d
ay +by'+cy+dy =0 Py — ok — =2
a a a b c c
Yy +-y ——=y+-=0
c a a a
~£.0]
-3
; , t_ b c d 0;0 b, c
ay +by' +cy+dy* =0 oy ——xp — —xt [0;0] Y +—y +—y=0
a a a a
by +cy'y +dy = b d 0;0 b, d
ay +by' +cy’y'+dy =0 —axz——xfxz——% [0; 0] y 4y +oy=0
b d
0;0 r iy 4y =
[ ] y +ay +ay 0
« ’ m 2 — b c d e
ay +by' +cy"+dy+ey*=0 Lk, — XL ——x, — —x2
a a a
d . b, d
|
‘ ! " t= b c d e - e b a
ay +by +cy"+dy+ey*=0 N S [0; 0] Yoy 4oy =0
a a a
ay' +b(m+ny")y +cy =0 b ¢ [0;01 |y +2my+Sy=0
——(m+nx))x, ——x; a a
a a
ay +b(my? +ny")y'9+cy =0 [0; 0]

b c
——(mxf + nxxd ——x;
a a

,.+c _
y v y=
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3.1 Temel Kavramlar ve Tanimlar

d?x dx
= ), G4

seklindeki ikinci dereceden dogrusal olmayan bir diferansiyel denklemi g6z 6niine alalim.

d%x

d
— + n(x? — 1)d—: +x=0 (3.2)

Buradaki p pozitif bir sabittir. (3.2)'yi (3.1) ile karsilastirirsak,

olur.

(3.1) diferansiyel denklemi bir serbestlik derecesine sahip belirli bir dinamik
sistemi ifade etsin. Bu sistemin t zamanindaki durumu x(konum) ve dx/dt(slrat)
degerlerine gore belirlenir. x ve dx/dt degiskenlerinin olusturdugu dizlem faz dizlemi

olarak adlandirilir.

Eger y = dx/dt dersek, (3.1) ikinci dereceden denklemini denk bir sistemle degistirebiliriz.

dx _

==y (3.3)
dt - (x’y)

(3.1) denklemi ile ilgili bir cok bilgi (3.3)'deki sistemi ¢alisilarak bulunabilir. Bunun icin (3.3)
¢ozimlerin belirledigi egrilerle olusturulan sekillerle ilgilenecegiz. Sabit bir ¢ i¢cin xy
dizleminde bir takim egriler ortaya ¢ikacak bu egriler faz egrileri, x, y = dx/dt'nin

olusturdugu diizlem daha 6nce belirtildigi gibi faz dizlemidir.

Daha genel olarak, (3.3) ile verilen sistemler

T=Ply), 3.4)
dy
E - Q(x; }’);

seklinde ele alinabilir.
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P ve Q bitin (x,y) ler icin stirekli birinci kismi tlrevlere sahiptirler. Bagimsiz degisken t’nin
soldaki elemanlarin tlrevleri olan dt seklinde gorindiglii ve sagda P ve Q@ nun
fonksiyonlarinda agik¢a goriinmedigi boyle bir sisteme otonom sistem denir. Simdi (3.4)teki

¢oziimlerle belirlenen egrilerle olusmus xy faz diizlemi sekillerini galismaya devam edecegiz.

Herhangi bir t, ve reel sayilardan olusan herhangi bir (x,, y,) cifti verildiginde

x = f(t)

y=4g@®)

gibi bir sistemin

f(to) = xo,

g(to) = yo (3.5)
seklinde tek bir ¢6zim{ vardir.

Eger f ve g nin her ikisi de sabit fonksiyon degilse o zaman (3.5), sistemin yoriingesi olarak
adlandiracagimiz xy duzleminde bir egriyi belirtir. Eger (3.5)'te belirlenen duzenli fonksiyon
cifti (3.4)’Un bir ¢o6zimU ve t; herhangi bir reel sayiise o zaman

x=f(t= t), 3.6
y=g(— t)

tarafindan belirlenen sirali fonksiyon ciftinin ayni zamanda (3.4)’in bir ¢6zimi oldugunu

gormek kolaydir.

Farz edelim ki (3.5)'deki f ve g nin her ikisi de sabit fonksiyon degiller ve t; # 0, (3.5) ve
(3.6)’da belirlenen ¢oziim (3.4)’tGn iki farkli ¢ozimdidir. Ancak bu iki farkli ¢6zim ayni
yoriingenin basitce farkli degiskenlestiriimesidir(parametrelestirilmesidir). Bu nedenle ¢6zim
ve yorunge ifadelerinin ayni anlamda olmadigini gézlemleyebiliriz. Bir yandan (3.4) deki
¢oziim, x = f(t), y = g(t) nin iki denklem sistemini (3.4) ayni anda aynen saglayan bir gift
sirall fonksiyondur. (f,g) diger yandan (3.4)'lin yoringesi (3.4)'lin birden fazla ¢6zimi
tarafindan parametrik olarak belirlenebilen xy faz diizleminde bir egridir. xy faz diizleminin
herhangi bir noktasindan (3.4)'Gn en fazla bir yoriingesi gecebilir. C, (3.4)'Gn bir yoriingesi
olsun ve bu C yoringesini parametrik olarak belirleyen (3.4)'Gn farkl ¢oziimlerinin timuni

g6z 6nlinde bulunduralim. Belirlenen bu ¢6zlimlerin her biri icin C, t parametresi artarken
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ayni yonde cizilir. Bu nedenle her bir C yoriingesinin, C nin uygun sistem ¢ozlimleri ile cesitli
muhtemel parametrik gosterimlerdeki t parametresinin belirli bir artis yoni vardir.
Sekillerimizde yoriingeye bagh bu yoni gostermek icin oklar kullanacagiz. Sistemin iki

denklemi (3.4) arasindaki t yi ¢cikararak

day _ Q(xy)

dt  P(xy) (3.7)

denklemini elde ederiz.

Bu denklem, P ve Q nun her ikisi de bu noktada sifir olmamasi kosuluyla (x, y) noktasindan
gecen (3.4)'lin yoriingesine tegetin egimini verir. (3.7)'deki ¢ozimlerin parametre takimi
boylece (3.4)'Un yoringelerinin bir parametre takimini saglar. Ancak aciklama(3.7) bu
yorlingelere bagh yonleri gostermez. P ve Q nun her ikisin de sifir oldugu bir noktada (xq, y,)
(3.7) tarafindan belirlenen yoriingeye tegetin egimi belirsizdir. Bu tiir noktalar bir sonraki

tanimda belirlenecektir.
Kritik Nokta

Verilen bir otonom sistemde

dx
ar P(x,y),
(3.4)
dy
E - Q(xr }’);

P(xo,y0) =0ve Q(xq,v9) =0 oldugu bir nokta (xg,y,), (3.4)’Un kritik noktasi olarak

adlandirilir.
Eger (3.4) sistemine ait (x,, yy) noktasi etrafinda,
(x —x0)* + (y — yo)? =17

cemberi varsa ve (x, o) noktasi bu cember icerisindeki, (3.4) sistemine ait tek kritik nokta

ise bu noktaya yalitilmis denir.

Bundan sonraki takip eden konuda her kritik noktayi yalitilmis olarak kabul edecegiz.
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Kolaylik olsun diye (xq, y,) kritik noktasinin (0,0) orijin noktasinda oldugunu kabul edecegiz.
Eger (x0,¥0) # (0,0) ise genel olarak bu kabulden bir kaybimiz olmaz. Bdyle olursa

E=x — xo, =Y — Yo (X0, Vo) noktasini £n diizleminde orijine yerlestirir.

C,(3.4) sisteminin bir yoéringesi olsun ve x = f(t),y = g(t) C’yi parametrik olarak
tanimlayan, (3.4) sisteminin ¢6zimi olsun. Eger asagidaki denklem sistemi t — 4oo’a

gidildikge C’nin (0,0) kritik noktasina yaklastigini kabul edecegiz
tl_l)grnoof(t) =0, tl_l)inoog(t) = 0. (3.8)

t —» +oo’a gittikce, x = f(t),y = g(t) tarafindan parametrik olarak tanimlanan C yériingesi
(0,0) kritik noktasina yaklasimindan anladigimiz C yéringesini izleyen ve x = f(t) ,y = g(t)
tarafindan tanimlanmis bir R noktasinin t — +o0’a gidildikce, (0,0) kritik noktasina
yaklasacagidir. C yoringesinin (0,0) kritik noktasina yaklasmasini tanimlayan bu denklem
C’yi tanimlayan asil diizlem sisteminin ¢ézimiinden bagimsizdir. Bu durum, eger t — +0’a
gidildikge €(0,0) kritik noktasina yaklasiyorsa, C‘yi temsil eden tim x = f(t),y = g(t)

¢Ozlimleriicin gecerlidir.

Buna benzer olarak eger asagidaki denklem sistemini sagliyorsa x = f(t),y = g(t)
tarafindan parametrik olarak tanimlanmis bir C; yoringesinin, t - —o’a gidildikge (0,0)

kritik noktasina yaklasir
Jim f,(6) =0, Jim g, (¢) = 0.

C,(3.4) sisteminin bir yoéringesi olsun ve x = f(t),y = g(t) C’yi parametrik olarak
tanimlayan, (3.4) sisteminin ¢6zimi olsun. Eger asagidaki denklem sistemi t — 4oo’a
gidildikge C’nin (0,0) kritik noktasina yaklastigini kabul edecegiz. Eger t — +o0’a gidildikce

¢OzUmu arti veya eksi sonsuz cikiyorsa

9
t—>£-noo f(@® (3.9)

(3.9)’un C’nin (0,0) kritik noktasina yaklastigini sdyleriz.

3.2 Kritik Nokta Cesitleri

Simdi her bir kritik nokta cesidi icin uygun bir sekli ifade eden, geometrik bir tanimlama

yapacagiz. Daha sonra her bir tanimi daha acik bir ifadeyle takip edecegiz.

26



a) Merkez Noktasi

Sekil 3. 1(a)’nin (0,0) kritik noktasi bir merkez noktasi olarak adlandirilir. Bu sekildeki bir
nokta, elemanlari (0,0) noktasina keyfi yakin olan, sonsuz kapali yoringeler kiimesi
tarafindan gevrelenmistir fakat ¢t - +0o0 veya t = —oo’a giderken herhangi bir yoriingeye

yaklasmamaktadir.
b) Eyer Noktasi

Sekil 3. 1(b)’ye ait (0,0) kritik noktasina eyer noktasi (saddle) denir. Bu tir bir nokta su

sekilde karakterize edilebilir;

t = +oo’iken bu noktaya, AB geometrik egrisini olusturan, iki tane yarim yoriinge (AO ve BO)
tarafindan O noktasina yaklasilip girilmektedir.

t —» —oo’iken bu noktaya, CD geometrik egrisini olusturan, iki tane yarim yoriinge (CO ve DO)
tarafindan O noktasina uzaklasilarak girilmektedir.

Bu dort yarim yoriinge arasinda, (1) ve (2) de tanimlanmis dort Ry, Ry, R3, R4 bolgeleri, her
birinin icinde sonsuz adet yari hiperbolik benzeri yoringeler bulunan ve t - +co veya
t - —oo’a giderken sifira yaklagmayan fakat t = +oo0 veya t — —oo’a giderken iglerinden biri
asimptotik olan dort yari yoriingeden olusan kiimeler bulunur.

c) Spiral Nokta

Sekil 3. 1(c)’ye ait (0,0) kritik noktasina spiral (ya da odak) noktasi denir. Bu noktaya t —
+oo’a (veya t — —oo) gidildikce, spiral benzeri yapida olan ve sonsuz sayidaki yoriingeden
olusan yoringe kimeleri tarafindan yaklasilmaktadir. Yoringelerin, orijin noktasina
yaklasirken, orijin noktasina girmedigine dikkat ediniz. Bu, t — +oo’a gittikce, orijine
yaklasan C yoringesini izleyen R yoringesidir. Ancak, OR cizgisi, yorlinge sabit olarak

orijinin etrafinda dondigu icin, belirli bir yonde meyilli degildir.
d) Diigiim Noktasi

Sekil 3. 1(d)’nin (0,0) kritik noktasina digiim noktasi denir. Bu noktaya t - +o’a (veya
t - —oo) gidildikce, sonsuz sayidaki yoriingeden olusan yoringe kimeleri tarafindan
yaklasilmakla beraber ayni zamanda girilmektedir. Bu t - 4+o’a (veya t - —oo) gidildikce,
orijine yaklasmakla beraber, OR cizgisi, belirli bir yonde meyilli olan C yoriingesini izleyen R

noktasidir. Sekil 3. 1(d)’de gosterilen digim noktasi icin dort tane diz c¢izgi halindeki
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yoriinge vardir, bunlar: A0, BO, CO ve DO dur. Diger tim yoriingeler yari paraboldir. Bu

yarim parabolik benzeri yortingeler orijine yaklastikca kuyruklari da AB cizgisine yaklasir.
Daha kesin bir dille ifade etmek istersek;

Sekil 3. 3 (d) de izole edilmis (0,0) kritik noktasi, (0,0) komsulugunun varligindan ve bu
komsulugun icinde bulunan P noktasi asagidaki kosullari saglyorsa, bu noktaya digim

noktasi denir.

Tim t >ty (veya t < ty) icin tanimh bazi t, noktalari igin , t - +o’a (veya t > —o0)
gidildikce, (0,0) noktasina yaklasiyorsa ve (0,0) noktasina giriyorsa P noktasi bir digim

noktasidir.

-4
,///%\\\

C

(c) (d)

Sekil 3. 1 Kritik nokta cesitleri
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3.3 Kararhhk

Denklem (3.4) ile verilen asagidaki sistemin izole edilmis kritik noktasi (0, 0) olsun.

dx
a = P(x,y),

% = Q(x,y).

Bu sistemin kararliligini ve asimptotik kararliligini tanimlayacagiz.

C egrisi, (3.4) sisteminin bir yériingesi olsun. x = f(t),y = g(t), (3.4) sisteminin ¢6zimi

olsun ve C egrisini parametrik olarak tanimlasin buna goére

D(t) = JIfF O + [g®O]? (3.10)

denklemi, (0,0) kritik noktasi ile, C lzerinde bulunan R:[f(t),g(t)] noktasi arasindaki
uzakhgi ifade etsin. (0,0) kritik noktasi, eger her € > 0 sayisi icin bir § > 0 sayisi varsa ve su

kosulu saghyorsa kararlidir denir:

Her C yorungesin de bazi t, degerleriigin

D(ty,) < & olmak tzere (3.11)
timt>t,, to<t<o icin D(t)<e (3.12)

Sekil 3. 2 ten yararlanarak bu tanimi analiz edelim. Eger herhangi bir pozitif € noktasi icin
“bir sey” yapan baska bir § pozitif sayisi bulunur ise (0,0) kritik noktasi kararh bir noktadir.
Peki bu “bir sey” nedir? Bu sorunun cevabini verebilmek icin, (3.11) ve (3.12)'de verilen
esitsizlikleri anlamamiz gereklidir. (3.10)a gére D(t,) < &, baz t, degerleri igin (3.11)
ifadesinin anlami: (0,0) kritik noktasi ile, C Uzerinde bulunan R:[f(t), g(t)] noktasi
arasindaki uzaklk, t = t,’da &’dan kiguk olmalidir. Bunun anlami (0,0) civarinda, t = t,’da
R’nin, yaricapi § olan K; cemberi icerisinde olmasidir. Buna benzer olarak, D(t) < €, tim
to <t <o (3.12) esitsizliginin anlami, (0,0) kritik noktasi ile R arasindaki uzakligin, tiim
t = t, degerleri igin €’dan kiiglik oldugu ve ayrica t = t, olmasi yliziinden, R’nin, yarigapi €
olan K, ¢emberi igcerisinde olmasidir. Artik 6’nin bizim igin yaptig “sey” in ne oldugunu
anlayabilmekteyiz. Eger (0,0) kararl ise, yaricapi § olan K; cemberi icerisinde bulunan her C

yoringesi, yarigapl € olan K, cemberi igerisinde kalacaktir. Kabaca her C yoriingesi (€
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mesafesi icerisinde), olmasini istedigimiz gibi, (0,0) noktasina yakin (6 mesafesi icerisinde)

kalyorsa (0,0) kritik noktasi kararhdir.

Sekil 3. 2 Denklem (3.4) ile verilen yoriingenin davranisi

Eger bir kritik nokta yukaridaki anlatilan anlamda karal degilse, kararsizdir denir.

Bu tanimlamalara gore kararli kritik noktalara 6érnek olarak, Sekil 3. 1 (a) merkez, (c) spiral ve
(d) dagim noktalari verilebilir. Bu Gcl icerisinde, spiral ve digim noktasi asimptotik
kararhdir. Sekil 3. 1'deki yoriingelerin yonleri tersine cevrilmis olsaydi bu spiral ve diisiim

noktalari kararsiz olacakti. Sekil 3. 1 (b) de ki eyer noktasi ise kararsiz bir kritik noktadir.

3.4 Dogrusal Sistemlerin Yoriinge ve Kritik Noktalari

3.4.1 Temel Teoremler

Bu boliimde (3.4) formundaki dogrusal olmayan otonom sistemlere karsilik gelen dogrusal
olmayan diferansiyel denklemleri incelenecektir. Bu tip dogrusal olmayan sistemlerin kritik
noktalarinin siniflandirilmasinin  nasil yapilacagi incelenecektir. Uygun sartlar altinda,
dogrusal olmayan sistemin dogrusal olan sistemle degistirilebilecegi ve bu dogrusal sistemi

uygulayarak kritik noktanin dogasinin belirlenebilecegi gosterilecektir.

Su dogrusal sistemi goz 6nline alalim;
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dx

— = ax + by,

j; (3.13)
qr=cx+ dy.

Burada a, b, ¢ ve d reel sabitlerdir. (3.13)’tin (0,0) noktasl, acikca bir kritik noktadir.

K b| £ 0 (3.14)

c d

Oldugunu varsayacagiz. Bu nedenle (0,0) noktasi, (3.13) sisteminin tek kritik noktasi

olacaktir.

(2.13) sisteminin ¢6zim su formda olacaktir;

(3.15)

Eger (3.15), (3.13) sisteminin bir ¢6zimi olacaksa, A su ikinci dereceden denklemi

saglamaldir;
A —(a+d)A+ (ad —bc) =0 (3.16)

Bu denkleme (3.13)’'un karakteristik denklemi adi verilir. (3.14) yizinden sifirn (3.16)

denkleminin koki olamayacagina dikkat ediniz.

A1 ve A, (3.16) karakteristik denkleminin kokleri olsun. (3.13) sistemine ait (0,0) noktasinin
yapisinin, A; ve A, koklerinin yapisina bagl oldugunu kanitlayacagiz. 4; ve A, koéklerinin
yapisina bagli olarak (g olasi durum beklemeliyiz. Bunlar koklerin; reel ve farkli, reel ve esit,
karmasik eslenik olmasi durumlaridir. Ancak durum gercekte bu kadar basit degildir ve bes

farkli durumu ele almamiz gerekir.

A4 ve A, reel, farkli ve ayni isaretli
A4 ve A, reel, farkh ve farkl isaretli
A4 ve A, reel ve esit

A4 ve A, kompleks eslenik fakat sadece sanal kisim icermeyen

v ok wNe

A, ve 1, tamamen sanal kisimdan olusan kompleks olmasi durumlari

1- (3.16) karakteristik denkleminin kokleri A, ve A,, reel, farkli ve ayni isaretli ise
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(3.13) sisteminin (0,0) kritik noktasi bir digiim noktasidir. Bunu kanitlamak mimkindir,
buna gére ilk olarak A; ve A,’nin her ikisinin de negatif ve 1, < 1, <0 oldugunu
varsayacagiz. (3.13) sisteminin genele ¢6zimi soyle yazilabilir.

x = c;AjeMt + c A et

3.17
y = ¢;BeMt + ¢, B,ett (3:.17)

Burada A,, By, A, ve B, belirli sabitlerdir ve A;B, # A,B; dir. Ayrica c; ve c, keyfi

sabitlerdir. c, = 0 segerek su sonucu elde ederiz.

x = c A et 318
y = ClBle)qt ( : )
c; = 0 segerek su sonucu elde ederiz.
x = c,A,ett

22 (3.19)

y = c,B,et2t

Her c¢; > 0 degeri icin, (2.18)'in ¢6zimi bize B;/A; egrisine ait B;x = A;y dogrusunun
yarim yoringesini verir. Her ¢; < 0 degeri igin, (3.18)’in ¢6zim{ bize diger yariyi verecektir.
A1 < 0 oldugundan dolayl, t » 4+ iken, bu her iki yari yoringe (0,0) noktasina
yaklasacaktir. Ayrica y/x = B;/A; oldugundan dolayi, bu iki yoriinge B;/A; egrisi ile

beraber (0,0) noktasina girer.

Benzer sekilde, her ¢, > 0 degeri igin, (3.19)’'un ¢6zim bize B, /A, egrisine ait B,x = A,y
dogrusunun yarim yoriingesini verir. Her ¢, < 0 degeri igin, (3.18)’in ¢dziim bize diger yariyi
verecektir. 1, < 0 oldugundan dolayi, t — +oo iken, bu her iki yar yériinge (0,0) noktasina
yaklasacaktir. Ayrica y/x = B,/A, oldugundan dolayi, bu iki yoriinge B,/A, egrisi ile

beraber (0,0) noktasina girer.

Bu nedenle, (3.18) ve (3.19) bize her biri t » 4+ iken (0,0) noktasina yaklasan ve giren dért

tane yarim yoriinge verecektir.

Eger ¢, # 0 ve ¢, # 0 ise, (3.17) genel ¢6zimi bize diiz olmayan yoriingeler verecektir.
Tekrar, ; < A, < 0 oldugundan dolayi, bitiin bu yériingeler t — 4o iken (0,0) noktasina

yaklasacaktir. Buna ilaveten,
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184 (A=)t
y_ cAre™t + ¢ A etet _ ( Cy )e N+ B,

x c¢;BjetMt + c,B ettt (Cl_Al) ea-1)t 4 A,
Co

oldugundan dolayi,

olacaktir ve bu nedenle tim yériingeler B, /A, egrisi sinirlari igerisinde (0,0) noktasindan
gecer. Bu sebeple, tiim yériingeler (diiz ve diiz olmayan) t - 4+ iken (0,0) noktasindan
gecer. Ve ayrica, (3.18) tarafindan tanimlanan ikisi hari¢ timi B, /A, egrisi ile girecektir.
Bolim 3. 2 (d) “de ki tanima gore, (0,0) kritik noktasi bir digiimdiir. Acik¢a asimptotik olarak

kararhdir. Sekil 3. 3’de yoriingelerin nitelikli bir diyagrami gérilmektedir.

Simdi eger, A, ve A,nin her ikisinin de pozitif ve A; > A, > 0 oldugunu varsayarsak, (3.13)’'Un
genel ¢6zimind vyine (3.17) formunda oldugunu goririiz ve oOzel (3.18) ve (3.19)
¢Ozlimlerinin hali hazirda var oldugunu goriiriiz. Durum Oncekiyle aynidir, ancak tim
yoriingeler t —» —oo iken (0,0) noktasindan gecer. Sekil 3. 3’nin diyagrami hala gecerlidir
fakat tim oklar aksi yénde olacaktir. (0,0) kritik noktasi yine kararl olacaktir ancak acgikca bir

diugiim degildir.

2- (3.16) karakteristik denkleminin kokleri 1; ve A,, reel, farkli ve farkl isaretli ise (3.13)

sisteminin (0,0) kritik noktasi sekil 3. 1 (b) de verilen bir eyer noktasidir.

Byx = Ay ¥

Sekil 3. 3 DUglim noktasi
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3- (3.16) karakteristik denkleminin kokleri A, ve A4,, reel ve esit ise (3.13) dogrusal

sisteminin (0, 0) kritik noktasi bir digim noktasidir.

4- (3.16)'daki karakteristik denklemin kokleri olan A; ve A, sifir olmayan(yani yalin sanal
olmayan) gercek kismiyla eslenik karmasiktirlar. Bu durumda (3.13) dogrusal sisteminin

(0,0) kritik noktasi sekil 3. 4 de verilen bir sarmal noktadir.

Yh

/

Sekil 3. 4 Sarmal nokta

5- (3.16)'deki karakteristik denklemin kékleri olan A; ve A, yalin sanaldirlar. Bu durumda

(3.13) dogrusal sisteminin (0,0) kritik noktasi bir merkezdir.
(3.14) denkleminde ad = bc # 0, durumu icin (0,0)"In sisteminin tek kritik noktasi
oldugu dogrusal bir sistemi asagidaki gibi g6z 6niinde bulunduralim.

dx _ d_y _
o, = ax + by, o = cx +dy. (3.13)
Bu Durumda;

a) Eger (3.16) karakteristik denkleminin her iki koki negatif gercek kisimlarla gercek, negatif

veya eslenik karmasiksa o zaman (3.13)'ln (0, 0) kritik noktasi asimptotik olarak sabittir.

b) Eger (3.16)'nin kokleri yalin sanal ise o zaman (3.13)'in (0,0) kritik noktasi sabittir

ancak asimptotik olarak sabit degildir.
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c) Eger (3.16)'nin her iki koki de gercek ve pozitifse veya eger kokler pozitif gergek kisimlarla
eslenik karmasiksa o zaman (3.13)'un (0, 0) kritik noktasi degiskendir.

3.5 Dogrusal Olmayan Sistemlerin Yoriinge ve Kritik Noktalari

3.5.1 Dogrusal Olmayan Sistemler Hakkindaki Temel Teoremler

Dogrusal olmayan reel otonom bir sistemini ele alalim.

% =P(x,y)
dy (3.22)
E - Q(X;Y)

(3.4) sisteminin, orijini keyfi olarak segilmis olan (0,0) noktasinda izole edilmis bir kritik
noktaya sahip oldugunu varsayalim. (3.4) sisteminde esitligin saginda bulunan P(x,y) ve
Q(x, y) fonksiyonlarinin su formda yazilabilecegi varsayiminda bulunalim:

P(x,y) = ax + by + P,(x,y),

Q(x,y) = cx +dy + Q1(x, y). (3.23)

Burada:

1. a,b,cved reel sabitler, ve
a b|
#0
|c d

olur. Ayrica,

2. P; ve Qq tum (x,y) degerleri igin birinci dereceden, sirekli, kismi tlirevlere sahip
olsun ve

: P1(xy) - Q1 (x,y) s
(x'yl)lir(lo'o) J;lcz—+—3ﬂ = lim(y,y)-(0,0) J;lcz—+—3ﬂ = 0 kosulunu saglasin

bu durumda ele alinan sistem su formda yazilabilir:

% =ax + by + P,(x,y)
dy (3.24)
D = ex+dy+0ixy)

Boylece a,b,c,d,P; ve Q, yukarida verilen 1 ve 2 nolu maddelerin sartlarini yerine

getirecektir.

35



Eger (3.4)'de verilen sistemin, (0,0) noktasi etrafinda kuvvet serisi yazilmak istenirse su

sekilde yazilabilir:

d oP oP
d_J;:[ﬁ](oo)xﬁ'[W](Oo)y+a12x2+a22xy+a21y2+---

’ ’ 2
dy _[0Q a0 b 24+ p b, V2 (3:29)
dt = a(oo)x-l- @(00)3"" 12X°+ 022Xy + Dp1Y" +

(3.24)'deki denklem formunda yazilan yukaridaki sistemde, esitligin P;(x,y) ve Q,(x,y)
terimleri yiksek mertebedendir. 1. ve 2. maddede verilen kosullari ise asagida verilen
jakobiyen ile saglanir.

a(P,Q)

X 20
a(x,y)

(0,0)

(3.25)’deki denklem sisteminde, P(0,0) = Q(0,0) = 0 oldugundan dolayi, esitligin saginda

bulunmasi gereken sabit terimlerin olmadigina dikkat ediniz.
Teorem

Hipotez:

% =ax + by + P,(x,y)

dy (3.24)
F=cx+dy+Qxy)
Dogrusal olmayan sistemi ele alirsak, buradaki a, b, ¢, d, P; ve Q, onceki sayfada verilen 1 ve
2 nolu maddelerin sartlarini yerine getirecektir. Ayrica (3.24) sisteminden P;(x,y) ve

Q1 (x, y) terimlerinin ¢ikariimasiyla elde edilen asagidaki dogrusal sistemi ele alalim:

% = ax + by
dy (3.13)
qr = cx +dy

Her iki sistem de (0,0) noktasinda izole bir kritik noktaya sahiptir. (3.13) dogrusal sistemi icin,

A; ve A, nin karakteristik denklem kokleri oldugunu kabul edelim. Oyleyse:
A —(a+d)A+(ad —bc) =0 (3.16)

Sonuglar: Asagidaki hallerde, (3.13) dogrusal sisteminin (0,0) noktasindaki kritik noktasi

(3.24) sistemi ile aynidir:
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A, ve A, kokleri reel, farkli ve ayni isarete sahipse; (0,0) noktasi sadece (3.13) sisteminin

degil, ayni zamanda (3.24) sisteminin de diiglim noktasidir.

(i) A, ve A, kokleri reel, farkh ve ters isaretliyse; (0,0) noktasi sadece (3.13)
sisteminin degil, ayni zamanda (3.24) sisteminin de eyer noktasidir.

(ii) Ay ve A, kokleri reel, cakisik ve (3.13) sistemi icin a=d #0, b=c=0
sartlari saglaniyorsa; (0,0) noktasi sadece (3.13) sisteminin degil, ayni
zamanda (3.24) sisteminin de diigiim noktasidir.

(iii) A, ve A, kokleri karmasik eslenik ve gercel kisimlari sifirdan farkh ise, (0,0)
noktasi sadece (3.13) sisteminin degil, ayni zamanda (3.24) sisteminin de
spiral noktasidir.

1. Asagidaki kosullar saglanirsa, (3.13) dogrusal o sistemin (0,0) kritik noktasi ile (3.24)
dogrusal olmayan sisteminin kritik noktasi ayni tipte olmak zorunda degildir:

(iv) Ay ve A, kokleri reel, ¢akisik ve (3.13) sistemi icin a=d #0, b=c=0
sartlari saglaniyorsa; (0,0) noktasi (3.13) dogrusal sisteminin digim noktasi
olmasina ragmen, (3.24) icin bu nokta diigiim veya sarmal olabilir.

Y&

N

- \\ i

(a) (b)

Sekil 3. 5 Dogrusal ve dogrusal olmayan eyer noktasi
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(v) A, ve A, kokleri sadece sanal kisimdan olusuyor ise; (0,0) noktasi (3.13)
dogrusal sisteminin merkez noktasi olmasina ragmen, (3.24) icin bu nokta

merkez veya sarmal olabilir.

(3.24) dogrusal olmayan sistemi icin (0,0) kritik noktasiyla, (3.13) dogrusal sisteminin kritik
noktasi yukarida verilen (i), (ii), (iii) ve (iv) sartlari saglandiginda ayni olsa da; aslinda
yoriingelerin gercek gériiniimleri biraz farklidir. Ornegin, (0,0) noktasi, (3.13) dogrusal
sistemi icin bir eyer noktasiysa (0,0) noktasindan gecen dort adet yarim yoriinge
bulundugunu bilinmektedir. Bunlar: t — +o0 igin iki tane ve t — —oo igin iki tanedir. Ancak,
(3.24) dogrusal olmayan sisteminde (0,0), dogrusal olan sistemde yer alan yarim
yoriingelerin gectigi yerler yerine, eyer noktasindan gecen 4 adet dogru olmayan (egimli)
yoringe bulunmaktadir. Bunlar: t = +oo igin iki tane ve t = —oo igin iki tanedir. Bu durum

Sekil 3. 5’de gosterilmistir.

Teorem, (3.24) dogrusal olmayan sisteminin (0,0) kritik noktasinin tipini agiklamaktadir. Ayni
sistemin (0,0) noktasindaki kararliligini ise “ Liapunov Teoremi” ile incelemektedir. Buna

gore

1. (3.13)’e ait (3.16)'da verilen karakteristik denkleminin A; ve A, kokleri, reel ve
negatifse veya negatif gercel kisma sahip kompleks eslenik kdklerse; (0,0) noktasi
sadece (3.13) dogrusal sistemine ait asimptotik kararli kritik noktasi degil, ayni
zamanda (3.24) dogrusal olmayan sisteminin de asimptotik kararh kritik noktasidir.

2. 1, ve A, kékleri, sadece sanal kissmdan olusuyorsa; (0,0) noktasi (3.24) sisteminin
asimptotik kararl kritik noktasi olmasina ragmen, (3.13) dogrusal sistemi icin (0,0)
kritik noktasi kararhdir ancak asimptotik kararli olmayabilir.

A4 ve A, koklerinin herhangi biri reel ve pozitif veya gercel kisimlari pozitif karmasik
eslenikse; (0,0) noktasi sadece (3.13) dogrusal sistemine ait kararsiz kritik noktasi degil, ayni

zamanda (3.24) dogrusal olmayan sisteminin de kararsiz kritik noktasidir.
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BOLUM 4

DINAMIK SISTEMLERE ORNEKLER

4.1 Dinamik Sisteme Ornek Olarak Zorlamali S6niimlii Salinici Problemi

Sekil 4. 1 Zorlamali s6nimli salinim sistemi

Yukaridaki sekilde belirtilen kitle-yay sistemine ait diferansiyel denklem su sekildedir. (B

sonlim terimi = a olmak lizere)
dx
m——+a—+kx = (4.1)

Buradam > 0, a = 0 ve k > 0 sabitleri sirasiyla; kiitleyi, sonimleme katsayisi, yay sabitidir.

(4.1) denkleminin birinci mertebe esdeger sistemi asagidaki gibidir.

dx_
at Y
dt m m
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(4.2) sisteminin ¢ozimi (4.1) denklem sistemi ile ilisigi bulunan xy faz dizlemindeki
yoriingeleri (faz yoriingelerini) tanimlar. (4.2) denkleminden bu yoringe diferansiyel

denklemleri ise iki denklemin oranindan su sekilde bulunur:

dy  kx+ay

dx my

(4.2) sisteminin tek kritik noktasinin (0,0) oldugu gorilmektedir. (4.1) denkleminin

karakteristik denklemi:

a k
2t+—2+—=0 (4.3)
m m
ile gosterilirken, (4.2) diferansiyel denkleminin yardimci denklemi ise soyledir:
mri+ar+k=0 (4.4)

Cizelge 4.1 (4.1) sisteminin davranisi

Karakteristik "= k (0,0) kritik
- ve Yardimci m’ noktasinin xy
Sénimleme _ Yorum
B =a/2m
denklemin faz
Faktori e
kodklerinin Denklemlerinin ¢6ziim diizlemindeki
yapisl formu yapisi
Salinim hareketi.
a=0 Sadece sanal (Kararl) Yer degistirme ve
kissimdan x = c cos(wt + ¢) Merkez hiz, zamanin
(sénimleme yok) g
olusan kokler periyodi
fonksiyonudur.
Sénimlenen
. . salinim hareketi.
a < 2Vkm Reel kisimlari Asimptotik
= _.Bt e .
(eksik negatif olan x=ce cos(wst + ) kararl spiral Yer degistirme ve
eksi w0 = o — B2 ‘
Sniiml ) karmasik 1=V B hiz giderek
séniimleme
eslenik kokler azalarak sifira
yaklasir.

40




Cizelge 4.1 (4.1) sisteminin davranisi(devami)

Karakteristik k (0,0) kritik
w=_|=,
. ve Yardimci m noktasinin xy
Sénlimleme B =a/2m Yorum
denklemin faz
Faktori a D
kéklerinin Denklemlerinin ¢6zim | gijzlemindeki
yapisi formu yapisi
a = 2Vkm Reel, cakisik ve Asimptotik Salinim yok. Yer
negatif ko ararh dGiglim | degistirme ve hiz
if Kok kararl digi dedisti h
(kritik séniimleme) x = (c; + cyt) e Pt
sifira yaklasir.
a > 2Vkm Reel, x =cent 4+ c,e™t Asimptotik | Salinim yok. Yer
irbirinden 1=- 2~w? kararli digim | degistirme ve hiz
birbirind n=-B+/B
(asiri sénimleme) 2= —f—B?-w?
farkli ve sifira yaklasir.
negatif

(4.4) ve (4.3) denklemleri agik¢a ayni A,ve A, koklerine sahiptir. Cizelge (4. 1) da olasi tim
durumlarin, denklem ¢6ziim formlari, kritik noktanin faz analizi ve kisaca yorumlari toplu

halde verilmistir.

4.2 Dogrusal Olmayan Korunumlu Sistemler

Enerji kaybi ihmal edilebilecek kadar kiiclik olan bir dinamik sistemi ele alalim. Bu ihmali de
g0z online alarak, enerjinin korunumu kanununa gore, sistemin kinetik enerijisi ile potansiyel
enerjisinin toplami sabit olacaktir. Bir baska deyisle sistem korunumlu olarak kabul

edilecektir.

Spesifik olarak, x yer degistirmesinin bir fonksiyonu olan F kuvvetinin ilk haline donmesi icin
gerekli egrisel hareket halinde olan m kitlesinin bir parcacigini ele alacagiz. O halde,
hareketin diferansiyel denklemi séyle olacaktir:

d?x

mﬁ = F(X) (4.4)
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Burada F, tim x degerleri icin var oldugunu kabul edelim. (4.4) diferansiyel denklemi

dogrusal olmayan otonom sisteme esdegerdir.

dx B

dt

dy F(x)

= (4.5)

dt terimini elimine ederek, (4.5) sistemine ait xy faz dizlemi icin rotalarinin diferansiyel

denklemini elde ederiz.

d F(x
dy _F(x) (4.6)
dx my
Buna gore, dymy=F(x)dx, x=x, ve t=t, noktasinda y = % =y, oldugunu
varsayarak integral alinirsa:
1 1 x
—my?—-myé= j F(x)dx
2 2 .

0
veya,
1 x 1 5 o
—myz—j F(x)dx =-myé — j F(x)dx (4.7)
2 0 2 0

. - 1 dx 2 . . . . e s
Denklemi elde edilir. Bu denklemde om (E) sistemin kinetik enerjisidir ve
X
V() = — j F(0)dx
0

Sistemin potansiyel enejisini olusturur. Bu sebeple (4.7) deki esitlik su formu alir:
1
—my*+ V(x)=h (4.8)

2

Burada h sistemin toplam enerijisidir ve ac¢ilimi ise su sekildedir:
1 x 1
h= ST — F(x)dx = > MY +V(x)=0
0

(4.8) denklemi (4.6) denkleminden integral alma yéntemiyle bulundugundan dolayi, (4.8)
denkleminin xy faz diizlemindeki yoringeleri verdigi gorulebilmektedir. Verilen bir h degeri
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(a)

(b)

icin (3.8) denklemi yoluyla bulunan yoriingeler, xy dizlemi lzerinde sabit bir enerji egrisi
olusturur. Bir baska deyisle, her bir enerji yoringesi boyunca, sistemin toplam enerjisi

sabittir; bu enerjinin korunumu kanuna da uymaktadir.

(4.5) sisteminin kritik noktalari (x.,0) dir. Burada x., F = 0 denkleminin hesaplanmasiyla
bulunur. Bu noktalara sistemin denge noktalari adi verilir. (4.6) denkleminden de
gorulebilecegi gibi x eksenini kesen yollar dizlemin sag tarafindadir ve x = x. dogrusuna
yatay olarak tegettir. (4.8) denkleminden ise bu yollarin x eksenine simetrik oldugu

gorilmektedir.

(4.8) denkleminden

y== %[h —V(x)] (4.9)

y = f(x) yorungeleri su yolla bulunabilir:

Dikdortgensel bir xY diizleminde olusturulan, her bir h degeri icin ¢izilmis Y = V(x) grafigi
ve Y = h dogrusu bulunarak (Sekil 4. 2(a)). Her bir sabit h degeri icin h — V' (x) farki bulunur.
xY dizleminin hemen altina xy faz diizlemi, Y ekseni ile y ekseni ayni dikey ¢izgide olacak
sekilde cizilir (Sekil 4.2 (b)). (a) Metotta bulunan her bir h — V(x) farki, her x degeri igin,
2/m sabitiyle carpilir ve (4.9) denkleminden karsilik gelen xy faz dizlemindeki y degerleri

bulunarak cizim yapilr.

(4.5) sisteminin kritik noktasinin (x,, 0) oldugunu ve her bir x, degerinin F(x.) = 0 yoluyla
bulundugunu gozlemlemistik. Simdi F(x) = —V’(x) olduguna dikkat ediniz ve V’(x) = 0 In
V(x) fonksiyonunun ya goreceli bir ekstremumu ya da x = x, de bir kirlma noktasinin
varhigini ima ettigini hatirlayiniz. Bu sebepten 6tird, (4.5) sisteminin tiim kritik noktalarinin x
ekseni Uzerinde oldugu ve V(x) potansiyel enerji fonksiyonunun goreceli minimum oldugu
veya dikey kirilmaya ugradigi noktalara karsilik geldigi sonucuna ulasabiliriz. Simdi bu (¢

olasiligi yukarida belirtilen grafiksel metodu kullanarak tartisacagiz.
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Sekil 4. 2 (a) xY diizlemi, (b) xy faz dlizlemi

1. V(x)in x = x, noktasinda goreceli minimum oldugunu varsayalim (bkz. sekil 4. 3).
V(x.) = hy = 0 kabul edelim ve h,’dan buyik bir h degeri ele alahm ve h; adini verelim.
h = hy igin, (4.9) denklemi kullanilarak bulunan y degeri, a; < x < b, icin gerceldir ayrica
X =a, ve y = b; noktalarinin her birinde sifira esittir. Yorlngelerin simetrik olmasi
sebebiyle, h = h;’e karsilik gelen rota, (x.,0) noktasi etrafinda kapali bir eliptik sekil
olusturur. Bu durum tim h > h, yérungeleri icin gegerlidir ve (x.,0) noktasi etrafinda
yaklasarak devam eder. Bu sebeple V (x) potansiyel enerji fonksiyonunun x = x, noktasinda
goreceli bir minimuma sahip oldugu ayrica (x., 0) kritik noktasinin merkez ve kararl oldugu

sonucuna ulasilir.

2. V(x)in x = x. noktasinda géreceli maksimum oldugunu varsayalim (bkz. sekil 4. 4).

V(x.) = hy = 0 kabul edelim ve hy'dan kiglk bir h degeri ele alalim ve h; adini verelim.
h = hy igin, (4.9) denklemi kullanilarak bulunan karsilik gelen y degeri, x < a; ve x = b,
noktalarinin her birinde reeldir; ayrica x = a; ve y = b; noktalarinin her birinde sifira esittir.

Bu sebeple x < a, i¢in, h = hy’e karsilik gelen yoriinge acikhgl x = a; dogrusunun soluna
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bakan hiperbolik benzeri bir egri seklini alir. Oysa x = b, igin, , h = h;’e karsilik gelen
yorlinge, acikligl y = b; dogrusunun sagina bakan hiperbolik benzeri bir egri seklindedir.

Simdi h,’dan biyuk bir h degeri ele alalim ve h, adini verelim. h = h, i¢in, (4.9) denklemi
kullanilarak bulunan y degeri, x. ye yakin tiim x degerleri icin gerceldir. Ustelik y’nin pozitif
degerleri x = x/'ye karsilik gelen deger igcin minimumdur (m diyelim) ve y’nin negatif
degerleri x = x.'ye karsilik gelen deger icin maksimumdur (—m olur). Bu nedenle x_/'ye
yeterince yakin olan h = h,’ye karsilik gelen tim x degerleri, bir tarafi (x.,m) den yukar

bakan diger tarafi ise (x., —m)’den asagi bakan, bir ¢ift hiperbolik benzeri sekil olusturur.

YA
/ Fix)
hy
] H
i H
1 [ : "’ﬁ
i ¥ |
| | |
‘ ‘ i
» ol
o ﬂ‘j .I‘ b. X
YA
.
0 ay 1 x

Sekil 4. 3 Faz diizlemi davranisi
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Sekil 4. 4 (4.8) ile verilen sistemin davranisi

Son olarak, h = hy’a karsihk gelen yoériingeleri ele alahm. h = h; igin, (4.9) denklemi
kullanilarak bulunan karsilik gelen y degeri, x = x. icin sifirdir. x # x_ igin ise gergel ve ters
isaretlidir. Bu sebeple, x eksenini x = x, noktasinda kesen iki adet geometrik egri vardir ve
bu iki egeri (x., 0) noktasina yaklasan ve giren dért adet yoldan olusur; t > +oo igin iki tane
ve t —» —oo icin iki tanedir. Bu ve bundan onceki iki paragraftaki tartismamiza dayanarak;
eger V(x) potansiyel enerji fonksiyonu x = x/de goreceli minimumsa (x.,0) kritik

noktasinin bir eyer noktasi ve kararsiz oldugu sonucuna ulasabiliriz.

3. V(x)in x = x. noktasinin yatay kirllma noktasi oldugunu varsayalim (bkz. sekil 4. 5).

V(x)'in tum x # x, icin kesin olarak arttigini ve V(x.) = hy = 0 oldugunu kabul edelim.
Daha 6nceki 1 ve 2 durumlarini da g6z onine alarak, yoringelerin sekil 4. 5 te gosterilen
sekilde gorindigine ulasabiliriz. Tipik bir h # hy degeri icin ( diyelim ki h; < h, veya
h, > h,) rotalarin x eksenine neredeyse simetriktir ve x eksenini neredeyse dogru acilarda
keser. h = hy icin simetri 6zelligi korunur fakat boynuz seklini alarak (x.,0) kritik noktadan

gecer. (bkz. sekil 4. 5) (x., 0) kritik noktasi, bozunmus tip bir noktadir ve kararsizdir.
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Boylece (4.9) ile verilen korunumlu bir sistem icin faz uzayi gosterimi kullanilarak grafiksel bir
¢O6ziim bulunmus olur. Analitik ¢6zim metodunu uygulanmasinin yani sira, temel kalklis

hesabiyla da ayni sonuca ulasilabilir.
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Sekil 4. 5 Yoriingelerin kritik noktadaki davranisi

Bu anlatilanlara gore
m——s, = F(x) (4.10)

Seklinde verilen ve korunumlu bir dinamik sistemin diferansiyel denklemi olsun. Buna gore

bu denkleme

dx B

dy Y

dy F(x)

@t m (4.11)

Seklinde esdeger otonom sistemi ele alinarak, (x.,0) noktasinin bu sistemin kritik noktasi

oldugunu varsayilsin. Ayrica V, (4.11) diferansiyel denklemine sahip dinamik sistemin

Vix)= — fox F(x) dx seklinde tanimlanan potansiyel enerji fonksiyonu olsun.

Bu durumda su sonuclara ulasilabilir:

Eger potansiyel enerji fonksiyonu x = x. noktasinda yerel minimuma sahipse (x., 0) noktasi
dengeli bir merkez noktasidir.
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2. Eger potansiyel enerji fonksiyonu x = x,. noktasinda yerel maksimuma sahipse (x.,0)
noktasi dengesiz bir eyer noktasidir.
3. Eger potansiyel enerji fonksiyonu x = x. noktasinda kiriliyor, bikuliyor ise (x.,0) noktasi

dengesiz bir bozunum tipi boynuz noktasidir.

4.3 Dogrusal Olmayan Sistemlerin Davranislarinin Parametreye Baghlig

Kisaca anlatmak gerekirse, korunumlu bir dinamik sistemde F kuvvetinin, sadece x yer
degistirme parametresine degil ayni zamanda A parametresine de bagh olmasi durumu soz
konusu olabilir. Buna 6rnek olarak su diferansiyel denklem formunu ele alalim:

d?x
dt?

=F(x, 1) (4.12)

Burada F kuvvet fonksiyonu x ve A nin tim degerlerinin bir fonksiyonudur. (4.12) de verilen

diferansiyel denklemin, dogrusal olmayan otonom esdeger sistemi asagidaki gibidir.

dx B

dt

dy

- = F(x, 1) (4.13)

A Parametresinin her sabit degeri igin, (4.13) sisteminin kritik noktasi (x.,0) olacaktir.
Buradaki x degeri olan x,, F(x, ) = 0 denkleminin koklerinden olusur ve bilinmeyen x’in bir
denklemi olarak kabul edilir. Genel olarak, A parametresi belirtilen bir aralikta siirekli
degisecektir, bunun sonucunda buna karsilik gelen x. degeri noktasi; nihayetinde de buna
karsihk gelen (4.13) sisteminin kritik noktasi, yoringeleri ve ¢oziimleri de degisecektir. 1
Parametresinin alacagi bir degerde, kendinden o6nceki aldigi degerlere gore; iki veya daha
fazla kritik noktada birlesecektir veya bunun tam tersi olacak bir veya daha fazla noktada
birbirinden ayrilacaktir. Birlesme olayinin gerceklestigi A degerlerine, kritik deger; ayrilma
olayinin gerceklestigi degere ise dallanma degeri denir. Bu degerde, yoriingelerin dogasi
ansizin degisecektir. (4.13) sisteminin kritik deger ve noktalarin belirlenmesinde F(x,1) = 0

denkleminin, xA faz dizlemindeki iliskilerinin grafiginin incelenmesi bize fayda saglayacaktir.
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4.4 Liapunov’ un Dogrudan Metodu

Bolim 4.1 de, korunumlu bir dinamik sistemin denge noktasinda, potansiyel ener;ji
fonksiyonunun goéreceli minimum olmasi durumunda sistemin kararli, maksimum olmasi
durumunda ise karasiz oldugunu incelemistik. Bu prensip, Rus asilli matematikci olan
Liapunov tarafindan genellenerek, otonom korunumlu sistemlerin incelenmesi icin yeni bir

metot olarak gelistirilmistir. Bu metoda Liapunov’un Direkt Metodu (veya ikinci metodu)

denir.

d

d—f =P(x,y)

dy (4.14)
E = Q(X, y)

(4.14) dogrusal olmayan otonom sistemini ele alalim. Sistemin (0,0) orijin noktasinda izole
edilmis bir kritik noktasinin var oldugunu, ayrica P ve Q fonksiyonlarinin tim (x,y)

degerlerinin birinci kismi tirevleri icin strekli oldugunu kabul edelim.

TANIMLAR:

E(x,y) fonksiyonunun, (0,0) orijin noktasini da iceren D bélgesinde, tim (x,y) degerinin

birinci kismi tlirevleri icin strekli oldugunu kabul edelim.

Eger E fonksiyonu, D bélgesindeki tim (x,y) degerleri icin E(0,0) =0 ve E(x,y) >0

kosullarini sagliyorsa; D bélgesinde, “pozitif tanimli” adini alir.

1. Eger E fonksiyonu, D bolgesindeki tim (x,y) degerleri icin E(0,0) =0 ve
E(x,y) = 0 kosullarini saghyorsa; D bélgesinde, “pozitif yari-tanimli” adini alir.

2. Eger E fonksiyonu, D bélgesindeki tim (x,y) degerleri icin E(0,0) =0 ve
E(x,y) < 0 kosullarini saghyorsa; D bélgesinde, “negatif tanimli” adini alir.

3. Eger E fonksiyonu, D bélgesindeki tim (x,y) degerleri icin E(0,0) =0 ve
E(x,y) < 0 kosullarini saghyorsa; D bélgesinde, “negatif yari-tanimli” adini alir.
E(x,y) fonksiyonunun, (0,0) orijin noktasini da iceren D bélgesinde, tim (x,y) degerinin
birinci kismi tlirevleri icin slirekli oldugunu kabul edelim. E fonksiyonunun (4.14) sistemi icin

kismi tirevine E adini verelim ve E yi soyle tanimlayalim:
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_ 0E(x,y) p 0E(x,y)

E 7 POy + % Q(x,y) (4.15)

(4.14) ile verilen

d
@ =Py
d
F=00y)

Sistemini ele alalim. Sistemin (0,0) orijin noktasinda izole edilmis bir kritik noktasinin var
oldugunu, ayrica P ve Q fonksiyonlarinin tim (x,y) degerlerinin birinci kismi tiirevleri igin
strekli oldugunu kabul edelim. E(x,y) fonksiyonunun, (0,0) orijin noktasini iceren D
bolgesinde, tim (x,y) i¢in pozitif tanimli oldugunu ayrica (4.14) sistemi igin tanimli E
fonksiyonuna ait E nin tim (x,y) € D degerleri igin negatif yari-tanimh oldugunu kabul
edelim. Bu durumda E fonksiyonuna, D bdlgesinde, Liapunov fonksiyonu adi verilir. Buna
Liapunov tarafindan verilen bir teorem olarak (a) Eger (0,0) noktasini iceren bir D
bélgesinde, Liapunov fonksiyonu E mevcut ise, (0,0) kritik noktasi kararlidir. (b) Eger (0,0)
noktasini iceren bir D bolgesinde, Liapunov fonksiyonu E mevcut ise; ayrica (4.14) denklemi
ile elde edilmis ve D bolgesinde, negatif tamimli bir E fonksiyonuna sahipse, (0,0) kritik

noktasi asimptotik kararlidir [11].
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BOLUM 5

SONUCLAR VE ONERILER

Dogrusal olmayan dinamik sistemlerle ilgili calismalar ginimizde temel bilimin,
miihendisligin, tibbin ve sosyal bilimlerin hemen hemen her dalinda karsimiza ¢ikmaktadir.
Bu nedenle bu tir sistemlerin matematiksel olarak nasil tanimlanacagini ve dinamik bir
sistemin zaman icindeki davranisinin hangi yontemlerle incelenecegini anlamak 6nemli bir
calisma konusudur. Bu konuda oldukca cesitli ve genis bir literatlir mevcuttur. Bu tezde
konunun temel kavramlarinin anlasilmasi icin genel ve kisa bir inceleme yapilmistir. Tezde
incelenen sistemler ve kullanilan teoremler klasik mekanik diye adlandirilan sistemler goz

onine alinmistir. Dogrusal olmayan kuantum sistemleri ile ilgili calismalara girilmemistir.

Bu tezin ikinci bolimiinde harmonik salinicilar, av-avcl problemi veya rekabet edici
sistemler, kulak zari titresimi, elektrik devreleri gibi bazi dogrusal olmayan otonom
(korunumlu) sistemlerin matematiksel olarak nasil tanimlandigini, bu sistemlere ait
diferansiyel denklemlerin nasil ifade edildigi anlatildi. Bu problemlerin ¢oziimleri topolojik(
yapisal geometrik davranis), analitik ve nimerik olarak incelenebilir. Dogrusal olmayan
sistemler icin bazi 6zel durumlar hari¢ genellikle analitik ¢6ziim yontemleri mevcut degildir.
Fakat bircok durumda dogrusal olmayan denklemler bazi tekniklerle ve yaklasimlarla
dogrusal hale getirilerek ¢coziimler elde edilebilir (Cizelge 3. 1). Dogrusal olmayan bir sistemin
topolojik olarak incelenebilmesi icin sisteme ait degiskenlerin olusturdugu “faz uzay!”
olusturulur. Faz uzayinda otonom sistemin zaman igindeki gelisimi cesitli yoriingelerle ifade
edilebilir. Tezin Ucglncl bolimiu bu yoringe tipleri ve bu yoringelerin faz dizleminde
olusturdugu kritik noktalarin tanimlari yapildi. Buna gore sistemin ne tlir bir davranis

gOsterecegi, ne zaman kararli olup olmadigi anlatildi.
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Bolim dortte dogrusal olmayan korunumlu sistemlere 6rnek olarak sonimli zorlamali
salinici problemi ve yerel bir V(x) potansiyel enerjine sahip bir sistemin faz uzayindaki
davranisi incelendi. Bu sistem icin V(x) potansiyelinin c¢esitli durumlarina bagh olarak faz
uzayindaki yoriinge tipleri, kritik noktalari ve sistemin kararlilik kosullari incelendi. Salinici
probleminde sistemin parametrelerine gore sistemin davranisi Tablo 2 de Ozetlendi.
Dogrusal olmayan dinamik sistemlere ait Lyapunov tarafinda verilen kararlilik teoremleri ve
sonuclari tartisildi.  Bu tezde sayisal ¢6zim yodntemleri incelenmedi. Sayisal ¢6zim
yontemleri molekiler dinamik, Monte Carlo simiilasyon, sonlu farklar yontemi gibi bircok
yontemi icermektedir. Bu yontemlerin her biri basl basina bir inceleme konusudur. Ayrica
faz uzayi analizi yapilir iken sistemin periyodik veya kaotik davranisi da incelenebilir. Bu tiir
bir analiz icin faz diizleminde Poincare kesiti denen bir yontem kullanilabilir. Buna goére faz
dizleminde Poincare kesitinin belirledigi sekil fraktal yapiya sahip ise sistem kaotik
davranacaktir. Tezde 2.1 konusunda anlatilan Lojistik denklem seklinde davranan bir sistem
icin zaman serisi yontemi uygulanabilir. Burada bir parametreye bagl ve exponansiyel
davranan Lyapunuv fonksiyonu tanimlanarak bu fonksiyonun davranisina gore de sistemin

periyodik veya kaotik olup olmadigi incelenebilir[5].
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