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OZET

ANAHTARLAMALI ZAMAN GECIKMELI SISTEMLER ICIN OTURMA
ZAMANI EN KUCUKLEMESI

Ahmet Taha Koru

Kontrol ve Otomasyon Miihendisligi Anabilim Dal1

Doktora Tezi

Tez Danigsmani: Dog. Dr. Akin Delibasi

Es Damisman: Prof. Dr. Hitay Ozbay

Bu calismada, anahtarlamali zaman gecikmeli sistemlerin kararlilig1 i¢cin gereken oturma
zamaninin en kiiciiklemesi, s6zde-konveks yari-kesin optimizasyon yoOntemleri ile
gerceklestirilmigtir. Sistemin kararligini incelemek i¢in pargali Lyapunov-Krasovskii
fonksiyonelleri kullanilmis ve bu fonksiyonellerin tiirevinin negatif oldugu serbest agirlik
matrisleri yontemi ile gosterilmistir.

Oturma zamam kosullarinin bulunmasi ve en kiicliklenmesi i¢in iki farkli yontem
gelistirilmigtir. Birinci yontemde parcali Lyapunov - Krasovskii fonksiyonelleri
kullanilarak oturma zamani i¢in gerek kosullar ortaya konulmus ve dogrusal matris
esitsizlikleri yontemleri ile en kiiciikleme gerceklestirilmistir. Ikinci yontemde ise
Lyapunov - Krasovskii fonksiyonelleri zamana baglh planlanmistir. Bu fonksiyonelleri
kullanarak yeter kosullar ortaya konulmus ve en kiiciikleme islemi gerceklestirilmistir.
Sayisal ornekler araciliiyla bu ¢aligmada gelistirilen algoritamalarin literatiirdeki gegmis
caligmalardan daha iyi sonuglar verdigi, karsilastirilarak gosterilmistir.

Son asamada, kararlilik analizi icin elde edilen her iki yontem kullanilarak oturma
zamaninini en kiiciikleyen denetleyiciler sentezlenmistir. Sentez algoritmalari, dogrusal
olmayan kogullar art arda dogrusallagtirarak oturma zamanini en kiigtiklemektedir.

Anahtar Kelimeler: Zaman gecikmesi, oturma zamani optimizasyonu, zaman planlamali
Lyapunov fonksiyonlari, serbest agirlik matrisleri, anahtarlamali sistemler

YILDIZ TEKNIK UNIVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTITUSU
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ABSTRACT

DWELL TIME MINIMIZATION OF SWITCHED DELAY SYSTEMS

Ahmet Taha Koru

Department of Control and Automation Engineering

Ph.D. Thesis

Adviser: Assoc. Prof. Dr. Akin Delibasi

Co-Adviser: Prof. Dr. Hitay Ozbay

In this paper, an upper bound of the switched delay systems are minimized via quasi-convex
semi-definite programming techniques. Piecewise Lyapunov-Krasovskii functionals are
introduced and the upper bound for the derivative of Lyapunov functionals are estimated
by free weighting matrices method to investigate non-switching stability of each candidate
subsystems.

Two different methods are developed to determine an upper bound of the dwell time. In
the first method, a sufficient condition for the dwell-time is derived using Lyapunov -
Krasovskii functionals to guarantee the asymptotic stability of the switched delay system.
In the second method, the Lyapunov - Krasovskii functionals are time scheduled. In both
technique, the conditions are linear matrix inequalities. Numerical examples are given to
illustrate the improvements over previously obtained dwell-time bounds.

Using the two different results obtained in the stability case, we present nonlinear
minimization algorithms to synthesize the dwell time minimizer controllers. The
algorithms solve the problem with successive linearization of nonlinear conditions.

Keywords: Time delay, dwell time optimization, time-scheduled Lyapunov function,
switched systems, free weighting matrices.
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GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES



BOLUM 1

GIRIS
Dinamik sistemler kiimesi ve bu kiimenin elemanlarinin aktif oldugu zamanlari organize
eden ayrik zamanli anahtar isareti iceren sistemlere anahtarlamali sistem denir. Bu tip
sistemlerin kararlilik analizinde kullanilan temel yontemlerden bir tanesi, anahtarlama
isaretlerine kisitlar koymaktir. Bir anahtarlama isaretinin, art arda gelen iki anahtarlama ani
arasinda gecen siirenin ofurma zamant diye isimlendirilen degerden uzun olmasi kosulu ile

anahtarlamal1 sistemin kararlili1 garantilenebilir [1]. Anahtarlamali sistemlerin bir 6zeti

icin [2]’ye basvurulabilir.

Pratik uygulamalarda anahtarlama isaretlerinde oturma zamam gozlemlenebilir. Ornegin bir
arabanin farkli zemin kosullarinda (kuru, kaygan, tozlu) degisen dinamiklerini ele alalim.
Her bir zeminde belirli bir siire gececektir. Bir bagka ornek olarak, uzaktan kumanda
edilen robotik ameliyat sisteminde, robot u¢ noktasinin hasta dokusu ile temas etmesi ve
etmemesi durumlarina gecisleri arasinda bir siire olacaktir [3]. Ayrica, denetleyicilerdeki
hizl1 anahtarlama, catirdama ve sisteme zarar verme gibi problemlere neden olabilmektedir

[4]. Bu sebeplerle, oturma zamanl kararliligin popiilerligi son yillarda artmustir.

1.1 Literatiir Ozeti

Anahtarlamali sistemlerin kararliliginin incelenmesi yontemleri ii¢ kategoriye ayrilabilir

[5].

« Ik yontem, anahtarlamali sistemin biitiin alt sistemleri icin ortak bir Lyapunov
fonksiyonu bulmak ve boylece sistemin herhangi bir anahtarlama isareti i¢in kararl

oldugunu gostermektir [6, 7, 8]. Anahtarlamal1 sistemlerin bir boliimii ortak Lyapunov



fonksiyona sahip degildir [9]. Ayrica, ortak Lyapunov fonksiyonuna sahip olmak,
rastgele anahtarlamali sistemler i¢in sadece yeter bir kosuldur, bu sebeple tutucu oldugu
belirtilmistir [2].

» Ikinci yontem, yavas anahtarlama ile asimptotik kararlili§1 géstermektir. Oturma zamanl
ya da ortalama oturma zamanh kararlilik analizler bu kategoridedir [10, 11, 12, 13,
14]. Yavas anahtarlama yonteminde, eger biitiin alt sistemler kararli ve anahtarlama
isaretlerinin oturma zamani yeterince biiyiikse, sistem kararlidir [15].

e Kararlilik analizinde kullanilan iiclincii yontem, sistemi kararli yapan anahtarlama
isaretlerini tasarlamaktir [1, 16]. lk iki yontemde, icinde sonsuz sayida anahtar isaretini
iceren kiimeler bulunmaktaydi. Uciincii yontemde ise sistemi kararli yapan bir ya da

birden fazla anahtar isaretleri bulunur.

Parcali Lyapunov fonksiyonlari, oturma zamanh kararlilik analizi yontemlerinde yaygin
olarak kullanilmaktadir. Calisma [10]’da bulunan oturma zamam kararlilik kosullari
¢ATPe gibi iistel terimler icermektedir. Bagka bir yaklagim ise optimizasyon kisitlari
konveks kiimeler olan zaman planlamali Lyapunov fonksiyonlar1 kullanmaktir [3]. Zaman
planlamasinin dezavantaji karar de8iskenlerinin sayisinin artmasidir. Calisma [17]’de,
zaman planlamali parcali Lyapunov fonksiyonlar1 i¢in yeterince karar degiskeni ve
dogrusal matris esitsizlikleri kullanildiginda, mevzubahis iki yontemin denk oldugu

gosterilmigtir.

Zaman gecikmeli sistemlerin kararlilik analizi ile ilgili literatiirde oldukca farkli
yaklagimlar vardir. G6z atmak isteyenler [18]’e bagvurabilir. Kararlilik analizinin ilk
calismalarinda model aktarimi yontemleri kullanilmistir. Bu yontemde, noktasal zaman
gecikmelere sahip sistem, dagitilmis zaman gecikmesine sahip bir sisteme doniistiiriiliir.
Doniistiiriilmiis sistemin kararliligi, orijinal sistemin kararlili1 i¢in yeter kosuldur. Bu
sebeple tutuculuga neden olmaktadir [18]. Daha az tutucu olan bir yontem serbest agirlik

matrisleri gibi model aktarimi icermeyen yontemlerdir [19, 20, 5].

Literatiirde, anahtarlamali zaman gecikmeli sistemler i¢in oturma zamanl kararlilik
analizleri ile ilgili ¢caligmalar mevcuttur. Calisma [21]’de, ortalama oturma zamani

kosullan iistel terimler icermekte, bu sebeple oturma zamani en kiiciiklemesi polinom
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zamanl bir algoritma ile hesaplanamamaktadir. Problemin ¢6ziilebilir hale getirebilmek
adina, oturma zamani en kii¢iiklenmez, ancak belirlenmis bir oturma zamaninin sistemi
kararli yapip yapmadigina bakilir. Literatiirde oturma zamanini en kiigiikleyen caligmalar
da mevcuttur [22, 23, 24]. Bu caligmalarda model aktarimi temelli yOntemler

kullanilmistir. Bu ¢calismalarda elde edilen oturma zamanlar1 tanimlari
TD :zfmax—'—T* (1.1)

seklindedir. Denklemde 7p,« alt sistemlerin zaman gecikmelerinden en biiyiik olan1 ve 7

maliyet fonksiyonudur.

1.2 Tezin Amaci

Bu tez ¢alismasinda, dinamik denklemleri

X(1) = Ag(x(t) + Agx(t —r(r)) >0,
x(G) = ¢(9), Vo S [_TmaXaO]7

(1.2)

seklinde tanimlanan anahtarlamali zaman gecikmeli sistemlerin oturma zamanli kararlilik
kosullarinin bulunmasi ve bu kosullar1 kullanarak oturma zamaninin en kii¢iiklemesi

gerceklestirilmistir.

Bunun icin alt sistemlerin kararlilig1 serbest agirlik matrisleri kullanilarak gosterilmistir.
Daha sonra Lyapunov fonksiyonu ile oturma zamani arasindaki iligki bulunmustur. S6zde-

konveks optimizasyon yontemleri ile oturma zamani en kiigiiklenmistir.

Ikinci yontem olarak, Lyapunov - Krasovskii fonksiyonlari zaman planlamali hale
getirilmigtir. Zaman planlamali Lyapunov fonksiyonlar1 ve oturma zamani arasindaki iligki

ortaya konulmustur.

Her iki yontem i¢in de denetleyici sentezi gerceklestirilmistir. Niimerik Orneklerle,
gelistirilen algoritmalarin, literatiirde bulunan gecmis algoritmalardan istiinligii

kiyaslanarak gosterilmistir.



Bu tezde kullanilan notasyon standarttir. R (R, ]R(J)r ) reel sayilar (pozitif reel sayilar,
negatif-olmayan reel sayilar), ¢ tiirevlenebilir fonksiyonlar kiimesini temsil etmektedir.
Birim matris [ ile gosterilmistir. Pozitif kesin (pozitif yar1 kesin, negatif kesin, negatif yar1
kesin) matrisler X > 0 (=, <, < 0) ile temsil edilmistir. G4y [X] V€ Opin [X], X matrisinin en
kiiciik ve en biiylik 6zdegerlerini gostermektedir. Yildiz isareti (x) bir matrisin kompleks
eslenik terscaprazini temsil etmektedir. x; ile yoriinge iizerinde Steleme islevi temsil
edilmektedir (x;(0) = x;(t + ), zaman aralig1 6 € [—7,0]). X ve Y matrisleri i¢in, bir

zaman araliginda

afin(X,Y,t —t9,8) = (1 - T) X+ (T) Y, (1.3)

afin fonksiyonu tammlanmistir. Norm || - |, Oklid normunu temsil etmektedir.

Tiirevlenebilir fonksiyonlar kiimesi ¢ tizerinde

| flfap) zmaX{ sup [lf(£)[], sup Hf(t)H} (1.4)

t€la,b) t€[a,b]

normu tanlmlanmlgtlr.

1.3 Hipotez

Literatiirde bulunan oturma zamani en kiigiiklemesi yapan caligmalarda, tutucu olan model
aktarimi temelli yontemler kullanilmigtir. Bu ¢alismada, model aktarimi yontemleri yerine
serbest agirlik matrisleri yontemi ile kararlilik kosullar1 hesaplanmigtir. Boylece

* Model aktariminin neden oldugu tutuculuktan da kurtulunmustur.

e Oturma zamanit Denklem (1.1)’deki form yerine,
TD = Tmax _'_ T* (1'5)

formuna getirilmigtir. Maliyet fonksiyonuna eklenen terim iki zaman gecikmesinden, bir
zaman gecikmesine diisliriilmiistiir.
* Literatiirdeki gecmis oturma zamani en kiiciiklemesi algoritmalar1 optimal alt1 bir ¢6ziim

bulmaktadirlar. Bu ¢alismada ise sdzde-konveks optimizasyon yontemleri ile global en

4



kiictik deger hesaplanmugtir.

Boylece, oturma zamaninin en kiigiiklemesini gerceklestiren birinci yontem ortaya

konulmustur.

Ancak, birinci yontem, iistel terimler iceren yontemler kadar az tutucu degildir. Ustel
terimler iceren kisit kosullar ise konveks olmayan bir kiime olusturmakta, bu sebeple
oturma zamani en kiicliklemesi yapilamamaktadir. Bu ¢alismada, iistel terimler iceren
yontemler kadar az tutucu olan ancak konveks kiime olusturan zaman planlamali1 Lyapunov
fonksiyonlarini kullanan ikinci bir yontem gelistirilmistir. Bu tarz bir yaklagim, bildigimiz
kadariyla, anahtarlamali zaman gecikmeli sistemler literatiiriinde bulunmamaktadir. Bu
yontemde olusan oturma zamani taniminda, maliyet fonksiyonuna sabit bir parametre

eklenmemektedir. Yani tp = T formundadir.



BOLUM 2

ZAMAN GECIKMELI SISTEMLERDE KARARLILIK
ANALIZI

Bu boliimde zaman gecikmeli sistemler icin literatiirde bulunan DME temelli kararlilik

analizi yontemleri 6zetlenmistir.

Inceledigimiz sistemler, dogrusal, zamanla degismeyen, noktasal zaman gecikmelerine

sahip sistemlerdir. Bu sistemler

x(t) = Ax(t) +Ax(t —r(t)), Vt>0
X(8) = y(8), 0 € [—h,0]

2.1)

denklemleriyle tanimlanir. Bu denklemde A € R™ " durum matrisi, A € R"*" zaman
gecikmeli durum matrisi, x durum vektorii, r zaman gecikmesi ve y € % baglangig¢
kosuludur. Zaman gecikmesinden dolay1, baglangi¢ kosulu, siirekli ve sinirli fonksiyonlar

kiimesi %’ nin bir elemandir.

Zaman gecikmesi lizerinde iki tip varsayim bulunmaktadir. Birincisi, zaman gecikmesinin

degerinin iist sinir1 &, digeri ise zaman gecikmesinin degisiminin iist sinir1 d’dir.

0<r(t)<h (2.2)

(1) <d (2.3)

Eger esitsizlik (2.3)’te, d = 0 olarak alinirsa, zaman gecikmesi sabit olur. Bu durumda



dinamik denklem

X(1) = Ax(t) + Ax(t —r), V>0 (2.4)

x(6) = w(8), 6 € [-n0]
seklinde olur.

Zaman gecikmeli sistemler i¢in iki sekilde kararl olabilir.

e Zaman gecikmesinden bagimsiz kararlilik: Zaman gecikmesinin iist sinir1 - ne
olursa olsun sistemin kararli olmasi durumudur. Denklem (2.2)’deki iist sinir 2’1, [0, o0)
araligindaki biitiin degerleri icin, sistem kararli ise, zaman gecikmesinden bagimsiz
kararlidir.

e Zaman gecikmesine bagh kararhlhik: Zaman gecikmesinin iist sinir1 /#’1n, belirli bir
degerden kiiciik oldugu durumlar i¢in sistem kararli ise zamana baglh kararlidir (h <

hmax < e durumu).

Kararlilik analizlerinin temelinde iki farkli teorem vardir. Bunlar Razumikhin ve Lyapunov
- Krasovskii kararlilik teoremleridir. Bu teoremler dogrudan Sistem (2.1)’e ya da bu sistemi
temsil eden karsilastirma sistemleri iizerine uygulanir. Bundan sonraki alt boliimlerde, ilk
olarak model doniisiimii ve karsilastirma sistemleri, daha sonra ise kararlilik teoremleri ve

bu teoremlerin uygulamalarina yer verilmistir.

2.1 Model Doniisiimii ve Karsilastirma Sistemleri

Ozellikle zaman gecikmeli sistemleri lizerindeki arastirmalarin ilk ¢alismalarinda model
doniisiimii teknikleri goriilmektedir. Bu teknikte zaman gecikmeli sistem bir baska sisteme
doniistiiriilerek, kararlilik analizi, kontrolcii tasarimi bu doniistiiriilen sistem iizerinden
gerceklestirilir. Orijinal sistemden doniistiiriilerek elde edilen sisteme kargsilastirma sistemi

denir [25].

Model doniisiimiiniin gerceklestirilmesindeki amag, sistemin basitlestirilerek kararlilik
analizinin kolaylastirilmasidir. Genellikle, karsilastirma sisteminin kararlilig1, orijinal

sistemin kararlilig1 icin yeter kosuldur. Kargilastirma sistemi kararli olmadigi halde, orijinal



sistem kararli olabilir. Ciinkii, kargilagtirma sistemlerinde genellikle orijinal sistemde
olmayan ek dinamikler bulunmaktadir. Bu yiizden model doniisiimii temelli analizler

tutucu bulunmus ve son dénemlerde popiilerligini yitirmistir.

IIk yapilan ve en temel model doniisiimii, Newton - Leibniz model déniisiimiidiir. Bu

doniistimde
t
x(t—h)=x(t)— /x(@)d@ (2.5)
—h

esitligi kullanilarak, Denklem (2.1)’deki sistem,

(1) = (A+A)x(t) — A

t

[Ax(s) 4+ Ax(s — h)ds] (2.6)

=

sistemine doniistiiriilmiis olur. Karsilastirma sisteminde noktasal zaman gecikmesi yerine,
dagitilmig zaman gecikmesi goriilmektedir. Bunun sonucu olarak, baslangi¢ kosulu
fonksiyonelinin zaman aralifi ¢ € % [—2h,0] olacak sekilde genislemistir. Denklem
(1.1)’deki oturma zamani formunda, zaman gecikmesinin iki katinin bulunmasi sebebi

budur.

Dagitilmis zaman gecikmeli sistemlerin kararlilik analizi, noktasala gore daha basittir.
Orijinal sistemle karsilagtirma sisteminin Laplace doniisiimlerini kiyaslayacak olursak,

kargilastirma sistemine ek kutuplar geldigini goriiriiz.

Newton - Leibniz model doniisiimiinden baska, parametrik Newton - Leibniz model
doniisiimii [26], tanimlayic1 model doniisiimii [27], Padé yaklasimi ile model doniistimii

[28] gibi yontemler de literatiirde mevcuttur.

2.2 Lyapunov - Razumikhin Kararhhg

Genel formu

X(1) = f(t,x) 2.7)



olan zaman gecikmeli sistemler i¢in kararlilik kosullarini belirten teoremlerden bir tanesi

Lyapunov - Razumikhin Teoremi’dir.

Teorem 2.1 (Lyapunov - Razumikhin Teoremi, bkz. [18]). Varsayalim ki u,v, @, p : Rg —
R{ siirekli ve azalmayan fonksiyonlar, u(0) = v(0) = 0 olsun. Eger siirekli ve tiirevlenebilir

bir fonksiyon V : R x R" =+ R

u(|lxl)) < V(e,x)| < v(||x]), r€RvexeR" 2.8)

mevcutsa ve bu V’nin (2.7)’deki x(¢) ¢6ziimii boyunca tiirevi

V(t,x(t)) < —o(|lx(@)]) (2.9)

ve bu V icin

V(it+0,x(t+0)) < p(V(t,x(1))), VO € [—h,0] (2.10)

kosulu tutarliysa, sistem (2.7) diizgiin asimptotik kararlidir.

Razumikhin teorisinin uygulamalarinda kullanilan yaygin Lyapunov fonksiyonu

V(t) = xT (t)Px(z) (2.11)

seklinde olan ikinci dereceden fonksiyondur.

Bu teorinin bir tane zaman gecikmesinden bagimsiz kararlilik ve bir tane zaman
gecikmesine bagimli kararlilik kosulu elde edilen uygulamasi, bu tezde 6rnek olarak
sunulmustur. Altta sunulan teoremler karsilastirma sistemleri tizerinden kararliligi

gostermektedir.

Teorem 2.2 (Bkz. [18]) Denklem (2.4)’deki sistem, eger

PA+ATP+aP PA
<0 (2.12)

* —oP



kosulunu saglayan simetrik P > O matrisi ve skaler o > 0 degeri bulunabiliyorsa, zaman

gecikmesinden bagimsiz kararlidir.

Bir sonraki teoremde Lyapunov - Razumikhin Teorisi zaman gecikmesine bagl kararlilik
analizi uygulamasinda kullanilmistir. Bu teoremde, Newton - Leibniz model doniisiimii
ile elde edilen karsilastirma sisteminin kararlilig1 gosterilmistir. Bu yiizden tutucu bir

yontemdir.

Teorem 2.3 (Bkz. [25]) Eger

P(AT +AT) + h(e; +&)P —hPAA —hPA?
% —hetP 0 <0 (2.13)

* * —h& P

kosulunu saglayan simetrik P > 0 matrisi ve skaler degerler €1, & > 0 bulunabiliyorsa;
denklem (2.4)’teki sistem, (2.2) kosulunu saglayan zaman gecikmesi i¢in, zaman

gecikmesine bagh kararhdir.

Denklem (2.13), serbest P matrisi ve €1, & skaler parametreleri icin DME degildir. Bu
nedenle, skaler degerler serbest parametre olarak tanimlanmaz. Onun yerine optimizasyon
oncesinde ayarlanir. Bu parametrelerin ayarlanmasi tizerine bir tartisma Kaynak [18]’de

bulunabilir.

Teorem 2.2 ve 2.3, karsilagtirma sisteminin kararliligi iizerinden orijinal sistemin

kararliligin1 ispatlamaktadir. Bu nedenle tutucu yontemlerdir.

2.3 Lyapunov - Krasovskii Kararlihg

Lyapunov - Krasovskii Teoremi, bu sistemin kararliligini ispatlamakta yaygin olarak
kullanilan bir teoremdir. Bu boliimde 6nce Lyapunov - Krasovskii Teoremi, daha sonra bu

teoremin DZD zaman gecikmeli sistemlere uygulandig1 yontemler sunulmustur.
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Teorem 2.4 (Lyapunov - Krasovskii Teoremi, bkz. [29]) Eger siirekli ve tiirevlenebilir bir

fonksiyonel V : R x C — R, oyle ki

u(lw(0)|)) <V (t,w) <v(|y]) (2.14)
V(r,9) < —a([l¢0)]), (2.15)

varsa, denklem (2.7)’teki sistem diizgiin kararlidir. Eger s > 0 i¢in @(s) > 0 ise, sistem

diizgiin asimptotik kararlidir.

DZD zaman gecikmeli sistemler i¢in yaygin olarak kullanilan Lyapunov - Krasovskii

fonksiyoneli asagida verilmistir,

t

0 1t
V(t,x) = x(t)T Px(r) + /x(s)TQx(s)ds+/ /x VI Zx(s)dsd®. (2.16)
0

t—h —ht—

Bu fonksiyonelin pozitif, tiirevinin negatif oldugu gosterilirse, sistem kararlidir. Ancak bu

fonksiyonelin tiirevinde
t

/ %(0)7zx(6 (2.17)
~h

terimi mevcuttur. Gelistirilen Lyapunov - Krasovskii temelli yontemler, bu integralli

ifadenin iistten sinirlandirilmasi, boylece DME yontemlerinin uygulanabilmesi ile ilgilidir.
2.3.1 Serbest Agirhk Matrisleri Yontemi

Detaylar1 [20]’da sunulmus bu yontem, temel olarak serbest agirlik degiskenleri ekleyerek,
Lyapunov fonksiyonunun tiirevini iistten sinirlayarak negatifligini ispatlama yontemidir.
En onemli 6zelligi, model doniisiimii olmadan, dogrudan orijinal sistemi incelemesidir. Bu

sebeple tutuculugu Razumikhin temelli yontemlere gore diisiiktiir.
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Teorem 2.5 (Bkz. [19]) Pozitif bir X matrisini

X1 X2
=0, (2.18)

* Xy

seklinde tanimlayalim ve boyutlar1 N; ve N, matrisleri olsun. Asagidaki DME’leri

o1 ¢ hATZ

¢:=| x ¢ hATZ | <0, (2.19)
* x —hZ
X X2 M

V=1 % X»n N | =0, (2.20)
* x 7

saglayan simetrik P > 0, Q > 0,Z > 0 mevcutsa, denklem (2.1)’deki sistem, (2.2) ve
(2.3) kosullarini saglayan zaman gecikmesi i¢in asimptotik kararlhidir. Esitsizlik (4.6) ve

(4.7)’teki degiskenler asagidaki gibidir:

011 =PA+ATP+N, +NI +0+hXy;, (2.21)
$12 = PA; — Ny +NT + Xy, (2.22)
¢ =—Nr—NI —(1—d)Q+hXs). (2.23)

2.3.2 Jensen Esitsizligi Yontemi

Bu esitsizlik 1906 yilinda yayimlanan [30]’da ispatlanmistir. Istatistik, fizik, olasilik teorisi
gibi bir ¢cok alanda uygulamast mevcuttur. Zaman gecikmeli sistemlerde ise Lyapunov

islevinin tiirevinin iistten sinirlandirilmasinda kullanilmaktadir.

Bu boliimde once Jensen esitsizligi, daha sonra zaman gecikmeli sistemlerdeki uygulamasi

sunulmustur.

Onsav 2.6 (Jensen esitsizligi, bkz [30]) Bir integrallenebilir konveks ¢ islevi ve tanim

12



kiimesinde integrallenebilir z : [a,b] — R islevi olsun. O halde, esitsizlik

b b
0 / 2(s)ds | < (b—a) / 0 ((s)) ds (2.24)
tutarhidir.

Sonug 2.7 Bir simetrik Z > 0 matrisi ve tanim kiimesinde integrallenebilir z : [a,b] — R

fonksiyonu olsun. O halde,

b r b

b
/z(@)de z /z(@)d@ < (b—a) /Z(G)TZz(G)dG (2.25)

a a

esitsizligi tutarhdir.

Kanit. Bu 6nerme, Jensen esitsizligindeki konveks islevin ¢ (z) = z/ Zz olacak sekildeki

bir uygulamasidir. 0

Teorem 2.8 (Bkz. [31]) Asagidaki esitsizligi
T
ATP+PA+Q—-h"'Z PA+h'Z AT AT

+h| |R <0 (2.26)
* —-0-h'z AT AT

saglayan simetrik P,Q,Z > 0 matrisleri bulunabiliyorsa, denklem (2.1)’deki sistem /& €

[0, f_l] araligindaki biitiin zaman gecikmeleri i¢in kararlidir.
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BOLUM 3

ANAHTARLAMALI SISTEMLERDE KARARLILIK
ANALIZI

Dinamik sistemler kiimesi %7 ve bu kiimenin elemanlarinin aktif oldugu zamanlar1 organize
eden ayrik anahtar isareti o(¢) iceren sistemlere anahtarlamali sistem denir. Anahtarlamali

sistemler,

X(t) = fou)(x(1), Yt >, (3.1)

diferansiyel denklemi ile ifade edilir.

Dinamik sistemler kiimesindeki her bir elemana alt sistem denir. Bu tez kapsaminda

incelenen sistemlerdeki alt sistemlerin herbiri DZD zaman gecikmeli sistemlerdir.

Anahtarlamali sistemler i¢in kararlilik analizi li¢ ana kategoride incelenebilir.

* Rastgele anahtarlama isareti: Herhangi bir anahtarlama isareti i¢in sistemin kararli
olma durumudur.

* Kosullu anahtarlama isareti: Belirli kosullar1 saglayan anahtarlama isaretleri icin
sistemin kararli olma durumudur. Ornek olarak, iki anahtarlama an1 arasindaki en kisa
stire kosulu verilebilir, buna yavas anahtarlama denir.

* Kararh yapan anahtarlama isaretleri tasarlama: Bu yontemde, kararli yapan
anahtar isareti kiimesi tespit edilmez. Bunun yerine, sistemi kararli yapan anahtar isareti
tasarlanir. Genellikle altsistemlerden bir kism1 veya tamami kararsiz oldugunda bu

yontem kullanilir.
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3.1 Rastgele Anahtarlama ile Kararhhk

Bu analiz yonteminde, anahtarlamali sistemin biitiin anahtar isaretleri icin kararli olmasi
gerekmektedir. Bunun saglanabilmesi icin biitiin alt sistemlerin kararli olmasi
gerekmektedir. Aksi bir 6rnek olarak eger alt sistem 2 kararli degilse, anahtarlamali sistem

o (t) = 2 i¢in kararli olamaz.
Teorem 3.1 Anahtarlamali sistem (3.1) icin biitiin alt sistemler ortak bir Lyapunov
fonksiyonuna sahip ise sistem kiiresel diizgiin asimptotik kararhdir.

Kanit. Kanit i¢in [32]’ye bagvurun. 0

Biitiin alt sistemler kararli ve ayn1 Lyapunov fonksiyonuna sahip oldugu zaman, her bir
anahtarlamadan sonra, Lyapunov fonksiyonu kaldig1 yerden azalmaya devam eder ve Sekil

3.1’de goriildiigii gibi 0’a yakinsar.

~
LR
i
-
L
-------

-~
LR
--------

Zaman

Sekil 3.1 Ortak Lyapunov fonksiyonuna sahip kararli anahtarlamali bir sistem

Teorem 3.1°in, karesel formdaki Lyapunov fonksiyonu i¢in bir uygulamasi asagida

sunulmustur.

Teorem 3.2 Alt sistemleri temsil eden biitiin i = 1, ..., M indisleri i¢in
ATP+PA; <0 (3.2)
kosulunu saglayan simetrik P > O matrisi varsa, Sistem (3.1) rastgele anahtarlama isareti

icin kiiresel asimptotik kararlidir.

Teorem 3.2°deki kosullart saglayan P matrisi, o anahtarlamali sistem icin,

V(t) = xT (t)Px(t) formundaki ortak Lyapunov fonksiyonunu olusturmaktadur.
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3.2 Kosullu Anahtarlama ile Kararhhk

Kosullu anahtarlama kategorisinde, en yaygin kullanilan yontem yavas anahtarlamadir.

Tanimm 3.3 Bir anahtarlama isaretinin, herhangi art arda gelen iki anahtarlama anlar1

arasinda gecen siirelerin en kisa degerine oturma zamani denir.

Oturma zamanli kararlilik analizinde, coklu Lyapunov ya da bagka bir deyisle parcali
Lyapunov fonksiyonlari kullanilir. Lyapunov fonksiyonu da anahtarlama isaretine
bagimlidir. Bu sebeple anahtarlama anlarinda Lyapunov fonksiyonunda artig

gozlemlenebilir.

Iki alt sistemli bir ornekte (sistem 1 ve 2), #; ve 3 aninda, alt sistem 2’e anahtarlandigini ve
t3 > t; oldugunu varsayalim. Kararli sistemlerde V,(z;) > V,(#3) olmalidir. Her ne kadar
anahtarlama anlarinda, Lyapunov fonksiyonu degisip sigramalar yapabilse de, Sekil 3.2°de

goriildiigii gibi sifira yakinsar.

Seo
-
-------

~
------------

Zaman

Sekil 3.2 Coklu Lyapunov fonksiyonuna sahip kararli bir anahtarlamali sistem

Teorem 3.4 ([32]). Sistem (3.1)’deki alt sistemlerin global asimptotik kararli oldugunu ve
i ile indislendigini varsayalim. V;’ler Lyapunov fonksiyonlar, W;’ler kesin pozitif
fonksiyonlar olsun. Herhangi iki anahtarlama aninda (#,1;), #; < t; aym alt sistem i’nin
aktif oldugunu, anahtarlama isaretinin o (f;) = o(t;) = i oldugunu varsayalim. Bu iki
anahtarlama an1 arasinda bagka sistemin aktif oldugu 7, < t,, < t;, 6(t,,) # i bir an olsun.

Bu durumda

Vilx(t)) = Vi(x(1)) < —Wi(x(1)) (3.3)

ise sistem (3.1) global asimptotik kararhdir.
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Teorem 3.4, hem rastgele hem de kosullu anahtarlamayi i¢inde barindirmaktadir. Ancak
rastgele anahtarlamada, genellikle ortak Lyapunov teoremi kullanilir. Teorem 3.4 ise

kosullu anahtar uygulamalarinda kullanilmaktadir.

3.2.1 Ustel Lyapunov Fonsiyonu ile Kararhlik

Teorem Teorem 3.4’lin en yaygin iki kullanimu iistel Lyapunov fonksiyonu ve zaman
planlamali Lyapunov fonksiyonu ile kararlilik yontemleridir. Bu uygulamalar DME

tabanlidir ve yar1 - kesin optimizasyon yontemleri ile oturma zamani hesaplanabilir.

Teorem 3.5 ([10]). Verilen bir 7p ve M adet alt sistemi temsil eden biitiini =1, ..., M icin
PA;+ATP, <0, (3.5)
APPAD P20 Viti=1,....M (3.6)

kosullarini saglayan simetrik P; matrisleri mevcutsa, Sistem (3.1), oturma zamani Tp’ye

esit ya da biiylik olan anahtarlama sistemleri i¢in global asimptotik kararhdir.

Ustel Lyapunov fonksiyonu ile kararlilik teoremindeki kisit fonksiyonlari, oturma zamani

serbest parametre oldugu zaman konveks olmayan bir kiime olusturmaktadir.

3.2.2 Zaman Planlamal Lyapunov Fonksiyonu ile Kararhhik

Oturma zamanl kararhilik analizinde bir bagka yaklasim olan zaman planlamali Lyapunov
fonksiyonlarinin kisitlari, tanim kiimesinde konveks kiime olusturmasi sebebiyle, oturma

zamaninin en kii¢iiklemesi i¢cin daha uygundur.

Teorem 3.6 ([3]) M adet alt sistemi olan bir anahtarlamal1 sistem olsun. Alt sistemlerin

indisii =1, --- , M, zaman planlamasi indisi k =0, --- , K ve bir reel say1 dizisi
K
&>0, k=1, K, Y &=1 (3.7)
k=1
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olsun. Eger biitiin i degerleri i¢in

Pi=0, Vk=1,- K (3.8)

Posi—P

%jta,mﬁfxmﬁo, Vk=1,-- K—1 (3.9)
Jr

Pisi—P

%JFR,MA#A?&HMO, V=1, K—1 (3.10)
+

P.kAi+A] Pig <0, (3.11)

Pk—Po=0, V=1 M (3.12)

kosullarim saglayan simetrik P; ; matrisleri mevcutsa, Sistem (3.1), oturma zamani 7p olan

anahtarlama isaretleri i¢in global asimptotik kararlidir.

Genellikle &, degerleri birbirine esit secilir. Kaynak [17]’de, K degerinin yeterince biiyiik

oldugu durumda, Teorem 3.5 ve Teorem 3.6’ nin denk oldugu soylenmistir.

3.3 Anahtar Isareti Tasarmm ile Kararhhk

Anahtar igareti tasarimi, bu tezin kapsami disindadir.
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BOLUM 4

YONTEM I: SERBEST AGIRLIK MATRISLERI ILE
OTURMA ZAMANLI KARARLILIK

Durum degiskeni x € R", durum matrisi A,y € R"", gecikmeli durum matrisi Aa(t) €
R™", anahtarlama isareti o (), zaman gecikmesi r4(;)(¢), baslangi¢ kosulu y € € ve

dinamik denklemi

xX(t) =Agnx(t) +Aspnx(t —r t)), t>0
To (t) = Ag()x(t) + Agyx(t — 1o (1)) @n
(68) = 0(6), V0 € [~ Tmas, )

olan anahtarlamali zaman gecikmeli sistemler olsun.

Alt sistemler arasindan i. sistemi temsil etmesi i¢in asagidaki dortliik kullanilmagtir,
Y= (A, Ai T,di) ERP" X RV xR xR, 4.2)

Alt sistemlerin zaman gecikmeleri arasindan en bilyiigii gecikmesi Tyax = max;e o 7; dir.

Tanim 4.1 Eger %" sinifi bir  fonksiyonu mevcut ve

() < B (1%l 1ty —inan o)) (4.3)

ise, Denklem (4.1)’deki sistem kararlidir. Eger kararli ve tlim x(t) = 0 ise sistem

o0
asimptotik kararlidir.
Coklu Lyapunov fonksiyonu
t 0 t
Vi(t,x) = x7 (1) Pox(t) + )xT(s)Qix(s)ds—l— / / i (5)Zux(s)dsd, (4.4)
t—ri(t —1; Jt4+0
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seklinde tanimlanmastir.

Onsav 4.2 (Bkz. [19]). Pozitif bir X; matrisini

X11i X2
X; = -0, (4.5)

*  Xooi

seklinde tanimlayalim ve boyutlar1 Ny; ve Np; matrisleri olsun. Asagidaki DME’leri

O G TA!Zi
0 := * (o ‘L','A?Zi =<0, (4.6)

* * —T,Z;

Vii= *  Xopi Ny =0, 4.7)

saglayan simetrik P; > 0, Q; = 0,Z; > 0 mevcutsa, Denklem (4.1)’deki sistemin alt sistemi
¥, (2.2) ve (2.3) kosullarint saglayan zaman gecikmesi i¢in asimptotik kararlidir. Esitsizlik

(4.6) ve (4.7)’deki degiskenler asagidaki gibidir:

d11; = PA;+ AT P+ Ny 4+ N1+ Qi 4 X, (4.8)
O12i = PA; — Ny + NI + T:X12i, 4.9)
$r2i = —Noi — NI, — (1 — d)) Qi + X0 (4.10)

Asagidaki 6nerme, [24]’te elde edilen bir sonucun uyarlanmis halidir. Ilgili Snermede,
anahtarlama olmayan bir alt sistemde, 7. zamanindan sonra durum normu, Onceden
belirlenen bir p parametresini gegmemektedir. Dahasi, T, + Tpax siire sonra durum

fonksiyoneli normu |x[,_ . p parametresini gecememektedir.

Onerme 4.3 Herhangi bir alt sistem X;, onsav 2.4’deki kosullar sagladigini varsayalim ve
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lim u;(s) — oo olsun. Azalmayan u,, fonksiyonu
§—ro0

‘x‘[fffmaxﬂ <p, vVt > t0+rmax+7}(51,p) (4.11)

kosullarini saglasm. Onsav 2.4’deki v; ve w;, 0 < p < &, ve \x\[ < &) kosullarin

10— Tmax 10

saglayan p i¢in

v,-(51)
wi(p)

T;(61,p) = (4.12)

Kamit. T, > 0 ve herhangi bir #; > 19+ T, an igin [[x(#;)|| > p olsun. Fonksiyon w;
tamimindan dolay1 azalmayan oldugu igin inf, 5 w;i(s) = wi(p). Alt sistem ¥; kararh ve

V; bir Lyapunov fonksiyonu oldugu i¢in

Vilt,x;) < —wi(p),  to<r<1. (4.13)

Bunun sonucu olarak

Vi(t,xt) < Vi(to,x0) — (t —to)wi(p) < vi(61) — (1 —to)wi(p). (4.14)

T. > vi(8;)/w;(p) olsun. Her t > o + T, i¢in V;(¢,x;) < 0 olur. Ancak kanitin baginda

t1 > to+ T, ant i¢in ||x(71)|| > p oldugunu varsaymigtik. Bu durum

Vi(t, ) 2 wi(|lx(e)) > ui(p) > 0 (4.15)

celiskisine neden olmaktadir. Dolayisiyla boyle bir #; an1 olamaz,

vi(61)
x| <p,  Vi>ito+ . (4.16)
(0l < p ot 2
Benzer bir sekilde #; > to + T, amt ||x(71)]| > p da,
Vi(tbxh) > udi(HfC(tl)H) > ”di<p) >0 4.17)
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celigkisini dogurur. Bu durumda
lxO <p, O <p,  Vi>to+T.. (4.18)

Eger alt sistemlerin maksimum zaman gecikmesi kadar bir siire daha gecerse, yani ¢ >

to + T + Tmax i¢in [x[j_g, 4 < p tutarhdir. O

Denklem (4.4)’deki Lyapunov fonksiyonuna ait iist sinir v(i) := p;s?

1
Hi := Omax [Pz] + TiZGmax [Ql] + _Tizcmax [Zi] (4.19)
2

ve alt sinir
ui(s) = Omin [P] s, (4.20)

seklinde tanimlanmigtir. Ayn1 Lyapunov fonksiyonuna ait x(¢) ile iligkili sinir

1

Zrchmm 7] s* 4.21)

Ug; (S )

seklindedir, 6yle ki ug, (||x(2)|]) < Vi(t,x;).

Ust sinir v;(s)’ler Esitsizlik (4.7)’deki esitsizlikle hesaplanmaktadir. Lyapunov
fonksiyonunun tiirevine ait iist sinir @(s)’nin DME yoOntemleriyle hesaplanmasi igin

asagidaki Onerme 4.5 sunulmustur.

Hatirlatma 4.4 Onerme 4.5’nin kanitinda, 6nsav 4.2’nin kanitinda kullanilan

esitsizliklerden biri kullanilmaktadir. Kullanilan esitsizlik

t

Vi(t,x)) <l ()= (¢ n (t,s)yima(t,s)ds (4.22)

t—ri(t)
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seklindedir. y; Esitsizlik (4.7)’de tanimlanmistir ve

T

M(t,s) = [xT(t),xT(t—ri(t)),xT(s)] (4.23)
z P11+ TAT ZIA; Proi+ TifiiTZiz?i . 424)
* O+ TAT ZiA,

Esitsizlik (4.6), E; < 0’1n Schur tamlayamdir. Detaylar icin [19] e bagvurunuz.

Onerme 4.5 Onsav 4.2’yi saglayan alt sistemlere sahip bir sistem (4.1) ele alalim. Eger

simetrik W; > 0 matrisi

d1i+ Wi 91 TA!Z

* * —T,Z;
DME’sini saghyorsa, Vi(t,x;) < —xT (£)Wix(t).

Kamit. Esitsizlik (4.22)’i ele alalm. y; = 0 oldugundan, Vi(¢,x;) < 0! (t)Z;1;(¢) oldugu

bilinmektedir. Bu esitsizligi listten

i (OEmi(1) < =" ()Wix(r) (4.26)

seklinde sinirlandirirsak, n? (t)D;n; (¢) < 0 olur. Burada,

O+ Wi+ TAI ZA; ¢1oi+ TAT ZIA;
Dy WA < 4.27)
* O+ TA] ZiA,

olur. Esitsizlik ¢;, D; < 0’1n Schur tamlayam oldugu igin, eger (4.25) saglamrsa, V;(t,x;) <

—xT (t)Wx(t) dir. O
Lyapunov fonksiyonunun tiirevinin iist sinir1 w;(s) = Ais?,

Ai := Omin [Vvt] ) (4.28)
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olacak sekilde secilir.

Sistem (4.1)’in onsav 2.4’ii tutarh kildigini varsayalim. Oyle &, > &; > 0 vardir ki u(8,) =
v(81)’dir. Boyle bir & igin, eger |x[j,_ ) < 01 ise Onsav 2.4’e gore biitiin ¢ > fo igin

||x(¢)|| < 6,’°dir. Bu durumda, (4.19) ve (4.20)’de tanimlanmus u(s), v(s) ve

Mi
= 4.29
‘B 1;161% Omin [Pz] ( )
icin
x| < Blxljty—rz00)s Vi€ P, (4.30)
olur.

Simdi k. anahtarlama anim ele alalim. Oturma zamam Oyle secilir ki, bir sonraki
anahtarlama anindaki durum fonksiyoneli normu, k. anahtarlama anindaki durum
fonksiyoneli normundan kiigiik olmali. Bunun i¢in Onerme 4.3’deki p, k. anahtarlama
anindaki durum fonksiyoneli normunun « kati olarak segilir. Onceden belirlenen ¢, (0,1)

araliginda bir reel sayidir.

Teorem 4.6 Sistem (4.1)’deki AZG sistemi ele alalim. Biitiin alt sistemler igin
onsav 4.2’nin tutarli oldugunu varsayalim. Sinir parametreleri y; ve A;, (4.19) ve

(4.28)’daki gibi tanimlansin. Oturma zamant

l .
T = EIE%% + Tmax, forany a € (0,1) (4.31)

degerinden biiyiik olan biitiin anahtarlama isaretleri i¢in sistem asimpotik kararlidir.

Kamit. Parametre p = a0y seklinde secilmis olsun ve J, k. anahtarlama anindaki durum
fonksiyonelinin normu olsun, & = |x| It —Tmax, 1] ANaQtarlama isaretlerine oturma zamani

tr —tr—1 > Tp olacak sekilde sinir koyalim. Oturma zamani

T = ma}(Ti(skfly a‘Skfl) =+ Tmax; (4.32)
€9
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seklinde tanimlayalim. Onerme 4.3’te

vi(O1) M

T:(0p_1,00_1) = = . 4.33
l( k—15 k 1) Wi<a8k71> 062),,' ( )

secersek,
“x‘ [tk_fmax,lk} S a‘x‘[lk_| _Tmamlk—lb vZ‘k > tk*l + TD7 (434)
olur. Denklemler (4.30) ve (4.34)’ten
()] < Bl — una ]

S B(X|x|[lk,1—fmax,tk,ﬂ

S Bak|x| [t()—Tmax,t()}

< ﬁa|x|[,0_rmaxj,0}, Va € (0,1), (4.35)
esitsizligini elde ederiz. Bu esitsizlik, kararlilik tanimi, Tanim 4.1°1 tutarh kilar. L]

Hatirlatma 4.7 Denklem (4.34)’te goriildiigii lizere o parametresi, art arda gelen iki
anahtarlama anindaki durum fonksiyoneli normlarinin oramidir. Bu nedenle, sistemin
azalma hizi olarak ele alinabilir. Bu parametrenin ayarlanmasiyla oturma zamani ve azalma
hiz1 arasinda bir takas yapilabilir. Parametre biiyiidiikce oturma zamam kisalirken azalma

hiz1 azalir.

4.1 Sozde - Konveks Optimizasyon ile Oturma Zamaninin En Kiiciiklenmesi

Denklem (4.31)’deki oturma zamaninin en kiigiiklenmesi i¢in maliyet fonksiyonu 6nceden
belirlenen bir a degeri igin f(u;, A;) := max;c o U;/A; olarak secilmistir. Bu maliyet
fonksiyonu, konveks bir fonksiyon ile azalmayan bir fonksiyonun bileskesidir, dolayisiyla
s0zde-konvekstir. Sozde - konveks maliyet fonksiyonu ve konveks kisit kosullar1 iceren

optimizasyon probleminde, yarilama algoritmasi global en kiiciik degeri bulur [33].
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Yeni bir serbest parametre ¢, maliyet fonksiyonunu

% <1, Vie® (4.36)

seklinde kisitlamak icin tanimlanmustir. Parametreler u; ve A;, P, Q;, Z; ve W; matrisleri
ile iliskilidir. P, Q;, Z; matrislerinin en biiyiik 6zdegerleri p;, ¢; ve z; de8iskenleriyle

tanimlanmugtir. Bu durumda Egsitsizlik (4.36),
pitTigi+Atizi—tA; <0 (4.37)

seklinde yazilabilir. Serbest parametreler P, Q;, Z;, W;, X11i, X12i, X22i» N1i,N2i pis Qi Zis Wis

t, i¢in, oturma zamani en kiiciikleme problemi,

minimize (4.38)
subject to diag[P;, Qi, Zi,W;, Xi] = 0, Vie &

diag[P;, Qi, Zi, —W;] < diag [pil,qil,zil ,—Ad] Vie &

vi=0,  $=<0, Vic P

pi+Tiqi+%Ti22i—tli<0, Vie &

seklinde tanimlanir. X;, y; ve q5,- degiskenleri, (4.5), (4.7) and (4.25) denklemlerinde
tanimlanmigtir. Herhangi bir @ € (0, 1) parametresi igin, oturma zamani Tp = O + Ty
seklinde sec¢ilebilir. Ancak ¢ parametresi serbest olursa, optimizasyon cift dogrusal terimler

icermektedir.

Yarilama algoritmast ile en kiigiik # degerinin aranmasi, yari-kesin programlama fizibilite
problemi dizisi olusturmaktadir. Boylece SeDuMi gibi programlarla kolayca ¢oziilebilir

[34].

4.2 Oturma Zamanmi En Kiiciikleyen Kontrolcii Sentezi

Durum degiskeni x € R", durum matrisi Ag(;) € R"*", gecikmeli durum matrisi Ac(t) €

R By € X x > girdi matrisi, anahtarlama isareti o (t), zaman gecikmesi rc(,)(t),
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baslangic kosulu y € € ve dinamik denklemi

. X(t) =Agnx(t) +Asnx(t —r t))+Bgnu(t), t>0
S (t) = Ag(n)x(t) +Ag(p)x(t = 16(1)(t)) + Bo(ryu(t) (4.39)

x(0) =¢(0), VO € [—Tmax, 0]
olan anahtarlamali zaman gecikmeli sistemler olsun. Alt sistemleri temsilen

Y= (Ai,A;,Bi, Tiydi) € RV X R x RV xR x R (4.40)

besligi tanimlanmugtir.

Onsav 4.8 ([19]). Pozitif bir ¥; matrisini,

Yiii Yo
Y, = =0, (4.41)

* Yoo

seklinde tanimlayalim ve boyutlart uygun My;, M5; ve V; matrisleri olsun. Asagidaki matris

esitsizliklerini

My Mo w(LAT +VIB])
I1; = * I15; TiL,‘AI-T =<0, (4.42)

* * —T;R;

Yiiio Yioi My,
A= * Yoo, M>; = O; (4.43)

* * Ll-Ri_lLi

saglayan simetrik L; > 0, 7; > 0, R; > 0 matrisleri mevcutsa, Sistem (4.39)’in alt sistemi ¥,
(2.2) ve (2.3) kosullarin1 saglayan zaman gecikmeleri i¢in kazanci K; = V,~Ll.’1 olan u(r) =

K;x(t) olan kontrolcii ile kararli yapilabilir. Esitsizlik (4.42) ve (4.43)’deki degiskenler
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asagidaki gibidir:

I,y = LA + AL+ BV; + VI Bl + My; + MT 4 T; 4 5,114 (4.44)
My = AL — My; + M3, + 110 (4.45)
Iy, = —Mp — Mg — (1 — dl)T, + 7;Y20;. (4.46)

LiRl._lL,- teriminden dolay1 6nsav 4.8’deki (4.43) kosulu bir DME degildir. Bu durumdan

kurtulmak i¢in,
LiR7'L; = S;, (4.47)

seklindeki S; degiskeni tanimlanmigtir. Denklem (4.43)

Yiii Yoo My
/_\i = * Y22 Mz,' i 0 (448)
ES S Si

ile degistirilmisgtir.

Esitsizlik (4.47), L'RL™! < §~!"e esittir. Schur tamlayani

sl -1
' ! = 0. (4.49)
* Ri_l
olur. Yeni
=L, U=S"' H=R" (4.50)

degiskenlerini tanimlayalim. Boylece Denklem (4.49)

= 0. 4.51)
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seklinde yazilmigtir. Bu sayede Denklem (4.43) yerine DME’ler (4.51) ve (4.48)

kullanilmustir.
Onerme 4.9 Sistem (4.39)’in her bir alt sistemi £;’nin onsav 4.8°1 sagladigin1 varsayalim.

Eger simetrik W; > 0 matrisi i¢in

i+ LWL T w(LAT +V/]B])
* Iy, TiLl'AlT =<0, Vie & (4.52)

* * —TiR;
tutarhysa, V;(t,x;) < —x (t)Wx(t) olur.

Kanit. Onerme 4.5°deki DME (4.25), diyag [Pi_l,lt’i_1 ,P._l} ile 6n ve 6teden carpilmistir.

1

Daha sonra

3L;:=pP7', T:=pP7'QP', R :=2Z" (4.53)
Myi:=F 'NuP', Myi:=P'NyPl Vi= KiP! (4.54)
Y; :=diyag [P ', P '] - X; - diyag [P, P! (4.55)

degisken degisimleri yapilmstir. [

Onsav 4.8deki kosul gibi, (4.52) de DME degildir ve benzer yaklasimla DME kosullari
elde edilmistir. Yeni degiskenler C; ve O;, C; — LiW;L; = 0 ve O; = Wi_1 olacak sekilde

tanimlanmugtir. Schur tamlayani

=0, (4.56)

* * —TiR;
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kosulu ile yer degistirilmistir. Lyapunov fonksiyonuna ait alt ve iist sinirlar

1
i = Omax [L;'] + TiOmax [Li ' TiL; '] + 2% Omax [R; '] (4.58)

l,' := Omin [VVI] . (459)

seklinde belirlenmigtir. Bu sinirlar da DME degil kuadratik yapidadir. Bunun i¢in yeni

degiskenler F; ve E;, F; = L; lT,-Ll._l, E; = Tl._1 olacak sekilde tanimlanmis ve Schur

tamlayani

F.

S ) (4.60)
* E,’

ortaya konmus ve fi;

- 1
Hi = Omax [Ji] + T;iOmax [Fz] Efizgmax [Hz] . (4-61)

ile degistirilmis, sonu¢ olarak DME elde edilmistir.

Maliyet fonksiyonu fi;/ Ai < t iist stmrim ele alalim. Sabit bir ¢ i¢cin, oturma zamani

Tp = t + Tmax NN fizibilitesi

En kiiciikle 1z Z (LiJi+SiUi+RiHi+]}Ei+0iW/i)

ic?

Kisitlar:  diyag|[L;, T3, R;, Y, W;] > 0, Vie &,
diyag [J;, Fy, Hi, —Wi] < diyag [ G, fi i, —Z,-I} , Vie 2,
A; >0, I1,<0, Vie 2,

Ui Ji G L F U
=0, =0, =0, VieZ,

*  Hj * O, *  FEj

L 1 S, 1 R 1
=0, =0, =0, VieZ,

* J; x U x  H;

30



=0, =0, Vie 2,
1 ~
Jit+Tfi+ Er,?hi—mi <0, Vie 2. (4.62)

seklindeki yari - kesin optimizasyon problemidir.

Optimizasyon (4.62)’deki maliyet fonksiyonu, esitsizlikler (4.43) ve (4.52) tutarli olsun
diye en kiiciiklenmistir. En kii¢iikleme siirecinde, J;, U;, H;, O;, E; parametreleri Ll._l, Si_l,
Rfl, Wfl, Tfl parametrelerine yakinsar. Ancak maliyet fonksiyonu dogrusal olmayan bir

yapidadir. Kaynak [35]’deki dogrusallastirma yontemi ile

fi=sabit+iz | Y (L0 +L0+SUP+ S0+ RiH)+ROH;+ TEH TOE+OW+OMW;) | . (4.63)
icy

formuna getirilmistir.

Dogrusal maliyet fonksiyonu f; iteratif olarak en kii¢iiklenmistir. Maliyet fonksiyonu, her
adimda yeni (Lf.‘, J{‘, Sf.‘, Ul.k, R{?, Hik, Tik, Elk, Of, Wlk) noktasinda dogrusallistirilmistir.
Dogrusal olmayan kosullar (4.43) ve (4.52), 6nceden belirlenmis bir say1 defa tekrar
kontrol edilmistir. Eger dogrusal olmayan kosullar tutarli kilinmigsa, ¢ uygun bir oturma

zamanidir.

Oturma zamaninin en kiiciiklenmesi i¢ ice gegmis bir optimizasyon problemidir. Dis
dongiide (adim 1 ve 4) maliyet fonksiyonu f; := ¢’yi en kiigiikleyen yarilama algoritmasi
vardir. I¢ dongiide optimizasyon problemi (4.62)’deki maliyet fonksiyonu Ji en
kiiciiklenmektedir. Eger i¢ dongiide uygun bir oturma zamani bulunursa, ¢ yartya indirilir,

aksi halde ikiye katlanir (adim 4).

Admm 1. Tutarli bir oturma zamani kilmaya yeter biiyiik bir baglangig iist sinir1 ¢, > 0 sec.

Alt siir #; = 0 olarak sec.

Adim 2. Iterasyon indisi k = 0 ve = (¢, +1;) /2 olarak seg. Serbest parametreler

(Li7Ji7Si7Ui7Ri7Hi7T;'aEl'aOiaWIiaYi7M1i7M2i7V'l'7jl'7hi7fiuwi) 1§1n (462),dekl
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kasitlar tutarli kilan miimkiin bir kiime bul. L? =1L; Jl.O =J, S? =3, Ui0 =U;,

R? =R, Hl-0 =H,, TiO =T, Elo =E,, O? = 0; ve Wi0 = W, olarak ayarla.

Adim 3. Siradaki

enkiigikle iz | Y (Lib+LilitSUS St U+ RHS +REHA TLES+ THE+OWE+OKW; )
i€y

Kisitlar: (4.62)’deki kosullar.

konveks optimizsayon problemini, Adim 2’deki serbest parametreler i¢in ¢oz.
Parametreleri L™ = L;, &1 = J;, S = 5, UK = Uy, RS = Ry, HEY = H,,

Tl.kJrl =1, EikJrl =E;, Of.‘“ =0, ve Wik+1 = W, olacak sekilde sec.

Adim 4. Eger 6nceden belirlenmis tolerans degeri #, —t; < tol saglandiysa, kontrolciiyii

K;=ViL; ! biitiin i € 2 icin ayarla, programdan ¢ik. Oturma zamani Tp =t + Tax.

Degilse Eger (4.43) ve (4.52) tutarhysa, iist sinir 7, = t’yi ayarla ve Adim 2’ye

don.

Aksi Halde, k = k+ 1 olarak ayarla ve Adim 3’e git. Eger 6nceden belirlenmis
iterasyon sayist defa denemeden sonra miimkiin bir sonug yoksa, alt sinir #; = ¢’yi

ayarla ve Adim 2’ye git.
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BOLUM 5

YONTEM II: ZAMAN PLANLAMALI LYAPUNOV -

KRASOVSKII FONKSIYONLARI iLE OTURMA

ZAMANLI KARARLILIK

Durum degiskeni x € R", durum matrisi A, € R"*", gecikmeli durum matrisi A4,y €

R"*", anahtarlama isareti 6(¢), zaman gecikmesi r(¢), baglangi¢ kosulu y € € ve dinamik

denklemi

(1) = Agyx(t) +Agx(t —1(t)), 1>0
x(0) =(0), V6O € [—h,0]

(5.1)

olan anahtarlamali zaman gecikmeli sistemler olsun.

Alt sistemler arasindan i. sistemi temsil etmesi i¢in asagidaki dortliik kullanilmstir,
Y= (A;,4;) € RV x R™" (5.2)

Alt sistemlerin zaman gecikmelerinin en bilyitk zaman gecikmesi Tyax — maXx;c gz T; dir.
ey

Siradaki 6nsavda [3]’dan etkilenilmistir. Ilgili onsavda alt sistemlerin kararlilig1 igin bir
Lyapunov fonksiyonu sunulmustur. Lyapunov parametreleri sabit parametreler degil, aksine
bir zaman araliginda degismektedir. Bu 6nsavda, zamanla degisen Lyapunov fonksiyonun

zamanla azalmasini garantileyen DME kosullar1 bulunmustur.

Onsav 5.1 Alt sistem X,;yi ele alalim. Bir zaman aralig1 ¢ € [t9, /] icin

Vilt,x) = x" (1) Pi()x(r) + / 2" (5)Qi(1)x(s)ds
r(f)

t_
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+ / (s — 1+ )" () 0(t)x(s)ds + / / i (5)Zi(1)%(s)dsd

t—r(t) ~ht+6
0 ¢

+// (s—t—0)%" (5)Zi(t)x(s)dsd®, Vit € [to,ty]. (5.3)
“ht+6

Lyapunov fonksiyonunu tanimlayalim. Pozitif bir X;(¢) matrisini

X11:(6) Xia;
X;(1) = uilt) - Xiail?) =0, Vel (5.4)

seklinde tanimlayalim ve boyutlari uygun Ny;(z) ve N»;(¢) matrisleri olsun. Asagidaki

DME’leri

- O11i(r)  G12i(t) —AT ¢33:(1)
¢i(t) == s ui(t) —AT¢3(r) | <0, VIE [to,1y] (5.5)

* * $33i(1)

Xi1i(t) Xioi(r) Ni(t)
Vi) = o« Xon(t) Nau() | =0, vt € [to,1y] (5.6)

* * Zi(1)

saglayan ve Q;(t) = 0, Z;(t) = 0 ve Q;(t) = Z;(t) = 0 olan simetrik P,(t) = 0, Q;(t) =
0,Z;(t) > 0 mevcutsa, (5.3)’deki Lyapunov fonksiyonu, (2.2) ve (2.3) kosullarin1 saglayan
zaman gecikmesi i¢in ¢ € [fo,17] aralifinda azalmaktadur. Esitsizlik (5.5) ve (5.6)’deki

degiskenler asagidaki gibidir:

011i(t) = P.(t) + P(t)Ai + AT Pi(t) + Nii(t) + NL(1) + hQi(t) + Qi(t) + hX11i(t), (5.7)

$12i(t) = Bi(t)A; — Ny (t) + N3 (1) + hX:(2), (5.8)

4)22,‘(1‘) = —Nzl'(l‘) —Nle-(l‘) — (1 —d)Qi(l‘) —i—thzi(l‘), (5.9
2

(])33,'(1‘) = —th'(l‘) — %Z,(t) (5.10)
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Kanit. Newton-Leibniz formiilii olan

Xt = r(t)) = x(1) — / i(s)ds, (5.11)
r(t

x(s)ds —x(t — r(t))] =0, (5.12)
elde edilmigtir. Tanim1 geregi X; yari-kesin pozitif oldugu ve & > r(¢) > 0 oldugu i¢in,

t
G / n’ t)ds > 0, (5.13)

t—r(t)

¢ikarimu yapilmistir. 0 (r) = [x7 (1), x7 (1 — r(1))] " seklinde tanimlanmustir. Lyapunov

fonksiyonunun tiirevi

Vi =x"(t) [Bi(t) + P,(t)A; + AT P(t)] x(2)

+2xT () Pi(1)Aix(t — r(2)) + hx (¢ 1)+ / x (s)
—r(t)

t—r(t) t—r(t)
+ hal ( i (s) s)ds+
- [ oo | | o
2 t
+%xT(t)Zl(t)x(t)— / / i (5)Zi(0)i(s)ds
—ht+0
0 ¢
[ [ =100 (5)20)s(s)dsdo (5.14
—ht+60
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olarak hesaplanmistir. Kosullar (2.2) ve (2.3) sebebiyle
O<[1—F@)]-[h—r@) <(1+d)h (5.15)
durumu vardir. Denklemler (5.12) ve (5.13) eklenirse

Vi(t,x) <xT(t) [B(t) + Pi(t)Ai + AT P(t) + Qi(t) + hQi(t)] x(t)
+ 24T (P () Aix(t — (1)) — (1 = d) xT (1 — r (1)) Qi(t)x(t — r (1))

2 t
47 (1) [hz,-(r)+%z',~(t)1 i(t) — / i (5)Zi(t)x(s)ds
(1)

t—

+2 [xT()Nyi(t) +x7 (¢t — r(t))Nai(2)] - |x(2) —

t_

’3\\"
.
—~
Y
SN—
QL
©
|
=
—~
-~
|
~
~—~
~
S—
SN—

t

sl OX@Om@©) ~ [ nf ©X@Om @ds

t—r(t)
t

—nf Wm0~ [ movilma(.s)ds (516
t—r(t)

olmaktadir. Buradaki degiskenler

m(t,s) = [x7(0).a7 (c = (1)), 37 (s)] " (5.17)
O11:(t) — AT ¢33 (1) A @r2i(t) — AT 933:(1)A;

B = , (5.18)
* $20i(t) — hAT ¢33,(1)A;

seklinde tanimlanmustir. Matris (5.5), (5.18)’1n Schur tamlayanidir. Dolayisiyla, eger (5.5)

ve (5.6) tutarliysa, zaman araligi 1 € [fo,t7] icin Vi(¢,x,) < 0°dur. O

Optimizasyon probleminin kolayca uygulanabilmesi i¢in zamanla degisen Lyapunov

fonksiyonlarini parcali lineer se¢ilmistir.

Sonug 5.2 Zaman arahig1 ¢ € [19,17] ve (5.3)’deki Lyapunov fonksiyonu i¢in 8 =t — 1o,

P(t) = afin(P,Pgy1,t — 10,6), Qi(t) = afin(Qjx,Qixs+1,t — 10,06) ve
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Zi(t) = afin(Z; x, Z; y41,t — to, ) olsun. Pozitif matrisler

Xiix Xi2ik
Xix = ; -0, (5.19)

x Xk
ve uygun boyutlarda Ny; k., Ni; k41, Noj x V€ Noj g1 matrisleri olsun. Eger

Yuie ik AT 9334

"ok = Ok —AN 935 | <0, (5.20)

* * Y0334

2011k Oroikrr —AI 293k

25 ._ .
Pix = *  Omigy1 —A7 2033 | <0, (5.2

* * 203314

Xitik X12ik Niik
Vik = * X22i,k N2i,k ioa (522)

* * Zi,k

ve Y k+1 = 0 matrislerini tutarli yapan simetrik P;; = 0, P j41 = 0, Qjx41 = Qix = 0,
Zik+1 = Zij > 0 matrisleri mevcutsa (5.3)’deki Lyapunov fonksiyonu ¢ € [fg,¢] zaman

aralif1 icin azalandir. Yukaridaki degiskenler asagidaki gibi tanimlanmistir:

1
Y11 = 5 (P — Pik) + PisAi + Al Py + Nyjge+ N
h
+ 5 (Qiks1— Qik) + Qik +hXi1ix, (5.23)
1
20111k = 5 (Pk+1—Pk) + P +ATP g1+ Niigr + N{i,k+1
h
+ 35 (Qikt1— Qik) + Qiks1 +hX11ijr1, (5.24)
O12ik = PigAi — Nyig + NzTi,k +hX12; k, (5.25)
02k = —Nojx — NzTi,k — (1 =d)Qix+hXoik, (5.26)
1 h*
033k = —hZ;) — 2% (Zijr1 — Zix) , (5.27)
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h2
20330k = —hZigy1 — % (Zigs1—Zig) - (5.28)

Kanit. Matrisler Xl'(l) = aﬁn(Xi7k,X,-,k+1,t - t0,5), Nli(l) = aﬁn(Nli’k,Nlth,t - 10,5),

No(t) = afin(Ny; g, Noj k11, — 19, 0) olsun. Kosullar

0i1) = (1 - %) 't (%) 91 (529)

t—1 t—1
vi(t) = <1 - TO) Vik+ (TO) Vik+1; (5.30)

olur. Sonug olarak, zaman aralig1 ¢ € [to, t f] icin (5.5) ve (5.6) kosullar: tutarli olur. [

Sonug 5.2°de, zaman planlamali Lyapunov - Krasovskii fonksiyonellerinin P; ;’den P; " ye
parcali dogrusal olarak ilerlerken, Lyapunov fonksiyonunun azalmasi icin gerek kosullar
ortaya konmustur. Siradaki teoremde, Sonug 5.2’deki parca sayisi K taneye c¢ikarilmistir.
Sonug olarak P, o’dan P, k’ya ilerlemektedir. Ik parcadan son pargaya ulagma siiresi oturma
zamani olarak tanimlanmugtir. K. par¢adan sonra Lyapunov fonksiyonu zamanla degisme
yerine sabitlenmektedir. Teoremi sunmadan 6nce, onsav 4.2’ nin kosullarinda yapilan bir

degisken degisimini tanitalim:

¢; k := ¢; hesaplama noktas1 P, = Pix, P =Pk, Z;=Z, (5.31)

Ny = Niik, Noi = Nk, Xi = Xik,

Teorem 5.3 Sistem (5.1)’1 ele alalim. Zaman gecikmelerinin {ist sinirlar1 A, d, zaman
planlamas1 parca sayist K ve oturma zamani Tp Onceden belirlenmis olsun. Zaman

gecikmesinin K parcasindan

K
{5k>0, ZSk:TD}

k=1

dizisi olusturulmus olsun. Eger
' <0, 20,4 < 0, Vk=0,... K—1
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Yk =0, Xix =0,
¢i7K < 07
Qikr1—Qix =0,
Zijgr1—Zixg = 0,
Pk —Pjo=0,
h
Qik —Qjo— 5 (Qj1—0Qjp) =0,

h
Zik—Zjo— 5 (Zjai—2Zp) =0,

Vk

I
“O
=

Vk=0,...,K—1
Vk=0,...,K—1
Vi€ P, j+i
Vi€ P, j+i

VieZ,jFi

(5.32)

(5.33)

(5.34)

kosullarini saglayan simetrik P; ;= 0, Q; x = 0, Z; ; > 0 matrisler mevcutsa, oturma zamani

Tp’den bilyiik anahtarlama isaretleri i¢in Sistem (4.1) global asimptotik kararlidir.

Kanit. t1, 1, ... anahtarlama anlari olsun. Iki art arda anahtarlama an1 j+1—1j > Tp olacak

sekilde oturma zamanindan biiyiik olsun. Degisken

k
tiki=1;+ ) 8;. (5.35)
j=1
olsun. Simetrik matrisler
t_t/',k
P+ 5 (Pkt1—Pig), 1€ [titjnr1), Vk=0,1,....K—1
Pi(t) = k (5.36)
Pk teftik,ti1)
t—t;
Oix+ ( 5 J’k> (Qik1 —Qik), 1€ [tixstjnr1), YVk=0,1,....K—1
0i(t) = k (5.37)
Oix teE[tjk,tjv1)
t—t;
Zi,k+< 5J’k)(zi,k+l_zi,k)7 re [tj7k7tj,k+l)7 Vk:07177K_1
Zi(t) = 3 (5.38)

Zik

tEtjk, 1)

icin Lyapunov fonksiyonu (5.3) azalandir. Varsayalim ki 7; aninda sistem i’den j’ye

anahtarlansin. O andaki Lyapunov fonksiyonundaki degisim:

Vi(tj,x) = Vj(tj,x) = x" (1)) [Pk — Py o] x())
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tj

+ / X (s) [Qi,KQj,O(Sthrh)Qj’l;.Fj’o} x(s)ds

tj—r(t)
0

+ / / i (s) [zi,,(—zjﬁo—(s—zj—e)zf*%sozf"] i(s)dsd6 (5.39)
—htj+6

olur.

Integral bolgesinde h > (s—t+h) ve h > (s—t+ 6) oldugu i¢in, eer anahtarlama isaretinin
oturma zamani Tp’den biiyiikse ve (5.32), (5.33) ve (5.34) kosullar1 tutarliysa Lyapunov
fonksiyonu anahtarlama aninda yiikselemez. Biitiin alt sistemler kararli ve anahtarlama

anlarinda Lyapunov yiikselmedigi i¢in AZG sistem asimptotik kararlidir. U
Onceden belirlenen K ve Tp icin zaman araliklart

D
o =-—, Vk=1,....K, (5.40)

seklinde esit olarak secilebilir. Yarilama algoritmasi ile oturma zamaninin en kiiciiklemesi

gerceklestirilir.

Parametre K’ nin se¢imi ile ilgili [17] ye bagvurulabilir. Parametre K yiikseldik¢e sonuglarin

tutuculugu azalir. Diger yandan, K’ nin artis1 hesaplama maliyetini arttirir.

5.1 Oturma Zamammi En Kiiciikleyen Kontrolcii Sentezi

Dinamik denklemi

Zo() : - B (5.41)
x(8) = ¢(0), VO € [~h,0]

olan AZG sistemi ele alalim. Alt sistem i’yi temsilen

Y= (A, A;, Bi) € RV x R x R (5.42)

ticliisti tantmlanmagtir.
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Onsav 5.4 Alt sistem X;’yi ele alalim. Zaman gecikmesi 7(¢) (2.2) kosulunu saglasin.
Pozitif simetrik

Y11 Yi2i
Yi(t) := ilt) Yailt) >0, Vi € [10,1f] (5.43)

* Yzzi(t)

matrisi ve uygun boyutlarda My;(t), Mp;(t) ve Vi(t) olsun. Simetrik L;(t) >= 0, R > 0
matrisleri

Hlli(t) lel'(t) h(Ll'(t)Al-T-i-ViT(l‘)BiT)
() =| %  Iypt) hLi(t)AT <0, Ve [un,y] (5.44)

* * —hR

Yi1i(t) Y12i(2) M;(1)
A(t) = * Yaou(t) Mo;(t) =0, Vi € [to,1f] (5.45)

* x  Li(t)RT'L(?)

ve L;(t) = 0 kosullarim saglyorsa, Sistem (5.41), kazanc1 G;(t) = V;(¢t)L;(t)~" olan
kontrolcii u(t) = G;(t)x(t) ile kararli kilinabilir. Kosullaridaki degiskenler asagidaki gibi

tanimlanabilir:

Iy1i(r) = —Li(r) + Li(t)A] +AiLi(1) + BiVi(1) + Vi(1)" B}

+ My (1) + Myi(1)" + hYy (1) (5.46)
I19i(t) = A;Li(t) — My;(t) +Moi(1)T + hY10:(1) (5.47)
szl—(t) = —Mzi(l‘) —le'(l)T —}—hYzz,‘(I). (5.48)

Kanit. Kontrol isareti uygulandiktan sonra sistem dinamigi

x(t) = (Ai+BiGi(t)) x(t) + Aix(t — r(1)), (5.49)

haline gelir. A; ile A; + B;G;(t) degistirilir. Kontrolcii sentezi i¢in, Q;(¢) = 0, Z;(t) ise ortak

ve sabit olarak Z;(¢) = Z secilir. Esitsizlik (5.5) on ve 6teden diag [P(r)~', P,(t)~!, 2]
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ile, Esitsizlik (5.6) on ve dteden diag [P,(r) "', P,(r)~", P,(t) "] ile carpilmustir. Siradaki

Li(t):=R()™", Vi(t):=Gi(t)P7 (), R:=2Z7", (5.50)
Myi(t) := P (ONG(OF (1), Mai(t) := P (0Nwi(1)P (1), (5.51)
Yi(t) := diag [P (), ' (1)] - Xi(r) - diag [P (e), B (1)] (5.52)

degisken degisiminden sonra kogullar elde edilmistir. Not olarak, Q;(¢) ve Z;(¢) se¢iminden

dolay1 L;(t) = —Pi(t) " 'Bi(t)P,(t) ' ve Q;(t) =0, Zi(t) = 0.

Kararlilik analizinde oldugu gibi zaman degismeli Lyapunov fonksiyonu pargali dogrusal
olarak secilmistir. Ornegin parametre L;(t) = affine(L; , L; x+1, to, 0)’dir. Zaman aralig1

[t(), l‘f] icin

My Mg h (Li,kA,-T + VZT;(B,T>

M= | «  Thoi hL; AT <0 (5.53)
* * —hR

Mg Mg h (Li,k+1A,-T + ‘/i?;c+lBiT>

Mg = * Toigy hLij i1 AT <0 (5.54)

* * —hR

olur. Boylece, (5.53) ve (5.54) tutarhysa kosul (5.44) saglanmis olur. Serbest parcali

dogrusal parametreler i¢in kogullar

2 2
r—1 r—1 r—1 - r—1
Al(l') - (1 - TO) Alk+ (1 - TO) (TO> Ai,k+ <TO> Ai7k+1 (555)

ve parametreler

Yitiek Yioik Mk
Ai,k = * Y22i,k M»; i =0, (5.56)

* * Li,kRilLi,k
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Yk +Yiiger Yiig +Yi2ik1 My g+ My g1
A= * Y20i 1+ Y22i kv1 My i+ M j 11 =0.  (5.57)

x * LixR"Lij1 4 Lijs 1R 'Ly

olur. Karesel terimler L,-J{R*ILZ-,k’den dolay1 kosullar DME degildir. Dogrusal olmayan

kosullardan kurtulmak i¢in, yeni S; ; ve S i k degiskenleri tammlanmigtir. Bu degiskenler

LixR 'Liy—Six =0, (5.58)

LixR™ ' Ligp1 + Ligr iR Lig — 254 = 0. (5.59)

kosulunu saglasin. Esitsizlikler (5.56) ve (5.57),

Yiiik Yok Mk
Al'Sch x  Yoix Mg | =0, (5.60)

* * Si,k

Yitig +Y1tikr1 Yioig +Y12ik01 Miix +Miigrt

A= * Yooik +Yooikt1 Moix+Migyr | =0 (5.61)

* * 28 ik
ile degistirilmistir.

Esitsizlik (5.58), L, k] RL;, k' =S, kl "ye esittir. Schur tamlayani

s -l
ik Tk, (5.62)

x R

olur.

Matris X, ancak ve ancak simetrik boliimii (X +X7) kesin pozitifse, kesin pozitiftir [36].

Boylece, Esitsizlik (5.59) tutarlilig1 ancak ve ancak

LijR™'Ligy1 —Six = 0. (5.63)
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veE

L; JRL!

ikt Si,kl =0. (5.64)

saglanmasina baglidir.

Matris (5.64)’in simetrik

I

_ Loy —
lk+]Rle +L;  RL;

o—1
lk—H 2Si,k =0

boliimiinii ele alalim. Bu simetrik boliimiin kesin pozitifligini kanitlamak icin

o1
(le +Ll k-H)R(sz +Lz k-H) _2Si,k =0 (5.65)
teriminin pozitif oldugunu kanitlamak yeterlidir. Schur tamlayani

s—1 -1, 71
285 Lix T Ly

= (5.66)
* R~!
olur.
Parametrelerin tersini hesaplayabilmek i¢in yeni
Jix=L; ,j, U = S,.jkl, Uiy = Sl.jkl, H=R!, (5.67)

parametreleri tantmlanmustir.

Onceden belirlenmis 7p ve K parametreleri icin, kararli kilan kontrolcii tasariminim

miimkiinliigii

K K—1
Z Z Lixdig+SixUix) + Z Z SixUix+HR

en kiictikle iz (5.68)
eZ k=0 i€ k=0
st My =0, ;. = 0, Vkel, - K, Vie 2,
Uk Jix
A =0, M ] >0, vkel,--- K,  Vie 2,
' x H
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. 20; Jirx+Ji
A§k>—_07 ik ik ik+1 ] =0, Vkel,--- , K—1, Vie 2,

| H
Lip 1 Sik 1
’ =0, ' >0, Vkel, - K, Vie P,
L * ik | x Uik
Sl.k I
' =0, Vkel, -, K—1,
L * Ui,k
H I
=0,
* R
Lixk —Ljo =0, Vi,je P, i#]
ile hesaplanir. [

Adim 1. Parametre K’y1 ayarla. Yeterince biiyiik oturma zamani iist sinir1 £, se¢. Alt sinir1

t; =0 sec.

Adim 2. iterasyon indisi n’i 0’a ayarla. t = (¢, +1;) /2 olarak seg. Serbest parametreler
(Ligs R, Sies Sises Jikes Uikes H, Ui g, Y; .My, Mo ) icin (5.68) kisitlarini saglayan
miimkiin kiimeyi bul. LY, = Li ¢, J}, = Ji k> S = Sits Upy = Uik S = Sins U3y =

Uiy, H® = H ve R’ = R olarak seg.

Adim 3. Siradaki konveks optimizasyon problemini Adim 2’deki serbest parametreler i¢in

¢Oz.

K
12

Y ) <LZ,<J,~J< +Li i+ S Uik + Si,kU,-’fk)
i€cPk

(=)

K—1
+Y ) <§Zk0i,k+5_i,k _fk> +H"R+HR"
i€Z k=0

>~

n+1 __ n+1 __ n+1 __ n+1 _ an+l _ g n+1 _ r7 1 _
LY =Li Ji =Jie Siy =Si Uy =Uie Siy =Sise Uy = Ui H' =

H ve R"T! = R olarak sec.

Adim 4. Eger 6nceden belirlenmis tolerans ¢, — #; < tol saglandiysa kontrolciiyii G;(t) =

Vi(t)Li(t)~" olarak se¢. Oturma zamam Tp = ¢’dir. Programdan cik.

Degilse Eger (5.56) ve (5.57) kosullar1 saglandiysa Adim 2’ye don.
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Aksi Halde, n = n+ 1 olarak se¢ ve Adim 3’e git. Eger dnceden belirlenmis
iterasyon sayis1 defada miimkiin sonu¢ bulunamazsa, alt sinir1 #; = ¢ olarak se¢ ve

Adim 2’ye don.
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BOLUM 6

SAYISAL ORNEKLER

Bu boliimde, literatiirde bulunan cesitli orneklerle, bu tez calismasinda gelistirilen

yontemler kargilastirilmistir.

6.1 Kararhhk Analizi Ornekleri

Ornek 6.1 (Bkz. [22].) Alt sistemler £; ve ¥,

-2 0 _

Al — ’ Al —
0 -09
-1 0.5

Ay = , 2=
0 -1

0.1

6.1

(6.2)

olsun. Yontem I icin farkli ; ve d; degerleri i¢cin sonuclar Tablo 6.1°de ve Sekil 6.2°de

goriilmektedir. Yontem II ise oturma zamanim tp = 1.067> olarak hesaplamustir. Bu

sistemin ortak Lyapunov fonksiyonu mevcuttur. Yontem II i¢in farkli 4 ve d degerleri icin

oturma zamanlart Sekil 6.1°de goriilmektedir.

Ornek 6.2 (Bkz. [24].) Alt sistemler X ve X,

—1.799
A=
0.2
—1.853
Ay =
—0.853

—0.814
—-0.714

—0.093
—1.1593

h=0.2s,

h=0.2s,

d=0. (6.3)

d=0. (6.4)



) B
< 107 ¢
g B
§ 10! ?
< 0 =
g 10 ?
O 10—1 ¥ | |

0 2 4

Zaman gecikmesi tist sinir1 A

T=2.2

102
10!

10°

107!
0

| |
0.2 0.4 0.6

Zaman gecikmesi tiirevinin {ist sinir1 d

Sekil 6.1 Yontem IT ile Ornek 6.17in farkl1 & ve d degerleri icin oturma zamanlar

Cizelge 6.1 Yontem I ile farkli 7; ve d; degerleri i¢cin Ornek 1 oturma zamanlar.

T () d; dp D
0.15s 03s Os 0Os 0.69s
0.15s 03s 0.15s 0.3s 0.69s

03s 0.6s 0Os O0s 1.11s
03s 06s 03s 03s 1.11s
03s 06s 06s 06s 1.11s
06s 12s Os 0s 254s
06s 12s 03s 03s 2.76s
06s 12s 0.6s 0.6s 3.51s

olsun.

Bu 6rnegin farkli 2 ve d degerlerinin Yontem I ile bulunmus oturma zamanlar1 Tablo

6.2’de goriilmektedir. Not olarak, d; > 0.905’ten sonra alt sistem 2 kararsizdir. Bu sebeple

d, biiyiidiikce oturma zamani da oldukga biiyiir. Bu durum Tablo 6.2°de gri satirda

goriilmektedir.

Yontem 11 ise oturma zamanini 7.26 x 1076 saniye olarak hesaplamistir. Bu sistemin ortak

Lyapunov fonksiyonu mevcuttur.

Ornek 6.3 Bu ornek, Kaynak [9]’deki Ornek 1’in 3. vakasidir. Alt sistemler ; ve X,

0 1 _

A = . A =009
10 —1
0o 1 _

Ay = . Ay=0.7-
0.1 —0.5

0.1
—0.01

0.02
—0.01
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Cizelge 6.2 Yontem I ile farkli 7; ve d; degerleri icin Ornek 2 oturma zamanlari.

T1 (%) d1 dz D

008s 0.1s Os Os 0.46s
0.16s 0.2s 0.15s 0.15s 0.58s
03s 04s 02s 02s 0.84 s
06s 0.8s 0s Os 1.38 s
09s 1.2s 0s 0s 2.39s
09s 12s 03s 03s 2.58s
09s 12s 0.6s 06s 3.15s
09s 12s 09s 09s 176.70s

—_
W
-

100 -

W
()
T

Oturma zamani Tp

L L

1 1 1 1

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

=]
o

Zaman gecikmesi T

Sekil 6.2 Yontem I ile Ornek 1’in farkli h degerleri icin oturma zamanlari.

olsun.

Yontem I oturma zamanini 16.60 saniye, Yontem II 6.178 saniye olarak hesaplamgtir.

Ornekler 6.1, 6.2 ve 6.3 icin hesaplanan oturma zamanlarmin literatiirdeki gecmis

calismalar ile kargilastirilmasi Tablo 6.3’da goriilmektedir.

Cizelge 6.3 Ornek 6.1, 6.2 ve 6.3 i¢in yontemlerin karsilastiriimasi

Orn. 1 Om.2 Orn.3

Kaynak [9] - - 43995
Kaynak [22] 6.51s - —
Kaynak [24] 34s 0.72 s -
Yontem I 1.11s 0.58s 16.60s

YontemII 1.06x105s 7.26x10%s 6.178 s

Ornek 6.4 Bu 6rnek, Kaynak [37]’deki Ornek 1.1%in biraz degistirilmis halidir. Parametre

a = 50 ilgili ornekteki bir parametredir ve Ornekteki sistem rastgele anahtarlama altinda
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kararli degildir. Alt sistemler

—-0.1 1.1 _ 0.05 —-0.1

A] = , A] = , T :0.05, d] =0.2 (6.7)
-09 -1 —-0.1 O
—0.1 1 _ 005 O

Ay = . Ay = ., 1 =005 d,=02. (6.8)
—150 -50 -1 -1

olsun. Yontem I’e gore oturma zamani Tp = 1.698, yontem II'ye gore ise 7p = 0.195

saniyedir.

Farkli & ve d degerleri i¢in Yontem II sonuglar1 Sekil 6.3°de goriilmektedir. Sekil 6.4’de
Ornek 6.4 igin bir benzetim sonucu goriilmektedir. Oturma zamani 0.06 saniye olan isaret

icin sistem kararsiz, oturma zamani 0.196 saniye olan anahtarlama isareti icin ise kararhdir.

d=0 7=0.5
= 032 T T 0.34 T T
< 03 1 032
§ 028 1 03
5 026 | o028
g 0.24 1 0.26
3 022 1 0.24
© 02 | | | | 0.22 | | | |
0 2 4 6 8 10 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Zaman gecikmesi ist sinirt A Zaman gecikmesi tlirevinin iist sinirt d

Sekil 6.3 Ornek 4’iin farkli & ve d degerleri i¢in Yontem II’nin buldugu oturma zamanlar

6.2 Kontrolcii Sentezi Ornekleri

Ornek 6.5 Bu 6rnek Kaynak [23]’den alinmustir. Tlgili calismada, zamanla degisen bir
sistemin kararlilig1 anahtarlamali kontrolcii ile saglanmistir. Bunun icin, zamanla degisen
sistem, iki nominal alt sisteme ve belirsizlik sinirlarina sahip anahtarlamali bir sistem

olarak temsil edilmistir. Giirbiiz kontrol teknikleri ile sentezlenen kontrolcii kazanglari

G, =[0.9681,0.0465], G, =[—0.2708,0.3715] (6.9)

seklindedir ve hesaplanan oturma zamani 0.92 saniyedir.
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Anahtarlama isareti
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Sekil 6.4 Ornek 6.4 igin benzetim sonucu.

T
—— Durum 0

--- Durum 1

Zaman

Bu tezde, giirbiiz kontrol teknikleri uygulanmadig1 i¢in sadece nominal sistemler goz

oniinde bulundurulmustur. Alt sistemler

A=

Ay =

olsun ve zaman gecikmesinin iist sinir1 2 = 0.2 saniye olsun.

-3
-1

—1
-1.9

_ —1
) Al =
—0.45
- -1 0
) A2:
0.05 -1

Yontem I kontrolcii kazanglarini

K; =[0.5527, -0.5036],

ve oturma zamanini Tp = 0.49 saniye olarak hesaplamustir.

By =

K> = [—0.6483, —0.6561]

(6.10)

6.11)

(6.12)

(6.13)

Yontem II, K = 2 i¢in sentezledigi kontrolcii Sekil 6.5’te goriilmektedir ve oturma zamani
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7, = 7.58 x 10~ olarak hesaplanmustir. Yontem II’deki algoritma

1.02 —-0.02
Liy= , Vie{l,2}, Vk={l1,2}.
—-0.02 1.01

seklinde ortak Lyapunov fonksiyonlar1 bulmustur. G;(¢) = V;(t)L;(¢t) ™' olmas1 sebebiyle,

sentezlenen kontrolciiler dogrusaldir.

0.9 T
ti+1p
0.85 - .
ti + T
g I Gi(1)
08 | () 1 1
14

0.75 ! ! ! ! ! !

0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

81

Sekil 6.5 Ornek 6.5 igin yontem II ile bulunan kontrolcii.

Ornek 6.6 Bu 6rnek [38]’teki 6rnegin biraz degistirilmis bir halidir. Tlgili 6rnegin ortak
Lyapunov fonksiyonu olmadig1 calismada belirtilmistir. Ilgili 6rnekteki sistemin formu w

bozucusu altinda

X = AO,G(Z)X + BO,G(t)W + Bl,G(t)u

seklindedir. Sistem matrisleri

- 0.5108 —-0.9147 -0.2 - 0.3257 -
Ao = | —0.6563 0.1798 0.113 |, Bii1= | 1.2963 (6.14)
0.881 —0.7841 0.1 2.43
- —0.125 —0.9833 —0.34 _ 1.0992 -
App=| —0.5305 0.3848 0.58 |, Bi2=| 0.6532 (6.15)
1.0306  0.6521 0.1 3.5

olarak verilmistir.
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Bu matrisler aracilig1 ile buradaki 6rnek tiretilmistir. Alt sistemler

A= (1-21)-Ao1, Ai=A-Ao1, Bi=Bi,, (6.16)

Ay=(1-A)-Agp, Ay=A-Aop, Br=Bip>, (6.17)

olsun. Yontem I'ile A = 0.9 ve & = 0.05 i¢in kontrolcii kazanglari

K; =[27.78,-25.94,1.70], K, =[1.09, —3.08, —1.48] (6.18)

ve oturma zamani Tp = 13.78 saniye olarak hesaplanmigtir. Farkli A ve h degerleri igin
hesaplanan oturma zamanlar1 Sekil 6.6’da goriilmektedir. Sistem zaman gecikmesinden

bagimsiz kararlidir.

Yontem IT ise A = 0.9 ve h = 0.45 saniye i¢in oturma zamanini 0.3359 saniye olarak

hesaplamistir. Sentezlenen kontrolcii Sekil 6.7°de goriilmektedir.

7, =0.05, 7 = 0.08 A=0.1

30 T T T T 40 T T
g
E 30 | :
<
£
<
N
<
g 20 :
S

15 | | | | 10 | | | |

0 02 04 06 08 1 o 1 2 3 4 5
) 7

Sekil 6.6 Yontem I ile hesaplanan Ornek 6.6 icin oturma zamanlari
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83

Sekil 6.7 Ornek 6.6 icin zamanla degisen kontrolcii
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BOLUM 7

SONUCLAR VE ONERILER

Bu tezde, anahtarlamali zaman gecikmeli sistemlerin oturma zamanh kararliligini analiz

eden ve kontrolcii sentezleyen iki farkli yontem gelistirilmigtir.

Birinci yontemde, Lyapunov - Krasovskii fonksiyonlar1 ve serbest agirlik matrisleri
yontemleri kullanilarak alt sistemlerin kararlilig1 analiz edilmistir. Daha sonra Lyapunov -
Krasovskii kogullari ile oturma zamani arasindaki iligki ortaya konmus ve s6zde konveks
optimizasyon yontemleri ile en kiiciiklemesi gergeklestirilmigtir. Kararlilik analizi
boliimiinde bulunan sonuglar kullanilarak kontrolcii sentezlenmistir. Oturma zamanini en
kiiciikleyen kontrolcii sentezi dogrusal olmayan optimizasyon yontemleri kullanilarak

gerceklestirilmisgtir.

Ikinci yontemde, Lyapunov - Krasovskii fonksiyonu zaman planlamali hale getirilmistir.
Yine serbest agirlik matrisleri yontemi ile zaman planlamali fonksiyonlarin azalanlig
garantilenmigtir. Oturma zamani, K pargali zaman planlamali Lyapunov fonksiyonlarimi
ortaya ¢ikarmigtir. Yarilama yontemi ile oturma zamani en kiigiiklenmistir. Kontrolcii

sentezi, dogrusal olmayan optimizasyon yontemi ile gergeklestirilmistir.

Sayisal orneklerle, bu tezde gelistirilen yontemlerin literatiirdeki gecmis yontemlerden

istiin oldugu kiyaslanarak gosterilmistir.

Bu tezde sunulan yontemlerin tipik bir uygulamasi internet ag1 sikisiklik kontrolii sistemleri
olabilir [39]. Internet ag1 sistemlerinin zaman gecikmeli yapisi geregi, bu tezdeki calismalar,

internet ag1 sikigiklifinin giderilmesi alaninda yapilan arastirmalara katkida bulunabilir.
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BOLUM A

PROGRAM KODLARI
A.1 Kararhhk Analizi

Program A.1 define_systems.m

example = 4; % Selection of example
switch example
case 1
% Example 1: Ozbay Paper

A{l} = [-2 0; O -0.9]; B{1} = [-1,0; -0.5, -11;
A{2} = [-1 0.5; 0 -11; B{2} = [-1,0; 0.1, -11;
tao = {0.3, 0.6}; taod = {0, 0};
case 2
% Example 2: Ozbay Paper
A{l} = [-1.799 -0.814; 0.2 -0.71471; B{1} = [-1,0;-0.45, -11;
A{2} = [-1.853 -0.093; -0.853 -1.1593];B{2} = [-1,0; 0.05, -11;
tao = {0.155, 0.2}; taod = {0, 0};
case 3

% Example 3: Chen Paper

thetal = 0.9; theta2 = 0.7;

A{l} = [0, 1; -10, -11;

B{l} = thetalx[0.1, 0; -0.01, 0.05];
A{2} = [0, 1; -0.1, -0.57;

B{2} = theta2x[0.02, 0; -0.01, 0.02];
tao = {1.82, 1.82}; taod = {0, 0};

case 4
% Exampled: Sun Book
A{1} = [-0.1, 1.1, -0.9, -1 ]1; B{1} = [0.05, -0.1; -0.1, O1;
A{2} = [-0.1, 1; -15, -5]; B{2} = [0.05, 0O0; -1, -171;
tao = {0.01, 0.05}; taod = {0.2, 0.1};
end
Program A.2 checkSD.m
function [ bool ] = checkSD( A, SD )
bool = 0;
if SD == 'p'
if min(eig(double(A))) > O
bool = 1;
end
elseif SD == 'n'
if max(eig(double(A))) < O
bool = 1;
end
else
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bool = -1;
display ('SD should be p or n');
end

A.2 Yontem I ile Kararhlik Analizi icin Matlab Kodlar:

Program A.3 start_optimization.m

clc;
clear all;

Q

example = 1; % Choose the example from here

[

% Optimization Settings

ops = sdpsettings('solver', 'sedumi', 'verbose',0, 'warning',0);

warning('off', '"YALMIP:strict');
tol = le-3;
t_upper = 0.1;

Stop tolerence

o o

define_systems;

\o

Initial upper bound

taomax = max (cell2mat (tao)); 3 Calculate maximum time delay

display ('Finding an upper bound.');
fprintf('t_u: %3.4f \n', t_upper);
t = t_upper;

define_lmis;

sol = solvesdp(Fset, [],o0ps);
check_solution;

while prob == 1
t_upper = 2xt_upper;
fprintf ('t_u: %$3.4f \n', t_upper);
t = t_upper;
define_lmis;
sol = solvesdp(Fset, [],0ps);
check_solution;

end

t_lower = t_upper / 2;

fprintf ('Upper bound has found. \n\n');

display('Bisection algorithm starts.');
while t_upper - t_lower > tol
t = ( t_upper + t_lower ) / 2;

fprintf ('tu: %3.4f - t: %$3.4f - tl: %$3.4f\n"',

define_lmis;
sol = solvesdp(Fset, [],0ps);
check_solution;
if prob == 1
t_lower = t;
else
t_upper t;
t_works = t;
end
end
Td = t_works + taomax;

fprintf ('Optimization Terminated.\n\n');

display ("xxk sk khkrrrhhhhhhrrrhhhhhhkrrsnhsrx');

fprintf('%$.19s %3.2f seconds\n', 'Maximum Time Delay:',
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t_upper,

t,

t_lower);

taomax) ;



fprintf ('%$.19s %3.2f seconds\n', 'Minimum Time Star: ', t_works);
fprintf ('%$.19s %3.2f seconds\n', 'Minimum Dwell Time:', Td);
display ('x*

~k~k~k***~)<************************'),'

Program A.4 define_Ilmis.m

n = size(A{1},1); % Size of parameters, n x n
sys_num = size(A,2); % Number of Subsystems

Fset = []; % Optimization constraints
for k = 1l:sys_num

o\

Lyapunov Functions Parameters: P, Q, Z

% Upper Bound of the Derivative of the Lyapunov Functions: W
P{k} = sdpvar(n,n); 0O{k} = sdpvar(n,n);

Z{k} = sdpvar(n,n); W{k} = sdpvar(n,n);

% Maximum eigenvalues of P,Q,Z,W: p,q,z,w

p{k} = sdpvar(l); g{k} = sdpvar(l);

z{k} sdpvar (1); wi{k} sdpvar (1) ;

% Free Weighting Matrices parameters X11, X12, X22, X, N1, N2
X11{k} = sdpvar(n,n); X12{k} = sdpvar(n,n); X22{k} = sdpvar (n,n);
N1l{k} = sdpvar(n,n, 'full'); N2{k} = sdpvar(n,n, 'full');

X{k} = [X11l{k}, X12{k}; transpose(X12{k}), X22{k}];

[)

% Entries of phi matrices

phill{k} = P{k}*A{k} + A{k}'«P{k} + N1{k} + N1{k}' +
0{k} + tao{k}*xX11{k} + W{k};

phil2{k} = P{k}*B{k} — NI1{k} + N2{k}' + tao{k}*X12{k};

phi22{k} = -N2{k} - N2{k}' - (l-taod{k})*Q{k} + tao{k}*X22{k};

[

% FWM Stability Conditions: Phi and Psi matrices

phi{k} = [zeros(n), phil2{k}, tao{k}*A{k}'*xZ{k};
zeros (n), zeros(n), tao{k}*B{k}'xZ{k};
zeros (n), zeros(n), zeros(n)];

phi{k} = phi{k} + transpose(phi{k});

phi{k} = phi{k} + mdiag(phill{k}, phi22{k}, —-tao{k}=*xZ{k});
psi{k} = [X11{k}, X12{k}, N1{k};
transpose (X12{k}), X22{k}, N2{k};

transpose (N1{k}), transpose(N2{k}), Z{k}1;
% Optimization Constraints
Fset = Fset + [X{k} >= 0] + [mdiag(P{k}, 0O{k}, Z{k}, W{k} ) > 0];
Fset = Fset + [ mdiag( P{k}, Q{k}, Z{k}, -W{k} ) <
mdiag( p{kl}l*xeye(n), g{k}xeye(n), z{k}xeye(n),
-w{k}xeye(n) ) 1;
Fset = Fset + [ phi{k} < 0 ] + [ psi{k} > 0 1;
Fset = Fset + [ p{k} + tao{k}*g{k} + 0.5«tao{k}"2xz{k}
- txwi{k} < 0 1;

end

Program A.5 check_solution.m
prob = 0;
for k = 1l:sys_num

if checkSD(mdiag(P{k}, Of{k}, Z{k}, wW{k}, X{k}), 'n' );
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prob = 1;

end

if checkSD(psi{k}, 'n'")
prob = 1;

end

if checkSD(phi{k}, 'p")
prob = 1;

end

if checkSD (mdiag(P{k} - p{k}*xeye(n), Q{k} - gf{k}xeye(n), .
z{k} - z{k}*eye(n), -W{k} - w{k}xeye(n)),'p")

prob = 1;

end

if checkSD(p{k} + tao{k}*g{k} + 0.5+tao{k}"2xz{k} - txw{k}, 'p")
prob = 1;

end

if sol.problem ~= 0
prob = 1;

end

end

A.3 Yontem II ile Kararhlik Analizi icin Matlab Kodlar:

Program A.6 anaprogram.m

clear all

clc
$Selection of Solver
ops = sdpsettings('solver', 'sedumi', 'verbose',0, 'warning',0);

warning ('off', "YALMIP:strict'");
K= 1; tol = 1le-3;

T_upper 0.4;
T_lower 0.2;
T = T_upper;
define_systems
definelMIs;
sol = solvesdp(Fset, [],o0ps);
checkEig;
if prob ~= 0
fprintf ('$3.10f is NOT a feasible dwell time \n', T);
T_upper = T;
display ('Looking for a upper bound.')
end

while prob ~= 0
T = 2+T_upper;
T_upper = T;
fprintf ('Trying %3.10f \n', T);
definelMIs;
sol = solvesdp(Fset, [],0ps);
checkEig;

end

while T_upper - T_lower > tol

T = (T_upper + T_lower) / 2;
% sysdefn;

definelMIs;

sol = solvesdp(Fset, [],0ps);
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checkEig;

if prob ==
fporintf ('s
T_upper =
T_works
P_works =

else
fprintf ('$3.10f is NOT a feasible dwell time \n', T);
T _lower = T;

end

.10f is a feasible dwell time \n', T);

~Ne N

Il
U HH w

~.

fprintf ("\Naskkkkhhhkkkrrrkkkkhhkkkkkkkkrxxx\n");
fprintf ('Resulting dwell time: %$3.3f\n', T_works);

Program A.7 defineLMIs.m
size (AO{1},1);

Fset = [];
delta = T/K;
for 1 = 1l:sys_num

[

% First define K+1 many P's for K segments

for k = 1:K+1

P{i,k} = sdpvar(n);

Q{i,k} = sdpvar(n);

Z{i,k} = sdpvar(n);

X11{i,k} = sdpvar(n);

X12{i,k} = sdpvar (n);

X22{i,k} = sdpvar (n);

X{i,k} = [X11{i,k} , X12{i,k};

transpose (X12{1i,k}), X22{i,k}];

Nl1{i,k} = sdpvar(n,n, 'full'); N2{i,k} = sdpvar(n,n, 'full');

psi{i,k} = [zeros(n), X12{i,k} , N1{i,k};
zeros(n), zeros(n) , N2{i,k};
zeros (n), zeros(n) , zeros(n)];

psif{i,k} = psi{i,k} + transpose(psi{i,k}) +
mdiag (X11{i,k}, X22{i,k}, Z2{i,k});
end
for k = 1:K
philll{i, k}

(P{i,k+1} - P{i,k})/delta + P{i,k}*A0{i} +
AO{i}'#P{i,k} + NI1{i,k} + N1{i,k}' + O{i,k} +
taux (Q{i,k+1} - Qf{i,k})/delta + tauxX11l{i,k};
phill2{i,k} = (P{i,k+1} - P{i,k})/delta + P{i,k+1}*A0{1i} +
AO{i}'"+P{i,k+1}+N1{i, k+1}+N1{i, k+1}"+Q{i,k+1}+...
taux (Q{i,k+1} - QOf{i,k})/delta + tau*X1l{i,k+1};
phil21{i,k} = P{i,k}*Al{i} — N1{i,k} + N2{i,k}'
+ tau*xX12{i,k};
phil22{i,k} = P{i,k+1}*A1{i} — NI1{i,k+1} + N2{i, k+1}"
+ tauxX12{i, k+1};
phi221{i,k} = -N2{i,k} - N2{i,k}' - (1-d)+Q{i,k}
+ tau/deltax (Q{i,k+1}
- 0{i,k}) + tauxxX22{i,k};
phi222{i,k} = -N2{i,k+1} - N2{i,k+1}"' — (1-d)=*Q{i,k+1}
+ tau/deltax* (Q{i,k+1} - O{i,k}) + tauxx22{i,k+1};
phil31{i,k} = AO{i}'« (tauxz{i,k} + tau~2/2/deltax (zZ{i,k+1}
- Z{i,k}));
phi231{i,k} = Al{i}'"'*x(tauxz{i,k} +
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tau”2/2/delta* (Zz{i,k+1}- Z{i,k}));
AO{i} '+ (tau*z{i, k+1}

+ tau”2/2/deltax (Z{i,k+1}- Z{i,k}));
Al{i} '+ (tauxz{i, k+1}

+ tau”2/2/deltax* (Z{i,k+1}- Z{i,k}));

phil32{i,k}

phi232{i, k}

phi331{i,k} = —-1x(tauxzZ{i,k}
+ taun2/2/deltax (Z{i,k+1}- Zz{i,k}));
phi332{i,k} = -1+ (tauxz{i,k+1}

+ tau”2/2/deltax* (Z{i,k+1}- Z{i,k}));
%$Define phil{i, k}

phil{i,k} = [zeros(n), phil2l{i,k} , phil31{i,k};
zeros (n), zeros(n) , phi231{i,k};
zeros (n), zeros(n) , zeros(n)];

phil{i,k} = phil{i,k} + transpose(phil{i,k}) +
mdiag(philll{i,k}, phi221{i,k}, phi331{i,k});

$Define phi2{i, k}

phi2{i,k} = [zeros(n), phil22{i,k} , phil32{i,k};
zeros (n), zeros(n) , phi232{i,k};
zeros (n), zeros(n) , zeros(n)];

phi2{i,k} = phi2{i,k} + transpose(phi2{i,k}) +
mdiag(phill2{i,k}, phi222{i,k}, phi332{i,k});

end
philll{i,K+1} = P{i,K+1}*xA0{i} + AO{i}'*«P{i,K+1} + NI1{i,K+1} +
NI1{i,K+1}"'" + Q{i, K+1} + tauxX11l{i,K+1};
phil21{i,K+1} = P{i,K+1}xAl{i} - NI1{i,K+1} + N2{i,K+1}"'
+ tauxX12{i,K+1};

phi221{i,K+1} = -N2{i,K+1} - N2{i,K+1}' - (1-d)*Q{i,K+1}
+ tau*X22{i,K+1};
phi331{i,K+1} = —-tauxZ{i,K+1};
phi{i} = [zeros(n), phil21{i,K+1} , tauxAO0{i}'*«Z{i,K+1};
zeros (n), zeros(n) , tauxAl{i}'xZ2{i,K+1};
zeros (n), zeros(n) , zeros(n)];

phi{i} = phi{i} + transpose(phi{i}) +
mdiag(phill1{i,K+1}, phi221{i,K+1}, phi331{i,K+1});

lyavars{i} = [];
for k = 1:K
Fset = Fset + [phil{i,k} < 0] + [phi2{i,k} < 01];
Fset = Fset + [psi{i,k} > 0];
Fset = Fset + [mdiag(Q{i,k+1}, Z{i,k+1}) >
mdiag (Q{i,k}, Z{i,k})]1;
lyavars{i} = mdiag(lyavars{i}, P{i,k}, Qf{i,k}, 2{i,k}, X{i,k});
end
Fset = Fset + [psi{i,K+1} > 0];
lyavars{i} = mdiag(lyavars{i}, P{i,K+1}, Q{i,K+1}, Z{i,K+1},
X{i,K+1});
Fset = Fset + [lyavars{i} > 0] + [phi{i} < 01];
end

for 1 = l:sys_num
for j = l:sys_num
if 3 ~= 1
Fset = Fset + [P{i,K+1} - P{3j,1} > 01;
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Fset

Fset + [Q{i,K+1}
tau/deltax (Q{j,2} - Q{3j,1})
Fset = Fset + [Z{i,K+1}

- Q{jll}

- Z{jll}

)

- tau/deltax (Z{3j,2} - Z2{3j,1})
end
end
end
Program A.8 checkEig.m
prob = 0;
for 1 = l:sys_num
if (checkSD(lyavars{i}, 'p') == 0)
% display('P,Q,Z are not positive!');
prob = 1;
end
if (checkSD(psi{i}, 'p') == 0)
% display('psi are not positive!');
prob = 1;
end
if (checkSD(phi{i}, 'n') == 0)
% display ('phi are not negative!');
prob = 1;
end
for j = l:sys_num
if §J ~= 1
if (checkSD(P{i,K+1} - P{j,1}, 'p') ==
% display ('P is not decreasing');
prob = 1;
end
if (checkSD(Q{i,K+1} - Q{j, 1}
- tau/deltax (Q{3,2} - Q{3,1}), 'p")
% display ('P is not decreasing');
prob = 1;
end
if (checkSD(zZ{i,K+1} - Z{j,1}
- tau/deltax (Z{3j,2} - Z2{3,1}), 'p")
% display ('P is not decreasing');
prob = 1;
end
end
end
for k = 1:K
if (checkSD( mdiag(Q{i,k+1}, Z{i,k+1}) -
mdiag(Q{i,k}, z{i,k}), 'p') == 0)
prob = 1;
end
if (checkSD( X{i,k}, 'p") == 0)
prob = 1;
end
if (checkSD(phil{i,k}, 'n'") == 0)
% display ('phil are not negative!');

prob = 1;
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end
if (checkSD(phi2{i,k}, 'n') == 0)
display ('phil are not negative!');
prob = 1;
end
if (checkSD(psi{i,k}, 'p') == 0)
5 display ('phil are not negative!');
prob = 1;
end
if (checkSD(psi2{i,k}, 'p') == 0)
display ('phil are not negative!');
prob = 1;
end

o\

o\

o° o o oe

end
if (checkS3SD( X{i,K+1}, 'p') == 0)
prob = 1;
end
if (checkSD(psi{i,K+1}, 'p') == 0)
display('phil are not negative!');
prob = 1;

o\

end

if sol.problem ~= 0
prob = 1;
end

o° o o

end
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