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SEKIL LISTESI

Sekil 2.1

Sekil 2.2
Sekil 2.3
Sekil 2.4

Sekil 2.5

Sekil 2.6

Sekil 2.7

Sekil 2.8

Sekil 2.9

Sekil 2.10

Sekil 2.11

Sekil 2.12

Sekil 2.13

Sekil 2.14

Sekil 2.15

Sekil 2.16

(a) Ileri-yénlii 6ngérii, (b) Geri yonlii 6ngorii. Tarah alan 6ngorii blgesini
gostermektedir.

ileri-yiinlii ongoruciiniin enine siizgeg yapisi ile gergeklestirilmesi
[leri-yonlii 5ngorii hata siizgecinin enine siizgeg yapisi ile gerceklestirilmesi
[leri-yénlii ongoriict ve Ileri-yonlii éngorii hata siizgeci arasindaki iligki

Geri-yonli  Ongorii  hata silizgecinin  enine siizge¢ yapisi ile
gerceklestirilmesi

N. dereceden AR modelin tanimlanmasinda kullanilar esdeger paramet-
reler. Her bir parametre kiimesi, gesitli algoritmalarla bir digerinden elde

edilebilir.
N=3,4 ve P igin N. derece 1-B bosluklu iglevler
Ters gevrilmig ve 6telenmis bosluklu islev.

1-B Schur algoritmas: igin kafes stizgeg yapisi. Girig R(n) oziligki islevi,
gikiglar ileri- ve geri-yonlii bosluklu iglevlerdir.

Ileri- ve geri-yonlii yenilestirmelerin geometrik gosterilimi

2-B uzamsal ayrik z(n;,n,) isareti. (n;,n;) koordinatlarinda verilen
yikseklik z(nq,n,)’nin (n1,n,) noktasindaki degerini gostermektedir.

2-B yinelemeli hesaplanabilir sistemlere iligkin gesitli destek bolgeleri
ornekleri. (a) Ceyrek-dizlem, (b) Asimetrik yari-diizlem, (c) Kama
destekli sistemn.

2-B’lu bir isaretin gegmis, gelecekteki degerleri ve gimdiki degeri.

1- ve 2-B’lu 6ngoériiciilerin yineleme yonleri (a) 1-B’lu 6ngérii, (b) 2-B’lu
ongorii. Burada oklar yineleme yonlerini gostermektedir.

Ileri- ve geri-yonlii 6ngorii hata siizgeglerine iliskin destek bolgeleri. (a)
Birinci-geyrek diizlem 6ngoériicii, (b) ikinci-ceyrek diizlem 6ngériicii, (c)
tigiincii-ceyrek diizlem 6ngoriicii, (d) dérdiincii-geyrek diizlem 6ngoriicii
destek bolgeleri.

N. derece 2-B bogluklu iglevler. (a) g}?(nl,ng), (b) g_%)(nl,ng), (c)
3 (m,ma), (d) §5q(n1,m)



Sekil 2.17

Sekil 2.18

Sekil 2.19

Sekil 2.20

Sekil 2.21
Sekil 2.22

Sekil 2.23
Sekil 2.24
Sekil 2.25

Sekil 2.26
Sekil 2.27

Sekil 3.1

Sekil 3.2

Sekil 3.3

Sekil 3.4

2-B’lu tig-parametreli kafes stizgecte 6ngorii hata alanlarinin tiretilmesi
(Analiz modeli)
1-B’ta derece guncellestirme. fJggenler yeni tanimlanan parame-
treleri, i¢i dolu daireler ise 6nceki derecelerde tanimlanan parametreleri
gostermektedir.
2-B’ta derece giincellegtirme. (a) Birinci derece, (b) ikinci derece,
(c) Ugiincii derece, (d) N. derece. Sekilde, tiggenler yeni tanimlanan
parametreleri, i¢i dolu daireler ise o6nceki derecelerde tamimlanan
parametreleri gostermektedir.
["Jg-pa,rametreli kafes siizgecin sistem destek bolgesi parametreleri ile
iligkisi i¢i dolu daireler iligkili parametreleri, i¢i bos daireler ise belir-
lenemeyen parametreleri gostermektedir.
KYGK siizgegte, Ongorii hata alanlarinin iiretilmesi
DYGK siizgecte, Ongorii hata alanlarinin iiretilmesi
m. derece igin KYGK ve DYGK stizge¢ te 6ngorii hata alanlarimin
dogrudal birlegsimi. Sekilde KYGK igin i=1, j=1 ve DYGK igin i=1 ve
j=0 dir. Burada m > 2 dir.
KYGK ve DYGK igin yineleme yonleri (a) KYGK, (b) DYGK.
Alti-parametreli kafes siizgeg (APKS) yapisinda 6ngorii hata alanlarinin
uretilmesi
GKS yapisinda 6ngori hata alanlarinin tretilmesi
GKS igin 3. derecede 6ngorii hata alanlarinin dogrusal birlegimi

N-1. derece giincellestirilmig bosluklu iglevleri kullanarak, N. derece

birinci- ve ikinci-geyrek diizlem bosluklu islevleri elde etmek igin gerekli
bosluk kogullari. (a) Birinci-geyrek diizlem, (b) Ikinci-ceyrek diizlem.

gl(,%(nl, ny) ve g%(nl, ny)’yi elde etmek igin gerekli bosluk kogullari. (a)
1. derece birinci-geyrek diizlem bogluklu iglev g}}c’, (nq, ny) ye iligkin gerekli
bogluk kosullari bolgesi, (b) 1. derece ikinci-geyrek diizlem bosluklu islev
ggg,(nl, n2)’ye iligkin gerekli bogluk kogullar1 bolgesi.

Birinci derece bosluklu iglevlerin blok araglantis:

Ikinci derece bosluklu islevlere iliskin bosluklar. Burada tarah alan gerekli
bogluk kosullar: bolgesini gostermektedir. A

vii




Sekil 3.5

Sekil 3.6

Sekil 3.7

Sekil 3.8

Sekil 3.9

Sekil 3.10

Sekil 3.11

Sekil 3.12

Sekil 3.13

Sekil 4.1

Sekil 4.2

Sekil 4.3

Sekil 4.4

Sekil 4.5

Birinci dereceden sonra tamimlanan, Ikinci derece yardimei bosluklu
iglevler. Tarali alan ikinci derece yardimei bogluklu iglevlerin
gincellegtirilmesinde gerekli bosluk bolgelerini gostermektedir.

Ikinci derece bogluklu iglevlerin i¢ blok ara baglantisi. Burada 9§") birinci
derecede Sekil 3.3 te tamimlanmstir.

Ugiincit derece birinci- ve ikinci-ceyrek diizlem bosluklu islevler. (a)
g},%(nl, ny), (b) gg%(nl, ny). Tarali alan 3. derece bogluklu islevleri elde
etmek igin gerekli bogluk kosullar1 bolgesini gostermektedir.

Birinci dereceden sonra tamimlanan ugunctu derece ileri-yonli bogluklu
iglevler. Taral alanda 8 adet yardimci bosluk kogulu vardir.

Ikinci dereceden sonra tanimlanan uguncu derece ileri-yonli bosluklu
iglevler. Tarali alanda 8 adet yardimci bosluk kosulu vardir.

[lk ii¢ dereceye iligkin blok diyagram

Ugiincii derece bosluklu iglevlerin i¢ blok arabaglantisi. Burada 0&"’
ikinci derecede Sekil 3.6 da tanimlanmigtir.

Sekil 3.10 da gorulen T blogunun i¢ baglantisi.

j. dereceden sonra tanimlanmig n. derece yardimc: bosluklu islevler,
j=1,2,---,n—1. Taral alanda 3NV — 1 yardimc1 bosluk kosulu vardir.

|z)rr nin Hr de tanimh |y)7,r alt uzay tzerine dik izdisima.

geyrek diizlem ongoru hata vektorlerine iligkin destek bolgeleri (a)
ledo )77, (b) leio )r.7, () leso )z, () leio )z

Enkiiglik-kareler kafes siizgec algoritmasi ile tanimlanam kafes stizgeg
yapisinin birinci kata iligkin i¢ baglantis:

2. derece geyrek-diizlem bir AR alana iliskin model destek bolgesi.
Uggenlerle belirtilen noktalar, MY p. hata uzayinda tanimlhi geyrek-diizlem
ongori hata alanlari kullanilarak elde edilen kafes siizgeg parametrelenin
temsil ettigi noktalar1 gostermektedir. Kareler ise yardimc1 hata alan-
lar1 kullanilarak elde edilen kafes stizge¢ parametreleri ile temsil edilen
noktalar1 gostermektedir.

Birinci segime gore tanimlanan yardimc: hata alanlarmin yineleme
yonleri. Oklar yineleme yonleri ve ikinci derece igin yardimc: hata alan-
lar1 ile belirlenen kafes stizgeg parametrelerinin iligkili oldugq,,noktalan

%

7 E T
gostermektedir. 2 7 s o
£ '; F ‘}:"."T \‘:, v,
B 2 £ 3 %
£ o w Fi oyt = 3
‘i .‘f: = 1 \S;. e

viii




Sekil 4.6

Sekil 4.7
Sekil 4.8

Sekil 4.9

Sekil 4.10
Sekil 4.11
Sekil 4.12

Sekil 4.13
Sekil 4.14

Sekil 4.15

Sekil 6.1

Sekil 6.2

Sekil 6.3

Sekil 6.4

Ikinci sekildeki segime gore tamimlanan yardimci hata alanlarinin
yineleme yoénleri. Oklar yineleme yonleri ve ikinci derece igin yardimac
hata alanlar ile belirlenen kafes siizge¢ parametrelerinin iligkili oldugu
noktalar1 gostermektedir.

Ikinci derece ileri-yonlii yardime1 hata alanlarinin destek bélgeleri.
Ikinci derece geri-yonli yardime: hata alanlarinin destek bolgeleri.

Ikinci derece kafes siizgeg yapisi ig ara baglantisi Burada 05") birinci dere-
cede Sekil 4.3 te tanimlanmugtir.

["Igﬁncﬁ derece geyrek dizlem hata alanlarimin destek bolgeleri. (a)

leN ez, () [eNr1, (€) 67T, (d) [6D)77. Destek bolgesinde 15
adet nokta vardir.

Ucgiincii derece ileri-yonlit yardimer hata alanlarinin destek bélgeleri.

Ugiincii derece kafes siizgeg yapisi i¢ ara baglantisi Burada 9&") ikineci
derecede Sekil 4.9 da tanimlanmstir.

Ik iig dereceye iligkin kafes siizge¢ yapisi.
T blogunun i¢ baglantis:

j. dereceden itibaren tanimlanmig, N. derece yardimci hata alanlarimin
destek bolgeleri.

N. derece 3-B birinci-kiibik uzay bosluklu islev gizg(nl,ng,ng). Tarali

alan bosluk bolgesini gostermektedir O : g(") (0,0,0) dur.

Birinci derece kiibik-uzay bosluklu iglevler. (a) g((,oz,(nl,ng,m), (b)

1 1
9\oh(n1, 12, n3), (€) g5ib(n1,m2, na), (d) gl1b(n1, 2, n3), (€) gi1k(n1, na,s na),

() gioi(n1,m3,n3), (8) gonh(m1,ma,ms), (b) goor(m1,ma,ns). Taralr alan
bosluk kosullar1 bolgesini gostermektedir. Birinci derecede yedi adet
bogluk kosulu vardir.

Ikinci derece birinci-kiibik uzay bosluklu islev gooo("ly ny,n3). Taral alan

1. derece bosluklu iglevlerden 2. derece g((,oo(nl,ng, n3) bosluklu iglevini
elde etmek igin gerekli bosluk kogullar1 bolgesini gostermektedir. Taral
alanda 25 adet bosluk kogulu vardir.

Ikinci derecede ta.mrnla.na.n yardime: bogluklu i§levler (a) glzl(nl, na, n3),

(b) g1 2)(711,”2,"3), (c) & 3("1,712, n3), (d) 91 2(nl,n2, n3) Ta.t;ah a.lan
gerekli bosluk kogullar1 bolgesini gostermektedir.

ek
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Sekil 6.5

Sekil 6.6

Sekil 6.7

Sekil 6.8

Sekil 6.9

Sekil 6.10

Sekil 6.11

Sekil 7.1

Sekil 7.2

Sekil 7.3

Sekil 7.4

Sekil 7.5

Sekil 7.6

Ikinci derecede tanimlanan yardime: bosluklu iglevler. (a) g£25)(n1 , M2, N3),

(b) g{?g(nl,nz,ns), (C) 9{,27)(711,77'2, ns), (d) gg?g)(nl,ng,ng). Taral alan,

gerekli bosgluk kogullar1 bélgesini géstermektedir.

Ikinci derecede tanimlanan yardimci bosluklu iglevler. (a) g{,zg(nl , N2, N3),

(b) gito(n1,ma,ma), (c) gidi(na, ma,ma), (d) gits(n1, na, n). Tarals alan,
gerekli bosluk kogullar1 bolgesini gostermektedir.

Ikinci derecede tanimlanan yardimei bosluklu iglevler. (a) g§21)3( ni, na,N3),

(b) g124(n1,m2,m3), (¢) gi1s(n1, a2, ma), (d) g1 36(n1,ma, na). Taral alan,
gerekli bosluk kogullar: bolgesini gostermektedir.

Ikinci derecede tanimlanan yardima: bosluklu iglevler. (a) gfl)-,(nl , Mg, N3),
(b) gfl)s(nl,ng,ng), Tarali alan, gerekli bosluk kosullari bélgesini
gostermektedir.

I“J(;iincﬁ derece birinci-kiibik uzay bosluklu iglev g(()gz,(nl,ng,na). Tarah
alan, gerekli bosluk kosullar1 bolgesini gostermektedir. Tarali alanda 55
adet bosluk kosulu vardir.

(3)

["Igﬁncii dereceden itibaren tanimlanan ikincil bogluklu islev g, (n1,n2,n3).

Tarali alan, gerekli bogluk kosullari bolgesini gostermektedir. Tarah
alanda 20 adet bogluk kosulu vardir.

I"J(;ﬁncii dereceden itibaren tanimlanan ikincil bogluklu iglev 915?1),2 (nq,nq,n3).

Taral alan, gerekli bogluk kosullar1 bolgesini gostermektedir. Tarah
alanda 20 adet bosluk kogulu vardir.

Birinci derece orijinal katsay1 matrisine ait spektrum ve ara kesit egrileri
gizimi. (a) Giig spektrumu, (b) ara kesit egrileri.

Ikinci derece orijinal katsay: matrisine ait spektrum ve ara kesit egrileri
gizimi. (a) Giig spektrumu, (b) ara kesit egrileri.

fIgiincii derece orijinal katsay1 matrisine ait spektrum ve ara kesit egrileri
gizimi. (a) Giig spektrumu, (b) ara kesit egrileri.

Birinci derece 2-B Schur algoritmasi katsay: matrisine ait spektrum ve
ara kesit egrileri ¢izimi. (a) Giig spektrumu, (b) ara kesit egrileri.

Ikinci derece 2-B Schur algoritmas: katsay: matrisine ait spektrum ve ara
kesit egrileri ¢izimi. (a) Giig spektrumu, (b) ara kesit egrileri.

Ugiincit derece 2-B Schur algoritmas: katsay: matrisine ait, s'pekii_;:fumvve
ara kesit egrileri cizimi. (a) Giig spektrumu, (b) ara kesit egrileri. )

i



Sekil 7.7

Sekil 7.8

Sekil 7.9

Sekil 7.10

Sekil 7.11

Sekil 7.12

Sekil 7.13

Sekil 7.14

Sekil 7.15

Sekil 7.16

Sekil 7.17

Sekil 7.18

Sekil 7.18

birinci derece 2-B yinelemeli enkiigiik-kareler (YEK) kafes stuizgeg algorit-
mas1 katsayl matrisine ait spektrum ve ara kesit egrileri ¢izimi. (a) Giig
spektrumu, (b) ara kesit egrileri.

Ikinci derece 2-B yinelemeli enkiigiik-kareler (YEK) kafes siizgeg algorit-
mas1 katsay1 matrisine ait spektrum ve ara kesit egrileri ¢izimi. (a) Giig
spektrumu, (b) ara kesit egrileri.

I"Jgiincﬁ derece 2-B yinelemeli enkiigiik-kareler (YEK) kafes stizge¢ algo-
ritmasi katsay1 matrisine ait spektrum ve ara kesit egrileri gizimi. (a) Giig
spektrumu, (b) ara kesit egrileri.

Uciincii derece Orijinal katsay1 matrisine ait spektrum ve ara kesit
egrileri ¢izimi. (a) Glg spektrumu, (b) ara kesit egrileri.

I"Jgﬁncﬁ derece UPKS algoritmasi katsay: matrisine ait spektrum ve ara
kesit egrileri gizimi. (a) Giig spektrumu, (b) ara kesit egrileri.

Ugiincit derece APKS algoritmas: katsay1 matrisine ait spektrum ve ara
kesit egrileri gizimi. (a) Giig spektrumu, (b) ara kesit egrileri.

Ugiincit derece KYGK algoritmas: katsay: matrisine ait spektrum ve ara
kesit egrileri gizimi. (a) Glig spektrumu, (b) ara kesit egrileri.

["Jgiincii derece DYGK algoritmasi katsay: matrisine ait spektrum ve ara
kesit egrileri gizimi. (a) Gii¢ spektrumu, (b) ara kesit egrileri.

I"Jgi'mcii derece GKS algoritmasi katsay:r matrisine ait spektrum ve ara
kesit egrileri gizimi. (a) Giig spektrumu, (b) ara kesit egrileri.

Ugiincii derece 2-B YEK algoritmas: katsay: matrisine ait spektrum ve
ara kesit egrileri gizimi. (a) Glig spektrumu, (b) ara kesit egrileri.

[“Iqiincii derece orijinal katsayr matrisine ait spektrum ve ara kesit
egrilerinin yari-diizlem igin detayl ¢izimi. (a) Gug spektrumu, (b) ara
kesit egrileri.

Ugiincii derece GKS algoritmas: katsay: matrisine ait spektrum ve ara
kesit egrilerinin yari-diizlem igin detayh ¢izimi. (a) Gig spektrumu, (b)
ara kesit egrileri.

Ugiincii derece 2-B YEK algoritmas: katsay: matrisine ait spektrum ve

ara kesit egrilerinin yari-diizlem igin detayh ¢izimi. (a) Giig spektrumu,
(b) ara kesit egrileri.
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OZET

Iki-Boyutlu (2-B) AR alanlarin geyrek-diizlem modellenmesinde en temel kafes
suizgeg yapilarindan biri, dort 6ngoru hata alanina dayal: tic-parametreli kafes stizgeg
yapisidir. Burada, biri ileri-, diger tigii geri-yonli olmak tizere dort 6ngorii hata alam
bir iist dereceyi olusturmak igin bir kafes stizge¢ yapisinda birlestirilir. Bu kafes
siizgeg yapisi, her bir derecede li¢ adet yansima katsayisi tamimlar. Ancak, Bir-
boyutlu (1-B) kafes siizge¢ modellemede siizgeg derecesinin bir derece artirilmas:
model destek bolgesine yalnizca bir yeni parametre eklerken, 2-B’ta O(N) yeni
parametre eklemelidir. Burada N model derecesidir. Bu nedenle, her bir derece
artigta model destek bolgesinde sabit sayida parametre tanimlayan tg-parametreli
kafes stizgeg, tim 2-B AR alanlar1 modelleyebilmek i¢in gerekli parametre sayisini
saglamaz. Daha da 6nemlisi, diklik 6zelligini saglamadigindan ayni sayida parametre
kullanilarak daha iyi stizgegler elde edilebilir.

Bu tezde, 2-B geyrek dizlem AR alanlar1 tam olarak modelleyebilen yeni bir
2-B Schur algoritmas1 1-B’un dogal uzantis: olarak gergeklestirilmistir. Verilen, veri
alanina iligkin, 6ziligki 6rneklerinden baslanarak dort adet geyrek-dizlem bosluklu
iglev tiretilir. Bu bosgluklu islevlerin dogrusal birlegsimi, bosluk kosullarini saglamak
ve birinci derece 2-B kafes stizge¢ yansima parametrelerini elde etmek igin kul-
lanihir. Artan derecelerde, model destek bolgesinde artan sayidaki AR parame-
treleri 6ongorebilmek igin, yansima parametrelerinin says1 artirilir. Artan sayidaki
yansima parametrelerini belirleyebilmek igin birinci dereceden sonra her bir dere-
cede, bir baglangi¢ koguluna gore uygun olarak belirlenmis yardimc: bosluklu iglevler
tanmimlanir.

Aym kafes stizgeg yapisi, 2-B Schur algoritmasina alternatif olarak, geometrik
yaklagimla, 6ngorii hata uzay: uzerinde izdusim iglemleri kullanilarak yeniden elde
edilmisgtir. Elde edilen yinelemeli enkugiik-kareler kafes stizge¢ algoritmasi, 2-B
Schur algoritmasinin aksine dogrudan veri ornekleri ile galistigindan, 2-B kafes
siizgeg parametrelerini daha dogru bir sekilde 6ngorir.

Temel teorinin gelistirilmesine ek olarak, 2-B ¢eyrek-duzlem gegig islevleri ve
kafes siizge¢ parametreleri arasindaki iliski gikarilmig ve kafes stizge¢ parame-
trelerinden AR katsayr matrislerinin elde edilebilmesi igin bir iglemler dizisi
agiklanmgtir.

Geligtirilen 2-B Schur algoritmasi, daha yiksek boyutlardaki uygulamalar igin
kolaylikla istenilen boyuta genigletilebilir. Bunu gostermek tzere, 2-B Schur algo-
ritmas1 3-B genisletilerek, 3-B schur algoritmas: elde edilmistir.

2-B Schur ve yinelemeli enkiigiik-kareler (2-B YEK) algoritmalarinin dogrulugu
bilgisayar benzetimleri ile kanitlanmig ve 2-B algoritmasinin basarimu literatirdeki
diger dort alanli algoritmalar ile karsilagtirilarak daha iyi s nug!tr ;verdlgl
gozlemlenmistir. /9
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ABSTRACT

One of the basic lattice filter structure for quarter-plane modeling of 2-D AR
fields is three-parametre lattice filter (TPLF). Three-parameter lattice filter is based
on four quarter-plane prediction error fields namely one forward and three backward
prediction error fields. The linear combinations of these fields defines a single lattice
filter structure and are used to define and calculate the lattice filter parameters,
also called reflection coefficients, of the next stage. Although an order update in
a 1-D lattice filter introduces only one new point into the model support, an or-
der update in a 2-D lattice filter must introduce O(N) new points into the model
support, where N is the current model order. Three-parameter lattice filter defines
three lattice parameters at each stage. For this reason, TPLF lacks the sufficient
number of parameters to represent all classes of 2-D AR fields. More importantly, it
lacks the property of orthogonality, so that the cascading of stages do not lead to an
optimum filter and better filters are possible using equivalent number of parameters.

In this thesis, a novel 2-D Schur algorithm is develepod as a natural extension of
1-D Schur algorithm. The lattice filter structure obtained can represent all classes
of 2-D AR fields. Starting with a given 2-D autocorrelation samples, four quarter-
plane gapped functions are generated. Their linear combination is used to satisfy
the gap conditions and calculate the 2-D lattice parameter factors for the first stage.
In order to determine the growing number of 2-D reflection coefficients at succesive
stages, appropriately defined auxiliary gapped functions are introduced after the
first stage using the initial conditions.

As an alternative to 2-D Schur algorithm, same lattice structure was developed
by using geometrical approach in the error fields space. Obtained 2-D RLS lattice
algorithm has an advantage of using data samples directly at the input of the filter
instead of correlations. This causes more accurate prediction of lattice parameter
factors when exact correlation samples not known.

In addition to development the basic theory, in the thesis, a simple procedure
is given to compute the AR parameter matrices of 2-D transfer functions from
computed lattice parameter factors.

The developed 2-D Schur recursion algorithm can be easily extended to higher
dimensions for the applications in higher dimensions. In order to demonstrate this,
2-D Schur algorithm was extended to 3-D case.

To show the validity and accuracy of the 2-D Schur and RLS lattice filter al-
gorithms, a computer simulation was realized. The results validates the algorithms
and confirms the theory. Moreover, the performance of 2-D RLS lattice filter algo-
rithm was compared with the other four-field lattice structures and better results

was obtained
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1. GIRIS

1.1 Giris

Isaretlerin sayisal olarak islenmesi, bu yiizyihn baslarindan itibaren ortaya
konulmussa da, gelisme yalnizca teorik sonuglarla simirlanmigtir. Ancak yiizyihn
ikinci yarisindan sonra ayrik zamanl igaretler ile galisan veri isleme kapasitesi
yiksek sayisal sistemlerin ortaya c¢ikmasiyla, sayisal igaret igleme modern bilim
ve teknolojinin vazgecilmez bir alani haline gelmistir. Guntumiizde, sayisal isaret
isleme jeofizik aragtirmalarindan, meteorolojik analizlere, cevre kirliliginin denetlen-
mesinden, iletigim sistemlerine, otomasyon sistemlerinden, radyo-astronomiye, bilgi
sikigtirmadan, sonar-radar isaretlerinin iglenmesine vb. gibi bilim ve teknolojinin
pek ¢ok alaninda basariyla uygulanan dinamik bir konudur. Bu da sayisal isaret
igsleme tzerindeki galigmalar: oldukga yogunlastirmig ve bu konuda sayisiz caligma
yapilmigtir.

Bugiine kadar yapilan ¢aligmalarin ve matematiksel gerceklerin 11g1inda, Sayisal
isaret igleme iki ana guruba ayrilir; bir-boyutlu (1-B) ve gok-boyutlu sayisal isaret
igleme. Bir-boyut ve ¢ok-boyut arasindaki buyuk farkliliklar igaret islemeyi boyle iki
guruba ayirmay: gerektirse de, gok-boyutlu isaret islemenin temeli bir-boyuta dayan-
maktadir. Bir- boyutta veri yalnizca bir degiskenin fonksiyonu iken, ¢ok-boyutta
birden fazla degiskenin islevidir.

1-B igaret igleme tizerine yapilan yogun galigmalar, bu teoriyi oldukga geligtirmis
ve 1-B isaret igleme iyi1 bir sekilde incelenmistir. Bununla beraber ¢ok-boyutlu isaret
igleme tizerine yapilan galigmalar 70’li yillardan baslar. Mikro bilgisayar ve VLSI
teknolojisindeki geligmelere paralel olarak, gok-boyutlu isaret iglemenin gercek za-
manh sistemlerde de kullanilabilmesi, galigmalar1 giderek artirmig ve gok-boyutlu
isaret igleme genis ilgi alam olan bir konu olmustur.

1-B isaretler tlzerine uygulanan bir ¢ok iglem, c¢ok-boyutlu isaretlere de
uygulandigindan ¢ok- boyutlu isaret isleme gogunlukla bir-boyuta dayamir. An-
cak 1-B isaret igleme algoritmalarinin gogunun dogrudan dogruya cok-boyuta
genellestirilmesi ¢gogu durumda miumkin degildir. Bir-boyutla, ¢ok-boyut arasinda
olduk¢a biiyiikk farklibklar olmasina ragmen, iki-boyuttan (2-B) g¢ok-boyuta
genellegtirme yapmak bir-boyuttan gok-boyuta genellestirme yapmaktan ¢ok daha
kolaydir. Bu nedenle 2-B isaret igleme gok-boyutlu isaret isleme alaninda 6zel bir
oneme sahiptir. 5

1-B igaret iglemenin énemli konularindan biri kafes stizgeg algoritmalaridir. Hizh
yinelemeli hesaplama, digiik katsay: hassasiyeti, uygulama ve kararhlik analizinin




basitligi, oldukca iyi numerik davranig gibi 6nemli iistiin 6zelliklerinden dolay:
kafes suzgeg algoritmalar1 bir-boyutta pek ¢ok uygulama alani bulmusgtur. Kafes
suizgeg algoritmalarina gosterilen en biuytk ilgi diklik 6zelliginden kaynaklanmak-
tadir (Haykin, 1986). Bu o6zellik siizgeg derecesinin bir derece artirilmasi igin daha
onceki katsayilarin yeniden hesaplanmasini gerektirmez, bu da modiiler bir yap:
olusturdugundan VLSI uygulamalarinda oldukga cekicidir. 1-B kafes siizgeglerin
gostermig olduklar1 bu basar1 (Haykin, 1986; Friedlander, 1982; Markel et. al.,
1976; Orfanidis, 1988), 2-boyuttada egdeger kafes siizgeg modelleri gelistirilebilmesi
i¢in yogun cgaligmalar yapilmasim saglamistir. Ancak 2-B ile 1-B arasindaki temel
farklhiliklar tek bir ¢6zimiin olmasini engellemistir. 1-B kafes siizgegte model dere-
cesinin bir derece artirilmasi, model destek bélgesine yalnizca bir yeni nokta ek-
lerken, 2-B kafes stizge¢ modelinde model derecesinin bir derece artirilmasi model
destek bolgesine O(N) yeni nokta eklemektedir (Bose, 1990). Burada N siizgeg
derecesini gostermektedir. Bu noktalarin tanimlanmasinda herhangi bir dogal sira
olmadigindan, herbiri farkh ozellikler gosteren, pek ok gegerli yap: ortaya gikmstir.

Bu konuda yapilan ilk ve onemli caligmalardan biri geyrek-dizlem destek
bolgesine sahip tli¢-parametreli kafes stizgeg¢ modelidir (Parker et. al., 1984).
Gelistirilen kafes siizge¢ modeli, uygulamasinin basitligi ve bazi istatistiksel yapilar
igin oldukga bagarili olmasina ragmen, her bir derece artigta yalmzca 3 yeni parame-
tre tanimladigindan, bu sekilde elde edilen kafes siizge¢ tim 2-B AR (Autoreg-
gresive / Ozbaglanimh) alanlari temsil edebilecek yeterli parametre sayisini elde
edemez (Bose, 1990). Bunun nedeni veri destek bolgesindeki nokta sayisina gore
yansima katsayisinin azhigidir. Buda enformasyon kayiplarina neden olur (Ertiiziin
et. al., 1992). Enformasyon kayb:i geri yonli hata alanlarinin sayisi, dolayisiyla
yansima katsayilarinin sayis: artirilarak azaltilabilir. Ertazin ve digerleri tarafindan
geligtirilen genisletilmig kafes stizge¢ yapisinda enformasyon kaybi agisindan iyilesme
saglanmigsada, artan derecelerde sabit sayida yeni parametre destek bolgesine ek-
lendiginden bu yap:1 da nokta sayisi karesel olarak artan tim 2-B AR alanlari mo-
delleyemez.

Bu tezde 2-B eksiksiz bir kafes suzgeg algoritmas: uzerinde gahgilmig ve
kafes siizgeg algoritmasi 2-B AR alanlarin modellenmesinde ve 2-B spektral ke-
stirimde kullamilmigtir. Yansima katsayilarinin elde edilmesinde 1-B Schur ve
enkiugiik-kareler kafes stizgeg algoritmalari dogal bir sekilde 2-B’ye genisletilmis
ve 2-B Schur ve enkuguk-kareler kafes stzgeg¢ algoritmalar1 elde edilmistir.
Geligtirilen kafes stuzge¢ yapisi tum 2-B ¢eyrek-dizlem AR alanlar1 model-
ler. Yapi, Parker ve Kayrann tug-parametreli geyrek-duzlem kafes yapisina
dayanmaktadir. Schur algoritmasinin olusturulmasinda ilk olarak Robinson ve
Treitel (Robinson et. al., 1980) tarafindan tanimlanan bosluklu iglevlerden yarar-
lanilmigtir. Artan derecelerde, karesel olarak artan sayidaki yansima katsayilarim
elde edebilmek igin literatiirde ilk defa tanimlanan 2-B g¢eyrek-diizlem yardima
bosluklu iglevler kullanilmigtir. Tezde, 2-B Schur algoritmasinin gelistirilmesinin
yanisira, 2-B transfer fonksiyonu ile kafes siizgeg parametreleri arasindaki iligkide in-
celenmigtir. Daha sonraki béliimlerde, Geometrik izdigim yaklagimy a, Schur
algoritmasi ile olugturulan kafes yapisina dayal, 2-B enkugiik-kar gg.‘@




goritmasi verilmistir. Son olarak 2-B Schur algoritmasinin 3-boyuta genellegtirilmesi
gosterilmistir.

Bir sonraki kisimda gok-boyutlu igaret igsleme ve 2-B kafes tizerinde bugiine
kadar yapilan ¢aligmalarin bir 6zeti anlatilacaktir. Son kisimda ise tezin katkilar: ve
igeriginden bahsedilmektedir.

1.2 Cok-prutlu i§aret i§leme ve 2-B Kafes
Suzgecgler Uzerinde Yapilan Caligmalar

(Gok-boyutlu igaret islemedeki teorik geligmeler, goruntu isleme, tomografi,
sensor-dizi igleme, goruntili veri iletigimi, zamanla degisen 1-B sistemler, jeo-
fizik arastirmalar1 gibi ¢ok degisik alanlardaki uygulamalar nedeniyle hizh bir
sekilde ortaya gikmugtir. Cok-boyutta karsilagilan temel zorluklar gegmisg yillarda
tamimlanmigtir.  Butin bu zorluklara ragmen, c¢ok-boyutlu isaret iglemedeki
gelisme genisleyerek hizla siirmektedir. Cok-boyutlu isaret isleme tizerindeki ilk
caligmalar, bu tiirden igaretlerin uygun bir sekilde nasil 6rneklenebilecegi iizerine idi.
Peterson ve Middleton (1962) spektrumu sonlu dalga sayisi uzay: ile simirh
bir fonksiyonun, uygun kiguklikte tekrarlama vektorlerine sahip peryodik bir
kafes tlizerinde alinan orneklerden yeniden elde edilebilecegini gosterdiler. (ok-
boyutlu isaretlerin 6rneklenmesini takip eden suregte, gok-boyutlu ayrik, ho-
mojen (1-B i¢in stasyoner), deterministik olmayan sureclerin modellenmesi ve
temsil edilmesi problemleri ortaya ¢ikti. Bu konudaki ilk galigmalardan biri
Whittle (1954) tarafindan gerceklestirilmistir. ~ Whittle ginimizde asimetrik
yari-diizlem stizgeg olarak bilinen kavrami tamitmustir. Helson ve Lowdenslager
(1961) yari-diizlem probleminin detayli bir analizini yapmuglardir. 2-B prob-
lemlerin ¢oziimunde, 1-B tasarim yontemlerinin kullanimi ve 2-B duruma
genigletilmesi tzerindeki ilk cahgmalar Shanks ve digerleri (1972), Treitel ve
digerleri (1971), Costa ve digerleri (1974), Merserau ve Dudgeon (1974), Manry
ve Aggarwal (1974) tarafindan yapilmistir. Sonralari 2-B yinelemeli siizgeclerin
geligtirilmesi (Chakrabarti et. al., 1977; Twogood et. al., 1977; Merserau
et. al., 1975; Ekstrom et. al., 1980; Dudgeon, 1980; Merserau, 1980; Abra-
matic et. al. ,1979) ve kararhliklarinin belirlenmesi igin cegitli yontemler
geligtirilmesi (Huang, 1972; Strinzis, 1977; Maria et. al., 1973; Ander-
son et. al.,, 1973; Alexsander et. al., 1980; O’Connor et. al., 1978;
Ekstrom et. al., 1977) tizerinde yogun caligmalar yapilmistir.

Cok-boyutlu isaretlerin spektral analizi uzerine, gecmis yillarda pek ¢ok
caligma yapilmigtir. Bu konuda iyi bir inceleme McClellan (1982) tarafindan
gerceklegtirilmistir. Literatiirde, 2-B spektral kestirim igin cesitli AR modeller
onerilmistir (Jackson et. al., 1979; Kumerasan et. al. ,1981; Jain et. al., 1978;
Woods, 1972; Newmann, 1977; Cadzow et. al., 1981; Tjostheim, 1981; Roucos et.

al., 1979).

Jackson ve Chien (1979) yaklagik dairesel simetrik bir kestirics flw elde. ed.ebl
igin, farkh geyrek-dizlemde AR modeller duzindiler. Kumer as ye ,qut.s




anlik frekans ve dalga sayis1 kestirimi igin, benzer bir yontem onerdiler. Jain ve
Ranganath (1978) yari-nedensel ve nedensel olmayan modeller énerdiler. burada
yari-nedensel durum igin, 6ngorii hatasini maski, bir dogrultuda gegmis 6rnekleri
kapsamaktadir, ancak diger dogrultuda , gegmis ve gelecek ornekleri kullanir. Bu
kestirimin tim kutup bir kestirim olmadigi ayni zamanda bir sifir terimi de trettigi
gosterilmistir.,

Woods (1972) homojen durumda, bir giirilti kaynag: ile siiriillen 2-B fark
esitligine karsi diigen 2-B Markov alanlarini tanimladi. Burada giirtlti kaynag:
alanin en-iyi dogrusal karesel-ortalama hata kestirimine egdegerdir.

Justice (1977) polinom yaklagimi ile Szego polinomlarinin 2-B Levinson yineleme-
sine egdeger bir yapiy1 olusturmak igin kullanilabilecegini gosterdi.

Newmann (1977), Wiener siizgeg kavrami ve maximum entropi yonteminin 2-
B’ye nasil genigletilebilecegini ve gli¢ spektrumundaki nasil azaltilabilecegini bazende
yokedilebilecegini gosteren bir yontem onerdi. :

Cadzow ve Ogino (1981) spektrum kestirimi igin 2-B geyrek-diizlem nedensel
AR ve ARMA (Autoreggresive Moving Average/Ozbaglanimli Kayan Ortalamali)
modeller gelistirdiler. Burada AR katsayilar1 1-B spektral kestirimde kullanilan, bir
adim 6ngorti yonteminin genisletilmesi ile elde edildi. Yine, Tjostheim (1981) 2-B
spektral kestirim igin AR modellemeyi kulland.

Therrien (1981) geyrek-diizlem destekli, 2-B tek kanalli modeller ile 1-B ¢ok
kanalli modeller arasinda bir iligki kurdu. Bu Oneride, tim dort ceyrek-diizlem
sizgeg parametrelerininin ayni anda heasplanmasi mimkiundir. Bu yoéntem gok
kanalli 2-B modellere genellestirildi ve 2-B 6z spektral ve ¢apraz spektral bilegsenlerin
kestirimi problemine uyguland: (Therrien et. al., 1989; 1989).

Ekstrom (1982) klasik Wiener stizge¢ kuramim 2-B’ye genisletti. 1-B karesel-
hata ortalamas: kestirimine benzer olarak, 2-B normal denklemlerin ¢6ziimii ile en-
iyi gerceklenebilir siizgeg elde edildi. y

Bununla beraber, biitiin bu AR modeller, 2-B kafes stizge¢ parametreleri kul-
lanilmaksizin geligtirilmigtir. 1-B kafes stizgeglerin basaris1 2-B ta da esdeger kafes
stizgeg modellerinin gelistirilmesi igin yogun galigmalar yapilmasina neden olmustur.
2-B alanlarin modellenmesinde yansima katsayilarinin kullanilmasi tizerine temel
bir yaklagim, Marzetta (1980) tarafindan yapilmugtir. Marzetta, yansima katsayis:
ad1 verilen bir dizi parametreyi iceren, bir gesit 2-B sayisal suzgeg geligtirmistir.
Bir derece giincellestirildiginde model destek bolgesine yalnizca bir nokta eklenen
1-B kafes siizge¢ modelleme ile karsilagtirildiginda, 2-B kafes stizgeg modelinde bir
derece glincellegtirme model destek bolgesine O(N) yeni nokta ekler. Bu zorlugun
agilmasi igin, veri ornekleri belirli bir siralamaya tabi tutularak, olay bir-boyuta in-
dirgenir. Cahgmada 2-B den yalnizca birinde sonsuz olan bir yar1 dizlem destek
bolgesi Onerilmistir. bu yaklagim korelasyon uyumu ve minimum fazli bir stizgeg
yapist gibi bir- boyutun guzel ozelliklerini tagimasina ragmen, ¢ok uzun gecikmeli
stzgeglere neden olur (Bose,1990). s

Parker ve Kayran (1984), model derecesi artirildiginda model destek b&gesm\de
aym anda pek ¢ok nokta tanimladilar. Bu silizgeg yapisi geyrek- duglem destek
bolgesine sahiptir ve herbir derece artigta 3 yeni parametre ta.mfnla; APé.rlgglc e-

..,q



Kayran bu galigmada, geyrek-dizlem kafes yapisini, dért 6ngori hata alani kavram
tanmimlayarak, olusturdular. Ancak, bu siizgeg yapisi, herbir derece artigta yalnizca
li¢ yeni parametre tanimladigindan, tim 2-B AR alanlar1 modellemek igin gerekli
parametre sayisinm saglayamaz. Daha da 6nemlisi, bu stizgeg yapis1 diklik 6zelligini
saglamaz. Oyleki, katlarin kaskat olarak baglanmasi optimum siizgeci vermez.
Diger bir deyisle, aynmi1 sayida parametre kullanilarak daha iyi bir stizgeg elde et-
mek mimkindirr. Sonraki yillarda Ertiiziin ve digerleri (1982), ti¢-parametreli
kafes stizge¢ modelinden yeni ve gelismis bir kafes siizgeg modeli geligtirdiler. Bu
yeni yapi, ug-parametreli yapiya gore, maksimum entropiye daha yakin bir sonug
verir. Ancak bu stizgeg yapisi da her bir derece artigta sabit sayida yeni parametre
tamimladigindan bitiun 2-B AR alanlari modelleyemez yani dik degildir.

Kwan ve Lui (1989), Parker ve Kayran’m tiig-parametreli kafes siizgecini ,
kiibik-uzay destekli 3-B kafes stizgece genisleterek, resim dizilerinin gergeveler aras:
ongoriili kodlamasina uyguladilar. ‘

Bir diger caliymada, Parker ve digerleri (1985) geyrek-diizlem modeli asimetrik
yari-dizleme genislettiler. Burada 5 0Ongoti hata alami 6 yansima katsayis:
icermektedir.

Lev-Ari ve Parker (1985), giivenilir bir niimerik davranis igin, 6ngorii hata alan-
larimin karsihikli ortogonal oldugu,bir 2-B kafes stzgeg yapisi geligtirdiler.

Lenk ve Parker (1986; 1985), stasyoner rasgele alanlar1 modellemek igin Levin-
son ve Schur algoritmalarin1 2-B ye genislettiler. Bu cgaligmalarda, koordinat
dontigimlerinin diklestirilmesi dustntlerek olusturulan kafes stizge¢ yapilarinin
tliretilmesi igin tensor kavramlarini kullandilar. Kwan ve Lui (1989) bu yapinin, 1-B
kafes stizgecin modiularite, dusuk katsay: hassasiyeti, disik yuvarlatma guriltist
gibi iyi 6zelliklerini tasidigimi gosterdiler.

McGuffin ve Lui (1989), normal denklemlerin olusturdugu matris normal
esitligini tanimladilar. Matris normal esitliginin ¢6zimiu Burg algoritmasina benzer
bir algoritma olusturur.

Nam ve O’Neill (1987) 1-B kafes stizgeg yapisini, Parker ve Kayran'in iig-para-
metreli yapisim1 temel alarak, 2-B ve 3-B duruma genislettiler. Burada 3-B siizgeg,
hareketli goriintiilerin gegici ve uzamsal degisimlerini, adaptif olarak izleyebilir. Bu
tirden 2-B ve 3-B kafes stizgegler kullanarak, 6ngorulu kontrol yapilar: 6nerilmistir.

Hsieh ve digerleri (1989), Parker ve Kayran'in derece giincellestirilen 2-B kafes
stizgecini, daha etkin bir hesaplama igin, derece ve zaman guncellestirmeye genislet-
miglerdir. Bu ¢aligmada, 2-B kafes siizgecleme yontemi, 2-B dogrusal 6ngériictiniin
ongorli parametrelerinin gikarilmasinda kullanilmigtar.

Buraya kadar anlatilanlar, gok-boyutlu isaret isleme ve 2-B kafes siizgegleme
ile ilgili literatirin ok kiigik bir bolimini temsil etmektedir. Daha detayh bir
inceleme ve tarihge igin (Dudgeon et. al., 1984; Lim, 1984; Jain, 1984) incelenebilir.




1.3 Tezin igeriéi ve Katkilar:

Tezin amaci 2-B dogrusal ongoriiyu ve ilgili kafes stizgeg yapilarini incelemek,
ceyrek-duzlem igin dort-hata alanina dayah kafes siizgeg yapilarini geligtirerek, 2-B
AR alanlarin tam olarak kafes stizge¢ modellenmisini saglamaktir.

Tezin birinci bolumi, konuya iliskin bir giris ve bu alanda daha 6nce yapilan
caligmalarin bir kisa 6zetini kapsamaktadir.

2. bolumde 1-B dogrusal 6ngori, 1-B kafes stizgegler ve 6ngorii algoritmalar in-
celenir. Bosluklu islevler kullanilarak, 1-B Schur ve Levinson algoritmalarinin elde
edilmesi tartigilir. Bolumiun 3. kisminda, 1-B dogrusal 6ngoriide geometrik yaklagim
kullanilarak 1-B en kugiik kareler kafes stizgeg algoritmasinin gelistirilmesi gosterilir.
1-B ve 2-B arasindaki temel farkhiliklari agiklayarak, 2-B dogrusal 6ngorii, 2-B
bosluklu iglevler, 2-B ileri- ve geri-yonli 6ngori hata alanlar1 bolimin 4. kisminda
tartigthr. Bolimun son kisminda, 2-B ¢eyrek-diizlem AR modellemede, literatiirde
mevcut dort-ongort hata alanina dayali kafes stizgeg yapilari, gelistirilen yap: ile
karsilagtirmada kullanilmak tizere incelenir.

Tezin ilk katkis1 3. bolimde verilir. Bu boliimde, 2-B bosgluklu iglevlerden hare-
ketle ig-parametreli kafes stizgeg yapisi geligtirilerek, tim ceyrek-diizlem AR alanlar
tam olarak modelleyen 2-B Schur algoritmasi elde edilir. Algoritmanin gelistirilmesi,
herbir derecede degisen kafes stizge¢ yapisi nedeniyle derece derece gosterilir ve
bélimiin son kisminda N. dereceye iligkin girig-gikis bagintilar1 tanimlanir.

4. bolumde, geometrik yaklagim 1s1ginda ceyrek-duzlem 2-B AR alanlarin tam
olrak modellenmesinde 2-B enkiigtik-kareler kafes stizgeg algoritmas: gelistirilir. 4.
bolim, 2-B dik-izdigim, gegmis gozlemler uzay: alt uzaylarin dik ayristirilmas: gibi
temel kavramlar verilerek baglar. Bolimiin sonuda ise enkucik-kareler kafes siizgeg
algoritmasinin gelistirilmesi ve bagintilar: gosterilir.

2-B kafes siizgeg parametreleri ile 2-B AR alanin gegis isglevi arasindaki baginti 5.
béliimde verilir. 2-B Schur veya enkiigiik-kareler kafes siizgeg algoritmasi elde edilen
kafes stizge¢ parametreleri kullanilarak 2-B AR alanin gegisg islevi parametrelerinin
elde edilmesini saglayan bir iglem adim adim gosterilir.

6. bolumde, 3. bolimde elde edilen 2-B Schur algoritmasinin 3-B ye nasil
genellestirilebilecegi gosterilerek, 3-B kubik uzay AR alanlarin kafes stizge¢ mod-
ellenmesinde 3-B Schur algoritmas: elde edilir.

7. bolimde, 2-B Schur ve enkiigiik-kareler kafes siizgeg algoritmasina iligkin
teorilerin dogrulugu gostermek ve literaturdeki diger dort-alanli geyrek-diizlem kafes
stizgeg algoritmalar: ile basarim karsilagtirmas: yapmak igin bilgisayar benzetimleri
gosterilir ve benzetim sonuglar tartigilir.

Son boliimde ise, tezin sonuglar1 ve gelistirilen algoritmalarin eksiklikleri, dez-
avantajlar1 ve bu dezavantajlar1 yok etmek igin yapilmasi gerekli arastirmalar
tartigilir.




2. DOGRUSAL ONGORU:TEMEL
KAVRAMLAR

2.1 Girig

Bu bélumde 2-B Schur ve enkiiguk-kareler kafes stizge¢ algoritmalarina 11k tu-
tacak temel bilgiler verilecektir. 1. kisimda oncelikle 1-B dogrusal 6éngori ve kafes
siizgeg teorisi incelenecek, 1-B Schur ve Levinson algoritmalarinin yapisi, yansima
katsayilar1 ve kismi iligki (PARCOR) kavramlar: tartigilacaktir. 1-B Schur algorit-
masinin temelini olugturan bosluklu iglevler bu kisimda tamimlanacaktir. Kisimin
sonunda 1-B dogrusal ongorude geometrik yaklagim ile enkiigiik-kareler kafes siizgeg
algoritmasimin olusturulmasi incelenecektir. Bu kisimun amaci 1-B ile 2-B arasinda
iligki kurmak igin gerekli temel kavramlar: saglamaktir.

2.  kisimda, 2-B ¢eyrek-diizlem AR modeller igin Schur algoritmasinin
olugturulmasinda kullanilacak 2-B boslukluig islevler tanimlanacak ve 2-B trans-
fer iglevi ile iligkileri incelenecek ve 3. boluimde kullanilacak diger 2-B kavramlar
tanitilacaktir.

2.2 Dogrusal Suzgeg Problemi ve Dogrusal
Ongoru

Stizgeg terimi, girultili bir veri dizisinden ilgilenilen biyukluge iligkin bilgiyi
gikartmak igin kullanilan bir bilgisayar yazihmi veya fiziksel bir donanim pargas:
olarak tanimlanabilir. Bir stizgeci ug temel isaret igleme yapisimi gergeklestirmek
i¢in kullanilir.

a) Stizgegleme: Siizgecleme ¢t am1 da dahil olmak uzere ¢ anina kadar gozlenen
veriyi kullanarak, t aninda ilgilenilen buytuklige iligkin bilginin ¢ikartilmasidir.

b) Diizgiinlestirme: ligilenilen bilginin t aminda mevcut olmasinin gerekmemesi
yoniinden siizgeglemeden farkhidir. Bu ¢ anindan sonra elde edilen veri de bu bilgiyi
elde etmek igin kullanilabilir. Bu da dizgunlegtirme durumunda bir gec1kmen1n s0z
konusu oldugunu gosterir. Duzgiinlestirme igleminde, yalnizca ¢ a,mn}g‘ kadar ~glan
veri degil aym zamanda ¢ anindan sonra elde edilen veride kullamla.bxlecegl lgm \n
anlamda stizgegleme igleminden daha dogru olmas: beklenir. TS LN e [



c) Ongorii: C)ngérﬁ bilgi iglemenin tahmin bélimidiir. Burada amag, herhangi
bir ¢ > 0 igin, ¢t + 7 aninda ilgilenilen buyiiklige iligkin bilginin ¢ am dahil olmak
lizere t anina kadar gozlenen veriyi kullanarak, ne sekilde olabilecegini gikartmaktir.

Ote yandan siizge¢ cikiginda ongoriilen, duzginlestirilen yada stizgeglenen
biytklik, stzgeg girisine uygulanan gozlemlerin dogrusal bir iglevi ise stizgeg
dogrusaldir denir.

Zaman dizilerinin analizinde engok karsilasilan problemlerden biri, duragan ayrik
zamanlh bir rasgele sturecin degerini ongormektir. Bu ongoriiyu gergeklestirmede
sisteme iligkin bir "model” tamimlanmahdir. Model terimi, ilgilenilen verinin
tiretilmesini yonettigi yada simirladigi varsayilan gizli yasalar1 agiklamak yada
tamimlamak igin kullanilabilecek yapilari belirtir. Rasgele siireclerin modellen-
mesinde li¢ temel model yapisi kargimiza gikar; AR (Autoregressive/Ozbaglanimli-
OB), MA (Moving average/ Kayan ortalamali-KO), ARMA (Autoregressive-moving
average/ Ozbaglanimhi-kayan ortalamali-OBKO). Bu tezde veriyi modellemek icin
AR model kullanilmigtir ve aksi belirtilmedigi takdirde model kelimesi AR modeli
ifade edecektir.

AR modelde dogrusal fark esitligi, 6ngoriinin yontine gore, yalmzca verinin
ge¢mis yada gelecek degerlerinin uzayinda olusturulmaktadir. Bu anlamda iki
gesit ongoru tanimlanabilir; Tleri- yonli ve geri-yonla ongori. Ileri-y6nlii ongorude,
siirecin t anindaki degeri stirecin gegmisg gozlemler uzaymda ongorulir. Geri-yonli
ongoride ise, strecin su anki degeri gelecek gozlemler uzayinda ongorulir. Sekil
2.1, lleri- ve geri-yonlii 6ngoriiyii sematik olarak gostermektedir. Burada gozlem
uzaymin boyutu siirecin derecesini gostermektedir. Eger bir rasgele siireg gergekten
bir AR modelden kaynaklaniyorsa, bu durumda AR dogrusal 6ngorici, uygun dere-
cede en iyi ¢oztimiu tiretir. Aksi taktirde en iyi AR ongoriict yalnizca bir yaklagiklik
olacaktir.

Y(k-N) Wk-N+1) Yk-2) wk-1) Wk

Wik-N+2)

o RN v

Sekil 2.1 (a) [leri-yonlii 6ngérii, (b) Geri yonlii 6ngorii. Tarali a.la.p ongori bolgesmx
gostermektedir. ﬁ .



2.2.1 Normal Esitlikler, Ileri- ve Geri-Yonlii (“)ngiirii

1-boyutta, N. dereceden bir AR siire¢ asagidaki gibi yazilir.
Z a )+ w(k) (2.1)

Burada y(k) ayrik zamanli, sifir ortalamali bir siiregtir. w(k) beyaz giiriilti ve
{a(m i = 1,2,...N} ler en iyi AR model katsayilaridir. 1-B dogrusal éngoriide,
verilen herhangi bir P i¢in, P model derecesini gostermek iizere, P. derecede en iyi
dogrusal ongorucuyu bulmak isteriz. P. derecedeki bu 6ngoriiciiye iligkin baginti

Z a(P) (2.

=1

Do
(3]
~—

seklinde verilir. Dogal olarak en iyi 6ngorici P = N olmasi durumunda bulu-

nacaktir. P = N igin (2.2) de gorilen N adet {a(N), (N), ...,alN)} ongoru katsayisi,

ongori hatasinin karesel ortalamasi enkiigiiklestirilerek secilir. N. derece i¢in 6ngoérii
hatasinin karesel ortalamas: agsagidaki gibi verilir.

e = E[e™ (k)] = min. (2.3)
burada E[e] beklenen deger operatoriidir. (2.3) esitligindeki 6ngorii hatasi e™) (k)
surecin gercek degeri ile 6ngoriilen degeri arasindaki farktir ve

e \ (N

e™(k) = y(k) = (k) = 3 o™ y(k — ) (24)

$:=0

olarak verilir. Burada ao = 1 dir. (2.3) esitliginin herbir katsayiya gore asagidaki
sekilde tiirevini alirsak

OE[e™2(k)]
aa,(N)

o
(@1}
~—

=0 (

Asagida verilen diklik esitlikleri elde edilir.

E[e™(k)y(k —4)] =0 i=12.,N (2.6)

gosterir. (2. 4) esitligini (2.6) da yerme koyulursa, katsayilar igin N adet dogrusal
esitlik elde edilir.

N N &
Y o™ Ey(k-j)yk-i)] =3 o™ Rii-j)=0

7=0 7=0
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Burada R(k) siirecin oziligki iglevidir ve R(k) = E[y(i)y(i + k)] olarak verilir. Ote
yandan minimum karesel ortalama hata,

e = E[e™2(k)]
= E[e™M(k)(y(k) — §(k))]
E[e™(k)y(k)] — E[e™ (k)j(k)] (2.8)

Burada (2.6) y1 dikkate aldigimizda E[e™ (k)j(k)] = 0 oldugu goriiliir. Boylece,

o = Ele™(k)y(k)] , (2.9)

Emm

elde edilir. (2.4) di, (2.7) de yerine koyarak,

e = E a{™ R(i (2.10)

mm.

olarak bulunur.
al™ =1 icin (2.7) esitligini yeniden diizenlersek,

Ra=T (2.11)
esitligi elde edilir. (2.11) esitligi Wiener-Hopf esitliginin ayrik zamanh seklidir ve
ayni zamanda normal denklem olarakta isimlendirilir. Burada R, NxN boyutlu

iligki matrisi, a 6ngorticii katsayilar: vektoru, r ise ongorilen siireg ile gegmis degerler
uzay1 arasindaki ¢apraz iligki vektorudur ve asagidaki gibi tanimlanirlar.

[ r(0) r(1) r(2) e (N =1) ?
r(—1) r(0) r(1) e (N =2)
r(— 2) r(—1) r(0) e (N =3)
R = : : ; (2.12)
H=N+1) r(-N+2) r(~N+3) .. 0} |
a={ M g i e (2.13)
r=[r(1) 7@ @) .. (] (2.14)

(2.11) esitligi ile verilen normal denklem, asagidaki gibi, dogrudan ¢oziilerek
ongoriict katsayilar: elde edilebilir. :

a=Rr (2.15)
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Gergel siiregler igin r(—n) = r(n) seklindedir. Ayrica (2.12) de gorildigi gibi
R Toeplitz yapidadir. Bu yapi, normal denklemin ¢6ziimii igin (2.15) bagintisindaki
matris evrigi yerine iteratif algoritmalar geligtirilebilmesine olanak saglayarak, a
katsayilarinin daha etkin bir sekilde hesaplanmasini miimkiin kilar. Sekil 2.2 de

N. derece bir ongoriciinin enine siizgegler kullanilarak nasil gerceklestirilebilecegi
gosterilmistir.

yi) | ., ] yik=1) , | Y(k-2) y(k=-N+1) y(k-N)
— 7 z” ekl z-'l z-l
A
' y (k)
B g ~D &

Sekil 2.2 Ileri-yénlii ongorucunun enine suzgeg yapisi ile gergeklestirilmesi

Burada ongorici katsayilar: tap agirhiklar: olarak isimlendirilir ve Wiener stizgec
teorisine uygun olarak, hatanin karesel ortalamasinin entgiiklestirilmesi anlaminda
optimize edilirler. Enine (Transversal) siizgeg yapisi (2.4) esitliginden hareketle bir
ileri-yonlii 6ngorti hata stuzgeci olarak Sekil 2.3 deki gibi diizenlenebilir.

y (k) y (k-1) y (k-2) y (k-N+1) y (k-N)

z z —j 2! 1

OS,N) G:N) G;N) 0::)1 GLN’
it e A —e™k)

Sekil 2.3 ileri-yénlii ongort hata stizgecinin enine suzgeg yapisi ile gergeklestirilmesi
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N. dereceden Ongoriici ve ongori hata siizgeci arasindaki iligkide Sekil 2.4 te
gorilmektedir.

r ————————————— T
| |
| |
y(k) | N .derece |
T Z' b= ileri yonlu |
| ongoriciu |
A
I y (k) :
|
I & | e™(k)
| *\b T
WO oo g e e S Y S .l

Ongdru - hata sizgeci

Sekil 2.4 ileri-yénlﬁ ongoriici ve ileri-yénlﬁ ongoru hata siizgeci arasindaki iligki

Ote yandan isaret isleme uygulamalarinda siklikla raslanilan oldukca faydali bir
kavram kargimiza gikar: Geri-yonlii 6ngori hata stizgeci. Schur ve Levinson gibi
iteratif algoritmalarda, yansima katsayilarinin belirlenmesi igin geri yonlii 6ngoriicii
kullanilmasi gerekir. Geri-yonlua ongoride, sirecin gegmigindeki deger gelecekteki
degerlerinden 6ngortiliir. N. derece geri-yonli 6ngoricii asagidaki sekilde tanimlanir.

N-1
ik =N) =3 &" y(k i) (2.16)
1=0
Burada &,(N’ ler geri-yonli ongoricu katsayilaridir ve &%V) = 1 dir. (2.4) esitligine
benzer sekilde geri-yonlii 6ngori hatas:
> (N)
eM (k) =y(k - N)—g(k—N)=>a" y(k—1) (2.17)
1=0

olarak verilir. Geri-y6nli 6ngorii hatasinin karesel ortalamasi,
M) = E[e™?(k)] = min. (2.18)

enkiigiiklestirilerek &,(\I,V) katsayilar1 hesaplanabilir. Bunun igin, (2.18) esitliginin
herbir katsayiya gore asagidaki sekilde tirevi alinirsa
AE[eWM?2(k)]
h e SO ') Y
aal™

= Lgw gy S

(2.19)

E[E™(k)y(k )] =0

(2.18) y1 (2.20) da yerine koyulursa,




N N
ZﬁﬁN’E (k—j)y(k—i)] = Y a™ R(j —1) i=0,1,..,N—1(2.21)

7=0
elde edilir. Bu denklemleri matris seklinde yazarak, geri-yonlii 6nggérii igin
Ri=F (2.22)
normal denklemi elde edilir. Burada
r=Jr (2.23)

seklinde verilir. Burada J uygun boyutlarda kare boyutlu bir degisim matrisidir ve
agagidaki gibi tamimlanir.

et vy &
| 23 ST BT
Bailse 52 ol (2.24)
0 1 Rt 8
P e Qene 0 gy
(2.11), (2 11) ve (2.23) e§1t11klerm1 kullanarak geri-yonli 6ngoriicii katsayilarini

ileri-yonlii 6ngoruct katsayilar: cinsinden asagidaki gibi yazabiliriz.

a=1Ja (2.2

Do
Do
Ot
S

vada daha acgik yazilimla,
aM =, k=0,1,...N (2.26)

olarak verilir.
Sekil 2.5, geri-yonlii 6ngori hata stizgecinin enine stizgeclerle gercgeklestirilmesini
gostermektedir.

y (k) y(k-1) y(k-2) . y(k=N+1) , |y(k-N)
z! F 3 AN B z
1
5 g™ 5™ g™ 3™
» ..(N)(k)

Sekil 2.5 Geri-yonli  Ongori hata siizgecinin  enine siizgeg - yapisi -ile
gergeklestirilmesi £ , i .\\\

3 ~ 4 N \
& LRVR
» - L7 Rt
= < 3
- | 43 "..I? S8
n oV Tl w2
¥ W o g
L P B TS 4
g TR ‘/
< - » AN )
A L;"A\'.‘ &
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2.2.2 Bosluklu i§levler, 1-B  Levinson ve Schur
Algoritmalari, Kafes Stuzgecler

(2.11) da verilen normal esitlikleri dogrudan dogruya yada birbirinden bagimsiz
olarak ¢ozmek yerine, ¢ozim igin iteratif bir algoritma gelistirilebilir. Bu islem
Levinson algoritmasi olarak bilinir. Levinson algoritmas1 dogrusal 6ngoriiniin temel
kavramlarindan olan kafes stizgeg yapilarimi ortaya gikarir. Levinson algoritmasinin
geligtirilmesi ve yansima katsayilar1 kavraminin ortaya gikmasi dogrusal 6ngortintin
daha genis bir perspektifte incelenmesini sagladi. Eger bir rasgele siire¢ N. derece bir
AR model ile modellenecek ise modeli agiklamak igin ¢ esdeder parametre kiimesi
kullanilabilir. Bunlar; N+1 adet iligki islevi terimi R(0), R(1), ..., R(N +1), dogrusal
ongorucu parametreleri agN),agN), A a%v) ve o3 (AR parametreler) ve yansima kat-
sayilar1 ve ongoru hatasinin degisintisi 7§N),7§N) ,...,71(VN) ve o%.' Bu kiimelerden
herhangi biri Levinson algoritmas1 araciligiyla digerlerinden elde edilebilir.

Ancak ne yazikki dogrusal ongorii parametrelerinin etkin bir sekilde hesaplan-
mas1 amaci ile gelistirilen Levinson algoritmasi, igaret igleme algoritmalarimin uygu-
lanmasinda artan bir ilgi goren paralel galigan bilgisayar yapilarinda ¢aligmak
igin 6nemli bir dezavantaja sahiptir. Bu dezavantaj herbir adimda bir i¢ ¢arpim
igleminin gerceklenmesi zorunlulugundan kaynaklanmaktadir. Bu da algoritmanin
paralellegtirme timitlerini ortadan kaldirir. Bu sinirlama hesap agisindan etkin baska
algoritmalarin arayigina neden olmustur. Schur algoritmasi, bu agidan Levinson al-
goritmasina alternatiftir ve bir i¢ ¢arpim hesaplanmasini gerektirmez. Sekil 2.6,
N.derece bir AR modelin tanimlanmasindaki esdeger parametreleri gostermektedir.

R(o),R(1), ... ,R(N)

)
1%
7.
%%
/\’.

Ters yonli Levinson

(N) _(N) (N) 2
Bl sy T T Yaae S
Levinson

Sekil 2.6 N. dereceden AR modelin tanimlanmasinda kullanilar esdeger paramet-
reler. Her bir parametre kimesi, gesitli algoritmalarla bir digerinden elde

edilebilir.
Levinson algoritmasi polinom yinelemesi ile caligirken, Schur algoritmasi bogluklu

iglevler ile cahgir. Ileri-yonlii éngoriide y(k) y1 6ngorebilmek igin, gegmis gozlemler
uzaymda N nokta varsa, diklik prensibinden

E[e™(k)y(k —n)] =0
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olacaktir. Ote yandan, N. derece bogluklu iglev

N
g™M(n) = E[eM(k)y(k—n)] = E[(Y aMy(k —1))y(k —n)]

1=0

N
Y @M R(n ) (2.28)

1=0

olarak tanimlanir. Yukarida belirlilen diklik esitligi nedeniyle, bosluklu islev ¢®¥)(n)
asagidaki ozelligi sahip saglar.

g™M(n)=0 1<n<N (2.29)

n’ nin 1 ile N arasindaki degerleri igin, islev 0 degerini aldigindan dolay:1 bogluklu
islev olarak isimlendirilir. Bosluklu iglevler ilk olarak Robinson ve Treitel (1980)
tarafindan katmanli bir sistemin yansima katsayilarinin analizinde tanimlanmustir.
N. dereceden bosluklu islev ¢™)(n), N uzunluklu bir bosluga sahiptir. Sekil
2.7 de N = 3,4, P igin bogluklu islevlerin ¢izimleri gorilmektedir. (2.28) da
tanimlanan bosluklu islevler 6ngori hata dizileri ile y(k) dizileri arasindaki gapraz
iligkilerdir. Ayrica buna ek olarak, bogluk kogullarimin diklik egitlikleri ile aym
oldugu goralmektedir.

93
93@)
2(3Xa)
),
9 -3) &
T I Bogluk=3 I oke
G Cepisei L '
e e Uk P fi TS SO PR -
a)
(¥
9“4 )a)
3 (%))
(4
9(4X-3) (4
T I I Bogluk=4 T Tg )(7)
£3 2 i 3 o
-3 -8 =1 -] 1 2 3 4 s & )
(b)
Py
¢ 9P@)
0::“”’a:»n
ON
9Px-3) )
T I #——————— Boglukmp ————= T b S
=g RN
-3 -2 -1 @ 1 =2 3 P=1 P P+l p+2 "

)

Sekil 2.7 N=3,4 ve P igin N. derece 1-B bogluklu iglevler

N. derece ongoriiciiden en iyi N+1. derece 6ngoriiciiyti olusturan Levinson al-
goritmas1 bosgluklu iglevler yardim ile elde edilebilir. Burada temel distince, N
uzunlukta bosluga sahip olan N. derece bosluklu islevleri kullanarak, N+1 uzun-
luklu bogluga sahip (N+1). derece bir bosluklu iglev olugturmaktlr, Slmd'i' N (n)
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ni kullanarak ¢¥*V(n) yi elde etmeye cahsalim. Bunun icin ¢¥V+1)(n) orijine gore
ters gevrilir, yani ¢g™V)(n) — ¢™(—n) elde edilir. Ters cevrilen iglev N uzunluklu
bir bosgluga sahiptir ancak bogluk negatif bolgededir. Ters ¢evrilmig iglevin boslugu,
g™ (n) nin boslugu ile cakisacak sekilde, ters gevrilen islev yeteri kadar kaydirilir
(N+1 kadar). Bu iglem Sekil 2.8 da goriilmektedir. Ters gevrilen ve geciktirilen iglev
g™ (N + 1 — n) olacaktir. Elde edilen bu iki bogluklu islevin herhangi bir dogrusal
birlesimi en azindan N uzunluklu bir bogluga sahip olacaktir. Bu dogrusal birlesim
asagidaki gibi yazilir.

gVt () = gM(n) = TW+DG(I(N 4 1 — n) (2.30)

Burada I'¥+1) belirlenecek bir sabittir ve Sylesine uygun secilirki ¢/N*1)(n) fazladan
bir bosluk noktas: icerir. Boylece, bosluk uzunlugu N+1 olur. Bu fazladan boslugu
olusturmak igin gerekli bogluk kogulu, »

gVH(N +1) = gM(N + 1) = TV M0y = ¢ (2.31)

seklinde elde edilir.

g(N)(Nol-n)
)
La™(N 1) ™3
g‘N)(No3)
I fo—————— bosluk ———
e, e (e T, TR N Nel No2 No3 Nok n

Sekil 2.8 Ters gevrilmis ve 6telenmis bosluklu iglev.
(2.31) esitligi ¢oziilerek, T(V+1)

gM(N +1)

F(N+1) =
g™ 0)

(2.32)

olarak elde edilir. '™+ parametresi yansima katsayisi yada PARCOR (Kismi
iligki) katsayisi olarak isimlendirilir ve yukaridaki gibi segilirse ¢(¥*V(n), N+1
bosluga sahip olacak ve (N+1). derece bosluklu islev olusacaktir. Burada, dikkat
edilirse bogluklu iglevin n=0 daki degeri ortalama karesel hatanin enktuiguklestirilmis
degeridir.

™ = B[e™' (k)] = E[e™ (k)y(k)] = g™ (0)

Sonug olarak, (2.33) esitligi (2.32) da yerine koyularak,




17

AN)
r(V+1) —) (2.34)
olarak bulunur. Burada
g
AM = gM(N+1) =Y oR(N +1~1) (2.35)

1=0

(2.33), n = 0 igin diizenlenir ve I'¥+1) i kullamlirsa, N+1. derecedeki éngérii
hatasinin karesel ortalamasinin enkiigigi

1) = gN(0) = g™(0) - T¥*Dg™(N +1) = (1 - T¥*1%)gM(0)(2.36)

yada
N+ o (3o p(N+1)2)€(N) (2.37)

olarak elde edilir. £ ve ¢W+1) in her ikiside pozitif oldugundan (1 — [N+1)?2)
pozitif ve 1 den kiigik olmalidir. Buradan yansima katsayismnin 1 den kiciik oldugu
goriiliir. Yeni 6ngorii hata siizgecini bulabilmek igin (2.30) esitligini, ¢¥)(—n) nin
z-déniigiimiiniin G™V)(271) ve g™ (N +1 —k) nin 2-déniigiimiiniin z~(V+U GV (1)
olduguna dikkat edilerek z diizleminde asagidaki gibi yazilir.

GINHI(2) = GW)(z) = T+ ;= (ND G (1) (2.38)

Ote yandan, (2.28) daki toplamsal esitlikler kullamlarak,

g™ (n) = f: aMR(n —i) = G™M(z) = AM(2)S,(2) (2.39)

1=0
ve
N+1
gV () = ¥ aM*R(n i) = GV(z) = AN ()8, (2) (2.40)
1=0

elde edilir. Burada S,,(z), y(n) nin spektral gii¢ yogunlugudur. (2.39) ve (2.40)
esitlikleri (2.38) da yerine koyulursa,

AN(NG (2) = AM(2)S,,(2) — TV =N+D AN (;-1) 5 (-=1)  (2.41)

elde edilir. r(k) = r(—k) simetrisi nedeniyle, S,,(z) = Sy,(z7") oldugundan, (2.41)
esitliginin her iki tarafindaki Sy,(2) terimleri kaldirilabilir. Boylece, ngori hata
stizgeci gegis iglevi

AWV (z) = AM(2) — V1)~ (F51) 4 (M) (5-1)
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olarak elde edilir. (2.42) bagintis1 Levinson yinelemesi olarak isimlendirilir ve N.
derece 6ngorii hata siizgeci gegis islevi, AV)(z) ile yeni (N+1). derece en iyi 6ngorii
hata siizgeci gegis islevi, AN+1)(z) arasindaki iligkiyi verir. (2.42) esitliginde Ters
2-dontuigimu alinirsa,

[$- A% o 0
(N+1) (N) (N)
(N+1) a%N) (lh\lf)
a; a; aN-1
= . _T(N+1) . (2.43)
(N+1) a(N) agN)
N+1
5 a§v+1 : . =ie e
yvada
GAHL.L G piva, (1\21_’, <3< N (2.44)
Ne
ag\zlxrll) — _T(V+1) (2.45)

elde edilir. Bu agamada sonucu daha iyi yorumlayabilmek igin, AN (2 z) ile gosterilen
bir geri-yonlii gegis islevi tanimlanabilir. Bu gegis islevi AY)(2) ile ayni1 derecededir.
Ancak katsayilar ters sirada dizilmistir.

N
(N) Z a(N) B Z—NA(N)(Z-I)
= a(N) + a(N) L S & a((,N)z'N (2.46)

Yukarida verilen, geri-yonlii polinom tamimi kullanilarak (2.42) asagidaki gibi
yveniden yazilabilir.

AN (2) = AW (z) — TIVHD ;=1 (V) (5) (2.47)
Her iki tarafin tersini alarak,

AW+ (3-1y = AN)(5=1) _ TN+ ;N1 4(N) () (2.48)

AW () o g= (VA1) gL (=1 o o=~ (NH1) gN)(2=1) — PIVFLIAN () (2.49)

esitlikleri elde edilir. (2.44) ve (2.45) bagintilarindan geri-yonli 6 ongoru ha.ta. suzgeci
gecisg islevi .

A(N’“)(z) o8, Z—I/'i(N)(z) 3 F(N+1)A(N)(z)
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olarak elde edilir.
(2.42) ve (2.50) esitlikleri birlestirilerek ileri- ve geri- yonli gecis iglevlerini iceren
matris gseklinde daha klasik bir yap: elde edilir.

AN+, 1 —I(N+1) AN (5
[ A(N+1)EZ§ } 5 [ —T(N+1) 1 ] [ Z'IA(A(’)()Z) ] (2.51)

(2.51) esitligi ile matris yapisinda verilen Levinson yinelemesi dogrusal
ongorunun 6nemli kavramlarindan biri olan kafes siizge¢ yapisini ortaya gikarir.

Levinson algoritmasina alternatif olan Schur algoritmasi, Schur’un birim disk ile
simirh fonksiyonlar teorisi ile ilgili orijinal ¢aligmasina dayanir. Dogrusal 6ngoride
Schur algoritmasi, verilen 6ziliski 6rneklerinden yansima katsayilari kiimesini elde
etmek ve ayni zamanda oziligki matrisinin klasik Cholesky ayrigtirmas: i¢in kul-
lanilabilir. Diger yandan, Schur algoritmas: i¢in bosluklu iglev yinelemesi olarak
bahsedebiliriz. Levinson yinelemesinde, geri-yonli polinomlarin kullanilmas: geri-
yonli bosluklu iglevlerin tanimlanmas1 arayigina neden olmustur. N. dereceden
geri-yonlit bosluklu islevleri z-dontligiimu cinsinden tanimlayabiliriz.

G z) = 2N 07ty = A (2) Buf2) (2.52)

(2.52) bagintisi, zaman duzleminde,
S (N) =
iMn)= ¢™M(N-n)= Z a; ' R(n—1) (2.53)
=0

olarak yazilir.

Aciklama 2.1: Geri-yonli bosluklu iglevler, yansitilmig ve uygun bigimde gecik-
tirilmig ileri- yonlii bosluklu iglevlerdir. N. derece ileri ve geri-yonli bosluklu
islevlerin saglamas: gereken bosluk kogullar1 agagida verilmistir.

dM(n)=0 s=13..N (2.54)

ve

no
ot
(1]
S—

§(N)(n)=0 n=02..N-1 (2.
(2.51) esitligi Sy, ile carpilip, (2.52) esitligi kullanihrsa,

GIN+1) () 1 _[(N+1) GM(z) i
[G(N+l)(z) = —[(N+1) 1 z'lé(N)(z) (2.56)

Ote yandan, (2.56) esitligi zaman diizleminde yazihirsa, 1-B Schur algoritmas:
agagidaki gibi elde edilir.

gN+1) () & 1 —[(N+1) g™ (n)
g(N+1)(n) o] ) 1 g(N)(n—l)
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(2.56) esitligi Sekil 2.9 da goriilen kafes siizgeg yapisini verir.

© g(‘)(l"l) g(z)(n) (N-1) g(N)(n)
g°tn) o~ o~ P, B o

R(n)

)
3%n) 3"t 3

Sekil 2.9 1-B Schur algoritmas: igin kafes siizgeg yapisi. Girig R(n) oziligki islevi,
gikiglar ileri- ve geri-yonli bogluklu islevlerdir.
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2.2.3 1-B Enkiiciuk-Kareler Kafes Stizge¢ Algoritmasi:
Geometrik Yaklagim

Enkiuigiik karesel hatay: veren yinelemeli kafes siizgeg algoritmalarinin elde
edilmesi gibi problemlerin ¢6ziimiu, 6zel olarak tanimlanmig uzaylar tzerinde
izdiigiim iglemleri olarak yorumlanabilir. N. dereceyi giincellegtirmek igin kullanilan
kafes stizgeg yinelemesi, Gram-Schmidt iglemi ile ardigil olarak diklestirilen bir alt
uzaym izdusum operatorlerinden elde edilir. Levinson algoritmasi, duragan bir
iglevin kovaryans islevine gore diklestirilmesidir.

2.2.3.1 Ornek uzayl

Gergel degerli bir vektor zaman dizisinin 6rneklerini gozlemledigimizi diistinelim
{y(n) € R, 0 < n <T}. Bu vektor zaman dizisi asagidaki gibi gosterilir (Lee
et.al.,1981).

ly)r = [¥(0),y(1), ... y(T)]* (2.58)

Burada, |y)r, Hr ile gosterilen 6rnek ¢arpim uzayinda tanimlidir.
T
He=RxBRx-xR=]}IR (2.59)
0

Hr T+1 gozlem ile kapsanan bir dogrusal uzaydir (Hilbert uzay: olarak secilebilir).
Verilen bir |z)7, |y)r € Hr igin i¢ garpim asagidaki gibi tamimlanir.
2

(zly)r £ 3 z(n)y(n) ' (2.60)
n=0
Burada, (z|r, |z)7’nin devrigini géstermektedir. Ote yandan, Ergodik bir siirec icin
i¢ carpim, E[zy] 6rnek kovaryansimin yaklagikhigidir.

TR
Jim = (zly)r = Elzy] (2.61)

2.2.3.2 Dik izdiusim
Iki vektor |z)7, |y)r € Hr asagidaki sart gergeklesirse birbirine diktir.
(zly)r =0 == lz)7 L |y)T (2.62)

vektorler igin tamimlanan (2.62) Diklik bagintisi, uzaylara genisletilirse, Hz 'nin iki
alt uzay1 M ve N igin diklik asagidaki gibi ifade edilir.

{lm) L |n) V|m)€ M ve ¥|n) € N} =5 MLN (2.63)

Herhangi bir |z)r € Hr yi |y)r € Hr lizerine izdigiiren, P, izdigim operatéri
agagidaki gibi tanimlanir.

P, 2 y)rlyly)T (vl

Oyleki P,|z)r, |z)7'nin |y)7 fizerine izdiigiimii olacaktur. £
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2.2.3.3 Gegmis Gozlemler Uzay

|z='y)7 bir adim geciktirilmig gézlem vektorii olsun. Bu durumda,

27 y)7 £ [0,9(0), y(1), ..., y(T — 1))7 (2.65)

seklinde olur. Buradaki tanimlamada 6npencerelenmis veri kullamilmustir, diger
bir deyisle y(n) = 0, n < 0 dir. Buradan, H7 nin bir alt uzay1 olan, geg¢mis
gozlemler uzay1 Y; , r asagidaki gibi tanimlanir.

Yiar £ {271,271, l27"0)1} n<T (2.66)
Buradan, Yj , 7 uzay: uzerine izdigum operatoru P , 1

Pt = |Yin)r(Yia|Yia)T (Yinlr n<T (2.67)
seklinde olacaktir. Burada,

Yia)r = [lz7 )7, 1272, 2™ )] n<T (2.68)

seklindedir. Ayrica, Y], r uzayma, dik olan uzay tzerine izdusim operatori,

Pl.r=1-P,7 (2.69)
olacaktir. Buna gore,

|z)7 € YipnT => Pinrlz)T = |2)T (2.70)
ve

Pt rlz)r L |z7'y)r 1 <i<nlz)r € Hr (2.71)

seklinde olacaktir.

2.2.3.4 Ileri ve geri Yonlii Ongérii Hatalar

ly)7 nin Yj,r uzay: lzerine izdiigimi |y)7'nin ,n gegmis goézleme dayali
dogrusal enkiigiik-kareler yaklagikligini verir.

€™z = ly)r = Piazly)r = Piazly)r (2.72)

Burada, |e(N ))T’nin bilegenleri Y5 , r uzaymnda yer alir, ancak Y; , 7 uzayma diktir.
Ote yandan, enkiiguklestirilen 6ngori hatasinin kovaryansi,

RM)p = (eM]eM)7 = (eMy)r = (y|e™)r T (2.73)
o e
seklindedir. Burada, e Fr %
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PIJ,-n,TPl{n,T " Pfl:n,T (274)

ozelligi kullanilmigtir. [e™))r esitliginde P yi yerine koyulursa, 6ngériicii yapisi
elde edilir.

€M)z = |y)r — Vi) 7(Yinl Vi) 7 (Yialy)T (2.75)
Burada
(Y1,alY1,0)7 (Yinly)r = AW (2.76)

ongoriici katsayilar1 vektoriidiir (Lee et.al., 1981). (2.76), (2.75) esitliginde yerine
koyulursa, ileri-yonlii 6ngorii hatas:

ez = |y)r — |V 0)7 AN (2.77)
olarak elde edilir. Benzer sekilde geri-yonlii 6ngorii hatasi,

EMNr = |27"y)r = Pon-r7lz™"y)1 | (2.78)
olacaktir. Geri-yonlii 6ngorii hatasi’nin kovaryansi ise

RNy = (eM)eMyp = (eM]27"y)p (2.79)

seklinde elde edilir. Ote yandan, kafes suzgeg yapilarinda bir birim geciktirilmis geri-
yonli 6ngorii hata stizgecleri karsimiza gikar. Bunlari asagidaki gibi tanimlayabiliriz.

|27y = PL 2|27 y)r (2.80)

2.2.3.5 Alt Uzaylarin Dik Ayristirilmas:

Dogrusal vektor uzaylarindaki standart sonuclardan biride, dik ayristirma teo-
remidir (Halson,1958). Dik ayristirma teoremi asagidaki gibi ifade edilebilir: Her-
hangi bir |z)7 vektorii bir Y alt uzay: iizerinde, iki karsihkh dik parcaya tek bir
sekilde ayrigtirlabilir. Pargalardan biri Y alt uzayina paralel, digeri ise diktir. Yani,

lz)r = |y)r & |2) 7 ly)r € Yvelz)r LY (2.81)

Burada, & dik ayristirmay: gosterir. (2.81) esitliginde |y)r, |z)7'in Y uzayma dik
izdiigiimiidiir. Boylece, |e™"))r, Y5 .1 uzayinda yer almasina ragmen, Y; , 7 uzayma
dik oldugundan, Y5 ,7 Yi.1 Ve |e™)) 7 nin dogrudan toplam olarak asagidaki gibi
ifade edilebilir.

Yonr = Yiar & leM)r (2.82)
Buradan,

Pont =Pz + [e™)r(e™|eM)7 ™)y (2.83)
ve dik eslenigi,

Pirr = Plaz — 1)1 (e™|e™) 7! (eM)r (2.84)
olacaktir. Benzer sekilde, geri-yonli 6ngoriici igin,

Pini1r = Pz + |27'é ™M) (27 1M 1eM) 2 (2716 1 (2.85)

seklinde elde edilir. Bu aynstirmalar, kafes siizgeg yinelemelerinin elde edilmesinde
anahtar rol oynarlar.
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2.2.3.6 Kafes Stizgeg Yinelemeleri:Derece Giincellegtirme

(2.85) esitligi, |y)r ye uygulanarak, ileri-yonli oOngoriici igin derece
glincellestirme esitlikleri elde edilebilir.

eV D)7 = [ — |16 M) (e 1eM | E )T (1E M), (2.86)
Burada T. 6rnegi dusinecek olursak,
eMH(T) = e™(T) — AN REDTIET, )

'(N+1) AS‘N+1),

seklinde olur. Burada, AT( nin devrigidir ve agsagidaki gibi tanimlanir.

AN = (M) 16 M g = (y| PE, pl2~ " My)r : (2.88)
ve N. derece kismi iligki olarak isimlendirilir. A%N+1),{|z‘ly)7~ v {lz7"y) 1}

sabit tutularak, |y)r ile |z7""!y)y arasinda elde edilen kismi iligkidir. ve
{l=""y)r ... {|z""y)r} den ¢ikartilamaz. Sekil 2.10 da ileri- ve geri-yonli ye-
nilegtirmeler geometrik olarak gosterilmistir.

<egrgm

Sekil 2.10 Ileri- ve geri-yonlii yenilegtirmelerin geometrik gdsterilimi

(2.87) esitliginde R(T)i)l'l, bir gesit normalizasyondur. (2.86)’e benzer sekilde,
izdiigiim igleminin |z7"'y)r tzerine uygulanmasiyla geri-yonlii 6ngorii hatas: elde
edilir.

Ié(N+1)>T o |5(N))T = |6(N))T(6(N)IC(N));1(e(N)Iz‘lé(N))T (2.89)
yada
é(N+1)(T) o e(N)(T 1= A'(1'N+1)R(1‘N)—16(N)(T) (2.90)

Bu iki egitlik matris yapisinda birbiriyle birlestirilerek, kafes;‘@sﬁ‘z;gég.ag‘ itmasi
elde edilir. &0 cF Ty
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M EU(T) (N+1) e NHHT)

[ eN+I(T) | — 0 (T) eN+)(T — 1) (2.91)

Burada,
1 _ AV -1

9(N+l)(T) o [ _A(TN+1)R(TN)-1 % 1 o (2.92)
seklindedir. Buradan, yansima katsayilarina asagidaki bagintiyla gegebiliriz.

A,%N+1) s A’T(N+1)R(TN)-1 (2.93)
ve

= (N

R 2 A g0 (2:94)

Duragan bir veri dizisi ve gergel 6ziliski 6rnekleri igin yansima katsayilar1 birbirine
esittir.
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2.3 2-Boyutlu Dogrusal Ongorii

2.3.1 1Ileri- ve Geri-Yénlii Ongorii

2-B isaret isleme, 2-B uzamsal olarak ayrik igaretlerin iglenmesi ile ilgilenir.
2-B uzamsal olarak ayrik bir isaret dizisi, iki adet tamsay1 argiimana sahip bir islev
ile belirtilir. z(ny,n;), n, ve n, nin tamsay: degerleri i¢in tanimli bir diziyi temsil
eder. z(ny,n;) islevi, n; ve n, nin tamsay1 olmayan degerleri icin sifir olmamakla
beraber, bu degerler tanimlanmamusgtir. Sekil 2.11, 6rnek bir 2-B uzamsal olarak
ayrik z(ny,ny) iglevini gostermektedir.

Ny

Sekil 2.11 2-B uzamsal ayrik z(nq,n,) isareti. (n;,n;) koordinatlarinda verilen
yikseklik z(n;,n2) 'nin (n,,n2) noktasindaki degerini gostermektedir.

Bu caligmada, verinin dogrusal ve Gteleme ile degismeyen sistemlerden kay-
naklandig1 varsayilmigtir. Ote yandan herbir z(n; — 7,n, — j) O6rnegi rasgele bir
degisken ise z(n; — i,n, — j) ayrik, rasgele bir siire¢ olacaktir. Boyle 2-B ayrk
rasgele alanlar icin beklenen deger ve kovaryans asagidaki gibi tanimlanir.

wis = Elz(m — iyna — ) (2.95)
ve
cov = E[z(ny —i,ny — j)z(ny — k,ny — 1) = R..(4,5; k, 1) (2.96)

1-B taki dura,ganilga benzer olarak, eger rasgele siire¢ homojen ise, (2.95) ve
(2.96) esitlikleri asagidaki sartlar saglar.
pij = p = Sabit g {(2.97)

ve
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Rus(iyji k1) = Roali — k5 — 1) (2.98)

1-B’lu sistemlerde sistemin ¢ikigi eger girisin gelecekteki degerlerine bagimh
degilse, sistem nedensel dir denir. Dogrudan Gtelemeyle degismeyen nedensel bir sis-
temin impuls yanit1 A(n), n < 0 igin sifirdir. Nedensellik 1-B sistemler i¢in 6nemli
bir faktor olmasina ragmen, tipik 2-B isaret igleme igin ¢ok 6nemli bir sinirlama
degildir. verilen herhangi bir anda goriintiiye yada 2-B isaret kaynagina iliskin tim
gergeve genellikle mevcuttur ve gorunti soldan-saga, yukaridan-asagiya yada verilen
herhangi bir yonde islenebilir. Nedensellik 2-B ta gok 6énemli bir 6zellik olmamasina
ragmen, 1-B’ taki A(n) nin belirli bir bolgede sifirdan farkli olmasi kavramini 2-B ta
genigletmek oldukca faydahdir. 2-B Dogrusal telemeyle degismeyen bir sistemde,
h(ny, ny) nin sifirdan farkh oldugu bolge destek bélgesi adim alir. Eger 2-B LOD bir
sistemin impuls yaniti A(ny,ns), ¢eyrek-dizlem destekli bir dizi ise sistem geyrek-
dizlem desteklidir denir. (Ceyrek-duzlem destekli bir dizinin sifirdan farkhi tim
degerleri bir geyrek-diizlem igerisinde yer alir. 2-B Dogrusal 6telemeyle degismeyen
bir sistemin impuls yamti orijinden gekilen ve aralarinda 180° den kuguk bir aci
bulunan iki dogru arasinda sinirlanmg ise sistem kama desteklidir denir. Burada
goriilebilecegi gibi ceyrek-diizlem destek bolgesi kama-destek bolgesinin 6zel bir du-
rumudur. Uygulamada karsilasilan bir bagka 6zel durum ise asimetrik yari-dizlem
destek bolgesi durumudur.

Yinelemeli bir yap1 olusturulabilmesi igin sistem destek bolgesinin kama-destekli
olmasi gerekir (Lim, 1984). Sekil 2.12, cesitli destek bolgelerini gostermektedir.

a) (b) )

Sekil 2.12 2-B yinelemeli hesaplanabilir sistemlere iligkin cesitli destek bolgeleri
ornekleri. (a) Ceyrek-diizlem, (b) Asimetrik yari-diizlem, (c) Kama
destekli sistem.

Bu tezde, veri alaninin geyrek-diizlem destekli bir modelden tiretildigi varsayilir
ve model parametreleri ceyrek-diizlem AR model olusturacak sekilde gegmis
degerlerinden 6zbaglaniml olarak elde edilir. Ceyrek-diizlem destek bolgesine sahip
2-B isaretler, diger destek bolgelerine gore, 1-B nedensel d1z11erc daha. buyuk ben -

zerlik gosterirler.



2-B’ta nedenselligi ve yinelemeli hesaplanabilirligi daha iyi belirleyebilmek igin,
bir 6rnegin gegmis ve geleceginin hangi bolgeleri kapsadigini bilmek gereklidir. 2-B
bir igarete iligkin ge¢mis, gelecek ve simdiki degerler Sekil 2.13 te gosterildigi gibidir
(Marzetta, 1980).

by % o N
Gecgls\. s,n :(je}ek o
;\\ k
» ‘ .

Sekil 2.13  2-B’lu bir isaretin gegmis, gelecekteki degerleri ve simdiki degeri.

1-B’ta minimum fazh nedensel bir stuizgeci spektral faktorizayon kuramina gore
iki farkli dogrultuda yineleyen iki kararh stizgece ayirabiliriz.

Sw(z) = ¢?B(2)B(z™") (2.99)

Bu stzgegler, ileri-yonli ve geri-yonlu ongoriici ve ongoru hata suizgeglerinin
temel prensibidir. 1-B’a benzer sekilde, 2-B ¢eyrek-diizlem destekli isaretler dort
farkl1 yonde yineleyen dort kararh siizgege ayristirilabilir. (Ekstrom et.al., 1976).
Bu sekilde dort farklh 6ngoriicii ve 6ngoru hata stuzgeci elde edilir. Bu stizgeglerden
biri ileri-yonlii, digerleri ise geri-yonli stzgegler olacaktir. Bu stizgegler yineleme
yonlerine gore birbirlerinden ayrilir ve sirasiyla birinci-geyrek dizlem, ikinci-geyrek
dizlem, tiglinci-geyrek diizlem ve doérdinci-geyrek diizlem siizgegler olarak isim-
lendirilirler. Sekil 2.14 te 1-B ve 2-B ongoriuciilerin yineleme yonleri gorilmektedir.
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—_— L 1-B isaret N Tty gii—
Kk -K
a)
l : -k ; '
kl 1
_Ka —Ka
(O.Na) (Ny. Na)

2-B igaret

o.m (N;. O

Ko ka
Ky -k,

(b)

Sekil 2.14  1- ve 2-B’lu éngoriciilerin yineleme yonleri (a) 1-B’lu 6ngéri, (b) 2-B’lu
ongori. Burada oklar yineleme yonlerini gostermektedir.

Bu sekilden de goriilebilecegi gibi, §rg(n1, n2) ileri-yonlit 6ngorici yada birinci-
ceyrek diizlem ongoricudir. Diger 3 ongorici ise yineleme yonlerinden en az
biri negatif yonde oldugu igin geri-yonli ongoruciiler olarak adlandirilir. Bun-

lar ysg(ny,n2), ikinci-geyrek diizlem geri-yonli ongoricii, gpq(nl,nz), uglncu-

ceyrek diizlem geri-yonlii 6ngorict, ysQ(nl, n,), dérdincii-geyrek diizlem geri-yonli
ongorucuddr.
2.3.2 Ileri-Yonlii Ongoriicii ve Ongorii hata Siizgeci

2-B geyrek-diizlem ileri-yonli 6ngoéricii, 1-B’a benzer sekilde, 6ngoriilecek nok-
tay: stirecin gegmis degerler uzayinda elde eder. Ceyrek-diizlem ongorii ile ilgilendigi-
mizden 6ngori destek bolgesi yalnizca bir geyrek-diizlem igin sifirdan farkhdir. Bu
sekildeki 6ngorii uzay: agagidaki gibi tanimlanir. ;

. . s N
M) = {y(ny —i,ny — j) i,j € Dgg}
burada

DI ={(,3) 4§ =0,1,..., N ve (i,5) # (0,0)}
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olarak tanimlanir. Ayrica, N ongoériictiniin derecesidir ve her iki uzamsal koordinat
icin aym segildiginden (N+1)x(N+1) noktal destek bolgesi, yalnizca N ile gosterilir.
Boylece M [(,%) uzay1 uzerinde tanimh dogrusal 6ngoriicii,

ym ny,ng) E Z aFQ 4, 7) y(n1 —i,ny — j) (2.102)
(m)GD(N)

esitligi ile verilir.

Burada agpQ) (z,7)’ ler 6ngoriicii parametreleri yada tap agirhklaridir. Ongériicﬁ
parametreleri Wiener stuzgeg teorisine uygun olarak karesel ortalama anlaminda
enkiigiiklestirmeye gore bulunurlar.

Kafes stizge¢ yapilarinin temelini olusturan ongorii hata stizgegleri ise, 2-B ileri-
yonlii 6ngori igin, ileri-yonlii hata siizgeci olarak asagidaki gibi tanimlanir.

N A(N %
e (n1,n) = y(n1,ng) — G (n1,n2) (2.103)

(2.102) ifadesi, (2.103) esitliginde yerine koyularak, ileri-yonli 6ngori hatasi igin

e%Q)(nlvnﬂ) = y(n1,n2) Z E aFQ t,7) y(ny —i,ny — 7) (2.104)
(1])ED(N)

bagintis1 elde edilir. [leri-yénlii hata siizgecine iligkin destek bolgesi Sekil 2.15(a) da
gorilmektedir. Ote yandan ileri-yonli 6ngort hatas: giict,

efg = Ellefg (n1,n,)[?] (2.105)

olarak verilir.

Eniyi 6ngoriicti katsayilarini elde edebilmek icin hatanin karesel-ortalamasinin
katsayilara gore turevi, biitiin (i,j) ciftleri icin sifira esitlenerek elde edilen normal
denklemler ¢ozulir.

> 3 afd(n,na)R(my —iyny = j) = r(—i,—j) (i,j) € Dg  (2.106)

(n1,m2)€ D(FIQ

2.3.3 Geri-Yonli Ongoriicii ve Geri-Yonlii Ongorit Hata
Suzgecgleri

1-B’un aksine 2-B geyrek-diizlem destekli bir siire¢ igin bir yerine iig adet
geri-yonlii ongorti hata stizgeci mevcuttur. Geri-yonlii ongoriiciiler igin geri-yonlii
6ngori uzayl, temel olarak gelecek gozlemlerden olugmakta ise de, ilgilenilen geri-
yonlii ongoriiciilere bagl olarak farkli noktalar: igerecektir. Bu nedenle, yukarida
bahsedilen tig farkli geri-y6nlii 6ngériicii ayr ayr tartigilacaktir.
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Ugiincii-Geyrek Diizlem Geri-Yénlii Ongériicii

Ugiincii-geyrek diizlem geri-yonlii éngoriicii, 1-B’daki geri-yonlii ongorucinun
2-B karsihgidir. 1-B’a benzer olarak, 6ngorii uzay: tamamen gelecekteki 6rneklerden
olusur.

M) = {y(m ~i,na—j). 4,5 € DEg) (2.107)
burada
D‘F’E’;’ = {(2,7) ,,7 =0,1,...,N ve (3,7) # (N,N)} (2.108)

sekilndedir. Boylece ongorticii

~

Yrg(ni — Nyng — N) = 3= 3 agd(i, ) y(ny —i,ng — j) (2.109)
(2,9)€ D(N)

esitligi ile verilir. Buradan, tglincu-geyrek dizlem geri-yonlii 6ngoérii hatasi,

24Y)
ég‘g(nl,nz) =y(n;— Nyna — N) — yFQ(nl — N,n, — N)

=y(n = Nyna = N) = 3 3~ g (i,7) y(na —i,mz — j) (2.110)

g Vi
(1,9)€ Die

seklinde yazilir. &}I‘Q(i, J) katsayilari, tuctnci-geyrek duzlem geri-yonli ongoru
hatasinin karesel-ortalamasini katsayilara gore enkiigiiklestirerek bulunur.

OE[erg|’]

- =0 (2.111)

Herbir (i,j) ¢ifti igin yukaridaki esitlik saglanacak olursa, 2-B tglnci-ceyrek duzlem
normal esitlikler agagida verildigi gibi elde edilir.

p D &S"Ag(nlan2)R(nl—ian2"’j) =r(N—-i,N—j) (i,j) € DE] Q (2.112)
(n1,m2)€ [)(FI‘Q

(2.106) ve (2.112) kargilagtirihirsa, tigiincii-geyrek diizlem ongoricu katsayilarnm,
birinci-geyrek diizlem katsayilar: ile aym oldugu, ancak ters sirada dizildigi gorulur.
Bu 6zellik agagida verilmistir.

ag(i,j) = afg (N —i,N — j) (2.113)

Bu nedenle katsayilarin bulunmasinda yalmzca birinci-geyrek duzlemde tammlunn
normal esitliklerin ¢oziilmesi yeterli olacaktir. .
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Tkinci- ve Dérdiincii-GCeyrek Diizlem Ongériiciiler

Birinci-ceyrek diizlem 6ngériicii ileri-yonlii olarak kabul edilirse, Ikinci- ve
dordiincii-geyrek diizlem ongoriciiler geri-yonli ongoriiciiler olarak adlandirilir. Bu
ongoriiciler 2-B’un ortaya gikardig: yeni kavramlardir ve 1-B’ta karsiliklar1 yoktur.
1-B isaretler yalnizca bir dogrultuda ilerler ve 6rnekler ardisil olarak bu dogrultuda
olusur. Buna karsihk 2-B isaretler, ayni anda iki farkli dogrultuda olusur. Bu
nedenle, bir ileri-yonli 6ngoriucti ve ona zit dogrultuda yineleyen bir geri-yonla
ongoriict, 1-B’un aksine 2-B’ta yeterli olmayacaktir. Bu olay, ceyrek diizlem destekli
sureglerin 2-B spektral ayrigtirilmasiyla da tutarlidir (Ekstrom et.al., 1976). Buna
gore, 2-B stuizgeg dort farkh dogrultuda yineleyen dort farkh siizgece ayristirilabilir.
Asagida, ikinci-geyrek duzlem geri-yonlii 6ngoriicii i¢in 6ngorii uzayr ve 6ngorici
yapisi tanimlanmistir.

M) = {y(ny —i,ng—3)  i,5 € D§Z} (2.114)
burada
DSQ =f i) i,j =0,1,...,Nve(,3) # (N,0)} (2.115)

dir. Boylece, ikinci-¢eyrek dizlem ongoruct,

Usq(n1 — N,ny) z Z aSQ 1,7) y(ny —2t,np — 3) (2.116)
(z])ED("”

esitligi ile verilir. Buna iligkin ikinci-geyrek dizlem geri-yonli ongori hatasi,

N N, s - - s
e(SQ)(nly'nQ) = y(ny — N,n3) — Z Z a.(S‘Q)(ly.]) y(n1 —i,n0 —J) (2.117)
(i.4)€ plD

olacaktir. Ikinci-ceyrek diizlem geri-yonlii ongorii hatasinin karesel ortalamas: kat-
sayilara gore enkiugliklestirilerek,

S 3 ol (e, ne) R(ny —i,ny—j) = (N —i,—j) (i,5) € D§g(2.118)

(n1,m2)€ D(s’z)

normal esitliklerini elde ederiz. Bu esitliklerin ¢oziimii ikinci-geyrek duzlem gegis
i§levi parametreleri a(slg)( ny, ng)’leri verir.

ongoriicii yapisi aga.glda.kl gibi tamimlanir.

B = m—im=i) i€ DU 2119
burada :
~ y ‘ . \\
DSy = {(i,) 2§ = 0,1, Nve(i, j) # (O, N} = = (2130)
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Buradan, dérdiinci-geyrek diizlem 6ngoriicii,

~

Yso(n,na = N)= 3 3 4§ (i, ) y(ma —i,na — ) (2.121)
(i,j)eb(slz)

olarak yazilir. Buna iligkin doérdiincii-ceyrek diizlem geri-yonlii 6ngérii hatas: ise,

é5g (m,ma) = y(n,ma = N) = 30 30 60 () ylm —ima —j)  (2.122)
(i.1)€ 52

seklinde olacaktir.
Doérdiincii-ceyrek diizlem geri-yonlii 6ngérii hatasinin karesel ortalamasi kat-
sayilara gore enkiiciiklestirilerek,

Y ¥ alg (i, n)R(ny—i,ng—j) = (=i, N=j)  (i,7) € DY3(2.123)
(n1,n2)€ ﬁ(s’g)

dérdiincii-ceyrek diizlem normal denklemleri elde edilir. Dérdiincii-ceyrek diizleme
iliskin normal denklemler ¢ozilerek &%’( 1, 7) katsayilar: elde edilecek olursa (2.113)
esitligine benzer sekilde,

&%)(nhnz) = afshal)(nl,N —ny) (2.124)

oldugu goriiliir. :

(2.113) ve (2.124)’ te verilen bu simetri nedeniyle, {i¢iincii- ve dordiincii-ceyrek
diizlemde tanimlanan notasyonlar, birinci- ve ikinci-geyrek diizlemde belirtilen no-
tasyonlarin tizerine ~ eklenerek gosterilir. (2.113) ve (2.124) bagintilarindan birinci-
ve tliggncii-, ikinci- ve dordiincii geyrek diizleme iliskin gecis islevlerine iliskin spek-
. trumlarin birbiri ile ayni oldugu goriiliir. Sekil 2.15 te ileri- ve geri-yonlii 6ngérii
hata siizgeglerine iligkin, 6ngorii destek bolgeleri gosterilmistir.
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Sekil 2.15 Ileri- ve geri-yonlii 6ngorii hata stizgeclerine iligkin destek béolgeleri. (a)
Birinci-geyrek diizlem 6ngoriicii, (b) ikinci-geyrek diizlem 6ngoriicii, (c)
tglunci-geyrek diizlem ongériicii, (d) dordiincii-geyrek diizlem 6ngoriicii
destek bolgeleri.

[liski matrisinin dért ceyrek diizlemde de simetrik olmasi durumunda. tiim geri-
yonli ongoricii katsayilar1 yalmzca ileri-yonli 6ngoricu katsayilarini kullanarak,
(2.113) ve (2.124)’ e benzer sekilde elde edilir.

2.3.4 2-B Bosluklu islevler

2-B dogrusal 6ngortide, y(ky, k) isareti birinci-geyrek diizlemde komsu 6rneklerinin
dogrusal birlesimi olarak 6ngorilebilir.

N N
yrq(ki, k2) = — z Z &%I\Q(nx,nz)y(kl —ny, ky —ny) (2.125)
ny=0 ny =0

(n1,n2) #(0,0)

Buradan,
y(k1, k2) = grq(k1, k2) + erq(kr, k2) (2.126)

olarak yazihir. Burada epg(ki, k), surecin gergek degeri ile ongoriilen degeri
arasindaki birinci-geyrek diizlem 6ngéri hatasidir ve agagidaki gibi verilir.

e (ky, kz) = y(k1, k2) — Grq k1, k2)

=— 3> ¥ ald(n,na)y(kr — na, ky — o) (2.127)

n1=0n2=0 .
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(2.127 esitlignde, 6%\3(0, 0) = 1 dir. Benzer sekilde ikinci-geyrek diizlem hatasi

eSo (ku, k2) = y(ky — N, kz) — §sq(kr — N, ks)

N N
> PP &g\c,?)(nl,nz)y(kl —n1,ky —ny) (2.128)
n1=0n,=0

olarak tanimlanir. Burada ag\c?(N, 0) = 1 dir. Boylece, toplam karesel-ortalama
ongori hatasi,

) o = E[e80 k1, ko) + €59 (K1, k2)] (2.129)

etoplam

seklinde olacaktir. Toplam karesel hatanin herbir katsayiya gore tiirevi alinirsa
asagida gorulen diklik esitlikleri elde edilir.

E[e8Y (kv ka)y(ky —isky — )] =0 4,5 =0,1,...,N ve (i,5) # (0,0) (2.130)
ve

E[eSy) (k1, k2)y(ky — i, ks — j)] =0 4,5 =0,1,...,N ve (i,5) # (N,0)(2.131)
(2.127) ve (2.128) esitlikleri (2.130) ve (2.131) esitliklerinde yerine koyularak, diklik

esitlikleri igin daha klasik ifadeler elde edilir. Birinci-ceyrek dizlem igin,

N N
Z Z &g\c,))(nhM)E[y(kl —ny,ky —na)y(ky — 3, ky — j)]

n1=0n2=0
X N

=Y 3 afg(ni,ng)R(ng —i,ny —j) =0 (2.132)
n1=0n2=0

t, i.5= 0,3, ... N veds, ) 5£(0,0)
ve benzer sekilde ikinci-¢ceyrek diizlem igin,

NN
Z Z &.(913)("1,"2)}2("1 05 iv n2 _]) =0 (2.133)

n1=0 ny=0
t,;=0,1,..,N ve (3,5) #(N,0)
elde edilir. Boylece, enkiigiik karesel 6ngorii hatas: asagidaki gibi verilir.

efﬁl - e%’ + 5(3%)

Burada
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N N
ekg = ZO ZO dipg (1, m2) R(n1, 1a) (2.135)
n1=0ny=
ve
NY o AR (N)
5(5Q - Zo EO&SQ (1, n2) R(n1, n2) (2.136)
n1=0ny=

- geklindedir. (2.132),(2.133) ve (2.134)’ te verilen esitliklerin ¢oziimii igin, 1-B de
elde edilen sonuglar dogrudan dogruya 2-B ye genisletilemez. Bu asamada, birinci-

ve ikinci-ceyrek diizlem modeller igin N. derece bosluklu iglevler gl(pQ)(nl,ng) ve

g_(gQ)(nl, ny) yi tammlayalim. gpr)(nl, ny) ve ggQ)(nl,ng) bosluklu islevleri asagidaki

gibi tanimlanir.

90 (n1,na) = E[e%’(kl,kz) (ks = ng, ks — na)]

. ZZ“FQ (2,7)y(k1 — 2, k2 — 7))y(k1 — n1, k2 — na)]

1—-0]—0

2 (N) . :

= Ezam i,j)R(ny —i,n — j)) (2.137)
=0 7=0

ve
gi) (ny,ng) = E[egg; B, badhley = 1oy iy = )]

= ZZa(N)(z J)R(ny —t,ny — 3)) (2.138)

1=0 3=0

Bosluklu iglevler gg,%)(nl,ng) ve gg]z)(nl,ng), Sekil 2.16(a) ve Sekil 2.16(b)’ de
goriildigi gibi (N + 1)? — 1 adet bosluga sahiptir. gg\g(nl,ng) ve g(sg)(nl,nz)’ye

iligkin bosluk kogullar1 asagidaki gibidir. gg\g(nl, ny) igin:

0 ny,Ne = 0, 1, ,N ve (nl,ng) # (O. O)
99g (ny,ny) = = (2.139)
cko (n1,m2) = (0,0)
ve g(s%)(nl,ng) igin:

0 ny,ng =0,1,..., N ve (ny,n3) # (N,0)

(V) e
9sqQ (n,ng) = { )
€sqQ (nl,ng) (N 0)
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Dikkat edilirse, (2.139) ve (2.140) esitlikleri ile verilen bogluk kosullari, (2.132)
ve (2.133) esitlikleri ile aymdir. (2.137) ve (2.138) de verilen bosluklu islevler z
doniigiimii cinsinden de yazilabilir.

G%)(zl’ z3) = "i%)(zl, 22)Syy(21, 22) (2.141)
Ggg(zl’?"?) o A(S]é)(zlah)syy(zlvh) (2.142)

Burada S, (21, 22), y(k1, k2) nin spektral giig yogunlugudur. Birinci- ve ikinci-ceyrek
diizlem 6ngoru hata stuzgeci gegis iglevleri Ag\g(zl,h) ve Agg(zl, z7) asagidaki gibi
tanimlanir.

ALY (21, 22) = ZT AL Z, (2.143)
ve
ASQ(21,23) = ZTAS]Z, (2.144)
Burada
" 65%3(0,1) a%}(o, N) ]
ipg(1,0)  dpg(1,1) afrg (1, N)
Al = : : (2.145)
aPQ(N.0) afg(N,1) ... GRJ(N,N) |
a‘%’(o,o a‘sl"s’?’(o,n “"?(0,- -]
Lol TR R g ¢ e ’(1 N)
ALY = : ; (2.146)
B LN &‘S’Z,’(N.N)_
ve
Zi= 1 o7t af e 1,2 (2.147)
Bu agamada, agagidaki gibi verilen bir A ™) katsay1 matrisi cinsinden N. derece, 2-B
geri-yonlii polinom tanimlayabiliriz.
AWM (2, 2,) = ZTAMZ, (2.148)
\\
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Buna karg: diigen AM™)(zy, z5) ile gosterdigimiz geri-yonli polinom, ayni derecede ve
katsayilar ters sirada dizilmigtir.

A(N)(Zl, 22) = Z{J A(N)J Z2
zTAMz,
= eV NAM(2t 22 (2.149)
Artik, iglinci- ve dordiincii-geyrek diizlem bogluklu iglevler, birinci- ve ikinci-geyrek

diizlem bosluklu iglevlerin geri-yonlii polinomlar: olarak sirasiyla asagidaki gibi elde
edilebilir.

(N gy Wit o i

G(F'Q)(zl’ 22) = 7 N22 NG;"Q)(ZI 2) : (2.150)
ve

4 . . N A o =

GO (21, 22) = 57V NGO (27, 277 (2.151)

Bu yeni bogluklu iglevlerin katsay: matrisleri birinci- ve ikinci-geyrek diizlem katsay:
matrislerinin satir ve siitun terslenmesiyle asagida verildigi gibi elde edilir.

2 (V) i

Arg =JALJS (2.152)
ve

ARy

Asq =dASSY (2.153)

Burada J (2.24)’te verilen degisim matrisidir. Ote yandan, iigiincii- ve dérdiincii-
ceyrek diizlem bosluklu iglevler uzamsal koordinatlarda, asagidaki gibi yazilir.

Uciincii-ceyrek diizlem:

N N
300 (n1,m0) = 332680, ) R(ny — iyna = 7)) (2.154)

1=0 7=0

ve lgiingi-ceyrek diizlem bosluk kosullari,

=(N)

0 nl,n2=0,l,...,N ve (nl,ng)aé(N,N)
9rqQ (n1,ng) = {

55;1-\3 (n1,n2) = (N, N)

Doérdiincii-geyrek diizlem:
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N N
ggQ (n1, ) = EZ R(ni —i,ny — j)) (2.156)

:0 =0
ve dorduncii-geyrek duzlem bosgluk kosullari,

0 ni,ny =0,1,..., N ve (ny,n;) # (0, V)
359 (n1, n2) = (2.157)

& (ny,n2) = (0, N)

seklinde olacaktir. (2.150) ve (2.151) esitliklerinden

G0 (n1,n2) = geg (N = ny, N — ny) ; (2.158)
ve
35 (n1,n2) = g§@ (N — ny, N = ny) (2.159)

oldugu gosterilebilir. gg\g(n],ng) ve ggj\Q’)(nl,ng) bosluklu iglevleri Sekil 2.16(c) ve
Sekil 2.16(d) de goriilmektedir.

mn

2 g‘“’ (N, 0) =€sq
(a) bosluklar (b)

ON)= £5q
(d)

N
()(

Sekil 2.16 N. derece 2-B bosluklu iglevler. (a) g(p%)(nl,ng), (b) g(S]z)(nl,ng), (c)
3ig (n1,m2), (d) 35g) (ma,m2)
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2.4 2-B Ug-Parametreli Kafes Suzgeg Modeli ve
Dort-Alana Dayali Diger Modeller

Literatirde, 2-B ceyrek-diizlem AR alanlarin modellenmesinde dort-6ngorii
hata alanina dayali gesitli kafes siizge¢ modelleri mevcuttur. Bunlarin ilki ve temel
olan1 Parker ve Kayran'in (Parker et.al., 1984) tig-parametreli kafes siizgeg mode-
lidir. daha sonraki yillarda bu modeli temel alan ve gesitli iyilestirmeler iceren dort-
alanh degisik kafes stizgeg algoritmalar gelistirilmigtir. Bu yapilar asagida sirasiyla
incelenecektir.

2.4.1 Ug-parametreli kafes siizge¢ modeli (UPKS):

Bu tezde, Parker ve Kayran'in (Parker et.al., 1984), Boliim 2.3 te anlatilan dort
adet geyrek-diizlem 6ngoru hata alanina dayali, iig-parametreli kafes siizge¢ mod-
eli temel alinmig ve bu model eksiksiz bir kafes siizge¢ modeline dontigtiiriilmistiir.
ﬁg-parametreli kafes siizge¢ modeli geyrek-duzlemde tanimh dort adet 6ngorii hata
alanim tek bir kafes yapis1 tizerinde birlestirir. Her ne kadar bu kafes siizgeg algo-
ritmasinin uygulanmas: basit ve belirli 6ziligki 6zelliklerine sahip veri alanlar igin
yeterli sonuglar verebiliyorsada, bu model tiim 2-B ¢eyrek-diizlem AR modelleri tem-
sil edemez. Bunun nedeni, veri destek bolgesinde parametre sayisinin dereceye gore
karesel olarak artmasina ragmen belirtilen modeldeki parametre sayisimin dogrusal
olarak artmasidir.

Ug-parametreli kafes siizge¢ modelinde bir boyuta benzer olarak, ileri- ve ii¢ adet
geri-yonlii 6ngori hata stizgeci tek bir yapida birlestirilmistir. Verilen 2-B kafes
stzgeg N.derece ileri- ve geri-yonlu hata alanlarini aynm anda tretmektedir. Algo-
ritma dogrudan dogruya 1-B Levinson algoritmasindan genisletilerek elde edilebilir.
Ileri- ve geri-yonlii hata alanlarina iligkin derece giincellestirme esitligi asagidaki gibi
yazilabilir.

e(N“)(nl,nz) o K(N“)e(m(nl,ng)’ (2.160)
Burada,

eer)(nhnz)

e (ny,ny) = ,S)E:Z:; (2.161)
esq (n1,m2)
e‘p”’(m,nz)

eM™(ny,ny)" = ﬁE: :i Z:)_ . | (2.162)
e(sQ (n1,ng — 1) ,.»"':.M - i >
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N N
1(N) M’ _ki}v; —k{)g:
b { (=i g
KM — 10 01 11 2.163
—k%:; —kég; o ~Hho’ . -
—k kY -~k )

seklindedir. Burada k,(]N) ler 2-B kafes siizgeg parametreleri yada yansima kat-
sayilar1 olarak isimlendirilir. Bu katsayilarin bilindigi varsayildiginda ve sifirna
derece modelden baglandiginda, rasgele siire¢ dort adet birinci derece 6ngorii hata
alan1 tiretecektir. Burada N=0 igin eﬁ%(nl,nz) %= eg)Q)(nl,ng) = éggc)e(nl,nz) ==

é(soq)?(nl, ny) = y(n1,n,) dir. Daha sonra, bu dért alanin verisi daha yiiksek derecel-

erdeki 6ngérii hata alanlarini hesaplamak igin kullamlacaktir. Ongdrii hata alan-
larimin dretilmesi Sekil 2.17 te gorulmektedir. Burada, yansima katsayisi matrisi
K™ simetrik olarak diisiiniilmiistiir. Ancak, bu durum 6ziligki matrisinin asagidaki
gibi yalnizca dort geyrek-dizlemde de simetrik olmas1 durumunda gegerlidir.

r(ky, ko) = r(—ky, ko) = r(ky, —k2) = r(—ky, —k3) (2.164)

Her bir derecede kafes siizgeg yansima katsayilarim hesaplayabilmek igin, 6ngori
hata alanlarinin karesel ortalamasi, yansima katsayilarina gore enkiigiiklegtirilir. N.
derece model igin, bu yapida hatanin karesel ortalamas: asagidaki gibi tanimlanir.

QW = Tr[eM™(ny, ny)Ape™ (nq, n,)7) (2.165)
Burada,
I-4.89
Ap = 8 (1) (1) 8 (2.166)
0 P9 1

seklindedir. Bu en kiigiiklestirme, bize bu modele iliskin normal esitligi tiretecektir.

RMKN+1) — (V) (2.167)
Burada,
k(N+1) [k%’+1) k{IIV'H) k§11V+1)]T (2.168)
N
A0 0
R™ — rgg) ,.gg) r%; (2.169)
7’{3) rg3) 7':(33
ve :-"‘ . o o, '\-\\.
00 (0 0 0T [ 758 @
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Burada r;; = r;; simetrisi kullanilmigtir. Yukarida verilen normal denklem dogrudan
gozilerek,

k(N+D) — RN (M) (2.171)

katsayilar1 elde edilir. Boylece (N+1). derece 6ngorii hata alanlar1 N. derece 6ngérii
hata alanlarindan (N+1). derece kafes stizgeg katsayilar1 kullanilarak elde edilir.

Yukarida elde edilen sonuglara gore, bir boyuta benzer sekilde iki boyuttada
sabit bir kafes stizgeg yapisi elde edilebilir. Ancak bu kafes siizge¢ bir boyutun
aksine,biitin AR alanlari temsil edemez. Bunu agiklayabilmek igin oncelikle bir
boyutu dikkate alalim. Sekil 2.18’e dikkat edilirse 1-B AR modelin derecesini bir
derece artirdigimizda sistem destek bolgesine yalnizca bir yeni parametre eklenir.
Bu parametre, kafes stizgegte elde edilen yansima katsayilarindan hesaplanabilir.
Ote yandan, kafes stuzge¢ derecesinin herbir derece artirilmasi yansima katsayilan
kiimesine yeni bir eleman ekler. Buradanda goriilebilecegi gibi N. derece bir AR
stireci modellemek igin kullanilan N. derece kafes stizgeg, N adet AR parametreyi
elde etmek tzere N adet yansima katsayisi saglar.

————— -

yk-1) ylk) "
(a)
o -
Uk-2) ylk-1 Ylk) L
b)
- PY ° - =
Y(k-3) Y(k-2) yk-1 Yik)
(c)

Jekil 2.18 1-B’ta derece giincellestirme. f]ggenler yeni tanmimlanan parametreleri.
igi dolu daireler ise onceki derecelerde tanmimlanan parametreleri gos-
termektedir.

Simdi, 2-B geyrek-diizlem AR modeli digtinelim. Sekil 2.19" dan da gorulebileced:
gibi bir boyutun aksine, iki boyutta herbir derece artigta model destek bolgesine ar-
tan sayida parametre eklenir. Herbir derece artista eklenmesi gerekli yeni parametre
sayis1 N. derece icin, N.derecedeki parametre sayisi ile (N-1). derecedeki parametre
sayis1 arasindaki farktir ve asagidaki gibi gibi verilir.

(N+1)2=1]=[N*=1]=2N+1 (2172)




+1

n n,
3
(ny-2,n,)
y(ny =1,0g) yin,.ny) y(n, zA ° y (ny,ng)
A
i A O o
y(n,-l_nz-ﬁ y(n,,ny -1)
A A A
y(ny -2,n; -2) y(ny,ny-2)
M ny
& 2 y (=N, n,) y(ny,ny)
2} yiny-3.np) y(ny,n,) y A O---6 o =
A O o n
A O0---0 o o
A o o o
+ o---0 o ?
1 I 1
A o o o Sk R e
l ! ! | !
A O0---0 o o
A A A
y(n,-3,n,-3) y(ny,ny -3)
==K &
y(ny =N n; -N) y(ny,ny = N)
n| n'

ekil 2.19 2-B’ta derece giincellestirme. (a) Birinci derece, (b) ikinci derece,
(c) Uglincii derece, (d) N. derece. Sekilde, tiggenler yeni tanimlanan
parametreleri, i¢i dolu daireler ise oOnceki derecelerde tanimlanan

parametreleri gostermektedir.

Ancak, Parker ve Kayran'in tg-parametreli kafes suzge¢ yapisi (Parker
et.al.,1984), herbir derece artigta yalnizca ii¢ yeni parametre tamimladigindan,
yansima katsayilar1 kiimesinin boyutu AR parametre kiimesinden az olur ve biitiin
AR parametreleri belirlemek mimkiin olmaz. Sekil 2.20’de, ti¢-parametreli kafes
stizgeq modelinin yalnizca yatay, diisey ve diyagonal

eksenlerdeki oziligkileri degerlendirdigi ve yalnizca bu eksenler boyunca parame-
treleri belirledigi gortilmektedir.
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Sekil 2.20 Ug-parametreli kafes siizgegin sistem destek bolgesi parametreleri ile
iligkisi igi dolu daireler iligkili parametreleri, ici bos daireler ise belir-
lenemeyen parametreleri gostermektedir.

Buradan da goriilebilecegi gibi, eger AR siire¢ yatay, diisey ve divagonal eksen-
lerde yiksek iligkili 6rneklere sahipse li¢-parametreli kafes siizgeg yeterli derecede ivi
sonugclar tretir. Ancak, diger durumlarda onerilen kafes stizgeg yapisi ivi sonug ver-
mez. Bu sorun, artan derecelerde artan sayida ongoriciyu kafes siizgece ekleverek
¢oziimlenebilir.

2.4.2 Genisgletilmis kafes siizgeg modelleri (Ertiiziin et.al.,1992):

Birinci derece AR veri alam1 ve birinci derece tig-parametreli kafes sizgeg tic
parametreye sahip oldugundan, kafes siizgeg parametreleri ile AR parametreler ara-
sinda bire-bir kargilik vardir ve kafes stizge¢ parametrelerinin sayis1 veri alanim
modellemek icin yeterlidir. Ikinci derecede, AR veri alam 8 parametreyve sahip-
tir. Bu da, bu derece igin 5 yeni katsayinin hesaplanmas: gerektigini gosterir. An-
cak, iig-parametreli kafes siizge¢ modeli herbir derecede yalmzca ug yeni parametre
hesaplar. Bu nedenle toplam parametre sayis1 6 olur. Geri-yonlu hata alanlarnmin
say1st ile kafes stizgeg parametrelerinin sayis: arasinda dogrusal bir iligki oldugundan,
eksik kalan iki yeni parametreyi hesaplayabilmek igin, geri-yonlu ongoru hata alan-
larinin sayis1 artirilir. Genisletilmis kafes siizgeg yapisi, ikinci kafes suzge¢ katiun
girisinde g yerine beg) adet geri- yonlu ongoru hata alam kullamir. Iki ek geri-vonli
ongori hata alani, e21 (nq,nz) ve en (n,,ng) iki degisik genisletilmis suzgeg vapisa
icin agagidaki sekilde tretilir.

Kosegen yapidaki genisletilmig kafes siizgeg (KYGK) igin:

egll)(nl, ny) = c.(S‘lQ)("h n)
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eglz)(nlanz) s é(slc;("lanz)

Dik yapidaki genigletilmis kafes stizge¢ (DYGK) igin:

esy (n1,n2) = égrlc))(nl,nz)
3(112)(1?1, ng) = é(p%(nl,nz)

Bu alanlar uygun bir sekilde geciktirilir ve ikinci kata girig olarak uygulanir. Sekil
2.21 ve 2.22 KYGK ve DYGK igin 6ngori hata alanlarmin tretilmesini goster-
mektedir. Sekil 2.23 ise m. kat igcin ongori hata alanlarinin dogrusal birlegimlerinin
ne sekilde oldugunu gostermektedir. Burada, m > 2 dir. Bu sekil heriki siizgeg
yapisi igin de gegerlidir. Iki ek hata alaninin tretilmesiyle, ikinci katin girisinde
6 ongoru hata alani olacaktir. Bu ongori hata alanlarinin dogrusai birlesimi bir
sonraki katin kafes siizgeg parametrelerini belirlemek igin kullanilacaktir.

Birinci dereceye iligkin girig-gikis iligkisi (2.160) esitliginde verilmistir. Ote yan-
dan, ikinci ve daha yiiksek derecelerde KYGK ve DY GK asagidaki girig-cikig baginti-
sin1 saglar.

[ efid(n1,na) ] [ efrg (1, n2) |
elg(n1,n2) 6(572;_1)(”1 —1,n;)
~ ~(n-=1
B | g | 7 1m e
0 - i :
sg 1,M2) elgq i ny, N
n— ’
est (n1,n2) e (m—1,m2—])
=¥ : 5
L 6%3)("1,”2) i L eg’; )(nl —jyng — 1))

burada KYGK igin¢ =1ve j =1, DYGK i¢in ¢ = 1 ve 7 = 0 dir. n. derece igin
K™ katsay1 matrisi asagidaki gibi verilir:

[ 1 kD MY kD A AR ]
L g —alY o L ghle S
oy L. SR A\ 1 —k™ “,B(n) —ﬂ(n)
kel = 8 o g (2.174)
kD kP —k§3; L -4 - :;
g2 g3 gl -0 1 =f
| A AN g g e ] ]

KYGK ve DYGK ya iligkin giris-gikig bagintilar1 ayn1 matematiksel yapiya sahiptir.
Ancak, her iki yapiya uygulanan girig degerleri farkhdir.
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Sekil 2.23 m. derece igin KYGK ve DYGK suzgeg te ongoru hata a._lanianmn
dogrusal birlesimi. Sekilde KYGK igin i=1, j=1 ve DYGK igin i=1
ve j=0 dir. Burada m > 2 dir. '
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Model derecesi arttikga, iki ek 6ngorii hata siizgeci destek bolgesindeki tiim veri
noktalarini modelleyecek yeterli sayida parametreyi saglayamaz ve genisletilmis kafes
stizgeg yapisi 2. dereceden daha yiiksek derecedeki AR modelleri tam olarak mod-
elleyemez. Sekil 2.24(a) ve 2.24(b) KYGK ve DYGK ya iliskin yineleme yénlerini
gostermektedir. Sekilden de gorilebilecegi gibi, bu dogrultular tizerindeki AR model
katsayilar1 baskin olan bir veri alani, genisletilmis kafes siizgeg tarafindan dogru bir
sekilde modellenebilir.

(b)
Sekil 2.24 KYGK ve DYGK igin yineleme yonleri (a) KYGK, (b) DYGK.

(2.167) esitligi ¢oziilerek, KYGK ve DYGK igin yansima katsayilar elde edilir.
Birinci derece igin k(*) (2.168) esitligindeki gibidir. Ikinci ve daha yiiksek dereceler
igin k(™ asagidaki gibi verilir.

k(™ — [lc(" k(") k(") éf) (n) (n) ﬁ(") 500 é;t) {flt) (n)]T (2.175)

n> 1

2.4.3 Alti-parametreli kafes stizgeg modeli (APKS) (Moro et.al.,1989):

Herhangi bir 2-B AR veri alanina iligkin oziliski iglevinin (2.164) bagintis: ile
verilen ozelligi saglamasi pratikte ¢ok ender karsilagilan bir durumdur. Gergekte
2-B oziligki iglevi agagida verilen bagintilan saglar.

r(ky, ko) = r(—ky, —k2) ve r(—=ki, k) = r(ki, —k2) (2.176)

Buradan, 2-B 6ziligki matrisinin yalnizca kargihikh geyrek-dizlemlerde simetrik oldu-
gu gorulur (1. ve 3. ¢eyrek-diizlem ve 2. ve 4. geyrek-diizlem). Bu bagmtilar,
2-B igaretlerin spektral garpanlara ayrigtirilmas: (Ekstrom et.al.,1976) ile de uyum-
ludur. Ekstom ve Woods, herhangi bir spektral gii¢ yogunlugunun bir yari-dizlem
yada iki geyrek-diizlem stizgeci bir beyaz guriltii ile uyararak elde edilebilecegini
gosterdiler. Bu nedenle, 2-B geyrek-diizlem modellemede tg parametre yeterli ol-
maz ve li¢ parametreden olusan iki parametre kiimesinin gerektigi gorulpr“Bu. :
durumu daha iyi kavrayabilmek igin, her bir 6ngorii hata alanim modellgmek ‘ﬁzere

li¢ parametre secilerek yeni bir K(") matrisi olugturahm. § < g
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1~k <" M

_EM 1 ™ _im

L ) [ 4 5 6
KW = A gn (2.177)

Y R T T

Bu katsayilara gore enkiigiiklestirme gergeklestirildiginde, her bir 6ngorii hata
alanina iligkin yansima katsayilarinin elde edilmesi igin dort adet normal denklem
kargimiza gikar.

RUVECH = £ i=1,2,3,4 (2.178)
Burada,

k(N+1) [k(N+1) k(N+1) k(N+1)]T : (2.179)

ki) V1) (N4 (V41T (2.180)

k‘NH) [k(N+1) k(N+1) k(N+1)]T (2.181)

k(N+1) [k(N+1) k(N+l) k{12V+1)]T (2.182)

seklindedir. 2-B duragan bir igaret igin,

BRIV SR RN SN ) o N S iaga parilir.  Buda
ileri-y6nlii 6ngori hatas: ve 3. geyrek diizlem 6ngori hata siizgeglerini yansima kat-
sayilarinin birbirine egit oldugunu gosterir. Benzer sekilde, 2. ve 4. ceyrek-duizlem
katsayilarida birbirine esit olacaktir. Béylece toplam katsay: sayis1 6 olur. Bundan
sonrak1 notasyonlarda, birinci ve tiglincii geyrek-diizleme iligkin yansima katsavilarim
k( ve ikinci ve dordiincii geyrek-diizleme iligkin yansima katsayilarim k( ) olarak
gostereceglz (Kugiik et. al. 1993). Elde edilen bu sonuglara gore alti- parametrelx
kafes siizgece iligkin girig-gikis bagintis1 yeniden diizenlenirse, K™ yansima kat-
sayilar1 matrisi agagidaki gibi elde edilir.

1 k(") _kg'li) k(")
R
A ap
-k -HY -HY 1

(2.183)
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Sekil 2.25, alti-parametreli 2-B kafes siizgec ongériiciiyii gostermektedir.

y(ny,ng)
A

(m) (m) ) =
~—C3— ! Carpict, carpim katsayilari yukaridan asodiya sirayla : I, Ko, = :': S ‘o"“ : -k(";"
~(m) ~ (m) (m) (m) (m) ~(m) «(m) < (m
LT REEL EAE L BT BT Rl Y I L e BT e

Sekil 2.25 APKS yapisinda 6ngérii hata alanlarinin tiretilmesi

2.4.4 Geligtirilmig kafes siizge¢ modeli (GKS) (Ertiiziin et.al.,1995):

Alti-parametreli kafes stizgeg yapisi, iig-parametreli kafes siizge¢ yapisina gore
daha gergekgi bir yaklagim olmasina ragmen her bir derecede sabit sayida yansima
parametresi tamimladigindan, tim AR alanlar tam olarak modelleyemez. Alti-
parametreli kafes siizgeg yapisinda n. derece igin toplam 2n(n-1) adet yansima kat-
say1s1 eksik kalir. Bu yansima katsayilarinin yaris1 herbir geyrek-dizlem siizgeglerle
iligkilidir.  Ikinci derecede, dort adet AR model katsayisi eksik kalir. Bun-
lar, a%(l,2), af;%(?, 1), agq)?(l,2) ve aﬁ,%(?, 1) dir. Bu katsayilar bigl
olarak segilmemigtir ve birinci ve ikinci derece kafes stizgeg yansima ka.gsa'yl,lﬁih

§ o (0

g™ N ™
BT g

A Gy,
NN 6;0‘
woTiris
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secilir. Bunun sonucu olarak, kafes siizgeg derecesi biiyliditkge yansima katsayisi
adedi artirilir. Bu katsayilar Alti-parametreli modeli sistematik olarak degistirerek
tanimlanabilir.

Birinci dereceye iligkin girig-gikig bagintilar1 yukaridaki tim 2-B kafes stizgeg
yapilar igin (2.160) esitliginde tanimlandig gibidir. Burada K™, (2.183) esitliginde
tanimlanmugtir. Gelistirilmig kafes stizge¢ modelinde, ikinci derece giris-gikig bagin-
tilari, 4 yeni yansima katsayis1 tanimlanacak sekilde, agsagidaki gibi degistirilir.

e®(ny,n5) = K@eW(ny,ng)* + KVeW(ny,n,) + KPeW(ny,n,)  (2.184)

burada, e vektorleri sirasiyla,

(1)

Fo(n1,m2)
(2) egq(nl,nz) ;
e'?(ni,n2) = | 3 (2.185)
FQ(nl,nz)
~(1)
€sq(n1,n2)
(S%(nl,nz)
-1
e(ny,ny)" = ~(35Q(n1 +2) (2.186)
eFQ(nl = l,ng = 1)
L éfgl%(nl,ng) -1
[ efy(n—1,ny) ]
=(1) x Cgc)z(nl,nz) 5 107
eV(ny,ny)" = .(1) (2.187)
eFQ(nl,n2 sy 1)
| 850 (n1 —1,mp) — 1
[ (e)}lq(nl, ny — 1)
1
a - esh(ny —1,ny — 1
e(l)(nl,nz) = S?(S) A 12 ) (2188)
Cpq(nl e ,n2)
eSg(ni,na) |

olarak tamimlanir. Ayrica, K(®) yansima katsayis1 matrisi (2.183) esitliginde ve Kg")
ve Kg") asagida tamimlanir:

0 0o -k 0
7 (2)
2 0 0 0 —ky g
K? = e : : (2.189)
kY 8 0

0 o -k o
0 0 0 &%

P at
o L
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Tanimlamalardan goriildigi gibi, (2.184) esitliginin sag tarafindaki ilk terim (2.160)
esitligi ile ayn1 yapidadir. Diger iki terim, eksik katsayilari tamimlamak yada gecik-
tirilmig geri-yonli ongori hata alanlarinda sakli bilgiyi gikarmak igin kullanilan
diizeltme terimleri olarak yorumlanabilir.

Ugiincii derecede dort yansima katsayisi daha tammlanmahdir. Daha énceki
dereceleride dikkate alarak 3. derece igin giris-gikig esitligi agagidaki gibi tanimlanir.

e(s)(nl, T'L2) = K(3)e(2)(n1, Tlg)‘ + Kgs)é(z)(nl, TLQ) + Kgs)é(z)(nl, nz)
+K$6(ny,n5) + K$Ve@ (ny, ny) (2.191)

(2.191 esitliginde Ongoérii hata alanlan ikinci derecedekine benzer sekilde tanimlanir.
K®), K§3) ve K§3’ yansima katsayisi matrisleri sirasiyla (2.183),(2.189) ve (2.190)
esitliklerinde tanimlanmistir. K;‘f’ ve K‘(f) matrisleri ise agagidaki gibi tanimlanir:

[0 0 0 <&
3) 0 0 —~§3) 0
o i o : (2.192)
S i
- o0 0 0
f < 0 o %P ]
(3) 0 o -k o
K= S B é (2.193)
4
| =P 0. @Y

Sekil 2.26 gelistirilmis kafes siizgeg yapisinda ilk ti¢ derece igin 6ngori hata alan-
larinin {iretilmesini gostermektedir. n. derecede yansima katsayilarini elde ede-
bilmek igin, 6ngorii hata alanlar1 (2.167) esitliginde verildigi gibi karesel-ortalama
hatanin enkiiciiklestirilmelidir. Gelistirilmis kafes siizgeg yapisinda, Alti-parametreli
kafes siizgec yapisina benzer olarak iki adet yansima katsayilar1 kumesi vardr.
(2.167) esitliginde verilen vektdr ve matrisler sabit boyutlarda olmasina ragmen,
gelistirilmig kafes siizgeg yapisinda herbir derecede boyutlar: 2 artar.

Gelistirilmis kafes siizgeg yapisi 3. dereceye kadar tiim geyrek-dizlem AR alanlar
iyi bir gekilde modeller. Ancak 3.dereceden sonraki derecelerde nedensel olmayan
bir kafes siizgeg yapisi elde edileceginden, yinelemeli hesaplama miimkiin olmaz ve
n. derece igin genel bir esitlik tanimlamaz.
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Sekil 2.26 GKS yapisinda ongorii hata alanlarmin tiretilmesi
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3. 2-BOYUTLU SCHUR ALGORITMASI

3.1 Girig

Asagida inceleyecegimiz kisimda, (N — 1). derece giincellestirilmis bogluklu
iglevleri kullanarak N. derece 2-B bosluklu iglevlerin nasil elde edilecegi goriilecektir.
Sekil 3.1 de birinci- ve ikinci geyrek diizlem bosgluklu iglevler igin bosluk kogullarini
gosterir. Jekildeki tarali alan N. derece esitlikleri elde edebilmek igin gerekli bogluk
kosullarini gosterir. Sekil 3.1 den de gortilebilecegi gibi her bir ¢eyrek-diizlemde
bosluk kogullarini saglayabilmek igin (N +1)?— (N —1)? —1 dogrusal bagimsiz esitlik
yazilmak zorundadir. Burada dikkat edilirse, (N —1). derece bogluklu islevlerden, N.
derece bosluklu iglevleri elde edebilmek igin (N —1)? bosluga iligkin esitligin yazilmas:
gerekli degildir. 1-B’a benzer sekilde,(N —1)? bosluk sifir olarak kalacaktir. Béylece,
N. derece AR modelin katsayilarimi bulmak igin gerekli esitlik sayisinda belirgin bir
azalma olacaktir.

Bosluk
kosullari

Ny

(a) (b)

Sekil 3.1 N-1. derece giincellestirilmig bosluklu islevleri kullanarak, N. derece
birinci- ve ikinci-geyrek diizlem bosluklu iglevleri elde etmek igin gerekli
bosluk kosullar1. (a) Birinci-geyrek diizlem, (b) Ikinci-geyrek diizlem.
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Artan derecelerde, artan sayidaki 2-B yansima katsayilarini elde edebilmek igin
yardimci bogluklu iglevler tamimlanir. N. derece igin (N +1)? — (N —1)? — 1 bosluk
mevcut oldugundan, yeni tanimlanacak yardimci bogluk iglevlerinin sayisi,

(N+1) = (N=-1 -1 -[(N-1)+1) = (N=-1)-1)’-1] =4 (3.1)

olacaktir. Boylece, 2-B Schur algoritmasini gelistirebilmek igin birinci dereceden
sonraki herbir derecede, 4 yeni yardimci bogluklu iglevin tanimlanmas: gerektigi
goriillir. 2-B AR modellemede sabit bir kafes yapisi1 elde edilemedigi icin, algorit-
manin geligimini derece derece inceleyecegiz.

3.2 Birinci derece

Birinci derecede, birinci- ve ikinci-geyrek dizlem bogluklu islevler agsagidaki
esitlikle tanimlanir.

g™ (n1,nz) = K{g® (ny,na)" + K38 (n1, n)" (32)
burada

g™ (n1,m2) = [g53 (1, m2) 953 (m,ma)]” (33)

g™ (n1,na)* = [g¥g(n1,m2) 959 (n1 — 1,n,)]" (3.4)

g™ (ny,n2)" = [§¥3 (1 — 1,mp — 1) 353 (n1,me — 17 (3.5)

seklindedir ve yansima katsayis1 matrisleri

(n) 7
(n) _ 1 —kio
k™ g ]
K — " ~o01 3.7
il R T

olarak tamimlanir. Burada k,(; ) ve I::,(J1 ) ler birinci derece 2-B kafes siizge¢ parame-
treleridir. Bu parametrelerin bilindigi varsayilarak, asagida verilen ilk kosullara
gore;

g(p?q);(nl,'nz) = y(sé(nl,nz) gFQ(nlan) gsq("l’n2) =r(n1,ny) (3-8)

2-B oziligki iglevi sirasiyla, gpQ(m,nz) gsq(nl, na), ypq(nl, ny) ve 91(%("1, nz) olarak
tanimlanan dort adet bosluklu iglevi dretir. Sekil 3.2 gFQ(nl,ng) ve gsq)(nlkrg),pa\

elde edebilmek igin gerekli bosluklar1 gostermektedir. Bu bosluk kosullarn agagidak

matematiksel bagintilarla tammlanabilir. o e
’?’ -'\ f’f/" y »
o

€3

e, Nl

v "\ Y |
\ g"a;\:u j
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ggé(m,nz) =0 (ny,ny) € Dg,% (3.9)
95q(n1,ma) =0 (n1,ny) € DY (3.10)

burada Dg ve D ¢ gerekli bosluk kosullar bélgesini gostermektedir ve asagidaki
gibi verilirler.

D& = {(0,1),(1,0),(1,1)} (3.11)
DY = {(0,0),(0,1),(1,1)} (3.12)

(o) (b)

Sekil 3.2 g},%(nl, ny) ve g(sg(nl, nlg)’yi elde etmek icin gerekli bogluk kosullari. (a)
1. derece birinci-geyrek dizlem bosluklu iglev ggc)?(nl, ns)’ye iligkin gerekli
bosluk kosullar: bolgesi, (b) 1. derece ikinci-geyrek diizlem bosluklu islev

ggg(nl, ny)’ye iligkin gerekli bosluk kosullar1 bélgesi.

(3.9) ve (3.10) esitliklerinde verilen bosluk kosullarini kullanarak, birinci derece,
birinci- ve ikinci-geyrek diizlem bosluk kosullarini saglayacak sekilde ti¢ degiskenli
iki adet dogrusal bagimsiz esitlikler kiimesi elde edilir. Bunlar,

GOK® = g1) (3.13)
GORO = g0 (3.14)
burada k(™ ve k(™ yansima katsayis1 vektorleridir ve asagidaki gibi tanimlanirlar.

k™ — (") [k(") k("‘) k(")]T (315)

k(n) k(") [k(") k(") k(")]T #‘9.{"“.- 3 J&)’\}

. %
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Ayrica, G ve G() 3x3 boyutlarinda bogluk matrisleri, g(!) ve g(!) ise 3x1 boyut-
larinda bogluk vektorleridir. Bu vektor ve matrisler (3.9) ve (3.10) esitliklerinde
tammlanan bosluk kosullarini, (3.2) esitligine uygulayarak elde edilir. Birinci derece
kafes siizgec parametreleri k(1) ve k()| yukarida verilen (3.13) ve (3.14) esitliklerini
cozerek elde edilirler. Sekil 3.3, birinci derece bogluklu 1§levler1n blok arabaglantisini
gostermektedir.

19‘”’“"."1)

—C—— :Carpici, carpim matnsbri,yulcndcn asadiya

K(') “('n) K('») K|

Sekil 3.3 Birinci derece bosluklu islevlerin blok araglantis:

(3.2) esitligi, 2-B 2-doniigiimii cinsinden asagidaki gibi yazilir.

GW(zy,2,) = Kgl)Al(Zl, 23)G (21, 2) + Kgl)Az(Zl,Zz)é(o)(Zl, 23) (3.17)

burada
G (2y,2;) = [GF (21, 22) G (21, 22)]” (3.18)
G™(21,23) = 27", "G (2, 3) (3.19)
ve
X e s
Aq(21,22) = 0 at ] (3.20)
[ =1_-1
_— 0 29
A2(21132) ne 3 0 221 ] (’3‘*‘1)

seklindedir. 0. derece igin GFQ(zl,zg) = G’(s"q)(zl,Zg) = S' w(21,22) dir. Buna ek
olarak (2.141) ve (2. 149) esitliklerini ve S,,(zl , 23 1) = Sy(z1,22) Ozelligini kulla-
narak, (3.17) esitligi ongori hata sizgeci gegis iglevi cmsmden yemden yaleabthi‘ .

e ald
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AM(z,2,) = Kgl)Al(zl, 29) A (2, 2,) + Kgl)Ag(zl, 2) A0(2y, 2,) (3.22)

burada
A (2 z) = [A(F?) (21, 27) A(")(z z)]* (3.23)
) Q\#1y#2 SQ\~1)y <2 .
ve
A(O)(Zl, Zg) = A(O)(21,22) = l 1 ] (324)
seklindedir.

3.3 2. Derece

2. derecede g}%(nl, ngy) ve ggg(nl,nz) bosluklu iglevleri Sekil 3.4 te gorildigu
gibi yedi adet bosluk noktasi yada bosluk kogulu igerirler. Ancak, ne yazik
ki bu bosluk kogullarini 4 adet ceyrek-diizlem bosluklu islevler, g}.%(nl,ng),
g%(nl,ng), _cj;%(nl,ng) ve g%(nl,ng)’lerin dogrusal birlegimlerini kullanarak elde
etmek mumkiin degildir. Bu nedenle, gg.%(nl,ng) ve g(szQ)(nl,ng)’nin bosluklarini
saglayabilmek igin yeni yardimci bogluk iglevleri tanimlamak gerekir 2. derecede

yardimc1 bogluk iglevleri agagidaki gibi tanimlanir.
1 1
9 (n1,n2) = g§g(n1, ma)

9 (n1,n2) = G54 (n1,m2)
(3.25)

9$3(n1,na) = g4 (n1,na)

9\(ny, ;) = g%(nl,m)

Tkinci derece icin, birinci- ve ikinci-geyrek diizlem bosluklu iglevler (3.25) esitliginde
tamimlanan yardimci bosluklu iglevleri kullanarak elde edilir.

g (ny,ny) = K{VgW(ny,na)" + K3 gW (ny,ny)"
+Kg?1)gm(n1, ng)* + Kg?%ét(xll)(nla ny)” (3.26)

a1

Burada,

-

[ gV (ny — 1,3 — 1)

gy (m — 1,mp — 1)
g (ny,na)" = (3.27)

gJ(':’;)(nlvn2 ko 1)

953 (ny = 1,n2)
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ve

g§,r;)(n17 n2)

55 g;:’;)(nl)nZ)
g\ (n1,m0)" = (3.28)

.‘:7;',75)("1 . n2)

L gﬁ)(nl,nz o 1) 5

seklindedir. Burada, geri-yonli yardimer bosluklu islevler asagidaki gibi tanimlanir.

37 (m1.n2) = 937 (n = nyyn — my) (3.29)
T=1L2u..N e nu0%iblcall ntcinel 2.3 4

Ayrica, (3.26) esitliginde tanimlanan, ileri- ve geri-yonli yardime: bosluklu islevlere
iliskin yansima katsayis1 matrisleri asagidaki gibidir.

:
i _k(_") _k(") _k(n) _k(n) o
SHEN R e B (3:30)

e =2 % R
[0 0 0 0
(n) _ = s 331
KJ,Z § 0 _k;’;) 0 —kJ(',’;) ] (3.31)

g},%(nl,nz) ve gg%(nl,nz) bosgluklu iglevlerine iliskin gerekli bosluk kosullari,
Sekil 3.4 de gorillmektedir. Buradan,

gey(ni,ng) =0 (n1,na) € DY (3.32)
9D (n1,m) =0 (n1,ny) € DY (3.33)
DE) = {(0,1),(0,2),(1,2),(2,2),(2,1),(2,0),(1,0)} (3.34)
D) = {(0,0),(0,1),(0,2),(1,2),(2,2),(2,1),(1,0)} (3.35)

(3.26), (3.32) ve (3.33) bagmntilar1 kullanilarak, 2. derece birinci- ve ikinci-ceyrek
diizlem bosluk kogullarin saglayacak sekilde herbiri 7 degiskenli iki adet dogrusal
bagimsiz esitlik kiimesi elde edilir.

Gk = g
GAk® = g

Burada k(® ve k® yansima katsayisi vektorleri
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bosluk
kosullari

(a) (b)

Sekil 3.4 Ikinci derece bogluklu iglevlere iligkin bogluklar. Burada tarali alan gerekli
bosluk kosullar1 bélgesini gostermektedir.

k® = 1" ik | (3.38)
k® — [R(Q?)TEHZ’)T]T (3.39)

seklindedir. (3.38) ve (3.39) esitliklerinde, k,(n) ve l~(,(") asagida verilmistir.
= (k%) kY B )T (3.40)
(n) [k(n) k(n) k(") A ")] (3.41)

kg) ve f(g)’ler ise birinci derecede sirasiyla, (3.15) ve (3.16) esitliklerinde
tanimlanmugtir. G2 ve G(®’ler 7x7 boyutlarinda bosluk matrisleri, g(?) ve §(®ler
ise 7x1 boyutlarinda bosluk vektdrleridir. Bu vektor ve matrisler (3.32) ve (3.33)
esitliklerinde verilen ikinci derece bosluk kosullarindan elde edilirler. Ikinci derece
kafes siizgeg parametreleri k() ve k(®), (3.36) ve (3.37) esitlikleri ¢oziilerek elde edilir.
(3.26) esitliginden, (3.32) ve (3.33) de verilen bosluk kogullar: ile cevrelenen noktanin
her zaman bir bosluk olacag: gosterilebilir.

gea(1,1) = g§2(1,1) =0 (3.42)

Ikinci derece kafes stizgeg parametrelerinin hesaplanmasindan sonra, Sekil 3.5
te gosterilen yardimeci bogluklu iglevlerin bir derece giincellestirilmesi yapilmahdir.
Ugiincii derece bosluklu iglevlerin elde edilmesinde her zaman bogluk olan bélgeyi
saglayabilmek igin, her bir yardimc1 bosluklu igleve ait en az 5 adet bosluk kosulu
saglanir. Bu 5 adet bosluk kogulunu saglayabilmek i¢in 5 adet yeni yardimci yans??hq
katsayisi tanimlanir. Ikinci derecede, ileri-yonlii yardimer bogluklu 1§levler a§ag1da.k1 %

e

.

gibi verilir.
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g,(,l)(nl,ng) (Kz(;':)l +I)g(1)(n1,n2) +K(2)2g (nl,nz)"

+K(2)3g(1)(n ng)* +K(2)4g( )(ny,np)* (3.43)

Burada, yardimc: yansima katsayis1 matrisleri K((,']‘)l $12=:1,2,3,4" ler

[-2¢ 0-*-af} 0
0 0 0 0
K™ = X = 3.44
51 0( ) _7]( l) 0( : _,7.;’2) ( )
L "/\j.l 0 _’\J':; 0
8% a%:;) 0 —oly
(n) n) (n) g
KM = —Bix =83 —51,1:3 0 3.45
=l Tl ol g =
o 0 0% g
Tioe ! . . T
o [ o ﬁ: : b o0 (3.46)
w0 =) et
r (n) /\(") o
K = O(n) 0 —%s i (3.47)
: i —a]“s 0 0 _/\15 J

seklindedir. Tkinci derece yardimer bosluklu islevler, gﬁ-)(nl, Rad - $.351:2,3.4 dese
iligkin bogluk kogullar1 Sekil 3.5 de gosterilmistir. Buradan,

¢ (ny,n) =0 € DR (3.48)
R

Burada, ikinci derece yardimci bosluk kogullarina iligkin gerekil bogluk kosullar
bolgesi Df;‘:)‘. ile gosterilir ve agagidaki gibi tanimlanir.

D® = {(0,0),(0,1),(0,2),(1,2),(1,0)}

ai,i

D® = {(0,0),(1,0),(2,0),(2,1),(0,1)}

a1,2

D?® ={(1,0),(2,0),(2,1),(2,2),(1,2)}

"'13

DY, ={(0,1),(0,2),(1,2),(2,2),(2,1)} ’#*\\

a4 Z 5
,.‘i ¥ -
83 e
. & ;
- Ly in s /I
\ﬂ%‘w‘_‘,f‘
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Yardimer bosluk
kosullar:

m

@ e o o
(¢) & g(123)(0,1)

Sekil 3.5 Birinci dereceden sonra tamimlanan, Ikinci derece yardimei bosluklu
iglevler. Tarali alan ikinci derece yardimci bosluklu islevlerin
gtincellestirilmesinde gerekli bogluk bolgelerini gostermektedir.

(3.43) ve (3.48) esitliklerinden, Sekil 3.5 te goriilen taral alandaki bosluk kogullarin
saglayacak sekilde, 5 degiskenli dort adet dogrusal bagimsiz esitlikler kiimesi
olugturulabilir.

GIEY gl (3.50)

+=1,2,3,4

Burada yardimc:1 yansima katsayilari vektorleri,

(2)
ktgzl)l o ag ) ; k((zzl)z IBl
(3.51)
2 2). (3}
ki) = o 50 D) e

sekilndedir. ve

(n) [(n) (") a(-") (n) (n)]
3,3

;4 @,

ﬂ(") [(n) (") (n) (ﬂ) (")]

l J» 7
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(3.52)

1™ = [ %3 B3 Ne 1y -

AT = R A5 AR A0 AR

olarak tanimlanir. Ikinci derece yardimci kafes parametreleri, a?), ﬂ(lz) ; 752) ve A,
(3.50) esitlikleri ¢oziilerek elde edilir. Birinci- ve ikinci-geyrek diizlem bosluklu
islevlerde oldugu gibi, (3.49) de gosterilen bogluk kosullarinca gevrelenen noktaninda
her zaman bosluk olacag: gosterilebilir.

gD (1,1)=0 i=1,2,3,4 (3.53)

Dolayisiyla, bu nokta daima sifir oldugu icin bosluk kosulu olarak degerlendirilmez.
Sekil 3.6, ikinci derece igin blok arabaglantiy1 gostermektedir. Birinci derecedeki
duruma benzer olarak, 6ngoru hata stizgeci gecis iglevleri asagidaki gibi yazilabilir.

AP (z,2) = K?)Al(zl, 2) AN (21, 23) + K(22)A2(21» 23)AM)(z2,, z5)
+K§?I)Adl (zl’ 22)A<(111)(z1’ 22) + Kg?%Aaz(zlv ZZ)Aflll)(zlv 22)
(3.54)

ve

Affl)(zl, 2p)—= (Kﬁ)x + 1A, (2, zz)Agll)(zl, 29) + Kf,zl)z A, (2, 22).&21])(3'1. 2z3)

+K§?}A1(z1, 2)AV (21, 23) + KA, (21, 20) AV (21, 29)
(3.55)

Burada, ikinci derece yardime: 6ngort hata siizgeci gegis iglevi Affl)(zl, 2,) asagidaki
gibi tanimlanir.

A (e1,23) = AL (21 2) AL (21 2) AL 0) AD G (359

A, (z1,2;) ve Ay, (21, 22) gecikme matrisleri ise asagida verilmistir.

F (57051 D 0 0
0 " 25 0 0
Aal (Zla 22) _ 0 ( ; 0 : ) 22-1 0 (357)
| 0 0 B
EF 940 0
0:1:.20 0
Aae(zla ZZ) e 0 0 zl—l 0 (3.58)
e 0 S




(n)
0,
:'_' ________ Ten guTl- FOLIE bhgort
(n-1) * |
(
g (na.nz)i 1 9™ (ny,n,)
! . T
< (n-1) * I
g (ny,ny) ' | g (n)(m.nz)
| ! 2
| |
| |
| |
| |
| |
| |
I |
| |
(n-1) *l I
o :’: |9cl1 (ny,nz)
| : =D
| |
| ‘ |
| ' ‘
l
==1) *| X I
3y (nng) | | _—/
ko, e |
| S |__ (n)
l \ 134, (ny,0;)
IS +f ; -
' |
2

——— : Carpict, Carpim matrisleri yukaridan asagiya

(n) (n) (n) (n) (n) (n) (n) (n)
0131 01 ‘l 01 ‘0 01'3 lK1,1 ? K1,2 2 K(l"] . I JK°1.2
(n) (n) (n) (n)

K1,2 o T S 01‘20K¢l1.1 ’I

Sekil 3.6 Ikinci derece bosluklu iglevlerin i¢ blok ara baglantisi. Burada 9&“) birina
derecede Sekil 3.3 te tammlanmstir. R
g

)
2™
s J

1/ 'y
Ui A
P A
" 4
250 ren g 47

& B ‘-x
ot B0 i
2T AES .

K
N anttll®
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Ote yandan (3.54) ve (3.55) esitliklerinde goriilen geri-yonlii ongori hata stizgegleri

A (2, 2)) = 27 2 "AM™ (211, 271) (3.59)

A2y, 2) = 4755 At 22 (3.60)

bagntilar ile elde edilir.

3.4 3. Derece

3. derece bosluklu iglevler gf%(nl, ny) ve 9(535(711, nsy), Sekil 3.7 deki tarah alanda
gorildiigi gibi 11 bosluk koguluna Sa.hlptll‘ Bununla beraber, bu derecede elimizde

iki ileri-yonli bosluklu iglev ggé(nl, na), gsé(nl, nsy) ve simetrikleri ve dort yardima
bosluklu iglev gf',)(nl,nz), i=1,2,3,4 vardir. Bu nedenle, 2. derecede mevcut
bu bosluklu iglevler, 3. derecedeki 11 adet bosluk kogulunu saglamak igin yeterli

olmaz. (3.25)’0 kullanarak dort yeni ileri-yonli yardimei bosluklu islev asagidaki
gibi tanimlanir.

2 2
gg,l)(nl’ ng) = g(sg%(nl, n2)

2 ~(2
95,2)(”1, ng) = g(sc);(nl, ns)

(3.61)
953(n1,m2) = gpg(na,na)
gg.zl(nlanZ) = g}‘?%(nl’ nZ)
Boylece, tigiincii derece bosluklu iglevler asagidaki esitlikle tanimlanir.
g% (n1,ns) = {78 (m,n2)" + KVE (ma,ma)”
+K53}g(2)(n1, 2)" + Kf'%gﬂf’(nl, na)*
+ KPg® (ny,n2)" + KSIED (n1,n0)" (3.62)
8% (n1,ns) ve g)(n1,ny) ya iliskin bosluk kogullari Sekil 3.7 de gorilmektedir.
Buradan,
gig(n1,nz) =0 (n1,n2) € DE) (3.63)
0D (n1,m2) =0 (n1,n2) € DS - (364)
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burada, 3. derece birinci- ve ikinci-geyrek diizlem bosluklu islevlere iligkin gerekli
bosluk kosullar: bolgesi

D(Sé o {(0’ 1)7 (07 2)7 (07 3)’ (1’ 3)? (27 3)’ (3? 3)7 (3’ 2)7 (3’ 1)3 (37 0)’ (27 0)7 (1 0)}
(3.65)
D§} = {(0,0),(0,1),(0,2),(0,3),(1,3),(2,3),(3,3), (3,2), (3,1),(2,0), (1,0)}
olarak verilir. (3.62)-(3.64) esitliklerinden, 3.derece birinci- ve ikinci-ceyrek diizlem

model igin bosluk kosullarini saglayacak sekilde 11 degiskenli iki adet dogrusal
bagimsiz esitlikler kiimesi elde edilebilir. :

GOK® = g

(3.66)
GOE® = g
Burada,
K3 — [kg)TEkP)TEkgS)T]T, ke = [k (3)7: k(s)T " S)T]T (3.67)

seklindedir ve kQ ,k,") ve k() sirastyla (3.15),(3.40) ve (3.41) esitliklerinde
tanmimlanmgtir.

n2

Bosluk
kosullari

Sekil 3.7 ﬂ'giincﬁ derece birinci- ve ikinci-ceyrek dizlem bosluklu iglevler. (a)
g;:%(nl,nz) (b) ng(nl, ny). Tarah alan 3. derece bosluklu islevleri elde
etmek igin gerekli bosluk kosullar1 bolgesini gostermektedir. g .
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(3.62) bagintisindan, (3.63) ve (3.64) da verilen bosluk kosullarinca cevrelenen
noktalarin her zaman sifir olacagi gosterilebilir.

gFg(ni,ng) =0 (ny,ny) € DO
(3.68)
95 (n1,n2) =0 (n1,n,) € D
Daima sifir olan bu bolge D(™ ile gosterilir ve agagidaki gibi tanimlanmustir.
D™ ={(n;,n2):1<n; <n—1,1<n;<n—1} (3.69)

Ugﬁncﬁ derece igin D®) | Sekil 3.7 de goriildiigii gibi, dort adet bosluk noktasina
sahiptir. Uclincu derece kafes siizge¢ parametrelerinin hesaplanmasindan sonra,
Sekil 3.8 ve Sekil 3.9 da goriilen yardimeci bogluklu islevler, bir sonraki derece
icin giincellestirilmelidir. gg) ve gg’) igin sekiz adet bosluk kosulu oldugundan, ti¢
adet yeni yardimc1 bosluk katsayisi tamimlanmalhidir. Uciincii derecede, ileri-yonli
yardimc1 bogluklu islevler asagidaki esitliklerle tanimlanir:

gff;)(nl, ny) = (KO + I)gt(;zl)(nl,nz)' * Kg?zgf,";)(nl,nz)*

a1

+K$),8? (n1,n2)" + K, 8% (n1, ma)"

+ KO g?(ny,n2)" + K82 (n1,n,)" (3.70)
ve

g¥(n1,n2) = (KO, + Dg?(n1,n2)" + K&, g (n1,n,)"

az,1

+K‘(13) g(2)(nl, nz)' + Kg::?‘ g(2)(nl’ n2)—

2.3
+ KO g®(ny,ny)" + K280 (n1,na)" (3.71)

Burada, yeni tanimlanan yansima katsayis1 matrisleri I—(,(;J‘,)1 ve I-{((,’]‘)2

= 8 o ~ay 0
- 0 0 0 0
(n) — ¥ 3.72
Ka,‘l 9 _,—y}'f;) 9 _,75.'2) ( )
[ ~30= g LA
R -B% -8 -B5 0
0. 0 —5; O
£ 0 b =X%
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1=1,2, ., N=]l v n=jis+l .. N

seklindedir. g(3)(n1, ny) ve gf;)(nl, ny) ye iliskin yardimc1 bosluk kosullar1 Sekil 3.8
ve 3.9 da gosterilmistir.

gg?i)(nh n2) =0 (nl nz) € D(S)

(3.74)
ggi}(nl, ny) =0 (ni,mq) € D,(,?,.
t=1,2.54
Burada, yardimdi bosgluk kosullar1 bolgesi,
DY), = {(0,0),(0,1),(0,2),(0,3),(1,3),(2,3),(2,0), (1,0)}
DY, ={(0,0),(1,0),(2,0),(3,0),(3,1),(3,2),(0,1),(0,2)}
(3.75)

D® = {(1,0),(2,0),(3,0),(3,1),(3,2),(3,3),(2,3),(1,3)}

'113

D® = {(0,0),(0,2),(0,3),(1,3),(23),(3,3),(3,2),(3,1)}

a4

olarak tamimlanir. Ote yandan, tigincii derecede tamimlanan yardimc: bosluklu
islevlere iligkin bogluk kosullar1 bolgesi.
D® = p® i=1,2,3,4 (3.76)

a2, ay,;

seklinde verilir.
(3.70), (3.71) ve (3.74) bagmntilarindan, Sekil 3.8 ve Sekil 3.9 da gorilen bosluk

kogullarin1 saglayacak sekilde, her biri 8 degiskenli 8 adet dogrusal bagimsiz esitlik
kiimesi olugturulabilir.

GO kB — gf;'f)‘

A1,: Q1
(3.77)
GOLK, = )
$=1,2,3,4
Burada, iigiincii derece yardimec1 yansima katsayis: vektorleri R3S },\
¥ - ‘\__‘ N
- " \:‘. \'\’
) N, I ;:;*‘:f
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m
.

Yardimei bosluk
£ kosullari "y

Sekil 3.8 Birinci dereceden sonra tamimlanan tglincii derece ileri-yonlii bosluklu
islevler. Taralh alanda 8 adet yardimei bosluk kosulu vardir.

Yardime: bosluk
e kosullari n,

N
. e o 0 o

(c) 19(23;(0,1)

Sekil 3.9 Ikinci dereceden sonra tanimlanan tgiincii derece ileri-yonlii b0§luk1u
iglevler. Taral alanda 8 adet yardimci bosluk kosulu vardir. e
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- _(3)T T.-(3)T
Kk® ___[ g) () ]T [,3(3) () ]T

a1, al 2
(3.78)
3T T T.<-(3)T
k), = 7 AT K, = A
ve
i 3)T4T = 3)T (3)T
k), = (@™ a1, K, = (B 8]
(3.79)
AT T 3)T T
k@), = [#7 AL, RS, = ARl
Ayrica burada, yeni tanimlanan yardime: yansima katsayisi1 vektorleri,
>(n) 3(n) #(n) F(21T
,3]‘ =[ J(',l) J(',z) /3](',3)]
(3.80)

(%) _ 5% 5 5T
Al ]7

—(n) S(n) T(n n
A7 =R XE AR

Sekil 3.8 ve 3.9 da gorildiigi gibi iigiincii derece yardimer bosluklu iglevler (3.71)
de verilen bosluk kogullar1 ile gevrelenen her zaman sifir olan bogluk noktalarina
sahiptir.

gg z)(nla n2) 0 (nl, le) € D(a)
(3.81)
gg.?(nl, ny) =0 (ny,n2) € D®
t =i 2 4

Burada D®), (3.69) da tanimlanmugtir. Sekil 3.10, ilk ii¢ dereceye iligkin kafes stizgeg
blok diyagramimi gostermektedir. Ugiincii derecenin ig-arabaglantis1 ve geciktirme
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(n)
& s T TR Tt e |
(n-1) |
9 (ng,n2) : e ®:g(")(n1,n2)—
~ (n-1) s
. (n) ] =
gg‘-ﬂ(nhn 2) | 2 W/// |gér;) (n1,n2)

ST e e, =
gc|1 (n‘l,nz) | |ga(")(n1 ,nz)

— — — e —— — e — — — — - - e — — — —

(n-1)(n )
9q2 1,02 gc‘,n)(nunz)
4 2

|

...(n-18 |

Sag (M1"2) [ '

—

15 (ny,n2)
P

|

e e - i e ]

(n)
—C— : Carpici, carpim matrisleri yukaridan asagiya Kg,, ,

(n) (n) (n) =(n) —(n) =(n) -(n) (n) (n)

Ksyoo
0214 .KGZ'L 'K°2,3' 01’1 . 0112 . Cl1’2 . 01'1 - Lty B 2,2
=(n) =(n) (n) (n) (n) (n) =(n) =(n)
K°2,1 chzlz qu2'1 llK02’2 .K2,2 ’ 2’1 . 02'25 02'1 ’
(n) (n)

Kayy Kagy .5

Sekil 3.11 Ugiincii derece bosluklu iglevlerin ig blok arabaglantisi. Burad‘i szn)

ikinci derecede Sekil 3.6 da tanimlanmugtir. o ‘m\
v
A
ge S pit :\
g™ | e R
“!-:2 “ ; * o
L
NI YT,



Tablo 3.1 Geciktirme bloklar:

= a * 7 g gt s AW et il e e A St -
9%n,.n,) g )(n,,n,) : |
Al(Z|,21) o l,:b:—
|
! z) l
e Lol e NSO 2
(e s s = SRl =
- la i * 1 -1 -1 ' ;
g' )(n,,nz) g )(n, nz) : of F_ ot i
—_—t Ay (2,2 . ]
' 2 1 |

|
e e s ]
e T o el i 5
: z - :
2 |
| |
| |
(n) (n) * | y . |
9., (ny.n,) 9,,(n,.n;) | H_] z’) 23 |
5 S |
Aql(2|,zz) o l'r] %=|=
| -1 |
I ‘2 I
| |
| |
| - |
| i !
B s i . — - - and
AR T A A P e T P =
| I
| |
| |
= (n) =(n * | |
9a,(n1,n3) 9.(.,)(n|.nz) I : I
| |
B Anz(zl‘zz) = % 1
I 2 I
I |
| |
| |
s |
| |
e oo e o o e e e ——— ——— = |
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bloklar: sirayla 3ekil 3.11 ve Tablo 3.1 de goriilmektedir. Sekil 3.12, T blogunun ig

baglantisini gostermektedir.

gh(n,
3 oy

=
! !

! I

I I

I I

' |

| |

| |

(n)

A 1 LA | Ja(niuny)
! I

| l | [ J—I |

! TS |

| R A |

| I

' :

I S |

: [ | Gortn,.ny)
| [ L s, B

I ssx §F

| I

I I

] |

l I

L

BTN B o e B AR o S S S T

T

ekil 3.12  Sekil 3.10 da goriilen T blogunun i¢ baglantisi.

3.5 N. Derece

Daha onceki dereceleri dikkate alarak, birinci- ve ikinci-geyrek diizlem bosluklu

islevler igin tek bir yayilim esitligi olusturmak mimkindir.

g™ (ny,n,) = KMgW-1(ny, ny)* + KMV (ny, ny)"

N-1
+ 3 (Kl ™ (n, n)" + K(D80 (1, m0))

181

Burada, ileri yonlii yardima: bosgluklu islevler asagidaki gibi tanimlanir.

9N 1, 1("17"2) - gso )("1,"2)
N-

902 (n1, na) = G55 (m1,ma)

gN 1 B(nlan2) - gFQ )(ﬂl,na)

N- N=-
gz(v-lfz("hnz) - 91(='Q l)("x,na)

(3.82)

(3.83)

B ke i

e s i

4
R O sty ot

b
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N. derece bosluklu islevler, Sekil 3.1 de goriildiigii gibi 4V — 1 bosluk kosuluna
sahiptir. Boylece,

gg\c,))("l,nz) =0 (ny,ny) € D(N)
(3.84)

gfg]g)(nl, ny) =0 (n1,n2) € D%)

Burada, birinci- ve ikinci-geyrek diizlem bosluklu iglevlere iligkin bogluk kosullar:

Dig ={(0,1),(0,2),..., (0, N), (1, N) +(N,N),
(N,N —1),...,(N,0),(N -1,0),...,(1,0)} (3.85)
D§y ={(0,0),(0,1),..., (0, N), (1, N) (N, N) |
)

(NvN_ 1)7"'1(N71)7(N ) ’( 10 } (386)

seklinde olacaktir. (3.82) ve (3.84) esitlikleri kullanilarak, N. derece birinci- ve
ikinci-geyrek diizlem bosluklu iglevler icin bosluk kosullarini saglayacak sekilde,
4N — 1 degiskenli iki adet dogrusal bagimsiz esitlikler kiimesi elde ederiz.

GMKM) = g)

G = g) (3.87)

Burada, yansima katsayis1 vektorleri

I I N
(3.88)
KM = [T M T

seklindedir. Ayrica, GV ve G™ | (4N —1) x (4N —1) boyutlu bosluk matrisleri,
g™ ve E(N ) ler ise (4N —1) x 1 boyutlu bosluk vektorleridir. Bu matris ve vektorler
(3.84) de verilen bosluk kosullarindan belirlenir. N.derece kafes siizge¢ parametreleri
k™ ve k(™ ler (3.87) esitligi coziilerek elde edilir.

(3.82) esitliginden, (3.84) te verilen bosluk kosullar: ile gevrelenmis noktalarin
her zaman bogluk olacag: gosterilebilir.

980 (ny,ng) =0 (my,n2) € DV
(3.89)

gg%)(nl,ng) =0 (nl,n2) € D(N)
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burada D™, (3.69) da tanimlanmistir ve Sekil 3.1 de goriildiigii gibi, (N — 1)? adet
nokta kapsar.
Sekil 3.13 te goriilen N. derece ileri-yonlii yardimer bosluklu iglevler asagidaki
gibi tanimlanir.
8\ (n1,n2) = (K{7) + Dl ™ (na, na)" + KEEN (g, mp)”

a,z

+KMg™ "V (ny,n,)" + KMg™ =V (ny, ny)"

a,s

N-1
+ > (KMgMN(ny,ny)" + KMgN"V(ny,ns)")  (3.90)
1=1ve(1#])

1= 12, N~}

Burada yansima katsayis1 matrisleri (3.30),(3.31), (3.44)-(3.47) ve (3.72)-(3.73) te
tanimlanmustir.

Sekil 3.13, N. derece bosluklu iglevlerin 3N — 1 adet bosluk kosuluna sahip
oldugunu gosterir. Boylece,

9§: Y(n1,m3) = 0 (n1,m2) € Df,ﬁ) (3.91)
3=1,2,.,N-1 ve :=1,2,3,4
burada,

DM = {(0,0),(0,1),...,(0, N),(1,N), ...,(N = 1,N),(N —1,0), ...,(1,0)}

Dz(zljv;? - {(070)1 (170)’ "'1(Na0)a (N’ 1)* "-7("V7N = 1)1 (0, N - 1). ame (0. 1)}

(3.92)

DM = {(1,0),(2,0), ...,(N,0), (N, 1), .., (N, N),(N — 1,N),...,(1,N)}

a;3

D) = {(0,1),(0,2), s (0, N), (1, N), oo (N, N), (N, N = 1),..., (N, 1)}

(3.90) ve (3.91) esitlikleri kullamilarak, Sekil 3.13 te gorilen bosluk kosullarim
saglayacak gekilde her biri 3N —1 degiskenli 4(NV —1) adet dogrusal bagimsiz esitlikler

kiimesi olugturulabilir.

aji %a;; = Bajyi

j=1,2,..,N—-1 ve i=1,23,4

Burada, yardimc yansima katsayis: vektorlert

T, T._(NT- . (N)T

kﬁ’]’} [a(N)T. &5‘22 .a}N) :ag,n s :a& ‘), 7 (3.9¢)
N)T. N)T. o(N)T: (N)’ N

kM = 37 .30 8" Bl 1o Baal (3.95)

et
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(M7 5 (N7 (NT: - (N)T: (5T

N = .
Ke) =1 - AT T YL el (3.96)
s(VN)T. = (N)T. .S . B a
kgjjvs [Al ) . "':A;_i :AgN) :A.g]‘:_q S :Ag\jlv—)l ]T (3.97)
burada a&"),ﬂgn),‘ygn),z\g-n) ve ﬂg"),']"),k sirastyla (3.52) ve (3.80) de
tanimlanmgtir.

Sekil 3.13 te de gosterildigi gibi N. derece yardimei bosluklu iglevler, (N — 1)?
bosluga sahiptir. ~Bunlar bosluk kogullarinca gevrelenmislerdir ve her zaman
sifirdirlar.

g.g,ly)(nl’ n2) =0 (n11n2) € D(N) (398)

3
~

i A ol s 8 S

-8 o o o0 D e
00 00 00 e ®
00 00 60 ® @
9'09 0 D6 & »

e o 0 o0 nJo o
M g,‘",’(n-j.n)
Yardimc! bosluk

kosullari

-]
~

.....'.

,W//J/

e 6 o o @

ny n,

e & o .0 00 o 0 e o o oo N @

. g::‘; (0,n-]) . gi‘;’(n-j.o)

Sekil 3.13 j. dereceden sonra tanimlanmg n. derece yardimc bosluklu iglevler,
j=1,2,---,n—1. Tarah alanda 3N — 1 yardimci bosluk kosulu vardur.

(3.17),(3.54),(3.55),(3.82) ve (3.90) esitlikleri kullanilarak, ileri-yonli bogluklu
islevler igin giincellegtirme esitlikleri 2 domeninde asagidaki gibi yazilir. ‘f:'é ‘
ﬁ: % N * <

“
1 Ty
G(o)(zl, 22) = [ 1 :I Syy(zh 22) ]i’" ’&‘?%%
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GWM)(2,2,) = KSN)AI(ZI, 22) GV =1z, 2,)

+KM Ay (21, 22) 27V 2y VG111 o5
= (3.100)
+ TNHKD Aa, (21, 22) G-V (21, 25)

+K Y A, (21, 22) 27V 2N GV -V (251 251))

¢
Burada, szi)(zl, z;) vektori

GY(21, 22) = [GE) (21, 22) GEy(21, 22) GEY(21, 22) GEh(an, ) (3.101)
j1,2 N1

olarak tanimlanir ve N. derece igin yardime: bosluklu islevlere iliskin giincellestirme
vektoru

GI(z1,25) = (K + 1) A, (21, 22) G V(21, 22)

Gj5.1

+KM AL (5, 2)2 " 22 GO -D(zt, z37)

a;,2

+K¢(1{:2A1(21 ) z2)G(N—1)(ZI ) 22)

+KM Ag(21,20) 27V 3 VGV (27, 257) (3.102)

aj4
+ Z;‘\;_l};e(i;éj)(f{:('g)Aal (21, 22)G¢(11.Y_1)(21s 22)
+R D AL, (21, 2)27Y a7V G (271 271))
j=1,2,.,N=1

olarak elde edilir.
Bu bélimde, 2-B sistemlerin AR modellenmesinde uygun olarak tanimlanmig

ceyrek-diizlem 6ngorii hata alanlar kullanan 2-B Schur algoritmasi agiklanmstir.
Her bir derecede artan sayidaki AR parametreleri 6ngorebilmek igin, birinci ve ikinci-
ceyrek diizlem bosluklu iglevlere ek olarak, yardime: bogluklu iglevler tanimlanir. 2-B
Schur algoritmas: ile elde edilen kafes siizgeg parametreleri ile AR gegis islevi parame-

treleri arasindaki iligki 5. bolimde incelenecektir. 2-B Schur algoritmasindaki

teorinin gegerliligi 7. bolimde bilgisayar benzetimleri ile kanitlanmugtir.
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4. 2-BOYUTLU YINELEMELI
ENKUCUK-KARELER ALGORITMASI

4.1 Giris

1-B’ta, gosterdikleri onemli iyi o6zelliklerinden dolayi, gegmis yillarda kafes
suzgeg algoritmalar: tzerinde oldukga yogun calisilmis ve bu algoritmalar isaret
iglemenin gesitli alanlarinda bagariyla uygulanmigtir. Bununla birlikte, gok-boyutlu
kafes stizgeg algoritmalarinin dogrudan dogruya gelistirilmesi miimkiin degildir. 1-
B’ta sabit bir kafes stizgeg yapisi tanimlanabilmesine ragmen, temel farklihklardan
dolay1 2-B’ta sabit kafes stizgeg yapisi artan derecelerde hatalara neden olmaktadir.
Dolayisiyla, geligtirilen bu tir algoritmalar, artan derecelerde tam bir ¢6ziim ver-
memektedir. Bu béliimde, 2-B’ta herhangi bir enformasyon kaybinin olusmadig: bir
yap: uzerinde durulacaktir.

AR modellerin kafes stizgeg yapilar: ile modellenmesi gibi problemlerin ¢6ziimiu
Bolim 2.3 te bahsedildigi gibi, uygun tanimlanmig uzaylara dik-izdiigiim iglemlerinin
uygulanmas1 seklinde tanimlanan geometrik yaklagimlarla elde edilebilir. Bu
bolimde oncelikle 1-B’tan dogrudan genigletilerek elde edilen 2-B 6rnek uzayi,
gecmis gozlemler uzayi 2-B dik izdiigiim operatorii, dik ayristirma gibi temel kavram-
lar tanimlanacaktir. Daha sonra, Ileri- ve geri-yonli 6ngori hatalarinin dik izdigim
operatorleri kullanarak elde edilmesi ve 2-B yinelemeli enkugiik-kareler algorit-
masinin geligtirilmesi incelenecektir.

4.2 Temel Kavramlar

4.2.1 2-B Izdiisiim

Verilen bir 2-B gozlem isareti igin, karesel destek bolgesine sahip N. derece
bir AR modelin olugturulmas: problemini diigiinelim. Burada N. derece 2-B AR
model ile her iki uzamsal koordinat yoniinde N. derecede olan AR model kaste-
dilir. Enkiigiik-kareler anlaminda, problem ongori hatasinin karesel degerlerinin

toplaminin enkiigiik yapilmasidir.
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N N
min (Y Y [€™(n1,n,)]?) (4.1)

n1=0n2=0

Burada, e™(n;,n;) ongorii hatasidir ve agagidaki gibi tanimlanir.

A -
G(N)(nl,nz) = y(nl,"z)—y(nl,nz)

y(ny,nz) Z Z a, y(nl —,ny —J) (4.2)

=0 ;=0

(4,5)# (0,0)

Burada, y(n,, ny) ongériilecek siirece iligkin gozlem degerleridir. (4.2) esitligi matris
yapisinda yazilacak olursa,

C(N)(nl,nz) =y(ny,n2) — Y Ay ; (4.3)
elde edilir. Burada,
N N) (N N N) (N N
Ay = [a) a((n) a((,N) a(o) agl) 15 aiN) s 0) a! 1) e GS] (4.4)

ve Y gegmis gozlemler uzayimn temsil eden 1 x (N x N) boyutlarinda,
yr= [y(n1,n2 — 1) y(n1,n2 = 2) ... y(n1,ny = N) y(ny — 1,ng)
y(ny —1,np — 1) ..y(ny — L,ny — N) ... y(ny — N,ny)
y(ny — Nyny — 1) ... y(n1 — Nyny — N)] (4.5)

seklinde bir vektordiir. Enkiigiik-kareler ¢oziimii asagidaki gibi ”pseudo-inverse” ile
elde edilir.

AM = (YTY)" ' YT y(ny, ny) (4.6)
(4.6) esitligi kullanilarak (4.2) asagidaki sekilde yeniden diizenlenebilir.

e™M(ny,ny) = (I — Py)y(ni,n) (4.7)
Burada Py izdiigiim operatoriidiir ve asagidaki gibi tanimlanir.

Py =Y(YTY) ' YT (4.8)

Py herhangi bir vektorit Y yi olugturan gecmis gozlemler uzay: lizerine izdiisiiriir.
Bu izdiigiim operatoriiniin dik eslenigi de bir izdiigiim operatéridiir ve vektorleri
Py’e dik bir uzay fizerine izdiigiiriir. Bu da asagida tamimlanmgtir.

Py (I - Py) (%)
Dolayisiyla,
e(N)(nh n2) = P}I\.Iy(nla n2) (410)

seklinde ifade edilebilir.Burada 6ngérii hatasi e®™)(ny,n,), ongoriilen bilesene,

¥(n1,n2) = Pyy(ni,ns) (4-11? :

diktir.
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4.2.2 Ornek uzay:

{y(n1,n2) € R (0,0) < (ny,n3) < (T,T)} gergel degerli zaman 6rneklerini
ve bu veri orneklerince belirlenen dogrusal uzay: diigiinelim. Bu veri 6rnekleri
klasik yaklagimla, ornek-iirete¢ uzaymnda (sample-product space), bir vektor olarak
agagidaki gibi tanimlanabilir.

ly)rr = [¥(0,0) y(0,1) ... (T, T)]" (4.12)

Burada |y)7r Ornek-tirete¢ uzay: iginde yer alir. Ornek-iireteg uzay1 bir Hilbert
uzayidir ve agsagidaki gibi gosterilir.

o
Hr=RxRx--xR=111IR : (4.13)
0 O

Buradan Hz nin (7 + 1)* gozlemce kapsandigi goriilmektedir.  Verilen bir
|z)7.7, |y)T,7 € Hr igin bu uzayda i¢-garpim asagidaki gibi tanimlanir.

A R g
(elydrr = 303 a(i (4.14)
=0 =0

Burada |z)7r'nin devrigi (z|rr ile temsil edilir. Ote yandan, istatistiksel
yontemlerle baglant1 kurabilmek igin i¢ garpimin ergodik sistemlerde E[z(z, j)y(z, j)]
kovaryansinin yaklagikligi oldugu goz 6ntine alinir.

Jim, g5 elohnr = Bla(i, )yt ) (4.15)

4.2.3 Dik izdisum

|z)7.7, |y)7.r € Hr olarak iki vektor verilsin. Bu iki vektor, (z|y)r,r = 0 sartin

sagliyorsa birbirlerine diktir (|z)r,r L |y)7,7)- Aym sey alt uzaylar iginde soylene-
bilir. Hr’ de tanimh M ve N alt uzaylarinin birbirine dik olmas igin (M L N),
biitiin |m) € M ve |n) € N’ler birbirine dik olmalidir. Yani,

(jm) L |n)) V |m) € M ve [n) € N) = (M L N). (4.16)

Oteyandan herhangi bir vektérii, bir alt uzay tizerine dik olarak izdugiiren isleme
dik izdiigiim operatérii denir. Buradan, |z)r,r € Hr'yi |y)r,r uzerine izdisiren P,

izdiigiim operatort,

P, £ ly)rr(yly) T vlrr (4.17)
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seklinde tamimlanir. Oyleki P,|z)r,r,|z)rr'nin |y)rr iizerine izdisimidiir. Bu
izdigim iglemi geometrik olarak gekil 4.1’de goriilmektedir.

Sekil 4.1 |z)r7 nin Hr de tanimh |y) 77 alt uzay tizerine dik izdiigiimii.

4.2.4 Gegmis gozlemler uzayi

Hr uzay igerisinde, |y)r r’nin gegmis gozlemlerinin kapsamindan olusan bir
Yi1(0, N; 0, M) alt uzay: tanimlanabilir. Bu alt uzay asagidaki gibi verilir.

Yei(0,N;0,M) = {|z7°27"y)rry 3,5 =0,1,....,N ve (3,7) # (k,1)}
= {rr 127'W1r 1271 i My)rrs 127 )
20 2 s 20 2 My)rr) (4.18)
Ote yandan, bu uzay tizerindeki izdliigim operatori asagidaki gibi olacaktir.
Py, om0 = [Yia(0, N;0, M))r (Yiea(0, N30, M)[Yeu(0, N3 0, M)) 7y
(Y (0, N;0, M)|rr (4.19)
ve dik eslenigi

L a
P Yk, (0,N;0,M) = S Yie,1(0,N;0,M)

seklindedir.
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4.2.5 Ileri- ve geri-yonlii ongori hatalar:

ly)r,r'nin Y, ,(0,N;0, M) alt uzayr iizerine izdiigimii |y)77'nin gegmis
gozlemlerine dayali enkiigiik-kareler kestirimini verir. Diger bir deyisle N. derecede
ongoru hata vektori asagidaki gibi elde edilir.

N
Ief)o))T,T = |y)T,T—Pyoo(o,N;o,N)|y)T,T
= Py onomly)TT (4.21)

Burada, |e(()g))T‘T, Y(0,N;0,N) alt uzayinda tamimh ve dik izdiigiim nedeniyle,
Yoo(0, N;0, N) alt uzaymna diktir. Enkiigiik-kareler ¢oziimii i¢in buna kars: diisen
ongoru hatasinin kovaryans: enkiigiiklestirilecektir.

N N N N N '
&) = (5 eVt = (ebo )T = (yleby ) r.r (4.22)

[zdiigiim islemi ile ongori yaklagiminin birbiri ile iligkisini gorebilmek igin, bir
vektorun en son bilesenini alarak, Hr den R ye gecis saglayan bir koordinat harita-
lamas1 vektort (4.21) esitligine uygulanarak,

(el )r.r = (Mly)r.r — (H[Yeo(0, N;0, N))z.7

elde edilir. burada II, 1 x (T x T) boyutlarinda koordinat haritalamas: vektorudir
ve agagidaki gibi tamimhdir.

ImM=[0000--- 01] (4.24)
(4.24) bagintis1, (4.23) de yerine koyularak,
e$(T,T) = y(T,T) = W(T.T = 1) y(T.T -2) --- y(I.T - N) y(T - 1, T),
y(T -=1,T=1) --- y(T=1,T=N) ---y(T = N.T - N)|Ay

N N
=y(T,T)- 3 3 A (T -i,T —)) (4.25)
()% (00)

ifadesi elde edilir. Ote yandan, Bolim 2.3 te belirtildigi gibi, 2-B’ta 1-B'un aksine
1 degil ¢ adet geyrek-diizlem geri-yonli dngorii hata vektori tammlanir. Bunlar:

ikinci-geyrek diizlem igin,

s -N
Ieﬁ;’))r,r = |z7Vy) 1T — PrwoNom |z ¥TT

= P} onomls UTT (4_526‘)*}
v \.‘
Burada, [e{')77, Y(0,N;0,N) alt uzaymda tammh ve dik izdisim nedeniyle, ™ 'y
Yxo(0, N;0, N) alt uzayma diktir. Dolayisiyla, enkiguklestirilecek kovaryansi, 3 t}
h N
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N N =
R = (el lefo ) rr = (i 27V y) rr (4.27)
seklindedir.

Ugiincii-ceyrek diizlem igin,

(N 5 g by
6 )r.r = 157 V7 Ny — Pryyonvomla Vs N y)rr
ot P}J’-NN(O,N;O,N)|zl—Nz;Ny>T.T (4.28)
ve kovaryansi
N N (N
R = (680168 1 = (€ 127V 2N y) 1 (4.29)

ve dordiincii-geyrek diizlem igin,

~(N = =
B3 )>T.T = |z My rr — Prowovomy |z N y)rr
=P "~
¢°N(0,N;O'N)|Zz y)T.T (4.30)
ve
N (N <(N AP 5
RY = @10 ) rr = €% 15Ny rr (4.31)

seklinde olacaktir. Sekil 4.2 de birinci-, ikinci- , igiincii- ve dérdiincii-geyrek dizlem
hata vektorlerine ait destek bolgeleri gorilmektedir.

Sekil 4.2 ceyrek diizlem ongoru hata vektorlerine xh§km destek bolgeleri (a)
le%)z.7, (b) lefa))z.r, (©) [0 )rrs (d) [E ) rr

RN
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4.2.6 Alt uzaylarin dik ayristirilmasi

Bir alt uzay &, birbirine dik bilesenler igeriyorsa, bu alt uzay birbirinden
bagimsiz daha kiigiik alt uzaylara boliinebilir ve onlarin dogrudan toplam olarak
ifade edilebilir.

S = 51 @ 82 (432)
Burada, &; ve S, birbirine dik iki alt uzaydir ve & dik ayristirma operatorii olarak
isimlendirilir. Buna gore, Ie((,g ))T,T,Y(O,N ;0,N) alt uzayinda yer aldigindan ve

Yoo(0, NV;0, N) alt uzayma dik oldugundan, Y'(0, NV;0, N) asagidaki gibi verilebilir.

Y (0, N;0,N) = Yoo(0, N;0,N) & |eSoVzz (4.33)
Ote yandan, bir z vektdriiniin, birbirine dik iki altuzaya aynstirilan bir S altuzay:
lizerine izdiigimi, z’in bu alt uzaylarin herbirine olan izdistimlerinin toplamidir.
Buna gore, Y (0, V;0, N) uzay: uzerine izdiisiim operatorti,

Py (0,n:0,8) = Proo(0,n0,8) + Peg{)v) (4.34)

olarak elde edilir. Ote yandan bu izdiisim operatoriiniin dik eslenigi,

I— Pyionony =1 = [Pyyonon + Peggr)]

esitliginden,

Py o.n0ny = Pisonon — P (4.35)
olarak elde edilir. Burada,

Py = el )rr(eloleo )zir (et Ir.r (4.36)

seklindedir.
Ote yandan, kafes siizgeglerde geciktirilmis geri-yonli hata vektorlerinden fay-

dalanilir. Bu durumda ikinci-geyrek diizlem igin,

Y(1,N 4 1,0, N) = Yusro(1, N + 1,0, N) @ |27 'eld )77 (4.37)

Buna bagli olarak, Y(1, N + 1;0, N) uzay tzerine izdligiim operatori,

PY(I,N+1;0,N) - PYN+1,0(°:N;°vN) > le"le(llov) (438)
ve dik eslenigi
PffL(x,N+1;o,N) =77P1%N+1,o(1,N+1;0,N) = P,l—le(lf;') (4.39)

Benzer bagntilar iigincii- ve dérdincii-geyrek diizlemler iginde gikartilabilir.
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4.3 Derece Giuncellegstirme Yinelemeleri

2-B’ta derece giincellestirme bagintilarini1 elde etmek 1-B’taki kadar kolay
degildir. 1-B ta her bir derece artigta ge¢mis gozlemler uzaymin boyutu yalnizca bir
vektor geniglerken, 2-B ta dereceden dereceye degismektedir. Y (0, N;0, N) uzay
(N + 1)? adet gozlem vektorinii kapsar. Uzayin boyutu bir derece artirildiginda
Y(0,N + 1;0,N + 1) uzay1 (N + 2)? gozlem vektoriinden olusur. Dolayisiyla N.
Dereceden (N + 1). dereceye gegiste

(N+2?-(N+1)*=2N+3

yeni vektor uzaya katilmaktadir. Bu nedenle 1-B’ta elde edilen sabit kafes siizgeg
model ile boyle bir uzaydaki herhangi bir vektori digerleri cinsinden artan derece-
lerde temsil etmek miimkiin degildir. Dolayisiyla derece giincellestirme bagintilari,
artan derecelerde biiyliyen kafes yapisimi olusturabilmek igin derece derece incelen-
melidir.

4.3.1 Birinci derece

Birinci-geyrek diizlem hata vektori,

le(()%))>T.T = |y) 7 e PYoo(O.l;O,l)ly)T,T
= |y)rr — [Yoo(0,1;0,1))77
(Yeo(0, 1 0, 1)[Yoo(0, 13 0, 1))7%(¥s0(0, 150, 1)) 7.7 (4.40)

seklindedir. Burada baz1 i¢ garpimlarin iligkilere kars: dustigu gorilebilir.

(Yo0(0, 1;0,1)[Yoo(0, 150, 1)) 7 = Ry 0.10.0) (441)
ve

(Yoo(0,1;0,1)|y)z.r = AW (4.42)

Burada A kismi yada dolayh iligki olarak isimlendirilir. Bu tammlamalara gre
(4.40) esitligi agagidaki gibi yazlabilir.

err = ly)zr — [Yeol0, 20, )Ry} oaonyA®
= |yrr— M (4.43)

Burada |1} 7 birinci derece dngdri vektdridir ve asafidaki gibi verilir.

~ — A0 A >y .
Iy(l))T.T s IYOO(O» 1;0, 1))‘I‘J‘R)r;,:,(o\n‘o,x)A(l F (14‘" \\
=

&

(4.6) ifadesinden
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5M)1r = |¥o0(0,1;0,1)) 7,7 A (4.45)

seklinde de yazilabilir. Burada A(") birinci derece birinci-geyrek diizlem eniyi AR
katsayilar: vektoradir.

Simdi, hata vektorlerinin olugturdugu bir M hata vektérleri uzay: tanimlansin.
0. derece igin,bu hata uzay1 0. derecedeki 4 adet geyrek-diizlem hata vektoriinden
olugur ve agagidaki gibi tanimlanir.

MO = {|ef)rr, ez E6) 77 |E56) 7,7 ) : (4.46)

baglangic kosgullar1 olarak 0. derecedeki hata vektorleri, 1-B’ta oldugu g1b1 gozlem
vektort |y)7,r olarak secilirler.

et = e rr = e rr = 87T = 1T A5 o)

Ote yandan, geciktirilmis hata vektérleri uzayn,

MO = (|7, 127N 11, |27 25 e 17, 125 60) 1 ) (4.48)

seklinde tanimlanir.
Yukarida verilen tanimlardan hareketle |e )T'T’yl geciktirilmis hata vektorleri

uzayinda yazabiliriz.

|€ >TT = |€ )TT i3 |€(o)) (4.49)
burada,
e = PM},‘”I les).r (4.50)

seklindedir. (4.50) egitliginde M 1 ise asagidaki gibidir.

ME = (|72 rr, |27 2 e 1 |27 260 ) 7.7} (4.51)

(4.17), (4.50) bagmntilarin1 kullanarak (4.49) yeniden diizenlenirse,

le)rr = les)rr = Ppg) leSo) 1.7
0 o
= lehrr — M ‘°’>n< MO M) T (MS) leR)Tx (4.52)

elde edilir. (4.41) ve (4.42) bagtilarindan esitlik daha da basitlestirilebilir.

0 0)~! A (0)
e r.r = &) — IMSA) 17 R, AD)
= e)rr - IMS)) Tk

burada
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K0 = 1) = (K2 K2 &) (450
olarak verilen yansima katsayilari vektorudir ve
() _ Rln=1 Aln=1)
kg’ = Ry, Ap (4.55)

ifadesinden elde edilir. (4.47) esitliginde verilen baslangig kosullarim1 dikkate alacak
olursak,

M), = Yoo(0,1;0,1) (4.56)

oldugu gorulur. Bu ifade (4.52) esitliginde yerine koyulursa,
(1) — .00 e (0)
leoo )7,7 = |eoo )17 — P M), leco ) 7,7

= lY)1.1r = Proo0,10)¥) 1T (4.57)

oldugu goriiliir. Boylece, (4.45) ve (4.53) bagintilarindan, birinci derece igin k¥ =
1 olur. Béylece enkiiciiklestirme sart1 olan

(€58 Yo0(0,1;0,1)) 7 = (elg |MS\)rr =0 (4.58)

saglanacaktir. Benzer sekilde ikinci-geyrek dizlem hata vektori igin,

lefo)r.r = |27 eQ)r.r — €107 _ (4.59)

Err =P M) = e T (4.60)

yazilir. Burada, ikinci-geyrek diizlem 1. derece hata vektorleri uzay:
ME) = {le§)rr 1o 25 6% ), |2 &0 )1, (4.61)
seklindedir. Buradan,

-1,(0)
Ielo )11 = |27 15{0))TT s PMg,)2 |21 ‘el )1,

0)~1 A (0

= |z @) rr — (MEY) TR, AD)

= |77 e — (ME)) 7 k™ (4.62)

olarak yazilir Burada k yansima katsayis: vektorii asagidaki gibidir.
kO = kD) = [£D &Y &)

Ote yandan, (4.59) esitligi baslangig kogullar1 kullanilarak yeniden yazilirsa,
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|6 )TT = |21 Iego))TT =3 Mg>2|21—16£%))7",r

= |27'Y) 11 — Prioopi0)|27  Y) 1T (4.64)

elde edilir. (4.64) esitliginden, |e§},))T,T’in hem 1. derece ikinci-ceyrek diizlem hata
uzayma, hemde Y30(0, 1;0, 1) uzayma dik oldugu gorilir.

(€10 [¥10(0, 1;0, ))zr = (ef0 | Mp))r.r = 0 _ (4.65)
Boylece, k() = A elde edilir. Bu da 1. derecede, hata uzayindaki ¢ozimiin goézlem
uzaymda elde edilen ¢6zim ile ayn1 oldugunu gosterir. Daha butun bir ifade elde
edebilmek igin (4.53) ve (4.62)’da verilen giincellegtirme bagintilar1 birlestirilirse,

e =, + KOMY  (4.66)

elde edilir. Burada,

(n)
o™ s [ Ie(()g))T.T } (4.67)
leto’)
1 608
= 4.
0 B k(") k(ﬂ)
Ko = | | 10 -8 TN 4.69
[_kgg) 0 i g (499)
ve
MY = {|e§)r |7 eso )1 15 25 e, |2 60 ) 1.} (4.70)
seklindedir. Bu ifade diizenlenerek daha kullanigh bir yapiya getirilebilir.
e® = KVeOr + KM&O" (4.71)
Burada,
n (n) (n)
1 & (n) -k —ko
K™ — 10 } K™ = — 4 o (4.72)
1 [ % UG 5 -k -k
ve geciktirilmig vektorler,
(n) 1()
o= — lego )?‘T } an)* = [ lzl 212 (e())o )11 ] @23)
|z e(d) 1T |22 €' ) 7T I
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seklinde verilir. Benzer sonuglar1 iigincii- ve dordiincii- geyrek diizlem hata
vektorleri i¢in elde etmekte mumkiindir. {tigiincii- ve dordiincii- geyrek diizlem
hata vektorleri birirnci- ve ikinci-geyrek diizlem hata alanlarina simetrik oldugundan

yayihm esitligi;
a® = k(Mg 4 K(Ve©~ (4.74)

seklinde olur. Asagida 1. dereceye iliskin 2-B kafes yap:1 gorulmektedir

9,
G T T A L s A e AR - L 5 |
|
» | K:") mjl e(ﬂ)
e (n-1 | I——C‘r + I
I
|
|
: Kzn) I
1 (n) |
-(n-l)* ! . I
b I AcrEs
e o | e
| n) [
W Ks I
B e e e D s 1

™ o :Carpu:l corpum matrisleri, yvkaridan asadiya

e B et L

Sekil 4.3  Enkiigiik-kareler kafes stizgeg algoritmas: ile tanimlanan kafes siizgeg
yapisinin birinci kata iliskin i¢ baglantis:

4.3.2 2. Derece
Ikinci derece icin birinci-geyrek diizlem hata vektorii gegmis gozlemler uzaymnda
agagidaki gibi yazilir.

le§e)7.r = [¥)1.1 — Proo(0202)¥) 7,7 (4.75)

Burada, enkiiciik-karesel hata igin, Y(0,2; 0,2) uzayinda tanimh Ief,f,))T,T, bu uzayin
bir alt uzay: olan Yp0(0,2;0,2) ye dik olacaktur.

(e$e)1¥00(0,2;0,2))r.7 = 0 (4.76)
Boylece, dik ayrstirma kullanilarak Y'(0,2;0,2)
Y(0,2;0,2) = Yo0(0,2;0,2) & leig)z.7 ; (477)
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seklindede yazilabilir. Ote yandan, (4.75) esitligi yeniden diizenlenirse,

|C(2)>TT = |y)rr — |Y00(0,2;0,2)) 7.7
(Y00(0,2;0,2)[Y00(0,2;0,2))77(¥00(0, 2; 0, 2)|y) 77 (4.78)

olarak yazilabilir. Burada,

(Yoo(0,2;0,2)[Y00(0,2;0,2))77r = Ry, 0202) (4.79)
ve
(Yo(0,2;0,2)|y)7.r = AP (4.80)
Buradan, ‘
le)rr = [y)rr — [Yo(0,2;0,2)) 7.7 R} 0202 AP
ly)r,r — [Y00(0,2;0,2)) 7.7 A (4.81)

Burada A(?) ikinci derece AR katsay: matrisidir.

1-B’takine benzer sekilde yinelemeli bir yapi elde edebilmek igin legf)) V1.1
hata vektdrleri uzaymnda tanimlanmalidir. Bu yapilirken geyrek-diizlem igerisinde
kalinmali ve bir birimlik gecikmeler kullanilmalidir. Ikinci derecede, birinci-geyrek
duzlem hata vektorii hata uzaymnda hata uzayinda asagidaki gibi tanimlanir.

leSe)rr = lese) . — PMm leSe) ). (4.82)

Bura.da ¢oziimiin eniyi olabilmesi icin hata vektorleri uzayinda elde edilen
|eld) )rr'nin, Yp(0,2;0,2) gozlem vektorleri uzaymna uzaymna dik olmasi gerekir.

uzaymdaki izdiigiime esit olmas: gerekir.

leshrr = leS)rr— Py leSo ) 7.7
= Y11 — Pro(0202)|¥)7,7 (4.83)

Béylece, problem MY DA ) hata vektérleri uzaymin belirlenmesine indirgenir.
2. derecedeki gozlem uzayinda,

(Y00(0,2;0,2)|eSe) 7.1 # 0

Dolayisiyla, efy))r.r den eV 7.7 nin elde edilebilmesi igin bu dikligi bozan bilesenlerin

yok edilmesi gerekir. Boylece, (4.83) ifadesi saglanacaktir. (4.83) ifadesi el ))TT
nin ¥po(0,2;0,2) uzaymin 8 bilesenine dik olmasini gerektirir. Ote yandan, hata

vektorleri uzayini olugturan tiim
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la: z2’ g;))TT ve |z z2’e( ))T,T

1,7 =0,1 ve pg = {00,01}

vektorlerlerinin |27 'z;'y)7r ye dik oldugu gorilir (4.58), (4.65). Diger bir
gosterimle,

(557 122 e = 0 ve (a2 80| a7 e = 0 (484

olacaktir. Bu durumda (4.76) bagintisinin saglanabilmesi igin hata uzay: boyutunun
7 olmasi yeterli olur. Ote yandan, modiilerligi saglamak igin birinci derecedeki yapiy
korunmalidir. Dolayisiyla, birinci derecede tanimlanan hata vektérleri uzay: ikinci
derecede tanimlanan uzayin bir alt uzayr olmalidir. Boylece, ikinci derece hata
vektorleri uzayi :

MS) = M5l uMb), (4.85)

gibi iki uzaymn birlesimi seklinde olacaktir. Burada M l(; )1 uzayimi olusturan
dogrusal bagimsiz 7 vektoriin 3’1 birinci derecede MD1 uzayinda (4.51) bagintisi)

tanimlanmistir. Geriye kalan 4 hata vektorii MY D11 uzayinda tanimlanir. Ancak ne
yazikki elimizde, geyrek-diizlem modellemenin geregi olarak uzay: olugturmak i¢in
yalnizca li¢ adet dogrusal bagimsiz hata vektori vardir ve bu vektorler MY D. 1 uzayini
olusturmak igin kullanilmiglardir. O halde, uzayin boyutunu artirabilmek igin 4 adet
dogrusal bagimsiz yeni hata vektorleri tanimlanmalidir. Bu yeni hata vektorlerine
"yardima hata vektorleri” adi verilir. Yardimc: hata vektorlerinin elde edilmesinde,
birinci derecede tanimladigimiz temel ileri- ve geri-yonli hata vektorleri kullamilir.
fleri- ve geri-yonlii hata vektorlerinin uygun bir sekilde geciktirilmesiyle yeni
dogrusal bagimsiz hata vektorleri elde edilir. Bu hata vektorlerinin tanimlanmasinda
iki temel sinirlama sozkonusudur. Bunlar agagidaki gibi 6zetlenebilir.

a) Tanimlanan yardimci hata vektorleri, artan derecelerde kullanilmak iizere hesa-
planacagindan, bu hata vektorleri yinelemeli olarak hesaplanabilir olmalidir. Diger
bir deyisle, tanimlanan hata vektorlerinin destek bolgesinde yineleme yonii agik ol-
malidir.

b) Hata vektorlerinin elde edilmesinde her iki uzamsal koordinat yoniinde yalnizca
bir birimlik gecikmeler kullanilabilir.

Sekil 4.4 de, 2. derece igin model destek bolgesi gorilmektedir. Sekilde M (1)
hata uzayim kullana.rak elde edilecek kafes siizgeg parametrelerinin temsil ettlgl
noktalar gériilmektedir. Bu noktalar iiggenler ile gosterilmigtir. Kare ile gosterilen
noktalar1 temsil edecek kafes siizgeq parametreleri ise bu derecede ta,mmla.na,"'
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M(Dl,)l.l uzaymnin bilesenlerince kullanilarak belirlenir. MDll uzaymi olugturacak
yardimc hata vektorleri asagidaki gibi gosterilir.

Sekil 4.4 2. derece geyrek-diizlem bir AR alana iligkin model destek bolgesi.
Uggenlerle belirtilen noktalar, MY DA ) hata uzayimnda tanimh ¢eyrek-diizlem
ongori hata alanlari kullanilarak elde edilen kafes stizgeg parametrelenin
temsil ettigi noktalar1 gostermektedir. Kareler ise yardimc: hata alan-
lar1 kullanilarak elde edilen kafes stizgeg parametreleri ile temsil edilen

noktalar:1 gostermektedir.

e (4.86)

Yukaridaki sinirlamalar 1giginda, Sekil 4.4 de kare ile gosterilen dort nok-
taya iligkin parametreleri ongorebilmek igin kullanilacak yardimci hata vektérleri

4 degisik sekilde baglangig kosulu segilerek tanimlanabilir.
Birinci segim:

eidrr =leld)rr , leta)re = [&g)rr i
err = lef)rr » lefdrr = lei)rr

seklindedir. Burada,geciktirilmig yardimc: hata vektorleri agagidaki gibi tanimlanur.

el = A,, (21, z2)e) » (4{88)_:_'1\

Burada,



96

e 0 0 0
0 £ 8 g
Aax(zla 22) — 0 $ 0 ’ 22_1 0 (489)
0 0 0 zl'1

seklindedir. Bdylece, yardimci hata vektérlerinin olusturdugu M) D11 hata vektorleri
uzay1 asagidaki gibi tanimlanir.

M3 =l g e, |72 e er, 127 e rr, lorte e} (4.90)

Elde edilen yardimci hata vektorlerine iliskin yineleme yonleri Sekil 4.5 te
gorilmektedir.

4+ n,
® ® [
/I{('lé)
fir
® ® ®
(1) (1
l°1.3>T_TI /r.'i Soyer

-——1D4;Ti::;;jli @ ~

Sekil 4.5 Birinci segime gore tamimlanan yardimc: hata alanlarmin yineleme
yonleri. Oklar yineleme yonleri ve ikinci derece igin yardime: hata alan-
lar1 ile belirlenen kafes stizge¢ parametrelerinin iligkili oldugu noktalar:

gostermektedir.

Ikinci segim:

(1)) ~(1))

eDyrr = lef)rr o leirr = 1e@)re
seklindedir. Bu sekildeki segim igin, geciktirme matrisi A,, (21, 22) asagidaki gibidir.

o B 588

1
6. '8 0 '

Aa.l (21, 22) e 0 B P -1 0 (492)
e

Buradan, ikinci se¢im igin yardimci hata vektorlerinin olugturdugu MD1 4 hata ™

vektorleri uzayr asagidaki gibi tanimlanir.

" %
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MP) 1 = {lz7 e e, 27D rr, 177 e s, 1ot e)rr) (4.93)

Elde edilen yardimci hata vektorlerine iligkin yineleme yonleri Sekil 4.6 te
goriilmektedir.

4 n,
. . .
ali)
l ,»,_,I
ity O
|l |.“’
L3y, Fal
— @ —& o~
|ofL)y, 1

Sekil 4.6 Ikinci sekildeki secime gore tammlanan yardime: hata alanlarinin
yineleme yonleri. Oklar yineleme yonleri ve ikinci derece igin yardimai
hata alanlar: ile belirlenen kafes siizge¢ parametrelerinin iligkili oldugu
noktalari1 gostermektedir.

fj'gﬁncii ve dordiincii segimler birinci ve ikinci segimlerde belirlenen yardime: hata
alanlarinin farklh eslestirilmesiyle elde edilir.

["Jgﬁncii segim:
(1)
leiir = lef)rr . leiglrr = é)rr -
|613 TT—le(()})))T.T ; Ie )TT leoo)rr

seklindedir. Bu sekildeki se¢im igin, geciktirme matrisi A, (2. 22) asagidaki gibidir.

alet NS
0 £ A =) s
A“"'1 (2'1, 22) s 0 l0 22—1 0 (4-9{))
0 st

Buradan, iiciincii segim igin yardimar hata vektorlerinin olusturdugu Mg)“ hata
vektorleri uzay: agagidaki gibi tanimlamr.

)
D1 = {Iz,"z{‘eg Ner 2 el 5 'e e, |z e drr) (4.96)
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Dordiincii segim:

@y (s ial®
ley1)7,r = €0 )T,T > |6 ) T = |€10 )17 (4.97)

1
led %)TT = les)T.T |€1,4) T = les)rT

seklindedir. Bu sekildeki se¢im igin, geciktirme matrisi A,, (21, z;) asagidaki gibidir.

» 0 g8

zy
Rt gy
0
0

A, (21,22) = (4.98)

0 221 0
0 0 5

Buradan, dordiincti segim igin yardime: hata vektorlerinin olusturdugu M (Dl‘)“ hata
vektorleri uzay: asagidaki gibi tanimlanir.

MD e {22—1391)>T.T’ E 16% %)T T, |27 eg :;)T T, |21 165 bT,T} (4.99)
Baslangi¢ kosgullarinin birinei, ikinci, tglincii yada dordiincii sekilde segilmesi
keyfidir ve algoritmanin basariminda temel bir farkhilik yaratmaz. Ayrica, Ar-
tan derecelerde baslangi¢ kogullarinin segimi daha o6nceki derecelerdeki segime bagh
degildir. Ancak, farkh sekildeki segim herbir derecede farkl bir kafes siizgeg yapisi
ortaya gikaracagindan modiler bir yap: elde edilemez ve n. derece icin genel bir
bagint1 tanimlanamaz. Bu tezde, modiilerligi saglamak ve n. derecede genel bir
ifade verebilmek igin, biitlin derecelerde baslangig kosulu olarak birinci segim kul-
lanilmigtir. Boylece, (n+1). derecede kafes siizgeg parametrelerini elde etmek igin ilk
defa tanimlanacak ileri-yonli yardime: hata vektorlerine iligkin baslangic kosullar,

ex)re = leld)ar o lenalr = &)z s
ey = e&)rr , lemdrr = 6%)1r

seklindedir ve geciktirme matrisi A, (21,22) (4.89) esitliginde tanimlanmistir.
Boylece, 1. dereceden sonraki herbir derecede uzaya eklenecek 4 yeni yardimci hata

vektoriintin olusturacag uzay;

1,(n) (n)

MM =1 08 ))TT, |z ej5 )11, |27 64 )rr  (4.101)

D1]"{|z =23 5 )TT, lzl z; €

seklinde olur.
Ote yandan, geri-yonlii yardime: hata vektorleri igin baslangig kogullari;

1 = lefo)rr (4.102)

leftn.%)TT = |€go

ve geciktirme matrisi

34 0
01 0 :

Ay, (21, 22) = 00 z 0 (4.103)
00 7
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seklinde olacaktir. Buradan, M) D uzayl, (4.51)),(4.85) ve (4.99) esitliklerini kulla-
narak asagidaki gibi yazilir.

s 1 — i 'R
{Izl 1ego))T T, lzl l22 1633))11, lzz leﬁ)))T,T, |21 Z9 1e£ 1))TTv

EN 22165 Nrr, |2213£3),>TT, |27 e N 11} (4.104)

=
s

Ote yandan, (4.84) bagintisindan
(MP)la7' 23 y)rr = 0 | (4.105)
oldugu gorulir. Dolayisiyla,
MB) & |27 27 y)rr = Y(0,2;0,2) " (4.106)
seklinde ya.zﬂabililr. Ayrica, yine (4.84) bagintisindan,
(s 2 23 y) 1 = 0 (4.107)

oldugu goriliir.
(4.105) ve (4.107) ifadelerini (4.83) bagintisi ile birlestirdigimizde,

g °()1lfll—zlzi2y);)i:f . }=>( Rlztzy)rr =0 (4.108)
olacaktir. Sonug olarak,

((ebo)rr = Py leto)7,7)[¥oo(0, 2:0,2)) 7 = 0 (4.109)
oldugu goruliir. (4.82) esitliginden,

(€60 1%00(0,2; 0, 2))7,7 = 0 (4.110)

olarak elde edilir. Buda hata uzaymda elde edilen sonucun gozlem uzayinda elde
edilen sonug ile ayn1 optimal ¢éziimii verdigini gosterir.
(4.19),(4.41),(4.42) ve (4.55) bagintilarim kullamlarak, (4.82) ifadesi yansima

katsayilar: cinsinden yazilabilir.

leS) . = leSo)r.r — [Mp))r.rk® (4.111)

Burada k(? ikinci derece yansima katsayilarnn vektoridir ve asagidaki gibi
tanimlanir.

k@7 = k@ kP
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T W . & swe
Burada kg) birinci derecede (4.54) esitliginde tanimlanmstir. k,(.")T ise, birinci
dereceden sonra tanimlanan yeni yansima katsayilar1 vektorudiir.

n)T n n n n
ks F = [kf,l) kz(.z) kz(,3) k§,4)] (4.113)

seklinde tanimlanir. Ote yandan, ikinci-geyrek diizlem hata vektori |e )TT nin
hata uzayindaki kestirimi asagidaki gibi yazilir.

|6’ )TT = |27 lego))TT = M(l) |z eﬁo’)rr (4.114)

Burada MS’Z uzay1 birinci-ceyrek diizlemde oldugu gibi 7 hata vektériinden
olugmaktadir ve asagidaki gibi verilir.

Mp), = Mp U Mp), (4.115)
(4.115) esitliginde gorilen MD2 alt uzay: (4.61) ifadesinde tanimlanmistir. Mg’zl

yvardimc1 hata vektorleri uzayi ise asagidaki gibidir.

MG} = {17 2 e rry (€D rr, 12 e, 12 e ) (4.116)

1<j<n

Boylece, ikinci derece ikinci-geyrek diizlem hata vektorleri uzay: My, (1)

= {le¥)r, @), 15561, 127 25 el ),

&N ez 125 e rrs |27 e T} (4.117)

o]
it

olacaktir. Birinci-ceyrek diizleme benzer sekilde (4.114) esitliginden

( |21 =23 y)TT =0
ifadesi elde edilir. Sonug olarak,

(7" eV rr - Py |27 e80)7.7) [ Y20(0,2;0,2))7,7 = 0 (4.119)

bulunur. Buda ikinci-geyrek dizlem igin, hata uzayindaki ¢oziimin gozlem
uzayindaki ¢éziimle ayni optimum ¢oziimu verdigini gosterir. Ote yandan, (4.114)
ifadesi yansima katsayilar: cinsinden elde edilirse,

e rr = o' ed)rr - [Mpa)rak® - (12003
bulunur. Burada k(® ikinci-ceyrek diizlem yansima katsayilari vektoridiir. ~
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k@7 = [k k"] (4.121)

~ v ~
olarak tanmimlanir. Burada kg) birinci derecede tanimlanmistir. kf")T yansima

katsayilar: vektori ise,

seklindedir. (4.111) ve (4.120) ifadeleri birlestirilirse,

e® =, - KOMp + Kile® + K{)s?" (4.123)
elde edilir. Burada e(® (4. 67), 1 (4 68), K® (4.69) ve MY (4.70) esitliklerinde

tanimlanmigtir. Ayrica, K( 1) ve K yan51ma katsayisi matnslerl

- 4 2 )
" _,Sgy : _,S@] (4.125)
P <3<n
seklindedir ve
egnj) MD“ (4.126)
& =M, = (D) 163)rr |21‘e§3’):r.r |27 el 7] (4.127)

olarak tamimlamr. (4.123) ifadesi asagidaki gibi daha kullamish bir sekile
déniistiirilebilir. Boylece, ikinci derece igin yayihm esitligi asagidaki gibi yazilir.

e® = KPe 4 KPa®" 4+ K@ 4+ K (4.128)

Burada K{",K{",e™" ve ™" birinci derecede tanimlanmustir.
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4.3.3 Yardimci hata alanlarinin giincellestirilmesi

Ikinci derece tanimlanan yardimc: hata alanlar iiciincii derecede kullanilmak
tizere guncellestirilmelidir. 2. derece yardimci hata alanlarinin elde edilmesinde,
verilen sinirlamalara gore elde edilen baglangig kosullarindan yararlamlir. (4.89)
ve (4.100) esitliklerine gore 2. derece ileri-yonli yardimc: hata alanlarimin destek
bolgeleri Sekil 4.7 deki gibi olacaktir.

Sekil 4.7 Ikinci derece ileri-yonlii yardimer hata alanlarinin destek bolgeleri.

Tleri-yénli’x yardimec1 hata alanlarina iligkin geri-yonlii yardimei hata vektorlerini
destek bolgeleri ise Sekil 4.8 teki gibidir.

Sekil 4.8 Ikinci derece geri-yonli yardime hata alanlarinin destek bélgeleri.
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3. derecede birinci- ve ikinci- ¢eyrek diuzlem hata alanlarinin elde edilmesinde
kullanilacak bu hata alanlarinin optimal olmas:1 gerekmemektedir. Bu nedenle,
bu yardimc: hata alanlarimin yukaridaki destek bolgelerinde gorilen asagidaki
bilegsenlere dik olmas1 gerekmemektedir.

(% |zl‘2z2‘ y)rr #0
(61 23 %y) 17 #0
( g4121 y)TT 750

Ayrlca nedensellik geregl, yardimc hata alanlarmm destek bolgelerl sirasiyla
e rr icin |27 %)7, leia)rr icin |23 %) 17, lei)rr icin [y)rr ve [eld)rr igin
ly)r,r yi kapsamaz. Yinelemeli bir ¢oziim elde edebilmek igin, 2. derece yardima
hata alanlar1 1. derece yardimci hata alanlar cinsinden bulunmak istenir. Birinci
dereceye benzer sekilde ikinci derece igin,

e rr = 272252 1y — P |27 225 e ) 17
" aD,1 (1)
e ’>TT-|z1 2 e NTT — Py 127775 el _
(O s e Z2 (1) (4.130)
levalrr = |z e a)rr — Py |z eig)nr
ePNrr = |27 2! tl)TT_PMt(‘lD)le_ZeSl)T,T

birinci derece yardunm hata alanlari cinsinden yazilabilir. Burada, birinci derece
hata alanlari ve M.} D, uzaylarim olusturacak tiim vektorler |z7! ~2 y)TT ye dik

olduklarindan yukaridaki destek bolgelerinin elde edilebilmesi igin ]VIG p.i uzaylarmin
boyutlarinin 5 olmas: yeterlidir. Bu uzaylar asagidaki gibi tanimlanir.
1
M%%l > M%ID)II UM(D)II
M(lp)z—M(l)wUMDlz (4.131)
MPs=MP,, UMD,

M(}J),‘: - M(B,14UMch4

a

Burada,
MBin = {7 ez, E)rr, 127 E)nr) (4.132)
M., = (les)rr, 12'e0)rr} (4.133)
i?)),zz—{le )TT1 Ie )TT, |2 fa))T,T} (4.134)

MGy = {le§)rr, l27'eld)rr) (4.135)
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M¢£7313 = {|a;t2g e( )>TT |23 e( ))TT7 7 oy e )TT} (4.136)
M® o = {|z! (n) -1(n)

eD,i,3 Z; € )T,T, |21 Z; €go )T,T} (4.137)

27314 = {|21 29 lez( 1))TT, lzz 161( 3)>TT, Izz l‘31(4))T,T} (4.138)
M. {|z B )) |25 ~(n)

eDia = 1 %3 €00 )T,T, |22 €1g )T,T} (4.139)

seklindedir.  (4.130) esitliklerinde, izdiigim operatériniin tanimi kullanilarak
yansima katsayilar: cinsinden ifadeler elde edilebilir. Boylece, birinci yardimer hata
alani:

e = 157 2 el )y — PM(I) 27 2 e rr
= |z 27 e\ )y — | é )1.7k?), (4.140)

seklinde elde edilir .Burada, kl(:;)l yardimc1 yansima katsayilari vektoru

k(™ = [aﬁ-ﬁ) agjtz) a(-") (n) (n)]T (4.141)

2,1 Jv .74 a]s

seklinde tanimlanir. Benzer ifadeleri diger yardime hata alanlar iginde asagidaki

gibi elde edilir.

Ikinci yardimer hata alani:

ez = |55 el D rr — IMaDa) k), (4.142)
seklindedir. Burada,

k™, = (87 85 87 A% BT (4.143)

612

olarak tanimlanir.

Ugiincii yardimar hata alani:

€z r = |27 e rr — 1M D 3)rrk?, (4.144)

seklinde elde edilir. Burada, yansima katsayilar

K = (7 23 13 7 Rl (4.145)

013

olarak tanimlanir.

Dérdiincii yardimer hata alani:
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2 -
e rr = |27 elDrr — IMP 7ok, (4.146)

olarak elde edilir. Burada, yansima katsayilar
n (n) y(n n n n
k™ = [AY A5 A% A A (4.147)

olarak tanimlanir. (4.140), (4.142), (4.144) ve (4.146) denklemleri asagidaki gibi tek
bir yapida birlestirilebilir.

e = (K + T)ell + KD + KPeV: + KD (4.148)

Burada I 4 x 4 boyutlu birim matristir. Yardimei yansima katsayilar: matrisleri ise
agagida tanimlanmustir.

-3 0. ~aiy 0%
0 0 0 0
K™ = i 4 4.149
: 0() i 0() i iy
Seire B e
b —ai—y’;) 0 agy';) ]
= gm _gm _gm g
KO = i A BJ(;?) (4.150)
0 O _7]',3 0
0 0 0 A |
el 0]
(n) _ pln)
K = Bi 5(,3) (4.151)
0 =l
S | 19
[+ —agl'},) l
5 0 0
K™ = = 4.152
) —y ) 0() (4.152)
| -\ A

Sekil 4.9 da, 2. dereceye iligkin kafes siizgeg yapis1 gorilmektedir.

4.3.4 Ugiincii derece

Ugiincii derecede, birinci-geyrek diizlem hata vektorii gegmis gozlemler uzaymda

agagidaki gibi yazilir.
)7 = 117 = Protozoml¥)TT (1530

Burada, IC(()(s)))T,T, Y (0, 3;0,3) uzayindadir ve Yo0(0,3;0,3) uzaymna diktir. =~ - LR




e (n‘l:nz)

~(m)
e (n‘l ln2)

——— : Carpict, Carpim matrisleri yukaridan asagiya

(n) (n) (n) (n) (n) (n) (n) (n)
K°13'K°1 LY 4‘K°1.3'K‘«‘ Kaz K°1,1 i l‘K"m
(n) (n) _(n) (n)
K1,2 » ™19 0K0|.,0Klu ol

Sekil 4.9 Ikinci derece kafes siiageg yapisi i¢ ara baglantis1 Burada 0(1") birinci dere-

cede Sekil 4.3 te tammlanmgtir. N
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(€63 1Y00(0,3;0,3)) 7.7 = 0 (4.154)
Dolayisiyla, dik ayrigtirma 6zelligini kullanarak
Y(0,3;0,3) = Y00(0,3;0,3) ® eirr = 0 (4.155)

seklinde yazilabilir.

Yinelemeli yapinin elde edilebilmesi igin |e(gf,))T,T yi hata alanlar1 uzayinda 2.
derecede belirtilen sinirlamalar saglanacak sekilde elde edilmelidir. Birinci-ceyrek
diizlem ongorii hata alani, hata uzayinda asagidaki sekilde yazilir.

|6(()?))>T,T - |e(()?))>T,T = PMg)l |C((>?)))T,T (4.156)

Hata uzaymdaki ¢oziimiin eniyi olabilmesi i¢in (4.154) bagintisinin saglanmas gerek-
mektedir. 3. derecedeki gozlem uzaymnda,

(Yoo(0, 3;0,3)|eS3)) 7.7 # 0

dir. Dolaysiyla |e{2)7.7 den Ie((,g))T'T nin elde edilebilmesi i¢in, bu dikligi bozan
bilesenlerin yok edilmesi gereklidir. Boylece (4.154) bagintis1 saglanir. (4.154)
esitligine dikkat ettigimizde en iyi Ie((,?,))T‘T im Y(0,3;0,3) uzaymin 15 bilesenine
dik olmas: gerektigi goriliir. Sekil 4.10 da, 3. derecedeki hata alanlarinin destek
bolgeleri gorilmektedir.

IS B

Sekil 4.10 I"Jgﬁncﬁ derece geyrek-diizlem hata alanlarinin destek bolgeleri. (a)
ez, (b) lezr, (¢) 168)7,7, (d) €))7, Destek bélgesinde 15
adet nokta vardir.

Ote yandan, 2. derece hata alanlari uzayindaki tim bilesenler; lleri- ve geri=..
yonli hata alanlari, e?) ve é? ile tammh yardimci hata alanlan, gézlem ™ -
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uzaymmn {|z7'z;"y)rr 4,5 = 1,2} ile tanimlanan 4 bilesenine dik oldugundan
((4.114),(4.119), Sekil 4.7 ve Sekil 4.8), (4.154) bagmntisinin saglanabilmesi icin
3. derecede, 2. derecedeki hata uzayina 4 yeni yardimci hata alami eklenerek,
hata uzaymin boyutunun 11’ e gikartilmas: yeterli olacaktir. Boylece, M g )1 uzayl
agagidaki gibi tanimlanir.

MP), = ME uME), , uMS), (4.157)

Burada Mg)l, (4.51) ve Mg‘i j» (4.101) esitligklerinde tamimlanmstir.  Diger
taraftan, j=n igin, yani ME D, 1 , uzaymin bilesenleri (4.100) esitligi ile verilen baslangig
kosullarindan belirlenir. Ote yandan, (4.156) esitligi yansima katsayilari cinsinden
agagidaki gibi yazilr.

leShrr = les)rr — PM(z) leSo) 7.
ok
= leld)rr — |Mph)rrRy, AD)
= le§g)rr — M) r7k® (4.158)

Burada, ficiincii derece yansima katsayilar1 matrisi k® asagidaki gibidir.
3 = k&K 1T (4.159)

Burada, k(3) (4.54), k 3) (4.113) esitliklerinde tanimlanmustir.
Diger taraftan uguncu derece ikinci-geyrek diizlem i¢in hata alan1 agagidaki gibi

yazilir.

Ie )TT = lzl lego))T,T i PM(;LIZ;IC%))T,T (4.160)

Burada, M g )2 uzay1 birinci-geyrek diizleme benzer sekilde ii¢ alt uzaydan olusur.

M2, = MZ, U ME,, UMS), (4.161)

Burada Mg )2, (4.61) v Mg ?2 j» (4.116) eglitliklerinde tamimlanmgtir. Ote yandan,

liciincii derece ikinci-geyrek diizlem hata alani |e )T T, (4.158) esitligine benzer
sekilde yansima katsayilari cinsinden ifade edilebilir.

€N 21 = |57 e s — [Mpy) 7,7k (4.162)

Burada, k(® geri-yonlii yansima katsayilar: vektord,

k@ = kO KPP (4.163)



109

olarak verilir. Burada R(Qs)r (4.63), 1253’T (4.122) de tanimlanmustir.
(4.158) ve (4.162) esitlikleri, 2. dereceye benzer gekilde tek bir yapida, birlestirile-
bilir.

e® = KPe®* 4 KPg~ 4 K{%e®"
+K {962 + K{e®" + K{Je 2" (4.164)

Burada, yansima katsayis: matrisleri K{*, ve K{", (4.72), K™ ve Kf’;) esitlikleri
sirasiyla (4.124) ve (4.125) esitliklerinde tanimlanmustar. |

Simdi, 4. derecede kullanilmak tizere 2. derecede tanimlanan yardimc: hata alan-
lar1 Ggunct dereceye giincellestirilmelidir. Yineleme yonlerine gore ilerletildiginde
yardimc1 hata alanlarinin destek bolgeleri Sekil 4.11 deki gibi olacaktir.

(3)

N2

Sekil 4.11 Ugiincii derece ileri-yonlii yardimer hata alanlarinin destek bélgeleri.

Ancak 4. derecede birinci- ve ikinci-geyrek duzlem hata alanlarinin elde
edilmesinde kullanilacak bu yardimei hata alanlarinin Sekil 4.11 de verilen destek
bélgelerini saglayacak sekilde en iyi olmasi, 4. derecede birinci- ve ikinci-geyrek
diizlem hata alanlarinin elde edilmesinde gerekli degildir. Daha az sayida parame-
tre kullanmak icin bu yardimc hata alanlari en iyilestirilmez. Bu nedenle, en iyi
olmayan bu yardima: hata alanlar agagida verilen noktalara dik degildir.
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leNrr L |22 y)rr

o ot
eNrr, £ 1272731y

eNrr, £ lz'yre (4.165)

3 -4
leNrr, L 127y rr

i=23

Yinelemeli bir ¢éziim igin yardimci hata alanlari, hata alanlar1 uzayinda asagidaki
gibi yazilir.

3 -
€)1 =272 gl))TT_PM(z) |2 2 ey
3
Ie( )>TT—|ZI =23 g%)TT—PM(z) ey e£2))TT (4.166)
e = |23 e} :;)TT-PMOJ IZz te ) T.T :
leNrr = =7 e — PMm |z eN 1y
Burada, MaDl uzaylarini olugturacak 2. derecede tanimli tim alanlar

{Iz{'iz{jy)T‘T (1,7) = 1,2} uzaylarina dik olacagindan MaDt uzaylari ZV[aD, uzay-
larina yalnizca ti¢ yeni bilegsen ekleyerek elde edilir.

2 g 2

Mng)l =M¢§20).11UMED)21UM%12))11
2

M(f)z —M2)12UM(2)22UM(€)12

4 zS.D)S_M:.D)l MaD2 Mch3

s
M%M—MwHuM‘ 24UM‘D’14

a

(4.167)

Burada, MGDU ve M%),J- uzaylar1 (4.132)-(4.139) esitliklerinde tanimlanmustir.

e
Izdu§um operatorlerinden yansima katsayilarina gegilerek, yardimci hata vektorleri

(4.148)’ya benzer sekilde tek bir yapida birlestirilirse,

¥ = (K + Deldr + RO + Reld"

¥ K( )-(2).. o K(3)e(2)* f(‘(:)éﬂ)' (4168)

az a2
; i 7> (n) = (n) : 3
seklinde elde edilir. Burada, Kaj ve Ka] yardimci yansima katsayilar1 matrisleri

e

"\ w&"."ﬁvui\‘ j
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ve
e ER.
:("l) = _n n __"n.
R ] THa ~P —HEE S (4.170)
0 0 S S 9
0 0 0 -

seklindedir. Uguncu derecede tanimlanan yardimci hata alanlar |e )T r’ler de
(4.168) esitligine benzer sekilde elde edilir.

ey = (K + Delr" + K" + RDel)”
£ 2@ L K30+ L g3
+K,, €7 R KU 4 B ST

Sekil 4.12, 3. dereceye iligkin kafes stizgeg katinin ig yapisin1 gostermektedir. Sekil
4.13 te, ilk tg dereceye iligkin kafes yapisi gorulmektedir. Sekil 4.13 te goriilen
geciktirme bloklari, Tablo 4.1 de verilmistir. T baslangi¢ kosullar1 blogu ise Sekil
4.14 te verilmigtir.

4.3.5 N. derece

Birinci, ikinci ve tigiincii derecede elde edilen sonuclar1 dikkate alarak, N. dere-
ceye iligkin sonuglar: elde edebiliriz. Sekil 4.2 (a) da goriilen N. derece birinci-geyrek
dizlem hata alanina 111§k1n destek bolgesini elde edebilmek igin hata uzayinda dik

izdigsiim kullanilarak, Ie )T,T asagidaki gibi yazilir.

(N-1

N =
|€ég))T,T = |ego )T:r o PM<~-1)|6( 1)) s - 4 (4.172)

Burada, hata uzay1 agagidaki gibi verilir.

MG = MEYUMED, UMED, U UMEY (4.173)

Burada, M I()Nl) ve MY D, 1 ; swrasiyla (4.51) ve (4.101) esitliklerinde tanimlanmiglardir.
Ote yandan, Ikinci-ceyrek diizlem igin ise,

N=
1)z = |z elo 1))fr:r—PMm nlzitelo V)rr (4.174)

sekilnde olacaktir. Burada ikinci-geyrek diizlem hata uzay:

N
M) = M) uME), UME), U UMED . (4.175)
e
Fg
- g,\.

e

POAY o

&
H Lo A
%, Wiy s ol WGP

' G S TETHGY
R i o
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e
Bt o | gl v Tha oo
(n-1) 1 | (n)
e (n,,nz) (n1n )
Lo e mna)
..(n-1) l"-(n)
B viia K\YIQ (ny,ny)
t <+ .
|

NI
et el ._E_/;/{:\:IG\QU %’.\#\\\' :
g .--lg’\g‘\\\y&@ Al
| -ﬁ\/.\.\/ ‘\\ V
é.c(l.-;.1en1,n2) : :/\‘\’/\\\\\\
s l ‘
: |
gl S EE o J

: (n)
——— : Carpict, carpim matrisleri yukaridan asagiya Kc123 :

(n) (n) (n) =(n) =(n) =(n) —-(nk (n) (n)

02" ’ 02’1. IKOZ'JI 01'1 . 01’2 . 1.2 ,Kq1'1 IK2'1 ’ 2.2’
=(n) =(n) (n) (n) (n) (n) =(n) =(n)
K°2‘1 » 02’2 ;KOZI‘ + l 'Kaz‘z . 2,2 'Kzl' » 02’2 F 02,1 P

(n) (n) I

K°2,2 ; K°2,1 +

Sekil 4.12 Uglincii derece kafes sizgeg yapisi i¢ ara baglantis1 Burada 0(2") ikinci
derecede Sekil 4.9 da tanimlanmugtir.
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Tablo 4.1 Sekil 4.13 te goriilen geciktirme bloklar

- * % Boioitoaiin okt - s by =
e(n)(ﬂ,,ﬂ,) e( )(nhn’) : :
Ay(zy,23) ‘ :
1
! 7] :
L ™ |
I i = e I, '}
= -~ » |
&' )(n,.n,) e‘"’(n. ng) m m !
—1 8i(z,,22) :
=) :
Ko s ol ko ok e il
(n) (n) -
ee,("t-"z) €,,(n,.n;)
Aq(zl:zt)
e Pmires e i e T My ol S K.
1 1
I |
I I
- ~ " I !
e.",'(m.nx) e:';,(m.ﬂz) 1 !
|
e A ( ,Z) 3 = '—
a,121.2y ! ﬂ '
I I
I I
I I
I ,:.a—l |
I Pk | :
I
[ SR T ypep—p——

eln,ny

-in)
e oniny.ng)

Sekil 4.14 T blogunun ig baglantisi
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olarak tanimlanir. Burada M (Dlj’z) ve M g\;)] sirasiyla (4.61) ve (4.116) esitliklerinde
tanimlanmigtir. Burada dikkat edilirse, ngl) ve M(DIYZ) uzaylarini olusturan tim
bilesenler |z7'2;7y)rr i,j = 1,2,--- N — 1 noktalarina dik oldugundan M,%) ve
M (D]j;) uzaylarinin boyutlarinin 4V — 1 olmasi yeterlidir. Bu da herbir derece artista,
baglangi¢ kogullar1 yardimiyla 4 yeni hata vektoriniin kafese eklenmesi ile saglanir.

Birinci, ikinci ve tglincti derecelerden hareketle izdiigim operatérlerinden yansima
katsayilarina gegecek olursak, N. igin derece yayihm esitligi asagidaki gibi elde edilir.

N s KgN)e(N—l)* & KgN)é(N-—l)*

e(

N-1
N -1 N) ~ -1)%
+ 3 (K{VeV-0r 4 K{DaV-1r) (4.176)

i=1

Burada yansima katsayis1 matrisleri (4.72),(4.124) ve (4.125) te tanimlanmstir.
Ote yandan, (N+1) derecede kullanilmak iizere N. dereceye giincellestirilecek,

yardimci hata alanlarinin destek bolgeleri asagida Sekil 4.15 te gorilmektedir. N.

derecedeki yardima hata alanlari, izdiigim operatorleri cinsinden yazilacak olursa,

N sy P N-1 - 5 T - N-1
|e§.,1)>T,T = |21 165.,1 My PMiZI‘)lzl 12 165.'1 Ay
N L gt N-1 -3y g & N-1
Ie;.z))T,T = Izl 122 135.,2 )>T,T s PM,(,’,‘J';I)IZI 122 155.3 )>T.T (4 iy
N SN S 1. (N=1 ol
Ie;,s))T.T = |z2 leg.’s ))T,T Lo PMg‘;;l)IZZ 165-’3 ))T.T
N = N-1 = N-1
|e§;4))T,T = |2 le§,4 ))T,T - PMﬁg:‘)"zl leg-A )>T.T

ifadeleri elde edilir. Burada daha onceki derecelere benzer olarak, M} ~") uzaylarin

olugturan tiim bilesenler |27 'y)rr 1,5 = 1,2,--- N —1 bilegenlerine dik olacaktr.
Ayrica eniyi olmalarina gerek olmadigindan,

. —(N=-1
(27N 23 NN # 0

(€7 M 25Ny e #0
(4.178)

(€ N y)rr #0
(€r )z #0
j= 1,2,---,N—1, t=3+1,34+2,---,N

olarak secilir. Bdylece, her bir derece artista, yardimcr hata alanlarimin giincelles-
tirilmesi igin 3 yeni vektoriin uzaya katilmas yeterli olur. N. derece yardimci hata
alanlarim giincellestirilmesinde g;’ ..") uzaylarimin boyutu 3N-1 olacaktir. Birinci,

ikinci ve iiciincii dereceden hareketle, N
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N-1) _ N-1) N-1 N-
M( ) MCED“ UM§D2 B Mcgb(;g)' Me(ﬁ’“l) (4.179)
i=1,2,3,4

olarak elde edilir. Bﬂrada, M (N‘ ~1) ve M (N 1) j=1,2,---, N—2 daha onceki derecel-

a

erde tamimlanmugtir. Mig(;)l) ise (4. 132) (4.139) e§1t11kler1 ve (4.100) esitligndeki
baglangic kosullarindan elde edilir. (4.177) esitlikleri yansima katsayilar1 cinsin-
den, birinci,ikinci ve Gglnciu derecelerdeki gelisimden yararlanilarak, N. derece icin
agsagidaki gibi yazilir.
e™ = (KM 4 T)elV-1" 4 RMgN-1*

o

"J

N-1
X (REDG0 + R V-10) 4 KO0 L RS-0 (4150)

=1
ve 1#j)

(4.176) ve (4.180) bagintilari, 2-B yinelemeli enkiiciik-kareler kafes siizgeg algo-
ritmasini verirler. Verilen algoritma ile ¢eyrek diizlem AR alanlarin tam olarak
modellenmesi saglanir. Bunun yanisira olusturulan kafes stizgecin girisi, 2-B Schur
algoritmasinin aksine, dogrudan dogruya veri alani oldugundan dolay1 katsayilar
daha yiiksek dogrulukla hesaplar. 2-B yinelemeli enkiigiik-kareler kafes stizge¢ algo-
ritmasi ile elde kafes slizge¢ parametrelerinden AR parametrelere gecis bir sonraki
bolimde incelenecektir.
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Sekil 4.15 j. dereceden itibaren tanimlanmug, N. derece yardimc: hata alanlarinim . s \
destek bolgeleri. AT

(5
- XY
Ny W o
et
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5. 2-B GECIS ISLEVININ KAFES SUZGEC
PARAMETRELERINDEN BELIRLENMESI

Bolim 3 te anlatilan Schur yinelemesini kullanarak elde edilen kafes siizgeg
parametreleri, sistemin gegig iglevini belirlemek igin AR parametreleri elde etmede
kullanilabilir. Bdylece yap:1 fiziksel bir anlama kavusacaktir. Simdi, 2-B kafes
stizgeg parametreleri kullanarak, 2-B gecis islevini elde etmek icin bir yontem
geligtirilecektir.

N. derece birinci- ve ikinci-geyrek diizlem 6ngori hatas: gegis iglevleri (2.142) ve
(2.143) te verilmigtir. N. derecede 2-B bir polinomun, (N + 1) x (N + 1) boyutlu
katsayilar matrisinin elemanlar: cinsinden ifade edilebilecegi gosterilebilir. Benzer
sekilde, N. derece ileri-yonlii yardime1 6ngorii hatas: gegis islevi agagidaki gibi yazilir.

A (21, m) = ZTAL)2] sl

Burada, Z; ve Z,, (2.141) de verilmisgtir. Boylece, N. derece ileri-yonlii yardime:
hata matrisleri asagidaki gibi tanimlanir.

a{%(0,0) & ‘”)(01 1) a{V(0,4) . a0, N)

fm(l 0) > f'”( ~1) aﬁ,’f’(l,j) 5 (”’(1 N)
ALY = ' (52)
.(N>(N-1 oy '(N)(N—l Fa1) '(N)(N—l HEES :z(ﬁ’)(N—l,N)
| o V9 1 . &\ V(N,N)
F M0 o aPeN-1) o0 ]
;(N)(.i—l,o) v .(”’(z—x N-1) o
A%) = | ¥ o alMGN =) 1 (5.3)
dMG+1,0 - dPU+LN -1 ol (i +1,N)
] .(N)(N gl ;§f§’(~,~—1) .‘”’(N Ny

pTmogerd
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[ 0 a{")(0,1) (”)(o N)
0 a(g)(j.— 1,1) a“‘z’)(j -1,N)
4
Ajs = 1 a3, 1) oM, N) (54)
(N)(J-i-l 0) (N)(J+1 1) (N)(]+l N)
dVw,0 P DNy |
i 0 0 1 (N)(O N) ]
a{’y)(1,0) P1i-1)  &P,j) f”’(l N)
N : : ; :
A§»4) o : e - s : (5.5)
i ‘”’(N 0) ‘”)(N i=1) MW, - oW,y |

(3.102) ifadesi kullanilarak, geri-yonlii yardime: katsay: matrisleri, Ag) ler, A;f)

ler cinsinden ifade edilebilir.
AD = [@(N =k, N = )l 4,0 = JAYS (5.6)

Burada, J (2.24) te tanimh degigim matrisidir ve uygun boyutlara genisletilir.

Acgiklama 5.1: (5.1) de verilen yardimc: hata katsayilar matrisi j adet sifir’a sahip-
tir. (2.143)-(2.146) ve (5.1)’i kargilagtirarak,

F
Ald = A 3
Alf -

ifadeleri elde edilir. Bu ifadelerden goriilebilecegi gibi, ceyrek-diizlem 6ngorii hata
stizgecleri yardimc: hata siizgeglerinin 6zel durumlar: olarak digiiniilebilir. j=0 ise
birinci- ve ikinci- ¢eyrek diizlem modeller (5.7) teki gibi elde edilir.

2-B 6ngorii hata siizgegleri gegis iglevi, asagida verilen islem sirasini kullanarak 2-B
kafes stizgeg katsayilarindan elde edilebilir.

Adim 1: n=1 alin ve birinci derece katsay1 matrislerini asagidaki sekilde belirleyin.

(1) (1) 1)

1 - b

all) = —FRo,1 : 3 [ 1,0 K11 } 58
g [ -k% kill) ] [ 1 kc(,,l) i ( Fo )

e

Adim 2: (2.152)-(2.153) esitliklerini kullanarak, AS:% ve Ag&’ yu belirleyin.
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Adim 3: n. derece yardimci katsay: matrislerini agsagidaki sekilde belirleyin.

N N
Ao =A%
An g - Asﬁ (59)
AN)“An«I)_A(FAQ ‘

Adim 4: n. derece geri-yonli yardimc: hata katsayilari matrisini (3.59) ve (3.60)
dan belirleyin.

AjY =3A53 (5.10)
j=1,2,-- . nve 1 =1234.

Adim 5: n yi bir derece artirip, artirilmig matrisler araciligiyla, AS;%, A(S’g Ag,% ve

z (n+1) = (n)
’lardan A("+1) A("+1),AFQ ve Agg’lart olusturun.

AR -+ =5
ARhar s o PO gl s (5.11)
fe o & A . 9
3 : - AR i £- Rfny
T B -8 o 0 Asg ]
Q.= . . y Meg = : (5.12)
E 95 ARY ] S Aok

Burada, 0 n x 1 boyutlu sifir vektordiir.

3 (n+1)
Adim 6: j = 1,2,---,n igin A( ") ve A y1 artirilmug matrisleri kullanarak

Agy'? ve Ag’:) den agagidaki §ek11de olugturun.

0--: o e
AS e b i = il SR SRR e (5.13)
ol e v e
A s e
s Dy
FUARE S e e S e EE (5.14)
B oaL % 3o B
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[ A(n) ] [ X (n)

2 (n+1) Aji v 2 (n41) Aja : 0

Ay, =] cor staee T oy W S EL (5.15)
& g Py 0 |
[ - " g [ S 2 h). "]

5 (n+l) O . 0 : (n+1) 0 . A],4

AR ST y Mg = : (5.16)

| 6 T & ot 38

Adim 7: (3.100) esitliginden belirlenen, ileri-yonlii 2-B gecis islevleri igin, (n+1).
derece birinci- ve ikinci-geyrek dizlem katsayr matrisleri asagidaki gibi
elde edilir. -

2 (n+1)
(n+l) (n+1) (n+1) 3 (n+41) (n+1)
ALTY = R SRS 3 O vy
(n+1)'( ") SN (nt) 3 (1) s
- 01 ZZk A (O.l()
=11s=1
ve
(n+1) (n+1)

‘(n+l)A

AGH = Al - KA - KAl - ErA g,

= n n n n+l) . =3 (n+1)
Z(k("H)AﬁT” + k( +1)A( +1) 3 k +1)A k]( 4+1)A_,4 )

=)

(5.18)

Adim 8: (3.102) de goriilen (n+1). derece ileri-yonlii yardimci hata matrisleri,
agagidaki gibidir.

(n+l) 2 (n+1)

A(n+1) A(ﬂ+1) 2o a§311+1)‘&§_;+1) o s

(n+1) n 2 (n n 2
(n+1)A §4+1)A( 3—1) a_(j,5+1)ASQ

T ey
Z( ("“)As.sﬂ)'l'&g(',zH)Ai,z +5‘$;+1 Ay ) (519)
i=1

i#]
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(n+1 m+1) nt1) £ (2 +1) aaq) 2 (1)
Aj, ) ( ﬂ_g 1+ : _11 B( +1) J

2 (n+1)
('n.+1 n+1 n n n
oA ﬂ‘*’A%J" BEIAGHY

n 2 (n+1) f (n+1 < +1)
- Z +1) z,l ,8( +1)Ai,2 5( +l) ) (520)

=1

1#)

A(n+1) A(n+1) ('n,+1)A(n+l) 7(n+l)A(An+l)

j,2 7,4
2 (n+1) 2 2 (n+1)
(n+1) X +1 n+1 n+1
—%3 Ais_Te ASe — 10 VA,

- n —(n n n 74 (n+1)
=3 GSTVAGYY 4 3GHIART 4 5t “’A,S ) (5.21)
s=1

i#]

(n+1) _ 3 (n+1) (n+1) 3 (n+1) (n+1) 2 (n+1
A sed iRl HRRRINED LAty

2 (n+1) 2 (n+1) 2 (n+1)
+1 +1 n+1
-0 )AJ'A MNiVApg - A3AG,

- F(n n n n n 1)

=090 g (g (i ) WA L)
2
j T 1a 21 S
Adim 9: 2-B geri-yonlii gegis islevleri igin (n+1). derece geri-y6nlii katsayr matris-
lerini, agagidaki esitlikleri kullanarak belirleyin.
ALY = ALY

Ag*q‘f'l) s JA-(SPQ-‘-I)J (5.23)

Adim 10: (n+1). derece geri-yonli yardimci katsayr matrislerini (2.152) esitligini
kullanarak belirleyin.

AR = Al
j=12,---,n ve 1=1,23,4

Adim 11: (11) n’ yi n+1 yaparak igiinci adima gidin.
Bu isleme, istenilen dereceye ulagilincaya kadar devam edilir.
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6. 3-B SCHUR ALGORITMASI

6.1 Girig

Ugiincii ve dordiincii boliimlerde 2-B rasgele alanlarin kafes stizge¢ modellen-
mesinde, optimum bir ¢6ziim veren yeni bir kafes slizgeg yapisi ortaya koyulmustur.
1-B’tan, 2-B’a gegiste, karsilasilan sorunlar ve simirlamalar ortaya koyularak yeni
baz1 kavramlar tamimlanmigtir. Butin bu tamimlamalarin ve teorik yaklagimin
1s1g1nda, daha yuksek boyutlar igin benzer kafes siizgeg yapilari olugturulabilir. bun-
lar arasinda 3-B kafes stizgegler, zamanla degisen 2-B rasgele sistemler ve hareketli
resimlerin iglenmesi gibi konularda yogun bir sekilde kullanim alami bulmaktadir
(Nam et.al.,1987; Kwan et.al., 1989).

Bu bélumde, 2-B Schur algoritmas: 3-B’a genisletilerek kubik-uzay destekli sis-
temlerin 3-B kafes stizge¢ modellenmesi gerceklestirilecektir. Burada, gikig isareti
yalnizca gegmis degerleri kullanarak AR olarak turetilmektedir. Yani, uzamsal ko-
ordinatlardaki bu veri kestirilecek noktalardan daha kuciktir. Bu nedenle, gegis
islevinin destek bolgesi kartezyen uzayin sekizde biridir (Kwan et.al,1989). 3-B Schur
algoritmasini elde edebilmek igin 3-B alana iligkin iligskiler kullanilarak, sekiz adet 3-
B bosluklu iglev tanimlanir. Artan derecelerde, artan sayidaki yansima katsayilarim
elde edebilmek i¢gin, kiibik-uzaya yeni yardimc1 bogluklu iglevler eklenir. Bu iglevler
bir baslangi¢ koguluna gore, ileri- ve geri-yonli bosluklu iglevlerden elde edilirler
ve yalnizca yansima katsayilarinin kestiriminde kullanildiklarindan eniyi olmalar
gerekmez.

Kiibik-uzay destekli bir AR modelleme igin kiibik-uzay bosluk kosullarina sahip
bir 3-B bosluklu iglev agagidaki gibi verilir.

g((lb(): n17n2’n3 Ezzaabc _p7n2_qvn3"r) (61)
p=0¢=0r=0

(pra,7) # (a,b,0)
g((,zz(nl, na,n3) iglevine iligkin bosluk kosullar ise agagidaki gibi tanimlanir.

gi:g(nlan%nfj) =0 ny, N2, N3 = 03 17 Trr,n Ve (nly na, n3) # (a, b, C) (62)
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Sekil 6.1, (a,b,c)=0 igin, 3-B kiibik-uzay destekli bir bosluklu islevi géster-
mektedir.

annam

SN
SovTTeSSS O

B
“\\\

SENOEN

Q2
CE RN S
SO

<

9
S

@ 5. (kkaks)
O Bosluk
O Bosluk kosullari boigesi

Sekil 6.1 N. derece 3-B birinci-kiibik uzay bosluklu islev gi’;g(nl,ng,ng.). Taral
alan bosluk bélgesini gdstermektedir O : g{m(0, 0, 0) dur.

Bolim 2.3 te verilen tanimlamalar 3-B’a genisletilecek olursa, kiibik-uzay mod-
elleme igin 8 ayr bogluklu islev ile karsilagilir. Bunlardan biri, ileri-yonlii kalan yedisi
ise geri-yonli bogluklu iglevlerdir. 3-B kiibik-uzay dogrusal ongoriide karsilagilan bu
8 kubik-uzay bolgesi sirasiyla, birinci-kiibik uzay, ikinci-kiibik uzay,...,sekizinci-kiibik
uzay olarak adlandirilir. Buna gore, her bir kiibik-uzay bolgesi icin veri uzaymnda
bir 6ngéricii ve ongori hata alani, iligki uzaymnda ise bosluklu islevler tanimlanir.
destek bolgesi agsagidaki gibi verilir.

M&';& = y(nl -— i,n-, - j, ny — k) l,] € D(()a% (63)
Burada, D{3) destek bélgesi
Dg;% = (4,4, k) t‘,j,k =0,1,>,n ve (i).jn k) # (0,0,0) (6.4)

seklindedir. 2-B ta benger sekilde (2.137) esitligi genigletilerek birinci-kiibik uzay
n. derece bogluklu iglevi elde ediliv. bogluklu iglevin bosluklu bolgesi arida
tanimlanan kiibik-uzay destek bolgesi ile aymdir, Bdylece, birinci-kiibik tt;s
bogluklu iglevi agagidaki gibi yazihs. .

B |

:

% -~
LR Bl SR
e A \‘-}
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9((302) (n1,n2,n3) Z Z ZaoooR n,—p,nyg—¢q,n3—r) (6.5)

p=0 ¢=0 r=0
(p,9,7) # (0,0,0)
ve iligkin bosluk kosullari,
0 DS
géﬁé(nl,nz,ns) = (6.6)

eop  (n1,mz,m3) = (0,0,0)

1-B geri-yonlu bosluklu islevine benzerlik teskil edecek sekilde yedinci-kiibik uzay
bosluklu islevi (2.150) esitligi 3-B ta genigletilerek, birinci-kiibik uzay bosgluklu
islevinin simetrigi olarak tanimlanir.

G(lq?l(zl’z2a23)_zl Zy zs"G( )(21 y 29 ,231) (6.7)

(6.5)" esitligine benzer sekilde, 1-B’ta karsihigi olmayan, ikinci-, tglnci- ve
dordiincii-kitbik uzay bosluklu islevler sirasiyla asagidaki gibidir.
Ikinci-kiibik uzay bosluklu islev;

9502) (n1,n2,n3) Z Z Z amo —-p,nyg—q,n3—r) (6.8)

p=0 ¢=0r=0
(Pv q, "') # (nv 0, 0)
ve iligkin bosluk kosullari,

0 D)

ggg())(nlan2’n3) - (69)

557(‘;()) (n17n21 n3) i (nv 0’ 0)

seklindedir. Burada
DG = (5,5, k) 4,4,k =0,1,---,n ve (i,], k) # (n,0,0) (6.10)

olarak verilir.

f)gﬁncﬁ-kﬁbik uzay i¢in;

n n

ggl()) n17n2’n3 z Z ZGYR) =i Ng = 4, \g = T') (611)

p=0 ¢=0r=0

(p,a,7) # (n,n,0)
ve iligkin bosluk kogullar:

0 Dy

(), 5
g110(n1, 2, n3) )
sYI‘O (nl, ng, n3) = (n7 n, O)

%, &3
e

(612) £,

b
7
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seklindedir. Burada
DY = (i,5,k) i,5,k=0,1,---,n ve (i,j,k) # (n,n,0) (6.13)

olarak verilir.

Dérdiinci-kiibik uzay igin;
g(()lg) (n1,n2,n3) Z Z Eafnéb’-(nl p,nz —¢q,n3 —r) (6.14)
p=0 ¢=0 r=0
(pqu r) # (Ov"’vo)
ve iligkin bogluk kosgullar,

0 o

gSi(n1, g, ng) = (6.15)

E(()qz) (n11n21n3) e (O,n,O)

seklindedir. Burada
D(()T()-_)—_-(Z,],k) 17]7k=0,17~nve (Z,],k)#(O,TL,O) (616)

olarak tanimlanir. Besinci-, altinci- ve sekizinci-kiibik uzay bogluklu islevler ikinci-
, uguncu- ve dordunci-kiibik uzay bosluklu iglevlerin geri-yonlii polinomlar olarak
sirasiyla agagidaki gibi tanimlanirlar.

Besinci-kiibik uzay bosluk islevi;

Gg(;)l(zh z3,23) = 21 "2, " 23 nGYll())(zl 123123 ") (6.17)
Altinci-kiibik uzay bogluk islevi;

Gioh(z1, 22, 78) = 272725 " Gonol2, 27, 757 (6.18)
Sekizinci-kiibik uzay bosluk islevi;

G, 22, 28) = 275" 5 "Gl 757, %57 (6.19)

Sekil 6.2, birinci derece igin 8 adet bosluklu iglevi géstermektedir. 3-B ta da 2-B
gibi sabit bir kafes yapis1 miimkiin olmadigindan algoritmanin gelisimi derece derece

incelenecektir.
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Sekil 6.2 Birinci derece kiibik-uzay bosluklu iglevler. (a) g((,})z)(nl,nz,na), (b)

1
b (1, m2,13), () g10(n1, 2, m3), (d) gi1b(n1, na, a), (€) g2 (ny, ng, ma),

(f) 9{}))1("1»"2,"3), (g) g(()i)l(nlv na,n3), (h) g(()(l))l(nl’nz, n3). Tarali alan
bogluk kosullar1 bolgesini gostermektedir. Birinci derecede yedi adet
bosluk kosgulu vardir.
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6.2 1. derece

Birinci derecede 4 adet kiibik-uzay bosluklu iglevi 0. dereceden giincellestirme

ile elde edilecektir. Bu giincellestirme esitligi agsagidaki gibi verilir.

g(l)(nl» na, "3) = Kgl)g(o)(nl,nz, na)* + Kgl)g(o)(nla N2, ns)'

Burada, ileri-yonli bosluklu iglevler vektorii

g(()g())(nl’ Na, ns)

9%2:("1, na, n3)

gc(ngj(nl y N2, ns)
(n)

gi10(n1, n2,n3)

g(n)(nlv na, TL3) o

Geciktirilmig ileri-yonli bosluklu iglevler vektori

g(n)(nl y 2, n3)* -
g\ia(n1 = 1,ny — 1,7n3)
ve geri-yonlii geciktirilmis bosgluklu iglevler vektorii

a(ny = 1,3 —1,n3— 1)

e & 1ais = 1)
5™ (n; nq,n3)* = go11(n1,m2 — 1,n3
- ( ; - ) gﬂ;i(nl ATy 1’n2’n3 . 1)

98 (ny,n,m3 — 1)

olarak tanimlanmir. Ayrica, yansima katsayis1 matrisleri,

R e - &

1 1

g _ |-kl 1 —ky —k%i%
: —kgl) S {’I’: 1(1) te?
R —ktd ke 1

ve

1 |

g B B

—k(l) —k215 e 0 Ve B 4

K% = b i i tanth s iinth
oy £35S e !

k) k() -k —kS3

seklindedir. 0. derece igin baslangig kosullar,

gi?,’,(nn "2,n3) . r(nhﬂa,ns) z,9.2=01

(6.20)

(6.21)

(6.22)

(6.23)

(6.24)

(6.23)

(6.26)
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olarak verilir. (6.20) esitligine (6.6), (6.9), (6.12) ve (6.15) esitliklerinde veri-
len bosluk kogullar1 uygulanarak herbir bogluklu igleve iliskin yansima katsayilar:
agagidaki denklemleri gozerek elde edilir.

Gk = gV (6.27)
G = g (6.28)
GiY® = g¥ | (6.29)
G = gl (6.30)

denklemleri elde edilir. Burada Ggl) 7 X 7 boyutlu bosluk matrisi, kﬁ-l) 7 x 1 boyutlu

yansima katsayilar1 vektori ve ggl) 7 x 1 boyutlu bosluk vektoridir ve k;")’ler
agsagidaki gibi tanimlanmustir.

n n n n n 5 n n n
IV = [k — BT =&Y =) = = = T = k)

n n n n n 5 n n n
k) = [—k5Y — kY — ki3 — ki) — kg - kg — kD)7 = k)

(6.31)
P = (3~ K — K — K — K ) — T = k)

n n n n n 5 n n n
g [_k‘(t, k( ) kﬁ') k( ) —k‘(“) -k,(;'s) k! )]T ( )

(6.27)-(6.30) denklemleri dogrudan dogruya coziilerek, birinci dereceye iliskin
yansima katsayilar elde edilir.

6.3 Ikinci derece

Ikinci derecede kiibik-uzay bosluklu islevler, yinelemeli bir yap:1 elde ede-
cek sekilde, birinci derece kiibik-uzay bosluklu iglevlerin dogrusal birlegimleri kul-
lanilarak elde edilecektir. Sekil 6.3 de ikinci derece, birinci-kiibik uzay bosluklu
islevinin bosluk noktalar1 goriilmektedir. Sekilden de goriilebilecegi gibi, ikinci
derece birinci-kiibik uzay bosluklu iglevi 26 adet bosluga sahiptir. Ote yan-
dan, birinci derecede elde edilen bosluklu iglevlerin tiim olas1 dogrusal birlesimleri
(ny — 1,ny — 1,n3 — 1) noktasinda bosluga sahip olduklarindan ikinci derece birinci-
kitbik uzay icin yalnizca 25 bosluk kosulu tanimlamak yeterli olacaktir. Ancak ne
yazikki birinci derece de tamml 7 adet bosluklu islevin dogrusal birlesimini kulla-
narak biitiin bu bosluk kosullarini saglamak miimkiin degildir. Bu nedenle, 18 adet
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yeni yardimci bogluklu iglevler tanimlanir.

NN N

- g:_;o(o_o_o) . O Bosluk Bosluk kosullar: bdlGesi

Sekil 6.3 Ikinci derece birinci-kiibik uzay bosluklu islev g(()?,g,(nl, ny,n3). Taral alan

1. derece bosluklu iglevlerden 2. derece g((,gz,(nl. na, n3) bosgluklu islevini
elde etmek igin gerekli bosluk kosullar1 bolgesini gostermektedir. Taral
alanda 25 adet bosluk kogulu vardir.

Bu yardimc: bosluk iglevleri, yinelemeli yap1y1 saglayacak sekilde asagidaki baslangig
kogullarina gore segilir.

g =glo) g8 =gl5h, " g¥3 = gioe,
o) =g, g =gl o4 = glon,
g =gi2) gt =g, o' = ool
oo =g g =gt Boda = Gons
gy =glN o = glal, G5 =00
o™ = o), o =glots o = ol

(6.32)

Ayrica, geciktirilmig yardimer bosluklu iglevler,
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[ gfﬁ)(nl —1,n4,n3) j
gz(;)(nlan 1,n3)
9% (ny —1,n3 — 1,my)
g,(;)(nl —1,ny — 1,n3)
9% (ny — 1,n3 — 1,m3)
95,?("1,”2,713 -1)
91(.7;)(711 — 1, n,,n3)
9{,?;;("1 —1,n9,n3)

(a5 | Fom(m7is = Lfa) (6.33)
gi10(n1 — 1,n2 — 1,n3)
gz(,’i)l(nhnZ —1,n3)
g,('{)z(nl l,ny — 1,n3)
g,(fﬂ-,(nl l,ng —1,n3 —1)
gfﬂ(nl l,ny,n3 — 1)
953)5(%7"2 ~1,n3~1)
g,(,';)s(nl —1l,ny;—1,n3—1)
g\ (ny = 1,ng — 1,n5 — 1)

i gf:)s(nl l,n; —1,n3 — 1)

olarak verilir. Ote yandan, bunlara iligkin geri-yénlii yardime: bosluklu islevler,

G, 20 ty) = 5 00 370N 5 5 (6.34)

t=1.2--ney=12---,18

bagintisindan elde edilir.

Ikinci derece icin birinci-, ikinci-, iigiincii- ve dordiincii-kiibik uzay bosluklu
iglevler yukarida tanimlanan yardimc: bosgluklu iglevler kullanilarak asagidaki gibi
elde edilir.

8(2)(711,”2, ng) = ng)g“)(nl, na,n3)" + ng)é(l)(nl, na,n3)”
+KPgM(ny, ny, n3)* + KPgM (ny, ng,na)* (6.35)

Burada K ve K(?'yi kolayca yazabilmek igin bir bire-bir ® matris garpimi op-
eratorii tanimlanir.
- anbu - a1iby;
CmhaBR{ i 0% v (6.36)
apbn -0 aibi;

Burada A, B ve C aym boyutlarda matrislerdir. Boylece, (6.36) &gitliéinde}

tanimlanan matris carpimu operatorini kullanarak

©

S

=

Al

R ¥ 5
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K¥=c"oT (6.37)
seklinde tanimlanir. Burada, C(-") katsayilar matrisi,
k{n;)l e kgn;)IS

cmal| : ... A (6.38)
£ () H”

TR 4,1,18

ve T’ garpim matrisi
’ LS

TS (6.39)

— e O
O O -
OO = =
OO = =
_—0 O =
O = O =
— e
O = =
— e
O =
—_— O =
—— O =

1.4
: G
-3
0 1

O
— O
: O =
O =

olarak tanimlanir. Ote yandan, geri-yonli katsayilar matrisi

KM =CcMoT (6.40)
seklindedir ve

B 21—t (6.41)

olarak tanimlanir.

Ikinci derece yayihim esitligine birinci-, ikinci-, i¢lincii- ve dordiincii-kiibik uzay
bosluk kogullar1 uygulanarak, herbiri 25 degiskenli 4 adet dogrusal bagimsiz esitlikler
kimesi elde edilir.

i = gt (6.42)
G = g o8
GOk = g Hetd
GPKP = g (6.45)
Burada, ikinci derece yansima katsayilar vektoru k?)
K® = k@ : kT (6.46)
3 =1.2.54
seklindedir. Burada, k(~"~)
kg:') = [_ka(':) kJ(':)2 £ ka(?,)w]T (6.47)
j=1,2,44¢

olarak tammlamr. (6.42)-(6.43) denklemleri coziilerek, ikinci dereceye iliskin
yansima katsayilar: elde edilir. Ote yandan (6.35) esitliginden, ikinci derece bosluk
kogullar: ile gevrelenen noktanmmn her zaman sifir oldugu gorilir.

9,(;/2("17"2,"3) =0 (nlyn% n3) = (1’ 1» 1) (6_48)
6,5 k=01
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Sekil 6.4 Ikinci derecede tanimlanan yardimci bosluklu islevler. (a) g{?l)(nl, na, n3),

(b) gi3(n1,n2,n3), (¢) 93)(n1,n2,n3), (d) g\3(n1,n2,n3). Tarah alan,

gerekli bosluk kogullar1 bolgesini gostermektedir.
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Sekil 6.5 Ikinci derecede tanimlanan yardimci bosluklu iglevler. (a) gfs)(nl, Ny, N3),

(b) g(na,na, ), (¢) g7(n1,n2,na), (d) gig(ni,na,mg). Tarah alan,
gerekli bosluk kogullar: bolgesini gostermektedir.

R
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- 91,_,(nl,ne.n3) .J=9.10.11,12 O Bosluk Bosluk kosullar: bdlQesi

Sekil 6.6 Ikinci derecede tanimlanan yardimci bosluklu iglevler. (a) g{?g(nl , N2, N3),

(b) 9{,21)0(711’"2,"3% (c) 991)1(”1,"2,713), (d) g£,21)2(n1,n2,n3). Taral alan,.
gerekli bosluk kosullar: bolgesini gostermektedir.

~ €
N i
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Sekil 6.7 Ikinci derecede tanimlanan yardimei bosluklu islevler. (a) g£21)3(n1, Ny, N3)

(b) 9%,21)4(711,712»"3), (c) gg?l)s(nlvn%nS)’ (d) 9{,21)6(711,712,713). Taral alan,
gerekli bosluk kogullar1 bolgesini gostermektedir.
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M| s, n, ny. J-17.18 O Bosluk Bosluk kosullar: bslgesi

Sekil 6.8 Ikinci derecede tanimlanan yardimei bosluklu islevler. (a) gﬁ)7(n1, Ny, N3),

(b) gfl)s(nl,nz,ng,), Tarali alan, gerekli bosluk kogullar1 bélgesini
gostermektedir.

oy
e
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6.4 Ikinci derece yardimci bosgluklu iglevlerin
guncellegtirilmesi

Ikinci derecede tanimlanan 18 adet optimal olmayan yardimei bosluklu islev
tiglnci derecede kullamilmak iizere giincellestirilmelidir. Sekil 6.4, Sekil 6.5 Sekil
6.6, Sekil 6.7 ve Sekil 6.8 de goriilen ikinci derece yardimer bogluklu islevler 14 adet
bosluk kosuluna sahiptir. Bu nedenle 14 adet yeni yardimca yansima katsayilar:
tanimlanir. Ikinci derece ileri-yonlii bosluklu islevler asagidaki esitlikle verilir.

gz(zzl)(nl’ n2, n3) =~ [C(z) *e I]gc(;ll)(nl’ n, n3)t + szzl?zglel)(nl’ na, n3)*

a1,1

+ Cfl?ag(l)(nl, na, n3)* + C? g (ny,ny,n3)* (6.49)

14

Cfl’:?l ve CS;;L 18 x 18 boyutlu ve Cfl’;?s ve C((,']‘l 4 x 18 boyutlu yardimec1 yansima
katsayilar1 matrisleridir.

Sekil 6.4-6.8 de goriilen bosluk kogullari, yukaridaki giincellestirme esitligine
uygulanarak herbir yardimc: bosluklu islev igin 14 adet yansima katsayisi elde edilir.

Gﬁ' cf,-) = gfi) (6.50)
§=12---,18

Burada, yardimci katsay1 vektorleri

2 2) (2 2

Cg,i) e [cg,i),l cg,i),z "'Cg,i),m]T (6.51)
olarak verilir. Ote yandan, (6.49) esitliginden, ikinci derece yardimci bogluk
kogullariyla cevrelenen (ny,nz,n3) = (1,1,1) noktasinin daima bosgluk olacag
gortliir.

6.5 ﬁgﬁncﬁ derece

Ugiincii derece bosluklu islevler, Sekil 6.9 da gosterildigi gibi 55 adet bosluk
koguluna sahiptir. Bununla beraber, ikinci derecede tanimlanmis ve uzaya yeni
katilacak yardimei bogluklu iglevler ve yedi adet geri-yonli bosluklu iglev bu bosluk
kogullarini elde etmek igin yeterli olmaz. Bu nedenle, uzaya ikincil yardimei bosluklu
islevler adin1 verdigimiz yeni yardimeci bogluklu iglevler eklenecektir. Bu ikin-
cil yardima1 bosluklu islevlerin sayis1 12 dir ve agagidaki baslangic kosullar: ile
tanimlanirlar.

s (n) _(n) (n) _(n) (n)

gb' n—1), = gj'3 9s ,(n=1), 12y gjvl 9 (n=1), S gj‘12
AR - s TG U e
Dinctyn = 958 gbj.Sn—l),s = %a 9s;, —18 956
.%nS =iy o =97 .915"8 =g (6 52-)“’
(n=1), I (n=1),8 ’ (n=1), 2 » £,
J.S 1),7 (n) 7,(n=1) (n) £ ((n)l) 9 (n) 4

n = n poy -
9b; (n-1)00 — 9217 9b(n-1)a1 = 9315 9b;(n_rya = 9514

1<j<(n-1)
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Sekil 6.9 Ugiincii derece birinci-kiibik uzay bosluklu iglev g(()gz,(nl,ng, n3). Tarali
alan, gerekli bosluk kogullar: bélgesini géstermektedir. Taral alanda 55
adet bosluk kogulu vardir.
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Geciktirilmis ikincil yardime: bosluklu isglevler ise,

- (n) B -

glzJ,()"—l)l ny, N2 1,"’3)

n

gb]’(,_.__l)2 ny — 17n2 - 17"’3)
(n) 1

9 ny, N2 yn3)
7,(n—1),3
(n)

n)e A | 9b;(npye(P1 —1,m2,n3) :
A o et “”
gé;‘,&n-ns ny — l,ng,n3 — 1)
gbzgn_l)s ny — 1,ny — 1,n3)
(73,,_,),0("1 1,ny — 1,n3)
(S"_l)u(nl —1,n;—1,n3—1)
_gé,(,,_lm(nl—l ny—1,n3—1)
olarak verilir. Sekil 6.10 ve Sekil 6.11 de 9;,3,),1("1,"2 —1,n3) ve gl(,i)'l (n1,ny — 1,n3)

ikincil bosluklu islevleri goriilmektedir. Boylece tgiincii derece yayihm esitligi
asagidaki gibi yazilir.

g(s)(nl, na, n3) = Kﬁ‘”g(”(nl, na, n3)‘ + Kg3)§(2)(n1, na, ns)*
+K(3)g(2)(n1, nay,n3)” + K(s) (2)(7’11, na,nz)"

+K(3)g£‘;)(n1,n2 n3)" +K(3)g (n1,n2,n3)"

+ Kﬁ?)l gbl * (nl’ nz’ n3)* + Kl()?)l gbl 1 (nl7 n27 n3) (6.54)

Yukarida verilen, tigiincii derece yayihm esitligine, birinci-, ikinci-, lgiincii- ve

dordiincii-kiibik uzay bogluk kosullar uygulanarak, herbiri 55 degiskenli dort adet
dogrusal bagimsiz esitlik kiimesi elde edilir.

GOK® = g

Gk = g
Gk = g5

GPK =

Burada, k}s) yansima katsayilar1 vektori,
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Sekil 6.11 Ikinci dereceden sonra tanimlanan ikincil bogluklu iglev gé?l)z (ny,n9,n3).
Taral alan, gerekli bosluk kosullar1 bélgesini gostermektedir. Taral
alanda 20 adet bosgluk kosulu vardir.

lI.i

s



143

k(3) [k k(3) k§32) k(f)“]T (6.59)

j= 172’374

Burada, kg?, kﬁ) 'ler (6.31) ve (6.47) esitliklerinde tanimlanmugtar. kl(,f)l | ise

(3) (3) (3) T
kb,,x s [ kb G kb, 1,1,2 i kb, 1,1, 12] (660)
17=1,2,3,4

olarak tanimlanir. (6.55)-(6.58) denklemleri ¢oziilerek, igiincii dereceye iliskin
yansima katsayilar: elde edilir. Ote yandan, (6.54) esitliginden, tigiincii derece bosluk
kogullar: ile cevrelenen noktalarin her zaman sifir oldugu goriliir.

91(';/1(”1»”27%) =0 (ny,ng,n3) € D® (6.61)
i,j,k=0,1
burada D
D® = {(ny,n3,n3):1<n; <2, 1<n; <2, 1<n3<2} (6.62)

seklindedir.

6.6 Ucglincii derece yardimci bogluklu iglevlerin
guincellegtirilmesi

ﬁgﬁncﬁ derecede tanimlanan 48 adet yardimci bosluk islevi (36 adet birin-
cil, 12 adet ikincil yardime1 bosluk islevi) dordinci derecede kullanilmak iizere
giincellestirilmelidir. Yardime: bosluklu islevlere iligkin bogluk kosullarini saglamak
lizere, {igiincii derecede yinelemeli yayilim esitlikleri asagidaki gibi yazilr.

gal)(n17 na, n3) [C(S) . I]g(z) nl’ n2, n3) + C(3)2ga1 (n11 n2, Tl3)*

a1

+C{®

a3

g?(ny,n2,n3)" +C(1 48(2)(n1 ny, n3)”

+C® (2)(n1,n2 nz)* +C(“g(2)(n1,n2 ns)*

az,1
(3) * (3) (2)
+ Cb1 11, 1gbu (nl’ n2, n3) 3 Cbl 11 2gbu (nl’n2’ n3) (6'63)

. o l“« #,

& :

&£ ke ¥ 3

- e ‘N:i \!,'.-

AN 4 & (&5
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g((lz)(nl’nz n3) [C(B) + I]g( )(nl?nz?ns)‘ + C(S)zgaz (nl’n2 n3)

az2,1

+C(3)3g(2)(n1,n2 n3)” + +C{ 8(2)(n1’n2’ n3)”

az,4

+C(3)1ga1 (n1,n9,n3)" +C®) (2)(n1,ng,n3)'

a1,2 a1
3 ~
+ Cbx 11, 1g1(>u)(n1’ na,n3)" + Cl(71)“ 28(531)("1, na,nz)” (6.64)

ve tugiincii derece ikincil bogluk kosullarina iliskin bosluk kosullarini bélgesini
destekleyecek sekilde yayihm esitligi,

3 3 3 ~(2 *
ggn)(nl’ ng,n3) = [Cl(abx)x 1 : I]gbu(nl’nz’ n3) + Cgbzx 2gl(>11)(n1’n2’ n3)

+C( )133(2)(7‘1’"2»"3) + Cbbu,g(z)(nl,nz,na)'

+Cl(>2)1 1 gt(lzl)(nl’ n2’ n3) + Cbal 2g£|.21)(n17 n27 n3)

+C2) 8P(ny,n2,n3)" + Clo &2 (n1, 12, n3)" (6.65)

seklinde elde edilir. (6.65) esitligine ikincil yardimci bosluk kosullari uygula-
narak ikincil yardimc1 yansima katsayilar1 elde edilir. Ote yandan, (6.63)-(6.63)
esitliklerinden yardimei bosluk kogullar: ile gevrelenen D) bélgesinin daima bosluk

olacag gorulir.

6.7 N. derece

Birinci, ikinci ve iiguncii derecede elde edilen yayilm esitliklerinden hareketle,
birinci-,ikinci-,ligiincii- ve doérdiincii-kiibik bosluklu iglevler igin dereceden dereceye
tek bir yayihm esitligi elde edilebilir.

S(N)(nl, na, Tl-3) o KgN)g(N-l)(nlv na, 773)"l +* KgN)g(N—l)(nla na, nS)‘

+ Z[(K(s) (N1 (ny,na, n3)" + KON (ny,na,n3)")

i=1

N-2
+ 3 (KGN (ny,na,n5)" + K{VEN ™ (ny, na,ma))]  (6.66)

I=;

N. derecede, herbir kiibik-uzay bosluklu iglevi (N +1)*— (N —1) —1 adet bosluk
kosuluna sahiptir. Sekil 6.1 de birinci-kiibik uzay bosluklu islevi igin bosluk kogultars
bolgesi gorillmektedir. N. derece bosgluk kosullarini, N .derece yayihm thhg‘me
uygulayacak olursak herbiri (N + 1)*—(N—=1)>-1=6N?+1 degiskenli dért adet_
dogrusal bagimsiz esitlik kiimesi elde edilir.

*

A\

"

R i,\;(;‘-_.,‘*_ \;".
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GMKM = g™ (6.67)
GMEM = g(™) (6.68)
GMKM = g™ (6.69)
GMKM = g™ (6.70)

Burada, G (6N? + 1) x (6N? + 1) boyutlu bosluk matrisi, k™ (6N2 + 1) x 1

boyutlu yansima katsayilar: vektoru ve ggN) (6 N2+1)x 1 boyutlu bogluk vektériidiir.

Burada, k™ ler asagidaki gibi tanimlanmstir.
7 g g

N D) ) e s (N (N e ()= N
k] — [kQ] . kj,l s 'kj,N—l . kb],l,l . kb,,z,x . kb],2,2
: AN e sk ) s 2 (V) g : (V) T
2 kb;,a,l £ kb],s.s AT, kb,,N—z,x L kb;,N-z.N—zl (6‘71)
y=1,2:334
Burada,
3 3 3 3 T e
kt(,,j),k,l = [_kls.j),k,l,l < klg,j),k,lﬂ EeAL W kls,j),k,l,m] (6.72)
3 =12 %4

(6.67)-(6.70) denklemleri goziilerek, N. dereceye iliskin yansima katsayilar elde
edilir. Ote yandan, (6.66) esitliginden, N. derece bosgluk kosullar: ile gevrelenen
noktalarin her zaman sifir oldugu goriiliir.

g (n1,n2,n5) =0 (n1,nz,n3) € DV (6.73)
55, k=01
burada DW),

DW) = {(ny,ng,n3):1<ny SN-1,1<n; S N-1,1<n3 < N-1}(6.74)

seklindedir.

Ote yandan N. derece igin, N+1. derecede kullanilmak izere, birincil ve ikincil
yardima bosluklu iglevlerin giincellestirilmesi asagidaki yayihm esitlikleri ile belir-

lenir.
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Birincil yardime: bogluklu iglevler igin:
g\ (n1,m2,n3) = [C), + |g{" ") (ng, ng, ns)" + C &Y (ny, ng, ng)"”

+C g (ny,ny,ng)* + C(n),g(n Y(n1,nq,n3)*

013

|
-

+ (Cgllgg: 1)(n19n27 nS)* + C,(,?)zg(n 1)("’17 TL2,TL3)‘)
=1 ve (I#j)

2

S
|

M-

(n) (n-1)
(CbJ pqlgbm

(ny,ng,n3)* + C(") &(n— 1)(nl,ng, n3)*) (6.75)

J Pq,2 gbm

-

Il
A

1p

-
Il

Ikincil yardimer bosluklu iglevler igin:

gb,)(nl,nz,na) o [Cbbm, +I] (n 1) (r1,n2,n3)" + Cg::,,,éz(,:q (n1, nz,m3)"

+C(n) g™V (ny,ny,n3)" +C(n) S(n Y(ny,nq,n3)"

Pq3
+ Z(Cﬁﬁ,’lgi’,‘“’(nu na,n3)* + Cha), 80~V (n1, ng, na)”)
=1

n—-2 ¢
+ z z g:_,)g lgg:lg 1) nl’ n27 n3)‘ + ngs)g zgg:lg—l)(nl’ n2’ ns)‘) (6'76)

t=1 s=1

Gelistirilen 3-B schur algoritmasi, 2-B Schur algoritmasindan dogrudan
genigletilerek elde edilmistir. 3-B kubik uzay destekli AR siirece iligkin iligki
ornekleri dogrudan kafes stizgeg girigsine uygulanir. Artan derecelerde kiibik olarak
artan sayidaki AR parametrelerini modelleyebilmek igin birincil ve ikincil yardima
bosluklu iglevler tamimlanir. Burada dikkat edilmesi gereken bir nokta da, n. derece
bir bogluklu iglevin D ile belirtilen noktalarinin daima bosluk olmasindan dolay,
bu noktalarin bosluk kosulu olarak degerlendirilmemesidir. Bu da tanimlanacak
yansima katsayilarimin sayisinda belirgin bir azalmaya neden olur. Bununla be-
raber, artan derecelerde yardimci hata alanlarina iligkin yardime: yansima katsayilar:

tanimlanir.
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7. DIGER YONTEMLERLE
KARSILASTIRMA

7.1 Girig

Bu bolimde gelistirilen kafes siizgec yapisinin gegerliligi ve etkinligi bilgisayar
benzetimleri ile incelenecek ve literatiirde mevcut diger dért-alanh kafes stizgeg al-
goritmalar: ile basarim kargilastirilmas: yapilacaktir. Kafes siizgeg parametrelerinin
elde edilmesinde, 2-B Schur ve 2-B enkiigiik-kareler yinelenemeli kafes siizge¢ algo-
ritmalar1 ayr1 ayr kullanilmigtir.

7.2 2-B AR Modelleme Uzerine Bir Ornek

Bu kisimda, 2-B Schur ve yinelemeli enktgiuk-kareler algoritmalarinin
gegerliligini gosterebilmek igin bir bilgisayar uygulamas: gergeklestirilmistir. Uygu-
lamada 2-B veri alami 3. derece ayrigtirnlamaz bir AR stre¢ kullanilarak elde
surillir. Modellemede kullamlan 2-B veri alanmnin boyutlar: 75 x 75 dir. Ote vandan.
2-B Schur algoritmasinda kafes suzgeg girisine uygulanacak ornek oziliskiler bu ven
alanim kullanarak asagidaki bagmnt: ile elde edilmustir.

1 Ky=1-m Ka-1-ng

— 3 3wk, k)y(ky + ny ky + ) (7.1)
K\ K =0 ke =0

R(nl ) n2) -

—N, S ny S .\'l ve 0 - R < ;'Vg

Burada yalmizca birinci ve ikinci-qeyrek duzlem iligski drnekleri gereklidir. Model-
lemede kullamilan veri alamma uretildigt 3. derece 2-B geyrek-duzlem AR model
agagidaki fark denklemiyle verilix.

——

:\
%

wt:\

w3

AN

5 >
NI o
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y(k1, ka) = 0.1y(ky, k2 — 1) — 0.1y(k1, k2 — 2) + 0.1y(ky, ky — 3)

—0.1y(ky — 1,k2) + 0.1y(ky — 1, ky — 1) — 0.1y(ky — 1, ky — 2)
+0.1y(ky — 1,k — 3) — 0.1y (ks — 2, k) + 0.1y(ky — 2,k — 1)
—0.1y(ky — 2,k —2) + 0.1y(ky — 2,k — 3) — 0.1y(k;y — 3, k3)
+0.1y(ky — 2,k — 1) — 0.1y (k1 — 2,k — 2) + 0.1y(ky — 2, k, — 3)
—0.1y(ky — 3,ky) + 0.1y(ky — 3,k — 1) — 0.1y(ky — 3, ky — 2)
+0.1y(k1 — 3, ks — 3) + w(ky, ky) (7.2)

Burada w(ky, k;) beyaz Gauss giiriiltiistidiir ve bir Gauss rasgele iireteci kullanilarak

uretilir. Modele iliskin gegis islevi katsay: matrisi (7.2) esitlignden de goriilebilecegi
gibi, asagidaki sekilde olacaktir.

1 =01 01 -0.1
-0.1 01 -0.1" 0.1
0.1 -0.1 0.1 -0.1
-01 01 -0.1 0.1

Arq = (7.3)

(")ngérﬁ orneginde, oncelikle 2-B Schur algoritmasinda elde edilen sonuglar: in-
celeyerek, algoritmaninin gegerliligi gosterilecektir. N; = N, = 3 igin 75 x 75
boyutlu veri alam1 kullanilarak (7.1) bagintisindan elde edilen iligskiler Tablo 7.1 de
goriilmektedir.

Tablo 7.1 Ornek oziliskiler
-3 -2 -1 0 1 2 3

0.1279 -0.0675 0.0304 1.0997 0.0304 -0.0675 0.1279
-0.0550 0.0794 -0.0732 0.0662 0.0133 -0.0407 -0.0126
0.0283 -0.0355 0.0669 -0.0674 -0.0283 0.0705 -0.0078
-0.0125 0.0646 -0.0819 0.0928 -0.0002 -0.0129 0.0185

w - old 3

Birinci- ve ikinci-¢ceyrek diizlem igin, I“Jqﬁncii dereceye iligkin model katsayilar:
Tablo 7.1 de verilen iligki degerleri (2.132) ve (2.133) de verilen normal esitliklerin
¢oziimil ile agagidaki gibi bulunur.

Birinci-geyrek diizlem igin:

1.0000 —0.1190  0.0998 —0.1026
: _00913 0.1086 —0.0962 0.1063 | . e
AFQ=| 00916 —0.1049 0.0810 —0.1172 |
_0.1279  0.0912 —0.0898  0.0974
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ve ikinci-geyrek diizlem igin:

—0.1343  0.0351 -—0.0140  0.0102
;g 0.0822  0.0083 —0.0395 -—0.0032
5@ 7 | —0.0595 0.0238  0.0003 0.0199

1.0000 -0.0936  0.0848 —0.1079

(7.5)

Birinci, ikinci ve tglincii derece igin, 2-B Schur algoritmasiyla elde edilen kafes
suzgeg parametreleri sirasiyla Tablo 7.2, 7.3 ve 7.4 de goriilmektedir. Tablo 7.4, de
goruldigu gibi, yardime kafes stizgeg parametreleri 3. derece igin hesaplanmamustir,
cunkit bu katsayilar 4. ve yiiksek derecelerde kullanilacaktir. Tablo 7.2, 7.3 ve 7.4
te 2-B Schur algoritmas: ile elde edilen kafes siizge¢ parametrelerini géstermektedir.

Tablo 7.2 Kafes siizge¢ parametreleri
n 1 2 3

" | 0.06178 -0.06140 0.12480
kP [-0.07014 -0.05388 -0.07861
kY | 0.03166 -0.06168  0.09877
B | 0.03130 -0.06245 0.1331
E™ | 0.00850 0.06001 -0.00779
B | 0.06206 -0.06292  0.1061

Tablo 7.3 Kafes stizge¢ parametreleri
n |1 % 3

K |- 0.07901  0.06850
k% |- 0.07067  0.10054
K% |- 001243 -0.02756
k" |- 0.01266 -0.02328
B |- 0.00588 -0.01217
kM |- -0.02043  0.00359
B |- -0.02863 -0.00509
K% |- 0.00534 -0.01298

kY | - s -0.8068
BRI T
kY | - : 0.03474
B - ; 0.03776
2 0.01516
Ky | - : -0.02413
B31- - . -0.01309
K | - : 0.01270
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Tablo 7.4 Yardimc kafes stizge¢ parametreleri
? 1 2 3 4 5

o\? | -0.06677 -0.07297 -0.01061 0.07991 -0.03070
)1 .0.07196 -0.01482 -0.06664 0.06571 -0.02174
+3) 1 .0.00040 0.00166 -0.05965 0.08320 -0.03809
A2 1-0.00036 0.00145 -0.06392 0.07326 -0.02689

Tablo 7.2, 7.3 ve 7.4 de verilen kafes stizge¢ yansima katsayilar1 kullanilarak
birinci- ve ikinci geyrek diizlem ongoru hata stizgecleri ve yardimer 6ngorii hata
stizgegleri katsay: matrisleri asagidaki gibi elde edilir.

1. derece katsayr matrisleri:

—0.0313 —0.0085

@ _ [ 1.0000 —0.0618 S 4
AFe =1 _0.0312  0.0701 Ase=1| 10000 —0.0621 B
2. derece katsayr matrisleri:
[ 1.0000 —0.0780  0.0625
AP = | —0.0457  0.0809 —0.0745 (7.7)
0.0618 —0.0864  0.0610
[ 0.0626  0.0300 —0.0624
A$) =| —0.0386 —0.0008 0.0224 (7.8)
1.0000 —0.0718  0.0633
ve
[ —0.0822  0.0699  0.0262 ]
AP =| 0.0755 —0.0444 0.0058
| 0.0000 1.0000 —0.0621 |
©—0.0723  0.0755  0.0000 ]
A =] 00684 —0.0737 1.0000
| —0.0208  0.0050 —0.0313 |
(7.9)

A® — | 0.0013 —0.0390 0.0731

[ 0.0000 1.0000 -—0.0618
| 0.0345  0.0623 —0.0823

A®? 1.0000 —0.0710  0.0652

[ 0.0000 0.0014  0.0250
—0.0312  0.0750 -—0.0723

L s R
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3. derece katsayr matrisleri

©1.0000 —0.1190  0.0998 —0.1026 T
AG) _ | —0.0913 01086 —0.0962  0.1063 :
FQ = | 00916 —0.1049 0.0810 —0.1172 (7.10)

| —0.1279  0.0912 —0.0898  0.0974 |

[ —0.1343  0.0351 —0.0140 0.0102 T
Ao, — | 00822 0.0083 —0.0395 —0.0032
S = 1 —0.0595 0.0238  0.0003  0.0199
1.0000 —0.0936  0.0848 —0.1079 |

(7.11)

2-B Schur algoritmas: kullanilarak elde edilen 3. derece birinci- ve ikinci-ceyrek
dizlem katsay: matrisleri ((7.10)-(7.11)) ile normal denklemlerin ¢oziimii ile elde
edilen katsay1 matrislerini ((7.4)-(7.5)) karsilagtiracak olursak, tamamen ayni olduk-
larin1 goriruz. Buradan da 2-B Schur algoritmasinin 6ngorii hata siizgeci kat-
sayilarim1 tam olarak belirledigi ortaya gikar. Ayrica Tablo 7.5 de, ii¢ derece igin
birinci-geyrek diizlem bosluklu iglevin bosluk Dg,% ile verilen bosluk noktalarini

sagladigi gorulmektedir.

Tablo 7.5 Uciincii derece birinci-ceyrek diizlem bosluklu iglev
gl(:.%( ni,n3)’nin degerleri

(ST TR | 0 1 2 3 4 ...
13

4 |-0.0028 -0.0039 0.0124 -0.0309 0.0483 -0.0354
3 | 0.0099 0 0 0 0 0.0524
2 |-0.0107 0 0 0 0 -0.0229
1 |-0.0295 0 0 0 0 -0.0095
0 | 0.0813 0.9996 0 0 0 -0.0028
-1 | 0.0101 0.01171 -0.0316 -0.0212 -0.0073 -0.0030

Dogrudan dogruya veri ornekleri izerinde islem yapan 2-B yinelemeli enkiigiik-
kareler algoritmasi (YEK) ayn1 ayristirilamaz 3. derece AR siireg tizerine uygulanmig
ve elde edilen sonuglar asagida verilmistir.

Tablo 7.6 2-B YEK kafes stizgeg algoritmasiyla elde
edilen kafes siizge¢ parametreleri

n 1 2 3

k™ | 0.06178 -0.06140 0.12480

™ | -0.07014 -0.05388  -0.07861

k™ | 0.03166  -0.06168 0.09877

E™ | 0.03130 -0.06245 hesaplanmadi.

™ | 0.00850 0.06001 hesaplanmadi.

E™ | 0.06206 -0.06292 hesaplanmadi.

TR "‘_'.'\;'.;, '.,"
el

LTI

o
¢
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Tablo 7.7 2-B YEK kafes stizgeg algoritmasiyla elde
edilen kafes stizge¢ parametreleri

n 1 2 3
KW [ 0.07901 0.06850
KW | - 0.07067 0.10054
K| - 0.01243 -0.02756
K" | - 0.01266 -0.02328
l%g'fl) - 0.00588 hesaplanmadi.
K% | - -0.02043 hesaplanmadi.
I~c§"3) - -0.02863 hesaplanmad.
l~c§"4) - 0.00534 hesaplanmad.
k) Rotusi -0.8068
kY| - : -0.09984
et 3 0.03474
B : 0.03776

Tablo 7.8 2-B YEK kafes stizgeg algoritmasiyla elde
edilen yardimc1 kafes siizge¢ parametreleri
t 1 2 3 + 5

)’ [ -0.06677 -0.07297 -0.01061 0.07991 -0.03070
@1 _0.07196 -0.01482 -0.06664 0.06571 -0.02174
4% 1 -0.00040 0.00166 -0.05965 0.08320 -0.03809
A2 | 0.00036 0.00145 -0.06392 0.07326 -0.02689

Bu katsayilar1 kullanarak YEK kafes stizge¢ algoritmasinin 6ngordiigii 6ngorii
hata siizgeci katsay1 matrisleri derece derece asagidaki gibi olacaktir.

1. derece katsayr matrisleri:

—0.05938 —0.02416

i 1.0000 —0.03227 AL
= ,Q 1.0000 —0.03236

Al
o —0.05920  0.06224

(7.12)

2. derece katsayr matrisleri:

[ 1.0000 —0.04619  0.07772 ]
A®) = | —0.07401  0.07131 —0.06266
0.05875 —0.07926  0.08717 |

©0.05975 —0.01346 —0.02479 |
A® — | _0.06704 —0.01586  0.01114
1.0000 —0.03861  0.07904

ve
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3. derece birinci-geyrek diizlem katsayr matrisi:

1.0000 —0.08690  0.11006 —0.09730
—0.11813  0.10349 -0.08527 0.10814
0.08993 -0.10227 0.10565 —0.11329
—0.10335  0.09020 -0.10363  0.09737

AL) = (7.14)

Elde edilen sonuglardan goriilebilecegi gibi 2-B Schur algoritmasi herhangi bir
2-B ceyrek duzlem AR sistemi tam olarak modelleyebilmektedir. Ancak, elde
edilen sonuglarin dogruya yakin olmas: Schur algoritmasina girilen iligki 6rneklerinin
gercege yakin olmasina baglidir. AR siirece iligkin iligki 6rnekleri bilinmiyorsa,
[ligki ornekleri veri alanindan (7.1) bagintisiyla elde edilecektir. Bu durumda iliski
orneklerinin dogrulugu veri alaninin boyutuna ve ergodiklige baghdir. YEK kafes
suzgeg algoritmasi bu agidan Schur algoritmasina karsi, veri érneklerini dogrudan
kullanma avantajina sahiptir ve daha az sayida veri ile daha basarili bir sonuca
ulasir. Elde edilen sonuglar1 daha iyi degerlendirebilmek igin gesitli yontemler kul-
lanilabilir. Burada, sonuglarin karsilastirilmasini tig degisik yonteme gore yapacagiz.
Bunlar;

a) Itakura LPC Uzaklik Olgiitii: Iki model katsayilar: kiimesi arasindaki uzaklik
ol¢iimleri, model katsayilari kiimelerinin birbirine benzerliginin 6l¢iisii olarak kul-
lanilabilir. Itakura LPC uzaklhk 6lgiitii, verilen iki AR model parametresi kiimesinin
birbirine benzerligini gosterir. Kargilastimada, test edilen AR model katsayilari ma-
trisi (A7) ve orijinal AR model katsayilar1 matrisi (Ag), olglte girilir. Her iki
katsay1 kiimesine iligkin spektrumlarin etkin bir sekilde karsilagtirilmasini saglayan
Itakura LPC uzaklk olguti, iki boyut i¢in agsagidaki baginti ile verilir.

dwl dU)g

AR w17w2) ] (
2r 2x §

Ar (wl s wz
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Eger model katsayilar1 birbirine esit ise uzaklik sifir olacaktir. Spektrumlar
farklilagtikga uzaklik biyiir.

b) Katsaym matrisleri farkinin normu: Bir vektoriin normu o vektériin
uzunlugunun bir Slgistdir. Ote yandan, bir matrisin normu matrisin biiyiikliginin
bir &lgiisii olan matrise iligkin bir sayidir. Herhangi bir dogrusal uzay igin, norm
olabilme kosullarimi saglayan birden fazla norm mevcuttur (Haykin,1986). Bu-
radaki kargilagtirmada, orijinal AR katsay1 matrisi ile elde edilen AR katsay1 matrisi
arasindaki fark katsayilar: matrisine iligkin norm elde edilecektir. Karsilagtirmada
pratikte en ¢ok kullamlan 4 farkhi norm kullanilacaktir. Bunlar; ; Qi.?x
Spektral norm veya l; norm: Fark matrisinin en biiyiik tekil degeridir. S
l; norm: Fark matrisinin en bityiik kolon toplamidir.

Sonsuz norm veya lye norm: Fark matrisinin en biiyiik satir toplamudur.
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Frobenius norm: \/ Y. Diag(AL AF olarak verilir.
Fark katsayilar: matrisinin normu biiylidiikge 6ngoriintin dogrulugu azalir.

c) Spektrum ve spektruma iliskin ara kesit gizimleri: Bu c¢izimler
aracihigiyla, 6ngori sonucu gorsel karsilagtirilabilir.

2-B Schur ve YEK kafes siizgeg algoritmalar: ile elde edilen sonuglar bu iig
kargilagtirma yontemine gore degerlendirilerek asagidaki sonuglar elde edilmistir.

a) Itakura LPC uzaklik 6lgiim kriteri:
Tablo 7.9 Itakura LPC uzaklik 6l¢iiti ile karsilagtirma

Algoritma LPC Uzaklik Olgiitii sonucu
2-B Schur alg.(Normal es.) 0.001100
2-B YEK kafes stizgeg algoritmas: 0.000885

b) Fark katsayilar1 matrisi:
Schur algoritmasi igin fark katsayilar1 matrisi:

AFQfark - AFQorg e AFQachur

0.00000  0.01900  0.00020  0.00260
—0.00870 —0.00860 --0.00380 —0.00630
0.00840  0.00490  0.01900  0.01720
0.02790  0.00880 —0.01020  0.00260

2-B YEK algoritmas: igin fark katsayilar1 matrisi:

AFQfark = AFQorg — AFQuek
0.00000 —0.01310 —0.01006 -—0.00270
0.01813 —0.00349 -0.01473 -0.00814
0.01007 0.00227 —0.00565 0.01329 (7.
0.00335 0.00980 0.00362 0.00263

-J
-
-3
~—

islerinin normu

Algoritma ly ling L Frobenius
2-B Schur 0.0357 | 0.0495 | 0.0450 [ 0.0479
2-B YEK kafes suzgeg Alg. | 0.0279 | 0.0445 | 0.0341 | 0.0367

seklinde bulunur.

c) Spektrum ve ara kesit gizimleri: .
Birinci, ikinci ve iiglincii derece igin orijinal katsayr matrisi, 2-B Schur ve YEK

algoritmalanidan elde edilen katsayr matrislerine iligkin 3-B spektrum ve ara kesit \

egrilerinin gizimleri sirasiyla Sekil 7.1-ekil 7.9 da goriilmektedir.
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BN

Sekil 7.1 Birinci derece orijinal katsay1 matrisine ait spektrum ve ara kesit egrileri
gizimi. (a) Giig spektrumu, (b) ara kesit egrileri.

-T
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Sekil 7.2 Ikinci derece orijinal katsay: matrisine ait spektrum ve ara kesit egrileri
cizimi. (a) Giig spektrumu, (b) ara kesit egrileri.
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Sekil 7.3 Ugiincii derece orijinal katsay1 matrisine ait spektrum ve ara i :“
cizimi. (a) Giig spektrumu, (b) ara kesit egrileri. esi
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Sekil 7.4 Birinci derece 2-B Schur algoritmas: katsay1 matrisine ait spektrua'Iy\é
ara kesit egrileri gizimi. (a) Giig spektrumu, (b) ara kesit egrileri.
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Sekil 7.5 Ikinci derece 2-B Schur algoritmas: katsay: matrisine ait spektrum ve ara - :
kesit egrileri gizimi. (a) Giig spektrumu, (b) ara kesit egrileri. ;



r 1oV P

=
T LTS
—— i e AN

L2 AR T AL T
T a7 e e a9 o

22 ZZZ 7 RAZ AT
PR LA
L RAEZZT AR
2 SRR

>,

{J
4

-T

-t

m/,\ -
¥ o :?';',"!‘: B
~ 0N

Sekil 7.6  Ugiincii derece 2-B Schur algoritmas: katsay: matrisine ait spektrum ve
ara kesit egrileri gizimi. (a) Gii¢ spektrumu, (b) ara kesit egriif% 3 AN,
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Sekil 7.7

Birinci derece 2-B yinelemeli enkiiciik-kareler (YEK) kafes siizgeg algorit-
mas1 katsay: matrisine ait spektrum ve ara kesit egrileri gizirni-';t_; fa.l Giig
spektrumu, (b) ara kesit egrileri. b €%
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Sekil 7.8 Ikinci derece 2-B yinelemeli enkiigiik-kareler (YEK) kafes suzgeg algorit-
mas1 katsay1 matrisine ait spektrum ve ara kesit egrileri cizimi. (a) Giig
spektrumu, (b) ara kesit egrileri. Sy
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7.3 Diger Yontemlerle Karsilastirma

Bu kisimda 2-B Schur ve 2-B YEK algoritmalarinin basarimi literatiirde mevcut
dort-alanh algoritmalar ile karsilagtirilacaktir. Bu karsilagtirma iglemi yukarida ver-
ilen u¢ yonteme gore yapilacaktir. Kargilastirmada kullanilacak 3. derece AR siireg,
(7.3) esitligi ile verilen katsay: matrisine sahiptir. Veri alan1 boyutlar1 75 x 75 olarak
secilmigtir. AR model varyans: 1 olan bir beyaz Gauss giriltisii ile uyarilmaktadir.

Bagarim karsilastirmas: yapilacak algoritmalar, gelistirilen kafes slizgege benzer
sekilde, dort geyrek-diizlem hata alanina dayal algoritmalardir. Bélim 2.4 de in-
celenen bu algoritmalar, U¢-parametreli kafes siizge¢ (UPKS) (Parker et.al., 1984)
algoritmasi, Alt1 parametreli kafes stizgeg (APKS) (Moro et.al., 1989) algoritmasi,
genigletilmis kosegen kafes siizge¢ (KYGK) ve genisletilmis dik kafes siizgeg (DY GK)
(Ertizin et.at., 1992) algoritmasi, ve gelistirilmis kafes siizge¢ (GKS) (Ertiziin
et.al.,1995) algoritmalaridir. 3

(7.3) esitliginde verilen orijinal katsay: matrisine karsihk UPKS, APKS, KYGK,
DYGK, GKS, 2-B YEK algoritmalarin 6ngordigi AR katsay: matrisleri ve normal
denklemin ¢éztimii olan AR katsay: matrisi (7.18)-(7.24) esitliklerinde verilmistir.

1 —0.0640 0.0896 —0.1198
- | —0.0398 0.0880 —0.0228  0.0081 (7.18)
s v Bt 0.0597 —0.0240 0.0786 —0.0091 :
| —0.01070  0.0117 —0.0128  0.0716
r 1 —0.0521 0.0645 0.1275
i _ | —0.0601  0.0658 —0.0021  0.0091 (7.19)
Fosely 0.0608 —0.0158  0.0538 —0.0098 :
| —0.0859  0.0069 —0.0067  0.0479 |
r 1 —0.0628 0.0882 —0.1063 ]
= | —0.0390 0.1058 —0.1047  0.0088 (7.20)
Fwes 0.0584 —0.1013  0.0841 —0.0732 =
| —0.0950  0.0129 —0.0830  0.0837 |
r 1 —0.0768  0.0951 —0.1047 ]
= | —0.0521  0.0958 —0.1120  0.1077 (7.21)
FQdysk = | 00650 —0.1059 0.0764 —0.0086 :
| —0.0923  0.1097 —0.0156  0.0877 |
r 1 —0.0740 0.0953 —0.1063
—0.0467 0.1074 —0.1104  0.1045
AFasks = | 00669 —0.1043  0.0817 —0.0854 (7.22)
| —0.0950  0.1042 —0.0938  0.0865
© 1.0000 —0.08690  0.11006 —0.09730
| —0.11813  0.10349 —0.08527  0.10814 (1.23)
AFQuek = | 008993 —0.10227 0.10565 —0.11329 2
| —0.10335  0.09020 —0.10363  0.09737
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1.0000 —0.1190 0.0998 —0.1026

P 5 —0.0913 0.1086 —0.0962  0.1063
N 0.0916 —0.1049 0.0810 —0.1172
—0.1279  0.0912 —0.0898  0.0974

(7.24)

Elde edilen bu katsay: matrisleri fJg karsilagtirma yontemine incelenmisg ve elde
edilen sonuglar agagida verilmistir.

a) Itakura LPC uzaklk olgiitii:

Olgiit, a5 hassasiyetle numerik olarak hesaplanmustir.

Tablo 7.11 Itakura LPC uzakhk 6l¢iiti ile karsilagtirma

Algoritma LPC Uzakhk Olgiiti sonucu
UPKS 0.0193
APKS 0.0404
KYGK 0.0088
DYGK 0.0081
GKS 0.0020
Normal denklemler 0.0011
2-B YEK Kafes stzgeg 0.00088

b) Fark katsayilar1 matrisi:
Orijinal katsay1 matrisi ile, her bir yontemi kullanarak elde edilen katsay: matris-

leri arasindaki fark matrisine iliskin 4 degisik norm hesaplanmigtir. Bunlar Tablo
7.12 de gorulmektedir.

Tablo 7.12 Fark matrislerinin normu
Algoritma I, ling L Frobenius
UPKS 0.2221 | 0.2932 | 0.2310 | 0.2455
APKS 0.3106 | 0.3109 | 0.4607 | 0.3393
KYGK 0.1205 | 0.1627 | 0.1406 | 0.1566
DYGK 0.1119 | 0.1559 | 0.1249 0.1439
GKS 0.0640 | 0.0756 | 0.0914 | 0.0754
Normal D. 0.0357 | 0.0495 | 0.0450 | 0.0479
2-B YEK Kafes stizgeg | 0.0279 | 0.0445 | 0.0341 0.0367

¢) Spektrum ve ara kesit gizimleri:
Sekil 7.10-7.19 de sirasiyla yukaridaki algoritmalar ile elde edilen katsay: matris-

lerine ait 3-B spektrum ¢izimleri ve ara kesit egrileri goriilmektedir.
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Sekil 7.10 Ugiincii derece Orijinal katsay: matrisine ait spektrum ve ara kesit
egrileri gizimi. (a) Giig spektrumu, (b) ara kesit egrileri.
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Sekil 7.11 Ugiincii derece UPKS algoritmas: katsay1 matrisine ait spektr
kesit egrileri gizimi. (a) Giig spektrumu, (b) ara kesit egrileri.
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Sekil 7.12 ﬁgﬁncﬁ derece APKS algoritmas: katsay: matrisine ait spektrum ve ara
kesit egrileri gizimi. (a) Giig spektrumu, (b) ara kesit egrileri...




169

/(/’;\!':;:II"/ 77X

TR

AL il

TIINNZ7Z8N AN

G NS HIHLIRN
IYNONS, W NI
AN AR NN

J [ R 7

,,[l/[’/,/’/)‘\‘\‘e.""llllf.\ N o "l"’:’z"',";'i ¥

heatllf) TN 'l Q2 OIS

Y SR

T W,

/NS
=

)

=)

i@

-T

Sekil 7.13  Ugiincii derece KYGK algoritmas: katsay1 matrisine ait spektrum ve ara
kesit egrileri gizimi. (a) Giig spektrumu, (b) ara kesit egrileri: - -
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Sekil 7.14 f)'giincﬁ derece DYGK algoritmas: katsay: matrisine ait spekﬁrhr_n ve ara
kesit egrileri ¢izimi. (a) Gii¢ spektrumu, (b) ara kesit eérilexgi :

o¥

T, 2



171

AV ¢

-T

0

wileia
OlOY

)

Sekil 7.15 Ugiincii derece GKS algoritmas: katsay: matrisine ait spektrum ve ara
kesit egrileri gizimi. (a) Giig spektrumu, (b) ara kesit egrileri.
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Sekil 7.16 Ugiincii derece 2-B YEK algoritmas: katsay1 matrisine ait spektrum ve
ara kesit egrileri gizimi. (a) Gig spektrumu, (b) ara kesit egrileri.
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Sekil 7.17
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Sekil 7.18 Ugiincii derece GKS algoritmas: katsayr matrisine ait spektrum ve ara
kesit egrilerinin yari-diizlem igin detayh ¢izimi. (a) Giig spektrumu, (b)
ara kesit egrileri. £ i
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Sekil 7.19 Ugiincii derece 2-B YEK algoritmas: katsay: matrisine ait spektrum ve
ara kesit egrilerinin yari-diizlem icin detayh gizimi. (a) Giig spektrumu,

(b) ara kesit egrileri. :

e
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Elde edilen sonuglardan da goriilebilecegi gibi, geligtirilen kafes siizgeg yapisi
2-B AR alani oldukga iyi bir sekilde modellemektedir. Boylece, spektral tepeleri
tam olarak ayrmugtir. Ongoriide kullamlan AR veri alani iki adet spektral tep-
eye sahiptir. Sekillerden de goriilebilecegi gibi, UPKS ve APKS algoritmalar1 AR
alan1 dogru bir sekilde modelleyememistir. Bunun yanisira, bu algoritmalar esit
genlikli pekgok sayida spektral tepe tretirler. DYGK ve KYGK algoritmalar: ik-
inci derecede yansima katsayilari sayisini artirdiklarindan dolay: spektral tepeleri
ayirabilmektedirler. Ancak, ikinci dereceden itibaren sabit kafes yapisi tanimlayan
bu algoritmalar, AR model katsayilarin1 dogru bir sekilde ongéremezler. Bu ne-
denle, ara kesit gizimlerinin orijinal ara kesit egrilerine benzemedigi gorilir. GKS -
algoritmasinin, tgiinci deredece iyi bir ongoru saglamasina ragmen, detayh bir
analiz i¢in 2-B YEK algoritmas:1 kadar basarili olmadig goriliir. Tablo 7.11 ve 7.12
den, gelistirilen kafes stizgeq yapismin enkiigiik uzakhik ve normlara sahip oldugu
gorulmektedir.
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8. SONUCLAR VE ONERILER

8.1 Sonuglar

Bu tezde, 2-B’lu ceyrek-dizlem AR alanlarin tam olarak modellenmesini
saglayan dort ongori hata alanina dayali bir kafes siizge¢ yapisi gelistirilmistir.
2-B’lu AR alanlarin modellenmesinde yansima katsayilarinin ilk kullanimu Marzetta
(1980) tarafindan gergeklestirilmistir. Parker ve Kayran’m gelistirdigi dért ongori
hata alanina dayali kafes stizgeg yapisi1 (Parker et.al., 1984) her bir katta ti¢ yansima
parametresi tanimlar. Diger bir deyisle, tiim kafes stizgeg igin dort adet 6ngori hata
alan1 mevcuttur. Bu nedenle, bu yap: ti¢-parametreli kafes stizgeg¢ (UPKS) olarak
isimlendirilir. Ancak, 2-B’un dogal yapisindan dolay:, veri destek bolgesindeki nokta
sayis1 1-B’ta oldugu gibi sabit bir sekilde degil, karesel olarak artar. Oysa, tig-
parametreli kafes stizgecte tanimh 6ngorii hata alanlari yalnizca yineleme yonleri
tizerindeki noktalarin tagidigi bilgileri elde etmek igin kullanilirlar. Bu nedenle,
bu yonler tizerindeki bilesenleri baskin olan 2-B ¢eyrek-dizlem AR alanlar bu
kafes slizgeg yapisi ile iyi bir gekilde modellenebilir. Aksi taktirde, yap: hatal:
sonuglar tretir. I“Jg-parametreli kafes stizgeg yapisi parametre sayisinin yetersi-
zliginden dolay1, diklik 6zelligini saglamaz ve ayni sayida degisik 6ngori hata alan-
larinin kullanilmasiyla daha iyi basarim gosteren kafes siizgegler elde edilebilir. 2-
B AR alanm tam olarak modelleyebilmek icin destek bolgesine yeni eklenen nokta
say1s1 kadar yansima parametresi dolayisiyla ongori hata alani kafes stizgece eklen-
melidir. Destek bolgesine yeni eklenen noktalara iligkin dort ceyrek-diizlem 6ngori
hata alaninin igerisinde gizlidir. Bu hata alanlarinda gizlenen bilgileri gikarmak
i¢in, yeni yardima 6ngorii hata alanlari, bu dort ongorii hata alanimi geciktir-
erek dolayisiyla, yineleme yonlerini bu noktalar: ongorecek sekilde degistirirek elde
edilir. Son yillarda, bu yaklagim kullanan, kosegen yapidaki genisletilmis kafes
siizge¢ (KYGK), dik yapidaki genisletilmig kafes siizgeg¢ (DYGK) ve gelistirilmig
kafes siizgeg (GKS) gibi kafes siizgeg yapilar1 ortaya gikmustir. Ancak bu kafes siizgeg
yapilarinda da , yansima parametrelerinin sayisini artirilmig olmasina karsilik, artan
derecelerde yeni yansima katsayilar: tanimlamadiklarindan tiim AR alanlar1 model-

leyemezler.
Gelistirilen kafes siizgeg yapisinda, model destek bolgesinde artan sayidaki nokta-

lar1 modelleyebilmek i¢in dort temel 6ngorii hata alani, herbir derecede bir baslangig
koguluna gore uygun bigimde geciktirilerek, kafes siizgece yeni yardimci hata alanlan
eklenir. Daha 6nceki derecelerde tamimlanan yardimeci hata alanlar ise, bir sonraki

dereceyi elde etmek igin gﬁncell&gtirilir. Boylece, model destek bélgesindeki"ligr‘}g,\

& = \‘\
vt
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noktaya bagimsiz bir kafes siizge¢ yansima parametresi kargilhik distiriildigiinden
2-B geyrek diizlem AR model tam olarak modellenebilir. Boylece, gelistirilen kafes
suzgeg yapisi, diger dort alanh kafes stizgeg algoritmalarinin saglayamadig: diklik
ozelligini saglar. Ote yandan, bu kafes siizgeg yapisi tek ¢6ziim degildir. Dért 6ngori
hata alanin esas alarak, bu diklik 6zelligini saglayan baska kafes siizgeg yapilarida
miumkiindiir. Ancak elde edilen kafes stizge¢ yapisinin modiiler olmasi ve N. dereceye
iligkin tek bir yayihm esitliginin yazilabilmesi gozoniine alindiginda, ayni1 bagarim
gosteren dort degisik kafes siizgeg yapisi elde edilebilir. Bununla beraber, Bélim 4.
te verilen simirlamalar 15181nda, baslangi¢ kogullar: herbir derecede keyfi segllerek N.
derece igin 2V degisik kafes siizgeg yapis1 bulunabilir.

Ug-parametreli kafes siizgeg yapisimn énemli dezavantajlarindan biriside, veri
alanina iligkin oOziligki Orneklerinin dort ceyrek-dizlemde de simetrik oldugu
varsayimidir.  Bu varsayim ¢ok o6zel bir durumdur ve pratikte ¢ogunlukla
gerceklesmez. Gergekte oziligki iglevi yalmizca karsihikh geyrek dizlemlerde (birinci-
ligincu ve ikinci-dordinci ceyrek-diizlemler) simetriktir. Bu durum, 2-B spek-
tral carpanlara ayirma ile de uyumludur (Ekstrom, 1976). Geligtirilen kafes
stizgeg yapisinda bu durum goézontne alinarak, iki ayr1 yansima parametresi kiimesi
tanmimlanir. Boylece birinci- ve ikinci-geyrek diizlemlere iliskin giig spektrumlari ayn
ayn elde edilir.

Geligtirilen kafes siizgeg yapisinin elde edilmesinde, oncelikle bosluklu islevlerden
yararlanilmugtir. Bosluklu iglevler, bosluk kosullariyla birlikte, diklik esitlikleri
ile aymidir. Diklik esitliklerini dogrudan dogruya ¢ézmek yerine, bosluklu islevler
kullanilarak yinelemeli bir algoritma olusturulabilir. Bu algoritma Schur algorit-
mas1 olarak bilinir. Bélim 3’te, (N — 1). derece 2-B bosluklu islevlerin dogrusal
birlesimi kullanillarak, N. derece bosluklu islevlerin elde edildigi yinelemeli bir yap:
olusturulmustur. Elde edilen kafes siizgeg yapisina iligkin yansima parametreleri, N.
derece bosgluk kosullarinin saglanmasiyla elde edilir. Ote yandan, N. derece diklik
esitliklerinden farkli olarak, bu yinelemeli yapida N. derece bosluklu islevleri elde
edebilmek igin model destek bolgesindeki parametre sayis1 kadar yansima katsayisi
tanimlamak gerekmez. N. derecedeki bogluklu iglevler, (N —1). derecedeki bosluklu
islevlerin dogrusal birlesimi ile elde edilirken daima bosluk olan (/V —1)* adet bosluga
sahip olduklarindan, gerekli bosluk kosullar1, dolayisiyla bunlar1 saglamak gerekli
yansima parametreleri sayist (N +1)> — (N — 1)> = 1 = 4N — 1 olacaktir. boylece
hesaplama miktarinda 6nemli 6l¢iide azalma olacaktir. Ancak, ne yazikki, artan
derecelerde tanimlanan yardimci bosluklu iglevlerin gincellestirilmesi igin gerekli
yardimc1 yansima katsayilarini hesaplanmasi bu avantaji ortadan kaldirmaktadir.

Bolim 7 de, modellenecek 2-B AR alana iliskin oziliski islevinden, diklik
esitliklerinin dogrudan ¢oziilmesi ile edilen ve 2-B Schur algoritmasi kullanilarak
elde edilen sonuglarin aym oldugu gorilir. Buda, gelistirilen edilen kafes siizgeg
yapisinin dogrulugunu gostermektedir. ‘

Aym kafes siizge¢ yapisinin bagimsiz olarak, hata alanlari uzayinda geometrik
yaklagimlarla elde edilmesi Bolim 4. de gosterilmigtir. Elde edilen kafes siizgeg
yapisinin girigine, 2-B Schur algoritmasindan farkli olarak veri alami uygulanir.

Bu nedenle, gergek oziligki orneklerinin bilinmedigi durumlarda 2-B yinelemelj




179

enkiigiik-kareler kafes siizgeg algoritmasi 2-B Schur algoritmasina, dolayisiyla diklik
egitliklerinin ¢6zimiine gore daha iyi sonug turetir.

Gelistirilen kafes siizge¢ yapisinin 2-B geyrek-diizlem AR alanlar tam olarak
modelleyebilmesine karsilik optimum olmayan algoritmalara gore karmagikligi daha
fazladir. Ancak, artan derecelerde, kafes siizgece eklenen yansima katsayilar: sayisin
azaltarak karmagikligi daha az olan fakat digerleri gibi optimal olmayan kafes stizgeg
yapilar1 kolaylkla elde edilebilir.

Ote yandan algoritmanin bir dezavantajida, hata alanlarinin dereceden derec-
eye kendilerine dik olmalarina karsihik, diger dort alanh algoritmalarda oldugu gibi
birbirlerine dik olmamalaridir. Buda iligki matrisinin inversiyonunu zorunlu kilar.

Bununla beraber gelistirilen kafes siizgeg yapisi, dik kafes siizge¢ yapilarinin
(Lenk et.al., 1985,1986) aksine iig-parametreli kafes siizgeg yapisinda oldugu gibi
dort 6ngori hata alanini ayni anda hesaplamaktadir.

Gelistirilen kafes stuizgeg yapisi, daha yuksek boyutlardaki uygulamalarda kul-
lanilmak i¢in kolayhkla yiksek boyutlara genellestirilebilir. Bolim 6 da, 2-B Schur
algoritmasinin temel teorisi korunarak 3-B’ta genellestirilmesi gosterilmistir.

8.2 Oneriler

2-B YEK stizgeg algoritmasi, spektrum kestirimi, gorinti isleme, sistem
tanimlama, ongorili-kontrol sistemleri igin AR modelleme gibi cesitli uygulama
alanlarinda kullanilabilir.  Ayrica verilen bir genlik karaktersitigine gore 2-B
yinelemeli sayisal stizgeclerin tasarlanmasinda, 2-B YEK algoritmas: ile elde edilen
kafes siizgeg parametrelerinden yararlanilabilir. 2-B YEK algoritmasinin yalnizca
ceyrek diizlem AR alanlarin modellemesinde kullanilmasi, uygulama alanlarin:
kisitlamaktadir. Yeni temel bosluklu iglevler tanimlanarak algoritma asimetrik yari-
diizlem kafes stizgeg modelleme igin diizenlenebilir. Ayrica, bu kafes siizgeg yapisi
2-B ARMA modellemede kullanilmak i¢in uygunlastirilabilir. Gelistirilen 2-B YEK
algoritmasinin, enine (transversal) siizgegler aracihigiyla uyarlamali bir 2-B kafes
stizgeg yapisina dontistiirilmesi miimkiindiir.




11-

180

KAYNAKLAR

Abramatic, J. -F., Germain,F., and Rosencher,E., October 1979, ”Design
of Two-Dimensional Separable Denominator Recursive Filters”, IEEE Trans.
Acoust., Speech, Signal Processing, vol. ASSP-27, pp.445-453,

Alexander, W. E., and Press, S. A., January 1980, ”Stability Analysis of two-
dimensional Digital Recursive Filters”, IEEE Trans. Circuit and Systems, vol.
CAS-27, pp.11-15.

Anderson, B.D.O., and Jury, E. I., August 1973, "Stability Test for Two-
Dimensional Recursive Filters”, IEEE Trans. Aud. Electr, vol. AU-21, pp.366-
372.

Bose, N.K., April 1990, "Multidimensional digital signal processing: Problems,
progress, and future scopes”, Proc. IEEE, vol.78, pp. 590-597.

Cadzow, J.A., and Ogino,K. ,June 1981, "Two-dimensional spectral estima-
tion”, IEEE Trans. Acoust.,Speech, Signal Processing, vol. ASSP -29, pp.396-
401.

Chakrabarti, S., and Mitra, S.K., June 1977, ”"Design of Two-Dimensional dig-
ital filtres via spectral transformations”, Proc IEEE, vol.65, pp.905-914.

Costa, J.M., and Venetsanoloulos,A.N., December 1974, "Design of circularly
symmetric Two-Dimensional Recursive Filters”, IEEE Trans. Acoust. Speech,
Signal Processing, Vol.ASSP-22, pp. 432-443.

Dewilde, P., Fokkema, J.T., and Widya, I., 1981, "Inverse scattering and linear
prediction: The continous time case”,in M. Hazewinkel and J. C. Willems,
Eds., Stochastic Systems: The mathematics of filtering and Identification and
Applications, Reidel, Boston.

Dewilde, P., Vieira, A., and Kailath, T., 1978, "On the generalized Szego 2-D
Levinson realization algorithm for optimal linear predictors based on a network
synthesis approach”, IEEE Trans. on Circuits and Systems, vol. CAS-25, pp.

663-675.

Dudgeon, D.E., December 1980, ” An Iterative Implementation for 2-D digi-
tal Filters”, IEEE Trans. Acoust., Speech, Signal Processing, vol. ASSP-28,

pp.666-671.

Dudgeon, D.E., and Merserau, R.M., 1984, Multidimensional signal processing,
Englewood Cliffs, NJ, Prentice Hall.




17-

18-

19-

20-

21-
22-

23-

24-

25-

181

Ekstrom, M.P., and Woods, J.W., April 1976, ” Two-Dimensional spectral-
factorization with applications in recursive digital filtering”, IEEE Trans.
Acoust., Speech, Signal Processing, vol. ASSP-24, pp.115-128.

Ekstrom, M.P., and Twogood, R.F., 1977, ” A Stability Test for 2-D Recursive
Digital Filters using Complex Cepstrum”, IEEE Int. Conf. Acoust., Speech,
Signal Processing, ICASSP’ 77

Ekstrom, M.P., Twogood,R.F., and Woods, J.W., February 1980, ” Two-
Dimensional recursive Filter Design- A spectral factorization Approach”, IEEE
Trans. Acoust., Speech, Signal Processing, vol. ASSP-28, pp.16-26.

Ekstrom, M.P., February 1982, ” Realizable Wiener filtering in two dimen-
sions”, IEEE Trans. Acoust.,Speech, Signal Processing, vol.ASSP -30, pp.31-
40.

Ertiuzun, A., Kayran, A.H., and Panayirci, E., June 1992, " An improved 2-D
lattice filter and its entropy relations”, Signal Processing, vol.28, pp 1-24.

Ertizin, A., Kayran, A.H., and Panayirci, E., 1995, ”"Further improved 2-D
lattice structure employing missing reflection coefficients”, Circuits, systems
and Signal Processing, vol. 14, pp. 473-494

Friedlander, B., August 1982, "Lattice filter for adaptive processing”, Proc.
IEEE, Vol. 70, pp. 829-867.

Haykin, S., 1986, Adaptive Filter Theory, Englewood Cliffs, New Jersey
,Prentice-Hall.

Helson, H., and lowdenslager, D., June 1958, ”"Prediction theory and Fourier
series in several variables”, Part I, Acta Mathematica, uppsala, vol.99, pp.
165-202; ; Part II, vol.106, pp.175-213, Dec. 1961.

Halmos, P,R., 1958, Finite-dimensional vector spaces, Van Nostrand, Newyork.

Hsieh, C.H., Lu, P.C., and, Liou, W.G., December 1989, ” Adaptive predictive
image coding using local characteristics”, Proc. IEEE, vol. 136, pt.I., No.6,
pp-385-390.

Huang, T.S., June 1972, ”Stability of Two-Dimensional Recursive Filters”,
[EEE Trans. Aud., Electr., vol. AU-20, pp.158-163.

Jackson, L.B., and Chien, H.C., April 1979, "Frequency and bearing estimation
by two -dimensional linear prediction”, in Proc ICASSP 79 (Washington,DC),

pp.673-676.
Jain, A.K., 1984, Fundamentals of Digital Image Processing, Englewood Cliffs

NJ, Prentice Hall. - \::f"%\




26-

29-

30-

31-

32-

34-

35-

36-

37-

38-

39-

182

Jain, A.K., and Ranganath, S., May 1978, ”Two-dimensional spectral estima-
tion”, in proc. RADC Spectrum Estimation Workshop,Rome, pp.151-157.

Justice, J.H., June 1977, "A Levinson type algorithm for two-dimensional
Wiener filtering using bivariate Szegé polynomials”, Proc. IEEE, vol.65,
pp-882-886.

Kailath, T., 1986, Ed. Modern Signal Processing, Hemisphere Publishing,
Washington, DC.

Kailath, T., Bruckstein, A.M., and Morgan, D., 1986, ”Fast matrix factorization
via discrete transmission-lines”, Linear Algebra and Appl., vol. 75, pp. 1-25.

Kailath, T., 1985, "Signal Processing in the VLSI Era” in VLSI and Modern
Signal Processing, eds. S.Y. Kung, H. Whitehouse and T. Kailath, Prentice-
Hall, NJ.

Kailath, T., 1986, "A theorem of I. Schur and its impact on modern signal
Processing”, The Schur Memorial Volume, Operator Theory: Advances and
Applications, vol.18, I. Gohberg Ed., Springer Verlag,pp. 9-30.

Kayran, A.H., December 1989, "Design of 2-D recursive filters with asymmetric
half-plane lattice modeling”, IEE Proceedings, Part G, vol. 137, pp. 427-438.

Kumaresan, R., and Tufts, W., November 1981, ”A two-dimensional technique
for frequency number estimation”,Proc IEEE, vol.69, pp.1515-1517.

Kigik, U. and Kayran, A. H., 1993, " Two-dimensional Schur recursion”, Pro-
ceedings of the ECCTD’93, pp.359-362.

Kwan, H.K., and Lui, Y.C., March 1989, "Lattice Implementation of two-
dimensional recursive digital filters”, IEEE Trans. Circuits and Systems, vol.
CAS-36, pp.383-386.

Kwan, H.K., Lui, Y.C., 1989 "Lattice predictive modeling of 3-D random fields
with application to interframe predictive coding of picture sequences”, Int.
Journal of Electronics, vol.66, No.4, pp.489-505

Lee, D. T., Morf, M. and Friedlander, B., June 1981,” Recursive least squares
ladder estimation algorithms”, IEEE trans. on Acoustics Signal and Speech
Proc., vol. ASSP-29 pp. 627-641.

Lenk,P.J., and Parker, S.R., November 1985, ”Orthogonal two-dimensional Lat-
tice filters”, 19th Asilomar Conference on Circuits, Systems and Computers, pp.
278-282, Pasific Grove, CA. =

Lenk, P.J., and Parker, S.R., May 1986, "Schur and Levinson recursions for
two-dlmenswna.l data fields”, Proc. IEEE Int. Symp. on Circuits and Systems, -

pp. 92-95, San Jose, CA.




40-

41-

42-

43-

44-

45-

46-

47-

48-

49-

50-

51-

52-

53-

183

Lev-Ari, H. and Parker, S.R., March 1985, ”Lattice filter models of two-
dimensional fields”, Proc. IEEE Int. Conf. on Acoust. Speech, Signal Process-
ing, pp- 1317-1320, Tampa, Florida.

Lev-Ari, H. and Parker, S.R., May 1986, "Stable and efficient 2-D Lattice filter”,
Proc. IEEE Symp. on Circuits and Systems ,pp. 695-698, San Jose,CA.

Lim, J.S., 1984, Two-Dimensional Signal and Image Processing, Englewood
Cliffs, NJ, Prentice Hall.

Manry, T. and Aggarwal, J.K., 1974, "Picture processing using one-dimensional
implementations of discrete planar filters”, IEEE Trans. Acoust., Speech, Sig-
nal Processing, vol. ASSP-22, pp. 164-173.

Maria, G.A., and Fahmi, M.M., October 1973, "On Stability of Two-
Dimensional digital Filters”, IEEE Trans. Aud. Electr, vol. AU-21, pp.471-472.

Markel, J.D., and Gray, A.H.Jr., 1976, Linear Prediction of Speech, New York,
Springer- Verlag.

Marzetta, T.L., Dec. 1980, Two-dimensional linear prediction: Autocorrelation
arrays, minimum phase prediction error filters, and reflection coefficient arrays”,
IEEE Trans. Acoust., Speech, Signal Processing, Vol. ASSP -28, pp. 725-733.

McClellan, J.H., September 1982, ”Multi-Dimensional Spectral estimation”,
Proc. IEEE, vol.70, pp.1029-1039.

McGuffin, B.F. and Lui, B., Jan 1989, "An efficient algorithm for two-
dimensional autoregressive spectrum estimation 7, IEEE Trans. Acoust.,
Speech, Signal Processing, vol. ASSP-37, pp.106-117

Merserau, R.M., and Dudgeon, D.E.; 1974, "stability test for Two-Dimensional
sequences as One-dimendional sequences”, IEEE Trans. Acoust., Speech, Signal
Processing, vol. ASSP-22 pp. 320-325, .

Merserau, R.M., February 1980, "The Design of Arbitrary 2-D Zero-Phase FIR
filters using Transformations”, IEEE Trans. Circuits and Systems, vol. CAS-
27, pp.142-144.

Merserau, R.M., and Dudgeon, D.E., April 1975, "Two-Dimensional Digital
Filtering”, Proc. IEEE, vol.63, pp.610-623,

Moro, H., Watanabe, T., Taguchi, A., Hamada, N., 1989, "On the adaptive al-
gorithm and its convergent rate improvement of 2-D lattice filter”, ECCTD’89,

pp-430-434.
Nam, M.N., and O’neill, W.D., August 1987, ” Adaptive linear predictive coding

of time-varying images using multi-dimensional recursive least squares ladder .~ -

filters”, IEEE Journal of Sel. Areas in Comm., vol. SAC-5, pp.1115-1126.




54-

55-
56-

37-

58-

59-

60-

61-

62-

63-

64-

65-

184

Newmann, W.I., 1977, ”A new method of multi-dimensional power spectral
analysis”, Astrm. Astrophys., vol.54, pp.369-380.

Orfanidis, S.J., 1988, Optimum Signal Processing, MacMillan, New York.

O’Connor, B.T., and Huang, T.S., December 1978, ”Stability of general Two-
Dimensional Recursive Digital Filters”, IEEE Trans. Acoust.,Speech, Signal
Processing, Vol. ASSP -26, pp. 550-560.

Parker, S.R., Kayran, A.H., and Dokanakolu, E., 1985, ” Asymmetric half-
plane AutoRegressive modelling of 2-D fields using lattice structures”, Proc.
Int. Symp. on circuits and systems, ISCAS 85, pp.1101-1104.

Parker, S.R., and Kayran, A.H., Aug.1984, "Lattice parameter autoregressive
modeling of 2-D fields, Part I: The quarter plane case”, IEEE Trans. Acoust.
Speech, Signal Processing, Vol. ASSP-32, pp. 872-885,

Petersen, D.P. and Middleton, D., 1962, "Sampling and reconstruction of
wavenumber -limited functions in n-dimensional Eucledian spaces”, Informa-
tion and Control, vol.5, pp. 279-323.

Robinson, E.A., and Treitel, S., April 1980, "Maximum entropy and the rela-
tionship of the partial autocorrelation to the reflection coefficients of a layered
system ”, IEEE Trans. Acoust., Speech, Signal Processing., Vol. ASSP-28, pp.
224-235,

Roucos, S. and Childers, C.G., 1979, "A two-dimensional maximum entrophy
spectral estimator”, in Proc ICASSP 79 (Washington,DC, April 1979), pp.669-
672.

Shanks, J.L., Treitel, S. and Justice, J.H., Oct. 1972, ”Stability and Synthesis of
Two -Dimensional Recursive Filters” ,JEEE Trans. Audio Electr., vol. AU-20,
pp.-115-128.

Strinzis, M.G., August 1977, "Tests of stability of Multi-Dimensional Filters”,
IEEE Trans. Circuit and Systems, vol. CAS-24, pp.432-437.

Therrien, C.W., and El-Shaer, H.T., Nov 1989, "A direct algorihm for com-
puting 2-D power spectrum estimates”, IEEE Trans. Acoust.,Speech, Signal
Processing, vol. ASSP-37, pp. 1795-1798.

Therrien, C.W., June 1981, "Relation between 2-D and multichannel linear
prediction”, IEEE Trans. Acoust., Speech, Signal Processing, vol. ASSP-29,

pp. 454-456.

Therrien, C.W., and El-Shaer, H.T., Nov 1989, "Multichannel 2-D AR Spec-
trum estlmates” [EEE Trans. Acoust Speech, Signal Processing, vol. ASSP-

37, pp. 1798-1800.



67-

68-

185

Tjostheim, D., January 1981, ” Autoregressive modeling and Spectral analysis
of array data in the plane”, IEEE Trans. Geosci. Remote Sensing, vol. GE-19,
pp.15-24.

Treitel, S., and Shanks, J.L., January 1971, "The design of multisatge separable
planar filters”, IEEE Trans. Geo. Elec., vol. GE-9, pp.10-22.

Twogood, R.E., and Mitra, S.K., April 1977, "Computer aided design of sep-
arable Two-Dimensional digital filters”, IEEE Trans. Acoust., Speech, Signal
Processing, vol. ASSP-25, pp. 165-169.

Whittle, P., 1954, ”On stationary processes in the plane”, Biometrika, vol.41,
pp.434-449.

Woods, J.W., March 1972, " Two-dimensional discrete Markovian Fields”, IEEE
Trans. Inform. Theory, vol. IT-18, pp.232-240,

Yagle, A., and Levy, B.C., 1985, "The Schur algorithm and its applications”,
Acta Applic. Math.,Vol.3 ,255.



Unal KUQUK

Dogum Tarihi

Dogum Yeri

[lkokul

Ortaokul

Lise

Universite

Yiksek Lisans

Gorevi

Yabanc: Dili

OZGECMIS

Elektronik ve Haberlesme Yiiksek Miihendisi

25 Mart 1963

Vakfikebir, Trabzon

Hiirriyet Ilkokulu
(1970-1975)

Hiirriyet Ortaokulu
(1975-1978)

[stanbul Macka End. ve Meslek Lisesi
(1978-1981)

Yildiz Universitesi
(1982-1986)

Yildiz Universitesi
(1986-1988)

Aragtirma Gorevlisi

Yildiz Teknik Universitesi
Elektrik-Elektronik Fakiltesi
Elektronik ve Haberlesme Bolumu
Haberlesme Anabilim Dali

Ingilizce






