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OZET

Grand Lebesgue Uzaylarinda Korovkin Tipli Yaklasim

ve Istatistiksel Siireklilik

Cemil KARACAM

Matematik Anabilim Dali

Doktora Tezi

Danigsman: Dog. Dr. Yusuf ZEREN

Es-Damisman: Prof. Dr. Necip SIMSEK

Bu tez calismasinda ii¢ temel konu {izerinde arastirma yapilmistir.

Birinci ¢alisma grand Lebesgue uzaymda klasik ve istatistiksel Korovkin yaklasim ve
baz1 uygulamalar1 lizerinedir. Grand Lebesgue uzay1 ayrilabilir olmayan bir uzaydir. Bu
sebepten pozitif lineer operatdr dizileri icin Korovkin teoremi tim uzayda gecerli
degildir. Bu sebepten calismalarimiz grand Lebesgue uzaymin Korovkin tipli yaklasim
sartlarmin gegerli olacagi bir alt uzayr belirleme fiizerine yogunlasmistir. Grand

Lebesgue uzaymnm bir alt uzayi olan G,)(—m , ) uzayi shift operatdrii yardimayla,

Gy (=1, 1) :{f € Lpy(—m,m): || Tsf(x) = fF®lly » 0, 6§ > 0}

Gpy (—m,m) =Gpy(—m,m) olusturulan uzayn kapanisi olarak tanimlandi.
Cy’ (—m, ) sonsuz diferansiyellenebilir sinirli fonksiyonlar uzayinin G,,(—m, )

uzaymnda yogun oldugu gosterildi. G,)(—m,m) uzaymda Korovkin teoremleri ve

istatistiksel versiyonlarmin analoglar1 olusturuldu. Elde edilen bulgular 1s18inda bu

X



alt uzayda Kantorovi¢ polinom dizisi, Fourier ve Abel Poisson konvolusyon operatérleri
icin ¢esitli uygulamalar yapildi.
Calismamizin 2. béliminde p agirlik fonksiyonu ve grand Lebesgue uzay1 normu ile

tanimladigimiz agirlikli grand Lebesgue uzaymm bir alt uzayi olan

Gpyp (-m,m):{f: pf € Gp)(—n,n)} uzayinda Korovkin tipli teoremler ve onlarin

istatistiksel versiyonlar1 olusturulmustur.

Son bolimde g¢alismalarimiz 6lgiilebilir fonksiyon uzaylarinda istatistiksel streklilik
lizerine olmustur. p-istatistiksel sag ve sol limit tanimlar1 verilerek bir noktada
birinci, ikinci ve kaldirilabilir u —istatistiksel siireksizlik tanimlamalari

yapimistir.

Csla, b] istatistiksel sirekli fonksiyonlar uzay: tanimlanip Cla, b] uzaym ayrik bir
sekilde kapsadig1 ve bunun yamsira V p €(0, +0) i¢in Cg[a, b]\L,[a,b] # @ ve
L,la, bI\Cs[a, b] # @ gosterildi.

Anahtar Kelimeler: Grand-Lebesgue uzayi, agirlikli grand- Lebesgue space

Korovkin  teoremi, istatistiksel  yakmsaklik, p- istatistiksel siireklilik

YILDIZ TEKNIiK UNiVERSITESI
FEN BILIMLERIi ENSTITUSU
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ABSTRACT

Korovkin-Type Approximation and Statistical Continuity in
Grand Lebesgue Spaces

Cemil KARACAM

Department of Mathematic
Doctor of Philosophy Thesis
Supervisor: Assoc.Prof. Dr.Yusuf ZEREN
Co- supervisor:Prof. Dr.Yusuf ZEREN
This study has concentrated on three main issues.

Our first study is based on classical and statistical Korovkin type approximation and
some of its applications and the grand Lebesgue space. Grand Lebesgue space is not
separable space. Therefore, the Korovkin for positive linear operator sequences is not
satisfied in all space. For this reason, our studies focused on determining a subspace in
which the Korovkin type approximation conditions of the grand Lebesgue space will be
valid. We consider the subspace G, (—m ,m) of a grand Lebesgue space generated

buy shift operator.
Gy (=1, 1) :{f € Lpy(—m,m): ||Tsf(x) = fF®lly = 0, 6§ > 0}

We define  the closure of?p) (—m,m) =G, (—m, m) . We show the density of the
space of infinitely differentiable finite functions in G,)(—m,m). We prove the analogs
of Korovkin theorems and their statistical versions in G, (—m,m). In particular, we
establish the analogs of Korovkin theorems for a sequence of operators generated by

the Kantorovich polynomials, for Fourier and Abel-Poisson

Xii



In our second study classical and statistical Korovkin type converge theorems for
positive linear operator sequences was studied on the weighted grand Lebesgue space

that we created by p weight function and grand Lebesgue space’s norm

Gpyp (-7, m):{f: pf € Gp(—m,m)}. We prove the analogs of Korovkin theorems
and their statistical versions in Gp)(—n,n). In particular,we establish the analogs of

Korovkin theorems and statistical version for a sequence of operators and some

applications.

In the last chapter, a study has been done on statistical continuity in measurable function

spaces. We give definitions of p- statistical one-sided limits at a point and

u- statistical discontinuities of the first and second kind in some measurable space
with a measure. We consider the space C,.[a,b] of p- statistical continuous
functions on some interval [a, b]. We prove that the space of continuous functions
is strictly embedded in C,;[a, b]. Moreover, we show that C[a, b] is not embedded

in the Lebesgue spaces L, [a, b] for V p €(0, +o0),i.e Cs[a, bI\L,[a, b] # .
Keywords: grand-Lebesgue space, weighted grand- Lebesgue space

Korovkin theorem, statistical convergences, u- statistical convergences

YILDIZ TECHNICAL UNIVERSITY
GRADUATE SCHOOL OF SCIENCE AND ENGINEERING
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1

GIRIS

1.1 Literatir Ozeti

Fonksiyon Matematik, Fizik, Miihendislik basta olmak {izere disiplinler arasi  bir
kavramdir. Matematik veya Uygulamali bilimlerde modellenen her fonksiyon inceleme
acisindan uygun formatta olmayabilir. Gelisen teknoloji ve dijital doniisiimlere paralel
olarak fonksiyonlarin bilgisayar yazilimlarina uygun formatta olmalar1 Onem
kazanmustir. Baz1 Fonksiyonlar sureklilik, tiirev ve integrallenebilme vb. 0Ozellikleri
acisindan uygulamalara ve hesaplamalara uygun olmayabilir. Bu fonksiyonlari, hata
payt minimum olacak sekilde 6zellikleri bilinen daha basit fonksiyonlar ile temsil etmek
Yaklasim teorisinin genel amacidir. Yaklagim teorisi islevi agisindan teorik ve
uygulamali matematik arasinda bir koprii gorevi gormektedir. Yaklasim teorisinin
uygulama yontemlerinden biri Pozitif lineer operatorler yardimiyla yaklasimdir. Pozitif
lineer operatorler monotonluk ve bazi temel esitsizlikleri sagladigindan yaklasim

teorisinde énemli bir yer tutar.
Pozitif lineer operatorle yaklasim teorisi;

1853 yilinda Rus Matematik¢i P.L. Chebyshev bir baglant1 problemi tizerinde ¢alisirken
bir buhar makinesi motorunun dogrusal hareketini bir tekerleg§in dairesel hareketine

cevirmek i¢in asagidaki problemi incelemistir.

i. [a, b] arahiginda stirekli bir f fonksiyonu;

n

P(x) = Z cp x¥

k=0
seklinde n. dereceden bir polinomla ifade edilebilir mi?
ii. g}fgélf(x) — P(x)| hangi kosullarda minimalize olabilir?
Bu probleme 1885 yilinda Alman matematik¢i Karl Weierstrass
[a, b] arahiginda siirekli bir f fonksiyonu igin;

Ve>0veVX€E [a,b] icin



sup |f(x) —p()| < e
olacak sekilde bir p(x) polinomu vardir teorisini ortaya koymustur [1].

Bu teori donemin matematikgileri tarafindan kabul gorse de ispatinin uzun ve
karmasik olmasi bu teorinin donemin (nli matematikgileri tarafindan

incelenmesine neden olmustur.
1912 yilinda Rus matematikgi Sergi N. Bernstein
[0,1] arahiginda reel degerli bir f fonksiyonuna
ok
Bn(f:x)=Zf<—)C§xk(1—X)""‘ , 0<x<1
=
Bernstein polinomlari ile yaklasilabilecegini ifade ve ispat etmistir [2].

Bernstein polinomlari, Weierstrass teorisini daha anlamli hale getirip lineer pozitif

operatorler konusuna olan ilgiyi artirmistir.

Bernstein operatoriniin sadece sirekli fonksiyonlar i¢in gecerli olmasi ve bazi
integrallenebilir fonksiyonlar i¢in uygulamalarda karsilasilan guclikler dénemin

matematikgcilerini yeni bir lineer pozitif operator arayisina itmistir.
1930 yilinda Rus matematik¢i L.V. Kantorovig tarafindan

vV f €L,[01]igin

k+1
n n+l
K,GF0=> |+ | rOde |()xk1=0m* , 0<x<1
Sl an [ row)
n+1

Kantorovi¢ polinomu tanimlamistir [3].
1950 yilinda Szasz tarafindan
X €[0,0] , f € C[0.0) icin

S,:C[0.00) - C[0.)

n

Sp(f;x)=e™™ Z f (E> (n2)* olmak tizere,

n/ k!
k=0




Szasz operatorii tanimlanarak Bernstein polinomu sonlu olmayan araliga

genisletilmistir [4].

1952 yilinda H. Bohman x € [0,1], 0 <aj,<1, P,,=0 olmak iizere,

La(fi) = ) (i) Pen®)
k=0

Pozitif operatdr dizisinin n—oo icin f fonksiyonuna diizgiin yakinsak olmasi i¢in

gerek ve yeter kosullar

i L,(Lx)=1

i, L(tx)2x

iii. L,(t%x) = x?
seklinde ifade etmistir [5].

1953’te P.P. Korovkin [0,1] araligini [a, b] araligina genisletmistir [6].

Bu teorem tanimlanan bir operat0riin birim operatore yakisamasi durumunda operator
doniistimiiniin diizgiin yakinsak olmasini garanti etmesi anlamma gelmesi nedeniyle
matematik diinyasinda biiyilk yanki uyandirmis ve Korovkin Yaklasim teorisinin

dogmasima neden olmustur.

Korovkin Yaklagim teorisi 3 ana baglikta yogunlagmustir.

i.  {1,x,x?}, {1,sinx,cosx}, gibi yeni test fonksiyonlar: elde etmek.

ii.  Korovkin teoremlerinin farkli fonksiyon uzaylari tizerinde uygulamalar1

iii.  Korovkin teoremini saglayan yeni Lineer pozitif operatorler elde etmek

Korovkin teoremi, L,,[a, b] uzayr igin [6 —12] calismalarinda gesitli arastwrmacilar

tarafindan incelenmistir.

Bohman-Korovkin teoremi sonlu ve kapali aralikta gegerlidir. Bu teori sonlu ve kapali
araliktan tiim reel eksene A.D. Gadjiev tarafindan belirli kosullar altinda  tiim reel

eksene tagimigtir.[13, 14]
Korovkin teoremimin saglanmadigi durumlarda yakinsaklik kaybini gidermek igin

I. Hemen hemen yakimsaklik



Il. Aritmetik ortalama yakinsaklik
iii. Istatistiksel yakinsaklik
iv.Toplanabilme metodu

gibi metotlar olusturulmustur.

Calismamizda yer alan istatistiksel yakinsaklik konusunun, Matematigin farkli
alanlarinda Toplanabilme teorisi, Say1 teorisi, Olasilik teorisi, Yaklasim teorisi gibi
onemli uygulamalar1 mevcuttur. Istatistiksel yakmsakhk kavrami ilk kez 1951'de  H.
Fast [15] ve H. Steinhaus [16] tarafindan tanitildi. Skaler diziler icin bu kavram,
Fourier serileri ¢alismalarinda A.Zygmund [17] tarafindan hemen hemen her yerde
yakinsaklik olarak ele alindi. Bu teori I.J. Schoenberg [18] , J.S. Conner [19], T.
Salat [20], J. A Fridy[21—22], JA Fridy ve MK. Khan [23],
J. A Fridy ve C. Orhan [25 — 26], A.R Freedman ve J.J Sember [27 ], M. Macaj, T.
Salat [19] gibi ¢calismalar belli bagh ¢alismalardir.

Klasik anlamda yakinsaklig1 kapsayan istatistiksel yakinsaklik Korovkin teoremlere ilk
olarak 2002 yilinda A.D Gadjiev ve C.Orhan [31] tarafindan incelenmis ve pozitif
lineer operatorler icin istatistiksel Korovkin teoremini olusturulmustur. Bu sayede
Korovkin yaklasim teorisi i¢in daha gii¢lii sonuglar elde edilmis ve bircok ¢alismaya

oncii olunmustur. Bu konuda benzer arastirmalar [32 — 34] ¢alismalarinda mevcuttur.

Grand Lebesgue uzaylar1 ilk olarak T. Iwaniec ve C. Sobordone [35] tarafindan
tamimlanmistir. Grand Lebesgue uzayir matematigin PDE teorisi, Operatér Teori ve
Uygulamali matematik alanlarinda uygulamalar1 nedeniyle birgok arastirmaci tarafindan
incelenmistir. Bu caligsmalar kismi diferansiyel denklemler teorisi, fonksiyon uzaylari,
operator teori, sinir deger problemleri basliklarinda asagidaki arastirmacilar tarafindan
incelenmistir. T. Iwaniec ve C. Sobordone [35 — 37], A. Fiorenza [38] , A. Fiorenza,
G.E Karadzov [39] , A. Fiorenza, M. Kerbec [43],[40],A. Fiorenza ,G. Fratta
A.Fiorenza B.Gupta [42],V. Kokilashvili [44, 45] belli baslh arastirmacilardir.

Calismamizin son boliimiinii olusturan istatistiksel streklilik;

“Istatistiksel yakmsaklik kavramdan yola ¢ikarak benzer anlayisla &lgiiye bagh

istatistiksel siireklilik kavrami olusturulabilir mi ? ”” sorusunu dogurmustur.



Bu yondeki ilk adim Lebesgue 6lgiisii i¢in sonlu bir noktada veya sonsuzda olgiilebilir
fonksiyonlar igin istatistiksel limit ve istatistiksel esaslik kavramlarini koyan F. Moricz
[62] tarafindan olusturulmustur. Moricz bu ¢alismasinda bu kavramlar arasi iliskileri
kismen inceleyip, bu kavramlar1 genellestirmeden Fourier serisi lizerine calismalar
yapmuistir. Istatistiksel yakinsaklik temelli istatistiksel siireklilik ilk kez B.T. Bilalov ve

S.R. Sadigova [61] tarafindan tanimlanmustir.

1.2 Tezin Amaci

Grand Lebesgue uzayi ayrilabilir olmayan bir Banach fonksiyon uzayidir. Bu
ozelliginden dolay1 lineer pozitif operatorler icin Korovkin yaklagim teorisi olumlu
sonuglar vermez. Calismamizin amaci, Qgrand Lebesgue uzaymin sonsuz
diferansiyellenebilir fonksiyonlarin yogun oldugu bir alt uzay: tanimlanip, bu alt uzay
tizerinde Korovkin yaklagim teorisinin klasik ve istatistiksel versiyonlari i¢in temel
teoremleri olusturmak ve ¢esitli operatorlerin bu uzaylardaki Korovkin tipli yakmsaklik
sartlarmi belirlemektir. Grand Lebesgue uzayindaki norm yardimiyla tanimladigimiz
agirhikli grand Lebesgue uzayi i¢in benzer bir anlayisla Korovkin yaklasim teorisinin
temel teoremlerini belli kosullar altinda incelemektir. Calismamizin diger hedefi
istatistiksel limit, istatistiksel sureklilik, istatistiksel slreksizlik tanimlamalar1 yaparak

bazi fonksiyon uzaylari arasindaki iligkileri bu baglamda incelemektir.

1.3 Hipotez

Grand Lebesgue uzayi ayrilabilir uzay olmadigindan Korovkin tipli yaklagim teorisinin

uygulanabilecegi G, alt uzay olusturuldu.

VfE L, (—m, m)ve

_(fx+8), x+8¢€[-mmn]
Taf(X)—{ 0, x+8€R\[-mn]

shift operatorii olmak Uzere,
Gy (=1, 1) :{f € Lpy(—m,m): ||Tsf(x) = fF®lly = 0, 6§ > 0}

Gpy(—m, ™) uzaymm kapanist G, (—m,m) =Gp)(—m,m) olmak lzere;
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bu uzayda klasik ve istatistiksel manada Korovkin teoremleri olusturulabilir.
Konvoliisyon tipli integral operatorler igin Korovkin teoremine denk kosullar elde
edilebilir.

Kantorovig¢ polinomu i¢in Klasik Korovkin kosullar1 bu alt uzayda da gecerlidir.

Grand Lebesgue benzer yaklagimla

Agirlikli grand Lebesgue Uzays,

1<p<oo ,QcR" ve p fonksiyonu agirlik fonksiyonu olmak iizere;

Lpyp(Q) = {f: pf € Ly }

Bu uzayda norm

”f”p),p :”pf”p)

seklinde tanmimlanarak Agirlikli grand Lebesgue uzayr igin klasik ve istatistiksel

manada Korovkin teoremleri ve kosullar1 belirlenebilir.

Istatistiksel yakinsaklik kavramindan yola ¢ikarak Slciiye bagli istatistiksel streklilik
kavrami dogrultusunda, istatistiksel sureksizlik ve siniflandirmalar1 yapilarak ve

fonksiyon uzaylari arasi iliskiler bu baglamda incelenebilir.

1.4 Tezin Icerigi

1. Bolimde Korovkin yaklasim teorisi, istatistiksel yakinsaklik istatistiksel streklilik

konularinda literatiir 6zeti verilmistir.
2. Boliimde tez ¢alismamizda kullanilan temel tanim ve teoremler verilmistir.

3. Bolumde calismamizin ana konular1 olan Korovkin tipli yaklagim, istatistiksel

yakmsaklik ve grand Lebesgue uzaylar1 ve 6zellikleri incelenmistir.

4. Bolumde grand Lebesgue uzayinin shift operatérii yardimiyla tanimlanan sonsuz
diferansiyellenebilir fonksiyonlarm yogun oldugu bir alt uzay: tanimlanarak bu uzayda
1. ve 2. Korovkin teoremleri klasik ve istatistiksel manada incelenmis olup, Kantorovig
operatér dizisinin yakmsaklik kosullar1 ve konvoliisyon tipli operatdr dizilerinin

yakimsaklik sartlar1 i¢in denklikler tanimlanmistir.



5. BOlimde Agirlikli grand Lebesgue uzayinda Korovkin tipli yaklasim teorisi igin
Agirlikli grand Lebesgue uzaymin shift operatorii yardimiyla tanimlanan sonsuz
diferansiyellenebilir fonksiyonlarin yogun oldugu bir alt uzay: tanimlanarak bu uzayda

Korovkin teoremi igin agirlik fonksiyonunun 6zel kosullar1 altinda incelenmistir.

6. Bolimde istatistiksel yakinsaklik temelli Olgiiye bagh istatistiksel siireklilik ve
istatistiksel siireksizlik kavram ve smiflamalar1 olusturulup bazi fonksiyon uzaylari

istatistiksel siireklilik anlaminda karsilagtirilmistir.

7. Bolimde sonug ve Onerilere yer verilmistir.



TEMEL KAVRAMLAR

Bu bolimde tez ¢alismamizda kullanilacak olan temel tanim, teorem ve Orneklere yer

verilecektir.

Tamm 2.1 X bir F cismi tizerinde vektor uzay1 olsun.

. II: X—>R*, x—||x|| doniisiimii, V X,y€ X veV o€ Ficin
iLlx]|=0=x=0

il llax|l = [elllxl

iiillx + yll < llx|l + llyll

ozellikleri sagliyorsa X tizerinde norm adini alir. Bu durumda (X, ||.]]) ikilisine
normlu uzay adi verilir.

Tamm 2.2 (X, ||. ||) normlu uzayinda her Cauchy dizisi X i¢inde bir limite yakinsiyorsa

(X, ]I.1) X bir normlu uzayma tam normlu uzay veya Banach uzayi denir.
Tamm 2.3 M, (izerinde reel degerli dlgiilebilir fonksiyonlar kiimesi,

p: My —[0, +o0] veV f,9.f, m=123 ..) € My , VA0 ve vV E c

Q Olcilebilir altkiimeleri icin

i. p(f)=0e f=0 (hhy)

ii. p(Af)=rp(f)

iii. p(f +9) < p(f) + p(g)

iv. 0<g < f (hhy) = p(g) < p(f)

V. 0<fu T f (hhy) = p(fu) < p(f)

Vi. ECc Q =p(X) < 4+

vii. EC Q:>fQ fdx Cg p(f), 0<Cg<oo (Cg E ve p baglive f den bagimsiz)

ozellikleri saglaniyorsa p Banach fonksiyon normudur [64].

Tamim 2.4 X ve Y, F cismi (izerinde vektor uzay: ve D(T)c X olmak Uzere;



T:D(T) » Y fonksiyonuna operator veya doniisiim denir.
Vv x,y€ D(T) veV a,B € F icin T(ax + By)=aT(x)+BT(y)
ozelligi saglaniyor ise T operatdriine lineer operator denir [63].

Tammm 25 T: D(T) - Y operator olsun. Vv f € D(T) icin T(f) >0ise T
operat0run pozitif operator denir.

T ayn1 zamanda lineer ise T ‘ye pozitif lineer operatdr denir [63].
Teorem 2.1 X ve Y iki vektor uzayr T: X—=Y lineer pozitif operator olsun.
Bu takdirde asagidaki 6zellikler saglanir.
i. T operatorii monotondur.
i.  [T(HI<TASD

Tanim 2.6 X ve Y normlu uzay D(T)c X ve olmak tizere; T: D(T) » Y lineer
operatori verilsin. ||Tx|| < cl||x|| olacak sekilde ¢ € R varsa T operatoriine sinirl

operator denir.

IT||= sup JE) operatoriin normu denir [65].
xep(r) X
x#0

Tanim 2.7 XveY normlu uzay D(T)c X ve olmak tizere; T: D(T) — Y operatori
ve >0icin 3 6 >0, Vx€ D(T) icin ||x — x,ll< & iken [|T(x) — T (x,)||< € olmasi

durumunda T operatori x, € D(T) noktasinda siireklidir denir [63].

Teorem 2.2 T: D(T)-Y lineer operatdrinin D(T)c X fizerinde sinirli olmasi

icin gerek ve yeter kosul T operatoriniin D(T) tizerinde siirekli olmasidir [63].

Tanim 2.8 Ac R ve F(4), A iizerinde tanimli reel degerli fonksiyonlarin kiimesi

olsun. f,: N—F(A) seklinde tanimlanan fonksiyona fonksiyon dizisi denir [66].
Tamim 2.9 (f,) dizisi A lizerinde f fonksiyonuna noktasal yakinsaktir <V >0 ve

X € Aigin I ny € N vardrr ki Vn>ng icin [f,,(x) — f(x)] < e [66]

Tanmim 2.10 (f,,) dizisi A lzerinde f fonksiyonuna diizgiin yakinsaktir &V >0 ve
VX € Aigin 3 ny € N vardir ki Vn>n, icin |f,,(x) — f(x)| < e [66]

Tamm 2.11 X bir kiime ve A X’ in alt kiimelerinin bir siifi olmak {izere
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I. XeA
. Her A€ Aigin A°=X\A € A
iii.  Ace Aise Up_,Ak€ A

sartlar1 saglaniyorsa A , X Uzerinde cebirdir

Eger (iii) yerine “Her k € Nicin Ax € A =>Uj-, Ak € A sarti konulursa A cebirine
o— cebiri denir [67].

Tanim 2.12 Bir A smifin1 kapsayan o- cebirlerinin en kiigiigline A nin lirettigi

o— cebiri denir. R’deki biitiin a¢ik (a, b) araliklarinin iirettigi o— cebirine Borel cebiri
denir. B (R) seklinde gosterilir. B (R) in herbir elemanina bir Borel kiimesi denir
[67].

Tanim 2.13 X bir kiime ve A, X tizerinde bir c—cebiri olsun. (X, A) ikilisine dlgtlebilir

uzay ve her A € A kiimesine dlctlebilir kiime denir [72].

Tanim 2.14 (X, A) 6lculebilir uzay ve p genisletilmis reel degerli fonksiyonu;

i. w®) =0

ii. WA)>0 VAEA

iii. An ayrik dizisi i¢in - w(Up=q An)=2>_, u( An ) Ozelliklerine sahipse p

fonksiyonuna élci denir [67].

Tamim 2.15 Bir X kiimesinin o— cebiri A ve u A Ulzerinde tanimli tizerinde taniml

Olcli olmak tzere (X, A,u) tgliisiine 6l¢ii uzay denir.
Tamim 2.16 X bir kiime P(X) de X’in kuvvet kiimesi olsun.
1 P(X) = #'u{0, 00} olmak uzere ;

i. U (@) =0

. Her Ae P(X)icin u* (A)>0

iii. A c Bc X =u'(A) < u'(B)

iv. Her n €N igin An € P(X) =u" (U, An ) <X, px ( An) sartlari saglaniyorsa

p” fonksiyonuna X iizerinde bir dis 8l¢iidiir denir.

Bir oOlgiiniin dis Olgii olabilmesi i¢in onun tanim kiimesinin kuvvet kiimesi olmasi
gerekir [67].
10



Tammm 2.17 (X, A) 6lgllebilir uzay ve f: X— R bir fonksiyon olsun. Eger V o € R
icin ! (a,0] = {x € X: f(a) >0 } € A oluyorsa f fonksiyonuna élgulebilir

fonksiyon denir. X tizerinde 6l¢ilebilir fonksiyonlar ailesi M (X, A ) ile gdsterilir.[65].
Tamm2.18 [, = {1,2,...,n} (n € N) olsun. I, ile denk olan kiimeye sonlu
(n elemanli) bir kiime ve N denk olan kiimeyede sayilabilir kiime denir [63].

Tamm 2.19 (X,d) metrik uzay ve Ac X olsun. A nin kapamis1 X'e esit yani A = X
ise A'ya X te yogun kiime adi verilir [63].

Tamm 2.20 Bir (X,d) metrik uzaymin sayilabilir yogun altkiimesi varsa bu uzaya

ayrilabilir metrik uzay denir [63].

Bu tanim asagidaki sekilde de verilebilir.

(X, d) ayrilabilir metrik uzaydir & X iginde oyle bir (xl,xz, - ) dizisi vardir ki

Ve>0 ve Vx € Xigin In, € N d(x, xno) < eolur [63].

Tamm 2.21 Bir f fonksiyonunun destegi, f(x) fonksiyonunun sifirdan farkli oldugu x

noktalarinm kapanisidir.

Suppf= {x: f(x) #0 } ilegosterilir.

Eger f fonksiyonunun destegi kompakt bir kiime ise f fonksiyonuna kompakt destekli
denir [63].

Tamm 2.22 (Holder esitsizligi)
1,1 _ :
1<p,q<wo ;+5—1 ve f€EL, gEL,ise f.g € L, olur.
Ifglla<IIfIl,. llgll esitsizligi saglanir [63].
Tanmim 2.23 (Minkowski esitsizligi)

f,ge L, ,1<p<icin f+ge€ L, olurvellf+gll, < IIfll,.+lgll, esitsizligi

saglanir [68].

Tanm 2.24 (Young esitsizligi) a, b>0 p, q>1 % +$ =1 olmak Uizere;

a.b< a; +% saglanir [63].
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Teorem 2 .4 1< p <oo olmak iizere;
Eger f€ L, ve g €L, ise budurumda h=f * g hemen hemen her yerde vardir .
he Lp dir. Ayrica [IAll, <IfIl, llgll, esitsizligi saglan [63],
Teorem 2 .5 (Beppo — Levi)

(Q, %, X) 6lgiim uzay1, X € X olsun.

fu: X = [0; oo] dizisi Vx eXigin f,(x) < f41(x) < oo verilsin.

v x eXigin f, — f noktasal yakinsak, lim f,(x) = f(x) ise
n—»>oo

rlli_r)rgoffn(x)dx=ff(x) dx
X X

saglanir.
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3

GRAND LEBESGUE UZAYLARINDA KOROVKIN
TiPLi YAKLASIM VE ISTATISTIKSELVERSIYONU

Bu bolimde lineer pozitif operatorler igin Korovkin teoremleri tanitilip sonlu 0lguli
kiime tizerinde grand Lebesgue uzayi incelenip bu uzayda lineer pozitif operatorlerin

Korovkin tipli klasik ve istatistiksel yakinsaklik versiyonlar1 incelenecektir.
3.1 Klasik Korovkin Teoremleri

1951 yilinda H. Bohman x € [0,1], 0 <a,<1, P ,=>0 olmak iizere,

Ln(f}x) =5 z f(ak,n) Pk,n(x)
k=0

Pozitif operatér dizisinin n—oo icin f fonksiyonuna diizgiin yakinsak olmasi i¢in

gerek ve yeter kosullari

i Ly(L;x) 31
ii. L,(t;x) 3 x

iii.L, (t%;x) =3 x? seklinde ifade etmistir.
1953’te P.P. Korovkin bu teoremdeki [0,1] araligini [a, b] araliina genisletmistir.

Teorem 3.1 (Korovkin teoremi) V n € N icin L,:C[a, b] - C[a,b] pozitif lineer

operator dizisi,

Vi=0,1,2icin e;(t) = t' olmak iizere;

lim ||L,, (e;) — e;llcjap) = O sartlar1 sagliyorsa [a,b] arahigindaki siirekli olan her
n—->oo

fonksiyon icin lim ||L,,(f) — fl|¢[q ) = O saglanur.
n—o0o
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ispat.
f € Cla,b] igin f fonksiyonu diizgiin siirekli oldugundan, V € >0, 3 8 >0 sayis1
vardir ki, V X, t € Cla, b] icin |x — t| < § iken |f(x)— f(t)| <& saglanir.

Bunun yani sira, f fonksiyonu sinirli oldugundan |f(x)| < M olacak sekilde M > 0

sayis1 mevceuttur.

|x —t| =6 icin f fonksiyonunun sinirlihgmdan ve tiggen esitsizliginden
If(x) —F@OI < IF G+ If (@) elde edilir.

|x — t] |x — t]?
=1 ve

|x —t| =6 iken 5 57 2

IFG) — FO < 2m 2=

62

O halde,

lx —t]| <6 iken |f(x)—f@)|< € ve

lx —t| =6 iken |f(x)—f(@)|<2M |x6_2t|2 oldugundan

VteRveV X € [a,b] icin

) —F@OI< e+ 2M L esitsizligi elde edilir.

L, operatdrii lineer oldugundan
|Ln(f (0); ) — fOOl = Ly (f (©); ) — f ) + Ly (f ()5 ) — L (f ()5 0|
=Ly (f () = £ GO 0) + f(0) (Ln (L) — 1)
< Ln (F (@) = FQO); x|+ f () (L (15 0) — D]
< L,(If(@® = Gl %) +1f COll(Ln(1;%) — D]
f fonksiyonunun sinirhligindan
1L (f(@); %) — fOO| < Ly (IF(©) — fOOL; ) +MI(Ly(1;) — 1)

L, monoton artan oldugundan

L, (f(t);x) — f(x)| < L, (e + 2M ng;ztlz ;x) +M|(L,(1;x) — 1)|] yazlabilir.

L,, operatort lineer oldugundan
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|x—t|?
62

Ln (& +2M %) = el (1;2) + 2 Ly (¢ — )% 2)

= &Ly (1204557 [Ly (6% %) — 2xLy (5 %) + %21y (1;)]
=¢eL,(1;x) + ZS—IZ[Ln(tZ;x) —x? —x%+2x?% - 2xL,(t; x) + x2L,,(1;x)]
=¢eL,(1;x) + ZS—IZ[Ln(tZ;x) —x?% + 2x% — 2xL,,(t; x) + x2L,,(1; x) — x?]
= eLn(l;x)+26—12W [Lo((t%x) — x2) + 2x(x — L, (£ %)) + x%(L,(1;x) — D]
elde edilir.
|L,(f(t);x) — f(x)]| < sLn(l;x)+26—IZ [Lo((t%x) — x?) + 2x(x — L, (%)) +
+ x2(Ly (1) = D] + M| (Lp (15 %) — D)
Bu durumda
Vi=0,1,2icin e;(t) =t' icin
i L,(1;%) 31
ii. L,(t;x) 3 x
iii. L,, (£%; x) 3 x?
kosullar1 saglanmasi durumunda

vn >ngicin |L,(f(t);x) — f(x)| < € ve lim maxblfn(x) — f(x)| =0 elde edilir.
n—oo asx=<

Ornek 3.1 Bernstein operatorii

n

B, (f;x) = Zf (%) Chx(1—x)"* , 0<x<1

k=0

olmak Uzere;

n

Bn(f;x)=Zf(§>C,’fx"(1—x)""‘ , 0<x<1

k=0
B,(1,x) =1
B, (t,x) =X
A2
B,(t%,x) = x*+ % esitlikleri saglanir.
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Buradan n—co iken
1B, (1; x) = 1ll¢cpo,—0
IB,, (t; x) — x|l ¢ (0,110
1B, (t%; %) — %2l ¢cjo,11 =0
Bernstein operatorii  Korovkin teoremi sartlarini saglar.
vfeclol]igin  |IB,(f;x) — f(O)llcpo) = O saglanur.
Ornek 3.2 C[0,0) verilen Szasz Operat6rii Korovkin teoremini sartlarini saglar.

Szasz operatori

n

o ky (nx)* y
S.(f;x)=-e ;f (;) o olmak tzere,
. S, (1,%) =1
ii. S,(t,x)=x

il Sp(t%x) =x?+2
esitlikleri saglanur.
Buradan n—oo igin
15 (1; %) = 1l ¢fo,0) 20
1S, (t; %) — x|l co,00) =0
1Sn (£2; %) — x|l c[0,e0) =0
[0,00) verilen Szasz Operatorii Korovkin teoremini sartlarini saglar.
Vf € C[0,00] igin |[S,(f;x) — f(X)llc[o,0) — O saglanur.
Teorem 3.2 (2.Korovkin Teoremi)
L, : C[0,2m]—C[0,27] lineer pozitif operatdrler dizisi olmak Uzere;

Vv g € {1,sinx, cosx} icin lim||L,g — gllcjo2n; =0 saglaniyorsa
n—-oo

v feC[0,2m] igin lim [[L,f = fllcjozny =0  Olur.
n—oo
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3.2 [Istatistiksel Korovkin Tipli Teoremler
Bu boliimde istatistiksel yakimsaklik ile ilgili temel tanim ve teoremleri verelim.

Tanmm 3.1 (X, p) metrik uzay A c X ve
n
6a(A) =D X ()
k=1

6(A) = I{l_)rg) 8,(A) sayisina A kiimesinin istatistiksel yogunlugu denir.

Tanmm 3.2 {x,},ey € X, A, = {n € N: p(x,,,x) = £} olmak lizere
ve>0, §(A;)=0 ise {x,}neny dizisix € X sayisina istatistiksel yakinsaktir
denir ve st — lim x, = x seklinde gosterilir.
n—»>oo
Tamm 3.3 {x,}peny © X, A.={n € N: p(x,,x,,) = €} olmak iizere

ve>0,3n, ,Vn>n, 6(A,)=0 ise {x,},ey dizisi istatistiksel fundamental

(esas) denir . (st fundamental)

Lemma3.1»x ={A c N: 6(A) = 1} olmak Uzere,

AB € »x ise ANB € x saglanir.

Teorem 3.3 [67] (X,p) metrikuzay , {x,}ney €X ,x={A cN: §(A)=1}
Asagidaki kosullar denktir.

i.st-lim x,, = x

n—oo

ii. {x,},eny istatistiksel fundamental

i3 {y,hey ©X:3limy, =x, {n €EN: x, =y, } Ex
n—-o0o
Sonug¢ 3.1 (X, p) metrik uzay, {x,,},eyn € XVvex ={A c N: 6(A) =1}
st— lim x,=xise 3 {nplpen € ¥ (N <ny < -+ <My < +++ ) Lim Xp, = X
n-oo —00

saglanir.
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Teorem 3.4
L,:Cyla, b] = Bla, b] pozitif lineer operator dizisi
i. st —lim||L,(1;x) — 1||z=0
n—oo
ii. st — lim || L, (t; x) — x||z=0
n—oo
iii. st —lim ||L,,(t2%; x) — x2||3=0
n—->0o
sartlarini sagliyorsa herhangi bir f € Cy[a, b] icin
st — lim [|L,, (f(x); x) — f(x)||g=0 saglanir.
n—->0o
Ispat.

Korovkin teoremine benzer bir yaklagim takip edilecektir. f fonksiyonu tiim reel

eksende sinirli oldugundan
If(O —fGI<2M  —oo< t, x<oo
f fonksiyonu stirekli oldugundan |t — x| < § sartini saglayan her tx icin

If(t) — f(x)| < & saglanr.

Vt € (—mo,0) ,Vx € [a,b]ved sabit sayisi icin
f(©) = f)l <& +33 |t —x|? yanlabilir.
La(f320) = FQO=La(f () = f(0),2) +f()(Lp(Li%) = 1)
1Ln(f20) = FCNp=(2 + M + 2 1L, (1) = 1llp+55 1Ly (&5 ) = x5
+ 2 L (6%52) — %211
<Ky (L (15%) = 1l + 1L (6 2) = xllg + 1Ln (6% %) = x2115)

Burada

K1=max(e +M + i—l\;’,;—l\f) secilmistir.

Son esitsizlikten Ve > 0 icin
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(0 < N: WL (f;20) — FOOlls > ed<|{n < N lLy (120) = Lllp + 1Ly (6 20) — x5 +

IIB, (% x) — x?|lg = i}| yazilabilir.
K
D= {n: L, (1; %) = Ulp+IIL, (£ %) — x|lp + [1B, (t% %) — x2||p = Ki} olmak iizere,
1

.
D, = {n L, (1) — 1lp = 37}

D, {n: L (t; %) = xllp = i}

3K,

— . 2. 5) — 52 £
D3 = {m:llLn (%) = x2ll5 = 5} -

Acikea gorilir ki

Dc D, UD, U Ds

[(n < N: 1L (F ) = FOllp > ed|{n < N lIL, (1Lx) = 105 2 37}| +|{n <

NllLa(6) = xllp = 5| +[{n < ML (50 =215 = 5]

Buradan ve (i), (ii), (iii) kabullerinden ispat tamamlanir.

Ornek3.3 [31]

n

Bn(f;x)=Zf<%>€,’ka(1—x)"‘k , 0<x<1

k=0
Bernstein operatorii ve a, sinirsiz istatistiksel yakinsak dizi olmak iizere
B,: Cy[0,1] - B[0,1]
Pu(f;x) = (1 + ay) B (f5 x)
polinom dizisini ele alalim.
Bernstein operatori Klasik Korovkin teoremi sartlarini saglar.

B,(1,x) =1
B,(t,x) = x

x — x?

B, (t%,x) = x? +
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Boylelikle B,(f; x) istatistiksel Korovkin teoremi sartlarini saglar.
st = lim [|F, (f (x); x) = f G llz=0

Bunun yani sira;

Bn(f;0) = f(0) oldugundan P,(f;0)=(1+ ay) f(0) ve

12, (f () 2) = f I[P (f5 0) = £(O)] =an | £(0) |

a, sinirsiz bir dizi ve  lim sup «a, =
n—oo

P, klasik Korovkin sartlarini saglamayan fakat istatistiksel Korovkin sartlarini saglayan

bir operator dizisidir.

3.3 Grand Lebesgue Uzayr

1992°de Iwanec ve Sobordone [35] Kismi diferansiyel denklemler ¢alismalarinda;
QR QR f={fLf% ., f"reW P(Q,R") , I<p<o, D f(x): R* —R"
ve J(x, f)=det D f(x) Jacobian determinant olmak tizere,

“Hangi sartlar altinda Jakobiyen fonksiyonu lokal integrallenebilirdir?” problemini

incelerken c¢esitli fonksiyon smiflarina ulagsmiglardir.

Bunlardan biri

Ly(@):{f:QcR" ,fe€ ﬂ L, (Q) olmak tuzere,

1<psn

bu uzayda norm
1
p
Iflly = sup | (n—s) flf(x)lpdx
Q

1<p<n

seklinde tanimlanmustir.

Bu uzay grand Lebesgue uzaylarmin temelini olusturmustur.
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Iwanec ve Sobordone ¢aligsmalarinda
ID(OI € Lny(Q) = £ € Lip (2)
sonucunu elde etmislerdir.
Daha sonralar1 yapilan ¢aligmalar sonucunda;
Lp)(Q) grand Lebesgue uzayi, n>2 igin Q cR™ sonlu 6lgiili kiime ve

1 <p <o olmak tizere; f: QO —R sonlu 6lgiilii fonksiyonlardan olusur.

1

p—€
I£ll,—e = (flf(x)lp‘sdx) olmak iizere,
a

1

i)E Ifll,—e seklinde tanimlanur.

bu uzayda norm ||fll,) = sup (lnl

1<e<p-1
Bu boliimde grand Lebesgue uzaymin temel 6zellikleri incelenecektir.

Teorem 3.5 M, ( iizerinde reel degerli 6l¢iilebilir fonksiyonlar kiimesi,

p: My —[0,+0] veV f,g,fp mM=123 ..) € Ms ,VA>0ve VEcCQ

Olcllebilir altkiimeleri igin

Lp)(Q):{f e Mo: lfllyy = p(fD = sup (= [, IFGOIP~dx )P < +oo}

1<e<p—1 QI
grand Lebesgue uzay1 asagidaki ozellikleri saglar ve Banach fonksiyon uzayidir [73].

I p(f) =0 f =0 (hhy)

i, pAf)=h p(f)

ii. p(f+g) < p(f)+ p(g)

1% 0<g < f (hhy) = p(g) < p(f)
v. 0<fu T f (hhy) = p(fn) < p(f)
Vi. Ec Q =p(Xg) < +o0

vii. Ec Q:>~fQ fdx Cz p(f), 0<Cg<oo (Cg E ve p bagli ve f den bagimsiz)
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Grand Lebesgue uzay1
urD=l{x € Q: |[f(x) > A} Vv 21=0 vep(f) =p(g) = ur =y
olmak tizere yeniden diizenlenmis invariant uzaydir. [73]
Teorem 3.6 p>1 ,0<e<p-lve|Q| < oo olmak lizere,
L,(Q) & L) (Q) saglanir.
Ispat.

- +% =1 olacak sekilde

t:ﬁ ve SZS eslenik kuvvetleri secelim..

f € L,(Q) olmak Uzere,

Hoélder esitsizligi kullanilirsa

1 1

(& LIFOIP= s = (S (ool a7 (k)™

1

(1) <f If(x)l”dx)%(lﬂlp)p_

1

_ ()7 F (J)F=¢ (ja)F-or ( [iror dx>

1
1

<pre (ﬁ [[ FGOP dx),,
p—€

€
< sup —flf(x)lp‘gdx < 4o
0<e<p-1 IQIQ

Boylece f € Lp)(Q) elde edilir.

Bu kapsamanim ayrik oldugunu bir 6rnek ile gosterelim.
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Ornek 3.4 p>1, Q=[0,1] ve f(x) = x_7 fonksiyonunu inceleyelim.
1

dx
-0 X £-0
0

f ¢ L,(0,1) ve bunun yan1 sira

Boylece f € Ly (0,1)\ L,(0,1) gosterildi.

Teorem 3.7 (Nesting) (Yuvalama)
p>1, | Q] <o veO<e<p-1 olmak lzere,
L,(Q) & Ly(D) €Ly (D)
saglanir.
Bu 6zellik Lebesgue uzaylarinda var olan
1<q<p<oo
Lo(Q) S L(Q) € Ly(Q) €L (Q) O0zelligi ile birlikte Lebesgue uzaylarmndaki
fonksiyonlarin genisletilmesine olanak saglar.

Teorem 3.8 1 <p<oco  olmak iizere Ly)( ) uzay1 Banach uzayidur.

Ispat. L,,)(2) uzayindan {f,}ney Cauchy dizisi secelim.
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1
€ p-e
dim sup ﬁflfm_fnlp_gdx =0 ve
n

m—oo 0<e<p-—-1
V 1>0,0<e<p-1 arahigindan keyfi € ve m>ngy, n>n, igin

1

& p-€ T
(ﬁjlfm — fnlP7E dx) < 3 olacak sekilden, € N vardir.
0

Buradan

{filnen Lp—e( Q) uzaymnda Cauchy dizisidir .
{fulnen dizisinin L,_.(Q) uzaynda limiti f olsun.

n>n, igin supremum tanimindan
1

p—¢
If = full,y = sup (ﬁjlf—fnlp‘fdx>

0<e<p-1

1

go(n)j- ~ p—&o(n) o
< — £ |p—&(n) _
< <|n| J =l dx> +2

olacak sekilde 0< gy(n)<p-1 vardr.

Bunun yani sira m>n, i¢in
1

€(n) f peeo) g | T

olacak sekilde n; € N vardir.

Y m, n>n; igin
1

o() . p—&o(n)
“f_fn”p) < (%!lfm _ﬁqlp o )dx)

1

g0 (1) f N
+ ( ™ lf — ful dx + 3
0

IA
Wl

+
Wl

+
Wl

=T elde edilerek ispat tamamlanir.
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Teorem 3.9 C5°(Q) uzayr L,y (Q) uzaymnda yogun degildir ve C5°(Q) uzaymm grand

Lebesgue uzayina kisitlaniginin kapanisi

Cgole): {f € Lp) (Q): El_igl e[| fIP~¢dx = 0} uzayidir.
ispat. f € ¢°| olsun.

Lp)
n—wo , |If = full,y = 0 olacak sekilde f, € Cg® dizisi mevcuttur.

>0 ve ||f — fn0||p) < g Ve fn, € Cy° olacak sekilde n, sayis1 segelim.

Holder esitsizligi kullanilirsa

1 1
€ pe V¢ 1 (1 >\
mflfnol dx < gp-¢ mj|fn0| dx -0,e—-0
0 0

elde edilir.

Boylece 0 < e < ¢, icin

Sonug olarak

1

€ . p€ £ p—¢ p-e € p—g p-e
(ﬁ!_[lflp dx) S<ﬁ}[|f—ﬁ10| dx) +<ﬁ{[|fno| dx)

o)
< llfm —ﬁqllp) + 5

ispat tamamlanmustur.
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Teorem 3.10 Ly, ( Q) uzayi refleksif uzay degildir.
Ispat. Bu uzayin refleksif olmamasi icin

lf1l 5y mutlak stirekli olmayan bir fonksiyon drnegi vermek yeterlidir.

flx) = x_7 fonksiyonunu inceleyelim.

1

a p—¢

1+&
llmsup efx Pd 0
0 £>0 0

oldugundan Ly ( Q) uzay: refleksif uzay degildir.
Teorem 3.11 1 <p <o olmak iizere;

Lp)(0,1) uzay: ayrilabilir uzay degildir.

Ispat. o [0:1) olmak uizere;

0, 0<t<a,
f ()= 1 seklinde bir fonksiyon ailesi alalim.

(t—a) P,a<t<],
{fa } <L, (0;) oldugunu gosterelim.

1
1 P
_1af
Ifellyy = O<Sup € f(t —a) pdt =

e<p-1
a

1

&
= sup (p(t — a)ﬁjolc>p ©

0<e<p—1

1
= sup (p(t—oc)?y_‘E < 400

0<e<p—1

a, B €(0;1] ve a <B icin
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1
_ B -1+5 | \p-¢
— = su —
|| fa fﬁllp) 0<£<£’_1 (e fa (t—a) P dt)

R 1

= su _ 0 ﬁ)p—s
0<e<5—1 (p(t )l
1

Sup (p(ﬁ - oc)g)ﬁ = pr

0<e<p-—-1

Ly)(0,1) uzay1 ayrilabilir degildir.

Grand Lebesgue uzayi, ayrilabilir uzay olmadigindan Korovkin tipli yaklasim teorisi

uygulanabilecegi G, alt uzay olusturuldu.
v fe Lp) (—T[, T[) ve

f(x+868), x+6¢€[—mmnr]

Tsf(x) = { 0 x+8 € R\ [-,7] shift operat6rii olmak

uzere;

Gpy(—m, 1) :{f € Lyy(—m,m): Tsf(x) — fF®ll,y >0, 6§ > 0}
G;)(—n, ) uzaynin kapanisi olan G:p) (=m,m) =G,)(—m,m) uzaymiele alalim.
Tamm 3.5 ([54]) 1<p <o olmak lzere;
Gpy(a, b) :{f:f € Lyy: slirggr f;lf(t)lp_gdt = 0} seklinde tanimlanir.
Lemma 3.2 L,(0;1)cG,(0,1) ve G,y (0; 1)\ L,(0,1) # @ saglanir[56].

Ispat. L,(0;1) € G,,(0;1) oldugu agiktir. Bu kapsama
1 1 & -1
Ifllg,y = sup (e)P=llfll,—e < lIfll, sup (e)p-e2r@-a <27 (p - DIIfl,
Pl p<e<p-1 0<e<p—1
esitsizligi ile gdsterilebilir.
Gp(0,1) \ L,(0,1) # @ oldugunu gdsterelim.
Bunun i¢in G,,(0,1) uzaymnda olup L,(0,1) uzaymnda olmayan bir fonksiyon 6rnegi

vermek yeterlidir.

Bunun igin
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1
f, (t) = t P telexp {_ n°? }1] fonksiyon dizisini ele alalim.
Ote [exp{— n®P };1].

Bu uzaylarda normlar sirasiyla;

1
1 . p—¢
”fn”p) = sup (S f t_1+5 dt> =p
0<e<p-1
a
seklindedir.

1
1 p
Ifull, = ( f tldt> =n?
exp{-n?P}
= [t

Zn—z serisi  L,(0,1) uzaymnda yakmsaktir.

n=1
Bu serilerin toplam1  f(t) olsun. f € G,)(0,1) oldugu agiktir.

feL,(0;) oldugunu gosterelim.

mof (t
S, (t) = z :]( ) kismi toplamlar dizisini ele alalim.

2
n=1
Bu serilerin toplam1  f(¢t) olsun. f €G,,(0;1) oldugu agiktir .
m—oo, Sm — f ve felL,.(01)

S, monoton azalmayan bir dizi oldugundan m— oo iken hemen hemen her yerde S,

— f yaknsaktir. Buradan |S,|°—|f|" elde edilir. (hhy)

Levi teoreminden

FISn®IPdt - [1f©Pde, m—>co.

Buradan
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S fa@®Pde o n?P

1 1 fa@®|P .
18 @P dt = [ |z, 208 ge > g 22 m L = m elde edilir.

[ ISP dt >0, m—eo

Sonug olarak

f01| f@)IPdt = o0 oldugundan lemma ispatlanmugtir.

34 Gy (—m m) Uzaymda Korovkin Tipli Teoremler

Bu béliimde grand Lebesgue uzaymin bir alt uzayi olan G,)(—m, ) uzayi iizerinde
Korovkin teoremleri incelenecektir.
Lemma 3.3 Cg’(—m, ) uzayl, Gpy(—m,m) uzaymnda yogundur.
Ispat. Keyfi n >0 ve fe Gy (—m,m)
2

n
) M=n
0, |t| >n

0,0 =1 7P

c, sabit ve ja)ﬂ ()dt=1. f, () fonksiyonunu w, (-)ile f fonksiyonunun konvollsyonu

olarak tanimlayalim.,
f,(t) = j f(t—s)o,(s)ds = Ia)ﬂ (t—s)f(s)ds.
Ly (=m,m) < Ly (—m,m)

f, (t) sonsuz diferansiyellenebilir fonksiyonlar olmak Gzere;

Minkowski esitsizliginden,

400

[ O, (s)ds— Tf (-—s)w, (s)ds

—00

It =

[[f(=9)- T (o, (s)ds

p) p)
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1
¢ \p-¢
dt <

1
p-c e
dt ds <

+00

_ osuﬁfl(% j j [f(t-s)-f()]o,(s)ds

< [@,(s) sup [%jﬁf(t—s)—f(t)

O<e<p-1

<(p-1)sup|f(—s)-f (-)||p) —0, 7> 0. elde ederiz.
[s|<n

Sonug olarak, C*[~7; 7] uzay1 G (—m, ) uzayinda yogundur.

Buradan keyfi » >0 ve igin G,y (—m,m),t g € C*[-7; 7]

If-al, <%. (3.1)

p
5>0 . o<a—21 | secelim. Ef =(m—6,m)ve  E; =(-m—7m+9)
3(p=D)].

araliklarinin uzunlugu 6 olmak lzere,

(t) = gt), te(-mx)\(E; UE;),
9=, te E;UE;.

1

I (e
lo gmmoigizﬁgiga> dq <

1

1 -
= o’
< ||g||oo 0Sup (i 25) P < M < % saglanir. (3.2)

<e<p-1 27

ﬂ.P

Agik¢a goriilebilir ki,

9,.(0) = [9,(t-9)w,(s)ds, R ve

T< g iken 9;. €Cy [-m 7] .ve Hg5 —0s.

—-0,7->0,
p)
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i
D3

“g(S - g&,r
(3.3)

Sonug olarak (3.1), (3.2) ve (3.3) kullanarak,
If = gs.elly < 1If = gllpy + g = gsllpy + g5 = gs:ll,, <5+5+5=7
Co [~ 7] uzay1, Gpy(—m,m) uzaymda yogundur.
Asagidaki teorem Korovkin teoreminin grand Lebesgue uzayindaki versiyonudur.
Teorem.3.12 1<p<co, {L,}ney ,Gp)(0,1) uzayinda,

limflL g —gllo =0  vge{let?)
sartlarii saglayan pozitif lineer sinirli operator dizisi i¢in

limlLof = fll,y =0 VFEG,(0,1)

ancak ve ancak sup|L,||=c <+ gergeklenir.
n

Ispat. Gereklilik, Banach-Steinhaus teoreminden agik¢a goriiliir.
Yeterlilik:
Keyfi 7 >0 ve f € G,)(0,1) olmak Uzere;
Lemma 3.3 den
It ], <7

(3.4)

olacak sekilde = bir g e€C[0l]]  vardr.
Teorem 3.1 den

Y n> n, igin
Ita—gl. <7 (3.5)
olacak sekilde n, € N vardur.

vf e C([0:1]) igin

31



1
1

1 By -z L
||f||p)=0§€ggl[e£|f(t)l" dt] = 5w "t =(p-D|f], -

(3.6)

Ucgen esitsizligi kullanilarak,
L. f =], <t f-L.g], +It.a—g|,, +[f -9, eldeedilir. Ayrica
(3.4), (3.5) ve (3.6) kullamilarak
Y n> n, icin
L, f - f||p) <c|f —g||p +(p-D|Lg—g| +|f —g||p) <(c+ p)y elde edilir..
Bdylece,

lim||L, f — fll,y = 0 elde edilerek ispat tamamlanr.
n—>oo

Teorem3.13 1< p<tw, G,)(0,1) wuzaymda {L,}ney pozitif lineer smirli operator

sup |[L,|l = ¢ < +o0 olmak Uzere;
n

C[0,1] uzaymnda Vg € {1,t,t?} icin St-rlli_r)gl0 L,g=g ise
Gp)(0,1) uzaymda Vf € Gp)(0,1) igin St-%i_r)glo L.f=f
saglanir.
Ispat. st-lim Lng; = g; , gi®=t" vi €{0,1,2} veSonug3.1 den
imllingi— gl =0 =012

(ng) < ng) <...< n]((i) <) olacak sekilde {n’(‘i)}kezv € K vardrr.

{ng} = ﬂ {nl} ve (n;<n,<..<ng..) alinirsa
i=0,1,2

Lemma3.1 den 8({n,})=1ve

-lim L9 - gill =0, vi€{012}  eldeedilir

Teorem 3.12 den ]lim”L”kf —f||p) =0 , VfE€E Gp(01) eldeedilir.
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Sonug olarak Teorem 3.3 den

st-lim L,f =f , Vf € G, (0,1) elde edilir.
n—-oo

vf eG,(0,1) {Ln f }neN operator dizisi, f fonksiyonuna istatistiksel yakinsar.

Boylece ispat tamamlanmugtir.
Bu sonu¢ Kantorovig polinomlari iginde genellestirilebilir.

Teorem 3.14

k+1

n+1

K. (f)(x) = Zn: (n+1) J' f(t)dt (rk])xk (1-x)"*  Kantorovi¢ polinomu olmak (izere,
k=0 k

n+l
l<p<+o. VfEG,(0,1),

lim |K, f — f]| /=0 saglanr.

ispat. K pozitif lineer operatér dizisi L, (0,1) smirhdir ve  [K [ <1 [49]
vVneN ve Vf € G, (0,1) igin

1

1
1 — 1
K ] = s | e[|k DO dt| = sup £
1K, f] [l )
P O<e<p-1 0 O<e<p-1

Kot <IF,

{Kn}neN de G, (0,1diizgiin smirhdir. Boylece
im[K,g-g], =0, Vg & Lt.t*},
Teorem 3.2’den VTE G, (0,1) igin ,lmo”K“ f — f|| 0 = 0, saglanir.
Sonug 3.2 {Kn }neN Kantorovig¢ polinomlar: olmak iizere,
VTEG,(0,1). icin St-%i_l)‘{)lo K, f =f saglanr.
Gp)(0,1) uzaymda Korovkin 2 teoremini inceleyelim.
Teorem 3.15 1<p<eco, {Lp}nen » Gp(—7,7) uzayinda

lim||L,g —glle =0 Vg € {1,sinx,cosx}
n—oo

33



kosulunu saglayan lineer operator dizisi olsun.

VE € Gpy(—m,m) igin - lim||L,f — fll,y =0 , < sup|L,|=c <+
n—>oo n

saglanir.
Ispat. Gereklilik kism1 Banach-Steinhaus teoreminden agiktir

Yeterlilik kismini ispatlayalim
C,.(R), G,y (—m, ) uzaynda yogun oldugundan,
Keyfi >0 ve f € Gy (—m,m) icin

It -al, <7
(3.7)

olacak sekilde g €C, (R) vardr.
Teorem 3.1 den
an,icin vn>n, igin
(3.8)

elde edilir.

1

¢ 1
p_‘gdtjp < sup eP||f| =(p-D)|f]. (3.9
O<e<p-1

fl = £
I, - 30 [ £ JIro

-

Ucggen esitsizligi kullanilarak,
[Laf =, <Ita f = Logl, +[Lag -, +[f -],
(3.7), (3.8) ve (3.9) kullanilarak V n > n, icin

ILnf — fllpy <cllf —gll, + @ = DILrg — gl + If = gllpy < (c +p)7

Bdylece,

}11—I>Icl>o”Lnf —f”p) =0 Vf € Gp)(—T[, Tl.')
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sonucuna ulagilarak ispat tamamlanir.

Teorem3.16 L,:C,,(R) = C,(R)

{Lndnen + Gpy(—m, m) uzaynda pozitif lineer operatér dizisi sup|L, | =c <+ sartin
n

saglasin.
C(—m, 1) uzaymnda vg € {1,sin, cos} icin st-lim L,g=g , ise
n—»oo
Vf € Gpy(—, ) igin St-rli_{glo L.f=f,
saglanir.
Ispat. vg € {1,t,t?} icin st-lim L,g = g , saglansm.
n—»oo

Sonug 3.1 ve Lemma 3.1

lim
k—o

L, - g”ao =0,V g € {1,sinx,cosx} olacak sekilde

{n ey €EKve(ny <n, <...<ny..) vardr.

Teorem 3.4 ten

lim
k—o0

L, f—f] =0, ¥ feG,(—m melde edelir.
k )

Teorem 3,3 geregince {L, f }

neN

dizisi Gpy(—m, ) uzaynda f fonksiyonuna istatistiksel

yakinsaktir.
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3.5 Konvoliisyon Tipli Integral Operatorler icin Korovkin Teoremi

Bu boliimde grand Lebesgue uzaymda konvollsyon tipli integral operator dizileri igin

Korovkin teoremine denk kosullar incelenecektir.
Tamm 3.5

{@nlnen € Lz (R) dizisi

i. @n =0 ,  VYneN (hemen hemen her yerde)

/A

. 1
ii. nh_)rgg f o, ()dt =1
-7

sartlarini sagliyorsa {@,},cy  dizisine pozitif periyodik cekirdek denir.
Tanim 3.6

Her pozitif periyodik cekirdek {@, }nen € Ly, (R) yardimiyla

L,(f)(x) = (f * o) (x) =
1 [ 1 [
= [ =00, ©at =5 [ £@9, - Dt (310)
-1 -1
Konvolisyon tipli integral operatérler olusturulabilir.
I<p<wigin fe€ L5 _(R)= L,(f) € L)_(R)  olmak izere,

Hélder esitsizliginden

L, (Ol < lenllallif 1l f € Cor(R)

L (oo < ll@nllsllflle f € Cr(R)

esitsizlikleri elde edilir.
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Tamm 3.7 {@,},ey pozitif periyodik gekirdegi

vde (0,7) icin
-6 T
lim f on(t) dt +f(pn(t)dt =0
n—-o0o
-7 1)

saglaniyorsa 6zdeslik(birimsel) yaklasim olarak adlandirilir.

Teorem 3.17 {@,}nen C L (R) pozitif periyodik cekirdek {L,}nen  (3.10)
tanimlanan pozitif lineer operator dizisi

T

t
B = j(pn(t) sinzzdt

-
olmak lizere agsagidaki ifadeler denktir.

I. 1<p<+oo igin

r{l_)rg)”llnf _f”p =0 vV f € igin LZTL’(R)
lim [|[L,f — fllo =0 Vv f € igin C,;(R) saglanir.
n—0o
ii. lim g8, =0
n—-o0o

iii. {@ntnen 0zdeslik yaklasimudir.

Ornek 3.5

Pozitif lineer cekirdek

sinz—(nzl)t
_)——=2—, t#2k, kezZ

®n (n+1)sin27
n+1 , t#2nkx>0 keZ

Fejer konvoliisyon operatori
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E,(f)(x) = %r f f®) @, (x —t)dt olmak tzere,

lim IF,f = fll, = 0

im||Ff — fllo =0 VvV f € icin C2r(R)

T

—f (t)'ztdt 1!
o= | ensinodt =507
-7

1. sart geregince

: : 1
A B = 0 o
oldugundan (i) ve (ii) saglanir.
Ornek 3.6
Birim yuvar iizerinde tanimli Abel Poisson ¢ekirdegi

1—1r?
P(r,t) = teER, 0<r<l1

1—2rcost +r2

olmak Uzere

Abel Poisson konvoliisyon operatori

PFC) =5 [ FOR G- toa

olmak uzere
1—r
ﬁ‘r = 2

ve lirin Br=0 oldugundan

r-1-—

lmIRf = fll, = 0

HmlIBS = fll =0 ¥ f € igin Cor(R)
saglanir.

Teorem 3.17 ‘nin grand Lebesgue uzaylari i¢in analogu Teorem 3.18 ‘de verilmistir.
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Teorem3.18 {@,}nen € L5 (R) pozitif periyodik cekirdek {L,},eny (3.10)
tanimlanan pozitif lineer operator dizisi

A

t
B = f(pn(t) sinzzdt

-7

olmak lizere asagidaki ifadeler denktir.

I. 1<p<too ve
V f € Gpy(—m,m) igin rlli_)rglanf—fllp) =0 (3.11)
Vf € icin Cpp(R) icin lim |L,f = flle = 0 (3.12)
n-o
saglanir.
ii. lim g8, =0
n-oo

iii. {@}nen 0zdeslik yaklasimdir.
Ispat.
Teoremin ispat1 i¢in (i)&<(ii) gdstermemiz yeterlidir. (i) saglansin.

{@}nen pozitif ¢ekirdegi siirlt ve teorem (3.17) den ||L, || < ¢ olacak sekilde ¢> 0

sayis1 mevcuttur.
Coz(R) uzayr 15_(R) uzaymda yogun oldugundan ve esitlik (3.12) den
Vf € icgin Lgn(R) icin &Lr?o”l'"f —fll, =0 elde edilir.
Sonug olarak Teorem 3.17 ‘den (ii) ispatlanmis olur.
Tersine (ii) saglansm.
Teorem 3.17 geregince
VFeIB® igin  limllL.f - fll, =0

Vf € (Cz(R) icin lim ||L,f — flle =0

n—-oo

ve [IL, (Ol < lleallillf1l, esitsizligi kullanilarak

V f € Gpy(—m,m) igin
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1
E |p-¢
L, =l s (2], =loul 1,

1
L (f) = N L
(1), = 90 [

Cor(R) uzayr Gp)(—m,m) uzaymda yogun oldugundan
V fEGpy(—mm) veV >0 igin

“f - g”p) < T
(3.13)

olacak sekilde g €C,, (R) vardur.
Teorem kosullarindan V n>n, igin

”Lng _g”oo < T
(3.14)

olacak sekilde n, € N vardir.

suplle,ll; =c  ve (3.13) ,(39)wve (3.10) kullanilarak
n

WLnf = fllpy < Lnf = Lngllpy + ILng — gllpy + 1If — gl
<(c+Drt+Hp-Dr=(c+p)
(3.11) bagintis1 saglanir. Béylelikle ( i) kosulu ispatlanir.

Bu teoremin Fourier ve Abel Poisson konvoliisyon operatorleri i¢in uygulamalari

mevcuttur.

Sonug 3.3 1<p<tw i¢in F,;, Gpy(—m,m) uzaymda tanimli Fejer konvolusyon operatori

olmak Uzere;

Vf S Gp)(—T[, T[) |(;|n ) r111—>r27”an - f”p) =0
(3.15)

saglanir.

iSpat- {(Pn}nEN c LlZTr(R)

sinz—(nzl)t
_)——=2—, t#2k, kezZ

®n (n+1)sin27
n+1 , t#2nkx>0 keZ
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[

t
Bn = f on(t) sinzzdt

—TT

“2(n+ 1)

olmak lizere Teorem 3.17 ve (3.15) bagintisi saglandigi i¢in ispat tamamlanir..

Sonug 3.4
I<p<+ow, G, (-7, ) uzayinda
Abel Poisson ¢ekirdegi

1—1r?

— 2rcost +r?

P(r,t):1 tER, 0<r<i

olmak lizere , Abel Poisson konvolisyon operatori

PfG) = o [ ron -t

Vf € Gpy(—m,m) igin lim [|B.f — fll,) =0 saglanir.
-1~

Ispat.

1—1r2

—2rcost+r?

P(r,t)=1 t ER, 0<r<i1

T

t
By = fP(r,t)sinZEdt =

-7

1—r
2

lim B, =0 olmak Uzere,

r-1"

Teorem 3.17 ve (3.16) bagintisi saglandig1 i¢in sonug ispatlanmuistir.
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A

AGIRLIKLI GRAND LEBESGUE UZAYINDA

KOROVKIN TiPLi YAKLASIM VE iSTATISTIKSEL
VERSIYONU

Bu bolumde belirli kosullari saglayan agirlik fonksiyonu ve grand Lebesgue uzaymdaki

norm yardimiyla tanimlanan Agirlikli grand Lebesgue uzayi tanitilarak bu uzayda klasik

ve istatistiksel Korovkin teoremleri incelenmistir.
Tamm 4.1: QcR™ sonlu 6lglli kiime,

p : Q—(0;00] olmak Uizere, p fonksiyonuna agirlik fonksiyonu denir.

Tanmm 4.2. 1<p<eo ,QcR™ ve p fonksiyonuna agirlik fonksiyonu olmak tizere;

L,,(Q) = {f: pfe L, } uzayma agirlikli Lebesgue uzay1 denir.
Bu uzayda norm ||fll,, =llpfll, seklinde tamimlanir.

Benzer sekilde agirlikli grand Lebesgue uzayi,

Ly (@) ={f: pf€L,} seklinde tanimlanir ve

Bu uzayda norm

1
pP—&

1
Ifll,y, = llofll,y = sup | e f P (DIt
o<e<p-1\ J

seklindedir.
Lemma4.1l Ly ,(0,1) agirlikli grand Lebesgue uzay ayrilabilir degildir.

Ispat. 1<p <o L, (0,1) grand Lebesgue uzay1 olmak Uzere f fonksiyonu
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(0,1) araliginda olgiilebilir fonksiyon,

1
p—¢&

0<e<p-1

Ifll,, = sup |e f 10

Ly ,(0,1) uzay: ayrilabilir olmayan tam normlu uzaydir.

Bunun igin
0, 0<t=£a
f(t)={ -1
“ plt—a)?, a<t<l1

a0 €[0,1) fo(t) © Ly ,(0,1) seklinde fonksiyon ailesini secelim.

1

1 . Pz
_1 =
I fallpy,, = sup Ejpp_l (t—a) Pdt
0<e<p-1
a
e \ie 1
= sup (p(t—a)ﬂé)p_‘g: sup (p(l—a)ﬁ)p_£<oo
0<e<p-1 0<e<p-1
Herhangi o, p €[0,1) ve o <pigin
1
1 . \PE
_ —1+—
le=sill,,, = sw (e[ oo -y rac
p).p 0<e<p-1
a
e 1
= sup (p(t—a)ﬂf)p_g
0<e<p-1
et oL
= sup (P(,B - a)5>p_£ > lim (p(ﬁ - a)E)p_g
0<e<p-1 e-0t

1

= pp
Lyy»(0,1) uzay: ayrilabilir degildir.
Ly »(0,1) uzaymm tamhgmi gosterelim.
{fi} < L,,(0,1) icin |If, = fiullyy),—0  mn—oo

L,(0,1) uzaymin tam uzay oldugundan
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{gn} < L,)(0,1) Cauchydizisiigcin3 g € L,,(0,1) vardrki |lg, —gll,)—0 ,n—-o
ve€e (0,p— 1) saglanir.

In=pPfn igin ”gn - gm”p) = ”fn _fm”p),p_>0

lgn —gllp-~0 i¢in g, —>g ve f, —p~'g, nooo hemenhemen her

yerde saglanir.

v6>0 ,9ny: vmn=n, | f, —fm||p_£,p <8

Fatou lemma dan

sup 1|| fue =P’ ||p_£,p <8

0<e<p-—
Boylelikle
-1
| f=pg I =0, koo
Ly »(0,1) uzay: tam normlu uzaydr.

Agirlikl grand Lebesgue uzayi ayrilabilir uzay olmadigindan Korovkin tipli yaklagim

teorisi uygulanabilecegi G,y , alt uzay1 olusturuldu.

vV f€ Ly ,(-m,m)ve Vo>0

_{f&+8), x+8€[-nn]
Tgf(X)_{ 0, x+ 8 € R\ [-m, ]

shift operatoru olmak (zere;
Gy (-1, ) {f € Ly, (-, 1) IITsf = fliy,, > 0, & > 0}
Gpy,p (=1, ) uzaymimn kapanisi olanGy,) , (=, ) =Gp) ,(—m, ) uzaymi ele alahm.

Gpyp(0,1) uzayr Cy°(0,1) uzaymm kapamsi ve ayn1 zamanda Ly, ,(0,1) uzaymin bir

alt uzay1 olmak iizere;. G ,(0,1) :{ f: pf € Gp(O,l)} uzaymi tanimladik.

Lemma 4.2
L,,(0,1) c G, ,(0,1) ve Gy ,(0,1)\ L,,(0,1) # @ olacak sekilde ayrik gobmme
mevcuttur.
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ispat.
L, ,(0,1) € Gp) ,(0,1) oldugu agiktir. Bu gdmmenin siirekliliginden
1 1 £

“f”p),p = sup (E)F ||pf||p_£ < ||pf||p sup (g)pTSZP(p—e)

0<e<p-1 0<e<p-1
p—1

< @=127 Ifllpp = cpllflly
If llpye < cpllfllp,e
elde edilir.
Gpy,p(0,1)/L, ,(0,1)#0 oldugunu gostermek yeterlidir. Bunun igin G, ,(0,1) olup

Ly, ,(0,1) olmayan bir fonksiyon tanimlayalim.

fo = on te [exp{-n")1]
o t ¢ [exp{—n?P}; 1]

fonksiyon dizisini ele alalim.

Ifellpy,, Ve llfull,, normlar: sirasiyla

1
1 . P
_ —1+=
Ifallpy, = sup 3 fpp Yt—a) Pdt| = p
0<e<p-1
a
1
1 p
“fn”p,p = f t~ldt = n?
exp(-n?P)

elde edilir.

Il
Z nn—zp)’p serisi Ly ,(0,1) uzayinda yakinsak olup f(t) fonksiyonuna yakinsasin.

n=1

f €G,,(01) wve fé& L,,(0,1) oldugunu gosterelim.

Sm(® =2, f‘;(zt) kismi toplamlar dizisi olmak tlizere;

Sm—>f € L,_.,(01) m—oo igin
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Sm azalmayan dizisi hemen hemen heryerde yakinsaktir.
|S,, [P —|f|P hemen hemen her yerde yakinsaktir.

Levi teoreminden

1
j|psm(t>|vdt o, meo o
0

J 1Sy (O)IPdt = Of

Sonug olarak

P
dt > = mpP

& o lpfu®IPdt
2w

, Z fnn (Zt)

1
j|pf(t)|pdt 4 . 5
0

f €L, ,(01) elde edilir.
4.1 Gp),(0,1) Uzayinda Korovkin Teoremleri

Lemma 4.1l

1

Pe =P — €, pi + ﬁ =1, sup (fol p"’e'(t) dt)E olmak Uzere;

€ 0<e<p-1
Co’[0;1] uzayr G,y ,(0;1) uzaymnda yogundur.
Ispat. Keyfi 1>0 ve f €G,,(0;1) olmak Uzere,

0 , lt] > 1

2
w. (t) e _ T
T D 1crexp<—rz_t2>, lt| <t

oo

c; sabiti , fpwr(t)dtz 1  olacak sekilde secilsin

— 00

f:(.) Fonksiyonu w,(.) ile ffonksiyonunun konvoliisyonu olarak tanimlansm.
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(o]

O = [ fe-dwm@ds = [ wle-9) fs)ds

Ik olarak

Ly »(0;1) € L;(0; 1) oldugunu gosterelim.
1 1 _
Pe=D—€&, p_g+p_g'_1’

Holder esitsizligi kullanilarak

IF Il = f F(O] dt = f (o) (D=2 (0)] dt
0 0
( f (Fo)(DIP~* dt j ()] dt>
0 0
1 ﬁ 1
sup < f (DOl dt> f (DI dt>

AN

1
pe’

IA

1

1 ps’
sup (flp(t)l‘pfl dt) < 400 kabuliinden
0

0<e<p-1

If 1y < cllf llpyp
Ly ,(0,1) € L;(0,1)
elde edilir.
f: (t) sonsuz diferansiyelenebilir fonksiyonlar olmak tzere,

Minkowski esitsizliginden,

— 00 — 00

oo

f £ =) — FOlow(s)ds

—00
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1
p—¢ p—¢€

1 [e)
= sup ef f[f(. —s) — f()]pw,(s)ds dt ds <
0<e<p-1 0 %
1
o) 1 p—¢€
< j pw.(s)ds sup | e f f(t—s)— FQOIP—<de | ds <
- 0<e<p-1 0
<p-1) |51|110|I[f(- =)= fOlllpy—=0 , -0
NEY
elde edilir.
Sonug olarak C*[0;1]  uzayr G, (0;1) uzayinda yogundur.

Keyfit>0 , Vf€ Gy, (0;1) , g€ C®[0;1]  igin

“f_g”p),p <§ (4'
80,8 ) 1 l
> < =D- .

’ (gc,,uguoo) ’ % =P secelim

Ef =(1-6,1) ve E5 = (—4,5) olmak Uzere;

o ptg® , t€ (0,1) \ (EfUEy)

20 _{ 0 te EfUE;

1

1 P—¢

lgll,yp = sup |e¢ f lpg(®)|P~%dt
0<e<p-1
EfUEy

1 1 T
< llglle sup (£28)P-2 < ||gllec, 67 < 3

0<e<p—1

05,0 = [0,-9)o, (8)ds, rcR.

Agik¢a goriilebilir ki
05.(1) = [9,(t-5)o,.(s)ds, R,
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T <§ iken g,. €C;[01] ve

gz = g5zl , = llo(g: = g5.2)l.,, ve ||lg: = gs.ll ,,»0 . =0

p).p p).p

o .
T< > iken llg- — g,g,T”p)’p < % (4 .3)

(4.1), (4.2) ve (4.3) kullanilarak,

If = gsll ) < UF = llpy + g = gl + g5 — g5:ll <

p).p
<I4+I4+Ii=1 eldeedilir.
3 3 3

Co’[0;1] uzayr G, (0,1)  uzaymnda yogundur.
Teorem4.l 1<p<oo ,{L,}, Gy, (0,1) lizerinde tanimh pozitif lineer operatorler
dizisi icin

lim[[pL,(p~g) — gllo = 0 ,V g €{1,t,t?} saglansmn.

n—-o0o
v e Gy, (0,1)icin

Alj?olll'n(f) - f”p),p =0 Sup”Ln(f)”p),p < ¢ <

Ispat. Gereklilik, Banach Steinhaus teoreminden saglanir. Yeterlilik kismini

ispatlayalim.
Keyfi 1>0sayisive f€ Gy ,(0,1) icin
lf — gll), < T olacak sekilde g € C[0,1] vardir . 4. 4)

f€ Gy ,(01)  pf € L, (0;1) ve pf =h€ Gp,(0,1) icin f=p~'h
seklinde ifade edilebilir.

g € C(0,1) icin

ILng = gllpyp=llpLng — pgllpy<llpLrng — pglle
pg=h € L, (0,1) ve g=p~'h olmak zere,
ILrg — gllpyo= llpLng — pgllpy = llpLa(p~ h) — hll)
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< llpL,(p™*h) = hlle, < 7T
(4.5)

v fe C(0,1) icin

1
1 p—¢ 1
Ifllpy, = sup |e f pf@OP-=<dt| < sup erElpfll
0<e<p-1 0 0<e<p-1
< (@-Dlpflle (4.6)

Uggen esitsizliginden faydalanarak

WLnf = fllpyp = lloLnf — pfllpy<llpLpf — pLngllpy + llpLng — pgllpy +
+ llof — pglly

< ”Ln”p),p“f - g”p),p'l'”l‘ng - g”p),p + ”f - g”p),p

(4.4), (4.5) ve (4.6) kullanilarak
ILnf = fllpyp <cllf = gllpy,+@ —Dr+r=(c+p)
Boylece |[[Lnf — fll,yp =0 , n—> oo elde edilir.
Teorem4.2 1<p<w {L,} G, (-nn) izerinde pozitif lineer operatorler
dizisi
7}Li_r)ﬂloIIan(p‘lg) —glle =0 Vge{l,sinx,cosx} saglansin.
v fe G, ,(-nm)icin
Iim Ly f = fllpyp =0 & sup ILaflly)p<c<oo
Ispat. Gereklilik, Banach Steinhaus teoreminden saglanir. Yeterlilik icin

keyfi 1>0sayisive f€ Gp.(-n,m) igin

f —gllyy, <t (4.7)
olacak sekilde g € C,,(R) vardir.
Ayrica f€ Gy, (-mm)  igin pf € Ly (—m,m) ve pf =h €L, (-m,m) igin

f=p™'h  seklinde ifade edilebilir.
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g€ Cor(R) igin |ILpng — gllpy, = lp(Lng — Dllpyp < llo(Lrng — Plle
pg=h € L,(0,1) ve g=p 'h seklinde ifade edilirse,
ILng = gllpy, = lpLng = Dllpy, < llpLn(p~ h) = W) lpy<t
<llp(Lph — gh)llw< ¢ <o (4.8)

v fe C,r(R) igin

1
—&
P 1

1
Iflly, = llgfll,y = sup |e f (o))" “at | < sup (©7=lpflle
0<e<p-1 0

0<e<p-1

< (@—Dllpflle (4.9)

Ucgen esitsizliginden faydalanarak
WLnf = fllpyp = loLnf = POpyp < lpLnf = pLngllyy + lpLng — pgllyy + llof — pglly)

<||Ln||p),p“f _g”p),p + ”Lng _,g”p),p +”f _g”p),p

4.7), (4.8) ve(4.9) kullanilarak
WLnf = fllpyp <cllf —gllp, +@—1Dt = (c+p)r eldeedilir.
Bdylece

n —oo icin ILf = fllp),=0 saglanir.
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4.2. Gp)p(0,1) Uzayinda Istatistiksel Korovkin Tipli Teoremler

Agrrlikli grand Lebesgue uzayinda istatistiksel Korovkin tipli Korovkin tipli teoremi

olusturalim.
Teorem4.3  I<p<too {Lp}yen Gp),(0,1) lzerinde pozitif lineer operator
dizisi,
v f€ icin Gy ,(0,1) supllL,flly, <c<co  verilsin.
vg €{1,t,t?} icin St-ALi_r)rolollan(p‘lg)—gIIOo =0  saglanmasi
durumunda
vfe G, ,(0,1) igin St-rlli_r){)l0 L.f =t saglanir.
Ispat.

st-lim |lpL,,(p™2g) — gll =0 g;(t)=t! i=0,1,2 kabul edelim.
n—-o0o

Sonug 3.1 den

® ® @ _ ... ® -
3 {"k }kEN (n1 <ny’ <o <n ) olmak (zere,
lim {|oL,0(p72g) = gi|| =0 i=0,1,2
{n,} = nt} (ny <mny <--<ng..)

i=0,1,2

seklinde alinirsa Lemma 4.1 geregince  {6{n,}} =1 olur ve
l}im ||ank(p‘1gl~) - gl-”oo =0 oldugu agiktir.

p~lg; =f =9 = pf

Teorem 4.2 den
Jim [y f = £l = JimlloLa f —pfll ) = lim[loLa (o~ g) = gl| | <
< lim|[pLy, (p™"g) — gl , =0
vfe G, ,(0,1) elde edilir.
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Sonug olarak Teorem 3.13’den
Vf€ G, ,(0,1) icin {L,f}ren Gp),(0,1) uzayinda istatistiksel yakimsaktir.
Teorem 4.4
I<p<eo {L,} Gp),(—m, m) Uzerinde tammli pozitif lineer operatér dizisi
Lp: Con(R)— Cop (R), SUPIILyfllpy, <c<oo verilsin.
vg €{1,sinx,cosx} icin 3 St-%i_{rgollan(p‘lg) —gllo =0 ve
Vi€ G, ,(—mm) igin 3 St-ALi_r)rolo L,f=f saglanir.
Ispat. Teorem4.2°den Vg €{1,¢t,t?} icin 3 st-%i_r)glollan(p‘lg) —glle =0
Sonu¢ 3.1 ve lemma 3.1’den {n;}r ey € K (ny <mny << ny..)
lli_)rglollank(p‘lgi) - gilloo =0, Vg E {1,sinx,cosx} icin saglanir.
Sonug olarak Teorem 3.4’ten
Ili_)rg”Lnkf —f||p)’p=0, Vf € Gpy,(—m,m) saglanr.

Boylece Teorem 3.3 yardimuyla V f € Gp) ,(—m, 1) igin {L, f}nen icin Gpy,(—m, 1)

istatistiksel yakmsaktir.
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5

FONKSIYON UZAYLARINDA IiSTATISTIKSEL
SUREKLILIK

Bu bélimde istatistiksel yakinsaklik temelli olusturulan istatistiksel limit, istatistiksel
streklilik ve istatistiksel siireksizlik tanimlar1 verilerek bu tanima goére olusturulmus
baz1 fonksiyon uzaylarmin o6zellikleri ve diger fonksiyon uzaylar1 ile olan iliskileri

incelenecektir.

5.1 p-istatistiksel Streklilik

Tamm 5.1 (x;) reel ya da kompleks terimli dizi olsun.
v £€>0 icin lim %I{k <n:|x, —L| = €}| = 0 olacak bicimde L sayis1 varsa
n—o0o

x=(x;) dizisi L sayisina istatistiksel yakinsaktir denir.

s-limx, =L veya x, — L(s) seklinde gosterilir.

Ornek 5.1
1, k =m? _ L
Xy = 0. k< m? m=1,2..... dizisini ele alalim. Bu dizinin istatistiksel yakinsaklik

durumunu inceleyelim.
vV >0 icin

{k <n:lxgl = e}l < I1{k <n:lxe|l #0} <Vn

lim 2 {k <n: x #0}l< lim ™ =0 elde edili.
n—oo

n—-»oo

Buradan {k € N:|x;, — 0| = €} kiimesinin elemanlar1 hari¢ biitiin k’ lar igin

|xx| <& oldugundan x;, — 0 (s) olur.
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Ornek 5.2

— 2

X = {\/E' ke =m m=1,2.....
2, k# m?

yakinsaklik durumunu inceleyelim.

dizisini ele alalim. Bu dizinin istatistiksel

Ve>0 igin
{k <mnilxe =212 e}l < l{k <m:lx | # 2} <V

lim 2{k <n: x, # 2}l< lim 2 = 0 elde edili.
n—.0oo

n—»>oo
Buradan x=(x;)  dizisi s-limx;, =2 elde edilir.

Her yakisak dizi ayn1 zamanda istatistiksel yakinsaktir. Tersi her zaman dogru degildir.
Iraksak ya da simirsiz wraksak diziler istatistiksel yakimsak olabilir. Ornek 5.2 smirh
olmayan istatistiksel yakinsak diziye ornektir.

Dizilerdeki istatistiksel yakmsaklik kavramimdan yola ¢ikilarak fonksiyonlar istatistiksel
limit kavrami asagidaki gibi tanimlanmustir.

Tamm 5.2 (I3, B, 1) dlcilebilir uzay I°:[a,o0) olmak lizere,
Mc B icin
I IMn I
P TV

=1 ise M kiimesi o da yogundur denir.

Tamm 5.3 (I7,B, W) 6lcilebilir uzay, 1:[a, +o] ve f:1-R 6lcilebilir fonksiyon olsun.
Af; ={x: |f(x) — A| = ¢} olmak lzere;

o 1Ae 0| _
x—o00 ||

f fonksiyonunun sonsuzda istatistiksel limiti A’dir denir ve p-stlimf(x)=A olarak
X—00
gosterilir.

Bunun yani sira,

; I(Afé)cmzf_1
T T

ifadesi de istatistiksel limit tanimi1 olarak kullanilabilir.

1, xeQ

Ornek 5.3 f(x) = {0 X & Q

fonksiyonu i¢in lim f(x) mevcut degildir.
X—00
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Al:{x:|If(x) — 0| >€e}=Q ve |Q|=0 oldugundan

lalarz] o .
lim = =0 elde edilir.
xX—00 |1g| X —a

“’St,lifolo f(x)=0 olur.
Ornek 5.4 12=[1,00)
1
=zt x€[Lw)\Q
0, X €[1,0) NQ

f fonksiyonunun klasik anlamda oo da limiti yoktur.
Istatistiksel limiti iki farkli tanimla inceleyelim.

1. Tanim geregince,

A(f) ={x:|f(x) —A|l = ¢} olmak Uzere,

A nix
u—stlimf(x) =A< limlg(f)—a|=0

X—00 i¢in §+ 1 -1
A=l ve A,(f) ={x:|f(x)—1]l =€} icin  x €[1,0) NQ
ve |[[1,0) N Q| =0 oldugundan

1[A:() n izl _ lim —2

li = =0
iow  |IX] X x — 1
p-st lim f(x) = 1 elde edilir.
X—00
2. Tanim geregince,
Ve>0 icin M, ={x: |f(x)—1] <& } olmak tzere,
1 1
{x: m<£ }@ X € (;,00)> \Q
1
M, N IZ =)\ Q
o |G\

Izl |x—al
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17z lx — al
1 1
menzl o |Ee)ve] o x-
= ] = lim =1
X—00 |I"1€| X—00 |x—a| x—o0o X —Qa

u-st lim f(x) = 1 elde edilir.
X— 00

Tamim 5.4 f:1;° -R  Olgulebilir fonksiyon ,
Ve>0,3x. €I ve X (H={x: [f(x) —f(x.)| > €} olmak iizere;

| XD n g . . :
;%T =0 ise ffonksiyonu oo da p — st esas denir.
a

Benzer bir yaklagimla bir noktadaki istatistiksel limit kavramini olusturalim.

Tammm 5.5 % R nin Borel alt kiimelerinin bir smifi ve  (R; B; u ) o cebiri ile
Olcllebilir uzay , E € # ,x, E klmesinin bir limit noktas1 olsun.

f: E—R olciilebilir fonksiyon

E( x0)={x: (XO + i) € E} ve

_ -1
Loy =12 (t=x)! 2a
I?t_XO)-l (t—x0)7 ! <a

AL (xo)={x € E(x¢): |f(xo +x 1) — Al =€} olmak lzere,

. EDICHIN
1m =
t— Xo~ |It(X0)|

ise, Ve>0

f fonksiyonunun x, noktasindaki istatistiksel sol limiti A sayisina esittir denir ve

u-sttlirr_lf(x) = p-st f(xg ) = A seklinde gosterilir.
—)XO

Benzer sekilde x, noktasindaki istatistiksel sagdan limit,

p 1AL (x0) N 1(xo))
t—>X0+ |It(X0)|

=0 seklinde tanimlanir.
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p-st limf(x) = p-st f(xg) = A seklinde gosterilir.
t-xg
p-st lim f(x) = p-st limf(x) = f(x,) ise,
t-xot t-Xg
f fonksiyonu x, noktasinda p istatistiksel siireklidir denir.
Ornek 5.5 I = [10,)

_(x, x€(0,1) \Q
f(X)_{o, x €(0,1) NQ

fonksiyonunun x= 0 noktasinda sagdan limitini inceleyelim.
Klasik anlamda x= 0 noktasinda sagdan limit mevcut degildir.
[statistiksel limiti inceleyelim.
E=(0,1) alalim.
E*(xo) = E™(0)
- [, 1 r o, 1
E(xy) = {x. Xo + - EE}—{erm. - EE }
fx>10 A 0<i< 1}
X
(. 1 1
Mo={x: |f(xo+2)—4|<e}eo{r>10 A 1< 1)
c= max{lo,g} ve X>C icin
Vi>c

. |ﬂ4£f\lél . t—c
m =

xX—00 |Ig| _x—>oot—a

p-st lim f(x) = 0 elde edilir .
x>0t
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Ornek 5.6

( 2, x €00,1)NQ
| 1-x, x € (0,1)\Q

f(x)=4I 2% x € (—1,0)
k 1, x=0

fonksiyonu i¢in x= 0 noktasinda klasik anlamda limitler incelenirse,

tlir(r)l_f(x) = 1 olmasina karsin tlir(r)1+f(x) mevcut degildir.

X =0 noktasinda f(x) fonksiyonu siirekli degildir. x= 0 noktasinda

u-sttligqf(x): u-sttliggf(x) =f(0) = 1 oldugundan f(x) fonksiyonu istatistiksel

sureklidir.

5.2 p-istatistiksel Stireksizlik

Klasik anlamda slreksizlik kavrami istatistiksel anlamda tanimlanarak kategorilere
ayrilmstir.

Sireksizlik durumlarmm tanimlarin1 vererek orneklendirelim.
1. Kaldirilabilir istatistiksel Siireksizlik

p-st_lim f(X) = p-st lim f(x) # f(x,) oluyorsa f fonksiyonu x, noktasinda kaldirilabilir
X— Xo X—Xg

istatistiksel siireksizligine sahiptir.

Ornek 5.7
x—1 x €(1,2)\Q
_) 1—-x x € (0,1)
(x)=
® X x€(1,2)NQ
1 x=1

fonksiyonunun x=1 noktasinda istatistiksel limitlerini inceleyelim.
1
E(xy) = {x: Xo+—- €E }

xo=1ligin 1+-€(12)
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1<§+ 1<2 = 0< §< 1, E(1)=(1,) ve
AL (D={x € EQ): |f(Q+x"1) - 0] > &)=
xe B : If@+x )2 el=fxe EQ): [} = ¢

= {x € E(D): x| < i}
(1,00) NAL (1) = (1,1—)
&

Buradan

N LA EOTIACH . ()

ot L)l ot [(Loo)|

0
=St lir{1+f(x)=0 elde edilir.

x=1 noktasinda istatistiksel sol limiti inceleyelim.

E(xo)=(0,1)

E(x,) = {x: x0+§ €E }

xo=1ligin 1+-€(01)

0<-+1<1=1< =<0 igin E(x)=(-1,0)  eldeedilir.
AL (D=(x € EQ): IfQ+x)—0]> &}=

xe B IfA+x)I 2 el={xe ED): [} 2 ¢}

A =(-1)
AL (DL =(-13)n(=0,-1) = (-1,2)

)
g & &€

alnarml | (1)

e LM R 0

=0

p-st lirP_f(x):O elde edilir.
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p-st lir{l_ f(x)= p-st lirP+ f(x)=0 #f(1)=1 oldugundan

x=1 noktasinda Kaldirilabilir istatistiksel stireksizlik mevcuttur
II. 1. cesit Istatistiksel Siireksizlik

f fonksiyonunun , x, noktasinda sagdan ve soldan limitleri mevcut ve birbirinden farkli
ise ,

M-St lim f(x)# p-st lim f(x)
x> Xot X—Xg
f fonksiyonu x, noktasinda 1.gesit istatistiksel siireksizlige sahiptir.

At (xo) = u-stt lim f (x)- u-sttlirgf(x) degerine f fonksiyonunun X, noktasindaki p-
- X —Xp

st sigrama degeri denir.
Ornek 5.7
(R; B; ) Olgllebilir uzay ,

sinx, X€ Q
sgnx, X € Q

0 = |
xo= 0 noktasinda 1. gesit p istatistiksel siireksizlik noktasidir.
p-st lim f(x)=1 ve p-st limf(x) =-1 ve
x- 0% x-0
Aff(O) = P-st lim f(x)- p-st limf(x) =2 olmak Uzere,
x- 0% x-0~
Xo= 0 noktasinda disindaki tiim noktalar p-st siireklilik noktalaridir.

IIL. 2. cesit Istatistiksel Siireksizlik

f fonksiyonunun x, noktasinda sagdan veya soldan limitlerinden herhangi birinin
olmamasi durumudur. Bu duruma x, noktasmna f fonksiyonunun 2.gesit istatistiksel
stireksizlik noktasi denir.

Ornek 5.8
{ X ) X € (—OO’ 0) \ Q
1
f(x) = sin; , X € (0,)
Ik cosx , X € (—00,0]NQ
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fonksiyonu  x=0 noktasinda

p-st lirgl_f(X)ZO olmasina ragmen p-St lir(1)1+f(x) mevcut degildir.
x— o

x=0 noktas1 f(x) fonksiyonu icin 2. gesit istatistiksel siireksizlik noktasidir.

Sonug. fifa,b] » R la,b] araliginda  siirekli ise , [a,b] arahginda
istatistiksel siireklidir fakat tersi her zaman dogru olmayabilir.

Istatistiksel siireklilik baglaminda fonksiyon uzaylari tanimlanarak bazi fonksiyon
uzaylari ile istatistiksel siireklilik baglaminda karsilastirilacaktir.

5.3 Istatistiksel Stirekli Fonksiyon Uzaylar1

Bu bolimde istatistiksel siirekli fonksiyon uzayi tanimlanarak ve bu uzay ile bazi
fonksiyon uzaylar1 arasindaki iliski incelenecektir.

Tamm 5.6 C,[a,b] , [a,b] araliginda istatistiksel siirekli fonksiyonlar uzayi olmak
uzere

Csela,b] ={f:[a,b] - R: f p— st sirekli Vx € [a,b] } seklinde
tanimlanur.

Csla, b] K cismi lizerinde lineer uzaydir. (K = C veya K =R )
Bu uzay ile baz1 fonksiyonlar uzay1 arasindaki iligkileri inceleyelim.
Lemma5.1 Cla,b] c C[a,b] ve Cla, b]\ Cla,b] # @
Ispat. C[a, b] c C,.[a, b] agiktir.

Cs¢la,b] \ Cla,b] # @ gbstermek icin bir 6rnek verelim.,

y

Sekil. 5.1 C,:(a,b)\ C(a,b) ait bir fonksiyon
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(o]

(o]
f z oy serisinin kalan terimleri o, = z oy seklinde tanimlansin.
k=1 k=n

ag >0 ve Oop < V k € N seklinde segelim.

(n+1)3

, 1 1
i, = (a,,b,) C (n—_l_l,ﬁ)arahklarmm uzunluklar1 oy

ve |iy] = p(i,) =a, ,n € N
Osx)= (x—6,x+8)n [-1,1] wve
Xn , in = (ay by ) araliklarmm orta noktasi olsun,

(1;0), (b1;0), (x1;0) , (aq;0), (by;0) noktalar: araliklarla baglantili ve X €
[—1,0] igin f(x) =0 olmak Uzere,

x € [0,1] araliginda

x—>b
(e xelxb
= X —a
f) 4|x ;, X € [ay, x,]
n n

0) X e [an: bn]

seklinde tanimlansin.

f(x) ¢ C[—1,1] oldugundan f(x) fonksiyonunun x=0 noktasinda sagdan limiti
yoktur.

f(x) € Cs:[—1,1] oldugunu gdsterelim.

f(x) fonksiyonu x=0 noktast disinda her noktada siireklidir ve aym1 zamanda bu
noktalarda f(x) fonksiyonu da siireklilik tanim1 geregince istatistiksel siireklidir.

f(x) fonksiyonunun x=0 noktasinda istatistiksel siirekli oldugunu gdsterelim.

x=0 noktasinda f fonksiyonunun sagdan ve soldan limitlerinin varligini ve esitligini
gosterelim.

[Ik olarak soldan limiti icin t <0 ve V & >0 alalim.
Vx €L(0) = x < Oigin fx™1)=0 = |fx™1)—-f0)] < ¢
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f
o AL (o) n10)]
= A0 =0 ve lim = =

u—st lirgl_f(x) = 0 elde edilir.
X—

Ikinci olarak bu noktadaki sagdan limiti inceleyelim.
t > 0 olsun.
LO)=0,t ) ve |I(0)]|=t1
Keyfie>0icin E =[-1,1] ve EQ)={x:x™! € E}=(-0,-1) U (1,4 )
x>0 igin
AL(0)= {x€ EQO): [f(x™) - f(0)] = &}

— (x€ EQO): |fx)|=¢) c U{x:x-l € i)

k

n—owo i¢cin  t=n"! -0

(A]sc(o)nln(o))c {x:x1ei}=>
kU .

a0l (] =) -] = ] - Yo

(ax, br) <( ﬁ, % ) Ve ayby ~k—12 alinirsa

n
147 (0) N -1 (0] < cz k2a,
k=1

1 o
W = 15 secilirse

Al con0] . c¥i, ke
lim < lim— = =
n-oo |I,-1(0)] n-oo n

u—stlimf(x) = 0 elde edilir.
x-0%
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f(x) fonksiyonu x=0 noktasinda p-st streklidir.

Sonug olarak fe C,[—1,1] elde edildi. Bu aralikta sinirsiz olan fonksiyonlarda
ornek olarak verilebilir.

Benzer sekilde,

Cs¢ela, b] uzayr Lyla, b] uzay: arasindaki iliskiyi inceleyelim.

Lemma5.2 1<p <ow igin Cgla,b] \ L,[a,b]# @ ve L,[a,b] \ Cyla,b] + @
ispat.

Lyla,b] \ Csla,b] # @ oldugu agiktir. Kaldirilabilir siireksizlige sahip bir fonksiyon
Cs¢[a, b] nin eleman: degildir. L,[a, b] uzayma ait 6rnekler verilebilir.

Cs¢la, b\L,[a, b] # @

Vk € N igin
YheqQ serisini kalan terimleri o, = Yp_, 0 o >0 ve o, < Y
secelim.

i, = (a,,by) C (H—l,%>arahklarmm boyu a, ve |iy| = p(i,) =a, ,n € N

Xn,ip = (ap by ) araliklarmimn orta noktasi olsun.

(1;0) , (by;0), (x;a7h) , (a5;0), (by;0) (%070 ...

f fonksiyonu [—1,0] arahiginda ve diger araliklarda istatistiksel stireklidir.

fe C,[—1,1] elde edilir. Bunun yan sira f fonksiyonu L,[—1,1] uzayma ait degildir.

L n o o
[iretar=y [irelax S =1 1
-1 k=11, k=1 k=1
VpE [1,00) icin f&L,(0,1)olur.

Buradan Cla, b] c (Cs¢[a,b] nLyla,b]) VpeE[1,0)

Cla, b] uzays; ||.1l, g6re normuna Cg[a, b] uzaymmda yogun degildir.

Bu durumu orneklerle agiklayalim.
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Ornek 5.9

L,@b)

C,(ab)

Sekil. 5.2 Cy.(a, b) ve L,(a, b) fonksiyon uzaylar

—by,
(s X € [xn by
f(x) = 4ﬂ' X € [an, x,] fonksiyonu 6rnek alabilir.

Xn—Qan

k 0, x & [a,, b,]

1 1 an+b
(an by) <(==,2) 0p=lby —ay| , xy =T

f(x,) = a,”'  fonksiyonu  Cs(a,b)\ L,(a,b) 6rnek verilebilir.
-1, x<0
h(x) = sgnx = { 0, x=0 fonksiyonu
1, x>0

L,(a,b) ICs(a,b) Ornek verilebilir,

u—stlimh(x) =1, p—stlimh(x) =—1oldugundanh & C(a, b).
x—-07% x—-0t
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Ayrica

1

fsgnxdx =2

-1
oldugundan h(x) € L, (a, b) elde edilir.

Bunun yani sira,

C [a, b] secilen herhangi bir fonksiyon g(x) icin érnek verilebilir.

Tamm 5.7. C5[a, b] istatistiksel siirekli ve sinirli fonksiyonlar uzay1 olmak tizere;
Cotla, bI={f € Csla, bl lIfllo < oo} ve

Bu uzayda norm

fllec = suppqpilf ()| seklinde tanimlanir.

Sonug¢ 5.1 Vpe (0, =) icin

Cla,b] € Cb[a,b] c Csla,b] saglandig1 agiktir.

Ornek 5.10

C,(a,b)

Sekil. 5.3 Cy;(a, b) ve baz1 fonksiyon uzaylari
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( xi__b”n, X € [xy, by]
(09 = {250y € [q,x,]

Xn—Aan

U 0, xel[a,b,]

1 1 an+b
(an;bn) C(E'Z)’ anzlbn_anl v Xn =%a

f(x,) = a, !  fonksiyonu drnek alinabilir.
—by
;;_bn, X € [x,, by]
00 =} 00 s e [,

Xn—Aan

U 0, xel[a,b,]

n bn
(an, b,) C(n_-lui) a,=|b, — a,| , Xp = IntOn
g(x,,) = a, fonksiyonu
Cbla,b] \ Cla,b] Ornek verilebilir.

—-x, x<0
h(x) =|x|={ 0, x=0 fonksiyonu secilebilir.
X, x>0

Sonu¢ 5.2 vpe (0, ) icin
Cla,b] c C5[a,b] c Ly[a,b] saglanr.

Burada pe(0,1) icin

b
buradap € (0,1) icin f |f(x)|P dx < oo sart1 saglanmalidir.
a

Teorem 5.1 ( R ,B, u) B Borel altkimelerinin - cebirinin p sonlu 6lgiisii olmak
uzere,

n(-00,x0)= 1 Xq, ©))= 0, X, € R olmak lzere;
i) Cla,b] € (Cs[a,b] NLy[a,b]) Vpe[0,00)
ii) Cla,b] c C&[a,b] c L,[a,b] VpE (0, )
saglanir ve bu kapsamalar ayriktir.
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Teorem 5.2 CZ[a, b] uzay: ||. |l normuna gére Banach uzayidir
Ispat: C5[a, b] uzaymin tam oldugunu gosterelim.

Cla,b] © (Cstla,b] N Lyla,b] )  Vpe [0,00) Ve {fy}nen € C&la, b] bir Cauchy
dizisi olsun.

If, = fullo =0 nm- oo, Vx € [a,b] icin {f,(x)}en Cauchy dizisidir.
fo(x) > f(x) yakinsar. f€ C5[a, b] oldugunu gosterelim.

Keyfi e >0 ve x, € [a, b] herhangi bir nokta olsun. Vv n € N igin
En(e)= {x: 1/,00) = frnCxo)| = 5}

Ea(f; &)= {x: 1f00) — i)l 2 5}

f () = fG)l < 1f@) = L +Hf () ~ fu G G0) = fE)l ()
If = finlleo > 0 > oo

L@ -f@I<  vxelab]

(3)ten Vn=>n, icin {x:|f(x) — f(xo)| =€} € E, (¢) elde edilir.
Boylece

FO) = FOo)l <5e+fud) = fu(xo)l <je+je=e

(b 1f Q) = £ (o) Z £} 0 05 (x0) ) € (Bnle) 005 (o) )

Sonug olarak
[0 1f G0) = fxo) Z €l} N 05 (x0) | < |En(e) N 05 (x0) (4)

vn=n,icin f, € Chlab] ve(4)den

lim [z [f () — fxo) = €l} N 05 (xp) |
§-0 [0s (x0) |

i |G 1f () = fxo) Z el} N 05 (x9) |

<
-0 |06‘ (xo) |
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I <

- liml{x: If(x) — f(xo) = €l} N 05 (x0)
T 5-0 105 (x0) |

|En(e) N 05 (xo)|

=0
6-0 105 (xo)l
elde edilir. Boylece f(x) € C5[a,b] elde edilir.
Ornek 5.11
—Xx, x<0
h(x) = |x| ={ 0, x=0 fonksiyonu
X, x>0
-1, x<0
g(x)zsgnxz{ 0,x=0
1, x>0
—bp
x’;_bn, X € [x,, b,]
f(x) = {% x € [ayx,] fonksiyonu igin .
U 0, x € [ay,b,]
1 1 ntbn
(an, bn) C(m,;) an=|bn — an , Xn = %

olmak Uzere,

k(x) =a, ve f(x)=a,,”! secilsin. Bu durumda Sekil. 5.4 ait 6rnekler verilmis olur.

Sekil. 5.4 C5[a, b] uzay1 ve Bazi fonksiyon uzaylari
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6

SONUC VE ONERILER

Bu tez galismamizda ilk iki boluminde standart olmayan uzaylardan biri olan grand
Lebesgue uzay1r ve agirlikli grand Lebesgue uzaymin shift operatorii yardimiyla
olusturulmus bir alt uzay iizerinde klasik ve istatistiksel manada Korovkin teoremleri

olusturulmus ve bazi uygulama ve sonuglar elde edilmistir.

Calismamizin son boliimiinde p- istatistiksel limit, p- istatistiksel siireklilik, p-
istatistiksel siireksizlik kavramlar1 tanimlanmis olup baz1 fonksiyon uzaylari
olusturularak, bu uzaylarin Lebesgue, slrekli fonksiyonlar gibi uzaylarla iliskisi

istatistiksel stireklilik temali incelenmistir.
Bu konuda calisacak arastirmacilara asagidaki dnerilerim olacaktir.

i..Grand Lebesgue uzaylarinda Korovkin teoremini saglayan yeni operatdr dizileri

arastirmak
ii. Standart olmayan fonksiyon uzaylari i¢in Korovkin teoremi sartlarini arastirmak

iii. Agirlikli grand Lebesgue uzayinda Agirlik fonksiyonu Muckenhoupt sartlarina

uygun secilerek farkli kosullar altinda Korovkin teoremi olusturma ¢alismalar1 yapmak.

iv. Istatistiksel siireklilik kavramini Fourier doniisiimii konusu iizerinde arastirmak.
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