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                                                                                       ÖZET 

 

Grand Lebesgue Uzaylarında Korovkin Tipli Yaklaşım  

ve İstatistiksel Süreklilik 

Cemil KARAÇAM 

 

Matematik Anabilim Dalı 

Doktora Tezi 

 

Danışman: Doç. Dr. Yusuf ZEREN 

                                          Eş-Danışman: Prof. Dr. Necip ŞİMŞEK 

 

Bu tez çalışmasında üç temel konu üzerinde araştırma yapılmıştır. 

Birinci çalışma grand Lebesgue uzayında klasik ve istatistiksel Korovkin yaklaşım ve 

bazı uygulamaları üzerinedir. Grand Lebesgue uzayı ayrılabilir olmayan bir uzaydır. Bu 

sebepten pozitif lineer operatör dizileri için Korovkin teoremi tüm uzayda geçerli 

değildir. Bu sebepten çalışmalarımız grand Lebesgue uzayının Korovkin tipli yaklaşım 

şartlarının geçerli olacağı bir alt uzayı belirleme üzerine yoğunlaşmıştır. Grand 

Lebesgue uzayının bir alt uzayı olan 𝐺𝑝)ሺ−𝜋  , 𝜋) uzayı shift operatörü yardımıyla; 

𝐺𝑝)̃ሺ−𝜋, 𝜋) : {𝑓 ∈ 𝐿𝑝)ሺ−𝜋, 𝜋):    ‖𝑇𝛿𝑓ሺx) − 𝑓ሺx)‖𝑝) → 0 , 𝛿 → 0}  

   𝐺𝑝)̃
̅̅ ̅̅ ̅̅  ሺ−𝜋, 𝜋)  =𝐺𝑝)ሺ−𝜋, 𝜋)    oluşturulan uzayın kapanışı olarak tanımlandı.     

   𝐶0
∞ሺ−𝜋, 𝜋) sonsuz diferansiyellenebilir sınırlı fonksiyonlar uzayının  𝐺𝑝)ሺ−𝜋, 𝜋) 

uzayında yoğun olduğu gösterildi. 𝐺𝑝)ሺ−𝜋, 𝜋) uzayında Korovkin teoremleri ve 

istatistiksel versiyonlarının analogları oluşturuldu. Elde edilen bulgular ışığında   bu  

x 

 



                                                           

                                                               

alt uzayda Kantoroviç polinom dizisi, Fourier ve Abel Poisson konvolüsyon operatörleri 

için çeşitli uygulamalar yapıldı. 

Çalışmamızın 2.  bölümünde   ρ ağırlık fonksiyonu ve grand Lebesgue uzayı normu ile 

tanımladığımız ağırlıklı grand Lebesgue uzayının bir alt uzayı olan  

𝐺𝑝),𝜌ሺ−𝜋 , 𝜋):{𝑓:    𝜌𝑓 ∈  𝐺𝑝)ሺ−𝜋 , 𝜋)} uzayında Korovkin tipli teoremler ve onların 

istatistiksel versiyonları oluşturulmuştur. 

Son bölümde çalışmalarımız ölçülebilir fonksiyon uzaylarında istatistiksel süreklilik 

üzerine olmuştur. μ-istatistiksel sağ ve sol limit tanımları verilerek bir noktada 

birinci, ikinci ve kaldırılabilir   μ –istatistiksel süreksizlik  tanımlamaları 

yapılmıştır. 

𝐶𝑠𝑡[𝑎, 𝑏]  istatistiksel sürekli fonksiyonlar uzayı tanımlanıp  C[𝑎, 𝑏] uzayını ayrık bir 

şekilde kapsadığı ve bunun yanısıra  ∀ p ∈ሺ0,+∞)  için  𝐶𝑠𝑡[𝑎, 𝑏]∖𝐿𝑝[𝑎, 𝑏] ≠ ∅  ve 

𝐿𝑝[𝑎, 𝑏]∖𝐶𝑠𝑡[𝑎, 𝑏] ≠ ∅   gösterildi. 

 

Anahtar Kelimeler: Grand-Lebesgue uzayı, ağırlıklı grand- Lebesgue space 

Korovkin teoremi, istatistiksel yakınsaklık, μ- istatistiksel süreklilik

                                        

YILDIZ TEKNİK ÜNİVERSİTESİ  
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     ABSTRACT 

 

 
Korovkin-Type Approximation and Statistical Continuity in 

Grand Lebesgue Spaces 

Cemil KARACAM 

 

Department of Mathematic 

Doctor of Philosophy Thesis 

Supervisor: Assoc.Prof. Dr.Yusuf ZEREN 

                                   Co- supervisor:Prof. Dr.Yusuf ZEREN 

This study has concentrated on three main issues. 

Our first study is based on classical and statistical Korovkin type approximation and 

some of its applications and the grand Lebesgue space.  Grand Lebesgue space is not 

separable space. Therefore, the Korovkin for positive linear operator sequences is not 

satisfied in all space. For this reason, our studies focused on determining a subspace in 

which the Korovkin type approximation conditions of the grand Lebesgue space will be 

valid. We consider the subspace 𝐺𝑝)ሺ−𝜋  , 𝜋)    of a grand Lebesgue space generated 

buy shift operator. 

𝐺𝑝)̃ሺ−𝜋, 𝜋) : {𝑓 ∈ 𝐿𝑝)ሺ−𝜋, 𝜋):    ‖𝑇𝛿𝑓ሺx) − 𝑓ሺx)‖𝑝) → 0 , 𝛿 → 0} 

We define    the closure of    𝐺𝑝)̃
̅̅ ̅̅ ̅̅  ሺ−𝜋, 𝜋)  =𝐺𝑝)ሺ−𝜋, 𝜋)   . We show the density of the 

space of infinitely differentiable finite functions in  𝐺𝑝)ሺ−𝜋 , 𝜋). We prove   the analogs 

of Korovkin theorems and their statistical versions in  𝐺𝑝)ሺ−𝜋 , 𝜋). In particular, we 

establish the analogs of Korovkin theorems  for a sequence of operators generated by 

the Kantorovich polynomials, for Fourier and Abel-Poisson  

xii 

 



                                                           

 In our second study classical and statistical Korovkin type converge theorems for 

positive linear operator sequences was studied on the weighted grand Lebesgue space  

that we created  by   ρ   weight  function  and grand Lebesgue space`s norm   

𝐺𝑝),𝜌ሺ−𝜋 , 𝜋):{𝑓:    𝜌𝑓 ∈  𝐺𝑝)ሺ−𝜋 , 𝜋)} . We prove   the analogs of Korovkin theorems 

and their statistical versions in  𝐺𝑝)ሺ−𝜋 , 𝜋). In particular,we establish the analogs of 

Korovkin theorems and statistical version for a sequence of operators  and some 

applications. 

In the last chapter, a study has been done on statistical continuity in measurable function 

spaces. We give definitions of μ- statistical  one-sided limits at a point and  

μ- statistical discontinuities of the first and second kind in some measurable space 

with a measure. We consider the space  𝐶𝑠𝑡[𝑎, 𝑏] of μ- statistical   continuous 

functions on some interval [𝑎, 𝑏]. We prove that the space of continuous functions 

is strictly embedded in 𝐶𝑠𝑡[𝑎, 𝑏]. Moreover, we show that  𝐶𝑠𝑡[𝑎, 𝑏] is not embedded 

in the Lebesgue spaces 𝐿𝑝[𝑎, 𝑏] for ∀ p ∈ሺ0,+∞), i.e  𝐶𝑠𝑡[𝑎, 𝑏]∖𝐿𝑝[𝑎, 𝑏] ≠ ∅. 

Keywords: grand-Lebesgue space, weighted grand- Lebesgue space 

Korovkin theorem, statistical convergences, μ- statistical convergences 
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                                                      1 
   GİRİŞ 

 

1.1   Literatür Özeti 

Fonksiyon Matematik, Fizik, Mühendislik başta olmak üzere disiplinler arası   bir 

kavramdır. Matematik veya Uygulamalı bilimlerde modellenen her fonksiyon inceleme 

açısından uygun formatta olmayabilir. Gelişen teknoloji ve dijital dönüşümlere paralel 

olarak fonksiyonların bilgisayar yazılımlarına uygun formatta olmaları önem 

kazanmıştır. Bazı Fonksiyonlar süreklilik, türev ve integrallenebilme vb. özellikleri 

açısından uygulamalara ve hesaplamalara uygun olmayabilir. Bu fonksiyonları, hata 

payı minimum olacak şekilde özellikleri bilinen daha basit fonksiyonlar ile temsil etmek 

Yaklaşım teorisinin genel amacıdır. Yaklaşım teorisi işlevi açısından teorik ve 

uygulamalı matematik arasında bir köprü görevi görmektedir. Yaklaşım teorisinin 

uygulama yöntemlerinden biri Pozitif lineer operatörler yardımıyla yaklaşımdır. Pozitif 

lineer operatörler monotonluk ve bazı temel eşitsizlikleri sağladığından yaklaşım 

teorisinde önemli bir yer tutar. 

Pozitif lineer operatörle yaklaşım teorisi; 

1853 yılında Rus Matematikçi P.L Chebyshev bir bağlantı problemi üzerinde çalışırken 

bir buhar makinesi motorunun doğrusal hareketini bir tekerleğin dairesel hareketine 

çevirmek için aşağıdaki problemi incelemiştir. 

i. [𝑎, 𝑏] aralığında sürekli bir f fonksiyonu; 

𝑃ሺ𝑥) = ∑𝑐𝑘

𝑛

𝑘=0

𝑥𝑘   

şeklinde n. dereceden bir polinomla ifade edilebilir mi? 

      ii.        max
a≤x≤b

|𝑓ሺ𝑥) − 𝑃ሺ𝑥)| hangi koşullarda   minimalize olabilir? 

Bu probleme 1885 yılında Alman matematikçi Karl Weierstrass 

[𝑎, 𝑏] aralığında sürekli bir f fonksiyonu için; 

∀ ε>0 ve ∀ x ∈   [𝑎, 𝑏]        için                                 
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                                  sup |𝑓ሺ𝑥) − 𝑝ሺ𝑥)| < 𝜀           

olacak şekilde bir  pሺ𝑥)  polinomu vardır teorisini ortaya koymuştur [1]. 

Bu teori dönemin matematikçileri tarafından kabul görse de ispatının uzun ve 

karmaşık olması bu teorinin dönemin ünlü matematikçileri tarafından 

incelenmesine neden olmuştur. 

1912 yılında Rus matematikçi Sergi N. Bernstein 

[0,1] aralığında reel değerli bir f fonksiyonuna 

𝐵𝑛ሺ𝑓; 𝑥) = ∑𝑓 (
𝑘

𝑛
)

𝑛

𝑘=0

𝐶𝑛
𝑘𝑥𝑘ሺ1 − 𝑥)𝑛−𝑘          ,    0 ≤ x ≤ 1      

Bernstein polinomları ile yaklaşılabileceğini ifade ve ispat etmiştir [2]. 

Bernstein polinomları, Weierstrass teorisini daha anlamlı hale getirip lineer pozitif 

operatörler konusuna olan ilgiyi artırmıştır. 

Bernstein operatörünün sadece sürekli fonksiyonlar için geçerli olması ve bazı 

integrallenebilir fonksiyonlar için uygulamalarda karşılaşılan güçlükler dönemin 

matematikçilerini yeni bir lineer pozitif operatör arayışına itmiştir. 

1930 yılında Rus matematikçi L.V. Kantoroviç tarafından 

∀ 𝑓 ∈ 𝐿𝑝 [0,1] için 

𝐾𝑛ሺ𝑓; 𝑥) = ∑

(

 
 
ሺ𝑛 + 1) ∫ 𝑓ሺ𝑡)

𝑘+1
𝑛+1

𝑘
𝑛+1

𝑑𝑡

)

 
 

𝑛

𝑘=0

(
𝑛

𝑘
)𝑥𝑘ሺ1 − 𝑥)𝑛−𝑘           ,    0 ≤ x ≤ 1      

Kantoroviç polinomu tanımlamıştır [3]. 

1950 yılında   Szasz   tarafından   

x ∈[0,∞]   ,   𝑓 ∈ 𝐶[0.∞)  için 

𝑆𝑛: 𝐶[0.∞) → 𝐶[0.∞) 

𝑆𝑛ሺ𝑓; 𝑥) = 𝑒−𝑛𝑥∑𝑓(
𝑘

𝑛
)

𝑛

𝑘=0

ሺ𝑛𝑥)𝑘

𝑘!
       𝑜𝑙𝑚𝑎𝑘 ü𝑧𝑒𝑟𝑒,               
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 Szasz operatörü tanımlanarak Bernstein polinomu sonlu olmayan aralığa 

genişletilmiştir [4]. 

1952 yılında H. Bohman   x ∈ [0,1] ,  0 ≤𝛼𝑘,𝑛≤1 ,   𝑃𝑘,𝑛≥0 olmak üzere, 

                  𝐿𝑛ሺ𝑓; 𝑥) = ∑𝑓(𝛼𝑘,𝑛)

𝑛

𝑘=0

𝑃𝑘,𝑛ሺ𝑥)                                      

Pozitif operatör dizisinin   n→∞  için   f  fonksiyonuna düzgün yakınsak olması için 

gerek ve yeter koşulları 

i.      𝐿𝑛ሺ1; 𝑥) ⇉ 1                                                                 

ii.     𝐿𝑛ሺ𝑡; 𝑥) ⇉ 𝑥                                                                     

iii.    𝐿𝑛ሺ𝑡
2; 𝑥) ⇉ 𝑥2      

şeklinde ifade etmiştir [5]. 

1953’te P.P. Korovkin [0,1] aralığını [𝑎, 𝑏] aralığına genişletmiştir [6]. 

Bu teorem tanımlanan bir operatörün birim operatöre yakınsaması durumunda operatör 

dönüşümünün düzgün yakınsak olmasını garanti etmesi anlamına gelmesi nedeniyle 

matematik dünyasında büyük yankı uyandırmış ve Korovkin Yaklaşım teorisinin 

doğmasına neden olmuştur. 

Korovkin Yaklaşım teorisi 3 ana başlıkta yoğunlaşmıştır. 

 i.        {1, 𝑥, 𝑥2}  ,  {1, 𝑠𝑖𝑛𝑥, 𝑐𝑜𝑠𝑥} , gibi yeni   test fonksiyonları elde etmek. 

 ii.      Korovkin teoremlerinin farklı fonksiyon uzayları üzerinde uygulamaları 

 iii.     Korovkin teoremini sağlayan yeni Lineer pozitif operatörler elde etmek 

 

Korovkin teoremi, 𝐿𝑝[𝑎, 𝑏] uzayı için  [6 − 12] çalışmalarında çeşitli araştırmacılar 

tarafından incelenmiştir. 

Bohman-Korovkin teoremi sonlu ve kapalı aralıkta geçerlidir. Bu teori sonlu ve kapalı 

aralıktan tüm reel eksene A.D. Gadjiev tarafından belirli koşullar altında   tüm reel 

eksene taşımıştır.[13, 14] 

Korovkin teoremimin sağlanmadığı durumlarda yakınsaklık kaybını gidermek için  

i. Hemen hemen yakınsaklık 
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ii. Aritmetik ortalama yakınsaklık 

iii. İstatistiksel yakınsaklık 

 iv.Toplanabilme metodu    

gibi metotlar oluşturulmuştur. 

Çalışmamızda yer alan istatistiksel yakınsaklık konusunun, Matematiğin farklı 

alanlarında Toplanabilme teorisi, Sayı teorisi, Olasılık teorisi, Yaklaşım teorisi gibi 

önemli uygulamaları mevcuttur. İstatistiksel yakınsaklık kavramı ilk kez 1951`de    H. 

Fast [15] ve H. Steinhaus [16] tarafından tanıtıldı. Skaler diziler için bu kavram, 

Fourier serileri çalışmalarında  A. Zygmund [17]  tarafından  hemen hemen her yerde 

yakınsaklık olarak ele alındı. Bu teori I.J. Schoenberg [18] , J.S.  Conner [19],  T. 

Salat [20],  J. A. Fridy [21 − 22],  J.A Fridy ve M.K. Khan [23],

J. A Fridy ve C.  Orhan [25 − 26], A.R Freedman ve J.J Sember [27 ], M. Macaj, T. 

Salat [19]   gibi çalışmalar belli başlı çalışmalardır.  

Klasik anlamda yakınsaklığı kapsayan istatistiksel yakınsaklık Korovkin teoremlere ilk 

olarak 2002 yılında A. D Gadjiev ve C. Orhan [31] tarafından incelenmiş ve pozitif 

lineer operatörler için istatistiksel Korovkin teoremini oluşturulmuştur. Bu sayede 

Korovkin yaklaşım teorisi için daha güçlü sonuçlar elde edilmiş ve birçok çalışmaya 

öncü olunmuştur. Bu konuda benzer araştırmalar [32 − 34] çalışmalarında mevcuttur. 

Grand Lebesgue uzayları ilk olarak T. Iwaniec ve C. Sobordone [35]  tarafından 

tanımlanmıştır. Grand Lebesgue uzayı matematiğin PDE teorisi, Operatör Teori ve 

Uygulamalı matematik alanlarında uygulamaları nedeniyle birçok araştırmacı tarafından 

incelenmiştir. Bu çalışmalar kısmi diferansiyel denklemler teorisi, fonksiyon uzayları, 

operatör teori, sınır değer problemleri başlıklarında aşağıdaki araştırmacılar tarafından 

incelenmiştir. T. Iwaniec ve C. Sobordone [35 − 37], A. Fiorenza [38] , A. Fiorenza, 

G.E Karadzov [39] , A. Fiorenza, M. Kerbec [43], [40],A. Fiorenza ,G. Fratta 

A.Fiorenza  B.Gupta [42] ,V. Kokilashvili [44, 45] belli başlı araştırmacılardır. 

Çalışmamızın son bölümünü oluşturan istatistiksel süreklilik; 

“İstatistiksel yakınsaklık kavramdan yola çıkarak benzer anlayışla ölçüye bağlı 

istatistiksel süreklilik kavramı oluşturulabilir mi ? ” sorusunu doğurmuştur. 
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Bu yöndeki ilk adım Lebesgue ölçüsü için sonlu bir noktada veya sonsuzda ölçülebilir 

fonksiyonlar için istatistiksel limit ve istatistiksel esaslık kavramlarını koyan F. Moricz 

[62] tarafından oluşturulmuştur. Moricz bu çalışmasında bu kavramlar arası ilişkileri 

kısmen inceleyip, bu kavramları genelleştirmeden Fourier serisi üzerine çalışmalar 

yapmıştır. İstatistiksel yakınsaklık temelli istatistiksel süreklilik ilk kez B.T. Bilalov ve 

S.R. Sadigova [61] tarafından tanımlanmıştır. 

 

1.2 Tezin Amacı 

Grand Lebesgue uzayı ayrılabilir olmayan bir Banach fonksiyon uzayıdır. Bu 

özelliğinden dolayı lineer pozitif operatörler için Korovkin yaklaşım teorisi olumlu 

sonuçlar vermez. Çalışmamızın amacı, grand Lebesgue uzayının sonsuz 

diferansiyellenebilir fonksiyonların yoğun olduğu bir alt uzayı tanımlanıp, bu alt uzay 

üzerinde Korovkin yaklaşım teorisinin klasik ve istatistiksel versiyonları için temel 

teoremleri oluşturmak ve çeşitli operatörlerin bu uzaylardaki Korovkin tipli yakınsaklık 

şartlarını belirlemektir. Grand Lebesgue uzayındaki norm yardımıyla tanımladığımız 

ağırlıklı grand Lebesgue uzayı için benzer bir anlayışla Korovkin yaklaşım teorisinin 

temel teoremlerini belli koşullar altında incelemektir.  Çalışmamızın diğer hedefi 

istatistiksel limit, istatistiksel süreklilik, istatistiksel süreksizlik tanımlamaları yaparak 

bazı fonksiyon uzayları arasındaki ilişkileri bu bağlamda incelemektir. 

 

1.3 Hipotez 

Grand Lebesgue uzayı ayrılabilir uzay olmadığından Korovkin tipli yaklaşım teorisinin 

uygulanabileceği 𝐺𝑝)  alt uzayı oluşturuldu.  

∀ f ∈ 𝐿𝑝)ሺ−𝜋, 𝜋) ve 

                           𝑇𝛿𝑓ሺx) = {
𝑓ሺx + δ),    x + δ ∈ [−𝜋, 𝜋]

0,         x + δ ∈ R ∖ [−𝜋, 𝜋] 
 

shift operatörü olmak üzere, 

𝐺𝑝)̃ሺ−𝜋, 𝜋) : {𝑓 ∈ 𝐿𝑝)ሺ−𝜋, 𝜋):    ‖𝑇𝛿𝑓ሺx) − 𝑓ሺx)‖𝑝) → 0 , 𝛿 → 0} 

𝐺𝑝)̃ሺ−𝜋, 𝜋) uzayının kapanışı     𝐺𝑝)̃
̅̅ ̅̅  ሺ−𝜋, 𝜋)  =𝐺𝑝)ሺ−𝜋, 𝜋)    olmak üzere; 
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bu uzayda klasik ve istatistiksel manada Korovkin teoremleri oluşturulabilir. 

Konvolüsyon tipli integral operatörler için Korovkin teoremine denk koşullar elde 

edilebilir. 

Kantoroviç polinomu için klasik Korovkin koşulları bu alt uzayda da   geçerlidir. 

Grand Lebesgue benzer yaklaşımla 

Ağırlıklı grand Lebesgue Uzayı, 

1<p<∞   , Ω⊂𝑅𝑛  ve   ρ  fonksiyonu ağırlık fonksiyonu olmak üzere; 

𝐿𝑝).ρሺΩ) = {𝑓:   ρf ∈ 𝐿𝑝) } 

Bu uzayda norm 

‖𝑓‖𝑝),𝜌 =‖ρ𝑓‖𝑝) 

şeklinde tanımlanarak  Ağırlıklı grand Lebesgue uzayı için klasik ve istatistiksel 

manada Korovkin  teoremleri ve koşulları belirlenebilir. 

İstatistiksel yakınsaklık kavramından yola çıkarak ölçüye bağlı istatistiksel süreklilik 

kavramı doğrultusunda, istatistiksel süreksizlik ve sınıflandırmaları yapılarak ve 

fonksiyon uzayları arası ilişkiler  bu bağlamda incelenebilir. 

 

1.4  Tezin İçeriği 

1. Bölümde Korovkin yaklaşım teorisi, istatistiksel yakınsaklık istatistiksel süreklilik 

konularında literatür özeti verilmiştir. 

2. Bölümde tez çalışmamızda kullanılan temel tanım ve teoremler verilmiştir. 

3. Bölümde çalışmamızın ana konuları olan Korovkin tipli yaklaşım, istatistiksel 

yakınsaklık ve grand Lebesgue uzayları ve özellikleri incelenmiştir. 

4. Bölümde grand Lebesgue uzayının shift operatörü yardımıyla tanımlanan sonsuz 

diferansiyellenebilir fonksiyonların yoğun olduğu bir alt uzayı tanımlanarak bu uzayda 

1. ve 2. Korovkin teoremleri klasik ve istatistiksel manada incelenmiş olup, Kantoroviç  

operatör dizisinin  yakınsaklık koşulları  ve konvolüsyon tipli operatör dizilerinin 

yakınsaklık şartları için denklikler tanımlanmıştır. 
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5. Bölümde Ağırlıklı grand Lebesgue uzayında Korovkin tipli yaklaşım teorisi için   

Ağırlıklı grand Lebesgue uzayının  shift operatörü yardımıyla   tanımlanan sonsuz 

diferansiyellenebilir fonksiyonların  yoğun olduğu bir alt uzayı tanımlanarak bu uzayda  

Korovkin  teoremi için ağırlık fonksiyonunun özel koşulları altında incelenmiştir. 

6. Bölümde istatistiksel yakınsaklık temelli ölçüye bağlı istatistiksel süreklilik  ve 

istatistiksel süreksizlik kavram ve sınıflamaları oluşturulup bazı fonksiyon uzayları 

istatistiksel süreklilik anlamında karşılaştırılmıştır. 

7. Bölümde sonuç ve önerilere yer verilmiştir. 
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 TEMEL KAVRAMLAR 

 

Bu bölümde tez çalışmamızda kullanılacak olan temel tanım, teorem ve örneklere yer 

verilecektir.  

Tanım 2.1 X bir F cismi üzerinde vektör uzayı olsun. 

‖. ‖: X→𝑅+,    x→‖𝑥‖  dönüşümü, ∀  x,y ∈  X   ve ∀  α ∈  F için  

i. ‖𝑥‖ = 0 ⟺ 𝑥 = 0 

ii. ‖𝛼𝑥‖ = |𝛼|‖𝑥‖ 

iii.‖𝑥 + 𝑦‖ ≤ ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖  

özellikleri sağlıyorsa  X üzerinde norm adını alır. Bu durumda  ሺ𝑋, ‖. ‖)  ikilisine 

normlu uzay adı verilir. 

Tanım 2.2 ሺ𝑋, ‖. ‖) normlu uzayında her Cauchy dizisi X içinde bir limite yakınsıyorsa 

ሺ𝑋, ‖. ‖)  X  bir normlu uzayına tam normlu uzay veya Banach uzayı denir.  

Tanım 2.3  ℳ0   Ω üzerinde reel değerli ölçülebilir fonksiyonlar kümesi, 

𝜌:ℳ0
+→[0,+∞]    ve ∀  𝑓, 𝑔 , 𝑓𝑛  ሺ𝑛 = 1,2,3  … )  ∈  ℳ0

+ , ∀ λ≥0 ve    ∀  E ⊂ 

Ω  ölçülebilir altkümeleri için 

i. 𝜌ሺ𝑓) = 0 ⟺  𝑓 = 0  ሺℎℎ𝑦) 

ii. 𝜌ሺ𝜆𝑓)=λ 𝜌ሺ𝑓) 

iii. 𝜌ሺ𝑓 + 𝑔) ≤  𝜌ሺ𝑓) +  𝜌ሺ𝑔) 

iv.  0≤ 𝑔 ≤  𝑓  ሺℎℎ𝑦) ⇒ 𝜌ሺ𝑔) ≤  𝜌ሺ𝑓) 

v. 0≤𝑓𝑛 ↑  𝑓   ሺℎℎ𝑦) ⇒ 𝜌ሺ𝑓𝑛) ≤  𝜌ሺ𝑓) 

vi. E⊂ Ω ⟹ 𝜌ሺ𝒳𝐸) < +∞ 

vii. E⊂ Ω⟹ ∫ 𝑓𝑑𝑥
Ω

𝐶𝐸  𝜌ሺ𝑓) ,  0<𝐶𝐸<∞ ሺ𝐶𝐸   𝐸 𝑣𝑒 𝜌 𝑏𝑎ğ𝑙𝚤 𝑣𝑒 𝑓 𝑑𝑒𝑛 𝑏𝑎ğ𝚤𝑚𝑠𝚤𝑧) 

özellikleri sağlanıyorsa 𝜌  Banach fonksiyon normudur  [64]. 

Tanım 2.4  X ve Y, F cismi üzerinde vektör uzayı ve Dሺ𝑇)⊂ X olmak üzere; 



9 

 

 T: Dሺ𝑇) → 𝑌   fonksiyonuna operatör veya dönüşüm denir. 

∀  x,y ∈  Dሺ𝑇)  ve ∀  α ,β ∈  F  için Tሺ𝛼𝑥 + 𝛽𝑦)=αTሺ𝑥)+βTሺ𝑦) 

özelliği sağlanıyor  ise T operatörüne lineer operatör denir [63]. 

Tanım 2.5  T: Dሺ𝑇) → 𝑌  operatör olsun. ∀  𝑓 ∈ Dሺ𝑇) için    Tሺ𝑓) ≥ 0 ise   T 

operatörün pozitif operatör denir. 

T aynı zamanda lineer ise T ‘ye pozitif lineer operatör denir  [63]. 

Teorem 2.1 X ve Y iki vektör uzayı   T: X→𝑌   lineer pozitif operatör olsun. 

Bu takdirde aşağıdaki özellikler sağlanır. 

  i .  T operatörü monotondur. 

 ii.    |Tሺ𝑓)|≤Tሺ|𝑓|) 

Tanım 2.6 X ve Y normlu uzay Dሺ𝑇)⊂ X ve olmak üzere; T: Dሺ𝑇) → 𝑌  lineer 

operatörü verilsin. ‖Tx‖ ≤ c‖x‖ olacak şekilde c ∈ R varsa T operatörüne sınırlı 

operatör denir. 

‖T‖= sup
𝑥∈Dሺ𝑇)
𝑥≠0

‖Tx‖

‖x‖
         operatörün normu denir  [65]. 

Tanım 2.7   X ve Y    normlu uzay Dሺ𝑇)⊂ X ve olmak üzere; T: Dሺ𝑇) → 𝑌 operatörü 

∀ε >0 için ∃ δ >0,  ∀x∈ Dሺ𝑇) için  ‖𝑥 − 𝑥0‖< δ iken ‖𝑇ሺ𝑥) − 𝑇ሺ𝑥0)‖< ε olması 

durumunda T operatörü   𝑥0 ∈ Dሺ𝑇) noktasında süreklidir denir [63]. 

Teorem 2.2    T: Dሺ𝑇)→𝑌    lineer operatörünün   Dሺ𝑇)⊂ X    üzerinde sınırlı olması 

için gerek ve yeter koşul T operatörünün Dሺ𝑇) üzerinde sürekli olmasıdır [63].   

Tanım 2.8   A⊂ R   ve Fሺ𝐴), A üzerinde tanımlı reel değerli fonksiyonların kümesi 

olsun.  𝑓𝑛: N⟶ Fሺ𝐴)  şeklinde tanımlanan fonksiyona fonksiyon dizisi denir  [66].  

Tanım 2.9  ሺ𝑓𝑛) dizisi A üzerinde f fonksiyonuna noktasal yakınsaktır ⟺ ∀ ε>0 ve 

x ∈  A için ∃ 𝑛0 ∈ 𝑁 vardır ki  ∀n≥ 𝑛0  için |𝑓𝑛ሺ𝑥) − 𝑓ሺ𝑥)| < 𝜀   [66] 

Tanım 2.10  ሺ𝑓𝑛)    dizisi A üzerinde f fonksiyonuna düzgün yakınsaktır ⟺ ∀ ε>0 ve 

∀x ∈  A için ∃ 𝑛0 ∈ 𝑁 vardır ki ∀ n≥ 𝑛0  için |𝑓𝑛ሺ𝑥) − 𝑓ሺ𝑥)| < 𝜀   [66] 

Tanım 2.11 X bir küme ve 𝒜   X’ in alt kümelerinin bir sınıfı olmak üzere 
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i. X ∈  𝒜 

ii. Her A ∈  𝒜 için   AC=X \A ∈  𝒜 

iii. Ak ∈  𝒜 ise  ⋃ 𝐴𝑛
𝑘=1 k ∈  𝒜 

  şartları sağlanıyorsa 𝒜 , X  üzerinde  cebirdir   .  

Eğer (iii) yerine “Her k ∈  ℕ için  Ak  ∈  𝒜 ⇒⋃ 𝐴∞
𝑘=1 k    ∈  𝒜  şartı konulursa  𝒜 cebirine  

σ− cebiri denir  [67]. 

Tanım 2.12  Bir 𝒜 sınıfını kapsayan σ- cebirlerinin en küçüğüne 𝒜’nın ürettiği   

σ− cebiri denir. R’deki bütün açık  (a, b) aralıklarının ürettiği σ− cebirine Borel cebiri 

denir.  B (𝑅)  şeklinde gösterilir.  B (𝑅)  in herbir elemanına bir Borel kümesi denir 

[67]. 

Tanım 2.13 X bir küme ve 𝒜, X üzerinde bir σ−cebiri olsun. (X, 𝒜) ikilisine ölçülebilir 

uzay ve her A ∈  𝒜 kümesine ölçülebilir küme denir [72]. 

Tanım 2.14  (X, 𝒜) ölçülebilir uzay ve μ genişletilmiş reel değerli fonksiyonu; 

i. μ(∅) =0 

ii.  μ(A)≥0        ∀ A ∈ 𝒜 

iii. An ayrık dizisi için  μ(⋃  An∞
𝑛=1 )=∑ 𝜇ሺ∞

𝑛=1  An ) özelliklerine sahipse  μ 

fonksiyonuna ölçü denir [67]. 

Tanım 2.15   Bir X kümesinin σ− cebiri 𝒜   ve μ   𝒜 üzerinde tanımlı üzerinde tanımlı    

ölçü olmak üzere    (X, 𝒜,μ )  üçlüsüne ölçü uzayı denir.   

Tanım 2.16   X bir küme P(X) de X’in kuvvet kümesi olsun.   

 µ*  : P(X) ⟶  ℛ+∪{0,∞} olmak  üzere ; 

i. µ*  (∅ ) =0  

ii. Her A ∈  P(X) için     µ*  (A) ≥ 0    

iii.  A ⊂  B⊂ X ⟹ μ*(A) ≤ μ*(B) 

iv.  Her n ∈ℕ için An ∈  P(X) ⟹ μ* (⋃ 𝐴∞
𝑛=1 n ) ≤ ∑ μ∞

𝑛=1 * ( An ) şartları sağlanıyorsa 

μ* fonksiyonuna  X üzerinde bir dış ölçüdür denir.  

Bir ölçünün dış ölçü olabilmesi için onun tanım kümesinin kuvvet kümesi olması 

gerekir [67]. 
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Tanım 2.17  (X, 𝒜) ölçülebilir uzay ve f: X⟶  R bir fonksiyon olsun. Eğer ∀  α ∈  R 

için   f-1 ሺ𝛼,∞] = {x ∈  X: f (α) > α } ∈  𝒜 oluyorsa f  fonksiyonuna ölçülebilir 

fonksiyon denir. X üzerinde ölçülebilir fonksiyonlar ailesi M (X, 𝒜 ) ile gösterilir.[65]. 

Tanım2.18   𝐼𝑛 = {1,2,… , 𝑛}  ሺ𝑛 ∈ 𝑁)  olsun. 𝐼𝑛 ile denk olan kümeye sonlu  

(n elemanlı) bir küme ve 𝑁 denk olan kümeyede sayılabilir küme denir [63]. 

Tanım 2.19   ሺ𝑋, 𝑑)   metrik uzay ve A⊂ X olsun. A nın kapanışı X`e eşit yani  𝐴 ̅  = 𝑋 

ise A`ya X`te yoğun küme adı verilir [63]. 

Tanım 2.20 Bir ሺ𝑋, 𝑑)  metrik uzayının sayılabilir yoğun altkümesi varsa bu uzaya 

ayrılabilir metrik uzay denir [63]. 

Bu tanım aşağıdaki şekilde de verilebilir. 

ሺ𝑋, 𝑑) ayrılabilir metrik uzaydır ⇔ X içinde öyle 𝑏𝑖𝑟 (𝑥1, 𝑥2,… , 𝑥𝑛…) dizisi vardır ki    

∀ε>0  ve ∀ x ∈ X için  ∃𝑛0 ∈ 𝑁   d(𝑥, 𝑥𝑛0) < 𝜀 olur  [63]. 

Tanım 2.21 Bir f fonksiyonunun desteği, f(x) fonksiyonunun sıfırdan farklı olduğu x 

noktalarının kapanışıdır. 

                       Supp f =  { x:   fሺx)  ≠ 0   }    ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ile gösterilir.  

Eğer f fonksiyonunun desteği kompakt bir küme ise f fonksiyonuna kompakt destekli 

denir [63]. 

Tanım 2.22 (Hölder eşitsizliği) 

1 < p , q < ∞             
1

𝑝
 +
1

𝑞
 =1  ve   f ∈𝐿𝑝  ,g ∈ 𝐿𝑞 ise        f.g ∈ 𝐿1 olur.

 ‖𝑓𝑔‖1 ≤‖𝑓‖𝑝 . ‖𝑔‖𝑞   eşitsizliği sağlanır [63]. 

Tanım 2.23 (Minkowski eşitsizliği) 

f, g ∈  𝐿𝑝  , 1≤ p≤ ∞ için   𝑓 + 𝑔 ∈  𝐿𝑝   olur ve ‖𝑓 + 𝑔‖𝑝  ≤  ‖𝑓‖𝑝 .+‖𝑔‖𝑝    eşitsizliği 

sağlanır [68]. 

Tanım 2.24  (Young eşitsizliği) a, b ≥ 0    p, q >1   
1

𝑝
  +

1

𝑞
  =1 olmak üzere; 

                       a.b < 
𝑎𝑝

𝑝
  +

𝑏𝑞

𝑞
    sağlanır [63]. 
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Teorem 2 .4  1≤ p ≤∞ olmak üzere; 

 Eğer f ∈  𝐿𝑝 ve 𝑔 ∈𝐿1 ise bu durumda   h = f  ∗  𝑔   hemen hemen her yerde vardır . 

 h ∈ 𝐿𝑃  dir. Ayrıca   ‖ℎ‖𝑝 ≤‖𝑓‖𝑝 ‖𝑔‖1  eşitsizliği sağlanır [63]. 

Teorem 2 .5 ሺ𝐵𝑒𝑝𝑝𝑜 − 𝐿𝑒𝑣𝑖) 

 ሺΩ, Σ, 𝑋) ölçüm uzayı , X ∈ Σ olsun. 

𝑓𝑛: 𝑋 → [0 ;  ∞]  dizisi  ∀ x ∈X için  𝑓𝑛ሺ𝑥) ≤ 𝑓𝑛+1ሺ𝑥) ≤ ∞  verilsin. 

∀ x ∈X için    𝑓𝑛 → 𝑓 noktasal yakınsak,    lim
    n→∞

𝑓𝑛ሺ𝑥) = 𝑓ሺ𝑥) ise 

 

             lim  
    n→∞

∫𝑓𝑛ሺ𝑥)𝑑𝑥

𝑋

= ∫𝑓ሺ𝑥) 𝑑𝑥

𝑋

                                       

sağlanır. 
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3 
     GRAND LEBESGUE UZAYLARINDA KOROVKİN 

TİPLİ YAKLAŞIM VE İSTATİSTİKSELVERSİYONU 

 

Bu bölümde lineer pozitif operatörler için Korovkin teoremleri tanıtılıp sonlu ölçülü 

küme üzerinde grand Lebesgue uzayı incelenip bu uzayda lineer pozitif operatörlerin 

Korovkin tipli klasik ve istatistiksel yakınsaklık versiyonları incelenecektir.                     

3.1 Klasik Korovkin Teoremleri  

1951 yılında H. Bohman   x ∈ [0,1] ,  0 ≤𝛼𝑘,𝑛≤1,  𝑃𝑘,𝑛≥0 olmak üzere, 

                  𝐿𝑛ሺ𝑓; 𝑥) = ∑𝑓(𝛼𝑘,𝑛)

𝑛

𝑘=0

𝑃𝑘,𝑛ሺ𝑥)                                      

Pozitif operatör dizisinin   n→∞ için f  fonksiyonuna düzgün yakınsak olması için 

gerek ve yeter koşulları 

i.  𝐿𝑛ሺ1; 𝑥) ⇉ 1                                                                 

ii.  𝐿𝑛ሺ𝑡; 𝑥) ⇉ 𝑥                                                                     

iii.𝐿𝑛ሺ𝑡
2; 𝑥) ⇉ 𝑥2     şeklinde ifade etmiştir. 

1953’te P.P. Korovkin bu teoremdeki [0,1] aralığını [𝑎, 𝑏]   aralığına genişletmiştir. 

Teorem 3.1 ሺKorovkin teoremi) ∀ n ∈ N için  𝐿𝑛: 𝐶[𝑎, 𝑏] → 𝐶[𝑎, 𝑏]  pozitif lineer 

operatör dizisi, 

∀ i=0,1,2 için    𝑒𝑖ሺ𝑡) = 𝑡𝑖 olmak üzere; 

lim
n→∞

‖𝐿𝑛ሺ𝑒𝑖) − 𝑒𝑖‖𝐶[𝑎,𝑏] = 0 şartları sağlıyorsa [𝑎, 𝑏] aralığındaki sürekli olan her 

fonksiyon için lim
n→∞

‖𝐿𝑛ሺf) − f‖𝐶[𝑎,𝑏] = 0 sağlanır. 
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İspat. 

𝑓 ∈  𝐶[𝑎, 𝑏]   için f fonksiyonu düzgün sürekli olduğundan, ∀ ε >0 , ∃ δ >0  sayısı 

vardır ki, ∀ x, t ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] için |𝑥 − 𝑡| < 𝛿   𝑖𝑘𝑒𝑛      |𝑓ሺ𝑥) − 𝑓ሺ𝑡)| < 𝜀     sağlanır.  

Bunun yanı sıra, f fonksiyonu sınırlı olduğundan |𝑓ሺ𝑥)| ≤ 𝑀   olacak şekilde M > 0   

sayısı mevcuttur. 

 |𝑥 − 𝑡| ≥ 𝛿    𝑖ç𝑖𝑛   𝑓 fonksiyonunun sınırlılığından ve üçgen eşitsizliğinden 

                     |𝑓ሺ𝑥) − 𝑓ሺ𝑡)| ≤ |𝑓ሺ𝑥)| + |𝑓ሺ𝑡)|  elde edilir. 

|𝑥 − 𝑡| ≥ 𝛿      𝑖𝑘𝑒𝑛     
 |𝑥 − 𝑡|

𝛿
≥ 1  𝑣𝑒   

 |𝑥 − 𝑡|2

𝛿2
 ≥  1  

                                                  |𝑓ሺ𝑥) − 𝑓ሺ𝑡)| < 2𝑀 
 |𝑥−𝑡|2

𝛿2
          

O halde,  

 |𝑥 − 𝑡| < 𝛿   𝑖𝑘𝑒𝑛      |𝑓ሺ𝑥) − 𝑓ሺ𝑡)| <  𝜀   ve    

   |𝑥 − 𝑡| ≥ 𝛿      𝑖𝑘𝑒𝑛    |𝑓ሺ𝑥) − 𝑓ሺ𝑡)| < 2𝑀 
 |𝑥−𝑡|2

𝛿2
   olduğundan 

∀ t ∈ R ve ∀ x ∈  [𝑎, 𝑏]  için  

|𝑓ሺ𝑥) − 𝑓ሺ𝑡)| <    𝜀 +   2𝑀 
 |𝑥−𝑡|2

𝛿2
   eşitsizliği elde edilir. 

𝐿𝑛 operatörü lineer olduğundan 

|𝐿𝑛ሺ𝑓ሺ𝑡); 𝑥) − 𝑓ሺ𝑥)| = |𝐿𝑛ሺ𝑓ሺ𝑡); 𝑥) − 𝑓ሺ𝑥) + 𝐿𝑛ሺ𝑓ሺ𝑥); 𝑥) − 𝐿𝑛ሺ𝑓ሺ𝑥); 𝑥)|    

                                                 = |𝐿𝑛ሺ𝑓ሺ𝑡) − 𝑓ሺ𝑥)); 𝑥) + 𝑓ሺ𝑥)ሺ𝐿𝑛ሺ1; 𝑥) − 1)| 

                                                 ≤ |𝐿𝑛ሺ𝑓ሺ𝑡) − 𝑓ሺ𝑥)); 𝑥))|+|𝑓ሺ𝑥)ሺ𝐿𝑛ሺ1; 𝑥) − 1)| 

                                                  ≤ 𝐿𝑛ሺ|𝑓ሺ𝑡) − 𝑓ሺ𝑥)|; 𝑥) +|𝑓ሺ𝑥)||ሺ𝐿𝑛ሺ1; 𝑥) − 1)| 

f fonksiyonunun  sınırlılığından 

|𝐿𝑛ሺ𝑓ሺ𝑡); 𝑥) − 𝑓ሺ𝑥)| ≤ 𝐿𝑛ሺ|𝑓ሺ𝑡) − 𝑓ሺ𝑥)|; 𝑥) +M|ሺ𝐿𝑛ሺ1; 𝑥) − 1)|      

𝐿𝑛    monoton artan olduğundan 

|𝐿𝑛ሺ𝑓ሺ𝑡); 𝑥) − 𝑓ሺ𝑥)| ≤ 𝐿𝑛 (𝜀 +   2𝑀 
 |𝑥−𝑡|2

𝛿2
  ; 𝑥) +M|ሺ𝐿𝑛ሺ1; 𝑥) − 1)|      yazılabilir. 

𝐿𝑛 operatörü lineer olduğundan 
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𝐿𝑛 (𝜀 + 2𝑀 
 |𝑥−𝑡|2

𝛿2
  ; 𝑥) = 𝜀𝐿𝑛ሺ1; 𝑥) + 

2𝑀

𝛿2
𝐿𝑛ሺሺ𝑡 − 𝑥)

2; 𝑥) 

                                            = 𝜀𝐿𝑛ሺ1; 𝑥)+
2𝑀

𝛿2
[𝐿𝑛ሺ𝑡

2; 𝑥) − 2𝑥𝐿𝑛ሺ𝑡; 𝑥) + 𝑥
2𝐿𝑛ሺ1; 𝑥)] 

                      = 𝜀𝐿𝑛ሺ1; 𝑥) +
2𝑀

𝛿2
[𝐿𝑛ሺ𝑡

2; 𝑥) − 𝑥2 − 𝑥2 + 2𝑥2 − 2𝑥𝐿𝑛ሺ𝑡; 𝑥) + 𝑥
2𝐿𝑛ሺ1; 𝑥)] 

                    = 𝜀𝐿𝑛ሺ1; 𝑥) +
2𝑀

𝛿2
[𝐿𝑛ሺ𝑡

2; 𝑥) − 𝑥2 + 2𝑥2 − 2𝑥𝐿𝑛ሺ𝑡; 𝑥) + 𝑥
2𝐿𝑛ሺ1; 𝑥) − 𝑥

2] 

                    = 𝜀𝐿𝑛ሺ1; 𝑥)+
2𝑀

𝛿2
[𝐿𝑛(ሺ𝑡

2; 𝑥) − 𝑥2) + 2𝑥(𝑥 − 𝐿𝑛ሺ𝑡; 𝑥)) + 𝑥
2ሺ𝐿𝑛ሺ1; 𝑥) − 1)] 

 elde edilir. 

|𝐿𝑛ሺ𝑓ሺ𝑡); 𝑥) − 𝑓ሺ𝑥)| ≤  𝜀𝐿𝑛ሺ1; 𝑥)+
2𝑀

𝛿2
[𝐿𝑛(ሺ𝑡

2; 𝑥) − 𝑥2) + 2𝑥(𝑥 − 𝐿𝑛ሺ𝑡; 𝑥)) +

                                                  + 𝑥2ሺ𝐿𝑛ሺ1; 𝑥) − 1)] + M|ሺ𝐿𝑛ሺ1; 𝑥) − 1)| 

Bu durumda 

∀ i=0,1,2 için    𝑒𝑖ሺ𝑡) = 𝑡𝑖    𝑖ç𝑖𝑛 

i.  𝐿𝑛ሺ1; 𝑥) ⇉ 1                                                                     

ii.  𝐿𝑛ሺ𝑡; 𝑥) ⇉ 𝑥                                                                

iii. 𝐿𝑛ሺ𝑡
2; 𝑥) ⇉ 𝑥2       

 koşulları sağlanması durumunda 

∀n >𝑛0 için  |𝐿𝑛ሺ𝑓ሺ𝑡); 𝑥) − 𝑓ሺ𝑥)| ≤ 𝜀  ve  lim
𝑛→∞

max
𝑎≤𝑥≤𝑏

|𝑓𝑛ሺ𝑥) − 𝑓ሺ𝑥)| =0  elde edilir. 

Örnek 3.1  Bernstein operatörü                                                   

𝐵𝑛ሺ𝑓; 𝑥) = ∑𝑓 (
𝑘

𝑛
)

𝑛

𝑘=0

𝐶𝑛
𝑘𝑥𝑘ሺ1 − 𝑥)𝑛−𝑘          ,    0 ≤ x ≤ 1      

olmak üzere;      

𝐵𝑛ሺ𝑓; 𝑥) = ∑𝑓 (
𝑘

𝑛
)

𝑛

𝑘=0

𝐶𝑛
𝑘𝑥𝑘ሺ1 − 𝑥)𝑛−𝑘          ,    0 ≤ x ≤ 1      

                                                         𝐵𝑛ሺ1, 𝑥) = 1 

                                                          𝐵𝑛ሺ𝑡, 𝑥) =x 

                                                          𝐵𝑛ሺ𝑡
2, 𝑥) = 𝑥2 +

𝑥−𝑥2

𝑛
      eşitlikleri sağlanır. 
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Buradan   n→∞ iken 

                                                           ‖𝐵𝑛ሺ1; 𝑥) − 1‖𝐶[0,1]→0 

                                                            ‖𝐵𝑛ሺ𝑡; 𝑥) − 𝑥‖𝐶[0,1]→0 

                                                            ‖𝐵𝑛ሺ𝑡
2; 𝑥) − 𝑥2‖𝐶[0,1]→0 

Bernstein operatörü    Korovkin teoremi şartlarını sağlar. 

  ∀𝑓 ∈ 𝐶[0,1] 𝑖ç𝑖𝑛      ‖𝐵𝑛ሺ𝑓; 𝑥) − 𝑓ሺ𝑥)‖𝐶[0,1]  → O   sağlanır. 

Örnek 3.2 C[0,∞)  verilen Szasz Operatörü Korovkin teoremini şartlarını sağlar. 

Szasz operatörü  

𝑆𝑛ሺ𝑓; 𝑥) = 𝑒−𝑛𝑥∑𝑓(
𝑘

𝑛
)

𝑛

𝑘=0

ሺ𝑛𝑥)𝑘

𝑘!
       𝑜𝑙𝑚𝑎𝑘 ü𝑧𝑒𝑟𝑒,               

i. 𝑆𝑛ሺ1, 𝑥) = 1 

ii.  𝑆𝑛ሺ𝑡, 𝑥) = 𝑥  

iii. 𝑆𝑛ሺ𝑡
2, 𝑥) = 𝑥2 +

𝑥

𝑛
   

eşitlikleri sağlanır. 

Buradan  n→∞  için 

                                                           ‖𝑆𝑛ሺ1; 𝑥) − 1‖𝐶[0,∞) →0 

                                                            ‖𝑆𝑛ሺ𝑡; 𝑥) − 𝑥‖𝐶[0,∞) →0 

                                                            ‖𝑆𝑛ሺ𝑡
2; 𝑥) − 𝑥2‖𝐶[0,∞) →0 

[0,∞)  verilen Szasz Operatörü Korovkin teoremini şartlarını  sağlar. 

     ∀𝑓 ∈ 𝐶[0,∞] 𝑖ç𝑖𝑛   ‖𝑆𝑛ሺ𝑓; 𝑥) − 𝑓ሺ𝑥)‖𝐶[0,∞]  → O sağlanır. 

Teorem 3.2  ሺ𝟐.𝐊𝐨𝐫𝐨𝐯𝐤𝐢𝐧 𝐓𝐞𝐨𝐫𝐞𝐦𝐢)  

𝐿𝑛 : 𝐶[0,2𝜋]→𝐶[0,2𝜋]  lineer pozitif operatörler dizisi olmak üzere; 

∀  g ∈ {1, sin 𝑥, 𝑐𝑜𝑠𝑥}  için        lim
𝑛→∞

‖𝐿𝑛𝑔 − 𝑔‖𝐶[0,2𝜋] = 0    sağlanıyorsa 

∀  f ∈𝐶[0,2𝜋]  için                       lim
𝑛→∞

‖𝐿𝑛𝑓 − 𝑓‖𝐶[0,2𝜋] = 0     olur.   
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3.2   İstatistiksel Korovkin Tipli Teoremler 

Bu bölümde istatistiksel yakınsaklık ile ilgili temel tanım ve teoremleri verelim. 

Tanım 3.1 ሺ𝑋, 𝜌) metrik uzay   𝒜 ⊂ X   ve 

  𝛿𝑛ሺ𝒜 )    = ∑𝑋𝒜 

𝑛

𝑘=1

ሺ𝑘) 

𝛿ሺ 𝒜) = lim
n→∞

  𝛿𝑛ሺ𝒜 )  sayısına 𝒜  kümesinin istatistiksel yoğunluğu denir. 

Tanım 3.2     {𝑥𝑛}𝑛∈𝑁  ⊂ X,  𝒜𝜀 = {𝑛 ∈ 𝑁: 𝜌ሺ𝑥𝑛 , 𝑥) ≥ 𝜀}  olmak üzere 

∀ ε>0,  𝛿ሺ𝒜𝜀  )= 0   ise     {𝑥𝑛}𝑛∈𝑁   dizisi x ∈    X   sayısına istatistiksel yakınsaktır  

denir  ve 𝑠𝑡 − lim
  n→∞

𝑥𝑛 =  x    şeklinde gösterilir. 

Tanım 3.3     {𝑥𝑛}𝑛∈𝑁  ⊂ X,  ∆𝜀= {𝑛 ∈ 𝑁: 𝜌(𝑥𝑛 , 𝑥𝑛𝜀) ≥ 𝜀}  olmak üzere 

∀ ε>0 , ∃𝑛𝜀   , ∀  n ≥ 𝑛𝜀   𝛿ሺ∆𝜀  )= 0   ise  {𝑥𝑛}𝑛∈𝑁   dizisi  istatistiksel fundamental  

(esas)  denir . ሺ𝑠𝑡 𝑓𝑢𝑛𝑑𝑎𝑚𝑒𝑛𝑡𝑎𝑙) 

Lemma 3.1 𝜘 = {𝒜 ⊂ 𝑁:    𝛿ሺ 𝒜) = 1} olmak üzere, 

A.B ∈  𝜘   ise A∩B ∈  𝜘  sağlanır. 

 Teorem 3.3  [67]    ሺ𝑋, 𝜌)  metrik uzay   ,  {𝑥𝑛}𝑛∈𝑁   ⊂ X  , 𝜘 = {𝒜 ⊂ 𝑁:    𝛿ሺ 𝒜) = 1} 

Aşağıdaki koşullar denktir.  

i.st- lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 =  x 

ii. {𝑥𝑛}𝑛∈𝑁    istatistiksel fundamental 

iii.∃ {𝑦𝑛}𝑛∈𝑁   ⊂ X: ∃ lim
𝑛→∞

𝑦𝑛 =x ,  {𝑛 ∈ 𝑁:  𝑥𝑛 = 𝑦𝑛} ∈ 𝜘 

Sonuç 3.1 ሺ𝑋, 𝜌)  metrik uzay, {𝑥𝑛}𝑛∈𝑁 ⊂ X ve 𝜘 = {𝒜 ⊂ 𝑁:    𝛿ሺ 𝒜) = 1} 

𝑠𝑡 − lim
  n→∞

𝑥𝑛 = x ise  ∃  {𝑛𝑘}𝑘∈𝑁 ∈  𝜘  ሺ𝑛1 < 𝑛2 < ⋯ < 𝑛𝑘 < ⋯):    lim
  k→∞

𝑥𝑛𝑘  =  x   

sağlanır. 
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Teorem 3.4 

𝐿𝑛: 𝐶𝑀[𝑎, 𝑏] → 𝐵[𝑎, 𝑏]  pozitif lineer operatör dizisi 

i.    st − lim
            𝑛→∞

‖𝐿𝑛ሺ1; 𝑥) − 1‖𝐵=0  

ii.     st − lim
             𝑛→∞

‖𝐿𝑛ሺ𝑡; 𝑥) − 𝑥‖𝐵=0 

iii.      st − lim
            𝑛→∞

‖𝐿𝑛ሺ𝑡
2; 𝑥) − 𝑥2‖𝐵=0 

şartlarını sağlıyorsa herhangi  bir  𝑓 ∈ 𝐶𝑀[𝑎, 𝑏]  için  

 st − lim
             𝑛→∞

‖𝐿𝑛ሺ𝑓ሺ𝑥); 𝑥) − 𝑓ሺ𝑥)‖𝐵=0 sağlanır. 

İspat. 

Korovkin teoremine benzer bir yaklaşım takip edilecektir. f fonksiyonu  tüm reel 

eksende sınırlı  olduğundan 

|𝑓ሺ𝑡) − 𝑓ሺ𝑥)| ≤ 2𝑀          −∞<  t ,  x <∞ 

𝑓 fonksiyonu sürekli olduğundan |𝑡 − 𝑥| ≤ 𝛿 şartını sağlayan her  t,x için  

|𝑓ሺ𝑡) − 𝑓ሺ𝑥)| < 𝜀   sağlanır. 

∀ 𝑡 ∈ ሺ−∞,∞)    , ∀ 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] ve δ sabit sayısı için 

|𝑓ሺ𝑡) − 𝑓ሺ𝑥)| < 𝜀    + 
2𝑀

𝛿2
 |𝑡 − 𝑥|2   yazılabilir. 

𝐿𝑛ሺ𝑓; 𝑥) − 𝑓ሺ𝑥)=𝐿𝑛ሺ𝑓ሺ𝑡) − 𝑓ሺ𝑥), 𝑥)  + 𝑓ሺ𝑥)ሺ𝐿𝑛ሺ1; 𝑥) − 1) 

‖𝐿𝑛ሺ𝑓; 𝑥) − 𝑓ሺ𝑥)‖𝐵≤(𝜀 +𝑀 +
2𝑀

𝛿2
)‖𝐿𝑛ሺ1; 𝑥) − 1‖𝐵+

4𝑀

𝛿2
‖𝐿𝑛ሺ𝑡; 𝑥) − 𝑥‖𝐵 

                                            +
2𝑀

𝛿2
‖𝐿𝑛ሺ𝑡

2; 𝑥) − 𝑥2‖𝐵 

                                          ≤𝐾1ሺ‖𝐿𝑛ሺ1; 𝑥) − 1‖𝐵 + ‖𝐿𝑛ሺ𝑡; 𝑥) − 𝑥‖𝐵 + ‖𝐿𝑛ሺ𝑡
2; 𝑥) − 𝑥2‖𝐵) 

Burada 

𝐾1=max(𝜀 +𝑀 +
2𝑀

𝛿2
,
4𝑀

𝛿2
) seçilmiştir. 

Son eşitsizlikten ∀𝜀 > 0 𝑖ç𝑖𝑛 
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 |{𝑛 ≤ 𝑁: ‖𝐿𝑛ሺ𝑓; 𝑥) − 𝑓ሺ𝑥)‖𝐵 > 𝜀
,}|≤|{𝑛 ≤ 𝑁: ‖𝐿𝑛ሺ1; 𝑥) − 1‖𝐵 + ‖𝐿𝑛ሺ𝑡; 𝑥) − 𝑥‖𝐵 +

‖𝐵𝑛ሺ𝑡
2; 𝑥) − 𝑥2‖𝐵 ≥

𝜀,

𝐾1
}|     yazılabilir. 

D = {𝑛: ‖𝐿𝑛ሺ1; 𝑥) − 1‖𝐵+‖𝐿𝑛ሺ𝑡; 𝑥) − 𝑥‖𝐵 + ‖𝐵𝑛ሺ𝑡
2; 𝑥) − 𝑥2‖𝐵 ≥

𝜀,

𝐾1
}  olmak üzere, 

𝐷1 = {𝑛: ‖𝐿𝑛ሺ1; 𝑥) − 1‖𝐵 ≥
𝜀,

3𝐾1
}   

𝐷2 = {𝑛: ‖𝐿𝑛ሺ𝑡; 𝑥) − 𝑥‖𝐵 ≥
𝜀,

3𝐾1
}   

𝐷3 = {𝑛: ‖𝐿𝑛ሺ𝑡
2; 𝑥) − 𝑥2‖𝐵 ≥

𝜀,

3𝐾1
}  . 

Açıkça görülür ki 

D ⊂ 𝐷1 ∪ 𝐷2 ∪ 𝐷3 

|{𝑛 ≤ 𝑁: ‖𝐿𝑛ሺ𝑓; 𝑥) − 𝑓ሺ𝑥)‖𝐵 > 𝜀
,}|≤|{𝑛 ≤ 𝑁: ‖𝐿𝑛ሺ1; 𝑥) − 1‖𝐵 ≥

𝜀,

3𝐾1
}|     +|{𝑛 ≤

𝑁: ‖𝐿𝑛ሺ𝑡; 𝑥) − 𝑥‖𝐵 ≥
𝜀,

3𝐾1
}|     +|{𝑛 ≤ 𝑁: ‖𝐿𝑛ሺ𝑡

2; 𝑥) − 𝑥2‖𝐵 ≥
𝜀,

3𝐾1
}|   .  

Buradan ve ሺ𝑖), ሺ𝑖𝑖), ሺ𝑖𝑖𝑖) kabullerinden ispat tamamlanır. 

Örnek3.3  [𝟑𝟏] 

𝐵𝑛ሺ𝑓; 𝑥) = ∑𝑓 (
𝑘

𝑛
)

𝑛

𝑘=0

𝐶𝑛
𝑘𝑥𝑘ሺ1 − 𝑥)𝑛−𝑘          ,    0 ≤ x ≤ 1      

Bernstein operatörü  ve  𝛼𝑛   sınırsız istatistiksel yakınsak dizi olmak üzere 

𝑃𝑛: 𝐶𝑀[0,1] → 𝐵[0,1] 

                                                            𝑃𝑛ሺ𝑓; 𝑥) = ሺ1 + 𝛼𝑛)𝐵𝑛ሺ𝑓; 𝑥)     

polinom dizisini ele alalım. 

Bernstein operatörü Klasik Korovkin teoremi şartlarını sağlar. 

                                                               𝐵𝑛ሺ1, 𝑥) = 1                       

𝐵𝑛ሺ𝑡, 𝑥) = 𝑥            

             𝐵𝑛ሺ𝑡
2, 𝑥) = 𝑥2 +

𝑥 − 𝑥2

𝑛
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 Böylelikle  𝑃𝑛ሺ𝑓; 𝑥) istatistiksel  Korovkin teoremi şartlarını sağlar. 

st − lim
             𝑛→∞

‖𝑃𝑛ሺ𝑓ሺ𝑥); 𝑥) − 𝑓ሺ𝑥)‖𝐵=0  

Bunun yanı sıra; 

𝐵𝑛ሺ𝑓; 0) = 𝑓ሺ0)  olduğundan   𝑃𝑛ሺ𝑓; 0)=ሺ1 + 𝛼𝑛) 𝑓ሺ0)    ve 

‖𝑃𝑛ሺ𝑓ሺ𝑥); 𝑥) − 𝑓ሺ𝑥)‖𝐵≥|𝑃𝑛ሺ𝑓; 0) − 𝑓ሺ0)| =𝛼𝑛| 𝑓ሺ0)  | 

𝛼𝑛 sınırsız bir dizi ve   lim
𝑛→∞

𝑠𝑢𝑝  𝛼𝑛 =∞ 

𝑃𝑛  klasik Korovkin şartlarını sağlamayan fakat istatistiksel Korovkin şartlarını sağlayan 

bir operatör dizisidir. 

 

3.3  Grand Lebesgue Uzayı 

1992’de Iwanec ve Sobordone [35] Kısmi diferansiyel denklemler çalışmalarında; 

Ω ⊂Rn  , f: Ω →𝑅𝑛 ,   f = {𝑓1, 𝑓2, … , 𝑓𝑛} ∈𝑊𝑙𝑜𝑐
1,𝑝ሺΩ, Rn )  ,  1≤p≤∞ , D fሺ𝑥): 𝑅𝑛 →𝑅𝑛    

ve   Jሺ𝑥, 𝑓)= det D fሺ𝑥)  Jacobian determinant  olmak üzere, 

“Hangi şartlar altında Jakobiyen fonksiyonu lokal integrallenebilirdir?” problemini 

incelerken çeşitli fonksiyon sınıflarına ulaşmışlardır. 

Bunlardan biri 

   𝐿𝑛)ሺΩ) ∶ {𝑓: Ω ⊂ R
n    , 𝑓 ∈ ⋂ 𝐿𝑝

1≤𝑝≤𝑛

ሺΩ) }       olmak üzere, 

bu uzayda norm 

‖𝑓‖𝑛) = sup
1≤𝑝<𝑛

(ሺ𝑛 − 𝑠) ∫|fሺx)|pdx

Ω

)

1
𝑝

 

şeklinde tanımlanmıştır.  

Bu uzay grand Lebesgue uzaylarının temelini oluşturmuştur. 
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Iwanec ve Sobordone çalışmalarında  

|𝐷ሺ𝑓)|  ∈ 𝐿𝑛)ሺΩ) ⇒ |𝐽𝑓| ∈ 𝐿𝑙𝑜𝑐
1 ሺΩ) 

sonucunu elde etmişlerdir. 

Daha sonraları yapılan çalışmalar sonucunda; 

Lp)ሺ Ω)  grand Lebesgue uzayı, n≥ 2   için  Ω ⊂Rn  sonlu ölçülü küme  ve 

  1 < p <∞   olmak üzere; f: Ω →R  sonlu ölçülü fonksiyonlardan oluşur. 

                     

‖𝐟‖𝐩−𝛜 = (∫|𝐟ሺ𝐱)|
𝐩−𝛆𝐝𝐱

𝛀

)

𝟏
𝐩−𝛜

        𝐨𝐥𝐦𝐚𝐤 ü𝐳𝐞𝐫𝒆, 

bu uzayda norm     ‖f‖p)  =  sup
1<ε<𝑝−1

(
ε

|Ω|
)

1

p−ϵ ‖f‖p−ϵ     şeklinde tanımlanır. 

Bu bölümde grand Lebesgue uzayının temel özellikleri incelenecektir. 

Teorem 3.5  ℳ0   Ω üzerinde reel değerli ölçülebilir fonksiyonlar kümesi, 

𝜌:ℳ0
+→[0,+∞]    ve ∀  𝑓, 𝑔 , 𝑓𝑛  ሺ𝑛 = 1,2,3  … )  ∈  ℳ0

+ , ∀ λ≥0 ve    ∀  E ⊂ Ω   

ölçülebilir altkümeleri için 

Lp)ሺ Ω):{𝑓 ∈ ℳ0:  ‖f‖p) = 𝜌ሺ|𝑓|) = sup
1<ε<𝑝−1

(
ε

|Ω|
 ∫  |fሺx)|p−ε
Ω

𝑑𝑥)

1

p−ϵ
< +∞} 

grand Lebesgue uzayı aşağıdaki özellikleri sağlar ve Banach fonksiyon uzayıdır [73]. 

i. 𝜌ሺ𝑓) = 0 ⟺  𝑓 = 0  ሺℎℎ𝑦) 

ii. 𝜌ሺ𝜆𝑓)=λ 𝜌ሺ𝑓) 

iii. 𝜌ሺ𝑓 + 𝑔) ≤  𝜌ሺ𝑓) +  𝜌ሺ𝑔) 

iv.  0≤ 𝑔 ≤  𝑓  ሺℎℎ𝑦) ⇒ 𝜌ሺ𝑔) ≤  𝜌ሺ𝑓) 

v. 0≤𝑓𝑛 ↑  𝑓   ሺℎℎ𝑦) ⇒ 𝜌ሺ𝑓𝑛) ≤  𝜌ሺ𝑓) 

vi. E⊂ Ω ⟹ 𝜌ሺ𝒳𝐸) < +∞ 

vii. E⊂ Ω⟹ ∫ 𝑓𝑑𝑥
Ω

𝐶𝐸  𝜌ሺ𝑓) ,  0<𝐶𝐸<∞ ሺ𝐶𝐸   𝐸 𝑣𝑒 𝜌 𝑏𝑎ğ𝑙𝚤 𝑣𝑒 𝑓 𝑑𝑒𝑛 𝑏𝑎ğ𝚤𝑚𝑠𝚤𝑧)      
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Grand Lebesgue uzayı 

𝜇𝑓ሺ𝜆)=|{𝑥 ∈ Ω: |𝑓ሺ𝑥) > 𝜆|}|     ∀  𝜆 ≥ 0   ve 𝜌ሺ𝑓) = 𝜌ሺ𝑔) ⟹ 𝜇𝑓 = 𝜇𝑔     

olmak üzere yeniden düzenlenmiş invariant uzaydır. [73]  

Teorem 3.6   p>1  , 0< ε < p-1 ve | Ω| < ∞   olmak üzere ,             

       Lpሺ Ω)  ⊊   Lp)ሺ Ω) sağlanır. 

İspat. 

  
1

𝑠
  +

1

𝑡
  =1 olacak şekilde 

t=
𝑝

𝑝−𝜀
      ve  s=

𝑝

𝜀
    eşlenik kuvvetleri seçelim.. 

𝑓 ∈  Lpሺ Ω)  olmak üzere,  

Hölder eşitsizliği kullanılırsa 

(
𝜀

|Ω|
∫ |𝑓ሺ𝑥)|𝑝−𝜀
𝛺

𝑑𝑥)

1

𝑝−𝜖
≤  (

𝜀

|Ω|
)

1

𝑝−𝜖
(∫ |𝑓ሺ𝑥)|𝑝
𝛺

𝑑𝑥)
1

𝑝−𝜖
 
𝑝−𝜀

𝑝 (|Ω|
𝜀

𝑝)

1

𝑝−𝜖

                      

          =   (
𝜀

|Ω|
)

1
𝑝−𝜖

(∫|𝑓ሺ𝑥)|𝑝

𝛺

𝑑𝑥)

1
𝑝

(|Ω|
𝜀
𝑝)

1
𝑝−𝜖

 

                         = ሺ𝜀)
1

𝑝−𝜖  ሺ|Ω|)
−1
𝑝−𝜖   ሺ|Ω|)

𝜀
ሺ𝑝−𝜀)𝑝 (∫|𝑓ሺ𝑥)|𝑝

𝛺

𝑑𝑥)

1
𝑝

 

                          ≤ 𝑝 
1

𝑝−𝜖  (
1

|Ω|
∫|𝑓ሺ𝑥)|𝑝

𝛺

𝑑𝑥)

1
𝑝

      

                       ≤ 𝑠𝑢𝑝
0<𝜀<𝑝−1

(
𝜀

|Ω|
∫|𝑓ሺ𝑥)|𝑝−𝜀

𝛺

𝑑𝑥)

1
𝑝−𝜖

  <  +∞ 

Böylece   𝑓 ∈   Lp)ሺ Ω) 𝑒𝑙𝑑𝑒  edilir. 

Bu kapsamanın ayrık olduğunu bir örnek  ile gösterelim. 
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Örnek 3.4  p>1 ,  Ω=[0,1]   𝑣𝑒   𝑓ሺ𝑥) = 𝑥
−1

𝑝     fonksiyonunu inceleyelim. 

                    ∫|𝑓ሺ𝑥)|𝑝

 1

0

𝑑𝑥 = lim
𝜀→0

∫
𝑑𝑥

𝑥

1

0

𝑑𝑥 = lim
𝜀→0

  ln 𝑥 |0
1  = ∞       

  𝑓 ∉  Lpሺ 0, 1) ve  bunun yanı sıra 

         𝜀
1
𝑝−𝜖 (∫𝑥

−1   
𝑝
ሺ𝑝−𝜀)

1

0

𝑑𝑥)

1
𝑝−𝜖

 

 =  𝜀
1
𝑝−𝜖   (∫𝑥

−1+
𝜀
𝑝

1

0

𝑑𝑥)

1
𝑝−𝜖

 

 

                                                       =  𝜀
1

𝑝−𝜖   (
𝑝

𝜀
 𝑥
𝜀
𝑝   |0

1)

1
𝑝−𝜖

 

 

                                                                               =  𝜀
1

𝑝−𝜖   (
𝑝

𝜀
 )

1

𝑝−𝜖
 

= ሺp)
1

𝑝−𝜖
 
< 𝑝 

                  ‖𝑓‖p)= 𝑠𝑢𝑝
0<𝜀<𝑝−1

(𝜀∫𝑥
−1   
𝑝
ሺ𝑝−𝜀)

1

0

𝑑𝑥)

1
𝑝−𝜖

  <  ∞ 

Böylece    𝑓   ∈ Lp)ሺ 0,1)∖   Lpሺ 0,1)  gösterildi. 

 

Teorem 3.7 (Nesting) (Yuvalama) 

p>1 ,  | Ω| < ∞   ve 0< ε < p-1   olmak üzere,  

Lpሺ Ω)  ⊊   Lp)ሺ Ω) ⊊ Lp−εሺ Ω)  

sağlanır. 

Bu özellik   Lebesgue uzaylarında var olan 

1<q<p<∞ 

L∞ሺ Ω)  ⊊ Lpሺ Ω)  ⊊   Lqሺ Ω) ⊊ L1ሺ Ω)  özelliği ile birlikte  Lebesgue uzaylarındaki 

fonksiyonların genişletilmesine olanak sağlar. 

Teorem 3.8  1 < p <∞     olmak üzere Lp)ሺ Ω)  uzayı Banach uzayıdır. 

İspat. 𝐿𝑝)ሺ 𝛺)    𝑢𝑧𝑎𝑦𝚤𝑛𝑑𝑎𝑛    {𝑓𝑛}𝑛∈𝑁    Cauchy dizisi seçelim. 
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lim
n→∞
𝑚→∞

𝑠𝑢𝑝
0<𝜀<𝑝−1

(
𝜀

|Ω|
∫|𝑓𝑚 − 𝑓𝑛|

𝑝−𝜀

𝛺

𝑑𝑥)

1
𝑝−𝜖

 =  0   𝑣𝑒 

∀  τ>0 , 0< ε < p-1   aralığından keyfi  ε ve m>𝑛0, n>𝑛0  için 

(
𝜀

|Ω|
∫|𝑓𝑚 − 𝑓𝑛|

𝑝−𝜀

𝛺

𝑑𝑥)

1
𝑝−𝜖

<
𝜏

3
   olacak   şekilde n0  ∈ N   vardır. 

Buradan 

{𝑓𝑛}𝑛∈𝑁   Lp−εሺ Ω) uzayında Cauchy dizisidir . 

{𝑓𝑛}𝑛∈𝑁  dizisinin Lp−εሺ Ω)  uzayında limiti  𝑓  olsun. 

n>𝑛0    için  supremum tanımından      

    ‖𝑓 − 𝑓𝑛‖𝑝)    =    𝑠𝑢𝑝
0<𝜀<𝑝−1

(
𝜀

|Ω|
∫|𝑓 − 𝑓𝑛|

𝑝−𝜀

𝛺

𝑑𝑥)

1
𝑝−𝜖

  

                                     ≤    (
𝜀0ሺ𝑛)

|Ω|
∫|𝑓 − 𝑓𝑛|

𝑝−𝜀0ሺ𝑛)

𝛺

𝑑𝑥)

1
𝑝−𝜀0ሺ𝑛)

+
𝜏

3
 

    olacak şekilde  0< 𝜀0ሺ𝑛)< p-1         vardır.   

Bunun yanı sıra  m>𝑛1 için 

 (
𝜀0ሺ𝑛)

|Ω|
∫|𝑓𝑚 − 𝑓𝑛|

𝑝−𝜀0ሺ𝑛)

𝛺

𝑑𝑥)

1
𝑝−𝜀0ሺ𝑛)

<
𝜏

3
 

olacak şekilde   n1 ∈ N vardır. 

∀  m, n> 𝑛1  için 

   ‖𝑓 − 𝑓𝑛‖𝑝) ≤  (
𝜀0ሺ𝑛)

|Ω|
∫|𝑓𝑚 − 𝑓𝑛|

𝑝−𝜀0ሺ𝑛)

𝛺

𝑑𝑥)

1
𝑝−𝜀0ሺ𝑛)

+  (
𝜀0ሺ𝑛)

|Ω|
∫|𝑓 − 𝑓𝑛|

𝑝−𝜀0ሺ𝑛)

𝛺

𝑑𝑥)

1
𝑝−𝜀0ሺ𝑛)

+
𝜏

3
 

 

                                                   ≤ 
𝜏

3
+

𝜏

3
+

𝜏

3
= 𝜏         elde edilerek ispat tamamlanır. 
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Teorem 3.9  𝐶0
∞ሺΩ)  uzayı   Lp)ሺ Ω)  uzayında yoğun değildir ve 𝐶0

∞ሺΩ) uzayının grand 

Lebesgue uzayına kısıtlanışının kapanışı 

𝐶0
∞|

𝐿𝑝)
: {𝑓 ∈ Lp)ሺ Ω):            lim

ε→0
 𝜀 ∫ |𝑓|𝑝−𝜀

𝛺
𝑑𝑥 = 0}     uzayıdır. 

İspat. 𝑓 ∈ 𝐶0
∞|

𝐿𝑝)
olsun. 

 n→∞    ,    ‖𝑓 − 𝑓𝑛‖𝑝) → 0  𝑜𝑙𝑎𝑐𝑎𝑘 ş𝑒𝑘𝑖𝑙𝑑𝑒 𝑓𝑛  ∈ 𝐶0
∞ dizisi mevcuttur. 

δ>0  ve    ‖𝑓 − 𝑓𝑛0‖𝑝) <
𝛿

2
  ve   𝑓𝑛0 ∈  𝐶0

∞ olacak şekilde 𝑛0 sayısı  seçelim. 

Hölder eşitsizliği kullanılırsa 

(
𝜀

|Ω|
∫|𝑓𝑛0|

𝑝−𝜀

𝛺

𝑑𝑥)

1
𝑝−𝜖

≤ 𝜀
1
𝑝−𝜀 (

1

|Ω|
∫|𝑓𝑛0|

𝑝

𝛺

𝑑𝑥)

1
𝑝

→ 0  , 𝜀 → 0   

elde edilir. 

  Böylece  0 < 𝜀 < 𝜀0   için  

(
𝜀

|Ω|
∫|𝑓𝑛0|

𝑝−𝜀

𝛺

𝑑𝑥)

1
𝑝−𝜖

<
𝛿

2
  

Sonuç olarak  

 

(
𝜀

|Ω|
∫|𝑓|𝑝−𝜀

𝛺

𝑑𝑥)

1
𝑝−𝜖

≤ (
𝜀

|Ω|
∫|𝑓 − 𝑓𝑛0|

𝑝−𝜀

𝛺

𝑑𝑥)

1
𝑝−𝜖

   + (
𝜀

|Ω|
∫|𝑓𝑛0|

𝑝−𝜀

𝛺

𝑑𝑥)

1
𝑝−𝜖

 

 ≤  ‖𝑓𝑚 − 𝑓𝑛‖𝑝) +
𝛿

2
   

                                                              ≤ 
𝛿

2
+

𝛿

2
= 𝛿 

ispat  tamamlanmıştır. 
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Teorem 3.10 Lp)ሺ Ω) uzayı refleksif uzay değildir. 

İspat.  Bu uzayın refleksif olmaması için 

  ‖𝑓‖𝑝)  mutlak sürekli olmayan bir fonksiyon örneği vermek yeterlidir. 

𝑓ሺ𝑥) = 𝑥
−1

𝑝     fonksiyonunu inceleyelim. 

  lim
𝑎→0

sup
𝜀>0

(𝜀∫𝑥
−1+

𝜀
𝑝

𝑎

0

𝑑𝑥)

1
𝑝−𝜀

≠ 0 

olduğundan Lp)ሺ Ω) uzayı refleksif uzay değildir. 

Teorem 3.11  1 < p <∞   olmak üzere; 

 Lp)ሺ0,1)  uzayı ayrılabilir uzay değildir. 

İspat.  )1;0[ olmak üzere; 















,1,)(

,0,0

)( 1

tt

t

tf
p 




     şeklinde bir fonksiyon ailesi alalım. 

  )1;0()pLf   olduğunu gösterelim. 

  
      ‖𝑓𝛼‖𝑝)    = sup

0<𝜀<𝑝−1
(𝜀 ∫ሺ𝑡 − 𝛼)

−1+
𝜀
𝑝

1

𝛼

𝑑𝑡)

1
𝑝−𝜀

= 

                                       

  
         =    sup

0<𝜀<𝑝−1
(𝑝ሺ𝑡 − 𝛼)

𝜀
𝑝𝐼𝛼
1)

1
𝑝−𝜀

 

 

                                   

  
                 = sup

0<𝜀<𝑝−1
(𝑝ሺ𝑡 − 𝛼)

𝜀

𝑝)

1

𝑝−𝜀

   < +∞ 

𝛼, β ∈ሺ0; 1]  ve 𝛼 <β için 
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                                    ‖𝑓𝛼 − 𝑓𝛽‖𝑝)    = sup

0<𝜀<𝑝−1
(𝜀 ∫ ሺ𝑡 − 𝛼)

−1+
𝜀

𝑝
𝛽

𝛼
𝑑𝑡)

1

𝑝−𝜀

                                    

  
                                                              =    sup

0<𝜀<𝑝−1
(𝑝ሺ𝑡 − 𝛼)

𝜀

𝑝𝐼𝛼
𝛽
)

1

𝑝−𝜀

    

  
                                                              =    sup

0<𝜀<𝑝−1
(𝑝ሺ𝛽 − 𝛼)

𝜀

𝑝)

1

𝑝−𝜀

=𝑝
1

𝑝   

𝐿𝑝)ሺ0,1) uzayı ayrılabilir değildir.  

Grand Lebesgue uzayı, ayrılabilir uzay olmadığından Korovkin tipli yaklaşım teorisi 

uygulanabileceği 𝐺𝑝)  alt uzayı oluşturuldu. 

∀  f ∈  𝐿𝑝)ሺ−𝜋, 𝜋)  ve 

                             𝑇𝛿𝑓ሺx) = {
𝑓ሺx + δ),    x + δ ∈ [−𝜋, 𝜋]

0,         x + δ ∈ R ∖ [−𝜋, 𝜋] 
     shift operatörü olmak 

üzere; 

                           𝐺𝑝)̃ሺ−𝜋, 𝜋) : {𝑓 ∈ 𝐿𝑝)ሺ−𝜋, 𝜋):    ‖𝑇𝛿𝑓ሺx) − 𝑓ሺx)‖𝑝) → 0 , 𝛿 → 0} 

𝐺𝑝)̃ሺ−𝜋, 𝜋)  uzayının kapanışı olan     𝐺𝑝)̃
̅̅ ̅̅  ሺ−𝜋, 𝜋)  =𝐺𝑝)ሺ−𝜋, 𝜋)   uzayını ele alalım.     

 Tanım 3.5   ሺ[𝟓𝟒])  1< p <∞   olmak üzere;   

𝐺𝑝)ሺ𝑎, 𝑏)   ={𝑓: 𝑓 ∈ 𝐿𝑝) :   lim
𝜀→0+

∫ |𝑓ሺ𝑡)|𝑝−𝜀𝑑𝑡 = 0
𝑏

𝑎
}      şeklinde tanımlanır. 

Lemma 3.2  𝐿𝑝ሺ0; 1)⊂𝐺𝑝)ሺ0,1)  ve 𝐺𝑝)ሺ0;1)∖ 𝐿𝑝ሺ0,1) ≠ ∅        sağlanır[56].                         

İspat. 𝐿𝑝ሺ0; 1) ⊂ 𝐺𝑝)ሺ0; 1)   olduğu açıktır. Bu kapsama 

‖𝑓‖𝐺𝑝) = sup
0<𝜀<𝑝−1

ሺ𝜀)
1
𝑝−𝜀‖𝑓‖𝑝−𝜀 ≤ ‖𝑓‖𝑝 sup

0<𝜀<𝑝−1
ሺ𝜀)

1
𝑝−𝜀2

𝜀
𝑝ሺ𝑝−𝜀) ≤ 2

−1
𝑝 ሺ𝑝 − 1)‖𝑓‖𝑝 

eşitsizliği ile gösterilebilir. 

𝐺𝑝)ሺ0,1)  ∖  𝐿𝑝ሺ0,1) ≠ ∅   olduğunu gösterelim. 

Bunun için 𝐺𝑝)ሺ0,1)  uzayında olup   𝐿𝑝ሺ0,1)    uzayında olmayan bir fonksiyon örneği 

vermek yeterlidir.  

 

Bunun için 
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 
 












].1;[exp,0

]1;[exp,)(
2

2

1

p

pp

n

nt

ntttf    fonksiyon dizisini ele alalım. 

Bu uzaylarda normlar sırasıyla; 

  
      ‖𝑓𝑛‖𝑝)    = sup

0<𝜀<𝑝−1
(𝜀 ∫ 𝑡

−1+
𝜀
𝑝

1

𝛼

𝑑𝑡)

1
𝑝−𝜀

=𝑝 

                                         

  
  ‖𝑓𝑛‖𝑝    =    ( ∫ 𝑡−1

1

𝑒𝑥𝑝{−𝑛2𝑝}

𝑑𝑡)

1
𝑝

=𝑛2 

şeklindedir. 




1
2

)

n

pn

n

f
  serisi    𝐿𝑝)ሺ0,1) uzayında yakınsaktır. 

Bu serilerin toplamı   𝑓ሺ𝑡)   olsun.  𝑓 ∈ 𝐺𝑝)ሺ0,1) olduğu açıktır. 

)1;0(pLf    olduğunu gösterelim. 





m

n

n
m

n

tf
tS

1
2

)(
)(   kısmi toplamlar dizisini ele alalım. 

Bu serilerin toplamı   𝑓ሺ𝑡)   olsun. )1;0()pGf     olduğu açıktır . 

                                m→∞,       𝑆𝑚  →  f     ve      𝑓 ∈ 𝐿𝑝−𝜀ሺ0,1)        

mS   monoton azalmayan bir dizi olduğundan m  iken  hemen hemen her yerde mS  

→ f   yakınsaktır.  Buradan 
p

mS →
p

f   elde edilir. ሺℎℎ𝑦)    

Levi teoreminden  

                             ∫ |𝑆𝑚ሺ𝑡)|
𝑝1

0
𝑑𝑡 → ∫ |𝑓ሺ𝑡)|𝑝

1

0
𝑑𝑡 ,   m .        

 

Buradan 
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 ∫ |𝑆𝑚ሺ𝑡)|
𝑝1

0
𝑑𝑡 = ∫ |∑

𝑓𝑛ሺ𝑡)

𝑛2
𝑚
𝑛=1 |

𝑝

𝑑𝑡 ≥ ∑
∫ |𝑓𝑛ሺ𝑡)|

𝑝1
0

𝑑𝑡

𝑛2𝑝
= ∑

𝑛2𝑝

𝑛2𝑝
= 𝑚 elde edilir.𝑚

𝑛=1
𝑚
𝑛=1

1

0
 

                                  ∫ |𝑆𝑚ሺ𝑡)|
𝑝1

0
𝑑𝑡 → ∞  , m  

Sonuç olarak         

                                         ∫ |𝑓ሺ𝑡)|𝑝
1

0
𝑑𝑡 = ∞        olduğundan lemma ispatlanmıştır. 

 

3.4     𝑮𝒑)ሺ−𝝅, 𝝅)  Uzayında Korovkin Tipli Teoremler  

Bu bölümde grand Lebesgue uzayının bir alt uzayı olan  𝐺𝑝)ሺ−𝜋, 𝜋) uzayı üzerinde 

Korovkin teoremleri incelenecektir. 

Lemma 3.3   C0
∞ሺ−π , π) uzayı, Gp)(−π,π)   uzayında yoğundur. 

İspat. Keyfi 0  ve   f ∈  𝐺𝑝)(−𝜋, 𝜋)    





























t

t
t

c
t

,0

),exp(
)(

22

2

, 

c  sabit ve 1)( 




dtt . )(f  fonksiyonunu  )( ile f fonksiyonunun konvolüsyonu 

olarak tanımlayalım.,  

                           dssfstdssstftf )()()()()( 








   . 

𝐿𝑝) ሺ−𝜋, 𝜋)   ⊂ 𝐿1 ሺ−𝜋, 𝜋) 

 )(tf   sonsuz diferansiyellenebilir fonksiyonlar olmak üzere; 

  Minkowski eşitsizliğinden,   

 










 ))

)
)()]()([)()()()(

pp

p
dssfsfdsssfdssfff    
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

























 













pp

p

dtdsstfstf

1

10

)()]()([
2

sup  




























 dsdttfstfs
p

p

p















1

10

)()(
2

sup)(  

0)()(sup)1(
)



p

s

fsfp


, 0 .  elde ederiz. 

Sonuç olarak, ];[ C  uzayı  𝐺𝑝)(−𝜋, 𝜋) uzayında yoğundur.  

Buradan keyfi 0  ve için 𝐺𝑝)(−𝜋, 𝜋), t ];[  Cg   

                                                          
3)




p
gf .                                              (3.1) 

0  ,

p

gp 

















)1(3


 seçelim. 𝐸𝛿

+ = ሺ𝜋 − 𝛿, 𝜋)ve );(  E  

aralıklarının uzunluğu    olmak üzere,  
















.,0

),(\);(),(
)(









EEt

EEttg
tg  







































p

EE

p

p
p

dttggg

1

10
)

)(
2

sup                                 

     
3

2
2

sup
1

1
1

10










 











 






p

p

pp

p

eg
g     sağlanır.                     (3.2)                 

Açıkça   görülebilir ki, 

                                   dssstgtg )()()(, 




   , R  ve 

2


    iken                  ];[0,   Cg .ve 0

), 
p

gg   , 0 , 
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                                                         3),


 

p
gg

                                                     ሺ3.3)                                                                                                                                                                                     

Sonuç olarak (3.1), (3.2) ve (3.3) kullanarak,  

‖𝑓 − 𝑔𝛿,𝜏‖𝑝) ≤
‖𝑓 − 𝑔‖𝑝) + ‖𝑔 − 𝑔𝛿‖𝑝) + ‖𝑔𝛿 − 𝑔𝛿,𝜏‖𝑝) <

𝜏

3
+

𝜏

3
+

𝜏

3
= 𝜏  

];[0 C  uzayı , 𝐺𝑝)(−𝜋, 𝜋)     uzayında yoğundur.  

Aşağıdaki teorem Korovkin teoreminin grand Lebesgue uzayındaki versiyonudur. 

Teorem.3.12  1<p<∞ ,      {𝐿𝑛}𝑛∈𝑁    , 𝐺𝑝)(0,1) 𝑢𝑧𝑎𝑦𝚤𝑛𝑑𝑎,  

                             lim
𝑛→∞

‖𝐿𝑛𝑔 − 𝑔‖∞ = 0         ∀ g ∈ { 1, 𝑡, 𝑡2} 

şartlarını sağlayan pozitif lineer sınırlı operatör dizisi için 

                               lim
𝑛→∞

‖𝐿𝑛𝑓 − 𝑓‖𝑝) = 0         ∀ f ∈𝐺𝑝)(0,1) 

ancak ve ancak  gerçeklenir. 

İspat.  Gereklilik, Banach-Steinhaus teoreminden açıkça görülür. 

Yeterlilik:  

Keyfi  ve f ∈𝐺𝑝)(0,1) olmak üzere;  

Lemma 3.3 den                                                        

                                                                                                                          

(3.4)   

  olacak şekilde       bir          vardır.                                  

Teorem 3.1 den 

       ∀  n >  𝑛𝜏  için                                                   

  
   

           
   

                                                                                          (3.5)                                                   

   olacak şekilde   𝑛𝜏 ∈ 𝑁  vardır. 

 için  

 cLn
n

sup

0


)p

gf

]1;0[Cg 




ggLn

])1;0([Cf 
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                    .                  

(3.6) 

Üçgen eşitsizliği kullanılarak, 

 elde edilir. Ayrıca 

 (3.4), (3.5) ve (3.6) kullanılarak 
 

∀  n >  𝑛𝜏  için  

 elde  edilir.. 

Böylece, 

   lim
n→∞

‖𝐿𝑛𝑓 − 𝑓‖𝑝) = 0  elde edilerek ispat tamamlanır. 

Teorem3.13 1< p<+∞,  𝐺𝑝)(0,1)   uzayında  {𝐿𝑛}𝒏∈𝑵  pozitif lineer sınırlı operatör  

       sup
                 𝑛

‖𝐿𝑛‖ = 𝑐 < +∞    olmak üzere; 

C[0,1] uzayında       ∀𝑔 ∈ {1, 𝑡, 𝑡2}  için             st- lim
𝑛→∞

𝐿𝑛𝑔 = 𝑔        ise                                   

  𝐺𝑝)ሺ0,1)   uzayında      ∀𝑓 ∈ 𝐺𝑝)ሺ0,1) için      st- lim
𝑛→∞

𝐿𝑛𝑓 = 𝑓                       

sağlanır.  

İspat.    st- lim
𝑛→∞

𝐿𝑛𝑔𝑖 = 𝑔𝑖   ,             𝑔𝑖ሺ𝑡) = 𝑡
𝑖     ∀ 𝑖 ∈ {0,1,2}     ve Sonuç 3.1  den 

lim
k→∞

‖𝐿𝑛𝑘𝑔𝑖 − 𝑔𝑖‖∞
= 0        𝑖 = 0,1,2               

(n1
ሺi) < n2

ሺi) <. . . < nk
ሺi) <. . . )   olacak şekilde {𝑛𝑘

ሺ𝑖)}
𝑘∈𝑁

∈ 𝐾  vardır. 

{nk} = ⋂ {nk
i }

i=0,1,2

  ve     ሺn1 < n2 <. . . < nk …)     alınırsa     

Lemma 3.1   den      δሺ{𝑛𝑘})=1 ve 

- lim
𝑘→∞

‖𝐿𝑛𝑘𝑔𝑖 − 𝑔𝑖‖∞
= 0         , ∀ 𝑖 ∈ {0,1,2}         elde edilir. 

Teorem 3.12 den     lim
𝑘→∞

‖𝐿𝑛𝑘𝑓 − 𝑓‖𝑝)
= 0         ,     ∀𝑓 ∈  𝐺𝑝)ሺ0,1)     elde edilir. 

























  fpfdttff p

p

p
p

p
p

)1(sup)(sup

1

10

1
1

0
10

)












)))) ppnpnnpn gfggLgLfLffL 

)()1(
))

pcgfggLpgfcffL
pnppn 


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Sonuç olarak Teorem 3.3 den 

st- lim
𝑛→∞

𝐿𝑛𝑓 = 𝑓  ,                    ∀𝑓 ∈ 𝐺𝑝)ሺ0,1)  elde edilir. 

∀ f ∈𝐺𝑝)(0,1)      operatör dizisi,  f   fonksiyonuna  istatistiksel yakınsar. 

Böylece ispat tamamlanmıştır. 

 Bu sonuç Kantoroviç polinomları içinde genelleştirilebilir. 

Teorem 3.14 

knk
n

k

n

k

n

k

n xx
k

n
dttfnxfK 


































  )1()()1())((
0

1

1

1

    Kantoroviç polinomu olmak üzere, 

  p1 .    ∀ f∈𝐺𝑝)(0,1) ,  

                                               0lim
)


 pn
n

ffK   sağlanır. 

İspat. nK  pozitif lineer operatör dizisi 𝐿𝑝ሺ0,1) sınırlıdır ve    1nK    [49]   

 Nn   ve  ∀𝑓 ∈ 𝐺𝑝)ሺ0,1)   için 

)

1

10

1
1

0
10

)
sup))((sup

ppn

p

p

p
p

n
p

pn ffKdttfKfK 
























 










  

 
NnnK


  de  𝐺𝑝)ሺ0,1düzgün sınırlıdır. Böylece 

0lim 


ggKn
n

,  2,,1 ttg ,  

Teorem 3.2’den        ∀ f ∈𝐺𝑝)(0,1) 𝑖ç𝑖𝑛        0lim
)


 pn
n

ffK ,    sağlanır. 

Sonuç 3.2  
NnnK


 Kantoroviç polinomları olmak üzere,                                       

               ∀ f ∈𝐺𝑝)(0,1).   için      st- lim
𝑛→∞

𝐾𝑛 𝑓 = 𝑓    sağlanır.        

    𝐺𝑝)(0,1)  uzayında Korovkin 2 teoremini inceleyelim. 

Teorem 3.15   1<p<∞,      {𝐿𝑛} 𝑛∈𝑁   ,    𝐺𝑝)(−𝜋, 𝜋)  uzayında   

lim
n→∞

‖𝐿𝑛𝑔 − 𝑔‖∞ = 0    ∀ 𝑔 ∈ {1, 𝑠𝑖𝑛𝑥, 𝑐𝑜𝑠𝑥}                                

 
Nnn fL


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koşulunu sağlayan lineer operatör dizisi olsun. 

   ∀f ∈ 𝐺𝑝)ሺ−𝜋, 𝜋) 𝑖ç𝑖𝑛     lim
n→∞

‖𝐿𝑛𝑓 − 𝑓‖𝑝) = 0    ,⟺
 

 

sağlanır. 

İspat. Gereklilik kısmı Banach-Steinhaus teoreminden açıktır 

Yeterlilik kısmını ispatlayalım 

)(2 RC  , 𝐺𝑝)ሺ−𝜋, 𝜋) uzayında yoğun olduğundan,   

Keyfi 0  ve f ∈𝐺𝑝)ሺ−𝜋, 𝜋)   için     

                                                            
)p

gf                                                      

(3.7) 

                                       .   

olacak şekilde )(2 RCg      vardır.   

Teorem 3.1 den   

∃  için     ∀ n>𝑛𝜏      için                                         

                                                             (3.8) 

elde edilir. 

                    



























  fpfdttff p

p

p
p

p
p

)1(sup)(
2

sup

1

10

1

10
)

















         (3.9)             

Üçgen eşitsizliği kullanılarak,  

.  

 (3.7), (3.8) ve (3.9) kullanılarak ∀  n > 𝑛𝜏  için 

‖𝐿𝑛𝑓 − 𝑓‖𝑝) ≤ 𝑐‖𝑓 − 𝑔‖𝑝 + ሺ𝑝 − 1)‖𝐿𝑛𝑔 − 𝑔‖∞ + ‖𝑓 − 𝑔‖𝑝) < ሺ𝑐 + 𝑝)𝜏 

Böylece, 

                              lim
                                            n→∞

‖𝐿𝑛𝑓 − 𝑓‖𝑝) = 0    ∀ 𝑓 ∈     𝐺𝑝)(−𝜋, 𝜋)                            

 cLn
n

sup

n

)))) ppnpnnpn gfggLgLfLffL 
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 sonucuna ulaşılarak ispat tamamlanır. 

 

Teorem3.16   𝐿𝑛: 𝐶2𝜋ሺ𝑅) → 𝐶2𝜋ሺ𝑅) 

{𝐿𝑛}𝒏∈𝑵    , 𝐺𝑝)ሺ−𝜋, 𝜋)  uzayında pozitif lineer operatör dizisi  cLn
n

sup  şartını 

sağlasın. 

  𝐶ሺ−π, π) uzayında                  ∀g ∈ {1, sin, cos}  için        st- lim
n→∞

Lng = g  ,    ise         

                                                          ∀f ∈ Gp)ሺ−π, π) için             st- lim
n→∞

Lnf = f  ,                     

sağlanır. 

 

İspat. ∀g ∈ {1, t, t2}  için              st- lim
n→∞

Lng = g  ,   sağlansın. 

Sonuç 3.1 ve Lemma 3.1  

0lim 


ggL
kn

k
, ∀ 𝑔 ∈ {1, 𝑠𝑖𝑛𝑥, 𝑐𝑜𝑠𝑥}    olacak şekilde 

{𝑛𝑘}𝑘∈𝑁  ∈ 𝐾 ve ሺ 𝑛1 < 𝑛2 <. . . < 𝑛𝑘 …)       vardır. 

Teorem 3.4 ten 

0lim
)


 p
n

k
ffL

k
,      ∀   f ∈𝐺𝑝)ሺ−𝜋, 𝜋)elde edelir. 

Teorem 3,3 gereğince  
Nnn fL


  dizisi  𝐺𝑝)ሺ−𝜋, 𝜋) uzayında f fonksiyonuna istatistiksel 

yakınsaktır.   
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3.5   Konvolüsyon Tipli İntegral Operatörler için Korovkin Teoremi 

 

Bu bölümde grand Lebesgue uzayında konvolüsyon tipli integral operatör dizileri için 

Korovkin teoremine denk koşullar incelenecektir. 

Tanım 3.5 

{𝜑𝑛}𝑛∈𝑁 ⊂ 𝐿2𝜋
1 ሺ𝑅)  dizisi     

i.  𝜑𝑛 ≥ 0                    ,    ∀ n∈N   (hemen hemen her yerde) 

 ii.          lim
                  𝑛→∞

1

2𝜋
∫𝜑𝑛

𝜋

−𝜋

ሺ𝑡)𝑑𝑡 = 1                                                                                                       

  şartlarını sağlıyorsa  {𝜑𝑛}𝑛∈𝑁     dizisine pozitif periyodik çekirdek denir. 

Tanım 3.6 

Her pozitif periyodik çekirdek    {𝜑𝑛}𝑛∈𝑁 ⊂ 𝐿2𝜋
1 ሺ𝑅)  yardımıyla 

𝐿𝑛ሺ𝑓)ሺ𝑥) = ሺ𝑓 ∗ 𝜑𝑛)ሺ𝑥) =

=
1

2𝜋
∫ 𝑓ሺ𝑥 − 𝑡)𝜑𝑛

𝜋

−𝜋

ሺ𝑡)𝑑𝑡 =
1

2𝜋
∫ 𝑓ሺ𝑡)𝜑𝑛

𝜋

−𝜋

ሺ𝑥 − 𝑡)𝑑𝑡                    ሺ3.10) 

Konvolüsyon tipli integral operatörler oluşturulabilir. 

1< p<∞ için      f ∈  L2π
p ሺR) ⇒  𝐿𝑛ሺ𝑓) ∈  L2π

p ሺR)      olmak üzere, 

Hölder eşitsizliğinden 

‖𝐿𝑛ሺ𝑓)‖𝑝 ≤ ‖𝜑𝑛‖1‖𝑓‖𝑝              𝑓 ∈ 𝐶2𝜋ሺ𝑅) 

                                     

‖𝐿𝑛ሺ𝑓)‖∞ ≤ ‖𝜑𝑛‖1‖𝑓‖∞              𝑓 ∈ 𝐶2𝜋ሺ𝑅) 

eşitsizlikleri elde edilir. 
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Tanım 3.7  {𝜑𝑛}𝑛∈𝑁  pozitif periyodik çekirdeği   

 ∀ δ∈ሺ0, 𝜋)  için 

lim
𝑛→∞

[ ∫ 𝜑𝑛ሺ𝑡)

−𝛿

−𝜋

𝑑𝑡 + ∫𝜑𝑛ሺ𝑡)

𝜋

𝛿

𝑑𝑡] = 0 

sağlanıyorsa özdeşlik(birimsel) yaklaşım olarak  adlandırılır. 

 

Teorem 3.17  {φn}n∈N ⊂ L2π
1 ሺR) pozitif periyodik çekirdek  {𝐿𝑛}𝑛∈𝑁  (3.10) 

tanımlanan pozitif lineer operatör dizisi 

𝛽𝑛 = ∫𝜑𝑛ሺ𝑡) sin
2
𝑡

2

𝜋

−𝜋

𝑑𝑡      

olmak üzere aşağıdaki ifadeler denktir. 

i. 1≤p<+∞  için  

            lim
n→∞

‖𝐿𝑛𝑓 − 𝑓‖𝑝 = 0                   ∀  𝑓 ∈   için  𝐿2𝜋ሺR)                      

            lim
                    n→∞

‖𝐿𝑛𝑓 − 𝑓‖∞ = 0                    ∀  𝑓 ∈   için 𝐶2𝜋ሺR)                  sağlanır.  

ii.            lim
𝑛→∞

𝛽𝑛 = 0 

iii.         {φn}n∈N  özdeşlik yaklaşımıdır.                      

 

Örnek 3.5 

Pozitif lineer çekirdek 

φn =

{
 

 sin2
ሺ𝑛 + 1)𝑡

2

ሺ𝑛 + 1) sin2
𝑡
2

  , 𝑡 ≠ 2𝜋𝑘 , 𝑘 ∈ 𝑍

 𝑛 + 1             ,   𝑡 ≠ 2𝜋𝑘𝑥 ≥ 0    𝑘 ∈ 𝑍

 

Fejer konvolüsyon operatörü  
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𝐹𝑛ሺ𝑓)ሺ𝑥) =
1

2𝜋
∫ 𝑓ሺ𝑡)𝜑𝑛

𝜋

−𝜋

ሺ𝑥 − 𝑡)𝑑𝑡   𝑜𝑙𝑚𝑎𝑘 ü𝑧𝑒𝑟𝑒, 

                                       lim
n→∞

‖𝐹𝑛𝑓 − 𝑓‖𝑝 = 0          

                                             lim
n→∞

‖𝐹𝑛𝑓 − 𝑓‖∞ = 0       ∀  𝑓 ∈   için 𝐶2𝜋ሺR) 

𝛽𝑛 = ∫𝜑𝑛ሺ𝑡) sin
2
𝑡

2

𝜋

−𝜋

𝑑𝑡    =
1

2ሺ𝑛 + 1)
 

iii.   şart gereğince 

lim
n→∞

𝛽𝑛 = lim
n→∞

1

2ሺ𝑛+1)
 =0          

olduğundan  (i) ve (ii)    sağlanır.         

Örnek 3.6 

Birim yuvar üzerinde tanımlı Abel Poisson çekirdeği 

𝑃ሺ𝑟, 𝑡) =
1 − 𝑟2

1 − 2𝑟 cos 𝑡 + 𝑟2
             𝑡 ∈ 𝑅 , 0 ≤ 𝑟 < 1 

olmak üzere     

Abel Poisson konvolüsyon operatörü 

𝑃𝑟𝑓ሺ𝑥) =
1

2𝜋
∫𝑓ሺ𝑡)𝑃𝑟

𝜋

−𝜋

ሺ𝑥 − 𝑡)𝑑𝑡    

olmak üzere 

𝛽𝑟 =
1 − 𝑟

2
 

 ve                                        lim
r→1−

𝛽𝑟=0   olduğundan 

                                       lim
r→1−

‖𝑃𝑟𝑓 − 𝑓‖𝑝 = 0          

                                             lim
𝑟→1−

‖𝑃𝑟𝑓 − 𝑓‖∞ = 0       ∀  𝑓 ∈   için 𝐶2𝜋ሺR) 

sağlanır.  

 Teorem 3.17 ‘nin  grand Lebesgue uzayları için analoğu Teorem 3.18 ‘de verilmiştir. 
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Teorem3.18  {φn}n∈N ⊂ L2π
1 ሺR)   pozitif periyodik çekirdek  {𝐿𝑛}𝑛∈𝑁  (3.10) 

tanımlanan pozitif lineer operatör dizisi 

𝛽𝑛 = ∫𝜑𝑛ሺ𝑡) sin
2
𝑡

2

𝜋

−𝜋

𝑑𝑡      

olmak üzere aşağıdaki ifadeler denktir. 

i. 1≤p<+∞  ve    

                       ∀  𝑓 ∈  𝐺𝑝)ሺ−𝜋, 𝜋)   için         lim
n→∞

‖𝐿𝑛𝑓 − 𝑓‖𝑝) = 0                     ሺ3.11)          

                       ∀ 𝑓 ∈   için 𝐶2𝜋ሺR)   için           lim
                                                                                                                   n→∞

‖𝐿𝑛𝑓 − 𝑓‖∞ = 0                        ሺ3.12) 

        sağlanır. 

ii. lim
𝑛→∞

𝛽𝑛 = 0 

iii. {φn}n∈N  özdeşlik yaklaşımdır. 

İspat. 

Teoremin ispatı için  ሺ𝑖)⇔ሺ𝑖𝑖)  göstermemiz yeterlidir. ሺ𝑖) sağlansın. 

{φn}n∈N  pozitif çekirdeği sınırlı ve teorem ሺ3.17) den  ‖𝐿𝑛‖ ≤ 𝑐  olacak şekilde c> 0 

sayısı mevcuttur. 

𝐶2𝜋ሺ𝑅) uzayı   L2π
p ሺR)  uzayında yoğun olduğundan  ve  eşitlik ሺ3.12) den 

∀ 𝑓 ∈   için L2π
p ሺR)   için             lim

n→∞
‖𝐿𝑛𝑓 − 𝑓‖𝑝 = 0    elde edilir. 

Sonuç olarak   Teorem 3.17 ‘den   ሺ𝑖𝑖)   ispatlanmış olur. 

 Tersine  ሺ𝑖𝑖)    sağlansın.  

Teorem 3.17 gereğince  

                             ∀  𝑓 ∈  L2π
p ሺR)    için             lim

n→∞
‖𝐿𝑛𝑓 − 𝑓‖𝑝 = 0                  

                               ∀ 𝑓 ∈    𝐶2𝜋ሺR)   için        lim
                                                                                                                n→∞

‖𝐿𝑛𝑓 − 𝑓‖∞ = 0       

ve ‖𝐿𝑛ሺ𝑓)‖𝑝 ≤ ‖φn‖1‖𝑓‖𝑝  𝑒ş𝑖𝑡𝑠𝑖𝑧𝑙𝑖ğ𝑖  kullanılarak    

 ∀  𝑓 ∈  𝐺𝑝)ሺ−𝜋, 𝜋)   için       
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)1

1

10
1

1

10
) 2

sup)(
2

sup)(
pnp

p

p
npn

p

p
pn fffLfL 


















































    

𝐶2𝜋ሺR)  uzayı   𝐺𝑝)ሺ−𝜋, 𝜋)  uzayında yoğun olduğundan                                                                                 

∀  𝑓 ∈  𝐺𝑝)ሺ−𝜋, 𝜋)    ve ∀  τ >0      için    

                                            ‖𝑓 − 𝑔‖𝑝) < τ                                                                                

ሺ3.13)   

olacak şekilde )(2 RCg     vardır. 

Teorem koşullarından   ∀  n>𝑛𝜏   için    

                                     ‖𝐿𝑛𝑔 − 𝑔‖∞ < τ                                                                     

ሺ3.14) 

olacak şekilde  𝑛𝜏 ∈ 𝑁  vardır. 

sup
𝑛
‖𝜑𝑛‖1 = c      ve       ሺ3.13)  , ሺ3.9)𝑣𝑒    ሺ3.10)      kullanılarak 

‖𝐿𝑛𝑓 − 𝑓‖𝑝) ≤ ‖𝐿𝑛𝑓 − 𝐿𝑛𝑔‖𝑝) + ‖𝐿𝑛𝑔 − 𝑔‖𝑝) + ‖𝑓 − 𝑔‖𝑝) 

                                               <ሺ𝑐 + 1) τ +ሺ𝑝 − 1)𝜏 = ሺ𝑐 + 𝑝)𝜏 

ሺ3.11) bağıntısı sağlanır. Böylelikle ( i) koşulu ispatlanır. 

 Bu teoremin Fourier ve Abel Poisson konvolüsyon operatörleri için uygulamaları 

mevcuttur.   

Sonuç 3.3 1<p<+∞ için 𝐹𝑛, 𝐺𝑝)ሺ−𝜋, 𝜋) uzayında tanımlı Fejer konvolüsyon operatörü 

olmak üzere; 

  ∀𝑓 ∈ 𝐺𝑝)ሺ−𝜋, 𝜋)    için  ,   lim
n→∞

‖𝐹𝑛𝑓 − 𝑓‖𝑝) = 0                                        

ሺ3.15) 

   sağlanır. 

İspat.  {φn}n∈N ⊂ L2π
1 ሺR) 

φn =

{
 

 sin2
ሺ𝑛 + 1)𝑡

2

ሺ𝑛 + 1) sin2
𝑡
2

  , 𝑡 ≠ 2𝜋𝑘 , 𝑘 ∈ 𝑍

 𝑛 + 1             ,   𝑡 ≠ 2𝜋𝑘𝑥 ≥ 0    𝑘 ∈ 𝑍
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𝛽𝑛 = ∫𝜑𝑛ሺ𝑡) sin
2
𝑡

2

𝜋

−𝜋

𝑑𝑡    =
1

2ሺ𝑛 + 1)
 

olmak üzere  Teorem 3.17 ve ሺ3.15)  bağıntısı sağlandığı için ispat tamamlanır.. 

Sonuç 3.4 

      1< p< +∞ ,    𝐺𝑝)ሺ−𝜋, 𝜋) uzayında  

 Abel Poisson çekirdeği 

𝑃ሺ𝑟, 𝑡) =
1 − 𝑟2

1 − 2𝑟 cos 𝑡 + 𝑟2
        𝑡 ∈ 𝑅 , 0 ≤ 𝑟 < 1 

olmak üzere ,   Abel Poisson konvolüsyon operatörü 

𝑃𝑟𝑓ሺ𝑥) =
1

2𝜋
∫𝑓ሺ𝑡)𝑃𝑟

𝜋

−𝜋

ሺ𝑥 − 𝑡)𝑑𝑡    

  ∀𝑓 ∈ 𝐺𝑝)ሺ−𝜋, 𝜋)    için       lim
𝑟→1−

‖𝑃𝑟𝑓 − 𝑓‖𝑝) = 0        sağlanır.                       ሺ3.16)                            

İspat. 

𝑃ሺ𝑟, 𝑡) =
1 − 𝑟2

1 − 2𝑟 cos 𝑡 + 𝑟2
             𝑡 ∈ 𝑅 , 0 ≤ 𝑟 < 1 

 

𝛽𝑟 = ∫𝑃ሺ𝑟, 𝑡)sin2
𝑡

2

𝜋

−𝜋

𝑑𝑡    =
1 − 𝑟

2
 

                                                     lim
𝑟→1−

𝛽𝑟 = 0               olmak üzere, 

Teorem 3.17 ve ሺ3.16)   bağıntısı sağlandığı için sonuç ispatlanmıştır. 
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   4 
  AĞIRLIKLI GRAND LEBESGUE UZAYINDA  

KOROVKİN TİPLİ YAKLAŞIM VE İSTATİSTİKSEL 

VERSİYONU      

 

Bu bölümde belirli koşulları sağlayan ağırlık fonksiyonu ve grand Lebesgue uzayındaki 

norm yardımıyla tanımlanan Ağırlıklı grand Lebesgue uzayı tanıtılarak bu uzayda klasik 

ve istatistiksel Korovkin teoremleri incelenmiştir. 

Tanım 4.1:   Ω⊂𝑅𝑛  sonlu ölçülü küme,  

  ρ : Ω→ሺ0;∞] olmak üzere, ρ fonksiyonuna ağırlık fonksiyonu denir. 

Tanım 4.2.     1≤p<∞   , Ω⊂𝑅𝑛   ve   ρ   fonksiyonuna ağırlık fonksiyonu olmak üzere; 

𝐿𝑝.ρሺΩ) = {𝑓:   ρf ∈ 𝐿𝑝 }  uzayına ağırlıklı Lebesgue uzayı denir. 

Bu uzayda norm   ‖𝑓‖𝑝,𝜌 =‖ρ𝑓‖𝑝    şeklinde tanımlanır. 

Benzer şekilde ağırlıklı grand Lebesgue uzayı, 

𝐿𝑝).ρሺΩ) = {𝑓:   ρf ∈ 𝐿𝑝) }   şeklinde tanımlanır  ve 

Bu uzayda norm                                                                       

‖f‖𝑝),𝜌 = ‖ρ𝑓‖𝑝) = sup
0<𝜀<𝑝−1

(𝜀 ∫|ሺρ𝑓)ሺ𝑡)|𝑝−𝜀𝑑𝑡

1

𝛼

)

1
𝑝−𝜀

 

                                                        

şeklindedir. 

Lemma 4.1  𝐿𝑝).ρሺ0,1) ağırlıklı grand Lebesgue uzayı ayrılabilir değildir. 

İspat. 1< p <∞    𝐿𝑝)ሺ0,1)  grand Lebesgue uzayı olmak üzere f fonksiyonu    
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ሺ0,1) aralığında ölçülebilir fonksiyon,                           

‖𝑓𝛼‖𝑝),𝜌 = sup
0<𝜀<𝑝−1

(𝜀 ∫|ሺρ𝑓)ሺ𝑡)|𝑝−𝜀

1

𝛼

)

1
𝑝−𝜀

 

                        𝐿𝑝).ρሺ0,1)  uzayı ayrılabilir olmayan tam normlu uzaydır.  

Bunun için                                                                     

𝑓𝛼ሺt) = {
0, 0 < t ≤ α

ρ−1ሺ𝑡 − 𝛼)
−1
𝑝 , α < t ≤ 1

 

α ∈ [0,1)    𝑓𝛼ሺt) ⊂  𝐿𝑝).ρሺ0,1)     şeklinde fonksiyon ailesini seçelim. 

‖𝑓𝛼‖𝑝),𝜌 = sup
0<𝜀<𝑝−1

(𝜀 ∫𝜌𝜌−1

1

𝛼

ሺ𝑡 − 𝛼)
−1+

𝜀
𝑝𝑑𝑡)

1
𝑝−𝜀

 

                                                  = sup
0<𝜀<𝑝−1

(𝑝ሺ𝑡 − 𝛼)
𝜀

𝑝𝐼𝛼
1)

1

𝑝−𝜀

= sup
0<𝜀<𝑝−1

(𝑝ሺ1 − 𝛼)
𝜀

𝑝)

1

𝑝−𝜀

< ∞ 

Herhangi  α, β ∈[0, 1)  ve  α < β için 

‖𝑓𝛼 − 𝑓𝛽‖𝑝),𝜌 ≥ sup
0<𝜀<𝑝−1

(𝜀 ∫𝜌𝜌−1

1

𝛼

ሺ𝑡 − 𝛼)
−1+

𝜀
𝑝𝑑𝑡)

1
𝑝−𝜀

 

                                               = sup
0<𝜀<𝑝−1

(𝑝ሺ𝑡 − 𝛼)
𝜀

𝑝𝐼𝛼
𝛽
)

1

𝑝−𝜀

         

                                              = sup
0<𝜀<𝑝−1

(𝑝ሺ𝛽 − 𝛼)
𝜀

𝑝)

1

𝑝−𝜀

≥ lim
𝜀→0+

(𝑝ሺ𝛽 − 𝛼)
𝜀

𝑝)

1

𝑝−𝜀

             

                                                      =   𝑝
1

𝑝                                                 

𝐿𝑝).ρሺ0,1)  uzayı ayrılabilir değildir. 

𝐿𝑝).ρሺ0,1)  uzayının tamlığını gösterelim.       

{𝑓𝑛}     ⊂  𝐿𝑝).ρሺ0,1)    için  ‖𝑓𝑛 − 𝑓𝑚‖𝑝),𝜌→0        m,n →∞   

𝐿𝑝)ሺ0,1)  uzayının tam uzay olduğundan 
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{𝑔𝑛}  ⊂ 𝐿𝑝)ሺ0,1)  Cauchy dizisi için ∃  𝑔 ∈ 𝐿𝑝)ሺ0,1)   vardırki  ‖𝑔𝑛 − g‖𝑝)→0    , n→∞ 

∀ ε ∈ ሺ0, 𝑝 − 1)  sağlanır. 

𝑔𝑛=𝜌𝑓𝑛   için  ‖𝑔𝑛 − 𝑔𝑚‖𝑝) = ‖𝑓𝑛 − 𝑓𝑚‖𝑝),𝜌→0  

‖𝑔𝑛 − g‖𝑝−𝜀→0      için     𝑔𝑛𝑘→ g    ve      𝑓𝑛𝑘 → 𝜌−1𝑔  ,   n→∞    hemen hemen her 

yerde sağlanır. 

  ∀δ>0  , ∋ 𝑛0:     ∀m,n ≥𝑛0      ‖   𝑓𝑛𝑘 − 𝑓𝑚‖𝑝−𝜀,𝜌
  < δ      

Fatou lemma dan 

sup
0<𝜀<𝑝−1

‖   𝑓𝑛𝑘 − 𝜌
−1𝑔   ‖

𝑝−𝜀,𝜌
   <  δ      

Böylelikle 

‖   𝑓𝑛𝑘 − 𝜌
−1𝑔   ‖

𝑝),𝜌
  →  0  , k → ∞ 

𝐿𝑝).ρሺ0,1) uzayı tam normlu uzaydır. 

Ağırlıklı grand Lebesgue uzayı ayrılabilir uzay olmadığından Korovkin tipli yaklaşım 

teorisi uygulanabileceği 𝐺𝑝),𝜌  alt uzayı oluşturuldu.  

∀  f ∈  𝐿𝑝),𝜌ሺ−𝜋, 𝜋) ve  0   

                           𝑇𝛿𝑓ሺx) = {
𝑓ሺx + δ),    x + δ ∈ [−𝜋, 𝜋]

0,         x + δ ∈ R ∖ [−𝜋, 𝜋] 
 

shift operatörü olmak üzere; 

𝐺𝑝),𝜌̃ሺ−𝜋, 𝜋) : {𝑓 ∈ 𝐿𝑝),𝜌ሺ−𝜋, 𝜋):    ‖𝑇𝛿𝑓 − 𝑓‖𝑝),𝜌 → 0 , 𝛿 → 0} 

𝐺𝑝),𝜌̃ሺ−𝜋, 𝜋)  uzayının kapanışı olan𝐺𝑝),𝜌̃
̅̅ ̅̅ ̅̅  ሺ−𝜋, 𝜋)  =𝐺𝑝),𝜌ሺ−𝜋, 𝜋) uzayını ele alalım. 

𝐺𝑝),𝜌ሺ0,1) uzayı  𝐶0
∞ሺ0,1)  uzayının kapanışı ve aynı zamanda 𝐿𝑝).ρሺ0,1) uzayının bir 

alt uzayı olmak üzere;. 𝐺𝑝),𝜌ሺ0,1)   :{𝑓:    𝜌𝑓 ∈  𝐺𝑝ሺ0,1)}     uzayını tanımladık. 

 

Lemma 4.2   

𝐿𝑝,𝜌ሺ0,1) ⊂ 𝐺𝑝),𝜌ሺ0,1)  ve    𝐺𝑝),𝜌ሺ0,1) ∖  𝐿𝑝,𝜌ሺ0,1) ≠ ∅  olacak şekilde ayrık gömme 

mevcuttur. 
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 İspat.  

𝐿𝑝,𝜌ሺ0,1) ⊂ 𝐺𝑝),𝜌ሺ0,1)  olduğu açıktır.  Bu gömmenin sürekliliğinden  

‖𝑓‖𝑝),ρ         = sup
0<𝜀<𝑝−1

ሺ𝜀)
1
𝑝−𝜀 ‖ρf‖𝑝−𝜀 ≤ ‖ρf‖𝑝   sup

0<𝜀<𝑝−1
ሺ𝜀)

1
𝑝−𝜀2

𝜀
𝑝ሺ𝑝−𝜖)

≤ ሺ𝑝 − 1)2
𝑝−1
𝑝 ‖𝑓‖𝑝,ρ = 𝑐𝑝‖𝑓‖𝑝,ρ 

‖𝑓‖𝑝),ρ ≤ 𝑐𝑝‖𝑓‖𝑝,ρ 

elde edilir. 

𝐺𝑝),𝜌ሺ0,1)/𝐿𝑝,𝜌ሺ0,1)≠∅ olduğunu göstermek yeterlidir. Bunun için 𝐺𝑝),𝜌ሺ0,1)   olup 

𝐿𝑝,𝜌ሺ0,1)  olmayan bir fonksiyon tanımlayalım. 

                            𝑓𝑛ሺt) = {
                     𝜌−1ሺ𝑡)

−1

𝑝                              𝑡 ∈   [𝑒𝑥𝑝{−𝑛2𝑝}; 1]                            

 0         ,                           t ∉  [𝑒𝑥𝑝{−𝑛2𝑝}; 1]
 

fonksiyon dizisini ele alalım.                                                         

‖𝑓𝑛‖𝑝),𝜌   ve  ‖𝑓𝑛‖𝑝,𝜌  normları sırasıyla 

                          ‖𝑓𝑛‖𝑝),𝜌  = sup
0<𝜀<𝑝−1

( 𝜀 ∫ 𝜌𝜌−1

1

𝛼

ሺ𝑡 − 𝛼)
−1+

𝜀
𝑝𝑑𝑡)

1
𝑝

=   𝑝 

‖𝑓𝑛‖𝑝,𝜌  = (  ∫ 𝑡−1

1

𝑒𝑥𝑝ሺ−𝑛2𝑝)

𝑑𝑡)

1
𝑝

= 𝑛2 

elde edilir. 

∑
‖fn‖p),ρ

n2
  serisi

∞

n=1

  Lp),ρሺ0,1) uzayında yakınsak olup   fሺt) fonksiyonuna yakınsasın. 

  𝑓 ∈ 𝐺𝑝),𝜌ሺ0,1)      𝑣𝑒   𝑓 ∉   𝐿𝑝,𝜌ሺ0,1)  olduğunu gösterelim. 

            

Smሺt) = ∑
fnሺt)

n2
m
n=1    kısmi toplamlar dizisi olmak üzere; 

𝑆𝑚 → 𝑓   ∈   𝐿𝑝−𝜀,𝜌ሺ0,1)   m→∞   için 
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𝑆𝑚 azalmayan dizisi hemen hemen heryerde yakınsaktır.  

|𝑆𝑚|
𝑝 →|f|𝑝              hemen hemen her yerde yakınsaktır. 

Levi teoreminden 

∫|𝜌𝑆𝑚ሺ𝑡)|
𝑝𝑑𝑡 →

1

0

∞   , 𝑚 → ∞                   

∫|𝜌𝑆𝑚ሺ𝑡)|
𝑝𝑑𝑡 =

1

0

∫|𝜌∑
𝑓𝑛ሺ𝑡)

𝑛2

𝑚

𝑛=1

|

𝑝

𝑑𝑡 ≥     ∑
∫ |𝜌𝑓𝑛ሺ𝑡)|

𝑝𝑑𝑡
1

0

𝑛2𝑝

𝑚

𝑛=1

 

1

0

= 𝑚𝜌𝑝 

Sonuç olarak 

∫|𝜌fሺ𝑡)|𝑝𝑑𝑡 = ∞        𝑚 →

1

0

∞ 

  𝑓 ∉ 𝐿𝑝),𝜌ሺ0,1)       elde edilir. 

 

4.1  𝑮𝒑),𝝆ሺ𝟎, 𝟏)    Uzayında Korovkin Teoremleri 

    

Lemma 4.1  

  𝑝𝜀 = 𝑝 − 𝜀  ,  
1

𝑝𝜀
+

1

𝑝𝜀
′ =1,  sup

0<𝜀<𝑝−1
(∫ ρ−𝒑𝜺

′
ሺ𝑡)

1

0
𝑑𝑡)

𝟏

𝒑𝜺
′
 olmak üzere; 

𝐶0
∞[0;1]    uzayı  𝐺𝑝),𝜌ሺ0; 1)     uzayında yoğundur. 

İspat.  Keyfi  τ > 0   ve   𝑓 ∈ 𝐺𝑝),𝜌ሺ0;1)     olmak üzere, 

𝑤𝜏ሺt) = {

0                               , |𝑡| > 𝜏

ρ−1𝑐𝜏𝑒𝑥𝑝(−
𝜏2

𝜏2 − 𝑡2
) , |𝑡| ≤ 𝜏

 

𝑐𝜏    𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡𝑖  ,   ∫ ρwτሺt)dt = 1       olacak şekilde  

∞

−∞

seçilsin 

𝑓𝜏ሺ. ) Fonksiyonu    𝑤𝜏ሺ. )  ile  f fonksiyonunun konvolüsyonu olarak tanımlansın. 
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𝑓𝜏ሺ𝑡) = ∫ 𝑓ሺ𝑡 − 𝑠)

∞

−∞

𝑤𝜏ሺs)𝑑𝑠 = ∫ 𝑤𝜏ሺt − s)

∞

−∞

𝑓ሺ𝑠)𝑑𝑠 

İlk olarak 

𝐿𝑝),𝜌ሺ0; 1) ⊂ 𝐿1ሺ0; 1) olduğunu gösterelim. 

𝑝𝜀 = 𝑝 − 𝜀  ,  
1

𝑝𝜀
+

1

𝑝𝜀
′ =1,   

Hölder eşitsizliği kullanılarak 

  ‖𝑓 ‖1 = ∫|𝑓ሺ𝑡)|

1

0

𝑑𝑡 = ∫|ሺ𝑓𝜌)ሺ𝑡)||𝜌−1ሺ𝑡)|

1

0

𝑑𝑡                       

≤      (∫|ሺ𝑓𝜌)ሺ𝑡)|𝑝−𝜀

1

0

𝑑𝑡)

1
𝑝−𝜀

   (∫|𝜌ሺ𝑡)|−𝑝𝜀
′

1

0

𝑑𝑡)

1
𝑝𝜀
′

     

≤   sup
0<𝜀<𝑝−1

   (∫|ሺ𝑓𝜌)ሺ𝑡)|𝑝−𝜀

1

0

𝑑𝑡)

1
𝑝−𝜀

   (∫|𝜌ሺ𝑡)|−𝑝𝜀
′

1

0

𝑑𝑡)

1
𝑝𝜀
′

                                 

sup
0<𝜀<𝑝−1

 (∫|𝜌ሺ𝑡)|−𝑝𝜀
′

1

0

𝑑𝑡)

1
𝑝𝜀
′

 < +∞    kabulünden                  

                                             ‖𝑓 ‖1 ≤ 𝑐‖𝑓 ‖𝑝),𝜌        

𝐿𝑝),𝜌ሺ0,1) ⊂ 𝐿1ሺ0,1) 

elde edilir. 

𝑓𝜏ሺ𝑡) sonsuz diferansiyelenebilir fonksiyonlar olmak üzere,  

Minkowski eşitsizliğinden,   

   ‖𝑓 − 𝑓𝜏 ‖𝑝),𝜌    = ‖𝜌ሺ𝑓 − 𝑓𝜏) ‖𝑝) = ‖ ∫ 𝜌𝑓ሺ. )

∞

−∞

𝑤𝜏ሺs)𝑑𝑠 − ∫ 𝜌𝑓ሺ.−𝑠)

∞

−∞

𝑤𝜏ሺs)𝑑𝑠‖

𝑝)

 

  =                       ‖ ∫     [𝑓ሺ.−𝑠) − 𝑓ሺ. )]𝜌𝑤𝜏ሺs)𝑑𝑠

∞

−∞

‖

𝑝)
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                             =   sup
0<𝜀<𝑝−1

(𝜀∫ | ∫[𝑓ሺ.−𝑠) − 𝑓ሺ. )]𝜌𝑤𝜏ሺs)𝑑𝑠

∞

−∞

|

𝑝−𝜀

𝑑𝑡

1

0

)

1
𝑝−𝜀

𝑑𝑠 ≤         

≤ ∫ 𝜌𝑤𝜏ሺs)𝑑𝑠 sup
0<𝜀<𝑝−1

 (𝜀 ∫|[𝑓ሺ𝑡 − 𝑠) − 𝑓ሺ𝑡)]|𝑝−𝜀𝑑𝑡

1

0

)

1
𝑝−𝜀

𝑑𝑠 ≤

∞

−∞

 

                                 ≤ሺ𝑝 − 1) sup
|𝑠|≤𝜏

‖[𝑓ሺ.−𝑠) − 𝑓ሺ. )]‖𝑝) → 0     ,    𝜏 → 0     

elde edilir. 

      Sonuç olarak 𝐶∞[0; 1]      uzayı  𝐺𝑝),𝜌 ሺ0; 1)           uzayında yoğundur. 

Keyfi τ > 0    ,  ∀  f ∈   𝐺𝑝),𝜌 ሺ0; 1)    ,  g ∈  𝐶∞[0;1]        için 

                                ‖𝑓 − 𝑔‖𝑝),𝜌 <
𝜏

3
                                                                      ሺ4,1)       

                        δ>0  , δ<(
𝜏

3𝑐𝑝‖𝑔‖∞
)
𝑝

       ,                      𝑐𝑝    = p-1        seçelim.                                     

𝐸𝛿
+ = ሺ1 − 𝛿, 1) ve  𝐸𝛿

− = ሺ−𝛿, 𝛿)  olmak üzere; 

 

𝑔𝛿ሺ𝑡) = {
    𝜌−1𝑔ሺ𝑡)                        ,     𝑡 ∈  ሺ0,1)   ∖ ሺ𝐸𝛿

+⋃𝐸𝛿
−)                         

 0                                    t ∉  𝐸𝛿
+⋃𝐸𝛿

− 
 

                      ‖𝑔‖𝑝),𝜌 =   sup
0<𝜀<𝑝−1

 (𝜀 ∫ |𝜌𝑔ሺ𝑡)|𝑝−𝜀

1

𝐸𝛿
+∪𝐸𝛿

−

𝑑𝑡)

1
𝑃−𝜀

 

≤   ‖𝑔‖∞ sup
0<𝜀<𝑝−1

ሺ𝜀2𝛿)
1

𝑃−𝜀 < ‖𝑔‖∞𝑐𝑝  𝛿
1
𝑝  <   

𝜏

3
                               ሺ4.2) 

 

                                         dssstgtg )()()(, 




   , R . 

Açıkça   görülebilir ki 

                                          dssstgtg )()()(, 




   , R . 
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2


    iken ]1;0[0,

Cg   ve 

   ‖𝑔𝜏 − 𝑔𝛿,𝜏‖𝑝),𝜌 = ‖𝜌(𝑔𝜏 − 𝑔𝛿,𝜏)‖𝑝)            ve  ‖𝑔𝜏 − 𝑔𝛿,𝜏‖𝑝),𝜌 → 0   ,    τ→ 0 

   
2


   iken                ‖𝑔𝜏 − 𝑔𝛿,𝜏‖𝑝),𝜌 <

𝜏

3
                           ሺ4 .3) 

 

(4.1), (4.2) ve (4.3) kullanılarak,  

‖𝑓 − 𝑔𝛿,𝜏‖𝑝),𝜌 ≤
‖𝑓 − 𝑔‖𝑝),𝜌 + ‖𝑔 − 𝑔𝛿‖𝑝),𝜌 + ‖𝑔𝛿 − 𝑔𝛿,𝜏‖𝑝),𝜌 < 

                                                    < 
𝜏

3
+

𝜏

3
+

𝜏

3
= 𝜏       elde edilir. 

𝐶0
∞[0;1]   uzayı   𝐺𝑝),𝜌 ሺ0,1)      uzayında yoğundur. 

Teorem 4.1    1 < p< ∞  ,  , 𝐺𝑝),𝜌 ሺ0,1) üzerinde tanımlı pozitif lineer operatörler 

dizisi için 

      lim
𝑛→∞

‖𝜌𝐿𝑛ሺ𝜌
−1𝑔) − 𝑔‖∞ = 0  , ∀  g ∈{1, 𝑡, 𝑡2}   sağlansın.      

 ∀  f ∈    𝐺𝑝),𝜌 ሺ0,1) için 

          lim
𝑛→∞

‖𝐿𝑛ሺ𝑓) − 𝑓‖𝑝),𝜌 = 0 ⇔   sup‖𝐿𝑛ሺ𝑓)‖𝑝),𝜌   < c <∞   

İspat.  Gereklilik, Banach Steinhaus teoreminden sağlanır. Yeterlilik kısmını 

ispatlayalım. 

Keyfi  τ >0 sayısı ve     f ∈  𝐺𝑝),𝜌ሺ0,1)  için  

 ‖𝑓 − 𝑔‖𝑝),𝜌 < 𝜏  olacak şekilde  g  ∈   C [0,1] vardır .                                           (4. 4) 

 f ∈  𝐺𝑝),𝜌ሺ0,1)       ρf  ∈  𝐿𝑝)ሺ0; 1)            ve   ρf  = h ∈  𝐺𝑝),𝜌ሺ0,1)             için    f=       

şeklinde ifade edilebilir. 

g ∈  Cሺ0,1)  için   

‖𝐿𝑛𝑔 − 𝑔‖𝑝),𝜌= ‖𝜌𝐿𝑛𝑔 − 𝜌𝑔‖𝑝)≤‖𝜌𝐿𝑛𝑔 − 𝜌𝑔‖∞ 

ρg = h  ∈   𝐿𝑝), ሺ0,1)    ve    g=𝜌−1ℎ     olmak üzere, 

‖𝐿𝑛𝑔 − 𝑔‖𝑝),𝜌=  ‖𝜌𝐿𝑛𝑔 − 𝜌𝑔‖𝑝) =  ‖𝜌𝐿𝑛ሺ𝜌
−1ℎ) − ℎ‖𝑝) 
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                                                                    ≤  ‖𝜌𝐿𝑛ሺ𝜌
−1ℎ) − ℎ‖∞ <  𝜏     

                    ሺ4.5) 

∀  f ∈  Cሺ0,1) için   

           ‖𝑓‖𝑝),𝜌 = sup
0<𝜀<𝑝−1

(𝜀∫|𝜌𝑓ሺ𝑡)|𝑝−𝜀

1

0

𝑑𝑡)

1
𝑝−𝜀

≤ sup
0<𝜀<𝑝−1

𝜀
1
𝑝−𝜀‖𝜌𝑓‖∞  

≤ ሺ𝑝 − 1)‖𝜌𝑓‖∞                                                                                           ሺ4.6) 

Üçgen eşitsizliğinden faydalanarak 

            ‖𝐿𝑛𝑓 − 𝑓‖𝑝),𝜌  =  ‖𝜌𝐿𝑛𝑓 − 𝜌𝑓‖𝑝)≤ ‖𝜌𝐿𝑛𝑓 − 𝜌𝐿𝑛𝑔‖𝑝) + ‖𝜌𝐿𝑛𝑔 − 𝜌𝑔‖𝑝) +

                                                                           + ‖𝜌𝑓 − 𝜌𝑔‖𝑝)  

                                         < ‖𝐿𝑛‖𝑝),𝜌‖𝑓 − 𝑔‖𝑝),𝜌+‖𝐿𝑛𝑔 − 𝑔‖𝑝),𝜌 + ‖𝑓 − 𝑔‖𝑝),𝜌   

(4.4) , (4.5) ve (4.6)   kullanılarak 

‖𝐿𝑛𝑓 − 𝑓‖𝑝),𝜌 ≤ c ‖𝑓 − 𝑔‖𝑝),𝜌 +ሺ𝑝 − 1)𝜏 + 𝜏 =ሺ𝑐 + 𝑝)𝜏 

Böylece     ‖𝐿𝑛𝑓 − 𝑓‖𝑝),𝜌 = 0  ,  n→ ∞  elde edilir. 

Teorem 4.2     1 < p< ∞             (-π,π)   üzerinde pozitif lineer operatörler 

dizisi  

lim
𝑛→∞

‖𝜌𝐿𝑛ሺ𝜌
−1𝑔) − 𝑔‖∞ = 0     ∀ g ∈{1, 𝑠𝑖𝑛𝑥, 𝑐𝑜𝑠𝑥}     sağlansın. 

∀  f ∈    (-π,π) için 

lim
𝑛→∞

‖𝐿𝑛𝑓 − 𝑓‖𝑝),𝜌 = 0     ⇔      sup   < c <∞    

İspat.  Gereklilik, Banach Steinhaus teoreminden sağlanır. Yeterlilik için 

keyfi    τ >0 sayısı ve  f ∈    (-π,π)   için     

                                                     ‖𝑓 − 𝑔‖𝑝),𝜌  < τ                                                        (4.7)                          

olacak şekilde g ∈  𝐶2𝜋ሺ𝑅)  vardır.  

Ayrıca f ∈   (-π,π)      için   ρf  ∈  𝐿𝑝)ሺ−𝜋, 𝜋)   ve   ρf  = h  ∈𝐿𝑝)ሺ−𝜋, 𝜋)     için     

f=       şeklinde ifade edilebilir. 
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g ∈  𝐶2𝜋ሺ𝑅)  için   ‖𝐿𝑛𝑔 − 𝑔‖𝑝),𝜌 =  ‖𝜌ሺ𝐿𝑛𝑔 − 𝑔)‖𝑝),𝜌  ≤ ‖𝜌ሺ𝐿𝑛𝑔 − 𝑔)‖∞   

ρg = h  ∈        ve  g=   şeklinde ifade edilirse, 

‖𝐿𝑛𝑔 − 𝑔‖𝑝),𝜌 =  ‖𝜌ሺ𝐿𝑛𝑔 − 𝑔)‖𝑝),𝜌  ≤ ‖𝜌ሺ𝐿𝑛ሺ𝜌
−1ℎ) − ℎ)‖𝑝)<τ 

                           ≤‖𝜌ሺ𝐿𝑛ℎ − 𝑔ℎ)‖∞< c <∞                                                                ሺ4.8)                                   

∀  f ∈  𝐶2𝜋ሺ𝑅) için   

‖𝑓‖𝑝),𝜌 = ‖𝑔𝑓‖𝑝) =   sup
0<𝜀<𝑝−1

(𝜀∫|(𝜌𝑓ሺ𝑡))|
𝑝−𝜀

𝑑𝑡

1

0

)

1
𝑝−𝜀

≤    sup
0<𝜀<𝑝−1

ሺ𝜀)
1
𝑝−𝜀‖𝜌𝑓‖∞ 

                    

                                                  ≤    ሺ𝑝 − 1)‖𝜌𝑓‖∞                                                    ሺ4.9)                                                                         

Üçgen eşitsizliğinden faydalanarak 

‖𝐿𝑛𝑓 − 𝑓‖𝑝),𝜌 = ‖𝜌ሺ𝐿𝑛𝑓 − 𝜌𝑓)‖𝑝),𝜌 ≤ ‖𝜌𝐿𝑛𝑓 − 𝜌𝐿𝑛𝑔‖𝑝) + ‖𝜌𝐿𝑛𝑔 − 𝜌𝑔‖𝑝) + ‖𝜌𝑓 − 𝜌𝑔‖𝑝)                         

                           <‖𝐿𝑛‖𝑝),𝜌‖𝑓 − 𝑔‖𝑝),𝜌 + ‖𝐿𝑛𝑔 − 𝑔‖𝑝),𝜌 +‖𝑓 − 𝑔‖𝑝),𝜌 

     (4.7) , (4.8) ve(4.9)   kullanılarak 

                         ‖𝐿𝑛𝑓 − 𝑓‖𝑝),𝜌 ≤ c ‖𝑓 − 𝑔‖𝑝),𝜌     +ሺ𝑝 − 1)𝜏 = ሺ𝑐 + 𝑝)𝜏   elde edilir.           

Böylece  

  n →∞         için  ‖𝐿𝑛𝑓 − 𝑓‖𝑝),𝜌= 0     sağlanır.                                                                                              
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4.2.   𝐆𝐩),𝛒ሺ𝟎,𝟏)  Uzayında İstatistiksel Korovkin Tipli Teoremler 

 

Ağırlıklı grand Lebesgue uzayında istatistiksel Korovkin tipli Korovkin tipli teoremi 

oluşturalım. 

   Teorem 4.3      1<p<+∞     {𝐿𝑛}𝑛∈𝑁      𝐺𝑝),𝜌ሺ0,1)  üzerinde pozitif lineer operatör 

dizisi,  

           ∀    f ∈    𝑖ç𝑖𝑛 𝐺𝑝),𝜌ሺ0,1)    sup‖𝐿𝑛𝑓‖𝑝),𝜌  < c <∞       verilsin.              

           ∀ g  ∈{1, 𝑡, 𝑡2}    için     st- lim
𝑛→∞

‖𝜌𝐿𝑛ሺ𝜌
−1𝑔) − 𝑔‖∞ =0      sağlanması 

durumunda         

             ∀ f ∈   𝐺𝑝),𝜌ሺ0,1)  için     st- lim
𝑛→∞

𝐿𝑛𝑓 =f          sağlanır. 

İspat. 

st- lim
𝑛→∞

‖𝜌𝐿𝑛ሺ𝜌
−1𝑔) − 𝑔‖∞ =0       𝑔𝑖ሺ𝑡)=𝑡

𝑖       i=0,1,2   kabul edelim. 

Sonuç 3.1 den         

∃ {𝑛𝑘
ሺ𝑖)}

𝑘∈𝑁
               (𝑛1

ሺ𝑖) < 𝑛2
ሺ𝑖) < ⋯ < 𝑛𝑘

ሺ𝑖))              olmak üzere, 

                                                       lim
𝑘→∞

‖𝜌𝐿
𝑛𝑘
ሺ𝑖)ሺ𝜌−1𝑔𝑖) − 𝑔𝑖‖

∞
 =0              i=0,1,2 

  {𝑛𝑘}    =  ⋂ {𝑛𝑘
𝑖 }       ,                ሺ𝑛1 < 𝑛2 < ⋯ < 𝑛𝑘…)      

𝑖 =0,1,2

 

şeklinde alınırsa Lemma 4.1   gereğince     {𝛿{𝑛𝑘}} =1 olur ve  

           lim
𝑘→∞

‖𝜌𝐿𝑛𝑘ሺ𝜌
−1𝑔𝑖) − 𝑔𝑖‖∞

 =0  olduğu açıktır. 

𝜌−1𝑔𝑖 = 𝑓 ⇒𝑔𝑖 = 𝜌𝑓 

Teorem 4.2 den      

lim
𝑘→∞

‖𝐿𝑛𝑘𝑓 − 𝑓‖𝑝),𝜌
 =   lim

𝑘→∞
‖𝜌𝐿𝑛𝑘𝑓 − 𝜌𝑓‖𝑝)

     =   lim
𝑘→∞

‖𝜌𝐿𝑛𝑘ሺ𝜌
−1𝑔) − 𝑔‖

𝑝)
  ≤     

                                                                                   ≤  lim
𝑘→∞

‖𝜌𝐿𝑛𝑘ሺ𝜌
−1𝑔) − 𝑔‖

∞
 = 0     

  ∀ f ∈      𝐺𝑝),𝜌ሺ0,1) elde edilir. 
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Sonuç olarak Teorem 3.13’den  

   ∀ f ∈  𝐺𝑝),𝜌ሺ0,1)  için  {𝐿𝑛𝑓}𝑛 ∈𝑁  𝐺𝑝),𝜌ሺ0,1) uzayında istatistiksel yakınsaktır. 

Teorem 4.4 

1<p<∞  {𝐿𝑛}   𝐺𝑝),𝜌ሺ−𝜋, 𝜋)  üzerinde tanımlı pozitif lineer operatör dizisi    

𝐿𝑛: 𝐶2𝜋ሺ𝑅)→  𝐶2𝜋  ሺ𝑅) ,  sup‖𝐿𝑛𝑓‖𝑝),𝜌  < c <∞        verilsin. 

∀ g  ∈{1, 𝑠𝑖𝑛𝑥, 𝑐𝑜𝑠𝑥}    için  ∃ st- lim
𝑛→∞

‖𝜌𝐿𝑛ሺ𝜌
−1𝑔) − 𝑔‖∞ =0     ve   

∀ f ∈  𝐺𝑝),𝜌ሺ−𝜋, 𝜋)     için   ∃ st- lim
𝑛→∞

𝐿𝑛f= f      sağlanır. 

İspat. Teorem 4.2’den ∀ g ∈{1, 𝑡, 𝑡2}    için     ∃ st- lim
𝑛→∞

‖𝜌𝐿𝑛ሺ𝜌
−1𝑔) − 𝑔‖∞ =0 

Sonuç 3.1 ve lemma 3.1’den {𝑛𝑘}𝑘 ∈𝑁   ∈  K             ሺ𝑛1 < 𝑛2 < ⋯ < 𝑛𝑘…) 

lim
k→∞

‖ρLnkሺρ
−1gi) − gi‖∞

 = 0 , ∀ g ∈  {1, sinx, cosx}    için sağlanır. 

Sonuç olarak Teorem 3.4’ten 

lim
𝑘→∞

‖𝐿𝑛𝑘𝑓 − 𝑓‖𝑝),𝜌
=0 ,  ∀ f  ∈  𝐺𝑃),𝜌ሺ−𝜋, 𝜋 )     sağlanır. 

Böylece Teorem 3.3   yardımıyla ∀ f ∈𝐺𝑃),𝜌ሺ−𝜋, 𝜋) için  {𝐿𝑛𝑓}𝑛∈𝑛   için   𝐺𝑃),𝜌ሺ −𝜋, 𝜋)     

istatistiksel yakınsaktır.  
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5 
FONKSİYON UZAYLARINDA İSTATİSTİKSEL      

 SÜREKLİLİK 

 

Bu bölümde istatistiksel yakınsaklık temelli oluşturulan istatistiksel limit, istatistiksel 

süreklilik ve istatistiksel süreksizlik tanımları verilerek bu tanıma göre oluşturulmuş 

bazı fonksiyon uzaylarının özellikleri ve diğer fonksiyon uzayları ile olan ilişkileri 

incelenecektir. 

  

5.1  𝛍-İstatistiksel Süreklilik  

 

Tanım 5.1  ሺ𝑥𝑘)   reel ya da kompleks terimli dizi olsun. 

∀  ε > 0  için    lim
n→∞

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: |𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| = 0   olacak biçimde  L sayısı  varsa   

x=ሺ𝑥𝑘)     dizisi  L sayısına  istatistiksel yakınsaktır denir.         

s-lim 𝑥𝑘  = L  veya   𝑥𝑘 → 𝐿ሺ𝑠)  şeklinde gösterilir. 

Örnek 5.1 

𝒙𝒌 = {
1,     𝑘 = 𝑚2

0,     𝑘 ≠  𝑚2   m=1,2…..    dizisini ele alalım. Bu dizinin istatistiksel yakınsaklık 

durumunu inceleyelim. 

      ∀ ε>0 için   

|{𝑘 ≤ 𝑛: |𝑥𝑘| ≥ 𝜀}| ≤ |{𝑘 ≤ 𝑛: |𝑥𝑘| ≠ 0}| ≤ √𝑛 

                            lim
n→∞

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛:    𝑥𝑘 ≠ 0}|≤  lim

n→∞

√𝑛

𝑛
  = 0         elde edilir. 

 

Buradan      {𝑘 ∈ 𝑁: |𝑥𝑘 − 0| ≥ 𝜀}    kümesinin elemanları hariç bütün k’ lar için 

 

|𝑥𝑘| ≤ 𝜀    olduğundan    𝑥𝑘 → 0 ሺ𝑠)  olur. 
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Örnek 5.2 

𝒙𝒌 = {√𝑘,     𝑘 = 𝑚
2

2,     𝑘 ≠  𝑚2
                 m=1,2…..    dizisini ele alalım. Bu dizinin istatistiksel 

yakınsaklık durumunu inceleyelim. 

∀ ε>0  için   

|{𝑘 ≤ 𝑛: |𝑥𝑘 − 2| ≥ 𝜀}| ≤ |{𝑘 ≤ 𝑛: |𝑥𝑘| ≠ 2}| ≤ √𝑛 

                            lim
n→∞

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛:    𝑥𝑘 ≠ 2}|≤  lim

n→∞

√𝑛

𝑛
  = 0 elde edilir. 

Buradan   x=ሺ𝑥𝑘)       dizisi   s-lim𝑥𝑘  = 2   elde edilir. 

Her yakınsak dizi aynı zamanda istatistiksel yakınsaktır. Tersi her zaman doğru değildir. 

Iraksak ya da sınırsız ıraksak diziler   istatistiksel yakınsak olabilir. Örnek 5.2 sınırlı 

olmayan istatistiksel yakınsak diziye örnektir. 

Dizilerdeki istatistiksel yakınsaklık kavramından yola çıkılarak fonksiyonlar istatistiksel 

limit kavramı aşağıdaki gibi tanımlanmıştır. 

Tanım 5.2   ሺ𝐼𝑎
∞, ℬ, 𝜇) ölçülebilir uzay   𝐼𝑎

∞: [𝑎,∞) olmak üzere, 

M⊂ ℬ  için    

lim
x→∞

|M ∩ Ia
x|

|M|
= 1 ise M kümesi  ∞  da yoğundur denir. 

 

Tanım 5.3 (𝐼𝑎
∞,Ḇ, µ) ölçülebilir uzay, I:[a, +∞]    ve f:I→R  ölçülebilir fonksiyon olsun. 

𝐴𝜀
𝑓
 ={𝑥:  |𝑓ሺ𝑥) − 𝐴| ≥ 𝜀}   olmak üzere; 

lim
𝑥→∞

| 𝐴𝜀
𝑓
 ∩ 𝐼𝑎

𝑥|

|𝐼𝑎
𝑥|

= 0 

f fonksiyonunun sonsuzda istatistiksel limiti  A’dır  denir   ve   µ-st lim
𝑥→∞

f(x)=A olarak 

gösterilir. 

Bunun yanı sıra, 

lim
𝑥→∞

| (𝐴𝜀
𝑓)
𝑐
∩ 𝐼𝑎

𝑥|

|𝐼𝑎
𝑥|

= 1 

ifadesi de  istatistiksel limit tanımı olarak kullanılabilir. 

Örnek 5.3   fሺx) = {
1, x ∈ ℚ
0, x ∉ ℚ

    fonksiyonu için  lim
𝑥→∞

𝑓ሺ𝑥) mevcut değildir. 
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Aε
f : {x: |fሺx) − 0| ≥ ε}= ℚ      ve     | ℚ| = 0  olduğundan 

lim
𝑥→∞

| 𝐴𝜀
𝑓
 ∩ 𝐼𝑎

𝑥|

|𝐼𝑎
𝑥|

=
0

𝑥 − 𝑎
= 0    elde edilir. 

µ-st lim
𝑥→∞

f(x)=0 olur. 

Örnek 5.4   𝐼𝑎
∞=[1,∞)       

fሺx) = {

1

𝑥
+ 1, x ∈ [1,∞) ∖ ℚ

0, x  ∈ [1,∞) ∩ ℚ
 

 f  fonksiyonunun klasik anlamda  ∞ da limiti yoktur. 

İstatistiksel limiti iki farklı tanımla inceleyelim. 

1. Tanım gereğince, 

𝐴𝜀ሺ𝑓) = {𝑥: |𝑓ሺ𝑥) − 𝐴| ≥ 𝜀  }     olmak üzere , 

 𝜇 − 𝑠𝑡 lim
𝑥→∞

𝑓ሺ𝑥) = 𝐴 ⟺ lim
𝑥→∞

|𝐴𝜀ሺ𝑓) ∩ 𝐼𝑎
𝑥|

|𝐼𝑎
𝑥|

= 0 

x→∞   için    
1

𝑥
+ 1  → 1  

A=1  ve  𝐴𝜀ሺ𝑓) = {𝑥: |𝑓ሺ𝑥) − 1| ≥ 𝜀  }       için       x  ∈ [1,∞) ∩ ℚ    

ve |[1,∞) ∩ ℚ| = 0    olduğundan 

lim
𝑥→∞

|𝐴𝜀ሺ𝑓) ∩ 𝐼𝑎
𝑥|

|𝐼𝑎
𝑥|

= lim
𝑥→∞

0

𝑥 − 1
=  0  

μ-st lim
𝑥→∞

𝑓ሺ𝑥) = 1 elde edilir. 

2. Tanım gereğince, 

∀ε>0  için        𝑀𝜀 ={𝑥:    |𝑓ሺ𝑥) − 1| < 𝜀  }   olmak üzere , 

                    {𝑥:    
1

|𝑥|
< 𝜀  }⟺    x ∈ (

1

𝜀
, ∞))  ∖ ℚ 

 

| 𝑀𝜀 ∩ 𝐼𝑎
𝑥|

|𝐼𝑎
𝑥|

 =
|(
1
𝜀 ,∞) ∖ ℚ

|

|𝑥 − 𝑎|
   𝑖ç𝑖𝑛  
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| 𝑀𝜀 ∩ 𝐼𝑎
𝑥|

|𝐼𝑎
𝑥|

 =
|(
1
𝜀 ,∞) ∖ ℚ

|

|𝑥 − 𝑎|
 

                                   

lim
𝑥→∞

 
| 𝑀𝜀 ∩ 𝐼𝑎

𝑥|

|𝐼𝑎
𝑥|

 =  lim
𝑥→∞

|(
1
𝜀 ,∞) ∖ ℚ

|

|𝑥 − 𝑎|
= lim
𝑥→∞

  
𝑥 −

1
𝜀

𝑥 − 𝑎
 =  1 

μ-st lim
𝑥→∞

𝑓ሺ𝑥) = 1 elde edilir. 

Tanım 5.4  f : 𝐼𝑎
∞ →R     ölçülebilir fonksiyon , 

∀ε > 0 , ∃ xε ∈ Ia
∞  ve       Xεሺf)={x ∶   |fሺx) − fሺxε )| ≥  ε}   olmak üzere;       

lim
𝑥→∞

|   Xεሺf) ∩  𝐼𝑎
𝑥|

| 𝐼𝑎
𝑥  |

=0          ise  f fonksiyonu  ∞  da μ − st esas denir.  

 Benzer bir yaklaşımla bir noktadaki istatistiksel limit kavramını oluşturalım. 

Tanım 5.5  ℬ  R nin Borel alt kümelerinin bir sınıfı ve   (R; B; µ )  σ cebiri ile 

ölçülebilir uzay , E ∈ℬ  , x0  E  kümesinin bir limit noktası olsun. 

f : E→R ölçülebilir fonksiyon 

E( x0)={x:  (x0 +
1

x
) ∈ E}  ve 

It(x0) = { 
Ia
ሺt−x0)

−1 
                       ሺt − x0)

−1  ≥ a  

Iሺt−x0)−1
a                          ሺt − x0)

−1  < a
}  

Aε
f  ( x0)={x ∈  Eሺ x0):  |fሺx0 + x

−1) − A| ≥ ε}      olmak üzere, 

lim
𝑡→ x0

−

| 𝐴𝜀
𝑓
 ሺ 𝑥0) ∩ Itሺx0)|

|Itሺx0)|
=0          𝑖𝑠𝑒,       ∀ 𝜀 > 0   

  f fonksiyonunun  x0  noktasındaki istatistiksel sol limiti A sayısına eşittir denir ve  

µ-st lim
t→x0

−
f(x) = µ-st f(x0

−) = A şeklinde gösterilir. 

 

Benzer şekilde x0 noktasındaki istatistiksel sağdan limit, 

lim
𝑡→ x0

+

| 𝐴𝜀
𝑓
 ሺ 𝑥0) ∩ Itሺx0)|

|Itሺx0)|
=0   şeklinde tanımlanır . 
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µ-st lim
t→x0

+
f(x) = µ-st f(x0

+) = A şeklinde gösterilir. 

µ-st  lim
t→ x0

+
f(x) =  µ-st lim

t→x0
−
f(x) = f(x0)    ise ,  

  f fonksiyonu    x0 noktasında  µ istatistiksel süreklidir denir. 

Örnek 5.5    𝐼10
𝑥 = [10,∞)      

𝑓ሺx) = {
x , x ∈ ሺ0,1)  ∖ ℚ

0, x  ∈ ሺ0,1)  ∩ ℚ
 

fonksiyonunun   x= 0 noktasında sağdan limitini inceleyelim. 

Klasik anlamda x= 0 noktasında sağdan limit mevcut değildir. 

İstatistiksel limiti inceleyelim. 

E=ሺ0,1) alalım. 

E+ሺ𝑥0) = E
+ሺ0) 

                          Eሺ𝑥0) =   {𝑥:    𝑥0 +
1

𝑥
  ∈  𝐸   } = {𝑥 𝜖 𝐼10

∞ :   
1

𝑥
  ∈  𝐸       }       

                                           {𝑥 > 10  ⋀    0 <
1

𝑥
<   1 }       

           𝑀𝜀 ={𝑥:    |𝑓 (𝑥0 +
1

𝑥
) − 𝐴| < 𝜀  } ⇔ {𝑥 > 10  ⋀    

1

𝑥
<   1 }                    

 c = max{10,
1

𝜀
}     ve  x > c    için 

∀  t > c       

lim
𝑥→∞

|𝑀𝜀 ∩ 𝐼𝑎
𝑡|

|𝐼𝑎
𝑡 |

= lim
𝑥→∞

𝑡 − 𝑐

𝑡 − 𝑎
=  1 

μ-st lim
𝑥→0+

𝑓ሺ𝑥) = 0 elde edilir .                                 
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Örnek 5.6 

fሺx) =

{
 
 

 
 

       2    ,                                  x ∈ ሺ0,1) ∩ ℚ

            1 − x  ,                                   x ∈ ሺ0,1) ∖ 𝒬          

         2𝑥 

                       
 ,                                     x ∈ ሺ−1,0)      

       
  1 ,                                    x = 0

 

fonksiyonu için   x= 0  noktasında  klasik anlamda   limitler incelenirse, 

lim
𝑡→ 0−

fሺ𝑥) = 1 olmasına karşın  lim
𝑡→ 0+

fሺ𝑥)   mevcut değildir. 

 x = 0  noktasında fሺ𝑥) fonksiyonu sürekli değildir. x= 0  noktasında 

 µ-st  lim
t→0+

f(x)= µ-st  lim
t→0+

f(x ) = fሺ0) = 1 olduğundan  fሺ𝑥)  fonksiyonu istatistiksel 

süreklidir. 

 

 

5.2  𝛍-İstatistiksel Süreksizlik 

Klasik anlamda süreksizlik kavramı istatistiksel anlamda tanımlanarak kategorilere 

ayrılmıştır. 

Süreksizlik durumlarının tanımlarını vererek örneklendirelim. 

Ι. Kaldırılabilir İstatistiksel Süreksizlik 

µ-st  lim
x→ x0

+
f(x) = µ-st  lim

x→x0
−
f(x) ≠ f(x0) oluyorsa f fonksiyonu x0 noktasında kaldırılabilir  

istatistiksel süreksizliğine sahiptir. 

Örnek 5.7 

f(x)={

x − 1           x ∈ ሺ1,2) ∖ ℚ

   1 − x              x ∈ ሺ0,1)          

   x                  x ∈
ሺ1,2) ∩ ℚ

  1                           x = 1     

} 

fonksiyonunun x=1 noktasında  istatistiksel limitlerini inceleyelim. 

  Eሺ𝑥0) =   {𝑥:    𝑥0 +
1

𝑥
  𝜖 𝐸   } 

 𝑥0 = 1 𝑖ç𝑖𝑛     1 +
1

𝑥
∈ ሺ1,2) 
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     1< 
1

𝑥
+ 1 < 2  ⟹   0<  

1

𝑥
< 1,  Eሺ1)=ሺ1,∞)    ve 

      𝐴𝜀
𝑓
 ሺ 1)={𝑥 ∈  Eሺ1) ∶ |𝑓ሺ1 + 𝑥−1) − 0| ≥  𝜀}= 

                         {𝑥 ∈  Eሺ1) ∶ |𝑓ሺ1 + 𝑥−1)| ≥  𝜀}={𝑥 ∈  Eሺ1) ∶ |
1

𝑥
| ≥  𝜀} 

                                           = { 𝑥 ∈  Eሺ1): |𝑥| ≤
1

𝜀
} 

ሺ1,∞) ∩ 𝐴𝜀
𝑓
 ሺ 1)  = (1,

1 

𝜀
) 

Buradan  

lim
𝑥→1+

| 𝐴𝜀
𝑓
 ሺ 𝑥0) ∩ 𝐼𝑡ሺ𝑥0)|

|𝐼𝑡ሺ𝑥0)|
= lim
𝑥→1+

|(1,
1 
𝜀 )
|

|ሺ1,∞)|
= 0  

µ-st  lim
x→ 1+

f(x)=0   elde edilir. 

x=1 noktasında  istatistiksel sol limiti inceleyelim. 

Eሺ𝑥0)= ሺ0,1) 

  Eሺ𝑥0) =   {𝑥:    𝑥0 +
1

𝑥
  𝜖 𝐸   } 

 𝑥0 = 1 𝑖ç𝑖𝑛     1 +
1

𝑥
∈ ሺ0,1) 

 0< 
1

𝑥
+ 1 < 1  ⟹ -1<  

1

𝑥
< 0    için      Eሺ𝑥0)=ሺ−1,∞)        elde edilir. 

𝐴𝜀
𝑓
 ሺ 1)={𝑥 ∈  Eሺ1) ∶ |𝑓ሺ1 + 𝑥−1) − 0| ≥  𝜀} =              

       {𝑥 ∈  Eሺ1) ∶ |𝑓ሺ1 + 𝑥−1)| ≥  𝜀}={𝑥 ∈  Eሺ1) ∶ |
1

𝑥
| ≥  𝜀} 

 𝐴𝜀
𝑓
 ሺ 1) = (−

1

𝜀
,
1

𝜀
) 

𝐴𝜀
𝑓
 ሺ 1) ∩ 𝐼𝑡ሺ1) = (−

1

𝜀
,
1

𝜀
) ∩ ሺ−∞,−1)  =  (−1,

1

𝜀
) 

lim
𝑥→1−

| 𝐴𝜀
𝑓
 ሺ 1) ∩ 𝐼𝑡ሺ1)|

|𝐼𝑡ሺ1)|
= lim
𝑥→1+

|  (−1,
1
𝜀)
|

|ሺ1,∞)|
= 0    

µ-st  lim
x→ 1−

f(x)=0    elde edilir. 
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µ-st  lim
x→ 1−

f(x)= µ-st  lim
x→ 1+

f(x)= 0  ≠ f(1)= 1   olduğundan  

x=1 noktasında  Kaldırılabilir istatistiksel süreksizlik mevcuttur 

ΙΙ.      1. çeşit İstatistiksel Süreksizlik 

f fonksiyonunun , x0  noktasında sağdan ve soldan limitleri mevcut ve birbirinden farklı 

ise , 

µ-st  lim
x→ x0

+
f(x)≠ µ-st  lim

x→x0
−
f(x) 

f fonksiyonu   x0  noktasında 1.çeşit istatistiksel  süreksizliğe sahiptir. 

 Δf
st(x0) = µ-st  lim

t→ x0
+
f ሺ𝑥)- µ-st  lim

t→x0
−
fሺ𝑥)   değerine   f fonksiyonunun x0  noktasındaki µ-

st sıçrama değeri denir. 

Örnek 5.7 

 (R; B; µ )   ölçülebilir uzay , 

 fሺx) = {
sinx,  x ∈ ℚ
sgnx, x ∉ ℚ

      

x0= 0 noktasında 1. çeşit µ istatistiksel süreksizlik noktasıdır. 

µ-st  lim
𝑥→ 0+

f(x)=1 ve  µ-st  lim
𝑥→0−

f(x) =-1    ve  

 𝛥𝑓
𝑠𝑡(0) = µ-st  lim

𝑥→ 0+
f(x)- µ-st  lim

𝑥→0−
f(x) = 2   olmak üzere, 

x0= 0 noktasında    dışındaki tüm noktalar  µ-st süreklilik noktalarıdır. 

ΙΙΙ.    2. çeşit İstatistiksel Süreksizlik 

f fonksiyonunun x0  noktasında sağdan veya soldan limitlerinden  herhangi birinin 

olmaması durumudur. Bu duruma  x0  noktasına f fonksiyonunun 2.çeşit istatistiksel 

süreksizlik noktası denir. 

Örnek 5.8 

fሺx) =

{
 
 

 
 
x         ,           x ∈ ሺ−∞, 0) ∖ ℚ

sin
1

𝑥
  ,          x ∈ ሺ0,∞)          

     
cos 𝑥   ,           x ∈ ሺ−∞, 0] ∩ ℚ
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fonksiyonu     x=0 noktasında 

µ-st  lim
𝑥→ 0−

f(x)=0 olmasına rağmen   µ-st  lim
𝑥→ 0+

f(x) mevcut değildir.   

x=0 noktası  f(x)    fonksiyonu için  2.  çeşit istatistiksel  süreksizlik noktasıdır. 

Sonuç.    f:[𝑎, 𝑏] → R        [𝑎, 𝑏]    aralığında    sürekli  ise ,   [𝑎, 𝑏]    aralığında  

istatistiksel süreklidir fakat tersi  her zaman doğru olmayabilir. 

İstatistiksel süreklilik bağlamında fonksiyon uzayları tanımlanarak bazı fonksiyon 

uzayları ile istatistiksel süreklilik bağlamında karşılaştırılacaktır. 

 

5.3 İstatistiksel Sürekli Fonksiyon Uzayları 

Bu bölümde istatistiksel sürekli fonksiyon uzayı tanımlanarak ve bu uzay ile bazı 

fonksiyon uzayları arasındaki ilişki incelenecektir. 

Tanım 5.6    𝐶𝑠𝑡[𝑎, 𝑏]  ,  [𝑎, 𝑏]   aralığında istatistiksel sürekli fonksiyonlar uzayı olmak 

üzere 

𝐶𝑠𝑡[𝑎, 𝑏]  ={ f ∶ [𝑎, 𝑏]  →  R ∶    f    μ − st  sürekli  ∀x ∈ [𝑎, 𝑏]    }      şeklinde 

tanımlanır. 

𝐶𝑠𝑡[𝑎, 𝑏]   K cismi üzerinde lineer uzaydır. ሺ𝐾 ≡ 𝐶 𝑣𝑒𝑦𝑎 𝐾 ≡ 𝑅  ) 

Bu uzay ile bazı fonksiyonlar uzayı arasındaki ilişkileri inceleyelim. 

Lemma 5.1  C[𝑎, 𝑏] ⊂ 𝐶𝑠𝑡[𝑎, 𝑏]  ve  𝐶𝑠𝑡[𝑎, 𝑏] ∖ C[𝑎, 𝑏]   ≠ ∅ 

İspat. C[𝑎, 𝑏] ⊂ 𝐶𝑠𝑡[𝑎, 𝑏]  açıktır.  

𝐶𝑠𝑡[𝑎, 𝑏] ∖ C[𝑎, 𝑏]   ≠ ∅  göstermek için bir örnek verelim. 

                                                   y 

                                              1 

 

 

                                                                                                                                          

                                                                                                                                X                           

                                                                                                                                                                                                                                                                                

                             Şekil. 5.1    𝐶𝑠𝑡ሺ𝑎, 𝑏)∖  𝐶ሺ𝑎, 𝑏) ait bir fonksiyon 
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f         ∑αk

∞

k=1

   serisinin     kalan terimleri      σn  =   ∑αk

∞

k=n

  şeklinde tanımlansın. 

αk > 0       ve               σn ≤    
1

ሺn + 1)3
       ∀ k ∈ N şeklinde seçelim. 

𝑖𝑛 = ሺan , bn) ⊂  ( 
1

n + 1
,
1

n
 ) aralıklarının uzunlukları  αn   

ve  |in|  =  μሺin)   = αn  , n ∈  N  

Oδሺx) ≡  ሺx − δ , x + δ) ∩ [−1,1]   ve  

𝑥𝑛   , 𝑖𝑛 = ሺ𝑎𝑛 ,𝑏𝑛 ) aralıklarının orta noktası olsun, 

( 1; 0)  ,  ( 𝑏1; 0) ,  ( 𝑥1; 0)  ,  ( 𝑎1; 0) ,  ( 𝑏2; 0)     noktaları aralıklarla bağlantılı  ve x ∈ 

[−1,0]  için              f(x) =0    olmak üzere, 

x ∈ [0,1]  aralığında     

𝑓ሺx) =

{
 
 

 
 
𝑥 − 𝑏𝑛
𝑥𝑛 − 𝑏𝑛

, x ∈ [𝑥𝑛 , 𝑏𝑛]

𝑥 − 𝑎𝑛
𝑥𝑛 − 𝑎𝑛

, x ∈ [𝑎𝑛 , 𝑥𝑛]

    0, x ∉ [𝑎𝑛 , 𝑏𝑛]  

 

şeklinde tanımlansın. 

f(x) ∉ C[−1,1]    olduğundan f(x) fonksiyonunun  x=0  noktasında  sağdan limiti 

yoktur. 

f(x) ∈ 𝐶𝑠𝑡[−1,1]  olduğunu gösterelim. 

f(x)  fonksiyonu x=0  noktası dışında her noktada süreklidir ve aynı zamanda bu 

noktalarda f(x)  fonksiyonu da süreklilik tanımı gereğince istatistiksel süreklidir. 

f(x) fonksiyonunun  x=0  noktasında istatistiksel sürekli olduğunu gösterelim. 

x=0  noktasında f fonksiyonunun sağdan  ve soldan limitlerinin varlığını ve eşitliğini 

gösterelim. 

İlk olarak soldan limiti için t <0 ve ∀ 𝜀 >0 alalım. 

∀x ∈ Itሺ0)    ⟹   x <  0 için  fሺx−1) =  0 ⟹   |fሺx−1) − fሺ0)|  <  ε   
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⟹   Aε
f ሺ0) = ∅  ve  lim

t→ 0−

|Aε
f  ሺ 0) ∩ Itሺ0)|

|Itሺ0)|
 =  0  

            μ − st  lim
𝑥→0−

fሺx)  =  0   elde edilir.  

İkinci olarak  bu noktadaki sağdan  limiti inceleyelim.  

𝑡 > 0 𝑜𝑙𝑠𝑢𝑛.  

It(0) = (0 , t−1) ve       |Itሺ0) | =  t
−1 

Keyfi 𝜀> 0 için    𝐸 = [−1,1]  ve  E(0) ={𝑥: 𝑥−1  ∈ 𝐸} = (-∞ ,−1) ∪ ሺ1,+∞ ) 

x>0 için  

         𝐴𝜀
𝑓
 ሺ 0)=   {𝑥 ∈  Eሺ0) ∶ |𝑓ሺ𝑥−1) − 𝑓ሺ0)| ≥ 𝜀} 

 = {𝑥 ∈  Eሺ0) ∶ |𝑓ሺ𝑥−1)| ≥ 𝜀} ⊂⋃{𝑥: 𝑥−1 ∈  𝑖𝑘}

𝑘

 

               n→∞    için      t=n−1  → 0        

(𝐴𝜀
𝑓
 ሺ 0) ∩ 𝐼𝑛 ሺ0)) ⊂⋃{𝑥: 𝑥−1 ∈  𝑖𝑘}

𝑛

𝑘=1

⇒ 

|𝐴𝜀
𝑓
 ሺ 0) ∩ 𝐼𝑛 ሺ0)| ≤ ∑ |(

1

𝑎𝑘
,
1

𝑏𝑘
)| =

𝑛

𝑘=1

∑|
1

𝑎𝑘
−
1

𝑏𝑘
|

𝑛

𝑘=1

=∑|
𝑏𝑘 − 𝑎𝑘
𝑎𝑘𝑏𝑘

|

𝑛

𝑘=1

=∑
𝛼𝑘
𝑎𝑘𝑏𝑘

𝑛

𝑘=1

 

(𝑎𝑘, 𝑏𝑘)  ⊂(  
1

𝑘+1
,
1

𝑘
  )    ve    𝑎𝑘𝑏𝑘 ∼

1

𝑘2
    alınırsa  

|𝐴𝜀
𝑓
 ሺ 0) ∩ 𝐼𝑛−1 ሺ0)| ≤ 𝑐∑𝑘2𝛼𝑘

𝑛

𝑘=1

 

αk =
1

k4
  seçilirse 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

|𝐴𝜀
𝑓
 ሺ 0) ∩ 𝐼𝑛−1ሺ0)|

|𝐼𝑛−1ሺ0)|
 ≤ 𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞

𝑐 ∑ 𝑘2𝛼𝑘
𝑛
𝑘=1

𝑛
= 0 

          μ − st  lim
𝑥→0+

fሺx)  =  0   elde edilir. 
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 fሺ𝑥)  fonksiyonu  x=0 noktasında μ-st süreklidir. 

 Sonuç olarak f ∈  𝐶𝑠𝑡[−1,1]    elde edildi. Bu aralıkta sınırsız olan fonksiyonlarda  

örnek olarak verilebilir. 

Benzer şekilde,  

𝐶𝑠𝑡[𝑎, 𝑏]   uzayı  𝐿𝑝[𝑎, 𝑏]  uzayı arasındaki ilişkiyi inceleyelim. 

Lemma 5.2    1≤ p  < ∞  için    𝐶𝑠𝑡[𝑎, 𝑏]  \  𝐿𝑝[𝑎, 𝑏] ≠ ∅    ve  𝐿𝑝[𝑎, 𝑏]  \  𝐶𝑠𝑡[𝑎, 𝑏]  ≠ ∅                      

İspat. 

𝐿𝑝[𝑎, 𝑏]  \  𝐶𝑠𝑡[𝑎, 𝑏]  ≠ ∅   olduğu açıktır. Kaldırılabilir süreksizliğe sahip bir fonksiyon 

𝐶𝑠𝑡[𝑎, 𝑏]  nin elemanı değildir. 𝐿𝑝[𝑎, 𝑏]  uzayına ait örnekler verilebilir.  

    𝐶𝑠𝑡[𝑎, 𝑏]\𝐿𝑝[𝑎, 𝑏] ≠ ∅ 

∀𝑘 ∈ 𝑁 𝑖ç𝑖𝑛  

 ∑ αk
∞
k=1    serisini   kalan terimleri   σn  = ∑ αk

∞
k=n      αk > 0     ve     σn ≤

1

ሺn+1)3
     

seçelim. 

𝑖𝑛 = ሺan , bn) ⊂ ( 
1

n + 1
,
1

n
 ) aralıklarının  boyu αn ve  |in| = μሺin)  = αn  , n ∈  N  

xn , in = ሺan ,bn ) aralıklarının orta noktası olsun. 

( 1; 0)  ,  ( b1; 0) ,  ( x1;α1
−1)  ,  ( a1; 0) ,  ( b2; 0)  ( x2;α2

−1)  ….. 

f fonksiyonu  [−1,0]  aralığında ve diğer aralıklarda istatistiksel süreklidir.  

f ∈  𝐶𝑠𝑡[−1,1]  elde edilir. Bunun yanı sıra f fonksiyonu   𝐿𝑝[−1,1] uzayına ait değildir. 

∫ |𝑓ሺ𝑥)|
1

−1

𝑑𝑥 = ∑

  

∫|𝑓ሺ𝑥)|𝑑𝑥   

𝑖𝑘                     

 =
1

2
∑𝛼𝑘

∞

𝑘=1

𝑛

𝑘=1

𝑓ሺ𝑥𝑘) =
1

2
∑1 = ∞

∞

𝑘=1

 

   ∀p∈ [1,∞ ) 𝑖ç𝑖𝑛         𝑓 ∉ 𝐿𝑝ሺ 0, 1) olur. 

Buradan C[𝑎, 𝑏] ⊂ (𝐶𝑠𝑡[𝑎, 𝑏]  ∩ 𝐿𝑝[𝑎, 𝑏] )     ∀p∈ [1,∞ ) 

C[𝑎, 𝑏] uzayı;  ‖. ‖𝑝  göre normuna 𝐶𝑠𝑡[𝑎, 𝑏] uzayında yoğun değildir. 

Bu durumu örneklerle açıklayalım. 



66 

 

 

Örnek 5.9 

 

Şekil. 5.2 𝐶𝑠𝑡ሺ𝑎, 𝑏) 𝑣𝑒 𝐿𝑝ሺ𝑎, 𝑏)  fonksiyon uzayları 

fሺx) =

{
 

 
𝑥−𝑏𝑛

𝑥𝑛−𝑏𝑛
, x ∈ [𝑥𝑛 , 𝑏𝑛]

𝑥−𝑎𝑛

𝑥𝑛−𝑎𝑛
, x ∈ [𝑎𝑛 , 𝑥𝑛]

    0, x ∉ [𝑎𝑛 , 𝑏𝑛]  

   fonksiyonu örnek alınabilir. 

ሺ𝑎𝑛 , 𝑏𝑛)  ⊂(
1

𝑛+1
,
1

𝑛
)                       𝛼𝑛=|𝑏𝑛 − 𝑎𝑛|   ,        𝑥𝑛 =

𝑎𝑛+𝑏𝑛

2
 

fሺ𝑥𝑛) = 𝛼𝑛
−1     fonksiyonu       𝐶𝑠𝑡ሺ𝑎, 𝑏)∖   𝐿𝑝ሺ𝑎, 𝑏)  örnek verilebilir. 

  hሺx) = sgnx = {
−1, x < 0
0, x = 0
1, x > 0

      fonksiyonu  

𝐿𝑝ሺ𝑎, 𝑏)  /𝐶𝑠𝑡ሺ𝑎, 𝑏)    örnek verilebilir, 

    μ − st  lim
𝑥→0+

hሺx) =1,     μ − st  lim
𝑥→0+

hሺ𝑥) = − 1 olduğundan h ∉ 𝐶𝑠𝑡ሺ𝑎, 𝑏).     
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Ayrıca      

∫ 𝑠𝑔𝑛𝑥𝑑𝑥 = 2

1

−1

 

olduğundan hሺx) ∈ 𝐿𝑝ሺ𝑎, 𝑏) elde edilir. 

Bunun yanı sıra, 

C [𝑎, 𝑏] seçilen herhangi bir fonksiyon gሺ𝑥)  için örnek verilebilir. 

Tanım 5.7. 𝐶𝑠𝑡
𝑏 [𝑎, 𝑏]  istatistiksel sürekli ve sınırlı fonksiyonlar uzayı olmak üzere; 

𝐶𝑠𝑡
𝑏 [𝑎, 𝑏]={𝑓 ∈ 𝐶𝑠𝑡[𝑎, 𝑏]:   ‖𝑓‖∞ < ∞}  ve 

Bu uzayda norm  

‖𝑓‖∞ = 𝑠𝑢𝑝[𝑎,𝑏]|𝑓ሺ. )| şeklinde tanımlanır. 

Sonuç 5.1    ∀p∈ (0, ∞)       için 

C[𝑎, 𝑏] ⊂ 𝐶𝑠𝑡
𝑏 [𝑎, 𝑏]  ⊂  𝐶𝑠𝑡[𝑎, 𝑏] sağlandığı açıktır. 

Örnek 5.10 

 

Şekil. 5.3 𝐶𝑠𝑡ሺ𝑎, 𝑏) ve bazı fonksiyon uzayları 
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fሺx) =

{
 

 
𝑥−𝑏𝑛

𝑥𝑛−𝑏𝑛
, x ∈ [𝑥𝑛 , 𝑏𝑛]

𝑥−𝑎𝑛

𝑥𝑛−𝑎𝑛
, x ∈ [𝑎𝑛 , 𝑥𝑛]

    0, x ∉ [𝑎𝑛 , 𝑏𝑛]  

    

ሺ𝑎𝑛 , 𝑏𝑛)  ⊂(
1

𝑛+1
,
1

𝑛
) ,  𝛼𝑛=|𝑏𝑛 − 𝑎𝑛|  ,  𝑥𝑛 =

𝑎𝑛+𝑏𝑛

2
 , 

fሺ𝑥𝑛) = 𝛼𝑛
−1      fonksiyonu örnek alınabilir. 

gሺ𝑥) =

{
 

 
𝑥−𝑏𝑛

𝑥𝑛−𝑏𝑛
, x ∈ [𝑥𝑛, 𝑏𝑛]

𝑥−𝑎𝑛

𝑥𝑛−𝑎𝑛
, x ∈ [𝑎𝑛 , 𝑥𝑛]

    0, x ∉ [𝑎𝑛 , 𝑏𝑛]  

 

ሺ𝑎𝑛 , 𝑏𝑛)  ⊂(
1

𝑛+1
,
1

𝑛
)                       𝛼𝑛=|𝑏𝑛 − 𝑎𝑛|   ,        𝑥𝑛 =

𝑎𝑛+𝑏𝑛

2
, 

gሺ𝑥𝑛) = 𝛼𝑛  fonksiyonu  

𝐶𝑠𝑡
𝑏 [𝑎, 𝑏]  ∖   C[𝑎, 𝑏]   örnek verilebilir. 

hሺx) = |𝑥| = {
−x, x < 0
0, x = 0
x, x > 0

      fonksiyonu       seçilebilir. 

Sonuç 5.2    ∀p∈ (0, ∞)       için 

C[𝑎, 𝑏] ⊂ 𝐶𝑠𝑡
𝑏 [𝑎, 𝑏] ⊂ 𝐿𝑝[𝑎, 𝑏]   sağlanır. 

Burada      p∈ (0, 1)        için     

burada p ∈  ሺ0, 1)       için ∫ |fሺx)|p
b

a

dx < ∞   şartı sağlanmalıdır. 

 

Teorem 5.1 ( R , ℬ, μ)   ℬ  Borel altkümelerinin ℴ cebirinin μ sonlu ölçüsü olmak  

üzere, 

μ(-∞ , x0)= μ( x0, ∞))= ∞ ,  x0 ∈ R  olmak üzere; 

i) C[a, b] ⊂ (Cst[a, b]  ∩ Lp[a, b] )     ∀p∈ [0,∞ ) 

ii)  C[a, b] ⊂ Cst
b [a, b] ⊂ Lp[a, b]        ∀p∈ (0, ∞) 

sağlanır ve bu kapsamalar ayrıktır. 
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Teorem 5.2  𝐶𝑠𝑡
𝑏 [𝑎, 𝑏] 𝑢𝑧𝑎𝑦𝚤  ‖. ‖∞ normuna göre Banach uzayıdır  

İspat:  𝐶𝑠𝑡
𝑏 [𝑎, 𝑏] uzayının tam olduğunu gösterelim. 

C[𝑎, 𝑏] ⊂ (𝐶𝑠𝑡[𝑎, 𝑏]  ∩ 𝐿𝑝[𝑎, 𝑏] )     ∀p∈ [0,∞ ) ve {𝑓𝑛}𝑛∈𝑁 ⊂ 𝐶𝑠𝑡
𝑏 [𝑎, 𝑏] bir Cauchy 

dizisi olsun. 

‖𝑓𝑛 − 𝑓𝑚‖∞ → 0    n,m→ ∞ ,  ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]     için   {𝑓𝑛ሺ𝑥)}𝑛∈𝑁 Cauchy dizisidir.  

𝑓𝑛ሺ𝑥) →  f(x)  yakınsar. f ∈ 𝐶𝑠𝑡
𝑏 [𝑎, 𝑏] olduğunu gösterelim. 

Keyfi 𝜀 >0  ve 𝑥0  ∈ [𝑎, 𝑏] herhangi bir nokta olsun.    ∀ 𝑛 ∈ 𝑁 için 

𝐸𝑛(𝜀)≡ {𝑥: |𝑓𝑛ሺ𝑥) − 𝑓𝑚ሺ𝑥0)| ≥
𝜀

3
} 

𝐸𝑛(𝑓; 𝜀)≡ {𝑥: |𝑓ሺ𝑥) − 𝑓𝑛ሺ𝑥)| ≥
𝜀

3
} 

|𝑓ሺ𝑥) − 𝑓ሺ𝑥0)|  ≤  |𝑓ሺ𝑥) − 𝑓𝑛ሺ𝑥)| +|𝑓𝑛ሺ𝑥) − 𝑓𝑛 ሺ𝑥0)|+|𝑓𝑛ሺ𝑥0) − 𝑓ሺ𝑥0)|          (3) 

‖𝑓𝑛 − 𝑓𝑚‖∞ → 0  n→ ∞ 

|𝑓𝑛ሺ𝑥) − 𝑓ሺ𝑥)| <
𝜀

3
        ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] 

(3) ten   ∀ 𝑛 ≥ 𝑛𝜀    için    {𝑥: |𝑓ሺ𝑥) − 𝑓ሺ𝑥0)| ≥ 𝜀}  ⊂  𝐸𝑛  (𝜀)      elde edilir.   

Böylece 

|𝑓ሺ𝑥) − 𝑓ሺ𝑥0)|  ≤ 
2

3
𝜀 +|𝑓𝑛ሺ𝑥) − 𝑓𝑛 ሺ𝑥0)| < 

2

3
𝜀 +

1

3
𝜀 =  𝜀 

({𝑥: |𝑓ሺ𝑥) − 𝑓ሺ𝑥0) ≥ 𝜀|} ∩ 0𝛿 (𝑥0)   ) ⊂  (𝐸𝑛ሺ𝜀) ∩ 0𝛿 (𝑥0)   ) 

Sonuç olarak                          

|{𝑥: |𝑓ሺ𝑥) − 𝑓ሺ𝑥0) ≥ 𝜀|} ∩ 0𝛿 ሺ𝑥0) | ≤ |𝐸𝑛ሺ𝜀) ∩ 0𝛿 ሺ𝑥0)|          (4) 

 ∀n ≥ 𝑛𝜀 için    𝑓𝑛0  ∈ 𝐶𝑠𝑡
𝑏 [𝑎, 𝑏]   ve (4) den 

lim
𝛿→0

|{𝑥: |𝑓ሺ𝑥) − 𝑓ሺ𝑥0) ≥ 𝜀|} ∩ 0𝛿 ሺ𝑥0)        |

|0𝛿 ሺ𝑥0)  |
 

                                                                                

<     lim
      𝛿→0

|{𝑥: |𝑓ሺ𝑥) − 𝑓ሺ𝑥0) ≥ 𝜀|} ∩  0𝛿 ሺ𝑥0)         |

|0𝛿 ሺ𝑥0)   |
         

 



70 

 

                ≤   lim
𝛿→0

|{𝑥: |𝑓ሺ𝑥) − 𝑓ሺ𝑥0) ≥ 𝜀|} ∩  0𝛿 ሺ𝑥0)        |

|0𝛿 ሺ𝑥0)  |
≤ 

lim
𝛿→0

|𝐸𝑛ሺ𝜀) ∩ 0𝛿 ሺ𝑥0)|

|0𝛿 ሺ𝑥0)|
= 0 

elde edilir. Böylece fሺ𝑥) ∈ 𝐶𝑠𝑡
𝑏 [𝑎, 𝑏]     elde edilir. 

Örnek 5.11 

hሺx) = |𝑥| = {
−x, x < 0
0, x = 0
x, x > 0

      fonksiyonu       

  gሺx) = sgnx = {
−1, x < 0
0, x = 0
1, x > 0

 

fሺ𝑥) =

{
 

 
𝑥−𝑏𝑛

𝑥𝑛−𝑏𝑛
, x ∈ [𝑥𝑛 , 𝑏𝑛]

𝑥−𝑎𝑛

𝑥𝑛−𝑎𝑛
, x ∈ [𝑎𝑛 , 𝑥𝑛]

    0, x ∉ [𝑎𝑛 , 𝑏𝑛]  

   fonksiyonu için  . 

ሺ𝑎𝑛 , 𝑏𝑛)  ⊂(
1

𝑛+1
,
1

𝑛
)                       𝛼𝑛=|𝑏𝑛 − 𝑎𝑛|   ,        𝑥𝑛 =

𝑎𝑛+𝑏𝑛

2
 

olmak üzere,  

kሺx) = 𝛼𝑛  ve    fሺ𝑥)=𝛼𝑛
−1   seçilsin.   Bu durumda Şekil. 5.4 ait örnekler verilmiş olur. 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil. 5.4 𝐶𝑠𝑡
𝑏 [𝑎, 𝑏] uzayı ve Bazı fonksiyon uzayları 
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6 
SONUÇ VE ÖNERİLER 

 

Bu tez çalışmamızda ilk iki bölümünde standart olmayan uzaylardan biri olan grand 

Lebesgue uzayı ve ağırlıklı grand Lebesgue uzayının shift operatörü yardımıyla 

oluşturulmuş bir alt uzayı üzerinde klasik ve istatistiksel manada Korovkin teoremleri 

oluşturulmuş ve bazı uygulama ve sonuçlar elde edilmiştir. 

Çalışmamızın son bölümünde μ- istatistiksel limit, μ- istatistiksel süreklilik, μ- 

istatistiksel süreksizlik kavramları tanımlanmış olup bazı fonksiyon uzayları 

oluşturularak, bu uzayların Lebesgue, sürekli fonksiyonlar gibi uzaylarla ilişkisi 

istatistiksel süreklilik temalı incelenmiştir.  

Bu konuda çalışacak araştırmacılara aşağıdaki önerilerim olacaktır. 

i..Grand Lebesgue uzaylarında Korovkin teoremini sağlayan yeni operatör dizileri 

araştırmak 

ii. Standart olmayan fonksiyon uzayları için Korovkin teoremi şartlarını araştırmak 

iii. Ağırlıklı grand Lebesgue uzayında Ağırlık fonksiyonu Muckenhoupt şartlarına 

uygun seçilerek farklı koşullar altında Korovkin teoremi oluşturma çalışmaları yapmak. 

iv. İstatistiksel süreklilik kavramını Fourier dönüşümü konusu üzerinde araştırmak. 
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