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OZET

Lorentz Uzayinda Bonnet Yiizeyleri

Burcu YUKSEKDAG

Matematik Anabilim Dal

Doktora Tezi

Danisman: Dog. Dr. Filiz KANBAY

Bu tez bes boliimden olusmaktadir.

Birinci boliim giris kismina ayrilmis olup literatiir 6zeti ve tezin amacini icermektedir.
Ikinci béliimde, Lorentz uzayinda temel tanimlar ve gerekli teoremler verilmistir.
Ucgiincii ve dordiincii béliimler tez ¢aligmasinin orijinal kisimlarmi olusturmaktadir.

Uciincii béliimde, Oklid uzayinda Z. Soyugok [2] tarafindan A-sebekesi olarak
adlandirilan ve bir yiizeyin Bonnet ylizeyi olmasi i¢in gerek ve yeter kosul olarak
kullanilan kriterin  3-boyutlu Lorentz uzayinda timelike yiizeyler i¢in genellestirilmesi
yapilmistir. Bu kriter ile [52] de yapilan smiflandirmalar goz 6niine alinarak izotermik
olmayan timelike helikoid yiizeyleri Bonnet yiizey Ornekleri olarak verilmistir. Bu
yiizeylerin yandas Bonnet ylizeyleri elde edilmistir. Buna ilave olarak, timelike minimal

yiizeyler arastirilmistir.

Dérdiincii boliimde, 3-boyutlu Lorentz uzayida spacelike ylizeyler ve baz1 geometrik
ozellikler tanimlanmistir. 3-boyutlu Lorentz uzayinda bir spacelike Bonnet yiizeyi elde
etmek icin iigiincii boliimde yapilanlara benzer olarak, Z. Soyugok [2] tarafindan Oklid
uzayinda tanmimlanmis A-sebekesinin genellestirilmesi yapilmistir. Spacelike Bonnet

yiizeylerine 6rnek olarak [52] de siniflandirilmasi yapilan izotermik olmayan spacelike



helikoid yiizeyleri verilmis ve bu ylizeylerin yandas Bonnet yiizeyleri elde edilmistir.

Ayrica spacelike maksimal yiizeyler de arastirilmistir.

Besinci boliimde, tezin kisa bir Ozeti yapilmis, arastirmacilara yonelik Onerilerde

bulunulmustur.

Anahtar Kelimeler: Bonnet yiizeyi, A-sebekesi, helikoid, timelike yiizey, spacelike

yluzey
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ABSTRACT

Bonnet Surfaces on Lorentz Space
Burcu YUKSEKDAG

Department of Mathematics

Doctor of Philosophy Thesis

Supervisor: Dog. Dr. Filiz KANBAY

This thesis consists of five chapters.

The first chapter is devoted to introduction which includes the literature review and the

purpose of the thesis.
In the second chapter, basic definitions and some theorems in Lorentz space are given.
The third and fourth chapters are original parts of this study.

In the third chapter, a criterion called A-net by Z. Soyugok [2] in Euclidean space
which is used as a necessary and sufficient condition for a timelike surface to be
a timelike Bonnet surface is generalized to Lorentzian 3-space. By using the criterion,
non-isothermic timelike helicoids whose classifications were defined by Beneki et al [52]
are given as timelike Bonnet helicoids examples. Their associate Bonnet surfaces are

obtained. Also, timelike minimal surfaces are examined.

In the fourth chapter, spacelike surfaces and some geometric properties are defined in
3-dimensional Lorentz space. Inasimilar way to the third chapter, A-net which is defined
in Euclidean space by Z. Soyugok [2] is generalized to get a spacelike Bonnet surface in

3-dimensional Lorentz space.
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As spacelike Bonnet examples, the non-isothermic helicoid surfaces classified in [52] are
given and their associate Bonnet surfaces are obtained. In addition to this, spacelike
maximal surfaces are investigated.

In the fifth chapter, a brief summary of the thesis is given and suggestion is proposed for
investigators.

Keywords: Bonnet surface, A-Net, helicoid, timelike surface, spacelike surface
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1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Ug boyutlu Oklid uzayinda asal egrilikleri koruyan en az bir asikar olmayan izometri
kabul eden yiizeylere Bonnet yiizeyi denir. ki yiizey birbiri iizerine asal egrilikler
korunacak sekilde izometrik olarak tasvir edilebiliyorsa bu yiizey ciftleri Bonnet yiizey
cifti adin1 alir. Bu yiizeyler birbirinin yandas yiizeyleridir. Bu 6zellikteki tiim yiizeylerin
kiimesi B-ailesi olarak adlandirilir. Bir S yiizeyinin S’ yandas yiizeyinin egrilik ¢gizgileri,
S nin bir ortogonal sebekesine karsilik gelir ve bunun tersi de dogrudur. Bu ortogonal
sebekelere B-Sebekesi denir. Asal egrilikleri koruyacak sekilde en az bir izometri kabul
eden yuizeyleri reel ve kompleks olarak belirleyen bu problemi ilk kez Bonnet incelemistir
[1]. Bonnet tarafindan ¢alisilan bu problem daha sonra birgok arastirmaci tarafindan da
degisik metotlar ile ele alinmis ¢esitli sonuglar bulunmustur; bulunan bu sonuglar farkl
uzaylara genellestirilmistir. Ornegin, ii¢ boyutlu Oklid uzayinda Z. Soyucok [2], asal
egrilikleri koruyan en az bir asikar olmayan izometri kabul eden yiizeylerin
belirlenmesi problemini (Bonnet problemi) ¢6zmek amaciyla yeni bir kriter tanimlamas,
bu kritere A-Sebekesi adini vermistir. I. M. Roussos [3], ortalama egriligi koruyan, asikar
olmayan sonsuz sayida izometri kabul eden, kritik noktasi ve umbilik noktas: bulunmayan
ortalama egrilik fonksiyonuna sahip Bonnet yiizeylerinin yerel teorisini arastirmis;
ortalama egrilik fonksiyonun kritik noktasi ve umbilik noktas: bulunmamasi varsayiminin
global olarak bir fark olusturup olusturmadigini incelemistir. I. I. Bodrenko [4], Darboux
yiizeyleri iizerinde tanimlanmis Bonnet yiizey teoremi ile ilgili 6zellikleri n-boyutlu Oklid
uzayina genellestirmistir. Z. Kose, M. Toda ve E. Aulisa [5], Cartan hareketli ¢atisi ve
ilgili yap:1 denklemlerini kullanarak Bonnet problemlerini ¢alismistir. Cartan yap:
formlarini birinci ve ikinci esas form cinsinden yazmis ve sonug olarak Lax sistemini
yeniden yorumlamistir. F. Kanbay [6], asikar olmayan izometriye sahip, asal egriligi
koruyan Regle Bonnet yiizeyleri tizerine ¢alismistir. Doguranlar ve dik yoériingeleri
A-sebeke olusturan Regle Bonnet yiizeylerini belirlemistir. 1. M. Roussos [7], ortalama
egriligi koruyan, asikar olmayan tek bir izometri kabul eden reel Bonnet yiizeylerini
calismis, bu yiizeyler igin genel kriter vermistir. Bu Kkriter agilabilir tegetler yiizeyi igin

kullanilmigtir. 1. M. Roussos [8], asikar olmayan, geometrik olarak farkli, ortalama



egrilik fonksiyonunu koruyan sonsuz sayida izometri kabul eden sabit olmayan ortalama
egrilik tipinden Bonnet yiizeylerini incelemistir. U. Eitner [9], Schlesinger doniisiimlerini
kullanarak Painlevé 6. denkleminin ¢oziimiiyle yeni bir Bonnet yiizeyi elde etmistir. A.
Bobenko ve U. Eitner [10], umbilik noktas: bulunmayan bir yiizeyin asal egriliklerini
koruyan asikar olmayan bir parametreli izometri ailesinin siniflandirilmas: problemini
incelemistir. G. Kamberov, F. Pedit ve U. Pinkall [11], basit baglantili bolgede tim
Bonnet ciftlerini sitniflandirarak Bonnet giftleri ve izotermik yiizeyler arasindaki iliskiyi
arastirmis ve Bonnet ciftlerinin 4 parametreli ailesini elde etmistir. M. W. Yang [12],
3- boyutlu Oklid uzayindaki yiizeylerin O. Bonnet 11- izometrisini ele almis ve ii¢ farkh
durum igin inceleme yaparak bazi 6zel geometrik 6zellikler elde etmistir. 1. M. Roussos
[13], helikoidal Bonnet yiizeylerini inceleyerek bazi geometrik 6zellikleri vermistir. F.
Kanbay [14], bilinen regle Bonnet yiizeylerini kullanarak, ortogonal regle yiizey ciftleri
bulma problemini arastirmistir. Chern [15], Bonnet yiizeylerinin varlig: icin diferansiyel
formlar araciligiyla kriter ortaya koymustur.

Problemin incelendigi Lorentz uzayinda yapilan ¢alismalardan bazilar: asagidaki sekilde
kisaca 6zetlenebilir. A. Inalcik ve S. Ersoy [16], ii¢ boyutlu Lorentz uzayinda ekseni null
olmayan spacelike ve timelike helikoidal Bonnet yiizeylerini incelemis ve bu yiizeylerin
varligi icin gerek ve yeter kosullar vermistir. W. Chen ve Li. H [17], 3-boyutlu
Minkowski uzayindaki timelike Bonnet yiizeylerinin siniflandirma sonucunu vermistir.
S. Ersoy ve K. Eren [18], ii¢ boyutlu Minkowski uzayinda Chen ve Li [17] tarafindan
timelike yiizeylerin Bonnet yiizeyi olmast igin verilen kriteri kullanarak timelike agilabilir
yiizeylerin timelike Bonnet yiizeyleri olmasi i¢in gerek ve yeter kosulu elde etmis ve
timelike agilabilir bir yiizeyin dayanak egrisinin egriligini ve burulmasini sabit kabul
ederek, timelike flat helikoid yiizeyi icin ortalama egriligi koruyan asikar olmayan
izometri problemini incelemistir. F. Manhart [19], Minkowski geometride Minkowski-
Thomsen yiizeylerinin tanimini vererek Minkowski-Bonnet yiizeylerini siniflandirmis ve
helikoidal Minkowski-Bonnet-Thomsen yiizey 6rnekleri vermistir. G. Grantcharov ve R.
Salom [20], Minkowski uzayinda split kuaterniyonlar ve split kompleks sayilar
kullanarak Bonnet ciftleri icin bazi sonuglar incelemis ve Oklid uzayinda var olmayan
Bonnet yiizey cifti ornekleri vermistir. A. Fujioka [21], hiperbolik 4-uzaylarinda,
ozellikle minimal olmayan ve non-flat normal demete sahip olan, ortalama egrilik vektor
uzunlugunu koruyan izometrik deformasyon kabul eden yiizeyler ile ¢alismistir. Z. Y.

Zhang [22], 4-boyutlu uzay formda, ortalama egrilik fonksiyonunu koruyan, bir



parametreli izometrik deformasyon kabul eden Bonnet yiizeyleri tizerine ¢aligmistir. M.
A. Magid [23], kuaterniyonlarin indefinit versiyonlarint kullanarak 3-boyutlu Lorentz
uzayinda Lorentz vyiizeyleri tizerine c¢alismistir. Bu uzayda Bonnet ciftleri igin bir
siniflandirma teoremi elde etmistir. A. Fujioka [24], ortalama egrilik vektor uzunlugunu
koruyan 4 boyutlu uzay formda izometrik deformasyon kabul eden yiizeylerle ¢alismistir.
A. Fujioka ve J. I. Inoguchi [25], Lorentz uzay formunda, izometrik deformasyonun bir
parametreli ailesi ile ortalama egriligi korunmus timelike yiizeyler ile ¢alismistir. A.
Fujioka ve J. I. Inoguchi [26], ii¢ boyutlu uzay formundaki sabit egrilikli Bonnet
yiizeylerini siniflandirarak, 6zel geodezik egrilige sahip 2-boyutlu uzay formundaki
egrilerle parametrize etmistir. S. Ersoy ve K. Eren [27], 3-boyutlu Minkowski uzayinda
Chen’in [17] de bir timelike yiizeyin Bonnet yiizeyi olmasi i¢in verdigi kriteri g6z 6niine
alarak, 1. M. Roussos’un [7] de Oklid uzayinda yaptig1 siniflandirmaya benzer bir
stniflandirma yapmustir. R. Lopez ve S. Kaya [28], Lorentz-Minkowski uzayinda iki
kongruent minimal (veya maksimal) yiizeylerin dual yiizeylerinin kongruent olmasi
kosullarini arastirmistir. A. Fujioka ve J. I. Inoguchi [29], Lorentz uzayinda sabit egrilikli

spacelike Bonnet yiizeylerinin siniflandirilmasini yapmustir.

Son olarak yukarida bahsedilen uzaylar disinda konu ile ilgili bazi makaleleri de asagidaki
sekilde ozetleyebiliriz: J. A. Galvez, A. Martinez ve P. Mira [30], 4 boyutlu izometri
gruplartyla homojen 3-manifoldlarda Bonnet problemini incelemis ve H2 x R veya
S2 x R iizerinde basit baglantil, reel, analitik bir yiizeyin ancak ve ancak minimal veya
helikoidal yiizey olmamasi durumunda metrik ve asal egrilikleri ile noktasal olarak tek
tirli belirlendigini gostermistir. W. Chen ve Li. H [31], Bonnet yiizeyleriyle izotermik
yiizeyler arasindaki iliskiyi kullanarak R3(c) ii¢ boyutlu uzay formundaki Bonnet
yiizeyleri ve R3(c) indefinit uzay formundaki spacelike Bonnet yiizeylerini

simiflandirmigtir. A. B. Springborn [32], ti¢ boyutlu kiirede Bonnet c¢iftlerini ¢alismistir.

1.2  Tezin Amaci

Z. Soyucok [2], 3-boyutlu Oklid uzayinda 1.ve 2. temel form katsayilarn E, F,G
ve L, M, N ile gosterilen bir S vyiizeyinin katsayilari arasinda E =G, F =0,
M = ¢ = sabit # 0 kosulunun saglanmasi ile tanimlamis oldugu A-sebekesi ile bir S
yiizeyinin Bonnet yiizeyi olma kriterini ifade etmistir. Ayrica bu kriteri kullanarak bir
Bonnet yiizeyinin yandas yiizeyinin birinci temel form katsayilarinin ilk yiizey ile aym

oldugunu; ikinci temel form katsayilarindan M katsayisinin ise ilk yiizeyin sabit olan M

3



katsayisinin ters isaretlisi oldugunu ispatlamistir. Béylece yandas Bonnet yiizey ciftlerini
tanimlamistir. Bu calismada ise 3-boyutlu Oklid uzayinda verilmis olan bu kriterin,
3-boyutlu Lorentz uzayindaki Kkarsiliklari arastirilarak yandas Bonnet yiizey ciftleri

belirlenecektir.

1.3  Hipotez

Literatiirde Bonnet yiizeyleri hakkinda elde edilmis bazi1 sonuglarin, 3 boyutlu Lorentz
uzayindaki karsiliklart incelenecek ve bir yiizeyin asal egriliklerini koruyan bir tasvir ile

tasvir edilebilecegi yandas yiizeyi yani Bonnet yiizey ciftleri arastirilacaktir.



2

TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Lorentz Uzay
Bu boliimde tezin orijinal kisminda kullanacagimiz bazi temel bilgiler kisaca verilecektir.

Tanim 2.1. V bir reel vektor uzayi olsun. (, ):V XV — R fonksiyonu VA,& € R ve

Vu,v,weV igin,
o (uv)=(v,u)
e (Au+év,w)=ANuw)+§v,w)
o (u, v+ ¢&w)=Nuv)+&v,w)

ozelliklerine sahip ise (, ) fonksiyonuna V vektor uzayi tizerinde bir simetrik bilineer
form denir [33].

Tamm 2.2. (, ) fonksiyonu V reel vektor uzay: lizerinde tanimli bir simetrik bilineer

form olsun. Bu durumda ,

e VYveV ve v+0igin(v,v)>0ise(, )simetrik bilinecer formuna pozitif tanimli,

e VveV ve v=0igin(v,v) <O0ise(, )simetrik bilineer formuna negatif tanimli,

e VveV ve v+0 icin (v,v) >0 ise (, ) simetrik bilineer formuna pozitif yari
tanimli,

e VveV vev =0 igin (v,v) <0 ise (, ) simetrik bilineer formuna negatif yari
tanimli,

e VYweYV igin (v,w) =0 iken v =0 oluyorsa (, ) simetrik bilineer formuna non
dejenere,

e Vw € Vigin(v,w) = 0 iken v # 0 oluyorsa (, ) simetrik bilineer formuna dejenere
denir [33].



Tamim 2.3. V bir reel vektor uzayi ve V tizerinde (, ):V X V — R doéniisiimii bilineer,
simetrik ve non-dejenere ise (, ), V reel vektor uzay1 lizerinde skaler garpim tanimlar ve

bu durumda V vektor uzayina skaler ¢carpim uzay denir [33].

Tanmm 2.4. (, ):V XV — R dontisimii V reel vektoér uzayi iizerinde bir simetrik

bilineer form olsun. V bir skaler ¢arpim uzayi ve U C V olmak tizere U
() g:UXU—>R (2.1)

kisitlanmig simetrik bilineer formu negatif tanimli olacak sekilde V' nin en biiyiik boyutlu
alt uzay1 ise U nun boyutuna (, ) skaler carpiminin indeksi denir ve v ile gosterilir.
(, )skaler carpiminin indeksi v olmak tizere 0 < v < boyV dir. v = 0 olmasi igin gerek
ve yeter kosul (, ) skaler ¢carpimimin pozitif yari tanimli olmasidir. Ayrica V skaler
carpim uzaymin indeksi, tizerinde tanimli oldugu (, ) skaler ¢arpimin indeksi olarak

tanimlanir [33].

Tamm 2.5. V indeksi v =1 olan skaler carpim uzay1 olsun. Eger boyV > 2 ise V

skaler ¢carpim uzayina bir Lorentz uzay denir [33].

Tamm 2.6. R™, n-boyutlu standart reel vektor uzay: verilsin. R™ iizerinde V X, Y € R™
ve X = (Xq,X3,...,X,) ve Y =(Yq,Y5,..,Y,) olmak iizere,

(,):R" x R® —> R

n-1 (2.2)
X,Y) = (X,Y) = XY —X,Y,
i=1
fonksiyonu bir skaler carpim fonksiyonudur. Bu fonksiyona R" iizerinde Lorentz

metrigi denir. R®, {izerinde tanimlanmis olan Lorentz metrigi ile birlikte bir Lorentz

uzay1 olup bu uzay L" ile gosterilir [34].
Tanmm 2.7. L™, n-boyutlu bir Lorentz uzay1 ve X € L™ olsun.

i. (X,X) < 0ise X vektoriine timelike (zamansi) vektor,
ii. (X,X)>0veya X = 0ise X vektoriine spacelike (uzaysi) vektor,
ii.  (X,X) =0veX # 0ise X vektoriine null (lightlike) vektor denir [33].

L® 3-boyutlu Lorentz uzayinda, tiim lightlike vektorlerin kiimesi



0 = {(x1,%2,%3) | 12 = ;% + x3%,x1 % 0} light-konisidir [35] ve tiim timelike
vektorlerin kiimesi ise T = {(xy, X2, x3) | 212 + 3,2 —x32 < 0} seklinde tanimlanir
[36].

Tamim 2.8. L", n-boyutlu bir Lorentz uzayi ve X, ¥ € R" olsun. X # 0 ve Y # 0 olmak

tizere (X,Y) =0 ise X ve Y vektorlerine Lorentz anlaminda dik vektorler ya da

ortogonal vektorler denir [34].

Tamim 2.9. V, bir skaler ¢arpim uzay1 olsun. v € V vektoriiniin normu ||v|| ile gosterilir

ve (v, v) her zaman pozitif tanimli olmadig: i¢in ||v|| = /|{(v, v)| seklinde ifade edilir.

(v,v) = 1 olan vektorlere birim vektor denir [33].

Tamim 2.10. 7, L™ n-boyutlu bir Lorentz uzay: iizerindeki tiim timelike vektorlerin
kiimesi olsun. Vu € 7 igin  C(u) = {v € 1,(u, v) < 0} kilmesine u ya ait timelike
koni denir. Karsit timelike koni ise C(—u)=-C(u) ={v e t,(u,v) >0} ile
gosterilir. 7 kiimesi C(u) ve C(—u) nun ayrik birlesimidir [33].

Lemma 2.1. X ve Y timelike vektorlerinin ayni timekonisinin elemani olabilmesi i¢in

gerek ve yeter sart (X, Y) < 0 olmasidir [33].

Onerme 2.1. X ve Y timelike vektdrleri aym timekonisinin elemani olsun. Bu durumda
IX|| + ||Y]| < ||X + Y|| dir. Bu ifadenin esitlik hali olabilmesi i¢in X ve Y vektorleri

lineer bagimli olmalidir [33].

Teorem 2.1. L™ n-boyutlu bir Lorentz uzay1 ve X,Y € L" iki timelike vektor olsun. Bu

durumda,

i. KX, Y)| = || X||||Y]| dir. Bu ifadenin esitlik hali olabilmesi i¢in X ve Y vektorleri
lineer bagimli olmalidir.

ii. X ve Y timelike vektorleri ayni timekonisinin elemani ise; (yani (X,Y) < 0)
(X,Y) = —[[X||lIY]| cosh @, ¢ =n(X,Y) (2.3)

olacak sekilde bir tek ¢ = 0 reel sayis1 vardir. Bu ¢ sayisina timelike vektorler

arasindaki hiperbolik ag1 denir [33].

Tamm 2.11. X,Y € L3 spacelike alt vektdr uzaymi geren iki spacelike vektor igin

KX, V) < XYl  esitsizligi gegerli olup  |{X,Y)| = ||X]||||¥]| cos & kosulunu



saglayacak sekilde tek bir 6 € [0, g] reel sayis1 mevcuttur. Bu 8 reel sayisina spacelike

vektorler arasindaki Lorentz spacelike ac1 denir [37], [38].

Tamm 2.12. X,Y € L3 timelike alt vektdr uzaymni geren iki spacelike vektdr igin
KX, V) > |IXIIY]] esitsizligi gegerli olup  |{X,Y)| = ||X]|[||Y]|| cosh& kosulunu
saglayacak sekilde tek bir 8 pozitif reel sayist mevcuttur. Bu 6 reel sayisina spacelike

vektorler arasindaki Lorentz timelike ac1 denir [37], [38].

Tanim 2.13. X,Y € L3 iki timelike vektor olsun. Bu durumda |[{X, Y)| = || X||||Y|| cosh 8
kosulunu saglayan negatif olmayan tek bir 6 reel sayis1t mevcuttur. Bu 6 reel sayisina

timelike vektorler arasindaki Lorentz timelike ac1 denir [37], [38].

Tamm 2.14. L3, 3-boyutlu Lorentz uzayinda X spacelike, ¥ pozitif timelike vektorler
olsun. Budurumda [(X,Y)| = || X]|||Y|| sinh 8 kosulunu saglayan negatif olmayan tek bir
0 reel sayis1 mevcuttur. Bu sayiya spacelike ve timelike iki vektor arasindaki Lorentz

timelike ac1 denir [37], [38].

Teorem 2.2. X,Y € L™ sifirdan farkli Lorentz ortogonal vektorler olsun. Bu durumda

X timelike vektor ise Y spacelike vektordiir [34].
Lemma 2.2. L3, 3-boyutlu Lorentz uzayinda

i.  Iki timelike vektor asla ortogonal olamaz.
ii.  Ikinull (lightlike) vektdriin ortogonal olmast igin gerek ve yeter sart lineer bagiml
olmalaridir.
iii.  Bir timelike vektor asla bir null (lightlike) vektore ortogonal olamaz.
ozellikleri gegerlidir [39].
Tamm 2.15. L3, 3-boyutlu Lorentz uzayinda bir eksen etrafinda dénme igin kullanlacak

matrisler donme ekseninin timelike, spacelike veya null olmasina gore

i.  Eksen timelike ise bu durumda 3 x 3 liikk donme matrisi,

cosf —-sinf 0
A=|(sin® cos®@ 0], 6O€ER (2.4)
0 0 1

ii.  Eksen spacelike ise bu durumda 3 x 3 lilk donme matrisi,



1 0 0
A= (0 cosh® sinh 0), R (2.5)
0 sinh® cosh@

iii.  Eksen null ise bu durumda 3 x 3 liikk donme matrisi,
A=| 2 2 ), 0 eR (2.6)

seklinde tanimhidir [36].

2.2 L3, 3-Boyutlu Lorentz Uzayinda Vektorel Carpim
L3, 3-boyutlu Lorentz uzayinda iki vektor X = (X1, X3, X3) ve Y = (Y4,Y,,¥Y3) olmak

uzere
XAY =(X3Y, — X,Y;3, X Y53 —X3Y,, XY, —X,¥)) (2.7)

vektoriine X ile Y nin vektorel carpim (veya dis ¢arpimi) denir. X AY veya X XY

seklinde gosterilir. L3 {in {e;, e,, e3} standart bazi i¢in,

e, e, —e3
XAY =—det|X1 X; X3 (2.8)
Y, Y2 Y3

olarak hesaplanabilir. Burada saat yoniiniin tersi pozitif yon olarak eq, e, e3 standart baz

vektorleri iQil’l, eiNey;=e3 e, Ne3 =—eg Ve egN\e;g = —ey dir [40]
Onerme 2.2. 13, 3-boyutlu Lorentz uzayinda a, b, ¢ ve d vektérleri icin

i. aAb=0 % aveb lineer bagimhdir.
ii. aAb=-bAa dr.
iii. (aAnb,a)={(aAbb)=0
iv. {(aAb,cAnd)={(a,d)b,c)—{(a c)b,d)

v. (aAb,c)=(bAca)

vi. mAhaAby:—KgggEZZ;:4maxam+(mm»2
Vii. aN(b+c)=(anb)+ (anc)



vii. (aAnb)Ac=(b,c)a—{a,c)b

iX. a yada b vektorlerinden biri timelike ise a A b spacelike vektordiir.

ozellikleri saglanir [41], [42], [43].

2.3  Yan Riemann Manifoldlar
Tamm 2.16. M diferansiyellenebilir manifoldu iizerinde tanimli simetrik, nondejenere

ve sabit indeksli (0, 2) tipinden tensér alanina g metrik tensorii adi verilir [33].

Tammm 2.17. M diferansiyellenebilir manifoldu iizerinde aliman bir peM
noktasindaki tanjant uzayr T, (M) ile gosterilmek iizere, V U, = (uq,Uy, ..., Uy) |p,

v, = (v1,v2,...,0,) |,€ T,(M) igin

(,) Ip: T, (M) X T,(M) — R

n-v n
(Up: Vp ) = z u;v; — z u;v;
i=1 i=n-v+1

esitligi ile tanimh v indeksli metrik tensérii ile verilen uzaya yar1-Oklidyen uzay denir

(2.9)

ve R ile gosterilir. Sonug olarak v = 0 alinarak R? yar1-Oklidyen uzayr R" uzayina

indirgenir [33].

Tanim 2.18. n > 2 olmak iizere R} yar1 Oklidyen uzayma Minkowski n-uzay denir
[33].
Tamim 2.19. g metrik tensori ile verilen M diferansiyellenebilir manifolduna yari-

Riemann manifoldu denir [33].

Tanim 2.20. M yari-Riemann manifoldu iizerinde verilen g metrik tensoriiniin v sabit
indeksine M nin indeksi denirve 0 <v <n = BoyM dir. Eger v=1 ve n>2 ise

M diferansiyellenebilir manifolduna Lorentz manifoldu denir [33].

Tamm 2.21. L3, 3-boyutlu Lorentz uzaymda orijin merkezli Lorentziyen birim
kire, S? ={a €13 (a,a) =1} seklinde tammlanir. Hiperbolik birim kiire ise
H3 = {a € L3,(a, a) = —1} bi¢iminde ifade edilir [44].

Tanmm 2.22. a, L" uzayinda bir egri ve o egrisinin hiz vektorii o’ olmak iizere,

i. (o, a') <0ise aegrisine timelike egri

ii. (a’,a')>0veya o' = 0 ise a egrisine spacelike egri
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ii.  (a,a’) =0ve o #+ 0isenull egri
denir [35].

Tamim 2.23. L™, n-boyutlu Lorentz uzay1 ve C < L™ de (I, a) koordinat komsulugu ile

verilen bir egri olsun. a, b € I olmak tizere C egrisinin a(a) ve a(b) noktalar1 arasindaki

yay uzunlugu, s, = f;lla’(t)lldt dir [33].

Tamm 2.24. a:1c R > L3 birim hizli egri olsun. a(s) egrisinin teget vektorii
T ,(s) = a'(s) veegriligiise k,(s) = ||T,(s) || ile tammlanir. Vs € [ igin k,(s) > 0
icin a(s) egrisinin normal vektorii To(s) = k,(S)N4(s) esitligi ile verilir. Son olarak
a(s) egrisinin binormal vektorii B, (s) olup ortonomal ve pozitif {T ,(s), N,(s), B,(s)}

sistemine Frenet iigyiizliisii denir [45].

Tamm 2.25. L3, 3-boyutlu Lorentz uzayinda bir M yiizeyi iizerinde bir « egrisi almsin.
Egrinin herhangi bir noktasindaki birim tegeti t ve yiizeyin o noktadaki birim normali N
olarak alinirsa, g = t A N vektorii olmak tizere {t, g, N} gibi yeni bir tig ylizli elde edilir.

Bu ortonormal sisteme Darboux ii¢yiizliisii denir [44].
Tamm 2.26. L3, 3-boyutlu Lorentz uzayinda bir yiizey M olsun. Bu durumda,

I.  Yiizey tizerinde indirgenmis metrik pozitif tanimli ise M spacelike yiizey,
Ii.  Yizey tlizerinde indirgenmis metrik Lorentz metrigi ise M timelike yiizey,

lii.  Yizey tizerinde indirgenmis metrik dejenere ise M lightlike (null) yiizeydir.

Yiizeyin karakterini belirlerken yiizey iizerindeki Vp € M noktasindaki normal
vektoriinli g6z Oniine alabiliriz. Eger yiizey spacelike, timelike ve lightlike (null) ise,

normal vektorii de sirastyla timelike, spacelike ve lightlike formundadir [46].

Tamm 2.27. L3, 3-boyutlu Lorentz uzayinda x = x(u,v) denklemi ile verilmis
bir timelike yiizey i¢cin &= —1 ve spacelike ylizey i¢in & = 1 olmak iizere
(x, xy) = e(x,, x,) Ve (x,, x,) =0 sartin1 saglayacak sekilde parametrelendirilmis

koordinat sistemine izotermal koordinat sistemi denir [23], [46], [47], [48].

Tamim 2.28. x,y € R} herhangi iki vektor olmak iizere;

(Fx)=F@),F(x) =Fy =x =y, x =y (2.10)

seklinde tanimli F: R? — R? tasvirine R? de pseudo-Oklidyen izometri denir. R?

deki tiim pseudo-Oklidyen izometriler kiimesi E, (n, R) seklinde gosterilir.
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e M;,M, € R} iki diizgiin yiizey olmak iizere eSer p € M; Ve v;,v, € T, M, igin

I (v1,v2) = L) (dp(v1), depp (1)) (2.11)

esitligi varsa ¢: M; — M, diffeomorfizmine bir izometri denir.

e Vp€EM,igin ¢ | v: U = ¢(U) kisitlamast bir izometri olacak sekilde M; in p yi
igeren bir U agik alt kiimesi varsa ¢: M; — M, diizgiin tasvirine bir lokal izometri denir.

e M, ve M, arasinda bir izometri varsa M; ve M, izometriktir; M; ve M, arasinda
bir lokal izometri varsa M; ve M, lokal izometriktir.

e ¢ lokalizometrisi M; deki (U,x) parametrizasyonunu M, deki (U, ¢ o x)

parametrizasyonuna  karsilik  getiriyorsa  E(u,v) = E(w,v), Flu,v) = F(u,v),
G(u,v) =G (u, v) esitlikleri mevcuttur. Burada (u,v) € U olup EF G katsayilari
(U, ¢ o x) parametrizasyonuna ait M, nin birinci temel form katsayilaridir. Ayrica

izometriler uzunluklar1 korur.
e ¢:M; - M, lokal izometrive K; , K,; M;, M, nin Gauss egriliklerini gostermek
tizere Vp € M, i¢in K;(p) = K,(¢p(p)) dir [45].

Tamm 2.29. L3, 3-boyutlu Lorentz uzaymda verilen bir spacelike yiizey M olsun.

Yiizeyin ortalama egriligi H = 0 ise ylizey maksimaldir [40].

Tamm 2.30. L3, 3-boyutlu Lorentz uzaymda x = x(u, v) yiizeyi izotermal koordinat
sistemi ile verilsin. Yiizey X, + €x,, = 0 esitligini sagliyorsa yani her noktada
ortalama egrilik H =0 ise & = —1 timelike minimal (¢ = 1, spacelike maksimal)
yiizey denir [23], [47], [49], [50].

Tammm 2.31. x = x(u,v) denklemi ile verilmis Lorentz uzayindaki bir yiizey

(X, x,) = —u?, {x,, x,) = u?, (x,, x,) = 0 sartlarim saglayan izotermal koordinatlarda
w w

Xyy = (ﬁ) X, + (f) x, + LN (2.12)

Xyp = (‘L—”) X, + (%) x, + MN (2.13)
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X,, = (ﬂ) x, + (%) x, + NN (2.14)

u
L M
N, = qu va (215)
M N
N, = qu Exv (216)
_L M
tirevleri ve A = 1\;‘ ’ N”Z sekil operatorii ile tanimli olsun. Bu ylizeyin A sekil
L w2 W
O .. -/11 O a b o1 . . -
operatOrli matrisi 0 .|veva [ b a] formunda yazilabiliyorsa bu yilizey izotermik
L 2 -

bir yiizeydir. Bu kosul Oklid uzayindaki M = 0 kosulunun burada da gecerli oldugunu
gostermektedir [23], [48].

Bu ylizeyde k; Ve k, asal egrilikler olmak {izere ortalama egrilik H, Gauss egriligi K

K1+ K,

H =
A

(2.17)

K = €k K, (2.18)

seklindedir. Burada € = 1 timelike, € = —1 spacelike yiizeyler igin kullanilir [45].
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3

TIMELIKE YUZEYLER

3.1 Temel Kavramlar

y = y(u, v) vektorel denklemi ile verilen bir timelike yiizeyin v = sabit ve u = sabit
koordinat egrilerinin dik oldugunu varsayalim. Bu ylizey iizerinde almman bir P
noktasindan gegen keyfi bir timelike egri (¢), v = sabit timelike koordinat egrisi (c;)
ve u = sabit spacelike koordinat egrisi (c,) ile gosterilmek iizere, bu egrilerin P
noktasindaki birim teget vektorleri ve yay uzunluklart sirasiile t, t,t,; s, s™
ve ylizeyin ayn1 noktadaki spacelike birim normal vektori N olsun. Budurumda
kullanilacak temel kavramlar [44] den yararlanilarak (y,,y,) = —E <0, (¥, ¥,)=F,
(¥, ¥») = G olmak tlizere asagidaki sekilde 6zetlenebilir:

_ JYu _ Yu - Yv =}’_v
tl_nyun_\/f’ L lyoll — VG 3.1)
du dv
_ ., A2 @ 3.2
YuNYy
tt N =——m— = 3.3
N WA (33)

dir. (3.1) esitligi diizenlenirse y, = VEt, ve y, = VGt, olup bulunan ifadeler (3.2) de

yerine yazilirsa
du dv du dv
t—qu+va—vEt1 £+\/Gt2£ (34)

elde edilir. Burada ¢ ile t; arasindaki hiperbolik ag1 6 ile gosterilmek tizere t ile t; aym
timekonide ve (t,t,) > 0 oldugu kabul edilerek
t =t;coshf +t,sinh6 (3.5)
elde edilir. Buradan (3.4), (3.5) in her iki tarafi sirastyla t; ve t, ile skaler

carpilirsa

14



(t,t;) = —cosh 6 = —\/EZ—Z, (t,t,) = sinh6 = G% (3.6)

esitlikleri elde edilir ve

VEdu _ ds* . _ VGdv _ ds* (3.7

cosh@ = —, sinh@
ds ds

ds ds

bulunur. Burada ds? = Edu? — Gdv?, ds*? = Edu?, ds*? = Gdv? dir.

Boylece y =y(u,v) timelike ylizeyine ait birinci temel form katsayilari

(Y Yu) = (\/Ftlr \/Ftl) = —F, (Yo, Yv) = <‘/Et2' \/Et2> =G, F=(y,y,) =0
seklinde ifade edilmis olur [44], [51].

3.2 Timelike Yiizeylerin Cebirsel Degismezleri
Verilen bu 6n bilgilerden sonra y = y(u,v) timelike yilizeyi i¢cin Weingarten tlirev

formiilleri
N,=a1y, + By, (3.8)
N, = azy, +B,Y, (3.9)
seklinde yazilir ve (3.8) in her iki tarafi sirasiyla y,, ve 7y, ile skaler garpilirsa
(Nyyu) = =, E (3.10)
ve
(N, yy) = B1G (3.11)

elde edilir. (N, y,,) = 0 esitliginden u ya gore tiirev alinarak elde edilen (N, y,,) = —L,
(3.10) da yerine yazilirsa

(Nyyu) = —aE = —L, ay =7 (3.12)

bulunur. Benzer islemlerle (N,y,) = 0 esitliginden u ya gore tiirev alinarak bulunan

(N, y,) = —M, (3.11) de yerine yazildiginda

(Nyy) = B1G = =M, By=—7% (3.13)
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elde edilir. (3.9) un her iki tarafi y,, ile skaler carpilirsa
(wau> = —azE (314)

bulunur. (N,y,) = 0 esitliginden v ye gore tlirev alinirsa (N, y,,) = —M elde edilir.
Boylece (3.14) den

<wau_) = _azE = _M, ar 2% (315)

elde edilir. (3.9) un her iki tarafi y, ile skaler ¢arpilirsa,

(wav> = ,BZG (316)

bulunur. Benzer islemlerle (N,y,) = 0 esitliginden v ye tiirev alinirsa (N, y,) = —N
elde edilir. Boylece (3.16) dan

—-N

(wav) = .BZG ==N, ﬁZ = T (317)

olarak bulunur. (3.12), (3.13), (3.15), (3.17) katsayilar1 (3.8) ve (3.9) da yerine yazilirsa
y = y(u, v) timelike ylizeyi i¢in Weingarten tiirev formiilleri asagidaki sekilde ifade

edilir:

vl (M (3.18)
u_Eyu G yv

Mo (N (3.19)
V_Eyu G yv

(3.18) ve (3.19) esitliklerinin, spacelike birim normal vektoérii N nin birinci ve ikinci

koordinat ¢izgisine gore tiirevleri olan

N,

N, = T N, = N,VE (3.20)

N,=Nr N =N, (3.21)
2 = \/E’ v 2 .

cinsinden yazabilmek i¢gin (3.20), (3.18) de yerine yazilirsa

L M
vt () (522
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olur. y; = \}/’—% Ve Yy, = % esitlikleri (3.22) de yerine yazilarak diizenlenirse
L M
N, = Eyl + <_ﬁ> yz (323)

elde edilir. Benzer adimlar N, i¢in de uygulanirsa (3.21) esitligi (3.19) da yerine

yazildiginda,
N, = Eix/ﬁy” + <— G_\/E> y, (3.24)
bulunur. y, = % ve y, = 3/’—% esitlikleri (3.24) de yerine yazilarak diizenlenirse
N, = \/%3’1 + <—%) v, (3.25)
bulunur.
y = y(u,v) timelike yiizeyi i¢in Gauss tiirev formiilleri
Yuu = Yy + 7Yy + LN (3.26)
Yur = [5Yu + 5y + 5N (3.27)
Yoo = IpYu + 5y, + THN (3.28)

olarak yazilabilir. Buradaki katsayilar1 elde etmek i¢in yukaridaki islemlere benzer olarak
(3.26), (3.27), (3.28) esitliklerinin her iki tarafi N, y,,, y,, ile skaler carpilir ve elde edilen

katsayilar yerlerine yazilirsa denklemler

E E

Yuu :ﬁyu'i'iyv'i'l'lv (3-29)
E G

yuv:ﬁyu-l'ﬁyv'i'MN (3-30)
G G

yvv:ﬁyu_i'iyv-l'NN (3-31)

halini alir. (3.26), (3.27), (3.28) esitlikleri y; = % ve y, = 5—5 ye gore diizenlenirse
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L
Y1 = —'_EGV Y2 T (3.32)
= G)u M N 3.33
Yiz = VEG Y2 +x/ﬁ (3:33)
(VE) M
v 3.34
Y21 EC yit+ B (3.34)
ﬁ + EN (3.35)

olarak bulunur.

y = y(u,v) timelike yiizeyi {izerinde v = sabit timelike koordinat egrisi (c;) goz
Ontine alinsmn. (c;) egrisinin P noktasindaki birim teget vektorii ¢, ve yay parametresi
s* olmak tlizere Darboux tgyiizlisii [t;,g,, N] ile; benzer olarak bu dogrultuya dik
u = sabit spacelike koordinat egrisi (c,) nin birim teget vektorii t,, yay parametresi s**

olmak tizere Darboux ligyiizliisii [t,, g,, N]| ile gosterilirse
N=t At;,, NNt =—g,, NAt, =g, ve g, =—t;, g, =14 (3.36)

dir ve N birim normal vektdriiniin birinci ve ikinci koordinat ¢izgisine gore tiirevleri

dN

N1 = ds* = Kntl + ngl (337)
dN

N2 = W = Entz + ?ggz (338)

seklinde tanimlidir [44].

a) v = sabit koordinat egrisinin normal egriligi k;,, ve geodezik burulmasi 7, igin (3.23)

ve (3.36) dan

N, = + ( a ) ==t + ad (3.39)
1 E Y1 (—EG Y2 E 1 (—EG 91 :
(3.3;) ve (339) dan
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(Np b)) = =16 = =%, Kn=7 (3.40)

ve
M M
(N, g1) =74 = e 9T Umg (3.41)

olarak bulunur. Ayrica v = sabit koordinat egrisinin geodezik egriligi

__WB), 342)

K, =
7 VEG
seklindedir [44].

b) u = sabit koordinat egrisinin normal egriligi k, ve geodezik burulmasi 7, i¢cin

(3.25) ve (3.36) dan

N, =2 +( N) V +( N)t (3.43)
z—mJﬁ G yz—mgz c)t2 .
(3.38) ve (3.43) den
_ N N
<N2: tZ) =Knp = _E: Kn = _E (344)
ve
Ny go) = =%, = —— 7, =2 (3.45)
, =T, = ——, T, = —— .
242 9= "¢ Y VEG

olarak hesaplanir. Ayrica u = sabit koordinat egrisinin geodezik egriligi

__(9),

Kg= "o (3.46)
seklindedir [44].
Bulunan bu sonuglar ile (3.23), (3.25), (3.32), (3.33), (3.34), (3.35)
N, = K,y; + (_Tg)yz
N, = Tgy1 t+ KnY2 (3.47)
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ve

Yi1 = —Kg¥2 + Kk, N
Y12 = Egﬁ)’z + N
(3.48)
Vo1 = —Kgy1 + 4N

Y22 = Egﬁ)’l — Kk, N

halini alir.

Simdi de y = y(u,v) timelike yiizeyi i¢in uygunluk kosulunu arastiralim. Yiizeyin
herhangi bir P(u,v) fonksiyonu i¢in P, = B, dir. Bu fonksiyonun birinci ve ikinci

koordinat egrileri dogrultusunda ve yay uzunluguna gore alinan tiirevleri olan

o & Py (VE), Py,
P;, ve P,; arasindaki bagntiyr bulmak i¢in P, = \/%— iy \/;_G + Pk,
_ Py Py (\/E)u _ Py - . i .
Py, = WA e P,k ftirevleri diizenlenirse
Pi; — Pikg = Pp1 + Pk (3.49)

uygunluk kosulu elde edilir. Yiizeyin geodezik egriligi, normal egriligi ve geodezik
burulmas1 arasindaki bagintiyr bulabilmek i¢in uygunluk kosulu yilizey normaline

uygulanirsa
le - N1Kg = N21 + N2Eg (350)

elde edilir. (3.50) de (3.23), (3.25) ve (3.32), (3.33), (3.34), (3.35) yerlerine yazilirsa

N1y = Nikg = [(k,); — T4k — kegiey ]y + [K"Eg - (T‘g)z * Kng] & (3.51)
+ [KnTg + TQE”]N

ve

N21 + NZEg = [(Tg)l - Ean + Eng] Y1 + [(En)l - TgKg + Eg En]yz (3 52)
+ [Knty + 1400 |N

elde edilir. (3.51) ve (3.52) den y;, y, ve N ye ait katsayilar kendi arasinda

karsilastirilirsa,
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(kn)2 = Kg (ke — %) + (Tg)l + ZEng (3.53)
ve
(En)l = Eg(Kn - En) - (Tg)z + ZKng (354)

elde edilir. Sonug olarak bir timelike yiizeyin v = sabit timelike ve u = sabit
spacelike koordinat egrileri ile tanimli (u,v) dik koordinat sebekesindeki biyiikleri
(3.53) ve (3.54) esitliklerini saglar.

Tanmm 3.1. y = y(u,v) timelike yiizeyi iizerinde se¢ilmis v = sabit timelike
ve u = sabit spacelike koordinat egrilerinin  ds? = Edu? — Gdv? metrigi
ds? = A(u, v)(du? — dv?) seklinde yazilabiliyorsa bu parametrelere izometrik sebeke

(izotermal koordinat sistemi) denir [23], [46], [47]. Diger bir ifade ile (u, v) koordinat

sistemi izometriktir.

Teorem 3.1. y = y(u,v) timelike ylizeyi tizerinde segilmis v = sabit timelike ve
u = sabit spacelike koordinat egrilerinin ds? metriginin ds? = A(u, v)(du? — dv?)
seklinde yazilabilmesi, yani y = y(u,v) timelike ylizeyinin (u, v) koordinat sisteminin

izometrik olmasi i¢in gerek ve yeter sart

(ln g>w —0 (3.55)

olmasidir.

Ispat. = y = y(u,v) timelike yiizeyi iizerinde ds? = Edu? — Gdv? metriginin,
ds? = 2(u, v)(du? — dv?) seklinde yazilabildigi, yani (u,v) koordinat sisteminin

izometrik oldugu kabul edilsin. Bu durumda ispat igin gosterilmesi gereken ifade

(ln g)uv = (0 olmasidir.

Eger E = G ise (ln g) = 0 olup kosul saglanir.

uv
Eger E # G isebusebekeyi E = G haline getirecek u = f(u), ¥ = h(v) doniisiimii

aranmalidir. S = S(u,v) genel bir fonksiyon ve S, = Szf'(uw), S, = Szh’'(v) olup

E=G sarti alunda (§,,S,) = (Szf'(w),Szf ' (w)), yani —E = —E(f’(u))z,
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(S,,8,) = (Szh'(v), Szh'(v))  vani G=5(h’(v))2 elde edilir.  Buradan,

E _ G 1 ’ 2 _ / 2 _
) o) yazilabilir. (f (u)) = A(u), (h (v)) = B(v) olarak tanimlanirsa
gz :;((—L;)) olur. Aranan u = f(u) ve v =h(v) donisimi u= [,/A(w)du ve
_ . . : E A E
v = [/B()dv seklinde belirlenmis olur. o= % sart1 lnE =InA(u) —InB(v)

haline getirilip sirasiyla u ve v ye gore tiirevi alinirsa sebekenin izometrik olmasi sarti

(ln g) = 0 olarak bulunmus olur.
uv

= (ln g) = 0 sartinin saglandigi varsayilsin. Bu durumda y = y(u,v) timelike
uv

yiizeyinin ds? = Edu? — Gdv?>  metriginin ds? = A(u, v)(du? — dv?) seklinde
yazilabildigi yani (u,v) koordinat sisteminin izometrik oldugu gosterilmelidir.

E __ A

(lng) =0 ise 0 - yazilabilir. Buradan (f’(u))2 = A(u); (h'(v))2 = B(v)

=0 ifadesine  esdeger olur.
uv

olup verilen rt (ln E_ _In—E¢ )
P \ (r' W) (W @)

u=| ’(f’(u))zdu ve v={ (h’(v))zdv seklinde  yapilacak  doniisiim

ile (V¥ =—E = yaf @,yaf' W) =-E(f @) ve (,y,)=06=

(ysh' (1), y5h' () = G(h'(v))” bulunur, bu ise ¢ vani E =G sartim

E =
rw)”  (Ww)
verir. Sonug olarak  ds? = Edu? — Gdv? metrigi ds? = A(u, v)(du? — dv?) seklinde

yazilabilir yani (u, v) koordinatlari izometrik koordinatlardir.
Teorem 3.2. y =y(u,v) timelike yiizeyi lizerinde segilmis v = sabit timelike ve

u = sabit spacelike egrilerinden olusan (u, v) dik koordinat sisteminde (ln g) =0
uv

kosulu

(rg), = —(,), (3.56)
ifadesine esdegerdir.

u

(%)

Ispat. (3.42) ve (3.46) denklemlerinde VE = e, /G = g olarak yazilirsa (Kg)1 =

(g_u
eg/,,

2
haline gelir. Benzer islemle (3.55) denklemi (ln ;—2) =0 yani

ve (Eg)z =
uv
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(Ine),, = (Ing),,, seklinde diizenlenebilir. Bu durumda (Ine),, = (e;“) =t e
v

eZ
(Ing),, = (g;) =90u 9l ifadeleri birbirine csitlenirse
u

gzeeuv - gzeuev = ezg.guv - ezgugv (3-57)

bulunur. (Kg)lve (Eg)zasagldaki sekilde diizenlenirse

_e_,,)
(K ) _ ( €9/, _ €eyvdg — ev(eug + egu) _ €eywd — €ubvg — €eeygy (358)
9/1 - -

e e3g? e3g2
®)
_ (E ) _ _leg)y _ _ guweg—gulevgtegy) _ _ Juwed—guevg—egvu (3.59)
9/ g e2g3 e2g3
(3.56) dan
gzeeuv - gzeuev = ezgguv - ezgugv (3.60)

elde edilir. Sonug olarak (3.57) ve (3.60) esitlikleri (3.55) ve (3.56) nin esdeger kosullar

oldugunu gostermektedir.

Sonug¢ 3.1. y = y(u,v) timelike ylizeyi tzerinde se¢ilmis v = sabit timelike ve
u = sabit spacelike egrilerinden olusan (u, v) dik koordinat sisteminin izometrik olmasi

i¢in gerek ve yeter sart (Kg)l = —(Eg)z.

3.3 L3, 3-Boyutlu Lorentz Uzayinda Timelike Bonnet Yiizeyleri

Bu boliimde birgok arastirmaci tarafindan Lorentz uzayinda calisilmis olan timelike
Bonnet yiizeyleri [16], [17], [18], [26], [27] farkl: bir bakis acistyla 3-boyutlu Oklid
uzaymda Z. Soyugok [2] tarafindan tanimlanan A-gebekesinin genellestirilmesi ile ele
alinacaktir. Bu timelike yiizeyine ait biiyiikliikler incelenecek ve yilizeyin Bonnet yiizeyi

olma kriteri arastirilacaktir.

Bir S timelike ylizeyi asal egrilikler korunacak sekilde bir S’ timelike ylizeyi tizerine
izometrik tasvir edilebiliyor ise bu yiizeylere Bonnet yiizeyi ad1 verilir; bu durumda S ve
S’ yiizeyleri birbirinin yandas ylizeyleridir. Bu tasvir ile S yiizeyinin egrilik ¢izgilerinin

S' yandag ylizeyi tzerinde karsilik geldigi ortogonal sebekeye Bonnet Sebekesi
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(B-sebekesi) denir. Benzer olarak bu tasvir ile S’ yandas yiizeyinin egrilik ¢izgileri de S
yiizeyi lizerinde Bonnet sebekesine karsilik gelir. S yiizeyinin birinci ve ikinci temel
form katsayilar1 E,F,G; L, M, N ve ylzeyin asal egrilikleri r ve r ile gosterilmek tlizere

T —yr, =T (3.61)

olarak tanimlansin. Goz Oniine aldigimiz tasvir izometrik oldugu igin birinci temel form

katsayilari ve boylelikle K Gauss egriligi korunacaktir yani S’ yandag yiizeyi tizerinde
E'=E, F'=F ve G'=G (3.62)

dir. Ayrica izometrik tasvir ile asal egrilikler korundugu igin S ve S’ yiizeylerinin

biiyiikliikleri arasinda
H=H') K=K, J=] (3.63)

bagitis1 vardir. Oncelikle S yiizeyinin iizerinde sececegimiz v = sabit ve u = sabit
dik koordinat sebekesini; yiizeyin egrilik ¢izgileri (C-net) ile Bonnet sebekesinin (B-net)
aciortay sebekesi olarak alalim (Sekil 3.1), (Sekil 3.2). Burada her ii¢ sebeke ortogonal
sebekedir ve her li¢ sebekenin bir ailesi timelike, diger ailesi spacelike egriler ailesi olarak

alinacaktir. Bu durumda koordinat sebekesinin v = sabit timelike egri ailesi, birinci
timelike egrilik ¢izgisi ailesi ile +% hiperbolik agis1 yaparken birinci timelike Bonnet

ailesi ile de —% hiperbolik agis1 yapar.

C-Net
v=const.

Sekil 3.1 S yiizeyinin egrilik cizgileri sebekesi ile Bonnet sebekesi
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Burada v = sabit ve u = sabit dik koordinat sebekesinin normal egrilikleri ve

geodezik burulmalari sirast ile Ky, ky; T4, T4 ile verilmek lizere K Gauss egriligi
K =17 = Kkqk, + 74T, (3.64)

dir [44]. y = y(u, v) timelike yiizeyi lizerinde egrilik ¢izgisi ailesi ile a agis1 yapan bir

timelike dogrultusuna ait k,, normal egriligi:
k, = rcosh? «a —Tsinh? a (3.65)

esitligi ile verilir [44]. v = sabit timelike egri ailesi, birinci timelike egrilik ¢izgisi ailesi

ile +% hiperbolik agis1 yaptigi igin, (3.65) de a = +§ alinarak

Kk, = r cosh? ¢ _ 7 sinh? ¢ (3.66)
2 2
elde edilir ve hiperbolik fonksiyonlarin  esitliklerinden yararlanilirsa
e (5589) 7 (2800 () o () oo
K, = H + ] cosh ¢ (3.67)

bulunur. Bu timelike egriye dik olan spacelike egrisinin dogrultusundaki ¥, normal

egriligi
Kp = 7cosh® a — rsinh®« (3.68)

seklinde verilir [44]. (3.68) den benzer islemlerle
K, = H—Jcosh¢ (3.69)

elde edilir. O halde Gauss egriligi

r+7_*2 r—r
— e — _ 2 2 _ g2
K_rr_< > ) < > ) =H?—] (3.70)

olarak yazilabilir. (3.67) ve (3.69) esitlikleri (3.64) ifadesinde yerine yazilirsa
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K = (H +Jcosh¢ )(H —Jcosh¢ ) + 7,7 (3.71)
bulunur, burada 7, = 7,4dir. (3.71) den
Ty =] sinh ¢ (3.72)

elde edilir. S yiizeyinin biiyiikliikleri asagidaki sekilde 6zetlenebilir.

a) v = sabit timelike koordinat egrisinin normal egrilik, geodezik egrilik ve geodezik

burulmast:

L
o = = H + ] cosh ¢ (3.73)
/&
0, -
VEG
J sinh ¢ i (3.75)
T, = Jsinh¢ = — :
p VEG
b) u = sabit spacelike koordinat egrisinin normal egrilik, geodezik egrilik ve geodezik
burulmasi:
_ N
xnz—EzH—]coshq.’) (3.76)
VG
K, = Q (3.77)
VEG
7, = Jsinh § = —= (3.78)
T, =Jsinh¢ = — :
g VEG
seklindedir.

S’ yandag yiizeyi i¢in de yukaridaki biiyiikliikleri hesaplayalim. S ylizeyinin egrilik
cizgileri S’ yandas ylizeyinin Bonnet sebekesine karsilik geldiginden, S’ ylizeyinin birinci
timelike egrilik cizgisi ile v = sabit timelike koordinat ¢izgisi arasindaki ag1 — % olur.
Dolayisiyla S yiizeyi i¢in hesaplanan biiyiikliikklerde ¢ agis1 yerine —¢ yazmak yeterli

olacaktir.
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B-Net

Sekil 3.2 S’ ylizeyinin egrilik ¢izgileri sebekesi ile Bonnet sebekesi

S’ yiizeyinin biiyiikliikleri asagidaki sekilde 6zetlenebilir.

C) v = sabit timelike koordinat egrisinin normal egrilik, geodezik egrilik ve geodezik

burulmast:

K, = H + ] cosh(—¢) =H + J cosh¢ =k, (3.79)
K, =K, = % (3.80)
VE
Kg = Kg = —(T\/_g” (3.81)
Ty = J sinh(—=¢) = —Jsinh ¢ = -1, (3.82)
, M
Tg = _\/T_G (383)

d) u = sabit spacelike parametre egrisinin normal egrilik, geodezik egrilik ve geodezik

burulmast:

¥, = H —Jcosh(—¢) = H—Jcosh¢ =%, (3.84)

%, =K, =—— (3.85)
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(Vo)

E;] = Eg = Tau (386)
T, =] sinh(—¢) = —/sinh ¢ = -7, (3.87)
7 = (3.88)

Tg = \/E .

seklindedir ve (3.75), (3.78), (3.83), (3.88) den 7,' =7, = —1, = —T, = —%_G elde

edilir. Simdi yukarida biiyiikliikleri 6zetlenmis S timelike yiizeyinin Bonnet yiizeyi
olmasi i¢in saglamasi gereken kosullari arastiralim. S timelike yiizeyinin v = sabit
timelike ve u = sabit spacelike koordinat egrileri ile tanimli (u,v) dik koordinat

sebekesindeki (3.53) biiyiikleri S’ yandas yiizeyi igin de yazilirsa

(en)2 = Kg' (k' =) + (1), + 2,7y (3.89)

Ve Kkp=kn, Kj=ky; K, =Kn K,/=K, , Ty =—7, esitliklerine gore yeniden
diizenlenirse

(en)2 = kg (en — ) — (24), — 25,74 (3.90)

elde edilir. (3.53) ile (3.90) esitligi birbiri ile taraf tarafa toplanirsa
(Kn)2 = Kg(Ky — 1) (3.91)
ve c¢ikartilirsa
Galy _ -2k, (In|t,]). = —2%, (3.92)
T 1
elde edilir. Benzer sekilde S yiizeyinin (3.54) esitligi S’ yandas yiizeyi i¢in yazilirsa
(), )1 =%, (e — %, — (Tg')z + 2K4'1, (3.93)

ve tekrar dizenlenirse

(k)1 = Ky (en — ) + (74),, — 2Kg T4 (3.94)
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elde edilir. (3.54) ile (3.94) esitligi taraf tarafa toplanir
(En)l = Eg (Kn - En) (395)

ve cikartilirsa

(Tg)z

g

= 2K, = (ln|rg|)2 = 2K, (3.96)

bulunur. Sonug olarak verilen bir S timelike ylizeyinin Bonnet yiizeyi olmasi i¢in yiizey
(Kn)Z =Ky (Kn - En) Ve (En)l = Eg (KTL - En) (397)
(1n]5,]), = =25, ve (infz,|), = 2, 3.9

denklemlerini saglamalidir.

Tamim 3.2. Bir S timelike yilizeyinin (u, v) koordinat sebekesindeki birinci ve ikinci
temel form katsayilar1t E = G, F = 0, M = ¢ = sabit # 0 kosullarin1 sagliyor ise bu
sebekeye A-Sebekesi denir.

Teorem 3.3. izotermik olmayan S timelike yiizeyinin Bonnet yiizeyi olmas igin gerek

ve yeter sart A-sebekesine sahip olmasidir.

Ispat. = Varsayalim ki S yiizeyi bir Bonnet yiizeyi olsun. Bu takdirde S yiizeyi (3.97) ve
(3.98) denklemlerini saglar. (3.98) denklemine (3.49) uygunluk kosulu uyarlandiginda

(lanngZ - (ln|Tg|)1 Kg= (ln|Tg|)21 + (ln|rg|)2Eg (3.99)
(_ZEQ)Z — (2, )y = (ZKg)l + 24k, (3.100)
(9), = =(%), (3.101)

elde edilir. Bu ise yiizey lizerinde alinan dik koordinat sistemi i¢in izometrik olma kosulu

olan (lng) =0 kosulu ile esdegerdir. Dolayisiyla teorem 3.1den E =G,
uv
F =0 kosulu saglanir. E =G kosulu altinda (3.98), (3.42) ve (3.46) dan

(1n|rg|)2 = 2K = 2.%(lné)2 ve (ln|rg|)1 = =2k, = —2%(lnE)1 = (ln%)1 elde

edilir. Buradan 7, = g, yani \/%_G = % = g ve M = ¢ = sabit bulunur. Sonug olarak S
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yiizeyi bir Bonnet yiizeyi ise lizerinde E = G, F =0, M = ¢ = sabit # 0 kosullarni
saglayan bir A-Sebekesi vardir.

« Simdi de S timelike yiizeyi lizerinde bir A-Sebekesinin tanimli oldugunu varsayalim.

Yani E =G, F=0, M=c=sabit olsun. S yiizeyinin temel form katsayilari
H ve ]#0 cinsinden ifade edilsin. 7, =]sinh¢ = %_G oldugundan E = G,

M = ¢ = sabit (uygun 6l¢ek doniisiimii ile 1 alinirsa) olarak alinirsa

1

EZGZW, F=0 (3102)

—L—H h = 1 H h 3.103

Kn =% + Jcosh ¢, —m( + J cosh ¢) (3.103)
s N 1

Kn=—E=H—]COSh¢, N=W(ICOS}1¢—H) (3104)

M = ¢ = sgn(J) (3.105)

elde edilir. Bu ylizeyin bir Bonnet yiizeyi oldugunun gosterilebilmesi i¢in yiizeyin (3.98)

esitliklerini saglamasi gerekir:

(In|z), = (1n|T9|) (7ol _ Usinhe)y _ ™D, By (3.106)
Ty / inhg)  EVE -
|]|smh¢> | gl\/|]|Slnh¢) \/(]Sln ¢) \/%
N O RN .
birinci esitligi sagladigr goriiliir. Benzer sekilde
(1 | |) (1n|Tg|) (ngl) __ (sinh¢)y, _ (E_l)v _ B (3.108)
tg inh$) ~ EVE
/msmh p |Tg| Jm = ~ J/Qsinh ) \E EVE
0B,  _WE), B (3.109)
N A N

ikinci esitlik de saglanmaktadir. Boylece iizerinde A-sebekesi tanimli olan S timelike

ylizeyi bir Bonnet yiizeyidir. S’ yandas ylizeyinin temel form katsayilari ise
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1

E=E' =——F7——, F=F'= .
[lsinh o’ 0 (3.110)
= ’—LI—H+ h L=L = ! (H + h¢) (3.111)
K'n—K'n—E,— Jcosho, L= = Jlsinh J cosh ¢ .
R =Ry == — H—Jcosh N=N=— h¢—H) (3.112)
K =Kn == (7= J cosh ¢, = |]|smhq,’>(lcos ¢ —H) .
Ty = —Tg, M' = —& = sgn(J) (3.113)

seklinde bulunur.

S timelike yiizeyi i¢in, yukarida bulunan biiytikliikler (3.53), (3.54) de yerine yazilirsa

(H+] cosh ¢),, (\I 1l Sllnh ¢) (Jsinh @)y, (\I 11 Sllnh ¢)

= *2J cosh¢ + + 2

[1
[JIsinh ¢ |]|smh¢ ,I]ISlnhtb 17l smh¢

v (Jsinh¢) (3.114)

ve

1 1
(H-Jcosh )y _ _( |1|smh¢>)u 2] cosh ¢ — Usinh )y | - ( '1'5‘“1‘"’)1; (J sinh ¢) (3.115)

1
/71 ’ 1
|J] sinh ¢ 171 smhrb [Jlsinh ¢ |[JI sinh ¢

elde edilir. (3.114) ve (3.115) diizenlenirse sirasiyla

H, _ o
]  sinh¢ (3.116)
ve
Hy _ bu
] sinh¢ (3.117)
bulunur.
Sonug 3.2. (3.116) ve (3.117) den
by _ ¢
g™ (Inranh ) (3.118)

ve
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elde edilir. Buradan

bulunur.

3.4 Timelike Yiizey Uzerinde Baz1 Bagitilar

(3.119)

(3.120)

3-boyutlu Lorentz uzay:1 L3de verilen diizgiin M yiizeyinin birinci temel form katsayilar:

cinsinden ¢(u,v) fonksiyonunun ikinci diferansiyel Beltrami (Laplasyen) operatorii

Fd)u_E(pv

Ap = — 1 I(quu—Fqbu) _(
VEG — F2 [\VEG — F2 /,,
seklinde tanimlanir [52].

(3.121) dik koordinat sistemi i¢in diizenlenirse

A =

VEG |\ VE

olarak elde edilir.

3 = - =[(6:5), - (¢2V5),]

1
8¢ = == [@)uVG + 6:(V5), = @) VE - 4:(VE) |

VEG — F?

1 (%ﬁ) _(qbvﬁ
Ve

_ (¢1)u (\/E)u (¢2)v
S R G AN

(3.121)

(3.122)

(3.123)

(3.124)

(3.125)

halini alir (f; = %, fo= %) (3.42) ve (3.46), (3.125) esitliginde yerine yazilirsa
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Ap = =y + oy — ¢1(Eg) - ¢2(Kg) (3.126)

bulunur. Calismamizda E = G alinacagindan A¢ = —%(qﬁuu — yy) = %(d)w — )

sekline gelir. Ayrica Gauss egriligi ile Beltrami (Laplasyen) operatorii arasinda bir baginti

bulmak i¢in [44] den yiizeyin birinci temel form katsayilar1 olan E,G ve bunlarin

, . o _ (6), VE),\] - o
tirevleri cinsinden verilmis K = \/_[ ( ) av( NG )] ifadesi E =G ile
yeniden diizenlenirse K = ——[ (InVE ) ——(ln\/_ ) ]— —— (lnE)uu (InE) ]
dir.

Sonug¢ 3.3. K Gauss egriligi

2K [(InE),, — (InE),,] = A(InE) (3.127)

D'le—k

dir.
Teorem 3.4. Parametre egrilerinin geodezik egrilikleri k., Ve k4 olan (u, v) dik koordinat

sistemi ile 6 hiperbolik agis1 yapan (u', v") dik koordinat sisteminin izometrik olmasi

icin gerek ve yeter sart
26 + (i), + (1), =0 (3.128)

esitliginin saglanmasidir.

Ispat. Parametre egrilerinin geodezik egrilikleri k, * ve k; olan (u’,v") dik koordinat
sistemi, parametre egrilerinin geodezik egrilikleri k, ve k, olan (u,v) dik koordinat

sistemiyle 6 hiperbolik agis1 yapsin. Bu durumda
(@)1 = g1 cosh 6 + q; sinh 6 (3.129)
(q9),» = g, sinh 6 + g, cosh @ (3.130)

esitligi saglanir [44]. Ayrica v = sabit timelike egrisi ile 6 hiperbolik agisi

apan bir timelike v’ egrisinin geodezik egriligi [44]:

yap g g griligi [44] (3.131)
do

Kg* = Ky cosh 8 —Eg sinhB—E
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kg " = K4 cosh® — kg, sinh @ — (6, cosh6 + 8, sinh 6)
Kg " = (K'g — 61) cosh 6 — (Eg + 02) sinh
ve bu egriye dik olan u’ spacelike egrisinin geodezik egriligi ise
Ky = (—Kkg4 + 6;)sinh6 + (k, + 6,) cosh 6
bi¢iminde ifade edilir [44]. Geodezik egriliklerin tiirevleri alinirsa

kg' = (Kg, — 611) cosh @ + 6, sinh (i, — 6;) —

(Ky, + 621) sinh 6 — 6, cosh (K, + 6,)

Kg‘; = (—Kgl + 911) sinh 6 + 6; cosh6(—k, +6,) +

(g, + 021) cosh 6 + 6, sinh 8(%, + 6,)

Ky, = (ng - 912) cosh 6 + 6, sinh 6 (k, — 6;) —

(K, + 622) sinh @ — 6, cosh 6 (i, + 6,)

Kg; = (—ng + 612> sinh 6 + 6, cosh 6 (—k, + 6,) +
(Egz

+ 622) cosh 8 + 6, sinh H(Eg + 02)
esitlikleri elde edilir. Bulunan bu esitlikler

(Kg*)l, = Kg’; cosh 8 + ;cg; sinh 6
g

(Kg )2, = ;cgi sinh 6 + « ;coshB

formiillerinde yerine yazilip taraf tarafa toplanirsa

(3.132)

(3.133)

(3.134)

(3.135)

(3.136)

(3.137)

(3.138)

(3.139)

(3.140)

(g7) s + (16", = (g, = 011) — 82(y + 85) — (kg — 6:) + (g, + 62 (3.141)

(Kg*)ll + (Kgo)z, = Kgl - 611 - HlEg - szg + Egz + 622
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elde edilir. A = =11 — P1(k,) + a2 — P2(x,) oldugu bilindiginden (v',v") dik
koordinat sisteminin izometrik olma kosulu olan (r,") , = —(i,"),, esitligi ile birlikte

g6z Oniine alinip (3.142) esitliginde yerine yazilirsa
26 + (i), + (k5), =0 (3.143)

bulunur.

= A6+ (Kg )1 + (Eg)z = 0 oldugu varsayilsm. Bu durumda (u’,v") dik koordinat

sisteminin izometrik oldugunu gostermek yeterlidir. Bu amacgla (u',v") dik koordinat
sisteminin parametre egrilerinin (3.133) ve (3.134) geodezik egriliklerinin 1" ve 2’
koordinat dogrultusuna goére alinmis tlirevlerinin taraf tarafa toplanmasi ile (3.142)

elde edilir. Boylece (u',v") dik koordinat sisteminin izometrik olmasi kosulu olan

(Kg*)l, = —(Kgo)z, saglanmus olur.

Sonug¢ 3.4. Izometrik iki sistem arasindaki a¢1 harmoniktir. Yani A8 = 0 dur.

Ornek 3.1 (Timelike donme eksenli timelike helikoid).

xz diizlemindeki ¥ = (w, 0, f(w)) iireteg egrisi ile 1 — (f’(u))2 <0ve u2—c%2>0

kosulu altinda yani  ¢% — u? + u%f'* > 0 olmak iizere

cosv —sinv 0 u 0 (3.144)
y(u,v) = (sinv coSsv 0) ( 0 ) + ( 0 )
0 o 1/ V@ cv
veya
y(u,v) = (ucosv, usinv, f(u) + cv), u >0, c €ER* (3.145)

[28], [52], [53] seklinde parametrelendirilmis Oz-timelike donme eksenli bir timelike
helikoid yiizeyinin {izerinde A-sebekesinin varligini arastirarak, bu ylizeyin bir Bonnet
yiizeyi oldugunu gosterelim. Bu amagcla ylizeyin birinci ve ikinci temel form katsayilarini

hesaplayalim.

yu = (cosv, sinv, f'(w)) (3.146)

35



Yy = (—usinv, ucosv, c) (3.147)

e e —e
A 1 1 2 3

= Yul Ve _ —det| cosv sinv  f'(u) (3.148)

1y Ayl w —usinv ucosv c
N=- o (csinv — uf'(u)cosv, —uf'(u)sinv — ccosv, —u) (3.149)
N = > (uf'(u)cosv — csinv, uf'(u)sinv + ccosv, u) (3.150)
Yuu = (0,0, " (W) (3.151)
Yuw = (—sinv, cosv, 0) (3.152)
Yu» = (—ucosv, —usinv, 0) (3.153)

olmak iizere birinci temel form katsayilari

—E={y,y)=1-(f W) <0 (3.154)
F=(yu,y,) =—cf'(w) (3.155)
G=(y,y)=u*—c*>>0 (3.156)

ikinci temel form katsayilart ise (N, N) = w? = ¢ —u2 + u2f'* olmak iizere
II( ) 2 ,( )
L= (uwN) = =", M=y, N) =5, N=(y,N) = -2 (3157)

cf' (w)

c2—u?

seklinde hesaplamr. u =u, v=v + [ du skala doniisiimii ile ylizeyin temel form

katsayilar

F=0, G=G=u?-c? (3.158)

B _ufn(u)(cz _ u2)2 _ ZCZfIWZ + u2C2f13 (3159)

W(CZ — uZ)Z
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w_ -y (3.160)

M=—
c2 —u? w

haline gelir. Yiizey lizerinde A-sebekesi secebilmek i¢in yeni bir skala doniisiimiine daha

o

=7 (3.162)

ihtiyag vardir.

du (3.161)

Q=

<A

doniisiimii ile yiizeyin bulunan biiytikliikleri

—u?f'(u)

E=G=u®—-c% F=0, M=-c, N
e ¢ w (3.163)

—uf" (W) (c? —u?)? — 2c2f'w? + uzczf’3

(3.164)
W3

L=

seklinde elde edilir. Sonug olarak uygun skala doniisiimleri yapilarak timelike donme
eksenli bir timelike helikoid ylizeyinin A-sebekesine sahip oldugu gosterilmis oldu.
Teorem 3.3 geregi A-sebekesine sahip olan bu yiizey bir Bonnet yiizeyidir. Bu ylizeyin
yandas yiizeyinin parametrik denklemi ise z(u,v) = (ucosv,usinv, f(u) — cv)

seklinde yazilir.

Sekil 3.3 Timelike donme eksenli timelike helikoid (burada f(u) = e () , ¢c=0.2,
u € [0.5,1], v € [-20,20] alinmstir.)
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Sekil 3.4 Timelike dénme eksenli yandas timelike helikoid (burada f(u) = (),
c=-0.2,u€[0.5,1], v € [-20, 20] alinmistir.)

Ornek 3.2 (Spacelike donme eksenli timelike 1.tip helikoid).

Ureteg egrisi y = (g(v),v,0) olmak iizere, ¢?—v?<0 kosulu altinda yani

v2(1+ g'%) = ¢? > 0 igin

1 0 0 g) cu

y(u,v) = (O coshu sinh u>< v > + < 0 ) (3.165)
0 sinhu coshu 0 0

veya

y(u,v) = (g(v) + cu,vcoshu,vsinhu), v>0, c €R* (3.166)

olarak parametrelendirilen yiizey, Spacelike donme eksenli bir timelike helikoid

yiizeyidir [28], [52], [53]. Bu durumda yiizeyin birinci ve ikinci temel form katsayilari

—E=c2-v2<0, F=cg', G=1+g" (3.167)
L= m== Ny=V (3.168)

w w w
(N,N)=w? =v2(1+g%)—c?>0 (3.169)

cg’

olarak hesaplanir. w = u + | dv ve v = v skala doniisiimiiyle ylizeyin temel form

c2—p2

katsayilar1
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E=E, F=0, G="% (3.170)

T=1="00 =% N=T(ZL) +2M(Z)+N (17

c2—p2

vg" (c? — v2)? + c2v2g’® — 2¢2wiy’

ey (3.172)

haline déniisiir. Yiizey iizerinde A-sebekesi segebilmek i¢in 4 =u, ¥ = [ %d? olacak

sekilde yeni skala doniisiimii tanimlansin. Bu durumda yiizeyin temel form katsayilar
E=G=v?*—¢% F=0, M=—c=+#0, L=—% (3.173)

2 _ p2)2 2.2 .13

92002 1
+cveg 2c“w*g (3.174)
w3

seklinde ifade edilir. Boylece v = sabit ailesi ve ortogonal yoriingeleri bir A-sebekesi
olusturur. Teorem 3.3 geregi, iizerinde A-sebekesi bulunduran bu yiizey bir
Bonnet yiizeyidir. Bu yiizeyin yandas yiizeyinin parametrik denklemi ise

z(u,v) = (g(v) — cu, v coshu, vsinhu) seklinde yazilir.

Sekil 3.5 Spacelike tip 1 donme eksenli timelike helikoid ( g(v) = 5cosv + e3v’,
c=2, u€l[-1,1], v € [2.1, 3] alinmistir.)
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Sekil 3.6 Spacelike tip 1 donme eksenli yandas timelike helikoid (burada

g(v) =5cosv+ €3’ c=-2, ue[-1,1], ve[2.1,3] alinmstir.)

Ornek 3.3 (Spacelike donme eksenli timelike 2.tip helikoid).

¥ = (g(w), 0, ) iireteg egrisi ile g’> — 1 < 0 kosulu altinda yani u? + ¢2 —u2g'> > 0

i¢in
1 0 0 g) cv
y(u,v) = <O coshv sinh v)( 0 ) + ( 0 > (3.175)
0 sinhv coshv u 0
veya
y(u,v) = (g(u) + cv,usinhv,ucoshv), u>0, c eR”" (3.176)

olarak parametrelendirilen yiizey, spacelike donme eksenli bir timelike helikoid
yizeyidir [28], [52], [53]. Yiizeyin birinci ve ikinci temel form katsayilari,

(N,N) = w? = u? 4+ ¢2 —u%g'?® olmak iizere

—E = g’2 -1<0, F=cg', G=c*+u? (3.177)
ug” —c —u?g’
L = L, M=—, N= 9 (3.178)
w w w
. — - cg’ v e e
seklinde hesaplanir. u=u, v=v+ f oz du doniistimii kullanilirsa,
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2 — —

~E=—=, F=0, G=G=c*+u’ (3.179)
T ug"(c? + u?? + 2c2w?g’ 4+ usc?g” (3.180)
B w(c? + u?)?
—  —ew — -u?g
M=——_ N-= (3.181)
c? + u? w
elde edilir. Diger bir & = | %dﬁ, ¥ = U doniisiimiinii uygularsak
= = 2 2 - — _ _ngl
E=G=c*+u? F=0, M=—-c#0, N= — (3.182)
"e .2 2)2 2,2 4! 2,213
i=ug (c* +u*)* + 2c*w?g' + u“c?g (3.183)

w3

olarak bulunur. Boylece v = sabit ailesi ve ortogonal yoriingeleri yiizey iizerinde bir
A-sebekesi olusturur. Teorem 3.3 geregi bu yiizey bir Bonnet yiizeyidir. Bu ylizeyin
yandas yiizeyinin parametrik denklemi ise z(u,v) = (g(u) — cv,usinhv,ucosh v)

seklinde yazilir.

Sekil 3.7 Spacelike tip 2 donme eksenli timelike helikoid (burada g(u) = e™, ¢ = 2,
u € [0.01,0.1], v € [-1,1] alinmustir.)
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Sekil 3.8 Spacelike tip 2 donme eksenli yandas timelike helikoid (burada g(u) = e~
c=-2, u€f0.01,0.1], v € [-1,1] alinmstir.)

Ornek 3.4 ( Null donme eksenli timelike helikoid).

Ureteg egrisi y = (0, u,f (u)) ve u # f(u) olmakiizere 1—f '2 < 0 kosulu altinda

1 % -V
(L 2 )0y g0
( u >+<cv> (3.184)
f cv

y(u,v) = k_v 1 2 2 )
v? v?
— —_— 1 I
v > +

veya

2 2 2 2
y(u,v) = <(u - v, <1 - 1%)u +v7f(u) + cv,—%u + <1 + %)f(u) + cv) (3.185)

seklinde parametrelendirilen ylizey, null donme eksenli bir timelike helikoid yiizeyidir
[28], [52], [53]. Bu durumda yiizeyin temel form katsayilari

—E=1-f"%<0, F=1-f¢, G=u-f)>?

-AOr" —c(1=fN2 A2l _
N 0 A Y R €l A0 M VAR o Dl Ut
w w w

(N,NY= w2 =(u—-D*(f?-1)+1-f)%*>0
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c(1-r")

seklinde hesaplamir. U =u, v=v + [ du déniisiimii kullanilirsa

w1
E=% F=0 G=G=(@u~-/) (3.189)
O AR i
L= o (3.190)
Mzo,ﬁzlv:(u_f);(f’_l) (3.191)

olarak elde edilir. Son olarak; & = | % du, v = v dontisimi uygulanirsa yiizeyin temel

form katsayilar

E=G=u-f)?*, F=0 (3.192)
7 (w—f?(u—f>f"+1~f)3c?)
- 3
w (3.193)
i =o, ﬁz(u_f);(f'_l) (3.194)

halini alir. ¥ = sabit ve ortogonal yoriingeleri izotermik sebeke olup bu yiizeyin egrilik
cizgileri sebekesiyle ¢akisiktir (M = 0). Dolayistyla bu yiizey, asal egrilikler korunarak
kendi lizerine izometrik tasvir olur. Bu sebeple, yiizey izotermik bir yiizey olur fakat bir

Bonnet yiizeyi belirtmez.

3.5 Timelike Minimal Yiizeyler

Bu boliimde, yukarida Bonnet probleminin ¢oziimii olan ve donme eksenlerine gore
incelenen timelike Bonnet helikoidlerin arasindan minimal yiizey olanlar arastirilacaktir.
Bu amagla, (u, v) izotermal koordinatlar ile verilmis y = y(u, v) timelike yiizeyi i¢in
timelike minimal yiizey olma kosulu yani  y,,—¥,, = 0 veya yiizeyin ikinci temel

form katsayilarina gore diizenlenmis hali olan L — N = 0 esitligi kullanilacaktir [49].
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Ornek 3.5 (Timelike donme eksenli timelike helikoid).

1-— (f’(u))2 <0 ve u®—c?>0 kosuluile y(u,v) = (ucosv, usinv, f (u) + cv),
u >0, c € R* parametrik denklemi verilen timelike helikoid yiizeyinin, timelike
minimal yilizey olma sartin1 arastirmak i¢in yiizeyin ikinci temel form katsayilari olan

N = L

L—N =0 esitliginde yerine

0 MO —uf”(u)(cz—uz)z—Zsz'Wz+u2c2f’3
w -

w3

yazalim. Elde edilen ikinci dereceden
—uf" (W) (c? — ud)? — 2¢2f'w? + u2cf"? + utf'w? = 0 (3.195)

diferansiyel denkleminin ¢oziimiinii inceleyelim. Gerekli diizenlemeler yapildiginda

denklem  (c? —u®)[f' +uf"]+ f'[u?f'* +c*] =0 haline indirgenir. Buradan

I ﬂ . ! 172 o iy . dt _ du .« .
uf’ =t, y, f"+uf" doniisiimii uygulanirsa denklem (i)~ wr—c?) halini alir.
2 (2-)

Degiskenlerine ayrilarak terim terime integre edilirse, ve K;=1

(t2+c2)Kq o2

2_r2
secilerek uf’ =t doniisiimii yerine yazilirsa f' = /uuzc denklemi bulunur. Fakat

buradan u = ¢ sec 6 doniisiimii altinda (3.195) diferansiyel denkleminin genel ¢oziimii

u? — c? c
f=c (7 — arccos (;)) + K, (3.196)
olup bu ¢oziimin f' = uzu_zcz tiirevi, ylizeyin birinci temel form katsayilarindan

—E=(y,y,)=1- (f ’(u))2 < 0 sartin1 saglamaz. Dolayisiyla (3.196) ¢oziimiiniin
(3.145) denkleminde yerine yazilmasi elde edilen yiizey, bir timelike minimal yiizey

belirtmez.

Ornek 3.6 (Spacelike donme eksenli timelike 1.tip helikoid).

c2—v2<0 kosulu altinda, y(u,v)=(g()+cu,vcoshu,vsinhu), v>0,

c € R* parametrik denklemi ile verilen timelike helikoid yiizeyinin timelike minimal

= _p2g
yiizey olma kosulunu arastiralim. Yiizeyin ikinci temel form katsayilari olan L = vwg ,
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" 2 3 ’
vg (cz—vz) +czv2g —ZCzwzg
3

N =

bliytikliiklerini L — N = 0 esitliginde yerine yazarak elde

w

edilen ikinci dereceden

_ngI(CZ _ 172)2 _ CZUZgI3 + 2C2W2g, — U2W2g, =0 (3197)
diferansiyel denkleminin ¢oziimiinii inceleyelim. Gerekli diizenlemeler yapildiginda

denklem (v2 —c?)[g' +vg"]+ g'[(g’'v)? —c?] = 0 haline indirgenir. Buradan
dt

I ﬂ _ 7 7] oo es _ee o _
vg'=t, —=g +tvg dontisiimii uygulanirsa denklem () — 2 olarak
2_ 2 2
bulunur. Degiskenlerine ayrilarak terim terime integre edilirse (ttzKC ) = (VZU = Ve
) =

2 2

K, = 1 segilebilir. vg’ = t doniisiimii yerine yazildiginda g’ = |~ —— ifadesi bulunur.

Buradan v = ¢ sin 6 doniisiimii altinda (3.197) denkleminin

V2 — p2

c

N ’/CZ — P2

c
In |-
v v

glv)=c < > + K, (3.198)
¢oziimii —F = ¢? —v? <0 sartim saglamadig igin (3.198) c¢oziimiiniin (3.166)

denkleminde yerine yazilmasi elde edilen yiizey, bir timelike minimal yiizey belirtmez.

Ornek 3.7 (Spacelike donme eksenli timelike 2.tip helikoid).

g’2 — 1 < 0 kosulu altinda, y(u,v) = (g(u) + cv,usinhv,ucoshv), u>0, c € R*
parametrik denklemi ile verilen timelike helikoid yiizeyinin timelike minimal
yizey olma kosulunu arastiralim. Yiizeyin ikinci temel form katsayilari olan

2 3
ug''(c?+u?) " +2c?w?g’+u?c?g’”” = -u

= 2 47
L= , N = = biiyiiklikleri L — N = 0 esitliginde yerine

w3

yazildiginda elde edilen ikinci dereceden
ug”(u)(cz + uZ)Z + 2C2W2g' + uzczgr3 + uzwzgr =0 (3199)

diferansiyel denklem gerekli diizenlemeler ile (c? + u?)(ug” + g') = g'(u?g"* — c?)
haline indirgenir. Buradan ug' =t, g—i =g’ +ug" doniisimii uygulanirsa denklem
dt _ du
t(t2=c2)  u(u2+c?)

olarak bulunur. Degiskenlerine ayrilarak terim terime integre edilirse

(t?-c?) _ u?
t2K, (u2+c?)

ve K;=1 seqilebilir. ug’ =t doniisimi yerine yazildiginda
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g = 62;"2 ifadesi bulunur. Buradan u = ctanf donisimi altinda (3.199)
denkleminin
3.200)
Vu? +c%+c (
=glw)=|VJut+c?-clh |/——+K
=9 ViZ+tcZ—c

¢ozimi —FE = g’2 —1<0 sartim saglamadigi i¢in (3.200) c¢oOziimiiniin (3.176)
denkleminde yerine yazilmasi ile elde edilen yiizey, bir timelike minimal yiizey
belirtmez.
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A

SPACELIKE YUZEYLER

41 Temel Kavramlar

Timelike yiizeyler icin yapilan islemlere benzer olarak v = sabit ve u = sabit
koordinat egrilerinin dik oldugu, x = x(u,v) vektorel denklemi ile verilmis bir
spacelike yiizey ele alalim. Burada v = sabit spacelike koordinat egrisini (c;) ve
u = sabit spacelike koordinat egrisini (c,) ile gosterelim. Bu yiizey tizerinde alinan bir
P noktasindan gegen keyfi bir spacelike egri (c) olsun. (c), (c¢;) ve (c,) spacelike
parametre egrilerinin P deki birim teget vektorleri sirastyla t, £; ve &, ile yay uzunluklari
da sirasiyla s,s*,s* ve P deki timelike birim normal vektorii N ile gosterilsin. Bu
durumda kullanilacak temel kavramlar [44] den yararlanilarak asagidaki sekilde

Ozetlenebilir:

Xy Xy _ Xy Xy

L=~ 7% B2 i~ (4.1)
du dv
t:qu-vaE (42)
Xy, A X,
t-Nt, =———m— = .
LR T g Al (4.3)

dir. (4.1) den x, = VEt;, x, = VGt, olup ve bu ifadeler (4.2) de yerine yazilirsa

du dv du dv
=x, — —_— = — — 4.4
£ =Xy ——+ %, — VEt, ds+\/5t2 — (4.4)

olarak elde edilir. Burada S, = {t,t,} diizleminin spacelike diizlem oldugu, yani t ile

t, arasindaki ¢ agisinin spacelike ag1 oldugu kabul edilirse ( t ile t, arasindaki spacelike

acl (g — qo) dir)
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t =t cosp +t, sing (4.5)
dir. (4.4) ve (4.5) esitliginin her iki taraf sirasiyla t; ve t, ile i¢ ¢arpilirsa,

ds*

— _ du _
(t, t;)=cosep = \/Eds =—

(4.6)

ds**
ds

(t, t,)=cos (g - (p) = sing = \/E% = (4.7)

formiilleri elde edilir; burada ds? = Edu? + Gdv?, ds*?> = Edu?, ds**? = Gdv? dur.

(4.1) den x = x(u, v) spacelike yiizeyine ait birinci temel form katsayilari,
(xw xu) = E, (xv;xv) = Gl (xul xv) = F = 0 (48)

seklindedir [44].

4.2  Spacelike Yiizeylerin Cebirsel Degismezleri
Yapilan bu 6n hatirlatmalardan sonra x = x(u,v) spacelike yiizeyi icin Weingarten

tiirev formiilleri
Ny, = a1x, + %, (4.9)
N, = axx, + B,x, (4.10)
olarak ifade edilebilir. (4.9) daki esitlik x, ve x, ile skaler ¢arpilirsa
(N, ,xy) = E (4.11)
ve

(Nu 'xv) =p1G (412)

olarak elde edilir. N yiizey normali x,, ile x, nin belirledigi diizleme dik oldugundan
(N,x,)=0 ve (N,x,)=0 olarak yazilir. Buradan sirasiyla u ya gore tiirev
alinirsa, (N, , x,,) = —L ve (N,,x,) = —M olarak hesaplanir. Bulunan degerler (4.11)

ve (4.12) de yazilirsa:
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L

<Nu,xu) = alE = _L, a1 == —E (413)
M

(N, ,x,) =G =—M, B = ar (4.14)

olur. Benzer islemler (4.10) i¢in tekrar edilirse,

M

(Nv,xu> = asz = _M, az == —E (415)
N

(wav) = BZG = —N, ﬁz = _E (416)

elde edilir. (4.13), (4.14), (4.15), (4.16) katsayilar1 (4.9) ve (4.10) da yerine yazilirsa

N, = <— %) x, + (— %) X, (4.17)

y = (—%) X, + <— %) Xy (4.18)

bulunur. x = x(u,v) spacelike yiizeyinin birinci ve ikinci koordinat ¢izgisine gore

VE 2T v YT NE VG

(4.18) Weingarten tiirev formiillerinde yerlerine yazilirsa:

alinmis x4 = ve N, = tiirev ifadeleri buldugumuz (4.17) ve

N, = <— %) X1+ <— %) X (4.19)
ve
N, = <— %) x1+ <— g) X (4.20)

olarak bulunmus olur. Bu bilgilerden sonra simdi de x = x(u, v) spacelike ylizeyinin

Gauss turev formiilleri
Xuu = Flllxu + Flzlxv + ['131N (4.21)

Xuy = Fllzxu + Flzzxv + ['132N (4.22)
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Xyy = rzlzxu + ['222xv + ['232N (4.23)

seklinde ifade edilebilir. Bu esitligin her iki yan1 x,, x,, ve N ile skaler carpilir ve

X1 = 5—%, Xy = 5—%, N, = % ve N, = y—g tiirev formiilleri ile dlizenlenirse
VE L
xllz_(—)vxz__N (4.24)
VvEG E
e, =Gy M (4.25)
12 = 2
VvEG VvEG
VE M
x21 = ( )17 x1 = N (426)
VvEG VEG
x22 = — (\/E)u xl —_ HN (427)
VEG G

x = x(u,v) vektorel denklemi ile verilmis spacelike ylizeyinin v = sabit spacelike
koordinat egrisi (c¢;) ve u = sabit spacelike koordinat egrisi (c,) nin yiizey lizerinde
alinan bir P noktasindaki Darboux tigytizlisii [, g1, N] Ve [t3, g2, N] seklinde olup bu

ticylizliiler i¢in
N = t1 A\ tz, g1 = tz ve g, = _t1 (428)

dir [44]. Bu durumda, N birim normal vektoriiniin birinci ve ikinci koordinat ¢izgisine

gore tiirevleri

dN
N1 = ds* = Kntl + ngl (429)
ve
dN
NZ = _ds** = Entz + ?ggz (430)

seklinde ifade edilir [44].

a) v = sabit koordinat egrisinin normal egriligi k,, ve geodezik burulmasi 7, i¢in (4.19),

(4.28) ve (4.29) dan:
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L M
N, = (— —) x; + (— —) X2 = Knty + Tggs (4.31)

E VEG
K, = _% (4.32)
M
= (433)
olarak ifade edilir. Ayrica v = sabit koordinat egrisinin geodezik egriligi
K, = —% (4.34)

seklindedir [44].

b) u = sabit koordinat egrisinin normal egriligi ¥, ve geodezik burulmasi T, i¢in

(4.20), (4.28) ve (4.30) dan

M N i, _
NZ = <_ \/ﬁ) x1 + (_ E) xz == Kntz + ngz (435)
N
Ru=—c (4.36)
T M (4.37)
Ty = — .
7 VEG

olarak ifade edilir. Ayrica u = sabit koordinat egrisinin geodezik egriligi

K= (4.38)
seklindedir [44]. O halde bulunan sonuglar ile
Ny = Kpxy + TgX, (4.39)
N, = —T4x; + KpX; (4.40)
X11 = KgXy + Ky N (4.41)
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xlz == ngz + TgN (442)
X1 = —KgX1 + TgN (4.43)
Xpp = —KgXq + KpN (4.44)

seklinde diizenlenerek (4.19), (4.20), (4.24), (4.25), (4.26), (4.27) esitliklerinin tiim
katsayilari normal egrilik, geodezik egrilik ve geodezik burulma cinsinden yazilmis olur.
Bu bilgilerden sonra simdi de x = x(u,v) vektorel denklemi ile verilmis spacelike
yizeyi ig¢in uygunluk kosulunu arastiralim. Yiizeyin herhangi bir P(u,v)
fonksiyonu igin B, = B, dir. Buna gore, koordinat egrileri dogrultusunda yay

uzunluguna goére alman P;, ve P,; tiirevleri arasindaki bagintiyr bulmak i¢in

_ Py (\/E)v _ Py _ Py Py (\/E)u _ Py - . .
Plz_\/ﬁ_Pl\/ﬁ_\/ﬁ-l_PlKgl PZl_\/E_\/_Eﬁ_\/ﬁ_szg tureVlerl
diizenlenirse

P12 — P1Kg = P21 + PzEg (445)
uygunluk kosulu elde edilir. Bulunan uygunluk kosulu yiizey normali i¢in diizenlenirse
Ni; — Nikg = Ny + Nk (4.46)

elde edilir. Bu esitlikten yararlanarak geodezik egrilik, normal egrilik ve geodezik
burulmalar arasindaki bagintiyr arastirmak igin (4.46) de (4.19), (4.20) ve (4.24), (4.25),
(4.26), (4.27) yerlerine yazilirsa

N1y = Nitg = 21[ (k)2 — Tgkg — Kghn] + 2 [(TQ)Z + Kty = Kng] (4.47)

+ N[Knl'g + TgEn]
ve

N31 + Nykg = x4 [(Tg)1 + 15K — Kgin] + x5 ()1 + gk + Ty (4.48)
+ N[Enrg + Kn‘[g]

bulunur. (4.47) ve (4.48) den x;, x, ve N ye ait katsayilar1 kendi arasinda

karsilastirilirsa,

52



(Kn)2 = Kg(icn — Ky) + (Tg)l + 214K, (4.49)
ve
(k)1 = K (icy — Kp) + (Tg)z — 214K, (4.50)

bulunur. Sonug olarak bir spacelike yiizeyin v = sabit spacelike ve u = sabit spacelike
koordinat egrileri ile tanimli (u, v) dik koordinat sebekesindeki buyiikleri (4.49) ve (4.50)

esitliklerini saglar.

Tanmm 4.1. x = x(u,v) spacelike yiizeyi iizerinde secilen v = sabit spacelike ve
u = sabit spacelike koordinat egrilerinin ds? = Edu® + Gdv? metrigi 2 = A(u,v) ye
bagl fonksiyon olmak iizere ds? = A(du? + dv?) halinde yazilabiliyorsa (u,v)
koordinat sistemine izometrik sebeke (izotermal koordinat sistemi) denir [23], [46],

[47]. Diger bir ifade ile (u, v) koordinat sistemi izometriktir.

Teorem 4.1. x = x(u,v) spacelike yiizeyi tizerinde secilen v = sabit spacelike ve
u = sabit spacelike koordinat egrilerinin ds? metriginin ds? = A(du? + dv?)
seklinde yazilabilmesi yani (u, v) koordinat sisteminin izometrik olmasi i¢in gerek ve

yeter sart

(m g)u —0 (4.51)

olmasidir.

Ispat. = x = x(u,v) spacelike yiizeyi iizerinde segilen v = sabit spacelike ve
u = sabit spacelike koordinat egrilerinin ds? = Edu? + Gdv? metriginin 1 = A(u, v)

ye bagl fonksiyon olmak iizere ds? = A(du? + dv?) halinde yazilabildigi kabul edilsin.
Yani (u, v) koordinat sistemi izometrik olsun. Gosterilmesi gereken ifade (ln g) =0

uv

dir.

Eger E = G ise (ln g) = 0 olup kosul saglanir.

uv
Eger E # G ise bu durumda bu sebekeyi E = G haline getirecek & = f(u), 7 = h(v)
dontligiimii aranmahidir. S = S(u, v) genel bir fonksiyon, S,, = Szf'(w), S, = Szh'(v)

olup E=G sarti altinda, (S,,S,) = (Szf'(w), Szf'(w)) yani E = E(f’(u))z.
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E G
Frw)’ (W)’

(S, Sy) = (Szh'(v),Szh'(v)) ve G = E(h’(v))z yazilir. Buradan
haline gelir. (f’(u))2 = A(u) ve (h’(v))z = B(v) olarak tanimlanirsa g =22 Gur.

Aranan @ = f(u) ve ¥ =h(v) donisimi u = [./A(w)du ve ¥=[.B)dv

' E _ AG) E_pdw _ _ ine geli
seklinde alinirsa t = 5 sart1 lnG =In 50 In A(u) — In B(v) haline gelir. Buradan

sirastyla u ve v ye gore tiirev alinirsa, sebekenin izometrik olmas1 sarti (ln E) =0
uv

olarak bulunmus olur.

< simdi (InT) =0 sartiile x = x(u, v) spacelike yiizeyinin ds? = Edu® + Gdv?

uv
metriginin ds? = A(du? + dv?) olarak yazilabilecegi yani (u, v) koordinat sebekesinin

izometrik oldugu gosterilsin.

. A . , 2 , 2 :
(ln%)uv =0 ise %: % yazilabilir. Burada (f (u)) = A(u); (h (v)) = B(v) dir.

Bu sart (ln = —In ) = 0 ifadesine esdegerdir. u = [ |(f ’(u))zdu ve
uv

E
(f' W) (n'@))*

v={ /(h’(v))zdv seklinde yapilacak doniisiimle

o (xpxy)=E = (xgf (W), xaf W) = E(f' W)

ve

o (x,,%,) = G = (x5h' (0), x50’ W) = G (W' (v))"

z g i E G 1 O [
F' @)’ = W) yani E = G sartin1 verir. Boylece ds? = Edu® + Gdv? metrigi

ds? = A(du® + dv?) seklinde yazilabilir. Yani segilen (u,v) koordinat sebekesi

olup

izometrik koordinatlardir.
Teorem 4.2. x = x(u,v) spacelike ylizeyi lizerinde secilen v = sabit spacelike ve

u = sabit spacelike egrilerinin dik koordinat sisteminde (ln g) = 0 kosulu
uv

(rg), = —(%,), (4.52)

kosuluna esdegerdir.
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Ispat. Oncelikle teoremin ifadesinde gecen (4.34) ve (4.38) denklemlerinde

( ev) (gu)

VE = e,/G = g alinirsa (x Y haline gelir. Benzer islemle
g Kg

(4.51) denklemi (mZ—z) =0 yani (Ine),, = (Ing),, seklinde diizenlenebilir. Bu

uv

durumda (Ine),, = (%“)v M ve (Ing)y, = (%) :W ifadeleri birbirine
u

esitlenirse

gzeeuv - gzeuev = ezg.guv - ezgugv (4-53)

bulunur. (Kg)lve (Eg)z asagidaki sekilde diizenlenirse

_e_v)

_ ( €9/ eeuwg — ey(eng + egy)

(Kg)l = 2 r e3g2 (4.54)
eeypg — eyeyg —€€eygy

2
— _ (eg v Yuwed — guley,g +egy)
_(Kg)z - -

g e’g’ (4.55)
__ Juw€d — Gubvd — €gvgu
82g3
(4.52) den
gzeeuv - gzeuev = ezgguv - ezgugv (4-56)

elde edilir. Sonug olarak (4.53) ve (4.56) esitlikleri (4.51) ve (4.52) nin esdeger kosullar

oldugunu gostermektedir.

Sonu¢ 4.1. x = x(u,v) spacelike yiizeyi iizerinde segilen v = sabit spacelike ve
u = sabit spacelike koordinat egrilerinin ds? metriginin ds? = A(du? + dv?) seklinde
yazilabilmesi yani (u, v) koordinat sisteminin izometrik olmasi igin gerek ve yeter sart

(Kg)l = —(Eg)z olmasidir.
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4.3 L3, 3-Boyutlu Lorentz Uzayinda Spacelike Bonnet Yiizeyleri

Burada literatiirde farkli metotlarla ele alinan spacelike Bonnet yiizeyleri [16], [29]
3.boliimde timelike yiizeyler i¢in kullanilan yonteme benzer olarak, A-sebekesinin
spacelike yiizeyler i¢in genellestirilmesi ile ele alinacaktir. Verilen bir S spacelike
ylizeyinin ve yandas S’ yiizeyinin biiyiikliikleri incelenecek ve Bonnet yiizeyi olma sarti

acgiklanacaktir.

Bilindigi iizere izometrik tasvir edebilen yiizeylerin birinci temel form katsayilar
cinsinden ifade edilebilen K Gauss egriligi korundugu igin S yiizeyi ve yandast S’
yiizeyinin birinci temel form katsayilar1 birbirine esittir. Bu sebeple, verilen bir §
spacelike yiizeyinin birinci ve ikinci temel form katsayilar1 sirasiyla E,F,G ve

L, M, N ile gosterilmek tizere, yandas S’ ylizeyinin birinci temel form katsayilari
E'=E, FF=F ve G'=G (4.57)

dir. S ylizeyinin asal egrilikleri r ve 7 ile gosterilirse

i r+r y _ _ r—r 458
_—<2>, K=-rr, ]——<2> (4.58)

yandas S’ yiizeyi lizerinde asal egrilikler izometrik tasvirle korundugundan

H=H, K=K, J=] (4.59)

olarak yazilabilir.

S6z konusu tasvirde S yiizeyinin egrilik ¢izgilerinin S’ yandas yiizeyi tizerinde karsilik
geldigi ortogonal sebekeye (benzer olarak S’ yandas yiizeyinin egrilik ¢izgilerinin de S
yiizeyi lizerinde karsilik geldigi ortogonal sebekeye) Bonnet Sebekesi (B-Sebekesi)
denir. S yiizeyinin v = sabit spacelike, u = sabit spacelike koordinat egrileri olarak

egrilik c¢izgileri ile Bonnet sebekesinin aciortay sebekesini segelim. Koordinat
sebekesinin v = sabit spacelike egri ailesi, birinci spacelike egrilik ¢izgisi ailesi ile %
spacelike ag1s1 yaparken, birinci spacelike Bonnet ailesi ile de —% spacelike ag1s1 yapar.

Burada v = sabit ve u = sabit dik koordinat sebekesinin normal egrilikleri ve

geodezik burulmalar sirastyla k,, K, Ve 74,7, ile gosterilmek lizere K Gauss egriligi
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K=-rr= —(KnEn + Tg?g) (4.60)

dir [44]. x = x(u, v) spacelike yiizeyi tizerinde egrilik cizgisi ailesi ile ¢ spacelike agisi

yapan bir spacelike dogrultusuna ait k,, normal egriligi
K, = rcos’g +Tsin’e (4.61)

esitligi ile verilir [44]. Bu egriye dik olan u = sabit spacelike egrisi i¢in ¢ Yyerine

@+ % koyarsak normal egrilik

Kn = TC0s%@ + rsin’e (4.62)
dir [44]. v = sabit spacelike egri ailesi ile birinci spacelike egrilik ¢izgisi ailesi arasinda

% spacelike acis1 oldugundan (4.61) de ¢ = % yazilirsa

K, = rcos? % + rsin? = (4.63)

ve (4.62) de ¢ agis1 yerine spacelike % acisi alinirsa,

K, = Tcos? % +7r sinzg (4.64)

dir. (4.63) den k, =71 (1+C;S¢) + F(l_?w) = (rzi) + cos ¢ (rzi) olup

K, =—H—]cos¢ (4.65)

bulunur. Benzer olarak (4.64) de trigonometrik esitliklerden yararlanilirsa

K, =—H +Jcos¢ (4.66)
bulunur. Gauss egriligi
—\ 2 —\ 2
K=_r7=<r;r> _<T;r> =J? —H? (4.67)

olarak ifade edilebilir. (4.65) ve (4.66) esitlikleri (4.60) ifadesinde yerine yazilirsa
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K = (H + ] cos ¢p)(—H + ] cos ¢p) + 1,° (4.68)
bulunur, burada t, = —7, dir. (4.68) den
Ty =Jsing (4.69)

olarak elde edilir. Boylece S spacelike yiizeyinin biiyiikliikleri asagidaki sekilde elde
edilir:
a) v = sabit spacelike parametre egrisinin normal egrilik, geodezik egrilik ve geodezik

burulmasi asagida verilmistir.

K, =—H—Jcos¢p = —% (4.70)
(VE)
— N v 4.71
Kg N (4.71)
T, =Jsing = —i (4.72)
4 VEG

b) u = sabit spacelike parametre egrisinin normal egrilik, geodezik egrilik ve geodezik

burulmasi asagida verilmistir.

Kn,=—H+]Jcos¢p = —% (4.73)
_ _(o), 4.74
Kg_ﬁ ( ' )

M

?g = —] Sin¢ = \/T_G (475)

S spacelike ylizeyinin asal egriliklerinin bir izometrik tasvirle korundugu S’ yandas
yiizeyi i¢in de benzer islemleri yapalim. Bilindigi lizere S ylizeyinin egrilik ¢izgileri
yandas S’ ylizeyinde Bonnet sebekesine karsilik gelmekteydi. Dolayisiyla S’ yiizeyinin
birinci spacelike egrilik ¢izgisi ile v = sabit spacelike koordinat ¢izgisi arasindaki ac1
— % olur. " yandas ylizeyinin biiyiikliikleri i¢in yukarida hesapladigimiz biiyiikliiklerde

¢ acisiyerine —¢ yazmak yeterli olacaktir.
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C) v = sabit spacelike koordinat egrisinin normal egrilik, geodezik egrilik ve geodezik

burulmasi agagida verilmistir.

Kn,' = —H —]cos(—¢p) =—H —Jcos¢ (4.76)
Kn =Ky (4.77)
(VE)
P _X v 4.78
o = == (4.78)
M
1,/ =]sin(—¢) = —/sin¢g = Ni7a (4.79)

d) u = sabit spacelike koordinat egrisinin normal egrilik, geodezik egrilik ve geodezik

burulmasi agagida verilmistir.

K, =—H+Jcos(—p) = —H+Jcosp =k, = —% (4.80)
K, =X, (4.81)
(o), (.82
¢ VEG
— M
Ty, = —Jsin(—¢) =Jsin¢g = _\/ﬁ (4.83)
T, =T, (4.84)

Simdi yukarida biiyiikliikleri 6zetlenmis S spacelike yiizeyinin Bonnet yilizeyi olmasi i¢in
saglamasi gereken kosullari aragtiralim. S spacelike yilizeyinin v = sabit spacelike ve
u = sabit spacelike koordinat egrileri ile tanimli (u, v) dik koordinat sebekesindeki

(4.49) bliyiikleri S" yandas ylizeyi i¢in de yazilirsa

— 1

(kn)2 = Ky (160" — Kn ) + (Tg’)l + 214K, (4.85)

—

—_— — — . . . . .
Ve Kk, =K, Kg = Kg’, Tg’ = —T4, Kn =Kpn, K, =K, esitliklerine goére yeniden

diizenlenirse
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(kn)2 = Kg (’p — Kp) — (Tg)l - ZTgEg (4.86)

olarak elde edilir. (4.49) ve (4.86) esitlikleri taraf tarafa toplanirsa

(Kn)z =Ky (Kn - En) (4.87)
ve ¢ikartilirsa
T
(f)l =-2%,  (n|g,|), = —2%, (4.88)
g

elde edilir. Benzer islemler diger uygunluk kosulu olan (4.50) esitligi i¢in de uygulanirsa

(En')l =%, (kn' —%n ) + (Tg’)z AT (4.89)

(4.89) esitligi K, =Ky K, =%, T, = —Tg kn =Ky, kg =k, icin yeniden
diizenlenirse

(n)1 = Ky (kn — %) — (Tg),, + 274K (4.90)

elde edilir. (4.50) ve (4.90) esitlikleri taraf tarafa toplanir
(En)l = Eg (Kn - En) (491)

ve ¢ikartilirsa

(Tg)z

lg

= 2Ky, (ln|rg|)2 = 2K, (4.92)

elde edilir. Dolayisiyla verilen bir S spacelike ylizeyinin Bonnet ylizeyi olmasi i¢in,
(Kn)2 = Kg (Kkn —Kn), (Kp)y = Eg(Kn — Kn) (4.93)
(lanng = —2Kg, (langl)z = 2Kg (4.94)

esitlikleri saglanmalidir.

Tamm 4.2. Bir S spacelike yiizeyi iizerinde E = G, F =0, M = sabit # 0 kosullarin

saglayan bir (u, v) koordinat sebekesi mevcutsa, bu sebekeye A-Sebekesi denir.
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Teorem 4.3. izotermik olmayan S spacelike yiizeyinin Bonnet yiizeyi olmasi i¢in gerek

ve yeter sart A-sebekesine sahip olmasidir.

Ispat. = Varsayalim ki S spacelike yiizeyi bir Bonnet yiizeyi olsun. Bu durumda yiizey
(4.93) ve (4.94) denklemlerini saglar. (4.94) denklemine (4.45) uygunluk kosulu

uyarlandiginda
(In|z4]),, = (infzg]), kg = (Infzg]),, + (In|z,]) %, (4.95)

(—2K), — (=2Kg)rg = (21), + 2Kg¥g (4.96)

(kg), = —(c5), (4.97)

elde edilir ki bu esitlik dik koordinat sisteminin izometrik olma kosulu olan (1n g) =0

uv

ile esdegerdir. Bu ise Teorem 4.1 den E =G, F = 0 olarak ifade edilir. E =G
kosulu altinda (4.94), (4.34) ve (4.38) ecsitliklerine gore tekrar diizenlenirse

(infry), = 215 = 23 (In) . (inlzg]), = ~2%, = 23 (nE); = (ln%)lhalini alir,

Buradant, = % = —% yani M = —c = sabit bulunur. Dolayisiyla S yiizeyi bir Bonnet

yiizeyi ise lizerinde E =G, F =0, M = —c = sabit kosullarm gergekleyen bir A-

Sebekesi vardir.

< Simdi de S yiizeyi lizerinde A-Sebekesi tanimli oldugunu varsayalim. Bu durumda
yiizeyin bir Bonnet yiizeyi oldugu gosterilmelidir. Yiizey iizerinde E = G, F = 0,
M = —c = sabit kosulunu saglayan bir A-Sebekesi var olsun. Ispata gecmeden

once ylizeyin temel form katsayilarini H ve J # 0 cinsinden ifade edelim. E = G,

M = —c = sabit = —1 olarak alindiginda 75 =Jsin¢ = —\/% oldugundan 7, =%

halini alir. Burada

E=G= ! = ! F=0
= —E—]Sin(b, = (4.98)
L 1
an—H—]cosq.’)z—E, L=]Sin¢(H+]cosq.’>) (4.99)
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— N
Kn=—H+]cosq,‘>=—E, N = ]smqb

(H — ] cos ¢) (4.100)

M =¢ =sgn(]) (4.101)

olarak hesaplanir. Simdi bu ylizeyin Bonnet yiizeyi oldugunu ispatlayalim. Herhangi bir

S ylizeyi Bonnet yiizeyi ise (4.94) esitlikleri saglamalidir yani

(nfzel), — wl,

(l |g|) = 1
Jmsmqb Il Tsing
(4.102)
_ Wlsin@)y _ (E™Dy __ B
VI/Ising \ﬁ EVE
E
4 VE), E,
—2, = —2— =—r/E (4.103)
ve
(nlzgl), (=),
(infe, ), = — L
\/I]Ismqb |Tg| JTsiné
(4.104)
_ Wlsing)y _ (E™)y _ B
I/l sing \/i EVE
E
VE),  E,
2K = =2 =1 (4.105)

dir. O halde S yiizeyi, tizerinde A-Sebekesi tanimli olan bir Bonnet yiizeyidir. Yandas

S’ yiizeyinin temel form katsayilar

1
E=E'=G=G"= - 4.106
[Tsind (4.106)

F=F =0 (4.107)
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L 1
Kn=K, =—H—Jcos¢p =——, L=1L = —— (H + J cos ¢)

E |J| sin ¢ (4.108)
Kn =Kn=—H+ - Y N=N=— @ )
fn = = Jeos¢ == =N = rsmg " 7/ cos¢ (4.109)
! M’ ! .
Ty =—Tg = \/ﬁ' M' = ¢ = sabit (4.110)

Buradan yandas S’ yiizeyinin de Bonnet yiizeyi oldugu kolayca goriiliir. S spacelike
ylizeyi i¢in, yukarida bulunan biiyiikliikler (4.49), (4.50) de yerine yazilirsa

(—H-J] cos @)y (w’ljlslm(j)) 4 (J sin )y, (/m)u]simp

+2 7

= 2] cos ¢
Jm;n¢ '”“n¢ JUE%E IJ'sin ¢ (4.112)

ve

1 1
(—H+J Clos Dy = —2J cos d) (\ |]|Sln 4)) u 4 (]sinlqb)v 42 (\} |]|sm d))v U sin d)) (4112)
Ulsing Ul Sm¢> JTTsime |1| sin ¢

bulunur. (4.111) ve (4.112) diizenlenerek

H, ¢y
7 T sing (4.113)
ve
Hy, _ — Py
Y (4.114)
halini alir.
Sonug¢ 4.2. (4.113) ve (4.114) den
bu ( ¢ )
Sing In tan2 ) (4.115)

ve
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si(flvgb = (ln |tan% )v (4.116)
olup

(%)v + (%)u ~0 (4.117)
dir.

4.4  Spacelike Yiizey Uzerinde Bazi Bagintilar
3-boyutlu Lorentz uzayinda verilen ¢ (u,v) fonksiyonunun Beltrami (Laplasyen)

operatoru

(9% a6
= ij — kT ,
A¢ Zi,j‘q {axlaxl Zk ly 6xk} (4.118)

seklindedir [33]. (4.118) esitligi, x = x(u, v) spacelike yiizeyi i¢in hesaplanan metrik

tensor ve Fg} Christoffel katsayilari ile diizenlendiginde

Ap = ¢y + P2z + ¢1Eg — 2Ky (4.119)
haline gelir. Calismamizda E = G alinacagindan
1
Ap = E [Pu + Puo] (4.120)

olarak dizenlenir.

Sonug¢ 4.3. K Gauss egriligi

2K = —%[(lnE)uu + (InE),,] = —A(InE) (4.121)

dir. Ciinkii [44] de ylizeyin birinci temel form katsayilari olan E, G ve bunlarin tiirevleri

cinsinden verilen K = —\/%_G :—u((g“) +;—v((@”)] ifadesi E =G olarak

o 1[0 3} 1
alindigindan, K = —= [ﬁ (ln \/E)u +o5 (ln\/E)v] =—= [(InE), + (InE),,,] olup

(4.121) i verir.
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Teorem 4.4. Parametre egrilerinin geodezik egrilikleri k4 ve %4 olan (u, v) dik koordinat
sistemi ile 6 spacelike agis1 yapan (u',v") dik koordinat sisteminin izometrik olmasi

icin gerek ve yeter sart

20 + (i), + (%), =0 (4.122)

esitligini saglamasidir.
Ispat. Parametre egrilerinin geodezik egrilikleri x; * ve K, olan (u’,v") dik koordinat
sistemi, parametre egrilerinin geodezik egrilikleri kg ve ¥, olan (u,v) dik koordinat

sistemi ile 6 spacelike agis1 yapsin. Bu durumda,
qy = qq cos 6 +q, sinf (4.123)
q,’ = —q15in8 +q, cos b (4.124)

esitlikleri saglanir [44]. Ayrica v = sabit spacelike egrisi ile 6 spacelike agis1 yapan bir

spacelike v’ egrisinin geodezik egriligi [44]:

_di do
Kg " = Kgcos 8 +ik,sin 6 +E (4.125)
Kg " = KgcosB +k,sin6 +[0; cos + 6, sin 0] (4.126)
kg " = (kg +01)cosO + (k, +6,)sin (4.127)

olarak ifade edilir. Bu egriye dik olan 6 + g spacelike agis1 yapan spacelike u’ egrisinin
geodezik egriligi [44]:

o

Kg = —(Kg + 61) sin @ +(Eg + 92) cos 6 (4.128)

bigiminde yazilir [44]. Geodezik egriliklerin birinci ve ikinci koordinat ¢izgisine gore

tiirevlerini hesaplayalim.
Kg; = (Kg1 + 911) cosf — 0;sinf (Kg + 91)

(4.129)
+ (Egl + 921) sinf + 6, cos 6 (Eg + 92)
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Kg; =— (Kgl + 911) sin6 —6; cos 0 (k, + ;)

(4.130)
+ (Egl + 921) cos 0 — 0, sin0(x, + 6,)
Ky, = (ng + 912) cos 0 — 0, sin6 (k, + 6;)
(4.131)
+ (Egz + 922) sin6 + 6, cos 0 (i, + 65)
K'g; = — (ng + 612) sin§ —6, cos 0 (k; + 6;)
(4.132)
+ (Egz + 922) cos 8 — 6, sin B(Eg + 92)
Bu esitlikleri
(kg"), = Ky’ cOS O + Ky” sin 6 (4.133)
(kg°), = —Kg, sin 6 +x, cos b (4.134)
formiillerinde yerine yazar taraf tarafa toplarsak ,
(Kg*)l, + (Kgo)zl = (Kgl + 011) + Ql(Eg + 92)
(4.135)
—0,(ky +6,) + (Egz + 022)
(Kg*)lr + (Kg°)2, = Kg, + 011+ 01k — Oxk5 + K, + 057 (4.136)
elde edilir. (4.119) ve (4.136) dan
(Kg*)l, + (Kg°)2, =Ky, +¥,, +40 (4.137)
dir. (u',v") dik koordinat sisteminin izometrik olma kosulu (Kg*)l, = —(Kgo)z,

oldugundan (4.137) de yerine yazarsak, Kg, Tt Egz + A@ = 0 bulunur. Tersine olarak

Kg, t+ Egz + A = 0 esitligini kabul edip (u',v") dik koordinat sisteminin izometrik

olma kosulunu arastiralim. (4.127) ve (4.128) denklemlerinin sirasiyla 1’ ve 2’ koordinat

cizgisine gore tlirevlerini alip toplarsak, (Kg*)f + (Kg°) = 0 elde edilir. Buise (u', v")

2!

dik koordinat sisteminin izometrik sebeke olmasini ifade eder.
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Sonuc 4.4. izometrik iki sistem arasindaki a¢1 harmoniktir. Yani A@ = 0 dur.

Ornek 4.1 (Timelike donme eksenli spacelike helikoid).

Ureteg egrisi ¥ = (0,u, f(u)) olarak verilmis 1 — (f’(u))2 >0, u?—-c?2>0 ve

u?—c?- uz(f’(u))2 > 0 kosulu altinda
cosv —sinv 0 0 0
x(u,v) = (sinv cosv O)( u ) + ( O) (4.138)
0 0 1/ \f(u) cv
veya
x(u,v) = (—usinv,ucosv, f(u) + cv), u>0, c € R* (4.139)

olarak parametrelendirilen yiizey, timelike donme eksenli bir spacelike helikoid yiizeyidir

[28], [52], [53]. Bu durumda yiizeyin birinci temel form katsayilar1 ve (N, N) = —w?

asagidaki sekildedir:
E=(x,x)=1—-(f @) >0 (4.140)

F = (x,,%,) = —cf' W) (4.141)

G = (xpx,) =u% —c2 >0 (4.142)

(N,N) = —w? = —u2 + ¢ + u2(f'(w))* < 0 (4.143)

ikinci temel form katsayilari ise,

—uf" 24
L = (x,, N) = u’;} Q) M=(xw,1v)=v—cv, N = (x,, N>=_”’;V @) (4.142)

seklinde hesaplanir. Burada,

Bow o4 f —f @ (4.145)

— w _ _
E=7, F=0, G=G=u?-c* (4.146)
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’ / 2
L=Z+MM+<L@> N

u — c2 u — c2

_ cw uf (u
N L
u? —c? w

=2

I U l3
—uf (W)W? = c?)? + 2c2w?f + ulc*f

L=
w2 — c2)2

haline gelir. Yiizeyin lizerinde A-sebekesi olmasi i¢in
u=|-—=du, v=
2 %
skala doniistimiine ihtiyag¢ vardir. Boylece ylizeyin bulunan biiyiikliikleri

u?f (W)

w

=0, M=c#0, N=-

s
Il
Qi
Il
IS
[\S)
|
a
- [\S)
S|

I U ’3
—uf (W)W? = c?)? + 22w f + ulc*f
e

(4.147)

(4.148)

(4.149)

(4.150)

(4.151)

(4.152)

seklinde olur. Teorem 4.3 geregi, timelike donme eksenli bir spacelike helikoid ylizeyinin

A-sebekesine sahip oldugu ve boylelikle A-sebekesine sahip olan bu yiizeyin bir Bonnet

yizeyi oldugu gosterilmis oldu. Yandas yiizeyinin parametrik denklemi ise

z(u,v) = (—usinv,ucosv, f(u) — cv) dir.

Sekil 4.1 Timelike donme eksenli spacelike helikoid (burada f(u) = e ¢ =001,

u € [0.1,0.4], v € [—20,20] alinmstir.)
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Sekil 4.2 Timelike donme eksenli spacelike yandas helikoid (f(u) = e(?),

c =-0.01, u €[0.1,0.4], v € [-20,20] alinmustr. )

Ornek 4.2 (Spacelike déonme eksenli spacelike 1. tip helikoid).

y = (f(w),u,0) iireteg egrisi ile ¢2—u?>0 ve c?—u?— uz(f’(u))2 > 0 kosulu

altinda
1 0 0 f(uw) cv
x(u,v) = (O coshv sinh v)( u ) + < 0 ) (4.153)
0 sinhv coshv 0 0
veya
x(u,v) = (f(w) + cv,ucoshv,usinhv), u >0, c € Rt (4.154)

seklinde parametrelendirilen yiizey, spacelike 1.tip donme eksenli bir spacelike helikoid
yiizeyidir [28], [52], [53]. Bu durumda yiizeyin birinci temel form katsayilart ve
(N,N) = —w? asagdaki sekildedir:

E=(xpx)=1+(f W) >0 (4.155)
F = (x,,x,)=cf"(u) (4.156)
G=(x,x,)=c?—u?>>0 (4.157)

ikinci temel form katsayilar ise,
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— 1" 2 i
L = (x,N) = u’; @ M= (e N = V—CV N = (x,, N) = - fW W (4158)
(N,N) = —w? = —c2+u? + u2(f' (1)) < 0 (4.159)

dir. Asagida verilen skala doniistimiiyle

u=u, ﬁ=v+f%du (4.160)
c?—u
yiizeyin temel biyiiklikleri
_ w? _ _
E=—=, F=0, G=G=c-u>0 (4.161)
2 ’
= No§=¥ W (4.162)
G w
" ’ 2 /3
o —uf (W)(c® —u?)? - 2c*w?f —uic’f (4.163)
w(c? — u2)?
seklinde elde edilir ve
_ w -
i=|=du v=7v (4.164)
G
skala doniisiimii ile yilizeyin bulunan biiyiikliikleri
5
F=G=c-w>0 F=0 i=c%0 N="T" (4.165)
w
" ’ 2 13
7 —uf (W)(c? —u?)? - 2c*w?f —uic’f (4.166)

w3

haline gelir. Teorem 4.3 geregi, spacelike 1.tip donme eksenli bir spacelike helikoid
yiizeyinin A-sebekesine sahip oldugu ve A-sebekesine sahip olan bu yiizeyin bdylece bir
Bonnet yiizeyi oldugu gosterilmis olur. Bu yiizeyin yandas yiizeyinin parametrik

denklemi ise z(u, v) = (f (u) — cv,u cosh v, u sinh v ) seklindedir.
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Sekil 4.3 Spacelike donme eksenli spacelike 1.tip helikoid (burada f(u) = e¥, ¢

0.5 4

0.5

1 J "‘r~»7,__,,—~f‘1"’ ) 4
08 gp 2
04 02 0
y X

u € [0.1, 0.9], v € [—1, 1] alinmustir.)

0.5 +

0.5

3,

Sekil 4.4 Spacelike donme eksenli spacelike 1.tip yandas helikoid (burada f(u) = e%,

c=-3, u€l0.1, 0.9], v e [-1,1] alinmistir.)

Ornek 4.3 (Spacelike donme eksenli spacelike 2. tip helikoid).

vy = (f(w),0,u) iiretec egrisi ile (f’(u))2 —1>0ve uz(f’(u))2 — c?2—u? > 0 kosulu

altinda
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1 0 0 f(uw) cv
x(u,v) = (0 coshv sinh v)( 0 >+ < 0) (4.167)

0 sinhv coshv u 0
veya
x(u,v) = (f(u) + cv,usinh v, ucosh v), u >0, c € Rt (4.168)

seklinde parametrelendirilen yiizey, spacelike 2.tip donme eksenli bir spacelike helikoid
yizeyidir [28], [52], [53]. Bu durumda yiizeyin birinci temel form katsayilari ve
(N,N) = —w? asagidaki sekildedir:

E=(xyx)=(f W) -1>0 (4.169)
F = (xy,x,) = cf'(w) (4.170)
G = {(x,x,)=c*+u®>>0 (4.171)

ikinci temel form katsayilari ise,

uf" (W) c w’f'(w)
L = (xyy, N) = o M = (xy,,N) = — N = (x,,, N) = — > (4.172)
(N,N) = —w? = —u2(f' (W) + c?+u? < 0 (4.173)
seklindedir.
a=u, v=vt [T au (4.174)
c?4u
skala doniistimiiyle yiizeyin biiytikliikleri
_w? _ _
E:?, F:O, G:G:C2+u2 (4175)
o
= N =t (4.176)
G w
" / 2 13
Y W(? +u?)? - 2w +ulc’f (4.177)

w(c? + u?)?
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seklinde elde edilir ve diger bir
= w -
7= f —di, ©v=7 (4.178)

skala doniistimiiyle yiizeyin bulunan biiyiikliikleri

27
E=G=c+u F=0, M=c=#0, Nz_uf(u) (4.179)
w

B uf W (c? + u)? — 22w + uzczf’3 (4.180)
w3

sekline gelir. Sonug¢ olarak uygun skala doniisiimleri yapilarak spacelike 2.tip donme

eksenli bir spacelike helikoid yiizeyinin iizerinde bir A-sebekesi elde edilmis ve

boylece teorem 4.3 geregi A-sebekesine sahip olan bu yiizeyin bir Bonnet yilizeyi

oldugu gosterilmis olur. Bu yilizeyin yandas yiizeyinin parametrik denklemi ise

z(u,v) = (f(uw) — cv,usinh v, ucosh v) seklinde yazilir.

Sekil 4.5 Spacelike donme eksenli spacelike 2.tip helikoid (burada f(u) = e%, ¢ = 2,
u € [1.2,2], v € [—2,2] alinmgtir.)
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Sekil 4.6 Spacelike donme eksenli spacelike 2.tip yandas helikoid (burada f(u) = e%,
c=-2, u€l22], ve[-22] alinmistir.)

Ornek 4.4 (Null dénme eksenli spacelike helikoid).

u#fw ve y=(0uf(u)) ireteg efrisi olmak iizere, 1 —f?*>0 e
(w—-N*(1- f'z) — (1 —f"%c? > 0 kosulu altinda

0 0
( u >+ (cv) (4.181)
f) cv

veya

2 2 2 2
x(u,v) = ((u - v, (1 —%)u +v7f(u) + cv,—%u + (1 +v7>f(u) + cv) (4.182)

olarak parametrelendirilen yiizey, null donme eksenli bir helikoid yiizeyidir [28], [52],
[53]. Yiizeyin temel form katsayilar1 ve (N, N) = —w? asagidaki sekildedir:

E=(x,x)=1—f"7 F=(x,x)=0—f)c, G={x,x,)=(u—f)? (4.183)

" (112 _ '
L= (e, Ny = % = (2 N) = % N = (x,, N) = %W(fl) (4.184)

w
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(NNy=-w?=-u-£f)?(1-f?*)+0-f)22<0. (4.185)

c(1-1")

u=u, 5=v+f(u_f)2

du doniistimii kullanirsa

F=0, G=G=(u-f)> (4.186)

— — (11— _ EPYAY _ _ I
L=T+2M UL N (L)) 3= N=n =80 @i
(u-1)? w

f”(u _f)3 + C2(1 _ fl)3
w(u - f)?

L (4.188)

bulunur. {lave olarak, & = [

Qll=

du, v = v doniisimi uygulanirsa temel biiytikliikler

E=G=w-f)?*, F=0, M=0 (4.189)
= (u—f)z((u—f)313”’ +c?(1=f)°) (4.190)
w
. w—£( -1 (4.191)
w

halini alir. Bu durumda v = sabit ve ortogonal yoriingeleri izometrik bir sebeke
olup yiizeyin egrilik ¢izgileri sebekesiyle ¢akisiktir, yani yiizey izotermik bir yiizeydir
(M =0). Bu durum yiizeyin asal egrilikler korunarak kendi iizerine tasvir oldugunu

gosterir. Dolayisiyla, yiizey izotermik bir ylizey olur fakat bir Bonnet yiizeyi belirtmez.

4.5 Spacelike Maksimal Yiizeyler
Bu boéliimde, yukarida donme eksenlerine gore ayri ayri incelenmis spacelike Bonnet
helikoid yiizeylerinin hangi kosullar altinda spacelike maksimal yiizey oldugu

arastirilmastir.

Bilindigi gibi, x = x(u,v) spacelike yiizeyi (x,, x,) = (x,,x,) = 0 ve {(x,,x,) =0
esitligini saglayacak sekilde yani (u, v) izotermal koordinatlarla verildiginde, bu yiizeyin
ortalama egriliginin H = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul x,,,, + x,,, = 0 saglamasidir
[49]. Bu sart1 saglayan yiizeye spacelike maksimal yiizey ad1 verilir. Verilen bu kosul

diizenlendiginde yiizeyin ikinci temel form katsayilarindan L + N = 0 esitligi elde edilir
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ve ortaya ¢ikan diferansiyel denklemin ¢oziimiiniin varligr spacelike maksimal yiizeyi

Verir.

Ornek 4.5 ( Timelike dénme eksenli spacelike helikoid).

1-— (f’(u))2 >0, u?—-¢c2>0 ve u?-c?- uz(f’(u))2 >0 kosulu altinda
verilmis x(u,v) = (—usinv,ucosv,f(u) +cv), u>0, ceR* spacelike
Bonnet  helikoid  yiizeyinin  ayni zamanda bir spacelike maksimal yiizey olup
olmadigimi  aragtiralm. L+ N =0 esitliginde yilizeyin ikinci  temel form
katsayilarin1 yerine yazip ortaya ¢ikan diferansiyel denklemin ¢oziimiinii inceleyelim.

2 3
—uf' (u?=c?)"+2c2w?f' +u?c?f’

w3

L=

— 2p1
, N= —%(u) katsayilari esitlikte yerine yazilirsa,

—uf"(u? — c2)? + 2c2wif’ + u?c2f"? —w?f'u? =0 denklemi elde edilir. Bu
denklem gerekli diizenlemeler ile, —(u? — c®)[uf"” + f'] + f'[(uf’)? + ¢?] = 0 halini

alir; uf’ =t, & f" + f' doniisiimii yapilirsa [

dt du
du - f

t(t%2+c?) = u(u2-c2)

integraline

tA _ (u?-c?)

indirgenir. Bu integralin == = "—3

¢oziiminde K; =1 segilerek, uf’' =t

2_r2
doniligiimiinde t yerine yazildiginda f' = ’u uzc elde edilir. Bu esitligin ¢oziimii i¢in

u = c sec 6 doniligiimii yapilirsa genel ¢oziim

c
C — arccos (Z)> + K, (4.192)

(W
f=c[——

uz-—c2
u2

dir. f' = tiirevi, (4.139) denklemi ile verilen yiizeyin 1 — (f")? > 0 sartim

saglar fakat — u? —c? —u?(f ’(u))2 >0 sartini saglamaz. Dolayisiyla (4.192)
¢Ozliimiiniin (4.139) denkleminde yerine yazilmasi ile elde edilen yiizey bir spacelike

maksimal yiizey belirtmez.

Ornek 4.6 ( Spacelike donme eksenli spacelike 1.tip helikoid).

c2—u?>0 ve c?—u?—u? (f’(u))z > 0 kosulu altinda parametrik denklemi
x(u,v) = (f(w) + cv,ucoshv,usinhv), u>0, ¢c€R* olan spacelike Bonnet
helikoid  yiizeyinin  aym1 zamanda bir spacelike maksimal yiizey olup

olmadiginit arastiralim. L+ N =0 cesitliginde yiizeyin ikinci temel form

76



esitlikte yerine yazilirsa

katsayllarl i — —uf”(u)(cz_uz)Z_zczwzf’_uzCZfG Iv _ uzf,(u)
! w

W3
—uf"(c? —u?)? — 22w f' —u2c?f"® + w2ulf' =0 denklemi elde edilir.  Gerekli
diizenlemeler ile (u? — c®)[uf” + f'] + f'[(uf')? — ¢?] = 0 halini alir. Bu denklemin

¢cozimil i¢in; uf' =t, Z— =uf" + f' doniisimii yapilirsa [

t(t2 C2) - fu(u —c?)

(t2=c?) _ u?
tz Kl (uz—

integraline indirgenir. Bu integralin ) coziimiinde K; =1 secilerek,

c2—y2 - e
— elde edilir. Bu esitligin

uf’' =t donisimiinde t yerine yazildiginda f'=

¢Oziimii icin u = csin @ doniisiimii yapilirsa genel ¢oziim

—+
u

—In

f=c(—

c

c vVt —u?
u

) +K, (4.193)

dir. /' = ’czu-zuz tirevi 1+ (f")? > 0 sartin1 saglar fakat c2—u? — uz(f’(u))2 > 0

sartin1 saglamaz. Dolayisiyla (4.193) ¢ozlimiiniin (4.154) denkleminde yerine yazilmasi

ile elde edilen yiizey bir spacelike maksimal yiizey belirtmez.

Ornek 4.7 ( Spacelike donme eksenli spacelike 2.tip helikoid).

(f’(u))2 —1>0 ve uz(f’(u))2 — ¢?—u? > 0 kosulu altinda parametrik denklemi
x(u,v) = (f(w) + cv,usinhv,ucoshv), u >0, c € R* olan  spacelike Bonnet
helikoid ylizeyinin aym1 zamanda bir spacelike maksimal yiizey olup olmadigim

” 2 / 2 13
uf (cz+u2) —2c*wWAf +uPc f
w3

= = 2/
arastiralim. L + N = 0 esitliginde L = , N= —% katsayilar1
yerine yazilirsa uf" (c2 + u2)? — 2c2w2f’ + u2c2f'®> —u?w?f' = 0 denklemi elde edilir.

Gerekli  diizenlemeler yapilirsa  (u? + cz)[uf” + 1= f'[(uf)? —c?*] =0 olup

I = at " _ du . .
uf'=t, —=uf"+f" donisimiile [_— ( =/ 2z integraline ulasilir. Bu
integralin -0 = coziimiinde K, =1 segilerek "=t doniigiimiind
g 2K, (i2iczy sozumunde Ky =1 Secrierek, uf’ = Onlisiimiinde
t yerine yazildiginda f' = Cz;uz elde edilir. Bu esitligin ¢6ziimii igin u = ctan®

dontistimii yapilirsa genel ¢6ziim
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N
= Ju2 + 2 — -
f={Vu*+c*—cln Nl + K, (4.194)

olarak bulunur. Bu f ¢dziimii f'* — 1 > 0 sartin1 saglar fakat uz(f’(u))2 —c?t—u?>0
sartin1 saglamaz. Dolayisiyla (4.194) ¢ozlimiiniin (4.168) denkleminde yerine yazilmasi

ile elde edilen yiizey bir spacelike maksimal yiizey belirtmez.
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5

SONUC VE ONERILER

Bu tezde, 3-boyutlu Oklid uzayinda Z. Soyugok’un [2] ¢alismasindaki birbirleri arasinda
asal egrilikleri koruyacak sekilde asikar olmayan bir izometri kabul edebilen yiizeylerin
belirlenmesi problemi (yani Bonnet problemi) iizerine gelistirdigi kriter, 3-boyutlu
Lorentz uzayma genellestirilmistir. Bu genellestirme Lorentz uzayindaki timelike ve
spacelike yiizeyler i¢in ayr1 ayri ele alinmistir. Lorentz uzayinda 6rnekler vermek
amaciyla [52]’de helikoidler i¢in yapilmis olan siniflandirmalar géz Oniine alinarak
timelike, spacelike ve null donme eksenli helikoidlerden Bonnet yiizeyi olanlar
arastirilmistir. Yapilan bu arastirma sonucunda timelike ve spacelike helikoid yiizeyleri
incelenerek null dénme eksenli timelike ve spacelike yiizeyler hari¢ olmak iizere A-
sebekesinin timelike ve spacelike helikoidler i¢in tanimlanabildigi gosterilmis ve boylece

bu yiizeylerin Bonnet yiizeyleri oldugu tespit edilmistir.

Bu yapilan ¢alismaya ek olarak, 3-boyutlu Lorentz uzayinda incelenen timelike ve
spacelike Bonnet helikoid yiizey 6rneklerinin timelike minimal ve spacelike maksimal

yiizey olma durumlari incelenmistir.

Arastirmacilar i¢in problemin farkli uzaylarda farkli boyutlarla incelenebilecegi

Onerilebilir.
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