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Fatih ŞİRİN
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GRAND-LEBESGUE UZAYLARINDA SPEKTRAL ÖZELLİKLERİ
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ve
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Şekil 2.1 Teldeki gerilim . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
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ÖZET

Ağırlıklı Bir Telin Titreşim Probleminin Grand-Lebesgue
Uzaylarında Spektral Özellikleri

Fatih Ş̇IRİN

Matematik Anabilim Dalı

Doktora Tezi

Danı̧sman: Doç. Dr. Yusuf ZEREN

İki ucu sabit, ortasında yük asılı bir ipin titreşim probleminin Fourier metodu ile

çözümünde, sınır koşullarında spektral bir parametre olan spektral problem ortaya

çıkmaktadır. Bu tür problemlerin çözümlerinde, problemin özfonksiyonlar ve ili̧skili

fonksiyonlar sisteminin uygun uzaylarda bazlık özelliklerinin incelenmesi gerekir.

Bu çalı̧smada, sınır koşullarında spektral parametre bulunan ikinci mertebeden

bir diferansiyel denklem için süreksiz spektral problemin özfonksiyonlar sisteminin

bazlığı Lp)(−1,1), 1 < p < +∞ grand-Lebesgue uzayı ve Lp),ρ(−1, 1), 1 < p <

+∞ ağırlıklı grand-Lebesgue uzayı için incelenmi̧stir. Grand-Lebesgue uzaylarının

ayrılabilir olmaması sebebiyle, öteleme (shift) operatörü kullanılarak tanımlanan,

Gp)(−1,1) ayrılabilir alt uzayı düşünülmüştür. İlk olarak spektral problemin özdeğer

ve özfonksiyonlarının asimtotik formülleri bulunmuş, daha sonra problemin Green

fonksiyon yapısını kurularak, problemden üretilen lineerleştirilmi̧s operatörü ve

rezolvent yapısı Gp)(−1,1)⊕C uzayı üzerinde oluşturulmuştur. Tanımlanan süreksiz

diferansiyel operatörün özfonksiyonlar sisteminin bazlık kriterleri (tamlık, minimallik,

projeksiyonların düzgün sınırlılığı) Gp)(−1,1)⊕C, 1< p < +∞ uzayında ispatlanarak

özfonksiyonlar sisteminin bazlığı elde edilmi̧stir. Sonrasında ise ele alınan problemin

özfonksiyonlar sisteminden çift indisli herhangi bir fonksiyon çıkarıldığında, geriye

kalan sistemin Gp)(−1,1), 1< p < +∞ uzaylarında bir baz oluşturduğu gösterilmi̧stir.

Ağırlıklı grand-Lebesgue uzayı da ayrılabilir olmadığı için benzer yöntemle

Gp),ρ(0,1), 1 < p < +∞ uygun alt uzayı tanımlanmı̧stır. Bu bölümde bir diğer

spektral problem ele alınmı̧stır. Bu problemde yük telin tam ortasında değil, telin 1
3

noktasındadır. Telin üzerine asılan yüküm konumunun deği̧smesi sebebiyle problemin

x



özdeğerler ve özfonksiyonların asimtotik formüllerinin yeniden bulunması gerekir.

Sonrasında ρ ağırlık fonksiyonu Muckenhoupt şartını sağlamasıyla, üstel sistelmerin,

trigonometrik sistemlerin bazlık özellikleri Gp),ρ(0,1), 1 < p < +∞ uzayında

incelemi̧stir. Spektral probleme uygun süreksiz diferansiyel operatörün özfonksiyonlar

sisteminin Gp),ρ(0,1) ⊕ C, 1 < p < +∞ uzayında bir baz oluşturduğu, p−yakın ve

q−baz gibi kavramlar kullanılarak, trigonometrik sistemler aracılığıyla ispatlanmı̧stır.

Son olarak problemin özfonksiyonlar sisteminden belirli şartlar altında keyfi bir

fonksiyonu çıkardığımızda kalan sistemin bazlığı ise Gp),ρ(0,1), 1< p < +∞ uzayında

elde edilerek hedeflenen çalı̧smalar tamamlanmı̧stır.

Anahtar Kelimeler: grand-Lebesgue uzayı, süreksiz spektral problem, bazlık

özellikleri, ağırlıklı grand-Lebesgue uzayı, Muckenhoupt koşulu

YILDIZ TEKNİK ÜNİVERSİTESİ

FEN BİLİMLERİ ENSTİTÜSÜ
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ABSTRACT

Spectral Properties of a Vibration Problem of a Loaded
String in Grand-Lebesgue Spaces

Fatih Ş̇IRİN

Department of Mathematics

Doctor of Philosophy Thesis

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Yusuf ZEREN

In the solution of the vibration problem of a string with fixed two ends and with a mass

in the middle, which is the spectral parameter under boundary conditions, occurs with

the Fourier method. In solving such problems, it is necessary to examine the basicity

properties of the problem’s system of eigenfunctions and the associated functions in

appropriate spaces. In this study, the basicity of the eigenfunctions system of the

discontinuous spectral problem for a second order differential equation with spectral

parameters in boundary conditions is investigated for the grand-Lebesgue space

Lp)(−1, 1), 1< p < +∞ and the weighted grand-Lebesgue space Lp),ρ(−1, 1), 1< p <

+∞. Since the Grand-Lebesgue spaces are not separable, the Gp)(−1,1) separable

subspace defined using the shift operator is considered. Firstly, the asymptotic

formulas of the eigenvalues and eigenfunctions of the spectral problem were found,

then the Green function structure of the problem was established and the linearized

operator and the resolvent structure generated from the problem were formed on

the Gp)(−1, 1)⊕C space. The basicity of the system of eigenfunctions was obtained

by proving the basicity criteria (completeness, minimality, uniform limitation of

projections) of the eigenfunctions system of the defined discontinuous differential

operator in Gp)(−1, 1) ⊕ C, 1 < p < +∞ space. Afterwards, it was shown that

when any double-indexed function is removed from the eigenfunctions system of the

problem, the remaining system forms a base in the Gp)(−1, 1), 1< p < +∞ spaces.

Since the weighted grand-Lebesgue space is not separable, the appropriate subspace

Gp),ρ(0,1), 1 < p < +∞ is defined by a similar method. In this section, another

spectral problem is discussed. In this problem, the load is not in the middle of the

xii



string, but at the 1
3 point of the string. However, the asymptotic formulas of the

eigenvalues and eigenfunctions of the problem need to be found again. Afterwards,

the basicity properties of the exponential systems, trigonometric systems can be

investigated in the space Gp),ρ(0,1), 1 < p < +∞, with the weight function ρ

satisfying the Muckenhoupt condition. It has been proved through trigonometric

systems using concepts such as p-near and q-base that the system of eigenfunctions of

the discontinuous differential operator suitable for the spectral problem forms a base

in the Gp),ρ(0, 1)C, 1< p < +∞ space.

Finally, the thesis has been completed by obtaining the basicity of the remaining system

in Gp),ρ(0, 1), 1 < p < +∞ space when we discard an arbitrary function from the

eigenfunction system of the problem under certain conditions.

Keywords: grand-Lebesgue space, discontinuous spectral problem, basicity

properties, weighted grand-Lebesgue space, Muckenhoupt condition

YILDIZ TECHNICAL UNIVERSITY

GRADUATE SCHOOL OF SCIENCE AND ENGINEERING
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1
GİRİŞ

Üzerinde bir yük bulunan bir telin (veya bir çubuğun) titreşim problemi ile Fizik ve

Mühendislik alanlarında oldukça sık karşılaşılmaktadır. Uç kısmında asılı bir yüke

(örneğin küçük bir ayna) sahip bir telin burulma (torsion) titreşimlerinin incelenmesi,

birçok ölçüm cihazının teorisi için önemlidir.

Bu türden bir problem, bir uçağın kanatlarının titreşimlerinin stabilitesinin

incelenmesi ile bağlantılı olarak özel bir önem kazanmı̧stır. Bu sorunu çözmek için,

yüklerin (motorlar) olduğu kanadın (deği̧sken kesitli kiri̧s) karakteristik frekanslarını

hesaplamak gerekir. Ayrıca jeofizik ve mekanik gibi alanlarda, örneğin elektronikte

istenen teknik özelliklere sahip iletim hatlarının parametrelerini belirlerken([1],[2])
ya da dünyanın yapısının jeofizik modellemesi yapılırken([3]) de karşımıza bu tür

problemler çıkmaktadır.

Tanımlı olduğu aralığın iç noktalarında süreksizlik koşuluna sahip olan bu

problemlerin Fourier metodu kullanılarak çözümlenmelerinde, sınır koşullarında

spektral parametre içeren spektral problemler ortaya çıkmaktadır. Bu problemlerin

çözümlerinde ise ortaya problemin özvektörler sisteminin uygun fonksiyon

uzaylarında bazlık problemleri oluşturmaktadır. Özvektörler sisteminin bazlık

özelliklerini uygun fonksiyon uzaylarında incelemek, problem için oluşturulmuş

tekil çözümlerin doğrulanması açısından çok önemlidir (bkz. [4],[5]). Geli̧sen

teknoloji ile birlikte ortaya koyulan ürünlerin deneme (test) aşamaları daha da

önemli ve daha maliyetli hale gelmi̧s, üretimden daha fazla zamanı test aşamalarına

ayırmak mecburiyetinde kalınmı̧stır. Elde edeceğimiz sonuç ile bu tür problemlerin

doğruluğunun, yani temeli bu problemlere dayanan sinyal ve görüntü i̧sleme gibi

cihazların testlerinin matematiksel olarak yapılabileceği bir yöntem oluşturabilecek

ve farklı test aşamalarındaki zaman ve maliyet konusunda ciddi bir tasarruf

sağlanabilecektir.
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1.1 Literatür Özeti

Denklemin kendisine ve sınır koşullarına bir spektral parametre içeren adi diferansiyel

operatörler için spektral problemler, X = X0 ⊕ Cm şeklindeki Banach uzaylarında

tanımlanan bir lineerleştirilmi̧s operatör inşa ederek, lineer spektral bir probleme

indirgenir; X0 burada herhangi bir Banach uzayı, C⋗ ise C kompleks düzlemin bir

m toplamıdır.

Diferansiyel operatörün spektral özelliklerinin incelenmesinde bazların oluşturulması

için yeni yöntemler gerekir. Bu, birçok matematikçi için, bir diferansiyel

operatörün özel fonksiyonlar sistemlerinin, çoğunlukla özfonksiyonların ve ili̧skili

fonksiyonlarının bazlık özelliklerini (tamlık, minimallik, bazlık gibi) yoğun bir şekilde

incelemesi için bir motivasyon kaynağıdır. Bu özellikleri oluşturmak için çeşitli

yöntemler geli̧stirilmi̧stir(bkz. [6–9]). Süreksiz diferansiyel operatör durumunda,

bazlığı standart yöntemlerle ele alınamayan özfonksiyon sistemleri ortaya çıkar. Bu

duruma biraz ı̧sık tutmak için, ikinci dereceden süreksiz diferansiyel operatör için

aşağıda ifade ettiğimiz spektral problemi ele alalım.

Ortasında bir yük asılı olan, biri ya da her iki ucunda sabitlenmi̧s bir telin titreşim

probleminin çözümü, bir süreksizlik noktasına sahip aşağıdaki spektral problemin

çözümüne indirgenir [10]:

y ′′(x) +λy(x) = 0, x ∈ (−1,0)∪ (0,1), (1.1)

y(−1) = y(1) = 0,

y(−0) = y(+0),
y ′(−0)− y ′(+0) = λmy(0),











, (1.2)

burada λ spektral parameter ve m sıfırdan farklı bir kompleks sayıdır. Bu tür spektral

problemler, iki ucu sabit, ortasında bir yük asılı bir telin titreşim probleminin Fourier

metodu ile çözülmesiyle ortaya çıkar [10, 11]. Bu metodun kullanımı uygun fonksion

uzaylarında (genelde Lebesgue veya Sobolev uzaylarında) {u1,n; û1,n} şeklindeki çift

sistemlerinin bazlık özelliklerinin çalı̧sılmasını gerektirir.

(1.1),(1.2) problemi [5, 11] monograflarında incelenmi̧stir. Sınır koşullarında

spektral parametresi olan adi diferansiyel operatörler için spektral problemler

[12] ’de daha genel bir ifadede incelenmi̧stir. Spektral problemin Lebesgue

uzaylarında spektral geni̧slemesinin yakınsaklığı ve bazlık özellikleri, öncülüğünü [13]
çalı̧smasının yaptığı bir çok makalede karşımıza çıkmaktadır [8, 9, 11]. Bu konuyla

ilgili makalelerin çoğunda, süreksizlik noktası olmayan problemler ele alınmı̧stır. [14–
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16] makalelerinde ise süreksizlik noktası ve sınır koşullarında spektral parametreli

spektral problemler incelenmi̧stir. Bu tür problemler matematik, mekanik, fizik

ve diğer bilim alanlarında önemli bir rol oynar ve bu problemlerin uygulamaları

malzeme özelliklerindeki süreksizliklerle ilgilidir. Bir süreksizlik noktası olan spektral

problemlerin özfonksiyon sistemlerinin bazlık özelliklerini incelemek bazen daha önce

bilinenden farklı yöntemler gerektirir.

[17] de ise (1.1),(1.2) problemi ele alınmı̧s ve problemin özvektörler sisteminin

Lp(−1; 1)⊕C, 1< p < +∞ uzayında bir baz, p = 2 için ise bir Riesz baz oluşturduğu

ispatlanmı̧stır (daha farklı metotları içeren çalı̧smalar için bakınız [13, 18–23]). Özel

olarak, [18] de (1.1),(1.2) problemi ağırlıklı Lebesgue uzaylarında incelenmi̧stir.

Bu tür problemlerin çözümünde genellikle baz pertürbasyon teori kullanılır. Bazı

pertürbe edilmi̧s trigonometrik sistemlerin bazlık problemleri Morrey-tipli uzaylarda

çalı̧sılmı̧stır [1, 24–33].

Son zamanlarda ise, matematiğin farklı alanlarına uygulamalar bağlamında standart

olmayan çeşitli uzaylara ilgi artmı̧stır. Bu uzayların arasında deği̧sken toplanabilirlik

indeksli Lebesgue uzayları, Morrey uzayları, grand-Lebesgue uzayları v.b. uzaylardan

bahsedebiliriz. Cauchy çekirdeğine sahip Singüler operatörün sınırlılık problemleri,

maksimal fonksiyon, Hilbert dönüşümü gibi harmonik analizin birçok klasik olgusu

bu uzaylara geni̧sletilmi̧stir (bkz. [2, 34–46]). Bu sonuçlar, bu uzaylarda diferansiyel

denklemler teorisi, kısmi diferansiyel denklemler teorisi vb. problemlerin dikkate

alınmasını sağlamaktadır. Bunun için, elbette, dikkate alınan uzaylarda karşılık gelen

diferansiyel operatörlerin özfonksiyonlarının bazlık özelliklerini incelememiz gerekir.

Ayrılabilir olmayan uzaylarda ise, diferansiyel denklemimize uygun ayrılabilir alt

uzayları düşünmemiz gerekir.

Bu bağlamda, çalı̧smamız (1.1),(1.2) probleminin özfonksiyonlar sisteminin bazlık

özelliklerinin Lp)(−1; 1) grand-Lebesgue uzayında çalı̧sılması ile ilgilidir.

1992 yılında T. Iwaniec ve C. Sbordone tarafından tanımlanan grand-Lebesgue uzayı

Jacobian determinantı için intergrallenebilme özellikleri incelenirken tanımlanmı̧stır

[47]. Grand-Lebesgue uzayları kısmi diferansiyel denklemler teorisinde (bkz. [3,

48–53]), fonksiyon uzayları teorisinde (bkz. [54–57]) ve sınır değer problemlerinde

(bkz. [58, 59]) önemli uygulamalara sahiptir. Bu sebepler bizi problemimizin

grand-Lebesgue ve ağırlıklı grand-Lebesgue uzaylarında incelemeye teşvik etmi̧stir.

Ayrıca lineer olmayan esneklik teorisi, akı̧skanlar mekaniği, görüntü i̧sleme ve

birtakım fiziksel olayların matematiksel modellemesi ile karşılaşılan lineer olamayan

kısmi diferansiyel denklemlerin çözümünde standart olmayan yeni uzayların

gerekliliği ve günümüzde (özellikle son yıllarda) birçok önemli araştırmacının
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(Bilal Bilalov, Alberto Fiorenza, Alexandre Meskhi, Vakhtang Kokilashvili, [60–68])
grand-Lebesgue uzaylarındaki çalı̧smaları bu uzayın önemini arttırmaktadır.

1.2 Tezin Amacı

İki ucu sabit, ortasında bir yük asılı bir telin titreşim probleminin Fourier yöntemi

ile (bir başka ifade ile deği̧skenlerine ayırma yöntemi) sınır koşullarında spektral

bir parametre olan (1.1),(1.2) spektral problemini elde ederiz. Bu çalı̧smamız

ile (1.1),(1.2) probleminin özvektörler sistemini grand-Lebesgue uzaylarında

incelemi̧s olacağız. Ayrıca ağırlıklı grand-Lebesgue uzaylarında da benzer bir

problemi inceleyeceğiz. Ulaşılacak sonuç ile (1.1),(1.2) probleminin özvektörler

sisteminin ağırlıklı grand-Lebesgue uzaylarındaki bazlık özelliklerinin benzer şekilde

gösterilebileceğini ifade edeceğiz.

1.3 Hipotez

(1.1)-(1.2) problemi aşağıdaki özdeğerlerin iki serisine sahiptir [17]:

λ1,n = (πn)2, n= 1, 2, ...,

λ2,n = ρ
2
2,n, n= 0,1, 2, ...,

Burada ρ2,n, ρ2,n = πn+ 2
πmn +O( 1

n2 ) şeklinde asimtotik formüllere sahiptir ve uygun

özfonksiyonlar

u2n−1(x) = sinπnx , n= 1, 2, ...,

u2n(x) =

¨

sinρ2,n(1+ x), x ∈ [−1;0]
sinρ2,n(1− x), x ∈ [0; 1]

, n= 0, 1,2, . . . ,

formundadır.

Lp)(−1; 1) uzayının ayrılabilir olmaması nedeniyle, spektral problem için uygun bir

alt uzay almalıyız. Lp)(−1; 1) de sürekli fonksiyonların yoğun olduğu Gp)(−1; 1) alt

uzayını tanımlayarak, [17] de verilen metod ile, {ûn}
∞
n=0 vektörler sisteminin bazlığı

Gp)(−1;1)⊕C, 1< p < +∞ uzayı için göstereceğiz. Ayrıca, eğer {un}
∞
n=0 sisteminden

keyfi bir çift indisli fonksiyonu çıkardığımızda, geriye kalan sistem Gp)(−1;1) de bir

baz oluşturur.

ρ(.) genel bir ağırlık olmak üzere, Lp),ρ(0,1), 1 < p < +∞ ağırlıklı grand-Lebesgue

uzayında aşağıdaki süreksiz spektral problemini düşünelim:
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y ′′(x) +λy(x) = 0, x ∈
�

0,
1
3

�

⋃

�

1
3

,1
�

, (1.3)

y(0) = y(1) = 0,

y(1
3 − 0) = y(1

3 + 0),
y ′(1

3 − 0)− y ′(1
3 + 0) = λmy(1

3), m ̸= 0.











, (1.4)

burada λ bir spektral parametre ve m sıfırdan farklı bir kompleks sayıdır.

Eğer ρ(.) ağırlık fonksiyonu Muckenhoupt şartını sağlarsa, problemin özfonksiyonlar

sistemi Gp),ρ(0,1)⊕C, 1< p < +∞ uzayında bir baz oluşturur. Daha sonra, problemin

özfonksionlar sisteminden sonlu sayıda ve bazı fonksiyonlarını çıkardığımızda,

geriye kalan sistem ise, Muckenhoupt koşulunu sağlayan ρ(.) ağırlık fonksiyonu ile

Gp),ρ(0,1), 1< p < +∞ uzayında bir baz oluşturur.

1.4 Genel Bakış

6 bölümden oluşan tezin ilk bölümünde üzerinde çalı̧stığımız fiziksel problem ve bu

problemin çözümünde elde edilen spektral problemden bahsedilmi̧stir. 2. Bölümde

tez boyunca kullanılacak olan temel tanım ve teoremler yer almaktadır. Bölüm 3

de ifade ettiğimiz problemimizin özdeğer ve özfonksiyonlarının asimtotik formülleri

verilip, problemin çözümü için kullanılacak Green fonksiyonunu kurarak, yine

problemden üretilen lineerleştirilmi̧s operatörü ile onun rezolvent yapısının kurulma

aşamaları incelenmi̧stir. Problemin lineerleştirilmi̧s operatörünün elde edilmesi

için üzerinde çalı̧sacağımız grand-Lebesgue uzayları üzerine bir takım özellikler ve

probleme uygun alt uzayı tanımlanmı̧stır. Bir sonraki bölüm ise bu alt uzay üzerinde,

lineerleştirilmi̧s operatörün özfonksiyonlar sisteminin bir baz oluşturduğunun ispat

aşamaları üzerinedir. Bunun için bazlık kriterlerinden yararlanılmı̧s ve sistemin

aldığımız alt uzayda tam, minimal ve projeksiyonlarının (izdüşüm) düzgün sınırlı

olduğu gösterilerek, sistemin bir baz oluşturduğu kanıtlanmı̧stır. 5. Bölüm ise

problemimizdeki yükün farklı bir konuma alınmasıyla ortaya çıkan 1.3-(1.4) problemi

üzerinedir. Bu problem için özfonksiyonlar sisteminin, ağırlıklı grand-Lebesgue

uzaylarında bazlığı incelenmi̧stir. Muckenhoupt şartını sağlayan ağırlık fonksiyonu

ile bu uzay için de bölüm 4 de olduğu gibi uygun bir alt uzay, benzer şekilde

alınamaktadır. Ancak bu bölümde sistemin bazlık özellikleri daha farklı bir yol ile,

öncelikle üstel ve trigonometrik fonksiyonlar sisteminin bazlık özellikleri incelenerek

kanıtlanmı̧stır. Son bölüm ise sonuç ve önerilerin olduğu bölümüdür.
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2
TEMEL KAVRAMLAR

Çalı̧smalarımız boyunca yararlanacağımız ve kullanacağımız bazı temel tanım ve

teoremleri inceleyelim.

Hazırlamı̧s olduğumuz bu çalı̧smanın daha anlaşılır olması sebebiyle öncelikle

incelemi̧s olduğumuz fiziksel problemi biraz daha ayrıntılı inceleyelim (Daha

fazla ayrıntı için, özellikle fiziksel kısım ile ilgili olarak bizim de büyük ölçüde

faydalandığımız [10] i inceleyebilirsiniz.).

2.1 Telin Titreşim Denklemi

İkinci mertebeden kısmi türevli hiperbolik tip denklemler ile daha çok titreşim

i̧slemleriyle ili̧skili fiziksel problemlerde karşılaşılmaktadır ve bu denklem dalga

denklemi olarak adlandırılır.

2.1.1 Telin Enine Titreşim Denklemi

l boyunda bir telin her noktası onun x koordinatının değeri olarak belirlenebilir. Bir

telin titreşim süreci, zamanın farklı anlarında telin noktalarının konumu verilerek

tanımlanabilir. Bir t anında telin bir noktasını belirlemek için t anında bir

x noktasının yer deği̧stirme vektörünün {u1(x , t), u2(x , t), u3(x , t)} bileşenlerini

vermemmiz yeterlidir.

Bir telin titreşim problemindeki en basit hali ele alalım. Telin yer deği̧stirme vektörü

(x , u) düzleminde olsun ve yer deği̧stirme vektörü herhangi bir anda u’nun x eksenine

dik olduğuğunu varsayalım. Titreşim süreci dikey titreşimi karakterize eden bir

u(x , t) fonksiyonu ile tanımlanabilir. Teli esnek elastik bir tel olarak ele alacağız.

Matematiksel olarak bu, teldeki gerilimin her zaman teğetler boyunca anlık profiline

yönlendirildiği anlamına gelir (Şekil 2.1). Bu koşul, telin bükülmeye direnmediği

anlamına gelir.
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Elastik olması nedeniyle telde oluşan gerilim Hooke yasasından hesaplanabilir. Telin

küçük titreşimlerini düşünelim ve bütünlük için Ux ’in karesini ihmal edelim.

Şekil 2.1 Teldeki gerilim

Bu koşulu kullanarak, (x1, x2) parçasında olan uzamayı hesaplayalım. Bu yayın

uzunluğu

S′ =

∫ x2

x1

Æ

1+ u2
x d x ∼= x2 − x1 = S.

Böylece, varsayılan doğruluk sınırları dahilinde, titreşim sürecinde telin parçalarında

hiçbir uzama meydana gelmez. Bu nedenle, Hooke yasasından, herhangi bir noktadaki

T geriliminin zamanla deği̧smediği sonucu çıkar. Gerilimin de x ten bağımsız

olduğunu gösterelim, yani

T = T0 = sabi t.

Gerilimin x ve u eksenlerindeki projeksiyonları

Tx = (x) = T (x) cosα=
T

p

1+ (ux)2
∼= T (x),

Tu(x) = T (x) sinα∼= T (x) tanα= T (x)ux ,

burada α u(x , t) eğrisinin teğeti ile x ekseni arasında oluşan açıdır.

(x1, x2) parçasında çekme kuvvetleri, dı̧s kuvvetler ve hareketsizlik kuvvetleri etki

eder. x ekseni üzerindeki çekme kuvvetlerinin izdüşümlerinin toplamı sıfıra eşit

olmalıdır (yalnızca enine titreşimleri dikkate alıyoruz). hareketsizlik kuvvetleri ve

dı̧s kuvvetler varsayıma göre u ekseni boyunca yönlendirildiği için

Tx(x2)− Tx(x1) = 0 ve ya T (x1) = T (x2). (2.1)

x1 ve x2 keyfi olduğundan, gerilimin x ’e bağlı olmadığı sonucu çıkar, yani tüm x ve t
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değerleri için

T ≡ T0. (2.2)

Bir telin enine titreşimlerinin denklemini türetmek için Newton’un ikinci yasasını

kullanmalıyız. (x1, x2) elementinin u ekseni boyunca momentumunun bileşeni

∫ x2

x1

ut(ξ, t)ϱ(ξ)dξ,

burada ϱ telin lineer yoğunluğudur. ∆t = t2 − t1 zaman aralığında momentum

deği̧simini
∫ x2

x1

ϱ(ξ) [ut(ξ, t2)− ut(ξ, t1)] dξ

x1 ve x2 noktalarındaki T0ux geriliminden oluşan, etki eden kuvvetlere ve birim

uzunluk başına yoğunluk (yük) f (x , t) ile sürekli olarak dağılmı̧s şekilde ele

alacağımız dı̧s kuvvetlere eşitleyelim. Sonuç olarak, bir telin elemanının enine

titreşimleri için
∫ x2

x1

[ut(ξ, t2)− ut(ξ, t1)]ϱ(ξ)dξ

∫ t2

t1

T0 [ux(x2,τ)− ux(x1,τ)] dτ+

∫ x2

x1

∫ t2

t1

f (ξ,τ)dξdτ. (2.3)

integral formdaki denklemi elde ederiz.Diferansiyel denkleme geçmek için u(x , t)’nin

ikinci mertebe türevlerinin varlığını ve sürekliliğini varsayıyoruz. Böylece, ortalama

değer teoreminin iki kez uygulanması sonrası, (2.3) formülü

ut t(ξ
∗, t∗)ϱ(ξ∗)∆t∆x = {T0[ux x(ξ

∗∗), t∗∗] + f (x i∗∗∗, t∗∗∗)}∆t∆x ,

ifadesini verir ve burada

ξ∗,ξ∗∗,ξ∗∗∗ ⊂ (x1, x2) ve t∗, t∗∗, t∗∗∗ ⊂ (t1, t2)

olur. ∆x∆t ye bölüp x2→ x1 limitini aldığımızda

t2→ t1 olur ve böylece

T0ux x = ϱut t − f (x , t), (2.4)

bir telin enine titreşimleri için diferansiyel denklemi elde ederiz. Yoğunluğun sabit

olduğu durumda denklem genellikle şu şekilde yazılır:

ut t = α
2ux x + F(x , t)

�

α=

√

√T0

ϱ

�

, (2.5)
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Şekil 2.2 x0 noktasındaki yoğun bir f0(t) kuvveti ile oluşan titreşim

ve burada

F(x , t) =
1
ϱ

f (x , t) (2.6)

birim kütleye atfedilen kuvvetin yoğunluğudur. Harici bir kuvvetin yokluğunda

homojen bir denklem elde ederiz ve

ut t = α
2ux x ,

bir telin serbest titreşimlerini tanımlar. Bu denklem, hiperbolik tipte bir denklemin en

basit örneğidir.

Eğer x0, (x1 < x0 < x2) noktasında yoğun bir f0(t) (Şekil 2.2) kuvveti uygulanırsa,

(2.3) denklemi

∫ x2

x1

[ut(ξ, t2)− ut(ξ, t1)]ϱ(ξ)dξ−
∫ x2

x1

∫ t2

t1

f (ξ,τ)dξdτ=

=

∫ t2

t1

T0 [ux(x2,τ)− ux(x1,τ)] dτ+

∫ t2

t1

f0(τ)dτ,

şeklinde yazılabilir. Teldeki noktaların hızları sonlu olduğundan, bu denklemin sol

tarafındaki integraller x1→ x0 ve x2→ x0 olduğunda, sıfıra gider ve (2.3) denklemi

∫ t2

t1

T0 [ux(x0 + 0,τ)− ux(x0 − 0,τ)] dτ= −
∫ t2

t1

f0(τ)dτ, (2.7)

şeklini alır. Ortalama değer teoremini kullanarak, denklemin her iki tarafını ∆t ’ye

bölerek ve t2→ t1 olduğunda limite geçerek

ux(x , t)
�

�

�

x0+0

x0−0
= −

1
T0

f0(t),

elde ederiz. Böylece konsantre kuvvetin uygulama noktasında birinci türevler

9



süreksizdir ve (2.4) diferansiyel denklemi anlamını yitirir. Bu noktada

u(x0 + 0, t) = u(x0 − 0, t),
ux(x0 + 0, t)− ux(x0 − 0, t) = − 1

T0
f0(t)

«

(2.8)

iki şartın sağlanması gerekir. Bunlardan birincisi telin sürekliliğini ifade eder, ikincisi

telin x0 noktasındaki bükülmesini belirler.

2.1.2 Telin Boyuna Titreşim Denklemi

Bir telin boyuna titreşimleri için denklemler benzer şekilde elde edilir. l uzunluğunda

bir tel düşünelim. Boyuna titreşimler, denge konumunda x∗ koordinatına sahip

bir noktanın t anındaki yer deği̧stirmesini temsil eden bir u(x , t) fonksiyonu ile

tanımlanabilir. Dalga denklemini türetirken, yer deği̧stirme tarafından üretilen

gerilimin Hooke yasasını izlediğini varsayacağız.

(x , x+∆x) elemanının t anındaki uzamasını hesaplayalım. t zamanında bu elemanın

uçlarının koordinatları şu değerlere sahiptir:

x + u(x , t); x +∆x + u(x +∆x , t),

ve gerilme

[∆x + u(x +∆x , t)− u(x , t)]−∆x
∆x

= ux(x +Θ∆x , t), (0≤ θ ≤ 1)

şeklindedir. ∆x → 0 iken limite geçildiğinde x noktasındaki gerinimin ux(x , t)
fonksiyonu ile belirlendiğini görüyoruz. Hooke yasasına göre T (x , t) gerilimi

T (x , t) = k(x)ux(x , t),

şeklindedir ve burada k(x) Young’ın x noktasındaki modülüdür.

(x1, x2) parçasının momentumundaki deği̧sim için Newton yasasını kullanarak

∫ x2

x1

[ut(ξ, t2)− ut(ξ, t1)]ϱ(ξ)dξ=

=

∫ t2

t1

[k(x2)ux(x2,τ)− k(x1)ux(x1,τ)] dτ+

∫ x2

x1

∫ t2

t1

f (ξ,τ)dξdτ, (2.9)

integral dalga denklemini elde ederiz. Burada f (x , t) birim uzunluk başına dı̧s

kuvvetin yoğunluğudur.
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u(x , t) fonksiyonunun ikinci mertebe türevlerinin varlığını ve sürekliliğini olduğunu

varsayalım. Ortalama değer teoremini uygulayarak ve ∆x = x2 − x1 → 0 ve ∆t =
t2 − t1→ 0 için limitsel geçi̧si yaparak, bir telin boyuna titreşimlerinin

[k(x)ux]x = ϱut t − f (x , t), (2.10)

diferansiyel denklemine ulaşırız. Tel homojen ise, bu denklem aşağıdaki gibi

yazılabilir:

ut t = α
2ux x + F(x , t)

�

α=

√

√ k
ϱ

�

, (2.11)

ve burada

F(x , t) =
f (x , t)
ϱ

. (2.12)

2.2 Başlangıç ve Sınır Şartları

Fiziksel bir durumun matematiksel olarak tanımlanması, süreci tam olarak belirlemek

için yeterli koşulların ortaya konmasını gerektirmektedir. Diferansiyel denklemlerin

genel olarak sonsuz sayıda çözümü vardır. Bu nedenle, fiziksel problemin kısmi

diferansiyel denkleme indirgenmesi durumunda, süreci benzersiz bir şekilde belirtmek

için bu denklemi belirli ek koşullarla tamamlamak gerekir.

Uçlarından sabitlenmi̧s bir telin enine titreşimlerinin problemini ele alalım. Bu

problemde u(x , t), ipin x ekseninden sapmasını verir. Eğer 0 ≤ x ≤ l telinin uçları

sabitse o zaman sınır koşulları

u(0, t) = 0, u(l, t) = 0, (2.13)

sağlanmalıdır. Ayrıca "başlangıç koşulları", yani t0 ilk andaki telin şekli ve hızı

u(x , t0) = ϕ(x),
ut(x , t0) =ψ(x),

«

(2.14)

şeklinde verilir. Böylece ek koşullar, ϕ(x) ve ψ(x)’e x ’in fonksiyonlarının verildiği

sınır ve başlangıç koşullarından oluşur. Bu koşulların, telin titreşimleri için

ut t = α
2ux x , (2.15)

denklemin çözümünü tek bir biçimde tanımladığını daha sonra göstereceğiz. Telin

boyuna titreşimleri sorunu da aynı şekilde formüle edilebilir.

Şimdi ise ele aldığımız titreşim probleminin deği̧skenlerine ayırma (Fourier) yöntemi
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ile spektral problemimize geçi̧sini verelim.

2.3 Değişkenlerine Ayırma (Fourier) Metodu

Deği̧skenlerine ayırma, bir başka deği̧sle Fourier metodu kısmi diferansiyel

denklemlerin çözümünde en çok kullanılan yöntemlerden birisidir. Bu bölümde ise

iki ucu sabit bir telin titreşim probleminde bu metodu kullanacağız. Öncelikle fiziksel

denklemin çözümünün daha anlaşılır olması açısından üzerinde bir yük olmayan halini

inceleyelim ve

ut t = α
2ux x , (2.16)

denklemini

u(0, t) = 0, u(l, t) = 0 (2.17)

homojen sınır koşullarını ve

u(x , 0) = ϕ(x),
ut(x , 0) =ψ(x),

«

(2.18)

başlangıç koşullarını sağlayan çözümüne bakalım.

(2.16) denklemi lineer ve homojendir, böylece çözümlerin toplamı da bu denklemin

bir çözümü olur. Yeterince fazla sayıda özel çözüm varsa, bunları belirli katsayılarla

çarpıp toplayarak gerekli çözümü bulmaya çalı̧sabiliriz. Yardımcı problemi şu şekilde

ifade edelim:

(2.17) homojen sınır koşullarını sağlayan (2.16) denkleminin çözümü özdeş olarak

sıfıra eşit değildir ve bu çözüm

u(x , t) = X (x)T (t), (2.19)

şeklinde çarpım formunda tanımlanabilir. Burada X (x) sadece x deği̧skenine bağlı

iken T (t) ise yalnızca t deği̧skenine bağlı birer fonksiyonlardır. Varsayılan (2.19)

çözümünü (2.16) denkleminde yerine koyarak

X ′′T =
1
α2

T ′′X (2.20)

alıp her tarafı X T ile böldükten sonra

X ′′(x)
X (x)

=
1
α2

T ′′(x)
T (x)

, (2.21)

ifadesini elde ederiz. (2.19) fonksiyonunun (2.16) denkleminin bir çözümü
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olabilmesi için, (2.20) ve (2.21) numaralı denklemlerin aynı şekilde, yani bağımsız

deği̧skenlerinin tüm O < x < l, t > 0 değerleri için sağlanması gerekir. (2.21)

denkleminin sağ tarafı sadece t deği̧skeninin bir fonksiyonudur ve sol tarafı ise sadece

x ’in bir fonksiyonudur. Örneğin, x ’in bir değerini sabitleyerek ve t ’yi deği̧stirerek

(veya tersine) (2.21) denkleminin sağ ve sol taraflarının

X ′′(x)
X (x)

=
1
α2

T ′′(x)
T (x)

= −λ, (2.22)

argümanları deği̧sse bile sabit kaldığını buluruz. Burada λ negatif veya pozitif bir

sabittir fakat kolaylık açısından önünde eksi i̧sareti ile alacağız.

(2.22) ifadesinden X (x) ve T (t) fonksiyonları için

X ′′(x) +λX (x) = 0, (2.23)

T ′′(x) +α2λT (x) = 0, (2.24)

diferansiyel denklemlerini buluruz. (2.17) sınır koşullarından

u(0, t) = X (0)T (t) = 0,

u(l, t) = X (l)T (t) = 0,

ifadelerini elde ederiz. Buradan görülür ki X (x)

X (0) = X (l) = 0 (2.25)

koşullarını sağlaması gerekir. Aksi taktirde

T (t)≡ 0 ve ya u(x , t)≡ 0

olması gerekir. Fakat burada aşikar olmayan çözümü aramaktayız. Yardımcı

problemde T (t) fonksiyonu için ek koşul yoktur. X (x) fonksiyonunun belirlenmesi

ise basit bir özdeğer probleminin formülizasyonudur:

Aşağıdaki problemin özfonksiyonlar olarak adlandırılan aşikar olmayan çözümlerinin

bulunması için özdeğer olarak adlandırılan λ değerlerinin bulunması gerekmektedir:

X ′′(x) +λX (x) = 0,

X (0) = X (l) = 0.
(2.26)

Bu şekilde formüle edilen probleme Sturm-Liouville problemi denir.

13



λ parametresinin negatif, sıfır veya pozitif olduğu durumları ayrı ayrı ele alalım.

1. λ < 0 olduğunda problemin aşikar olmayan çözümleri yoktur. Denklemin genel

çözümü

X (x) = C1e
p
−λx + C2e−

p
−λx .

Sınır koşulları ise

X (0) = C1 + C2 = 0,

X (l) = C1e
p
−lλ + C2e−

p
−lλ = 0,

yani

C1 = −C2 ve ya C1(e
p
−lλ − e−

p
−lλ) = 0.

Fakat bu durumda
p
−lλ reel ve pozitif olduğundan

C1 = C2 = 0,

ve sonuç olarak

X (x)≡ 0,

olmalıdır.

2. λ= 0 durumunda da aşikar olmayan bir çözüm yoktur. Bu koşulda genel çözüm

X (x) = ax + b,

şeklindedir. Sınır koşulları ise

x(0) = [ax + b]x=0 = b = 0,

X (l) = al = 0,

yani a = b = 0 ve bunun sonucu

X (x)≡ 0,

olur.

3. λ > 0 olduğunda, denklemin genel çözümü sanal kuvvetleri içermektedir ve

X (x) = D1 cos
p

λx + D2 sin
p

λx

14



şeklinde yazılabilir. Sınır koşulları ise

X (0) = D1 = 0,

X (l) = D2 sin
p

λl = 0,

olarak bulunur. Eğer X (x) özdeş olarak sıfıra eşit değilse D2 ̸= 0 ve böylece

sin
p

λl = 0, (2.27)

ve
p

λ=
πn
l

,

olur ve burada n bir tam sayıdır. Sonuç olarak problemin aşikar olmayan

çözümleri muhtemelen sadece

λn =
�πn

l

�2
,

değerleri için mümkündür. Bu özdeğerler aşağıdaki özfonksiyonlara karşılık

gelmektedir:

Xn(x) = Dn sin
πn
l

x .

Böylece λ değerleri sadece

λn =
�πn

l

�2
, (2.28)

değerlerine eşit olduğunda

Xn(x) = Dn sin
πn
l

x , (2.29)

aşikar olmayan çözümleri vardır ve her biri için çözümlerin birleşiminde

kullanacağımız keyfi bir çarpan belirlenebilir. Bu (2.24) denkleminin λn

değerlerinin her birine karşılık gelen bir çözümü

Tn(t) = An cos
πn
l

l
p

−λt + Bn sin
πn
l

l
p

−λt, (2.30)

şeklindedir ve burada An ve Bn belirlenen katsayılardır.

(2.16)-(2.18) problemine dönecek olursak,

un(x , t) = Xn(x)Tn(t) =
�

An cos
πn
l

l
p

−λt + Bn sin
πn
l

l
p

−λt
�

sin
πn
l

x , (2.31)

fonksiyonlarının (2.16) denkleminin, (2.17) sınır koşullarını sağlayan ve her biri

sadece x veya t deği̧skenine bağlı olan iki fonksiyonun (2.19) formunda çarpımı
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olarak ifade edilebilen özel çözümleri olduğunu görürüz. Bu çözümler sadece ϕ(x) ve

ψ(x) başlangıç fonksiyonlarının özel durumları için problemimizin (2.18) başlangıç

koşullarını sağlayabilir.

Şimdi problemin çözümünü genel durumda inceleyelim. (2.16) denkleminin lineer ve

homojen olması sebebiyle özel çözümlerin

u(x , t) =
+∞
∑

n=1

un(x , t) =
+∞
∑

n=1

�

An cos
πn
l

l
p

−λt + Bn sin
πn
l

l
p

−λt
�

sin
πn
l

x (2.32)

bir toplamı da bu denklemi ve (2.17) sınır koşullarını sağlar. Başlangıç koşulu ise

u(x , 0) = ϕ(x) =
∑+∞

n=1 un(x , 0) =
∑+∞

n=1 An sin πn
l x ,

ut(x , 0) =ψ(x) =
∑+∞

n=1
dun
d t (x , 0) =

∑+∞
n=1

πn
l l
p
λBn sin πn

l x ,

«

(2.33)

ifadesini verir. Fourier serisi teorisinden, 0 ≤ x ≤ l aralığında verilen kısmi sürekli ve

kısmi diferansiyellenebilen keyfi bir f (x) bir Fourier serisine

f (x) =
+∞
∑

n=1

bn sin
πn
l

x , (2.34)

ve

bn =
2
l

∫ t

0

f (ξ) sin
πn
l
ξdξ, (2.35)

şeklinde geni̧sletilebilir. Burada genellikle periyodu 2l olan periyodik fonksiyonlar

düşünülür ve

F(x) =
a0

2
+
+∞
∑

n=1

�

an cos
πn
l

x + bn sin
πn
l

x
�

,

an =
1
l

∫ l

−l

F(ξ) cos
πn
l
ξdξ, bn =

1
l

∫ l

−l

F(ξ) sin
πn
l
ξdξ.

Eğer F(x) tek ise, o zaman an = 0 olur ve böylece

F(x) =
+∞
∑

n=1

bn sin
πn
l

x ,

bn =
1
l

∫ l

−l

F(ξ) sin
πn
l
ξdξ=

2
l

∫ l

0

F(ξ) sin
πn
l
ξdξ.

Eğer F(x) fonksiyon sadece (0, l) aralığında verildiyse, fonksiyonu tek olarak (−l, l)
aralığına geni̧sletebiliriz ki bu (2.34) ve (2.35) formüllerini bulmamızı sağlar.
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Eğer ϕ(x) ve ψ(x) fonksiyonları Fourier serisine geni̧sleme şartlarını sağlarsa, o

zaman

ϕ(x) =
+∞
∑

n=1

ϕn sin
πn
l

x , ϕn =
2
l

∫ l

0

ϕ(ξ) sin
πn
l
ξdξ, (2.36)

ψ(x) =
+∞
∑

n=1

ψn sin
πn
l

x , ψn =
2
l

∫ l

0

ψ(ξ) sin
πn
l
ξdξ, (2.37)

olur. Bu serileri (2.33) formülü ile karşılaştırdığımızda başlangıç koşullarının

sağlanması için

An = ϕn, Bn =
l

πnl
p
λ
ψn (2.38)

şeklinde almamız gerekir. Bu denklemler (2.32) fonksiyonunu tamamen tanımlar ve

problemin çözümünü verir.

Çözümü sonsuz bir (2.32) serisi şeklinde tanımladık. Eğer (2.32) serisi ıraksarsa

veya bu seri tarafından tanımlanan fonksiyon türevlenebilir değilse, doğal olarak

diferansiyel denklemimizin bir çözümünü temsil edemez.

Şimdi ise üzerinde bir yük bulunan telin titreşimini inceleyelim.

2.4 Üzerinde Bir Yük Bulunan Telin Titreşimi

Şimdi ise l boyunda, uçları sabit ve belirli x = x i, (i = 1, 2, . . . , n) noktalarında Mi

yoğun kütleleri bulunan bir telin titreşim problemini inceleyelim.

2.4.1 Problemin Formülizasyonu

x i noktalarındaki koşullar iki yol ile gösterilebilir. Eğer yoğun bir Fi(t) kuvveti x i

noktalarında uygulanırsa, o zaman aşağıdaki durumlar sağlanmalıdır:

u(x i − 0, t) = u(x i + 0, t), (2.39)

kux

�

�

�

x i+0

x i−0
= −Fi. (2.40)

Bu koşulda Fi eylemsizlik kuvvetidir.

Fi = −Miut t(x i, t),
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ifadesini (2.40) formülünde yerine yazarak

Miut t(x i, t) = kux

�

�

�

x i+0

x i−0
, (2.41)

ifadesine ulaşırız. (2.41) ifadesinin bir başka türevi de mümkündür. Mi kütlelerini

sabit δi yoğunluğa sahip (x i − ϵ, x i + ϵ) bölgesine dağıtalım ve

(ϱ +δi)ut t =
d

d x

�

k
du
d x

�

, x i − ϵ < x < x i + ϵ, (2.42)

homojen olmayan telin titreşim denklemini kullanalım. Burada ϱ telin yoğunluğudur.

uϵ(x , t) bu denklemin çözümü olsun. (2.42) denklemini x i − ϵ ve x i + ϵ sınırları

içerisinde x e göre integralini alarak ve ϵ → 0 için limite geçerek, u(x , t) =
limϵ→0 uϵ(x , t) fonksiyonu için (2.41) koşulunu göstereceğiz.

Şimdi problemimizi tamamiyle formülize edelim. Problemimiz

ϱ
d2u
d t2
=

d
d x

�

k
du
d x

�

, (2.43)

titreşim denklemini için
u(0, t) = 0,

u(l, t) = 0,

«

(2.44)

sınır koşullarını,

u(x i − 0, t) = u(x i − 0, t),

Miut t(x i, t) = kux

�

�

�

x i+0

x i−0
,
(i = 1, 2, . . . , n)







(2.45)

x = x i noktalarındaki (2.41) eşlenik koşullarını ve

u(x , 0) = ϕ(x),
ut(x , 0) =ψ(x),

«

(2.46)

başlangıç koşullarını sağlayan çözümü bulmak. Burada ϕ(x) ve ψ(x) verilen

fonksiyonlardır.

2.4.2 Üzerinde Bir Yük Bulunan Telin Doğal Titreşimleri

İlk olarak, üzerinde bir yük bulunan tel için doğal frekansların ve duran dalgaların

profilinin araştırılmasıyla ilgileneceğiz. Bunu yapmak için bir çarpım şeklinde temsil

edilebilen

u(x , t) = X (x)T (t), (2.47)
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verilen problemin bir çözümünü bulmalıyız. Bu ifadeyi (2.43) denkleminde yerine

koyup ve sınır koşullarını kullanarak deği̧skenlerin ayrılmasından sonra

T ′′ +λT = 0, (2.48)

ve
d

d x (kX ′) +λϱX = 0,

X (0) = 0, X (l) = 0

«

ifadelerini elde ederiz. Eşlenik koşulları ise

X (x i − 0) = X (x i + 0),

MiX (x i)T
′′ = kX ′

�

�

�

x i+0

x i−0
T,

ifadesini verir. (2.48) denklemini dikkate aldığımızda, ikinci eşitliği aşağıdaki formda

yeniden yazabiliriz:

kX ′
�

�

�

x i+0

x i−0
= −λMiX (x i).

Böylece X (x) fonksiyonu için aşağıdaki özdeğer problemini elde ederiz

d
d x
(kX ′) +λϱX = 0, (2.49)

X (0) = X (l) = 0, (2.50)

X (x i − 0) = X (x i + 0) (i = 1,2, . . . , n),
kX ′(x i + 0)− kX ′(x i − 0) +λMiX (x i) = 0.

«

(2.51)

Bu sınır değer probleminin ayırt edici özelliği, λ parametresinin sadece denkleme

değil, aynı zamanda ek koşullara da girmesidir.

Şimdi ise

X1(x), X2(x), . . .

özfonksiyonların ortagonalliğini inceleyelim. Sınır problemi için özfonksiyonları

d
d x
(kX ′) +λϱX = 0,

X (0) = X (l) = 0,
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(0, l) aralığında ϱ lineer yoğunluğu ile ortagonaldir:

∫ l

0

Xm(x)Xn(x)ϱ(x)d x = 0, m ̸= n. (2.52)

Sabit δi yoğunluğa sahip her bir Mi yükünü x i − ϵ < x < x i + ϵ aralıklarına

dağıtarak, ρϵ(x) yoğunluklu homojen olmayan bir telin doğal titreşimleri problemini

elde ediyoruz. λϵn ve {Xϵn(x)} bu problemin özdeğer ve özfonksiyonları olsun.

Ortagonallik şartı
∫ l

0

Xϵm(x)Xϵn(x)ϱϵ(x)d x = 0 (2.53)

sağlanmalıdır. (2.53) denkleminde integrali (x i − ϵ, x i + ϵ) bölgelerine ayırarak ve

ϵ→ 0 limitiyle

∫ l

0

Xm(x)Xn(x)ϱ(x)d x +
n
∑

i=1

MiXm(x i)Xn(x i) = 0, m ̸= n (2.54)

ortagonallik bağıntısını göstereceğiz. Bu (2.54) ortogonallik koşulu (2.49)

denkleminden ve (2.50)-(2.51) koşullarından da elde edilebilir. Xm(x) ve Xn(x) (2.49)

probleminin λm ve λn özdeğerlerine karşılık gelen özfonksiyonlar olsun ve

d
d x

�

k
dXm

d x

�

+λmϱXm = 0,

d
d x

�

k
dXn

d x

�

+λnϱXn = 0,

denklemlerini sağlasın. İlk denklemi Xn(x) ile, ikincisini Xm(x) ile çarpalım

ve ikinci denklemi birinciden çıkaralım. Art arda elde edilen denklemin

(x0, x1); (x1, x2); . . . ; (xk, l) bölgeleri üzerinde integral alarak

(λm −λn)

∫ l

0

Xm(x)Xn(x)ϱ(x)d x −
k
∑

i=0

∫ x i+1

x i

d
d x

�

XmkX ′n − XnkX ′m
�

d x = 0, (2.55)

ifadesini elde ederiz (x0 = 0 ve xk+1 = l). Toplamın her teriminde integrasyonun

gerçekleştirilmesi ve x = x i − 0 ve x = x i + 0 ifadelerine karşılık gelen terimlerin

birleştirilmesi ile

Ai = (XmkX ′n − XnkX ′m)x=x i−0 − (XmkX ′n − XnkX ′m)x=x i+0

şeklinde terimlerin bir toplamını elde ederiz. Bu durumda x = 0 ve x = l için ifadeler
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sınır koşulları nedeniyle sıfır olur. Ai ifadesini hesaplamak için (2.51) benzeri

X j(x i − 0) = X j(x i + 0),
kx ′j(x i + 0)− kX ′j(x i − 0) = −Miλ jX j(x i),

«

j = m, n (2.56)

eşlenik koşullarından faydalanırız. Ai ifadesini

Ai = Xm(x i)
�

kX ′n(x i − 0)− kX ′n(x i + 0)
�

− Xn(x i)
�

kX ′m(x i − 0)− kX ′m(x i + 0)
�

şeklinde yeniden yazarak ve (2.51) formülünü kullanarak

Ai = Xm(x i)MiλnXn(x i)− Xn(x i)MiλmXm(x i) = MiXm(x i)Xn(x i)(λn −λm).

buluruz. Şimdi (2.55) denklemi

(λm −λn)

¨

∫ l

0

Xm(x)Xn(x)ϱ(x)d x +
k
∑

i=1

MiXm(x i)Xn(x i)

«

= 0,

olarak yazılabilir. Eğer λm ̸= λn ise, buradan (2.54) ortagonallik koşulu hemen alınır.

Xn(x) özfonksiyonlarının normu

Nn =

∫ l

0

X 2
n(x)ϱ(x)d x +

k
∑

i=1

MiX
2
n(x i) (2.57)

formülünden belirlenir.

Sonsuz sayıda öz değerlerin ve öz fonksiyonların varlığının kanıtlarını, öz değerlerin

pozitif i̧saretini, geni̧sletilebilirlik teoremlerini vermeyeceğiz.

Böylece görülür ki, bazı f (x) fonksiyonunun

f (x) =
+∞
∑

n=1

fnXn(x)

şeklinde bir seriye açılımında, açılımın katsayıları

fn =

∫ l

0
f (x)Xn(x)ϱ(x)d x +

∑k
i=1 Mi f (x i)Xn(x i)

Nn
(2.58)

formülü ile tanımlanacaktır.

Şimdi ise problemimizi inceleyeceğimiz Banach uzayları ile ilgili bir takım tanım ve

teorileri inceleyelim.
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2.5 Banach Uzayları Üzerine

Bu bölümde çalı̧smalarımızda kullanacağımız bazı tanımlar ve teorilerden bahsedelim.

Tanım 2.1. X keyfi bir Banach uzayı, X ∗ ise X in dual uzayı olsun. {xn}n∈N ⊂ X

sisteminin X uzayında bir baz olması için, ∀x ∈ X için

x =
+∞
∑

n=1

an xn

şartını sağlayan tek bir {an}n∈N ⊂ C dizisinin olmasıdır. {an}n∈N dizisi x elemanının

{xn}n∈N sistemine göre biortagonal katsayılar dizisidir.

Tanım 2.2. {xn}n∈N ⊂ X ve {x∗n}n∈N ⊂ X ∗ sistemleri için

< xk, x∗n >= x∗n(xk) = δnk

koşulu sağlanırsa, o zaman {xn}n∈N ve {x∗n}n∈N sistemlerine biortagonaldir denir.

Burada δnk Kronecker sembolüdür.

Şimdi ise Banach uzaylarında bir sistemin tamlığı, minimalliği, düzgün minimalliği,

bazlığı ve parantez bazlığı kavramlarını hatırlayalım.

Tanım 2.3. X herhangi bir Banach uzayı olsun. Eğer

L [{un}n∈N] = X

ise, {un}n∈N ⊂ X sistemi X de tamdır.

Banach uzaylarında bir sistem için aşağıdaki tamlık kriterini verelim.

Tamlık Kriteri. X bir normlu uzay olsun. {un}n∈N ⊂ X sisteminin X de tam olması için

gerek ve yeter şart ∀ f ∈ X ∗ ve ∀n ∈ N için < xn, f >= 0 olması için f = 0 olmasıdır.

Tanım 2.4. {xn}n∈N ⊂ X sistemi için eğer

xk /∈ L
�

{xn}n∈Nk

�

, ∀k ∈ N

olursa, o zaman {xn}n∈N sistemi X de minimaldir(burada Nk = N \ {k}).

Şimdi ise Banach uzaylarında bir sistemin minimalliği ile ilgili kriteri inceleyelim.

Minimallik Kriteri. Bir sistemin Banach uzayında minimal olması için gerek ve yeter

şart biortagonal sisteminin olmasıdır.
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Bazlık Kriteri. {xn}n∈N ⊂ X sistemi X Banach uzayında bir baz oluşturması için gerek

ve yeter şart aşağıdaki koşulların sağlanmasıdır:

1. {xn}n∈N sistemi X de tamdır;

2. {xn}n∈N sistemi X de minimaldir;

3. Pm(·) =
∑m

n=1 < ·, x∗n > xn projeksiyonları (izdüşüm fonksiyonları) düzgün

sınırlıdır, yani ∃M > 0 :

∥Pm x∥X ≤ M ∥x∥ , ∀x ∈ X ,

burada {x∗n}n∈N ⊂ X ∗ sistemi {xn}n∈N ⊂ X sisteminin biortagonalidir.

Tanım 2.5. {xn}n∈N ⊂ X sisteminin X de düzgün minimal olması için

∃δ > 0 : inf
∀u∈L[{xn}n̸=k]

∥xk − u∥ ≥ δ ∥xk∥ , ∀k ∈ N,

koşulunun sağlanması gerekir.

Düzgün Minimallik Kriteri. {xn}n∈N ⊂ X tam ve minimal sisteminin X de düzgün

minimal olması için gerek ve yeter şart

sup
n
∥xn∥X





x∗n






x∗ < +∞,

sağlanmasıdır. Burada {x∗n}n∈N ⊂ X ∗ sistemi {xn}n∈N ⊂ X sisteminin biortagonalidir.

{xn}n∈N ⊂ X sistemi X de bir baz ise, o zaman X de hem tam hem de düzgün

minimaldir.

Ayrıca parantez baz kavramına da ihtiyacımız olacaktır.

Tanım 2.6. Varsayalım ki öyle bir {nk}k∈N ⊂ N : nk < nk+1,∀k ∈ N indeksler dizisi

olsun ve her bir x ∈ X elemanını tek değerli olarak ve X de yakınsak bir

x =
+∞
∑

k=0

nk+1
∑

j=nk+1

c j x j, (n0 = 0)

serisine açılsın. O zaman {xn}n∈N ⊂ X sistemi X de parantez bazdır.

Bu tanımdan, her parantez bazın belirli bir indis dizisine sahip olduğu açıktır. Buradan

sonra indeksler dizisi ile nk < nk+1,∀k ∈ N şartını sağlayan {nk}k∈N doğal sayılar dizisi

ifade edilmi̧s olacaktır.
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Parantez Baz Kriteri. {xn}n∈N sisteminin X Banach uzayında parantez baz olması için

gerek ve yeter şart aşağıdaki ifadelerin sağlanmasıdır:

1. {xn}n∈N sistemi X de tamdır;

2. {xn}n∈N sistemi X de minimaldir;

3. Öyle bir {nk}k∈N ⊂ N : nk < nk+1,∀k ∈ N indeksler dizisi vardır ki,

Qk(·) =
nk
∑

n=1

< ·, x∗n > xn

projeksiyonları düzgün sınırlıdır, yani ∃M > 0,∀x ∈ X :

∥Qk(x)∥X ≤ M ∥x∥X ,

burada {x∗n}n∈N ⊂ X ∗ sistemi {xn}n∈N in biortagonalidir.

Aşağıdaki önerme, diferansiyel operatörlerin spektral teorisinde yaygın olarak

kullanılmaktadır.

Önerme 2.1. {xn}n∈N sisteminin X de parantez baz oluşturduğunu varsayalım ve

{nk}k∈N uygun indeksler dizisi olsun. Eğer {xn}n∈N sistemi düzgün minimal ve

{nk+1 − nk}k∈N dizisi sınırlı ise, o zaman bu sistem X de bir baz oluşturur.

İspat. Parantez bazlık kriterine göre {xn}n∈N sistemi X de tam ve minimaldir ve

{Qk}k∈N projeksiyonları düzgün sınırlıdır, burada Qk(x) =
∑nk

n=1 < x , x∗n > xn,

{x∗n}n∈N ⊂ X ∗ sistemi {xn}n∈N in biortagonalidir. Pn(x) =
∑n

i=1 < x , x∗i > x i alalım.

Qk = Pnk
olduğu açıktır. Bazlık kriterine göre de {Pn}n∈N projeksiyonlarının düzgün

sınırlı olduğunu göstermek yeterlidir.

nk < n< nk+1 olsun. O zaman

Pn(x) =Qk(x) +
n
∑

i=nk+1

< x , x∗i > x i.

Buradan

∥Pn(x)∥ ≤ ∥Qk(x)∥+
















n
∑

i=nk+1

< x , x∗i > x i
















≤ M ∥x∥+ (n− k) sup
nk≤i≤n





x∗i




∥x i∥∥x∥ ≤

≤ M ∥x∥+ (nk+1 − nk) sup
i∈N





x∗i




∥x i∥∥x∥ .
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Ayrıca

sup
k∈N
(nk+1 − nk)< +∞, sup

i∈N





x∗i




∥x i∥< +∞,

olduğundan

∥Pn(x)∥ ≤ M1 ∥x∥ , n ∈ N,

bulunur(burada M1 bir sabittir). ■

Ayrıca normalleştirilmi̧s bir sistem kavramına da ihtiyacımız olacaktır.

Tanım 2.7. {xn}n∈N ⊂ X sistemi eğer

0< inf
n
∥xn∥X ≤ sup

n
∥xn∥X < +∞

şartını sağlarsa, bu sisteme X Banach uzayında normalleştirilmi̧s sistem denir.

Tam ve düzgün minimal olan {xn}n∈N sistemi için normalleştirme koşulu aşağıdaki

koşul ile denktir:

sup
n∈N

�

∥xn∥ ;




x∗n






	

< +∞.

Bu durumda, {x∗n}n∈N ⊂ X ∗ sistemi normalleştirilmi̧s bir sistem olacaktır. Böylece

inf
n
∥xn∥= m, sup

n
∥xn∥= M , sup

n
∥xn∥





x∗n




= C .

O zaman biortanormallik şartına esasen

1=
�

�< xn, x∗n >
�

�≤ ∥xn∥




x∗n




≤ C ,

buradan
1
M
≤

1
∥xn∥
≤




x∗n




≤
C
∥xn∥
≤

C
m

.

Aşağıdaki özet şeklinde verdiğimiz ifadelerden gelecek bölümlerde yararlanacağız.

X ve Y uzayları sırasıyla ∥·∥X ve ∥·∥Y normlarına göre birer Banach uzayı olsunlar.

X ⊕ Y ile X ve Y uzaylarının bir direkt toplamını göstereceğiz. X ⊕ Y uzayı

∥(x , y)∥X⊕Y = ∥x∥X + ∥y∥Y , (x , y) ∈ X ⊕ Y,

normu ile bir Banach uzaydır. A : X → Y lineer bir operatör olmak üzere, G(A) =
{(x , Ax), x ∈ D(A)} grafik kümesi X ⊕ Y de kapalı ise A operatörüne kapalıdır denir.

Bir A : X → Y lineer operatörünün kapalılığı, keyfi bir xn ∈ D(A) dizisi için, xn → x

ve Axn → y iken Ax = y olmasına denktir. Ayrıca A : X → Y operatörünün kapalılığı
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D(A) nın

∥x∥A = ∥x∥X + ∥Ax∥Y , x ∈ D(A),

grafik normuna göre yoğunluluğuna denktir.

B : X → Y lineer operatörü A : X → Y lineer operatörünün bir geni̧slemesi olsun. Eğer

dim D(B)/D(A) = m ise, ozaman B, A nın bir m-katlı geni̧slemesi olarak adlandırılır

ve A ⊂ mB şeklinde gösterilir, burada D(B)/D(A), D(B) uzayının D(A) ya göre bir

çarpan uzayıdır. A : X → Y lineer operatörünün grafik normuna göre sürekli olan

f : D(A)→ C lineer fonksiyoneline bir A-sınır formu denir. A-sınır formlarının uzayı

D(A)′ ile gösterilir.

Teorem 2.1. [69] X ve Y birer Banach uzayı ve A : X → Y lineer operatörü kapalı olsun.

U ′, ∥·∥X normuna göre sıfırdan farklı sürekli fonksiyonelleri içermeyen D(A)′ nın bir alt

uzayı olsun.

D =
�

x ∈ D(A) : ∀ f ∈ U ′, f (x) = 0
	

,

alalım. O zaman A operatörünün D ye kısıtlanı̧sı A|D kapalı yoğun olarak tanımlı oper-

atördür ve A|D ⊂ mA.

Bunlarla ilgili daha fazla ayrıntı, [69] monografisinde bulunabilir.

Şimdi grand-Lebesgue uzaylarının ve Banach uzaylarda bazlar teorisinin bazı

özelliklerini ifade edelim.

Tanım 2.8. X Banach uzayında bir {φi}i∈N sistemi, eğer ∀x ∈ X için

x =
+∞
∑

k=0

nk+1
∑

i=nk+1

ciφi.

şeklinde tek bir ayrı̧sımı olan {nk}k∈Z+ , n0 = 0, nk < nk+1, k ∈ Z+ tamsayılar dizisi

varsa, X de parantez baz olarak adlandırılır.

nk = k, k ∈ Z+ olduğunda parantez baz sıradan bir baza dönüşür.

Teorem 2.2. ([70]) {ukn}k=(1,m),n∈N sistemi X de bir baz olsun ve bu sistemin biortagonal

sistemini {vkn}k=1,m,n∈N alalım. Varsayalım ki An =
�

an
ik

�

i,k=1,m,n∈N , n ∈ N skalerlerin bir

matrisi olsun öyle ki

∆n = det An ̸= 0.

O zaman

φkn =
m
∑

i

a(n)ik uin, k = 1, m, n ∈ N,
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ȩsitliği ile verilen {φkn}k=1,m,n∈N sistemi X de bir parantez baz oluşturur. Ek olarak

sup
n
{∥An∥X ,





A−1
n





}< +∞, sup
n
{∥ukn∥X ,∥vkn∥X ∗}< +∞,

koşulları sağlanırsa, o zaman {φkn}k=1,m,n∈N sistemi X de sıradan bir baz olur, ∥An∥ ise

An matrisinin bir normudur.

{ûn}n∈N sistemi {v̂n}n∈N biortagonal sistemi ile X ⊕Cm uzayında bir baz olsun ve

ûn =
�

un;α(n)1 ,α(n)2 , . . . ,α(n)m

�

, v̂n =
�

vn;β (n)1 ,β (n)2 , . . . ,β (n)m

�

. (2.59)

Aşağıdaki ifadede, keyfi bir J = {n1, n2, ..., nm} sayılar kümesi için,{un}n∈N
sisteminden un1

, un2
, . . . , unm

vektörleri çıkarılarak elde edilen {un}n∈N\J sisteminin

bazlık özelliklerini X uzayında inceleyelim.

Teorem 2.3. ([71]) {ûn}n∈N sistemi ve bu sisteme biortagonal olan {v̂n}n∈N sistemi ile

X ⊕Cm uzayında bir baz olsun ve (2.59) ȩsitlikleri sağlansın. J = {n1, n2, ..., nm} m tane

doğal sayının keyfi bir birlȩsimi olsun. O zaman {un}n∈N\J sisteminin X de bir baz olması

için gerek ve yeter şart

δ = δ(J) = det
�

β
nk
i

�

i
, k = 1, m ̸= 0. (2.60)

Dahası {un}n∈N\J sistemi

v∗n =
1
δ

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

vn vn1
. . . vnm

β
(n)
1 β

(n1)
1 . . . β

(nm)
1

...
... . . .

...

β (n)m β (n1)
m . . . β (nm)

m

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

,

biortagonal sistemine sahiptir. δ = 0 için {un}n∈N\J sistemi X de tam ve minimal olmaz.

Bir sistemin belirli bir anlamda ve belirli koşullar altında bir baza yakınlığı onun

izomorfik baz özelliğini sağladığını gösterir. Bu nedenle öncelikle p−baz ve p−yakın

sistemleri kavramlarını verelim.

Tanım 2.9. X uzayındaki vektörlerden oluşan {φi}i∈N ve {ψi}i∈N sistemlerininin

p−yakın olması için
+∞
∑

i=1

∥φi −ψi∥
p
X < +∞.

koşulunun sağlanmasıdır.
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Tanım 2.10. X uzayındaki bir {ui}i∈N baz ve ∀x ∈ X için

�

+∞
∑

i=1

|< x , vi >|
p

�
1
p

≤ M ∥x∥X ,

bağlantısını sağlayan bir M > 0 sayısı varsa o zaman {ui}i∈N sistemine X de p−baz

denir. Burada {vi}i∈N sistemi {ui}i∈N in biortagonal sistemidir.

Bir sonraki ifade, bir sistemin bir baza p−yakın olduğunda o sisteme izomorfik bir baz

oluşturması ile ilgili eşdeğer koşullar verir.

Teorem 2.4. {φi}i∈N X de bir baz, {ψi}i∈N ⊂ X sistemi {φi}i∈N sistemine q−yakın olsun,
1
p +

1
q = 1. O zaman aşağıdaki özellikler denktir:

1. {ψi}i∈N sistemi X de tamdır;

2. {ψi}i∈N sistemi X de minimaldir;

3. {ψi}i∈N sistemi {φi}i∈N e izomorfik bir baz oluşturur.

Bunlar ve diğer ifadeler hakkında daha fazla ayrıntı [72] de bulunuabilir.

Ayrıca, Lebesgue uzayı Lp(a, b) ile (a, b) aralığında ortanormal ve düzgün sınırlı olan

|φi(t)| ≤ M , t ∈ (a, b), i ∈ N.

φi(t), i ∈ N fonksiyonlar sistemine göre Fourier katsayıları arasındaki bağıntıyı veren

aşağıdaki teoremi vermemiz gerekir.

Teorem 2.5. (F.Riss)([73]) 1< p ≤ 2, 1
p +

1
q = 1 olsun. O zaman

1. eğer f ∈ Lp(a, b), o zaman f fonksiyonunun ci =
∫ b

a
f (t)φi(t)d t Fourier

katsayıları aşağıdaki ȩsitsizliği sağlar

�

+∞
∑

i=1

|ci|
q

�
1
q

≤ M
2−p

p ∥ f ∥Lp(a,b) ;

2. eğer bir ci sayılar dizisi için
∑+∞

i=1 |ci|
p < +∞ sağlanırsa, o zaman bir

f ∈ Lq(a, b) fonksiyonu vardır öyle ki ci =
∫ b

a
f (t)φi(t)d t ve

∥ f ∥Lq(a,b) ≤ M
2−p

p

�

+∞
∑

i=1

|ci|
p

�
1
p

.
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Tanım 2.11. [74](Muckenhoupt Koşulu) ρ ağırlık fonksiyonunun Ap(I),
�

ρ ∈ Ap(I)
�

sınıfından olması için gerek ve yeter şart

Ap(ρ, I) := sup
J

�

1
|J |

∫

J

ρ(x)d x

��

1
|J |

∫

J

ρ−
1

p−1 (x)d x

�p−1

< +∞,

olmasıdır. Burada supremum J ⊂ I üzerinden alınır.

Aşağıdaki teoremlerden ise ara i̧slemlerde faydalanacağız.

Teorem 2.6. [75](Riesz-Thorin İnterpolasyon Teoremi) (X ,µ) ve (Y,ν) iki σ−sonlu

ölçülü uzaylar olsun. T , görüntüleri Y deki ölçülebilir fonksiyonların bir kümesine gi-

den X deki tüm basit fonksiyonların üzerinde tanımlanmı̧s lineer bir operatör olsun.

p0, p1, q0, q1 ∈ [1,∞] olsun. Tüm basit f fonksiyonları için

∥T f ∥Lq0
(Y,dν) ≤ A0∥ f ∥Lp0

(X ,dµ), ∥T f ∥Lq1
(Y,dν) ≤ A1∥ f ∥Lp1

(X ,dµ),

olduğunu varsayalım (p0 ̸= p1, q0 ̸= q1). Sabit bir θ , (0< θ < 1) için

1
p
=

1− θ
p0
+
θ

p1
,

1
q
=

1− θ
q0

+
θ

q1
,

tanımlayalım. O zaman eğer f X de basit bir fonksiyon ise

∥T f ∥Lq(Y,dν) ≤ Aθ∥ f ∥Lp(X ,dµ),

olur. Burada Aθ ≤ A1−θ
0 Aθ1 dir.

Teorem 2.7. [75] (Hausdorff-Young Eşitsizliği) 1≤ p ≤ 2 ve 1
p +

1
p′ = 1 olsun. O zaman

f fonksiyonunun Fourier dönüşümü f̂ için

∥ f̂ ∥p′ ≤ ∥ f ∥p,

ȩsitsizliği sağlanır.

Teorem 2.8. [75] (Beppo-Levi Teoremi bir diğer adıyla Lebesgue Yakınsaklık Teoremi)

{ fn} µ−ölçülebilir fonksiyonların bir dizisi olsun, hemen her yerde fn ↑ f yakınsasın ve
∫

X
f1dµ > −∞ . O zaman

∫

X
f dµ= limn→∞

∫

X
fndµ olur.
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3
LİNEERLEŞTİRİLMİŞ OPERATÖR VE REZOLVENTİ

3.1 Özdeğerler ve Özfonksiyonlar için Asimtotik Formüller

(1.1),(1.2) problemi için λ= ρ2 kabul edelim. (1.2) de verilen sınır şartlarını

Uv(y) = Uv1(y) + Uv2(y),
v = 1,4,

«

(3.1)

şeklinde yeniden düzenleyelim. Burada

U11(y) = y(−1), U12(y)≡ 0,

U21(y)≡ 0, U22(y) = y(1),
U31(y) = y(0−), U32(y) = y(0+),
U41(y) = y ′(0−), U42(y) = −y ′(0+)−λmy(0),

(3.2)

olarak tanımlayabiliriz. Şimdi (1.1),(1.2) probleminin özdeğerler ve özfonksiyonların

asimtotik formülleri veren aşağıdaki teoremi ispatlayalım.

Teorem 3.1. ([17]) (1.1)-(1.2) spektral problemi aşağıda verilen iki basit özdeğerler

dizisine sahiptir:

• λ1,n = (πn)2, n= 1,2, . . .

• λ2,n = (ρ2,n)2, n= 0, 1,2, . . .

burada ρ2,n = πn+ 2
πmn+o

�

1
n2

�

şeklinde asimtotik forma sahiptir. Bu özdeğerlere kaŗsılık

gelen un(x), n= 0, 1,2, . . . özfonksiyonlar dizisini ise aşağıdaki şekilde formülize ederiz:

u2n−1(x) = sinπnx , n= 1,2, . . .

u2n(x) =

¨

sinρ2,n(1+ x) x ∈ [−1,0]
sinρ2,n(1− x) x ∈ [0, 1]

.
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İspat. (1.1) denkleminin lineer bağımsız çözümleri olan, x ∈ [−1, 0] için

y11(x) = sinρ(1+ x), y12(x) = cosρ(1+ x),

fonksyionları ile x ∈ [0,1] için

y21(x) = sinρx , y22(x) = cosρx ,

fonksiyonlarını alalım. Problem (1.1),(1.2) nin özfonksiyonlarını

y(x ,ρ) =

¨

c11 y11(x) + c12 y12(x) x ∈ [−1,0]
c21 y21(x) + c22 y22(x) x ∈ [0,1]

=

=

¨

c11 sinρ(1+ x) + c12 cosρ(1+ x) x ∈ [−1,0]
c21 sinρx + c22 cosρx x ∈ [0, 1]

, (3.3)

şeklinde ele alalım. y(x ,ρ) fonksiyonunun (1.2) sınır koşullarını sağladığını kabul

edelim. O zaman c jk katsayılarının bulunması için doğrusal homojen

c11U11(y11) + c12U11(y12) + c21U12(y21) + c22U12(y22) = 0

c11U21(y11) + c12U21(y12) + c21U22(y21) + c22U22(y22) = 0

c11U31(y11) + c12U31(y12) + c21U32(y21) + c22U32(y22) = 0

c11U41(y11) + c12U41(y12) + c21U42(y21) + c22U42(y22) = 0



















(3.4)

denklem sistemini alalım. Ve bu sistemin determinantı

∆(ρ) =

�

�

�

�

�

�

�

�

�

U11(y11) U11(y12) U12(y21) U12(y22)
U21(y11) U21(y12) U22(y21) U22(y22)
U31(y11) U31(y12) U32(y21) U32(y22)
U41(y11) U41(y12) U42(y21) U42(y22)

�

�

�

�

�

�

�

�

�

(3.5)

şeklindedir. (3.2) de tanımladığımız sınır şartlarını Uv1(yi j), Uv2(yi j), v = 1, 4, i, j =
1,2 için hesapladığımızda

U11(y11) = 0, U11(y12) = 1, U12(y21) = 0, U12(y22) = 0,

U21(y11) = 0, U21(y12) = 0, U22(y21) = sinρ, U22(y22) = cosρ,

U31(y11) = sinρ, U31(y12) = cosρ, U32(y21) = 0, U32(y22) = −1,

U41(y11) = ρ cosρ, U41(y12) = −ρ sinρ, U42(y21) = −ρ, U42(y22) = −ρ2m,
(3.6)
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ifadelerini buluruz. Bu ifadeleri (3.5) determinantında yerine yazarak

∆(ρ) =

�

�

�

�

�

�

�

�

�

0 1 0 0

0 0 sinρ cosρ

sinρ cosρ 0 −1

ρ cosρ −ρ sinρ −ρ −ρ2m

�

�

�

�

�

�

�

�

�

= −1 ·

�

�

�

�

�

�

�

0 sinρ cosρ

sinρ 0 −1

ρ cosρ −ρ −ρ2m

�

�

�

�

�

�

�

=

= −ρ sinρ cosρ −ρ cosρ sinρ −
�

−ρ2m sin2ρ
�

,

olup

∆(ρ) = −ρ sinρ(ρm sinρ − 2 cosρ) (3.7)

bulunur. Buradan ∆(ρ) iki farklı sıfır dizisi vardır öyle ki bunlardan biri sinρ nun

sıfırlarından oluşan ρ1,n = πn, diğeri ise δ(ρ) = ρm sinρ − 2 cosρ fonksiyonunun

sıfırlarından oluşanρ2,n dizisidir. δ(ρ) fonksiyonunun sıfırlarının asimtotik formülünü

bulmak için, Rouché teoremi ile, sinρ ifadesininin sıfırlarını göz önüne alarak, ρ ̸= 0

için

ρ2,n = πn+δn, (3.8)

ifadesini δ(ρ) nun sıfırları kabul edelim. Daha da açık bir ifade ile

δ(ρ) = ρm sinρ − 2cosρ = 0,

sinρ −
2cosρ
ρm

= 0, (3.9)

ifadesinde ρ → +∞ olduğunda 2cosρ
ρm ifadesi çok küçük bir değer olacağından sinρ

nun sıfırlarına dikkate alıyoruz. Şimdi ise δn ifadesini bulalım. (3.8) ifadesini (3.9)

de yazarak

sinδn =
2

mρ2,n
cosδn,

elde ederiz. n→ +∞ iken δn→ 0 olması ile

δn =
2
πmn

+ o
�

1
n2

�

,

sonucuna ulaşırız. Böylece özdeğerleri göstermi̧s oluruz. ρ1,n = πn ifadesini (3.3) da

yerine yazarak, (3.4) denklem sistemini göz önüne alıp

c12 = 0, c22 = 0, c21 = (−1)nc11,

buluruz. Burada c11 = 1 olarak seçtiğimizde (3.3) ifadesindenλ1,n = (πn)2 özdeğerine
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uygun

u2n−1(x) = sinπnx , n= 1,2, . . .

özfonksiyonlar dizisini buluruz. Benzer olarak ρ = ρ2,n olduğunda (3.3) ve (3.4) den

c12 = 0, c21 sinρ2,n + c22 cosρ2,n = 0, c11 sinρ2,n = c22,

ile

c21 sinρ2,n + c11 sinρ2,n cosρ2,n = 0

elde ederiz. Burada sinρ2,n ̸= 0 olmasını dikkate alarak

c21 = −c11 cosρ2,n,

eşitliğine ulaşırız. c11 = 1 seçtiğimizde (3.3) dan λ2,n = (ρ2,n)2 özdeğerine karşılık

gelen

u2n(x) =

¨

sinρ2,n(1+ x) x ∈ [−1, 0]
sinρ2,n(1− x) x ∈ [0,1]

n= 0,1, 2, . . . ,

olup böylece teoremi ispatlamı̧s oluruz. ■

3.2 Green Fonksiyon Yapısı

Şimdi ise (1.1),(1.2) probleminin Green fonksiyon yapısını oluşturalım. Problemin

Green fonksiyonu (1.2) koşullarını sağlayan homojen olmayan

y ′′(x) +ρ2 y(x) = f (x), (3.10)

problemin çözümünün integral ifadesinin çekirdeği, yani karşılık gelen integral

operatörün çekirdeği olarak tanımlanır. (3.10),(1.2) probleminin genel çözümünü

y(x) =

¨

y1(x) x ∈ [−1,0],
y2(x) x ∈ [0, 1],

(3.11)

şeklinde alalım. Burada her bir [−1,0 ve [0, 1] aralığında sabit varyasyon yöntemini

uygulayarak y1(x) ve y2(x) fonksiyonlarını aşağıdaki gibi alalım:

y1(x) = c11 y11(x) + c12 y12(x) + y01(x), x ∈ [−1,0]

y2(x) = c21 y21(x) + c22 y22(x) + y02(x), x ∈ [0, 1]
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burada y01(x), y02(x) fonksiyonları 3.10 denkleminin sırasıyla [−1,0] ve [0, 1]
aralığındaki özel çözümleridir. Sabit varyasyon yöntemine göre özel çözümler

aşağıdaki gibi bulunur:

¨

y01(x) =
∫ 0

−1
g1(x ,ξ,ρ) f (ξ)dξ,

y02(x) =
∫ 1

0
g2(x ,ξ,ρ) f (ξ)dξ,

ve

g1(x ,ξ,ρ) =

¨

− 1
2W1(ξ)

(y11(x)y12(ξ)− y12(x)y11(ξ)) , x < ξ
1

2W1(ξ)
(y11(x)y12(ξ)− y12(x)y11(ξ)) , x > ξ

g2(x ,ξ,ρ) =

¨

− 1
2W2(ξ)

(y21(x)y22(ξ)− y22(x)y21(ξ)) , x < ξ
1

2W2(ξ)
(y21(x)y22(ξ)− y22(x)y21(ξ)) , x > ξ

olur. Burada Wk(ξ), k = 1,2 ifadesi yk1(ξ), yk2(ξ), k = 1,2 fonksiyonlarının

Wronskian determinantıdır. Tüm ifadeleri hesaplayıp yerine koyduğumuzda

g1(x ,ξ,ρ) = g2(x ,ξ,ρ) = g(x ,ξ,ρ) olup

¨

y1(x) = c11 y11(x) + c12 y12(x) +
∫ 0

−1
g(x ,ξ,ρ) f (ξ)dξ,

y2(x) = c21 y21(x) + c22 y22(x) +
∫ 1

0
g(x ,ξ,ρ) f (ξ)dξ

, (3.12)

g(x ,ξ,ρ) =

¨

− 1
2ρ sinρ(x − ξ), ξ < x ,

1
2ρ sinρ(x − ξ), x ≤ ξ

. (3.13)

bulunur. Fonksiyon (3.11) ün (1.2) şartlarını sağladığını varsayalım. O zaman c j,k

katsayılarının bulunması için aşağıdaki cebirsel denklemler sistemini alırız:

Uv(y) = c11Uv1(y11) + c12Uv1(y12) + c21Uv2(y21) + c22Uv2(y22)+

+

∫ 0

−1

Uv1(g) f (ξ)dξ+

∫ 1

0

Uv2(g) f (ξ)dξ, v = 1,4. (3.14)

c j,k sayılarını (3.14) den tanımlayalım ve (3.12) de yerine yazalım. O zaman

(3.10),(1.2) probleminin çözümü için aşağıdaki formülü alırız:

y(x) =

¨

y1(x) =
∫ 0

−1
G11(x ,ξ,ρ) f (ξ)dξ+

∫ 1

0
G12(x ,ξ,ρ) f (ξ)dξ, x ∈ [−1,0],

y2(x) =
∫ 0

−1
G21(x ,ξ,ρ) f (ξ)dξ+

∫ 1

0
G22(x ,ξ,ρ) f (ξ)dξ, x ∈ [0,1].

(3.15)

Burada

Gik(x ,ξ,ρ) =
1
∆(ρ)

Hik(x ,ξ,ρ), i, k = 1,2
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H11(x ,ξ,ρ) =

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

g y11 y12 0 0

U11(g) U11(y11) U11(y12) U12(y21) U12(y22)
U21(g) U21(y11) U21(y12) U22(y21) U22(y22)
U31(g) U31(y11) U31(y12) U32(y21) U32(y22)
U41(g) U41(y11) U41(y12) U42(y21) U42(y22)

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

,

H12(x ,ξ,ρ) =

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

0 y11 y12 0 0

U12(g) U11(y11) U11(y12) U12(y21) U12(y22)
U22(g) U21(y11) U21(y12) U22(y21) U22(y22)
U32(g) U31(y11) U31(y12) U32(y21) U32(y22)
U42(g) U41(y11) U41(y12) U42(y21) U42(y22)

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

,

H21(x ,ξ,ρ) =

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

0 0 0 y21 y22

U11(g) U11(y11) U11(y12) U12(y21) U12(y22)
U21(g) U21(y11) U21(y12) U22(y21) U22(y22)
U31(g) U31(y11) U31(y12) U32(y21) U32(y22)
U41(g) U41(y11) U41(y12) U42(y21) U42(y22)

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

,

H22(x ,ξ,ρ) =

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

g 0 0 y21 y22

U12(g) U11(y11) U11(y12) U12(y21) U12(y22)
U22(g) U21(y11) U21(y12) U22(y21) U22(y22)
U32(g) U31(y11) U31(y12) U32(y21) U32(y22)
U42(g) U41(y11) U41(y12) U42(y21) U42(y22)

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

.

Burada ∆(ρ) (3.5) determinantıdır. Uvk(g), v = 1, 4, k = 1,2 değerlerini (3.13) de

tanımlı g için hesaplayarak

U11(g) = −
1

2ρ sinρ(1+ ξ), U12(g) = 0,

U21(g) = 0, U22(g) = −
1

2ρ sinρ(1− ξ),
U31(g) =

1
2ρ sinρξ, U32(g) =

1
2ρ sinρξ,

U41(g) = −
1
2 cosρξ, U42(g) = −

1
2 cosρξ+ 1

2ρm sinρξ,

(3.16)

elde ederiz.(3.16) değerlerini, (3.6) ile (3.7) ifadelerini Hk j(x ,ξ,ρ) formüllerinde

yerine yazarsak aşağıdaki ifadeleri elde ederiz:

H11(x ,ξ,ρ) =

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

1
2ρ sinρ(x − ξ) sinρ(1+ x) cosρ(1+ x) 0 0

− 1
2ρ sinρ(1+ ξ) 0 1 0 0

0 0 0 sinρ cosρ
1

2ρ sinρξ sinρ cosρ 0 −1

−1
2 cosρξ ρ cosρ −ρ sinρ −ρ −ρ2m

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

,

burada x ≤ ξ dir (ξ < x durumunda determinantın 1. satır 1. sütun da bulunan
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ifadesinin i̧sareti ters (-) olur).

H12(x ,ξ,ρ) =

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

0 sinρ(1+ x) cosρ(1+ x) 0 0

− 1
2ρ sinρ(1+ ξ) 0 1 0 0

0 0 0 sinρ cosρ
1

2ρ sinρξ sinρ cosρ 0 −1

−1
2 cosρξ ρ cosρ −ρ sinρ −ρ −ρ2m

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

,

H21(x ,ξ,ρ) =

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

0 0 0 sinρx cosρx

0 0 1 0 0

− 1
2ρ sinρ(1− ξ) 0 0 sinρ cosρ

1
2ρ sinρξ sinρ cosρ 0 −1

−1
2 cosρξ+ 1

2ρm sinρξ ρ cosρ −ρ sinρ −ρ −ρ2m

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

,

ve

H22(x ,ξ,ρ) =

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

1
2ρ sinρ(x − ξ) 0 0 sinρx cosρx

0 0 1 0 0

− 1
2ρ sinρ(1− ξ) 0 0 sinρ cosρ

1
2ρ sinρξ sinρ cosρ 0 −1

−1
2 cosρξ+ 1

2ρm sinρξ ρ cosρ −ρ sinρ −ρ −ρ2m

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

,

burada x ≤ ξ dir (ξ < x durumunda determinantın 1. satır 1. sütun da bulunan

ifadesinin i̧sareti ters (–) olur).

Alınan determinantların ([76], sayfa 95) e benzer olarak dönüşümüni aldığımızda

Green fonksiyonunun bileşenlerinin formüllerini elde ederiz. Bu formülleri aşağıdaki

lemma ile verelim.

Lemma 3.1. (3.10),(1.2) probleminin Green fonksiyonunun Gk j(x ,ξ,ρ) bilȩsenleri

aşağıdaki şekildedir:

G11(x ,ξ,ρ) =

=



















− 1
ρ sinρ(x − ξ) + 1

∆(ρ) sinρ(1+ x) sinρ(1+ ξ)

− 1
ρ sinρ sinρ(1+ x) sinρξ, −1≤ ξ < x ≤ 0,

1
ρ sinρ(x − ξ) + 1

∆(ρ) sinρ(1+ x) sinρ(1+ ξ)

− 1
ρ sinρ sinρx sinρ(1+ ξ), −1≤ x ≤ ξ≤ 0;

(3.17)
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G22(x ,ξ,ρ) =

=



















− 1
ρ sinρ(x − ξ) + 1

∆(ρ) sinρ(1− x) sinρ(1− ξ)
+ 1
ρ sinρ sinρx sinρ(1− ξ), 0≤ ξ < x ≤ 1,

1
ρ sinρ(x − ξ) + 1

∆(ρ) sinρ(1− x) sinρ(1− ξ)
− 1
ρ sinρ sinρ(1− x) sinρξ, 0≤ x ≤ ξ≤ 1;

(3.18)

G12(x ,ξ,ρ) =
1
∆(ρ)

sinρ(1+ x) sinρ(1− ξ), x ∈ [−1, 0],ξ ∈ [0,1]; (3.19)

G21(x ,ξ,ρ) =
1
∆(ρ)

sinρ(1− x) sinρ(1+ ξ), x ∈ [0,1],ξ ∈ [−1, 0]. (3.20)

3.3 Lineerleştirilmiş Operatör ve Rezolvent Yapısı

Şimdi (1.1),(1.2) probleminin lineerleştirilmi̧s operatörünü kuralım. Bunun için

öncelikle grand-Lebesgue uzaylarındaki problemimize uygun bir alt uzay oluşturalım.

Grand-Lebesgue uzayı, [−π;π] aralığında tanımlı,

∥ f ∥p) = sup
0<ϵ<p−1

�

ϵ

2π

∫ π

−π
| f (t)|p−ϵ d t

�
1

p−ϵ

< +∞,

koşulunu sağlayan f ölçülebilir fonksiyonlarından oluşur ve Lp)(−π;π), 1< p < +∞
ile gösterilir. Lp)(−π;π) uzayı ∥ f ∥p) normuna göre tam uzaydır([75]). Ancak bu uzay

ayrılabilir değildir. Bunu göstermek adına α ∈ [0; 1) için

fα(t) =

¨

0, 0≤ t ≤ α,

(t −α)−
1
p ,α < t ≤ 1,

fonksiyonlar ailesini ele alalım. α ∈ [0; 1). Böylece { fα} ⊂ Lp)(0; 1) olur. Ancak,

∥ fα∥p) = sup
0<ϵ<p−1

�

ϵ

∫ 1

α

(t −α)−1+ ϵp d t

�
1

p−ϵ

=

= sup
0<ϵ<p−1

�

p(t −α)
ϵ
p |1
α

�
1

p−ϵ = sup
0<ϵ<p−1

�

p(1−α)
ϵ
p
�

1
p−ϵ < +∞,
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bulunur. Burada keyfi iki farklı α,β ∈ [0; 1) aldığımızda ve α < β için





 fα − fβ






p) ≥ sup
0<ϵ<p−1

�

ϵ

∫ β

α

(t −α)−1+ ϵp d t

�

1
p−ϵ

= sup
0<ϵ<p−1

�

p(t −α)
ϵ
p |β
α

�
1

p−ϵ =

= sup
0<ϵ<p−1

�

p(β −α)
ϵ
p
�

1
p−ϵ ≥ lim

ϵ→+0

�

p(β −α)
ϵ
p
�

1
p−ϵ = p

1
p .

Bu ise Lp)(0;1) uzayının ayrılabilir olmadığını göstermektedir.

Bu sebeple Lp)(−π;π) uzayının ayrılabilir bir alt uzayını bulmalıyız. ∀δ > 0 için

Tδ f (x) =

¨

f (x +δ), x +δ ∈ [−π;π],
0, x +δ ∈ R\[−π;π],

f ∈ Lp)(−π;π),

öteleme (shift) operatörünü düşünelim ve

∥Tδ f − f ∥p)→ 0,δ→ 0,

koşulunu sağlayan f ∈ Lp)(−π;π) fonksiyonlarından oluşan G̃p)(−π;π) lineer

manifoldunu düşünelim. Gp)(−π;π) ise G̃p)(−π;π) manifoldunun Lp)(−π;π) de

kapanı̧sı olsun. Aşağıdaki lemmayı tanımlayabiliriz.

Lemma 3.2. Lp(−π;π) ⊂ Gp)(−π;π) sürekli gömmesi sağlanır ve bu gömme tamdır,

yani,

Gp)(−π;π)\Lp(−π;π) ̸= ;.

İspat. Lp(−π;π) ⊂ Gp)(−π;π) olduğu açıktır. Bu gömmenin sürekliliği ise

∥ f ∥Gp)
= sup

0<ϵ<p−1

� ϵ

2π

�
1

p−ϵ
∥ f ∥Lp−ϵ

≤ ∥ f ∥Lp
sup

0<ϵ<p−1

� ϵ

2π

�
1

p−ϵ
2

ϵ
p(p−ϵ) ≤ 2−

1
p (p− 1)∥ f ∥Lp

,

eşitsizliği ile gösterilir. Böylece Gp)(−π;π)\Lp(−π;π) ̸= ; bağıntısını göstermemiz

yeterli olacaktır. Bunun için Lp(0; 1) uzayında olmayıp Gp)(0; 1) uzayına ait olan bir

fonksiyon bulmamız yeterli olacaktır. Aşağıdaki fonksiyonlar ailesini düşünelim.

fn(t) =

¨

t−
1
p , t ∈ [exp

�

−n2p
	

; 1]
0, t /∈ [exp

�

−n2p
	

; 1].

∥ fn∥p) ve ∥ fn∥p normları için

∥ fn∥p) ≤ sup
0<ϵ<p−1

�

ϵ

∫ 1

0

t−1+ ϵp d t

�
1

p−ϵ

= p,
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∥ fn∥p =

�

∫ 1

exp{−n2p}
t−1d t

�
1
p

= n2.

ifadeleri bulunur. Buradan
∑∞

n=1

∥ fn∥p)
n2 serisinin yakınsaklığı Lp)(0;1) uzayında

∑∞
n=1

fn(t)
n2 serisinin yakınsaklığını ifade eder. f (t) ise bu seri toplamına eşit olsun.

f ∈ Gp)(0; 1) olduğu açıktır. Şimdi f /∈ Lp(0; 1) olduğunu gösterelim.

Sm(t) =
m
∑

n=1

fn(t)
n2

,

kısmi toplamını alalım. m → ∞ iken Sm Lp−ϵ(0;1) de f e yakınsaması ile, Sm nin

monoton azalmayan olmasından dolayı m→∞ iken Sm hemen her yerde f e yakınsar.

Böylelikle |Sm|
p hemen her yerde | f |p e yakınsar. Levi teoremi gereği,

∫ 2π

0

|Sm(t)|
p d t →

∫ 2π

0

| f (t)|p d t, m→∞,

bulunur. Başka bir deği̧sle,

∫ 2π

0

|Sm(t)|
p d t =

∫ 2π

0

�

�

�

�

�

m
∑

n=1

fn(t)
n2

�

�

�

�

�

p

d t ≥
m
∑

n=1

∫ 2π

0
| fn(t)|

p d t

n2p
=

m
∑

n=1

n2p

n2p
= m

ifadesinden m →∞ iken
∫ 2π

0
|Sm(t)|

p d t → +∞ olur. Dolayısıyla,
∫ 2π

0
| f (t)|p d t =

+∞ bulunur. Bu ise ispatımızı tamamlar. ■

Lemma 3.3. C∞0 [−π;π] uzayı Gp)(−π;π), 1< p < +∞ de yoğundur.

İspat. İspat için keyfi bir η > 0 sayı ve keyfi bir f ∈ Gp)(−π;π) fonksiyonunu alalım.

ωη(t) ile

ωη(t) =

¨

cη exp(− η2

η2−t2 ), |t| ≤ η,

0, |t|> η,
,

çekirdeğini gösterelim. Burada cη sabiti
∫ +∞
−∞ ωη(t)d t = 1 olacak şekilde alınır. fη(·)

fonksiyonu ωη(·) ile tanımlanan bir konvolüsyon olsun, yani

fη(t) =

∫ +∞

−∞
f (t − s)ωη(s)ds =

∫ +∞

−∞
ωη(t − s) f (s)ds.

Bu tanımlamanın doğruluğu Lp)(−π;π) ⊂ L1(−π;π) kapsamı ile ifade edilir. fη(t)
nin sonsuz diferansiyellenebilir bir fonksiyon olduğu açıktır. Minkowski eşitsizliğini
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kullanarak,





 f − fη






p) =
















∫ +∞

−∞
f (·)ωη(s)ds−

∫ +∞

−∞
f (· − s)ωη(s)ds
















p)

=

=
















∫ +∞

−∞
[ f (· − s)− f (·)]ωη(s)ds
















p)

=

= sup
0<ϵ<p−1

 

ϵ

2π

∫ π

−π

�

�

�

�

�

∫ +∞

−∞
[ f (t − s)− f (t)]ωη(s)ds

�

�

�

�

�

p−ϵ

d t

!

1
p−ϵ

≤

≤
∫ +∞

−∞
ωη(s) sup

0<ϵ<p−1

�

ϵ

2π

∫ π

−π
| f (t − s)− f (t)|p−ϵ d t

�
1

p−ϵ

ds ≤

≤ epsup
|s|≤η
∥ f (· − s)− f (·)∥p)→ 0,η→ 0,

gösterilebilir. Dolayısıyla C∞[−π;π], Gp)(−π;π) de yoğundur.

Keyfi bir η > 0 sayısı ve bir f ∈ Gp)(−π;π) fonksiyonunu düşünelim. Yukarıda ispat

ettiğimiz gibi, öyle bir g ∈ C∞[−π;π] fonksiyonu bulabiliriz ki

∥ f − g∥p) <
η

3
, (3.21)

ifadesi sağlanır. δ < π
�

η

3ep∥g∥∞

�p
, ep = p − 1 olacak şekilde bir δ > 0 seçelim. δ

uzunluğundaki E+
δ
= (π−δ;π) ile E−

δ
= (−π;−π+δ) aralıklarının alalım ve

gδ(t) =

¨

g(t), t ∈ (−π;π)\(E+
δ

⋃

E−
δ
),

0, t ∈ E+
δ

⋃

E−
δ

.

fonksiyonunu tanımlayalım. O zaman

∥g − gδ∥p) = sup
0<ϵ<p−1

�

ϵ

2π

∫

E+
δ

⋃

E−
δ

|g(t)|p−ϵ d t

�
1

p−ϵ

≤

≤ ∥g∥∞ sup
0<ϵ<p−1

� ϵ

2π
2δ
�

1
p−ϵ
<
∥g∥∞ epδ

1
p

π
1
p

<
η

3
, (3.22)

eşitsizliği bulunur.

gδ,τ(t) =

∫ +∞

−∞
gδ(t − s)ωτ(s)ds,τ ∈ R,
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fonksiyonunu tanımlayalım. Böylece τ < δ
2 için gδ,τ ∈ C∞0 [−π;π] olur. τ→ 0 iken





gδ − gδ,τ







p)→ 0 olduğundan, öyle bir τ < δ
2 bulabiliriz ve





gδ − gδ,τ







p) <
η

3
, (3.23)

eşitsizliği sağlanır.

Dolayısıyla, (3.21), (3.22) ve (3.23) ifadelerini kullanarak





 f − gδ,τ







p) ≤ ∥ f − g∥p) + ∥g − gδ∥p) +




gδ − gδ,τ







p) <
η

3
+
η

3
+
η

3
= η,

eşitsizliğine ulaşır, yani C∞0 [−π;π] Gp)(−π;π) de yoğun olur. ■

GW 2
p)(a; b), 1< p < +∞ ile W 2

p)(a; b)([77]) uzayının bir alt uzayını gösterelim ve bu

alt uzay f
′′ ∈ Gp)(a; b) olacak şekildeki f ∈W 2

p)(a; b) fonksiyonlarından oluşsun.

GW 2
p)((−1;0)

⋃

(0;1)) = GW 2
p)(−1;0)⊕ GW 2

p)(0;1),

ifadesini tanımlayalım.

Öncelikle aşağıdaki lemmanın doğruluğunu göstermemiz gerekir.

Lemma 3.4. Dirac delta fonksiyoneli δx(u) = u(x), x ∈ (−1; 1) GW 2
p)(−1; 1) de lineer

ve sınırlıdır ancak Gp)(−1;1), 1< p < +∞ de sınırsızdır.

İspat. Sabit bir x ∈ (−1; 1) noktası alalım. O zaman ∀t ∈ (−1; 1) için

|δx(u)|= |u(x)|=
�

�

�

�

u(t) +

∫ x

t

u
′
(s)ds

�

�

�

�

≤ |u(t)|+
∫ x

t

�

�u
′
(s)
�

� ds,

olur. Eşitsizliğin her iki taarafının [−1; 1] aralığı boyunca t ye göre integrali alınırsa,

2 |δx(u)| ≤
∫ 1

−1

|u(t)| d t +

∫ 1

−1

�∫ x

t

�

�u
′
(s)
�

� ds

�

d t ≤

≤
∫ 1

−1

|u(t)| d t + 2

∫ 1

−1

�

�u
′
(t)
�

� d t,

bulunur. Böylece ∀ϵ ∈ (0; p− 1) için, p− ϵ ile Hölder eşitsizliği kullanılarak

|δx(u)| ≤ 2−
1

p−ϵ

�

∫ 1

−1

|u(t)|p−ϵ d t

�
1

p−ϵ

+ 21− 1
p−ϵ

�

∫ 1

−1

�

�u
′
(t)
�

�

p−ϵ
d t

�
1

p−ϵ

≤
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≤ ϵ−
1

p−ϵ (∥u∥p) + 2




u
′




p))≤ 2ϵ−
1

p−ϵ (∥u∥p) +




u
′




p)) =

≤ 2ϵ−
1

p−ϵ (∥u∥p) +




u
′




p) +




u
′′




p)) = 2ϵ−
1

p−ϵ ∥u∥GW 2
p)

,

sonucuna ulaşılır, yani δx fonksiyoneli GW 2
p)(−1;1) de lineer ve sınırlıdır.

Şimdi δx fonksiyonelinin Gp)(−1;1) de sınırlı olmadığını gösterelim. Tersini

varsayalım, yani δx , Gp)(−1; 1) de sınırlı olsun. O zaman bir M > 0 sayısı vardır

öyle ki

|δx(u)| ≤ M ∥u∥p) ,∀u ∈ Gp)(−1;1). (3.24)

∀u ∈ Lp(−1;1) için

∥u∥p) ≤ 2−
1
p (p− 1)∥u∥p (3.25)

bağıntısının sağlandığı grand norm tanımından kolayca görülür. O zaman (3.24) ve

(3.25) den

|δx(u)| ≤ 2−
1
p (p− 1)M ∥u∥p ,∀u ∈ Lp(−1;1),

olur, yani δx Lp(−1; 1) de sınırlıdır. Ancak bu durum δx fonksiyonelinin Lp(−1;1) de

sınırsız olmasıyla çeli̧sir. Böylece δx fonksiyoneli Gp)(−1; 1) de sınırsızdır. ■

Şimdi ise Gp)(−1; 1)⊕ C de bir A operatörü alalım ve

A(û) = (−u
′′
, u
′
(−0)− u

′
(+0))

şeklinde tanımlayalım.

D(A) =
¦

û= (u,α) : u ∈ GW 2
p)((−1;0)

⋃

(0; 1))
©

,

ise bu operatörün tanım kümesi olsun. A nın kapalı bir operatör olduğunu gösterelim.

ûn = (un,αn) ∈ D(A) keyfi bir dizi olsun öyle ki

∥ûn − û∥Gp)⊕C → 0, n→∞,

∥Aûn − v̂∥Gp)⊕C → 0, n→∞,

şartlarını sağlasın. Burada û = (u,α) ve v̂ = (v,β) olur. O zaman un dizisi Gp)(−1;1)
de u fonksiyonuna yakınsar ve u

′′

n dizisi Gp)(−1; 1) de −v ye yakınsar. Dolayısıyla un

ve u
′′

n dizileri sırasıyla u ve −v ye L1(−1;1) de yakınsar. un ve u
′

n [−1;0] de mutlak

sürekli olduğundan bir u
′
vardır ve u and u

′
fonksiyonları [−1;0] de mutlak süreklidir.

Dahası u
′′

n dizisi L1(−1;0) de u
′′

ne yakınsar. Buradan u
′′
(x) = −v(x) eşitliği [−1;0]

de hemen her yerde sağlanır ve böylece u
′′ ∈ Gp)(−1; 0) olur, yani u ∈ GW 2

p)(−1; 0).
u ∈ GW 2

p)(0;1) olduğu da benzer biçimde gösterilir. Elde edilen sonuçlardan û ∈ D(A)
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olduğu görülür. Başka bir ifadeyle β = u
′
(−0) − u

′
(+0) eşitliği sağlanır. Nitekim

A(û) = v̂, yani A nın Gp)(−1; 1)⊕ C de kapalılığı gösterilmi̧s olur.

Şimdi ise Gp)(−1; 1)⊕ C de bir L operatörünü

L(û) = (−u
′′
, u
′
(−0)− u

′
(+0)) (3.26)

formülü ile tanımlayalım ve

D(L) =

=
¦

û= (u, mu(0)) : u ∈ GW 2
p)((−1;0)

⋃

(0; 1)), u(−1) = u(1) = 0, u(−0) = u(+0)
©

,
(3.27)

tanım kümesi olsun. L nin kapalı yoğun tanımlı bir operatör olduğunu gösterelim.

∀û= (u,α) ∈ Gp)(−1; 1)⊕ C için,

F(û) = mu(0)−α,

U1(û) = U1(u) = u(−1),

U2(û) = U2(u) = u(1),

U3(û) = U3(u) = u(−0)− u(+0),

olsun. Buna göre D(L),

D(L) =

=
¦

û ∈ Gp) ⊕ C : û= (u,α) ∈ GW 2
p)((−1; 0)

⋃

(0;1)), F(u) = 0, Ui(u) = 0, i = 1,3
©

,

şeklinde ifade edilebilir. Lemma 3.4 gereği F ve Ui, i = 1,2, 3 lineer fonksiyonelleri

GW 2
p)(−1;1) ⊕ C de sınırlıdır ancak Gp)(−1; 1) ⊕ C de sınırlı değildir. Buradan A

operatörünün kapalılığında dolayı, Teorem 2.1 den A nın D(L) ye kısıtlaması L

Gp)(−1; 1)⊕C de kapalı yoğun tanımlı bir operatördür. Böylece aşağıda verilen teoremi

ispatlarız.

Teorem 3.2. (3.27) ile tanımlanan D(L) tanım kümesi ve (3.26) formülü ile tanımlanan

L operatörünü alalım. O zaman L Gp)(−1; 1)⊕C, 1< p < +∞ de kapalı yoğun tanımlı

bir operatördür.

Uyarı. Teorem 3.2, L nin Lp(−1; 1) ⊕ C , 1 < p < +∞ de kapalı yoğun tanımlı bir

operatör olduğunu söyleyen ifadenin kullanılmasıyla da kanıtlanabilir (bkz. Lemma

3, [17]). Bu tür bir ispat için, Lemma 3.4 tarafından sağlanan Dirac fonksiyonelinin
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bu uzaylardaki uygun özelliklerinin bilinmesi gerekir.

Şimdi ise L operatörünün rezolvent yapısını kuralım. Sabit bir f̂ ∈ Gp)(−1; 1) ⊕ C ,

f̂ = ( f ,β) için

Lû−λû= f̂ , (3.28)

eşitliğini düşünelim. (3.28) eşitliği aşağıdaki gibi problem şeklinde yazılabilir:











u
′′
(x)−λu(x) = f (x)

u
′
(−0)− u

′
(+0)−λmu(0) = β

Ui(u) = 0, i = 1,2, 3

. (3.29)

Problem (3.29) çözümleri ile ilgili aşağıdaki lemmayı verebiliriz.

Lemma 3.5. ([40]) (3.28) denkleminin û= (u; mu(0)) çözümleri için aşağıdaki ifadeler

sağlanır:

u(x ,ρ) =
β sinρ(1+ x)

ρ(2 cosρ −ρm sinρ)
−

1
ρ

∫ x

−1

f (ξ) sinρ(x − ξ)dξ+

+
1
ρ

∫ 0

x

f (ξ) sinρ(x − ξ)dξ+
1
∆(ρ)

∫ 0

−1

f (ξ) sinρ(1+ x) sinρ(1+ ξ)dξ−

−
1

ρ sinρ

∫ x

−1

f (ξ) sinρ(1+ x) sinρξdξ−
1

ρ sinρ

∫ 0

x

f (ξ) sinρx sinρ(1+ ξ)dξ+

+
1
∆(ρ)

∫ 1

0

f (ξ) sinρ(1+ x) sinρ(1− ξ)dξ, x ∈ [−1;0]; (3.30)

u(x ,ρ) =
β sinρ(1− x)

ρ(2cosρ −ρm sinρ)
−

1
ρ

∫ x

0

f (ξ) sinρ(x − ξ)dξ+

+
1
ρ

∫ 1

x

f (ξ) sinρ(x − ξ)dξ+
1
∆(ρ)

∫ 1

0

f (ξ) sinρ(1− x) sinρ(1− ξ)dξ+

+
1

ρ sinρ

∫ x

0

f (ξ) sinρx sinρ(1− ξ)dξ+
1

ρ sinρ

∫ 1

x

f (ξ) sinρ(1− x) sinρξdξ+

+
1
∆(ρ)

∫ 0

−1

f (ξ) sinρ(1− x) sinρ(1+ ξ)dξ, x ∈ [0; 1], (3.31)

burada λ= ρ2, L operatörünün rezolvent kümesine aittir. Dolayısıyla

u(0,ρ) =
1

ρ(2 cosρ −ρm sinρ)
×
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×

�

β sinρ +

∫ 0

−1

f (ξ) sinρ(1+ ξ)dξ+

∫ 1

0

f (ξ) sinρ(1− ξ)dξ

�

. (3.32)

olur.

İspat. (3.29) denkleminin çözümleri

u(x ,ρ) =

¨

c11 y11(x) + c12 y12(x) + y1(x), x ∈ [−1, 0],
c21 y21(x) + c22 y22(x) + y2(x), x ∈ [0, 1];

(3.33)

burada y1(x) ve y2(x) (3.15) den tanımlanır. (3.11) de tanımlanan y(x) (1.2)

koşullarını sağladığından,

Uv(y) = 0, v = 1,4, (3.34)

olur. Şimdi u(x ,ρ) fonksiyonunun Uv(u) = 0, v = 1, 2,3, U4(u) = β koşullarını

sağladığını kabul edelim. O zaman (3.33) ve (3.34) dan

¨

c11Uv1(y11) + c12Uv1(y12) + c21Uv2(y21) + c22Uv2(y22) = 0, v = 1,2, 3;

c11U41(y11) + c12U41(y12) + c21U42(y21) + c22U42(y22) = β .

c jk bilinmeyen katsayılarına göre sistemi çözerek

c11 = −
β

∆(ρ)
U11(y12) [U22(y21)U32(y22)− U22(y22)U32(y21)] ,

c12 =
β

∆(ρ)
U11(y11) [U22(y21)U32(y22)− U22(y22)U32(y21)] ,

c21 =
β

∆(ρ)
U22(y22) [U11(y11)U31(y12)− U11(y12)U31(y11)] ,

c22 = −
β

∆(ρ)
U22(y21) [U11(y11)U31(y12)− U11(y12)U31(y11)] .

Bulunan bu c jk değerlerini (3.33) de yerine yazarak ve (3.6), (3.17)-(3.20)

formüllerini göz önüne alarak, (3.30) ve (3.31) formüllerinin geçerliliği sağlanır.

(3.32) formülü ise (3.30) (veya (3.31)) formülünde x = 0 alınarak gösterilmi̧s

olur. ■

45



4
ÖZFONKSİYONLAR SİSTEMİNİN GRAND-LEBESGUE

UZAYLARINDA BAZLIĞI

4.1 Özfonksiyonlar Sisteminin Lp) ⊕C Uzaylarında Bazlığı

Bir önceki bölümde tanımladığımız L operatörünün özfonksiyonları (1.1)-(1.2)

probleminin özfonksiyonları ile çakı̧sır ve karşılık gelen özvektörler [17]

û2n−1(x) = (u2n−1(x), 0), n ∈ N

û2n(x) = (u2n(x), m sinρ2,n), n ∈ Z+,

şeklindedir. Şimdi Gp)(−1;1) ⊕ C uzayında {ûn}n∈Z+
sisteminin bazlığı üzerine

aşağıdaki ana teoremimizi ifade ve ispat edelim.

Teorem 4.1. L operatörünün {ûn}n∈Z+
özvektörler sistemi Gp)(−1; 1)⊕C, 1< p < +∞

uzayı için bir baz oluşturur.

İspat. Sistemler için bazlık kriterlerinin koşullarını burada ispatlamalıyız (bkz. [78]).
Bunun için, ilk olarak {ûn}n∈Z+

sisteminin tamlığını ispatlayalım. Keyfi bir û ∈
Gp)(−1;1) ⊕ C vektörü alalım ve η > 0 keyfi bir sayı olsun. Lemma 3.2 den

Lp(−1; 1)⊕C Gp)(−1;1)⊕C de yoğundur. Dolayısıyla bir v̂ ∈ Lp(−1; 1)⊕C vektörü

vardır öyle ki

∥û− v̂∥Gp)⊕C < η. (4.1)

{ûn}n∈Z+
sisteminin Lp(−1; 1) ⊕ C de tamlığından (bkz. Theorem 1, [17]), bir ŵ ∈

L
�

{ûn}n∈Z+

�

vektörü vardı öyle ki

∥v̂ − ŵ∥Lp⊕C < η. (4.2)

(3.25) ve (4.2) den

∥v̂ − ŵ∥Gp)⊕C ≤ 2−
1
p (p− 1)∥v̂ − ŵ∥Lp⊕C < 2−

1
p (p− 1)η, (4.3)
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elde ederiz. O zaman üçgen eşitsizliğini uygulayarak ve (4.1) ve (4.3) eşitsizliklerini

göz önüne alarak

∥û− ŵ∥Gp)⊕C ≤ ∥û− v̂∥Gp)⊕C + ∥v̂ − ŵ∥Gp)⊕C ≤

< η+ 2−
1
p (p− 1)η= Mη,

olduğunu gösteririz, yani {ûn}n∈Z+
sistemi Gp)(−1;1)⊕C de tamdır.

Şimdi {ûn}n∈Z+
sisteminin Gp)(−1; 1) ⊕ C de minimalliğini gösterelim. [17] de

gösterildiği gibi, {ûn}n∈Z+
sistemi Lp(−1;1) ⊕ C de {v̂n}n∈Z+

: v̂n(x) = (vn(x), mv(0))
şeklinde biortagonal eşlenik vektörler sistemine sahiptir. Burada vn(x), n ∈ Z+
fonksiyonları

v
′′
(x) +λv(x) = 0, x ∈ (−1; 0)

⋃

(0;1),

v(−1) = v(1) = 0

v(−0) = v(+0)
v
′
(−0)− v

′
(+0) = λm̄v(0)











eşlenik spektral probleme karşılık gelen özfonksiyonlardır ve

v2n−1(x) = sinπnx , n ∈ N ,

v2n(x) =

¨

c2n sin ρ̄2,n(1+ x), x ∈ [−1; 0]
c2n sin ρ̄2,n(1− x), x ∈ [0; 1]

, n ∈ Z+, (4.4)

şeklindedir. c2n ise

c2n = 1+O
�

1
n2

�

, (4.5)

koşulunu sağlayan normalleştirilmi̧s sayılardır. Dahası p ve n ∈ Z+ den bağımsız bir

a > 0 sabiti vardır öyle ki

|< û, v̂n >| ≤ a ∥û∥Lp⊕C ,

olur.

Şimdi ise {v̂n}n∈Z+
sisteminin {ûn}n∈Z+

sistemine Gp)(−1; 1)⊕C de biortagonal eşlenik

sistem olduğunu

< û, v̂n >=

∫ 1

−1

u(x)vn(x)d x +αmvn(0), û= (u,α),

47



formülü ile gösterelim. Aslında her sabit ϵ ∈ (0; p− 1) için

|< û, v̂n >| ≤ a ∥û∥Lp−ϵ⊕C ≤ a1 ∥û∥Gp)⊕C , (4.6)

eşitsizliğini elde ederiz. Böylece {ûn}n∈Z+
sistemi Gp)(−1; 1)⊕C de minimaldir.

Son olarak geriye sadece

Sn( f̂ ) =
n
∑

k=0

< f̂ , v̂k > ûk, f̂ ∈ Gp)(−1; 1)⊕C,

projektörler dizisinin Gp)(−1;1)⊕C de düzgün sınırlılığını göstermek kalıyor. Bunun

için öncelikle

Γ2n−1 =
§

ρ :
�

�ρ −ρ1,n

�

�=
1

2πmn

ª

, n ∈ N ;

Γ2n =
§

ρ :
�

�ρ −ρ2,n

�

�=
1

2πmn

ª

, n ∈ Z+;

Cn =
§

ρ : |ρ|= π(n+
1
2
), 0≤ argρ ≤ π

ª

, n ∈ Z+

çemberlerini tanımlayalım ve Γ ′2n−1, Γ ′2n ve C ′n ise λ = ρ2 dönüşümüne uygun

görüntüleri olsun. O zaman L operatörünün R(λ) rezolvent operatörünü kullanarak

Sn operatörünü aşağıdaki gibi yazabiliriz:

Sn( f̂ ) =
n
∑

k=0

Ek( f̂ ),

burada {En}n∈Z+
projektörler dizisi

E2n−1 f̂ =
1

2πi

∫

Γ ′2n−1

R(λ) f̂ dλ=
1
πi

∫

Γ2n−1

ρR(ρ2) f̂ dρ, n ∈ N ;

E2n f̂ =
1

2πi

∫

Γ ′2n

R(λ) f̂ dλ=
1
πi

∫

Γ2n

ρR(ρ2) f̂ dρ, n ∈ Z+,

formülleri ile tanımlanır. R(ρ2) f̂ = û(x ,ρ) = (u(x ,ρ); mu(0,ρ)) bakı̧s açısıyla,

S2n−1 f̂ (x) =
1

2πi

∫

C ′n

R(λ) f̂ (x)dλ=
1
πi

∫

Cn

ρR(ρ2) f̂ (x)dρ =
1
πi

∫

Cn

ρû(x ,ρ)dρ =

=
1
πi

�

∫

Cn

ρu(x ,ρ)dρ;

∫

Cn

mρu(0,ρ)dρ

�

=
1
πi
(Jn(x), mJn(0)), n ∈ Z+,
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elde ederiz. [79] den görüleceği gibi

|sinρ| ≤ M0e|ρ| sinϕ,ρ = |ρ| sinϕ, 0≤ ϕ ≤ π,

eşitsizliği sağlanır. Dahası merkezleri ∆1(ρ) = 2 cosρ −mρ sinρ in sıfırları olan bazı

δ yarıçaplı çemberlerin dı̧sındaki yeterince büyük |ρ| değerleri için

|∆1(ρ)| ≥ M1 |ρ| e|ρ| sinϕ,

eşitsizliği sağlanır. Bu eşitsizliklerden, ρ = |ρ| sinϕ, 0 ≤ ϕ ≤ π ve merkezleri ∆1(ρ)
nun sıfırların olan bazı δ yarıçaplı çemberlerin dı̧sındaki yeterince büyük |ρ| değerleri

için aşağıdaki bağıntı sağlanır:

�

�

�

�

sinρ(1+ x)
∆1(ρ)

�

�

�

�

≤
M0e|ρ|x sinϕ

M1 |ρ|
≤

M2

|ρ|
,∀x ∈ [−1;0]. (4.7)

(3.30) eşitliğinden,

Jn(0) = β

∫

Cn

sinρ
ρ∆1(ρ)

dρ +

∫

Cn

�

∫ 0

−1

f (ξ)
sinρ(1+ ξ)
ρ∆1(ρ)

dξ

�

dρ+

+

∫

Cn

�

∫ 1

0

f (ξ)
sinρ(1− ξ)
ρ∆1(ρ)

dξ

�

dρ =

= β

∫

Cn

sinρ
ρ∆1(ρ)

dρ +

∫

Cn

�

∫ 0

−1

f (ξ)
sinρ(1+ ξ)
ρ∆1(ρ)

dξ

�

dρ+

+

∫

Cn

�

∫ 0

−1

f (−ξ)
sinρ(1+ ξ)
ρ∆1(ρ)

dξ

�

dρ,

bulunur. Böylece, (4.7) ve p− ϵ, ϵ ∈ (0; p− 1) ile Hölder eşitsizliği kullanılarak

|Jn(0)| ≤ |β |
∫

Cn

�

�

�

�

sinρ
ρ∆1(ρ)

�

�

�

�

|dρ|+
∫

Cn

�

∫ 0

−1

| f (ξ)|
�

�

�

�

sinρ(1+ ξ)
ρ∆1(ρ)

�

�

�

�

dξ

�

|dρ|+

+

∫

Cn

�

∫ 0

−1

| f (−ξ)|
�

�

�

�

sinρ(1+ ξ)
ρ∆1(ρ)

�

�

�

�

dξ

�

|dρ| ≤

≤ M2

∫

Cn

1
|ρ|
|dρ|

�

|β |+
∫ 0

−1

| f (ξ)| dξ+
∫ 1

0

| f (ξ)| dξ

�

≤
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≤ πM2



|β |+

�

∫ 0

−1

| f (ξ)|p−ϵ dξ

�

1
p−ϵ

+

�

∫ 1

0

| f (ξ)|p−ϵ dξ

�
1

p−ϵ



≤

≤ 2πM2

�

|β |+ ∥ f ∥Lp−ϵ(−1;1)

�

≤ 2πM2

�

|β |+
�ϵ

2

�− 1
p−ϵ
∥ f ∥Gp)(−1;1)

�

≤

≤ M3

�

|β |+ ∥ f ∥Gp)(−1;1)

�

, (4.8)

olduğunu gösterebiliriz. Ayrıca, [17] de elde edilen sonuçlardan, (3.32) ile, f ve p

den bağımsız bir M4 > 0 sabitinin vardır öyle ki yeteri kadar büyük n için

|Jn(x)| ≤ M4

∫ 0

−1

| f (ξ)|
−x − ξ

dξ= M4H (g) (−x),∀x ∈ [−1; 0], (4.9)

bağıntısı sağlanır. Burada g(x) = | f (−x)| dir. H Hilbert dönüşümünün Lp)(0; 1)
grand-Lebesgue uzayında sınırlı olmasından dolayı(bkz. [77]), pozitif bir M5 > 0

sabiti vardır ve

∥H (g)∥Gp)(0;1) ≤ M5 ∥g∥Gp)(0;1) = M5 ∥ f ∥Gp)(−1;0) , (4.10)

olur. Böylece (4.9) ve (4.10) den

∥Jn∥Gp)(−1;0) ≤ M4 ∥H(g)∥Gp)(0;1) ≤ M6 ∥ f ∥Gp)(−1;0) , (4.11)

göstermi̧s oluruz (M6 = M4M5). Benzer bir argümanla, f ve p den bağımsız M7 > 0

varlığını gösterebiliriz öyle ki

∥Jn∥Gp)(0;1) ≤ M7 ∥ f ∥Gp)(0;1) , (4.12)

sağlanır. O zaman (4.11) ve (4.12) eşitsizliklerini hesaba katarak,

∥Jn∥Gp)(−1;1) ≤ ∥Jn∥Gp)(−1;0) + ∥Jn∥Gp)(0;1) ≤

≤ M6 ∥ f ∥Gp)(−1;0) +M7 ∥ f ∥Gp)(0;1) ≤ M8 ∥ f ∥Gp)(−1;1) , (4.13)

elde ederiz (M8 = M6 +M7).

Şimdi




S2n−1( f̂ )






Gp)⊕C normu için bir sınır bulalım. (4.8) ve (4.13) bağıntısını
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kullanarak




S2n−1( f̂ )






Gp)(−1;1)⊕C =
1
π

�

∥Jn∥Gp)(−1;1) + |mJn(0)|
�

≤

≤
1
π

�

M8 ∥ f ∥Gp)(−1;1) + |m|M3

�

|β |+ ∥ f ∥Gp)(−1;1)

��

≤ M




 f̂






Gp)⊕C , (4.14)

ifadesini elde ederiz (M =
2(M8+|m|M4)

π ). Geriye




S2n( f̂ )






Gp)⊕C normu kalır. S2n f̂

ifadesini aşağıdaki formda yeniden yazalım:

S2n f̂ = S2n−1 f̂ +< f̂ , v̂2n > û2n.

Açıkçası, a0 = sup
n
∥ûn∥Gp)(−1;1)⊕C < +∞ olur. Dolayısıyla, (4.6) ve (4.14) kullanarak,

üçgen eşitsizliği ile





S2n( f̂ )






Gp)(−1;1)⊕C ≤




S2n−1( f̂ )






Gp)(−1;1)⊕C +
�

�< f̂ , v2n >
�

�∥û2n∥Gp)(−1;1)⊕C ≤

≤ (M + a0a1)




 f̂






Gp)(−1;1)⊕C = K




 f̂






Gp)(−1;1)⊕C , (4.15)

elde edilir. (4.14) ve (4.15) den, {Sn}n∈Z+
dizisinin düzgün sınırlı olduğu görülür.

Böylece, {ûn}n∈Z+
sistemi Gp)(−1;1)⊕ C de bir baz oluşturur.

■

4.2 Özfonksiyonlar Sisteminin Lp) Uzaylarında Bazlığı

Teorem 4.1 (1.1)-(1.2) probleminin {un}n∈Z+
özvektörler sisteminin Gp)(−1; 1), 1 <

p < +∞ de tamlığını ifade etmektedir. Aslında, aksi takdirde,

< un, v >= 0,∀n ∈ Z+.

ifadesini sağlayacak şekilde Gp)(−1;1) de sıfır olmayan sürekli bir fonksiyonel v vardır.

v̂ ile Gp)(−1; 1)⊕ C de bir fonksiyoneli

< û, v̂ >=< u, v >,

formülü ile tanımlayalım. Açıkçası v̂ Gp)(−1;1)⊕ C de sıfır olmayan sürekli lineer bir

fonksiyoneldir ve

< ûn, v̂ >= 0,∀n ∈ Z+.
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Bu {ûn}n∈Z+
sisteminin Gp)(−1; 1) ⊕ C uzayında tamlığı ile çeli̧sir. Şimdi {un}n∈Z+

sisteminin Gp)(−1;1) de bazlığını düşünelim.

Teorem 4.2. Her k0 ∈ Z+ için, {un}n∈Z+,n̸=2k0
sistemi Gp)(−1;1), 1 < p < +∞ de bir

baz oluşturur.

İspat. Keyfi bir f ∈ Gp)(−1;1) fonksiyonu düşünelim. (4.5) den, {un}n∈Z+
sistemine

biortagonal olan {vn}n∈Z+
için

v2n(0) = c2n sin ρ̄2,n ̸= 0, n ∈ Z+,

bağıntısı sağlanır. f̂ = ( f ;β), β = −
< f ,v2k0

>

mv2k0
(0)

vektörünü {ûn}n∈Z+
bazına ayrı̧stırarak,

f̂ =
+∞
∑

n=0

< f̂ , v̂n > ûn =
+∞
∑

n=0

(< f , vn > +βmvn(0))ûn =

=
+∞
∑

n=0

�

< f , vn > −
< f , v2k0

>

mv2k0
(0)

mvn(0)

�

ûn =

=
+∞
∑

n=0,n̸=2k0

�

< f , vn > −
< f , v2k0

>

v2k0
(0)

vn(0)

�

ûn =

=
+∞
∑

n=0,n̸=2k0

�

< f , vn > −
< f , v2k0

>

v2k0
(0)

vn(0)

�

ûn =

=
+∞
∑

n=0,n̸=2k0

< f , vn −
vn(0)

v2k0
(0)

v2k0
> ûn,

elde ederiz. Böylece

f =
+∞
∑

n=0,n̸=2k0

< f , vn −
vn(0)

v2k0
(0)

v2k0
> un =

+∞
∑

n=0,n̸=2k0

< f , v∗n > un, (4.16)

olur
�

v∗n = vn −
vn(0)

v2k0
(0) v2k0

, n ̸= 2k0

�

. Başka bir ifadeyle,
�

v∗n
	

n∈Z+,n̸=2k0
ve {un}n∈Z+,n̸=2k0

sistemleri biortagonaldir. Aslında,

< uk, v∗n >=< uk, vn > −
vn(0)

v2k0
(0)

< uk, v2k0
>=< uk, vn >= δnk, n, k ∈ Z+\{2k0} .

Bu nedenle, f ∈ Gp)(−1; 1) {un}n∈Z+,n̸=2k0
sistemine göre tek bir (4.16) ayrı̧sıma

sahiptir. Sonuç olarak {un}n∈Z+,n̸=2k0
sistemi Gp)(−1; 1) de bir baz oluşturur. ■
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5
ÖZFONKSİYONLAR SİSTEMİNİN AĞIRLIKLI

GRAND-LEBESGUE UZAYLARINDA BAZLIĞI

Bu bölümde aşağıdaki sürekli olmayan spektral problemi Lp),ρ(0,1), 1 < p < +∞
ağırlıklı grand-Lebesgue uzaylarında ele alacağız ve ρ(.) genel bir ağırlık fonksiyonu

olacak.

y ′′(x) +λy(x) = 0, x ∈
�

0,
1
3

�

⋃

�

1
3

, 1
�

, (5.1)

y(0) = y(1) = 0,

y(1
3 − 0) = y(1

3 + 0),
y ′(1

3 − 0)− y ′(1
3 + 0) = λmy(1

3),











, (5.2)

burada λ spektral bir parametre ve m sıfırdan farklı bir kompleks sayıdır.

[17, 80] de problem (5.1), (5.2) nin özdeğerlerinin λ1,n = (ρ1,n)2, n ∈ N, ve λ2,n =
(ρ2,n)2, n ∈ N∪ {0} iki serisine sahip olduğu gösterilir ve burada

ρ1,n = 3πn, ρ2,n =
3πn

2
+

2+ (−1)n

πmn
+O

�

1
n2

�

,

şeklindedir. Bu özdeğerlere uygun özfonksiyonlar ise

y1,n(x) = sin 3πnx , x ∈ [0, 1], n ∈ N, (5.3)

y2,n(x) =

¨

sinρ2,n(x −
1
3) + sinρ2,n(x +

1
3), x ∈ [0, 1

3]
sinρ2,n(1− x), x ∈ [1

3 , 1]
(5.4)

formülleri ile ifade edilir.
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5.1 Ağırlıklı Grand-Lebesgue Uzaylarında Üstel ve Trigonometrik

Sistemlerin Bazlık Özellikleri

ρ : [a, b]→ R+ bir ağırlık fonksiyonu olsun. Ap(a, b), 1 < p < +∞ ise Muckenhoupt

sınıfını göstersin, yani

sup
I⊂[a,b]

1
|I |

∫

I

ρ(t)d t

�

1
|I |

∫

I

ρ(t)−
1

p−1 d t

�p−1

< +∞.

koşulunu sağlayan ρ(t) ağırlık fonksiyonlarının sınıfını ifade etsin.

Lp),ρ(a, b) uzayı [a, b] aralığındaki ölçülebilir fonksiyonlardan oluşan ve aşağıda

tanımlı sonlu norma sahip f fonksiyonlarının bir Banach uzayı olan ağırlıklı

grand-Lebesgue uzayını göstersin.

∥ f ∥Lp),ρ(a,b) = ∥ f ρ∥Lp)(a,b) .

Aşağıdaki lemmayı verelim.

Lemma 5.1. ρ, Ap(0,1), 1< p < +∞ sınıfına ait bir ağırlık fonksiyonu olsun. O zaman

∀r ∈ (1, r0) için Lp),ρ(0, 1) ⊂ Lr(0, 1) sürekli gömmesi olacak şekilde bir r0 ∈ (1,+∞)
sayısı vardır.

İspat. İspat için öncelikle Lp,ρ(0, 1) uzayındaki durumu ispatlayalım. Ap(0, 1) sınıfı

üzerindeki sonuç gereği, ρ ∈ Ap−ϵ(0, 1) ifadesini sağlayan bir 0< ϵ < p− 1 vardır.

Şimdi bir r0 ∈ (1, p) : 1
r0
= 1+ 1

p −
1

p−ϵ seçelim. O zaman

p− ϵ
p− ϵ − 1

=
pr0

p− r0
. (5.5)

(5.5) den
p− ϵ

p− ϵ − 1
>

pr
p− r

, ∀r ∈ (1, r0), (5.6)

elde ederiz. ρ−1 ∈
�

Lp−ϵ(0, 1)
�∗

olmasından, (5.6) ile ∀r ∈ (1, r0) için

ρ−r ∈
�

L p
r
(0,1)

�∗
ifadesi de sağlanır. O zaman ∀ f ∈ Lp,ρ(0,1) için | f (t)|r =

| f (t)ρ(t)|r ρ−r(t) eşitliğinden, | f (t)ρ(t)|r ∈ L p
r
(0,1) ve ρ−r ∈

�

L p
r
(0,1)

�∗
olur.

Buradan ∀r ∈ (1, r0) için f ∈ Lr(0, 1) bulunur. Hatta p
r üssü ile Hölder eşitsizliği

kullanılarak,

�

∫ 1

0

| f (t)|r d t

�
1
r

=

�

∫ 1

0

| f (t)ρ(t)|r ρ−r(t)d t

�
1
r

≤
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≤ cp,r(ρ)

�

∫ 1

0

| f (t)ρ(t)|p d t

�
1
p

< +∞, (5.7)

elde edilir. Burada cp,r(ρ) =
�

∫ 1

0
ρ(t)−

pr
p−r d t

�
p−r
pr
< +∞.

Ayrıca, 0 < ϵ < p − 1 sayısını ρ ∈ Ap−ϵ(0,1) olacak şekilde seçelim. İspat edilen

ile, ∀r ∈ (1, r0) için bir r0 ∈ (1,+∞) vardır öyle ki Lp−ϵ,ρ(0,1) ⊂ Lr(0,1) gömmesi

sağlanır. Böylece, Lp),ρ(0, 1) ⊂ Lp−ϵ,ρ(0, 1) gömmesine göre, Lp),ρ(0, 1) ⊂ Lr(0, 1) elde

ederiz. Son olarak (5.7) ifadesini hesaba katarak

∥ f ∥Lr (0,1) ≤ cp,r(ρ)∥ f ∥Lp−ϵ,ρ(0,1) ≤ cp,r(ρ)ϵ
− 1

p−ϵ ∥ f ∥Lp),ρ(0,1) ,

elde ederiz, yani gömme sürekli olur. ■

Bu kısımda aşağıdaki teoremi vermemiz yararlı olacaktır.

Teorem 5.1. ([75, 81, 82]) Gp)(a, b), 1 < p < +∞, uzayı aşağıdaki koşulu sağlayan

f ∈ Lp)(a, b) fonksiyonlarından oluşur:

lim
ϵ→0+

∫ b

a

| f (t)|p−ϵ d t = 0.

Gp),ρ(a, b), ρ f ∈ Gp)(a, b) olacak şekildeki f fonksiyonlarının Lp),ρ(a, b) uzayının bir

alt uzayı olsun. Üstel fonksiyonların klasik sisteminin Gp),ρ(−1,1) uzayında bir baz

oluşturduğunu ispatlayalım.

Teorem 5.2. ρ ağırlık fonksiyonu Ap(−1, 1) sınıfından olsun. O zaman üstel fonksiyon-

ların {einπx}n∈Z sistemi Gp),ρ(−1, 1), 1< p < +∞ uzayında bir bazdır.

İspat. Kolaylıkla görülür ki

< f , vn >=
1
2

∫ 1

−1

f (x)e−inπx d x , n ∈ Z,

eşitliği ile verilen {vn}n∈Z fonksiyonellerin sistemi {einπx}n∈Z sistemine biortagonaldir.

[74, 83] den bilindiği gibi, eğer ρ ∈ Ap(−1,1) ise, o zaman üstellerin {einπx}n∈Z
sistemi Lp,ρ(−1, 1) de baz oluşturur. O zaman Lp,ρ(−1, 1) uzayının Gp),ρ(−1,1) de

yoğunluğundan, Lp,ρ(−1, 1) ⊂ Gp),ρ(−1, 1) gömmesini de hesaba katarak, {einπx}n∈Z
sisteminin Gp),ρ(−1, 1) de tam olduğunu gösterebiliriz. Aslında f ∈ Gp),ρ(−1,1) veδ >

0 alalım. O zaman Lp,ρ(−1, 1) nin Gp),ρ(−1, 1) de yoğunluğundan bir g ∈ Lp,ρ(−1,1)
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vardır öyle ki

∥ f − g∥Lp),ρ(−1,1) <
δ

2
. (5.8)

{einπx}n∈Z sistemi Lp,ρ(−1, 1) de tam olduğundan,

∥g − h∥Lp,ρ(−1,1) <
δ

2c
, (5.9)

olacak şekilde bir h ∈ span{einπx}n∈Z vardır ve burada c > 0 sasyısı ∥ f ∥Lp),ρ(−1,1) ≤
c ∥ f ∥Lp,ρ(−1,1) , f ∈ Lp,ρ(−1,1) eşitsizliğini sağlar. Buradan (5.8) ve (5.9) kullanılarak

∥ f − h∥Lp),ρ(−1,1) ≤ ∥ f − g∥Lp),ρ(−1,1) + ∥g − h∥Lp),ρ(−1,1) < δ,

elde edilir yani {einπx}n∈Z Gp),ρ(−1,1) de tamdır. Son olarak

Sm( f )(x) =
m
∑

n=−m

< f , vn > einπx ,∀ f ∈ Gp),ρ(−1,1), m ∈ Z+.

projeksiyonlar dizisinin düzgün sınırlılığını göstermemiz gerekmektedir. {einπx}n∈Z
sistemi Lp,ρ(−1,1) uzayında bir baz oluşturmasından, bir cp > 0 öyle ki

∥Sm( f )∥Lp,ρ(−1,1) ≤ cp ∥ f ∥Lp,ρ(−1,1) . (5.10)

ϵ0 ∈ (0, p− 1) alalım. ϵ : ϵ0 ≤ ϵ < p− 1 için Riesz-Thorin teoremine göre

∥Sm( f )∥Lp−ϵ,ρ(−1,1) ≤ c1(p,ϵ0)∥ f ∥Lp−ϵ,ρ(−1,1) , (5.11)

olur ve ϵ : 0< ϵ < ϵ0 için, Hölder eşitsizliği ve (5.10) kullanılarak,

∥Sm( f )∥Lp−ϵ,ρ(−1,1) ≤ c2(p,ϵ0)∥ f ∥Lp−ϵ0,ρ(−1,1) . (5.12)

ifadesine ulaşırız. Böylece (5.11) ve (5.12) i dikkate alarak

∥Sm( f )∥Lp),ρ(−1,1) ≤ sup
ϵ0≤ϵ<p−1

ϵ
1

p−ϵ ∥Sm( f )∥Lp−ϵ,ρ(−1,1) + sup
0<ϵ<ϵ0

ϵ
1

p−ϵ ∥Sm( f )∥Lp−ϵ,ρ(−1,1) ≤

≤ c1(p,ϵ0)∥ f ∥Lp),ρ(−1,1) + c3(p,ϵ0)∥ f ∥Lp),ρ(−1,1) = c(p,ϵ0)∥ f ∥Lp),ρ(−1,1) ,

sonucunu elde ederiz, yani ∥Sm∥ ≤ c(p,ϵ0) bulunur. ■

Şimdi trigonometrik sistemlerin ağırlıklı grand-Lebesgue uzaylarındaki bazlığını ele

alalım.

Teorem 5.3. ρ ağırlık fonksiyonu Ap(0,1) sınıfına ait olsun. O zaman sinüslerin
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{sinπnx}n∈N ve cosinüslerin {cosπnx}n∈Z+ sistemleri Gp),ρ(0, 1), 1 < p < +∞ uza-

yında baz oluştururlar.

İspat. θ (x), ρ(x) fonksiyonunun [−1, 1] e bir çift geni̧slemesi olsun, yani

θ (t) =

¨

ρ(t), t ∈ [0, 1]
ρ(−t), t ∈ [−1,0]

.

ρ ∈ Ap(0, 1) den, θ ∈ Ap(−1, 1) olduğunu gösterelim. Keyfi bir I ⊂ [−1, 1], I = I1 ∪ I2

aralığı için, I1 = I ∩ [0, 1] ve I2 = I ∩ [−1, 0] olmak üzere,

I+ =

¨

I1, |I2| ≤ |I1|
I2, |I1| ≤ |I2|

,

ifadesini düşünelim. J = I+∪ I− olsun ve buradaki I− kümesi I+ kümesindeki sayıların

ters sayılarından oluşsun. I ⊂ J ⊂ [−1,1] olduğu açıktır. Buradan

sup
I⊂[−1,1]

1
|I |

∫

I

θ (t)d t

�

1
|I |

∫

I

θ (t)−
1

p−1 d t

�p−1

≤

≤ sup
I⊂[−1,1]

1
|I+|

∫

J

θ (t)d t

�

1
|I+|

∫

J

θ (t)−
1

p−1 d t

�p−1

=

= sup
I⊂[−1,1]

2
|I+|

∫

I+

θ (t)d t

�

2
|I+|

∫

I+

θ (t)−
1

p−1 d t

�p−1

=

= 2p sup
I⊂[0,1]

1
|I |

∫

I

ρ(t)d t

�

1
|I |

∫

I

ρ(t)−
1

p−1 d t

�p−1

< +∞

Keyfi bir f ∈ Gp),ρ(0,1) fonksiyonu alalım ve tek bir şekilde geni̧sletelim, şöyle ki,

F(t) =

¨

f (t), t ∈ [0,1]
− f (t), t ∈ [−1, 0]

,

alalım. O zaman

∥F∥Lp),θ (−1,1) = sup
0<ϵ<p−1

�

ϵ

2

∫ 1

−1

|F(t)θ (t)|p−ϵ d t

�
1

p−ϵ

=

= sup
0<ϵ<p−1

�

ϵ

∫ 1

0

| f (t)ρ(t)|p−ϵ d t

�
1

p−ϵ

= ∥ f ∥Lp),ρ(0,1) < +∞

Yani, F ∈ Lp),θ (−1, 1). Teorem 5.1 den hemen görülür ki F ∈ Gp),θ (−1,1). O zaman F
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{einπx}n∈Z bazında aşağıdaki formda geni̧sletilebilir:

F(x) =
+∞
∑

n=−∞

cneinπx .

cn katsayıları için

cn =
1
2

∫ 1

−1

F(t)e−inπt d t =
1
2

∫ 1

0

f (t)e−inπt d t −
1
2

∫ 1

0

f (t)einπt d t =

= −
1
2

∫ 1

0

f (t)
�

einπt − e−inπt
�

d t =
1
2i

∫ 1

0

f (t) sinπntd t =
1
2i
< f , gn >, n ∈ N

elde ederiz, < f , gn >= 2
∫ 1

0
f (x) sinπnxd x . {gn}n∈N sisteminin {sinπnt}n∈N

sistemine biortagonal olduğu açıktır. c−n = −cn, n ∈ N, c0 = 0 eşitliklerini dikkate

alarak, ∀m ∈ N için

m
∑

n=−m

cneiπnt =
m
∑

n=1

cneiπnt −
m
∑

n=1

cne−iπnt =
m
∑

n=1

cn

�

eiπnt − e−iπnt
�

=

= 2i
m
∑

n=1

cn sinπnt =
m
∑

n=1

< f , gn > sinπnt,

elde ederiz. F(t)−
∑m

n=−m cneint ifadesinin f (t)−
∑m

n=1 < f , gn > sinπnt nin [−1, 1]
aralığına tek geni̧slemesi olduğu açıktır. Böylece, m→∞ olduğunda,
















f −
m
∑

n=1

< f , gn > sinπnt
















Lp),ρ(0,1)

=
















F −
m
∑

n=−m

cneiπnt
















Lp),θ (−1,1)

→ 0,

elde ederiz, yani {sinπnt}n∈N sistemi Gp),ρ(0,1) de baz olur.

{cosπnt}n∈Z+ sisteminin Gp),ρ(0,1) uzayında bazlığının ispatı da benzer şekilde

bulunur. ■

Yorum 5.1. i) ρ ağırlık fonksiyonu Ap(−1,1) sınıfından olsun. O zaman üstel

fonksiyonların {einπx}n∈Z sisteminin Gp),ρ(−1, 1), 1 < p < +∞ uzayında r-baz

olacak şekilde bir r > 2 sayısı vardır.

ii) ρ ağırlık fonksiyonu Ap(0,1) sınıfından olsun. O zaman {sinπnx}n∈N ve

{cosπnx}n∈Z+ trigonometrik sistemlerinin Gp),ρ(0,1), 1 < p < +∞ uzayında

r-baz olacak şekilde bir r > 2 sayısı vardır.

Aslında, Lemma 5.1 ile, Gp),ρ(0,1) ⊂ Lr ′(0,1), r ′ = r
r−1 sürekli gömmesinin olduğu bir
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r > 2 vardır.

Böylece, Hausdorff-Young teoreminden, ∀ f ∈ Gp),ρ(0,1) için aşağıdaki eşitsizlik

sağlanır:
�

∑

n∈Z

|cn|
r

�
1
r

≤ c ∥ f ∥Lr′ (0,1) ≤ M ∥ f ∥Lp),ρ(0,1) ,

burada cn =
1
2

∫ 1

−1
f (x)e−inπx d x . Böylece, {einπx}n∈Z sistemi Gp),ρ(0, 1) de r-baz olur.

Sinüs ve Cosinüs sistemlerinin Gp),ρ(0,1) de r−bazlığı ise benzer şekilde kurulur.

5.2 Özfonksiyonlar Sisteminin Lp),ρ ⊕C Uzaylarında Bazlığı

GW 2
p)(a, b), 1 < p < +∞ ile W 2

p)(a, b) grand-Sobolev (bkz. [71]) uzayının bir

alt uzayını gösterelim ve bu alt uzay f ′′ ∈ Gp)(a, b) şeklindeki f ∈ W 2
p)(a, b)

fonksiyonlarından oluşsun.

GW 2
p)

��

0,
1
3

�

∪
�

1
3

, 1
��

= GW 2
p)

�

0,
1
3

�

⊕ GW 2
p)

�

1
3

,1
�

,

ifadesini alalım. Gp)(0,1)⊕C uzayında bir L operatörünü düşünelim ve bu operatörü

L( ŷ) =
�

−y ′′; y ′
�

1
3
− 0

�

− y ′
�

1
3
+ 0

��

, (5.13)

formülü ile tanımlayalım. Bu operatörün Dp)(L) tanım kümesi ise

ŷ =
�

y; my
�

1
3

��

∈ GW 2
p)

��

0,
1
3

�

∪
�

1
3

,1
��

⊕C,

şeklindeki fonksiyonlardan oluşsun ve bu fonksiyonlar

y(0) = y(1) = 0, y
�

1
3
− 0

�

= y
�

1
3
+ 0

�

,

koşullarını sağlasın.

[70, 80] in sonuçlarından,

y ∈W 2
p

��

0,
1
3

�

∪
�

1
3

,1
��

, y(0) = y(1) = 0, y
�

1
3
− 0

�

= y
�

1
3
+ 0

�

,

şeklideki ŷ =
�

y, my
�

1
3

��

elemanlarından oluşan Dp(L) tanım kümesi ve (5.13)

ile tanımlanan L operatörü Lp(0, 1) ⊕ C de kompakt rezolvente sahip kapalı yoğun

olarak tanımlı bir operatördür. Dahası L operatörünün ve (5.1),(5.2) probleminin
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özdeğerleri çakı̧sıktır, L operatörünün özfonksiyon ve ilgili fonksiyonlarının { ŷn}n∈N
sistemi (5.1), (5.2) probleminin özfonksiyon ve ilgili fonksiyonlarının aşağıda verilen

{yn}n∈Z+ sistemi ile ifade edilir:

ŷn =
�

yn; myn

�

1
3

��

. (5.14)

Bu faktörler Gp)(0,1)⊕C uzayındaki Dp)(L) tanım kümesine sahip L operatörü için de

geçerlidir.

Şimdi aşağıdaki teoremi verebiliriz.

Teorem 5.4. Gp)(0, 1) ⊕ C, 1 < p < +∞ uzayında Dp)(L) tanım kümesi ve (5.13)

formülü ile tanımlanan L operatörünü alalım. O zaman L operatörü Gp)(−1,1)⊕C de

bir kompakt rezolvent ile kapalı, yoğun olarak tanımlı bir operatördür. L operatörünün

ve (5.1),(5.2) probleminin özdeğerleri çakı̧sıktır, uygun özvektörleri ise

ŷ1,n(x) =
�

y1,n(x); my1,n

�

1
3

��

, n ∈ N

ŷ2,n(x) =
�

y2,2n(x); my2,2n

�

1
3

��

, n ∈ Z+ (5.15)

ŷ3,n(x) =
�

y2,2n−1(x); my2,2n−1

�

1
3

��

, n ∈ N

şeklindedir. Burada {y1,n}n∈N ve {y2,n}n∈Z+ sistemleri sırasıyla (5.3) ve (5.4) ile ifade

edilir.

İspat. Açıkçası

Dp(L) ⊂ Dp)(L) ⊂ Dp−ϵ(L), ϵ ∈ (0, p− 1)

şeklinde sürekli gömmeleri vardır. Keyfi ŷ ∈ Gp)(0,1)⊕C alalım ve δ > 0 pozitif bir

sayı olsun. Lp(0, 1)⊕C nin Gp)(0, 1)⊕C de yoğunluğu sebebiyle bir û ∈ Lp(0,1)⊕C
vardır öyle ki

∥ ŷ − û∥Lp)(0,1)⊕C < δ. (5.16)

Dp(L), Lp(0, 1)⊕C uzayında yoğun olduğundan, v̂ ∈ Dp(L) bulunabilir ve

∥û− v̂∥Lp(0,1)⊕C < δ,

olur. Lp(0, 1) ⊂ Lp)(0,1) gömmesinin sürekliliği

∥û− v̂∥Lp)(0,1)⊕C ≤ c ∥û− v̂∥Lp(0,1)⊕C < cδ, (5.17)
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olacak şekilde bir c > 0 sayısının varlığını gösterir. Böylece (5.16) ve (5.17) den

∥ ŷ − v̂∥Lp)(0,1)⊕C ≤ ∥ ŷ − û∥Lp)(0,1)⊕C + ∥û− v̂∥Lp)(0,1)⊕C < δ+ cδ = (1+ c)δ,

elde ederiz. Bu nedenle Dp(L) ⊂ Dp)(L) kapsamını düşünerek, ŷ ∈ Dp)(L) sonucuna

varırız.

Şimdi L in Gp)(0, 1)⊕C operatörünün kapalılığını gösterelim. x̂n ∈ Dp)(L) ve L( x̂n) =
ẑn dizileri Gp)(0, 1) ⊕ C uzayında sırasıyla x̂ ∈ Gp)(0,1) ⊕ C ve ẑ ∈ Gp)(0, 1) ⊕ C
ifadelerine yakınsak olsun. ϵ ∈ (0, p−1) sabit sayısını alalım. x̂n ∈ Dp−ϵ(L) olmasından

ve Dp)(L) ⊂ Dp−ϵ(L) gömmesinin sürekliliğinden x̂n dizisinin x̂ e Lp−ϵ(0,1) ⊕ C
yakınsaklığını elde ederiz. L operatörünün Lp−ϵ(0,1)⊕C de kapalılığından (bkz. [80])
x̂ ∈ Dp−ϵ(L) ve L( x̂) = ẑ ifadelerini elde ederiz. ẑ ∈ Gp)(0, 1) ⊕ C ve L( x̂) = ẑ ile

x ′′ ∈ Gp)(0,1) ve böylece x̂ ∈ Dp)(L) olur, yani L operatörü Gp)(0, 1)⊕C de kapalıdır.

Kalan kısmın ise ispatı açıktır. ■

[80] den bilindiği gibi, Dp(L) ile L operatörünün özvektörler ve ilgili vektörlerinin

sistemi Lp(0,1)⊕C de bir baz oluşturur ve onun biortagonal eşlenik sistemi

ẑn =
�

zn; mzn

�

1
3

��

, (5.18)

şeklindedir. Burada {zn}n∈Z+ sistemi aşağıda verilen uygun adjoint (eş) spektral

operatörün özfonksiyonlar sistemidir:

z′′(x) +λz(x) = 0, x ∈
�

0,
1
3

�

∪
�

1
3

,1
�

,

z(0) = z(1) = 0,

z
�

1
3
− 0

�

= z
�

1
3
+ 0

�

,

z′
�

1
3
− 0

�

− z′
�

1
3
+ 0

�

= λmz
�

1
3

�

.

{zn}n∈Z+ sistemi ise

z1,n(x) = 2 sin3πnx x ∈ [0, 1], n ∈ N. (5.19)

z2,n(x) =

¨

c2,n

�

sin 3πn
2

�

x − 1
3

�

+ sin 3πn
2

�

x + 1
3

��

+O
�

1
n

�

x ∈
�

0, 1
3

�

c2,n sin 3πn
2 (1− x) +O

�

1
n

�

x ∈
�

1
3 , 1
� , n ∈ Z+

(5.20)
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formülleri ile belirlenir. Burada c2,n aşağıdaki asimtotic bağlantıların geçerli olduğu

normalleştirilmi̧s sayılardır:

c2,n =
2+ (−1)n

3
+O

�

1
n

�

, n ∈ Z+.

Benzer ifadelerin Gp),ρ(0, 1) ⊕ C uzayında Dp)(L) tanım kümesi ile L operatörü için

sağlandığını ispatlayalım.

Teorem 5.5. ρ ağırlık fonksiyonu Ap(0, 1) sınıfına ait olsun. O zaman L operatörünün

özvektörler ve ilgili vektörlerin { ŷn}n∈Z+ sistemi Gp),ρ(0, 1)⊕C, 1 < p < +∞ uzayında

bir baz oluşturur.

İspat. Teorem 5.4 den görülür ki L operatörünün özvektörler ve ilgili vektörlerin

{ ŷn}n∈Z+ sistemi (5.14) ve (5.15) formülleri ile tanımlanır. {ẑn}n∈Z+ sistemi aynı

zamanda { ŷn}n∈Z+ sistemi için Gp)(0, 1) ⊕ C de biortagonal bir sistem olduğunu

göstermede bir zorluk yoktur. Aşağıdaki fonksiyonlar sistemini düşünelim

u1,n(x) = sin 3πnx , x ∈ [0,1], n ∈ N,

u2,n(x) =

¨

2(−1)n sin 3πnx x ∈
�

0, 1
3

�

sin 3πnx x ∈
�

1
3 , 1
� , n ∈ N, (5.21)

u3,n(x) =

¨

0 x ∈
�

0, 1
3

�

− cos 3π
�

n− 1
2

�

x x ∈
�

1
3 , 1
� , n ∈ N.

(5.4) ve (5.21) formüllerini karşılaştırarak

y1,n(x) = u1,n(x) +O
�

1
n

�

, n ∈ N,

y2,2n(x) = u2,n(x) +O
�

1
n

�

, n ∈ N (5.22)

y2,2n−1(x) = u3,n(x) +O
�

1
n

�

, n ∈ N,

elde ederiz. Aşağıdaki ifadeleri alalım

e1,n(x) =

¨

sin3πnx x ∈
�

0, 1
3

�

0 x ∈
�

1
3 , 1
� ,
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e2,n(x) =

¨

0 x ∈
�

0, 1
3

�

sin3πnx x ∈
�

1
3 , 1
� ,

e3,n(x) =

¨

0 x ∈
�

0, 1
3

�

− cos3π
�

n− 1
2

�

x x ∈
�

1
3 , 1
� .

Teorem 5.3, {sin 3πnx}n∈N sisteminin Gp),ρ

�

0, 1
3

�

de bir baz oluşturduğunu ifade

eder. Deği̧skeni t = 3x−1
2 şeklinde deği̧stirerek, {sin 3πnx;− cos 3π

�

n− 1
2

�

x}n∈N
sisteminin Gp),ρ

�

1
3 , 1
�

de bazlık özellikleri {sinπnt}n∈N sisteminin Gp),ρ(0,1) de bazlık

özelliklerine indirgenir. Böylece, {ei,n}i=1,3,n∈N sistemi Gp),ρ(0,1) de bir baz oluşturur.

(5.21) ifadesine göre, {ui,n}i=1,3,n∈N sistemi {ei,n}i=1,3,n∈N sistemi aracılığıyla

ui,n(x) =
3
∑

j=1

a(n)i j e j,n(x), i = 1,2, 3, n ∈ N, (5.23)

forlümüne dönüştürülür. (5.23) dönüşüm matrisi katsayıları

An =







1 1 0

2(−1)n 1 0

0 0 1






,

şeklindedir ve det An = 1 − 2(−1)n ̸= 0. Bu nedenle Teorem 2.3 ile, {ui,n}i=1,3,n∈N

sistemi de Gp),ρ(0,1) de bir baz oluşturur. Buradan alınır ki {û0}∪{ûi,n}i=1,3,n∈N sistemi

Gp),ρ(0,1)⊕C de bir baz oluşturur ve

û0(x) = (0,1), ûi,n(x) =
�

ui,n(x); 0
�

, i = 1, 3, n ∈ N.

Ayrıca, keyfi bir f̂ = ( f ,α) ∈ Lp),ρ(0,1)⊕C alındığında, Lemma 5.1 gereği, Lp),ρ(0,1)
nin Lr(0, 1) de sürekli gömülmesi olacak şekilde bir r ∈ (1,2) sayısı vardır. O zaman

f ∈ Lr(0, 1) ve Hausdorff-Young eşitsizliği ile Lp),ρ(0,1) ⊂ Lr(0,1) sürekli gömmesine

göre
�

3
∑

i=1

+∞
∑

n=1

�

�< f , ei,n >
�

�

r ′
�

1
r′

≤ M ∥ f ∥Lp),ρ(0,1) , (5.24)

ifadesine ulaşılır. Burada M > 0 bir sayı ve 1
r +

1
r ′ = 1. Buradan kolaylıkla görülür ki

{vi,n}i=1,3,n∈N sistemi {ei,n}i=1,3,n∈N sistemi aracılığıyla

vi,n(x) =
3
∑

j=1

b(n)i j e j,n(x), i = 1,2, 3, n ∈ N,
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formuna dönüşür ve dönüşüm matrisi Bn =
�

b(n)i, j

�

=
�

A−1
n

�∗
olur. O zaman

�

�< f , vi,n >
�

�

r ′ ≤

�

3
∑

j=1

�

�

�b(n)i j

�

�

�

r
�

r′
r 3
∑

j=1

�

�< f , e j,n >
�

�

r ′
.

Dolayısıyla, (5.24) dikkate alındığında,

�

3
∑

i=1

+∞
∑

n=1

�

�< f , vi,n >
�

�

r ′
�

1
r′

≤ sup
n

�

3
∑

j=1

�

�

�b(n)i j

�

�

�

r
�

1
r
�

3
∑

i=1

+∞
∑

n=1

�

�< f , ei,n >
�

�

r ′
�

1
r′

≤

≤ M1 sup
n

�

3
∑

j=1

�

�

�b(n)i j

�

�

�

r
�

1
r

∥ f ∥Lp),ρ(0,1) = M2 ∥ f ∥Lp),ρ(0,1) , (5.25)

elde edilir. Böylece (5.25) ifadesi ve < f , v0 >= α göz önüne alındığında,

�

3
∑

i=1

+∞
∑

n=1

�

�< f , vi,n >
�

�

r ′
+ |< f , v0 >|

r ′
�

1
r′

≤

�

3
∑

i=1

+∞
∑

n=1

�

�< f , vi,n >
�

�

r ′
�

1
r′

+ |< f , v0 >|
r ′ ≤

≤ M2 ∥ f ∥Lp),ρ(0,1) + |α| ≤ M2

�

∥ f ∥Lp),ρ(0,1) + |α|
�

= M2





 f̂






Lp),ρ(0,1) ,

alınır. Bu eşitsizlik ise {û0} ∪ {ûi,n}i=1,3,n∈N sisteminin Gp),ρ(0, 1) ⊕ C de bir r ′−baz

oluşturduğunu gösterir. Şimdi

ŷ0(x) = (y0(x), 1) = (0, 1),

ŷ1,n(x) =
�

y1,n(x), my1,n

�

1
3

��

,

ŷ2,n(x) =
�

y2,2n(x), my2,2n

�

1
3

��

,

ŷ3,n(x) =
�

y2,2n−1(x), my2,2n−1

�

1
3

��

.

ifadelerini ele alalım. (5.22) den ∀r : r > 1 için

3
∑

i=1

+∞
∑

n=1





 ŷi,n − ûi,n







r

Lp),ρ(0,1)⊕C < +∞,

koşulu bulunur ve böylece { ŷ0} ∪ { ŷi,n}i=1,3,n∈N ve {û0} ∪ {ûi,n}i=1,3,n∈N sistemleri

r−yakın olur. [80] sonuçlarından { ŷ0} ∪ { ŷi,n}i=1,3,n∈N sisteminin Lp(0, 1) ⊕ C de
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minimal olduğu görülür ve onun biortagonal {v̂0} ∪ {v̂i,n}i=1,3,n∈N sistemi

v̂0(x) = (0;1), v̂i,n(x) = (vi,n(x); 0), i = 1, 2,3, n ∈ N,

formunda olur. Burada

v1,n(x) =

¨

6
1−2(−1)n sin 3πnx x ∈

�

0, 1
3

�

− 6(−1)n

1−2(−1)n sin3πnx x ∈
�

1
3 , 1
� ,

v2,n(x) =

¨

− 6
1−2(−1)n sin3πnx x ∈

�

0, 1
3

�

3
1−2(−1)n sin 3πnx x ∈

�

1
3 , 1
� ,

v3,n(x) =

¨

0 x ∈
�

0, 1
3

�

−3 cos3π
�

n− 1
2

�

x x ∈
�

1
3 , 1
� .

Lp(0, 1) ⊂ Lp)(0, 1) ⊂ Lp−ϵ(0, 1), 0 < ϵ < p − 1 gömülmesini göz önüne alarak,

{v̂0} ∪ {v̂i,n}i=1,3,n∈N sisteminin Lp)(0, 1) ⊕ C de ki lineer sürekli fonksiyonellerin bir

sistemi olduğunu görürüz, yani { ŷ0}∪{ ŷi,n}i=1,3,n∈N sistemi Lp)(0,1)⊕C de minimaldir.

Böylece {û0} ∪ {ûi,n}i=1,3,n∈N sisteminin Gp),ρ(0, 1)⊕C de bir r ′−baz olması ve { ŷ0} ∪
{ ŷi,n}i=1,3,n∈N sisteminin {û0} ∪ {ûi,n}i=1,3,n∈N sistemine r−yakın olmasından, { ŷ0} ∪
{ ŷi,n}i=1,3,n∈N sisteminin minimalliği ve Teorem 5.1 ile birlikte açıkça ifade edebiliriz

ki { ŷ0} ∪ { ŷi,n}i=1,3,n∈N Gp),ρ(0,1) ⊕ C de {û0} ∪ {ûi,n}i=1,3,n∈N sistemine izomorfik bir

baz oluşturur. Böylece teoremi ispatlamı̧s oluruz. ■

5.3 Özfonksiyonlar Sisteminin Lp),ρ Uzaylarında Bazlığı

Bir önceki kısımda (5.1), (5.2) problemini Gp),ρ(0,1) ⊕ C uzayında incelemi̧stik.

Sıradaki teoremde ise, (5.1), (5.2) probleminin özvektörler ve ilgili vektörlerinin

{y0} ∪ {yi,n}i=1,2,n∈N sisteminin bazlık özelliklerini Gp),ρ(0,1), 1 < p < +∞ uzayında

çalı̧sacağız.

Teorem 5.6. ρ ağırlık fonksiyonu Ap(0,1) sınıfına ait olsun. O zaman aşağıdaki ifadeler

doğrudur:

1. eğer {y0} ∪ {yi,n}i=1,2,n∈N sisteminden basit bir özdeğere kaŗsılık gelen keyfi bir

y2,n0
(x) fonksiyonunu atarsak, ortaya çıkan sistem Gp),ρ(0,1), 1 < p < +∞ uza-

yında bir baz oluşturur;

2. eğer {y0} ∪ {yi,n}i=1,2,n∈N sisteminden keyfi bir y1,n0
(x) fonksiyonunu atarsak, or-

taya çıkan sistem Gp),ρ(0,1), 1 < p < +∞ uzayında bir baz olmaz. Dahası bu

sistem Gp),ρ(0,1), 1< p < +∞ de tam ve minimal de olamaz.
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İspat. Teorem (5.14) den, { ŷ0} ∪ { ŷi,n}i=1,2,n∈N sistemi

ŷ0(x) = (0,1),

ŷi,n(x) =
�

yi,n(x); myi,n

�

1
3

��

, i = 1, 2,

Gp),ρ(0,1)⊕C de bir baz oluşturur ve (5.19), (5.20) formülleri ile verilen biortagonal

bir {ẑ0} ∪ {ẑi,n}i=1,2,n∈N sistemine sahiptir. y2,n0
(x), (5.1), (5.2) probleminin basit

bir özdeğere karşılık gelen bir özfonksiyonu olsun. y2,n0
(x) nin olmadığı {y0} ∪

{yi,n}i=1,2,n∈N sistemi için δ = mz2,n0

�

1
3

�

̸= 0 sağlandığından, Teorem 5.1 sayesinde bu

sistemin Gp),ρ(0,1) de bir baz oluşturduğunu söyleyebiliriz, yani 1. ifade sağlanmı̧s

olur.

Sıradaki ise, keyfi bir y1,n0
(x) fonksiyonunu alalım ve y1,n0

(x) nin çıkarıldığı {y0} ∪
{yi,n}i=1,2,n∈N sisteminin bazlık özelliği sorusunu düşünelim. Bu sistem için δ =
mz1,n0

�

1
3

�

= 0 ifadesine sahibiz. O zaman Teorem 5.1 den ortaya çıkan sistemin

Gp),ρ(0,1) de tam ve minimal olmadığı sonucuna ulaşmı̧s oluruz. ■
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6
SONUÇ VE ÖNERİLER

Bu tez ile yapılan çalı̧smalar neticesinde standart olmayan uzaylardan biri olan

grand-Lebesgue uzaylarında bir spektral problem incelenmi̧s ve benzer problemler

için bazlık özelliklerinin incelenmesinde farklı yöntemlere başvurulması gerektiği

görülmüştür. Dikkat edilecek olursa, (1.1),(1.2) probleminin özfonksiyonlar

sisteminin grand-Lebesgue uzaylarında bir baz oluşturduğunun ispatı için

bazlık kriterlerinden (tamlık, minimallik ve projeksiyonların düzgün sınırlılığı)

yaralanılmı̧stır. Ancak ağırlıklı grand-Lebesgue uzayı için ele alınan (5.1),(5.2)

probleminin özfonksiyonlar sisteminin bazlığı bir takım ara teoremler kullanılarak

ispatlanmı̧stır. Bu ise problemde ifade ettiğimiz iki ucu sabit bir telde, yükü telin tam

ortası yerine 1
3 . noktasından asıldığında hem özdeğer ve özfonksiyonların asimtotik

formüllerini hem de özfonksiyonlar sisteminin bazlık özelliklerini incelemek için

farklı metodlar gerekmektedir. Bu nedenle, bu tür problemlerin grand-Lebesgue

uzayları gibi standart olmayan uzaylarda incelenmesi yeni metotların bulunması ve

kullanılmasını gerekli hale getirmi̧stir.

Problemimizde ise yükün, telin bir başka noktasından asılması durumunda ortaya

çıkabilecek zorluklar ve bu zorluklar için öğrenilmesi gereken yeni yöntemlerin varlığı,

yeni çalı̧smalarımda beni fazlasıyla motive etmektedir. Örneğin yükün telin orta

noktası ile 1
3 . noktasında olması durumunda özdeğerlerin asimtotik formülleri benzer

yöntemler ile ancak farklı şekilde bulunmaktadır. Yükün bir başka konumda olması

özdeğerler için yeni asimtotik formüllerin bulunmasını gerektirmektedir.

Ayrıca sisteme dı̧sarıdan bir başka kuvvet uygulandığında elde edilen problemin

hem özdeğerleri hem de özfonksiyonlarının asimtotoik formülleri deği̧seceğinden,

yeni oluşacak özfonksiyonlar sisteminin bazlık özelliklerinin incelenmesi bu alandaki

araştırmacılar için geni̧s bir çalı̧sma sahası oluşturmaktadır.
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