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OZET

Agirlikh Bir Telin Titresim Probleminin Grand-Lebesgue
Uzaylarinda Spektral Ozellikleri

Fatih SIRIN

Matematik Anabilim Dali

Doktora Tezi

Danisman: Doc. Dr. Yusuf ZEREN

iki ucu sabit, ortasinda yiik asihi bir ipin titresim probleminin Fourier metodu ile
coziimiinde, sinir kosullarinda spektral bir parametre olan spektral problem ortaya
c¢ikmaktadir. Bu tiir problemlerin ¢oziimlerinde, problemin 6zfonksiyonlar ve iligkili
fonksiyonlar sisteminin uygun uzaylarda bazlik 6zelliklerinin incelenmesi gerekir.
Bu calismada, sinir kosullarinda spektral parametre bulunan ikinci mertebeden
bir diferansiyel denklem igin siireksiz spektral problemin 6zfonksiyonlar sisteminin
np(—1L1),1 < p <

+00 agirlikli grand-Lebesgue uzay: icin incelenmistir. Grand-Lebesgue uzaylarinin

bazhig1 L,(—1,1),1 < p < +oo grand-Lebesgue uzay1 ve L

ayrilabilir olmamasi sebebiyle, oteleme (shift) operatorii kullanilarak tanimlanan,
G,)(—1,1) ayrlabilir alt uzay diisiintilmiistiir. ilk olarak spektral problemin 6zdeger
ve Ozfonksiyonlarinin asimtotik formiilleri bulunmus, daha sonra problemin Green
fonksiyon yapisim1 kurularak, problemden {iretilen lineerlestirilmis operatorii ve
rezolvent yapisi G,)(—1,1) ® C uzay iizerinde olusturulmustur. Tanimlanan stireksiz
diferansiyel operatoriin 6zfonksiyonlar sisteminin bazlik kriterleri (tamlik, minimallik,
projeksiyonlarin diizglin simirlihgr) G,)(—1,1)@C, 1 < p < +00 uzayinda ispatlanarak
ozfonksiyonlar sisteminin bazlig1 elde edilmistir. Sonrasinda ise ele alinan problemin
ozfonksiyonlar sisteminden cift indisli herhangi bir fonksiyon cikarildiginda, geriye

kalan sistemin G,y(—1,1),1 < p < +00 uzaylarinda bir baz olusturdugu gésterilmistir.

Agirlikli grand-Lebesgue uzayr da ayrilabilir olmadigi icin benzer yontemle
Gpp(0,1),1 < p < +00 uygun alt uzayr tammlanmigti. Bu boliimde bir diger
spektral problem ele alinmistir. Bu problemde yiik telin tam ortasinda degil, telin %

noktasindadir. Telin iizerine asilan yiikiim konumunun degismesi sebebiyle problemin

X



ozdegerler ve o6zfonksiyonlarin asimtotik formiillerinin yeniden bulunmas: gerekir.
Sonrasinda p agirlik fonksiyonu Muckenhoupt sartin1 saglamasiyla, iistel sistelmerin,
trigonometrik sistemlerin bazlik ozellikleri G, ,(0,1),1 < p < +4o0o uzayinda
incelemistir. Spektral probleme uygun stireksiz diferansiyel operatoriin 6zfonksiyonlar
sisteminin G, ,(0,1) ® C,1 < p < +00 uzayinda bir baz olusturdugu, p—yakin ve
g—baz gibi kavramlar kullanilarak, trigonometrik sistemler araciligiyla ispatlanmistur.

Son olarak problemin 6zfonksiyonlar sisteminden belirli sartlar altinda keyfi bir

fonksiyonu ¢ikardigimizda kalan sistemin bazligiise G, ,(0,1),1 < p < +00 uzayinda

PP
elde edilerek hedeflenen calismalar tamamlanmistir.

Anahtar Kelimeler: grand-Lebesgue uzayi, siireksiz spektral problem, bazlik
ozellikleri, agirlikli grand-Lebesgue uzayi, Muckenhoupt kosulu
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ABSTRACT

Spectral Properties of a Vibration Problem of a Loaded
String in Grand-Lebesgue Spaces

Fatih SIRIN

Department of Mathematics

Doctor of Philosophy Thesis

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Yusuf ZEREN

In the solution of the vibration problem of a string with fixed two ends and with a mass
in the middle, which is the spectral parameter under boundary conditions, occurs with
the Fourier method. In solving such problems, it is necessary to examine the basicity
properties of the problem’s system of eigenfunctions and the associated functions in
appropriate spaces. In this study, the basicity of the eigenfunctions system of the
discontinuous spectral problem for a second order differential equation with spectral
parameters in boundary conditions is investigated for the grand-Lebesgue space
np(—1L1),1<p<

+00. Since the Grand-Lebesgue spaces are not separable, the G, (—1,1) separable

L,(—1,1),1 < p < 400 and the weighted grand-Lebesgue space L

subspace defined using the shift operator is considered. Firstly, the asymptotic
formulas of the eigenvalues and eigenfunctions of the spectral problem were found,
then the Green function structure of the problem was established and the linearized
operator and the resolvent structure generated from the problem were formed on
the G,)(—1,1) ® C space. The basicity of the system of eigenfunctions was obtained
by proving the basicity criteria (completeness, minimality, uniform limitation of
projections) of the eigenfunctions system of the defined discontinuous differential
operator in G,(—1,1) ® C,1 < p < +0o space. Afterwards, it was shown that
when any double-indexed function is removed from the eigenfunctions system of the

problem, the remaining system forms a base in the G,)(—1,1),1 < p < +00 spaces.

Since the weighted grand-Lebesgue space is not separable, the appropriate subspace
Gpp(0,1),1 < p < 400 is defined by a similar method. In this section, another

spectral problem is discussed. In this problem, the load is not in the middle of the

xii



string, but at the % point of the string. However, the asymptotic formulas of the
eigenvalues and eigenfunctions of the problem need to be found again. Afterwards,
the basicity properties of the exponential systems, trigonometric systems can be
investigated in the space G, ,
satisfying the Muckenhoupt condition. It has been proved through trigonometric

(0,1),1 < p < 400, with the weight function p

systems using concepts such as p-near and g-base that the system of eigenfunctions of
the discontinuous differential operator suitable for the spectral problem forms a base

in the G, ,(0,1)C, 1 < p < +00 space.

Finally, the thesis has been completed by obtaining the basicity of the remaining system
in Gp),p
eigenfunction system of the problem under certain conditions.

(0,1),1 < p < +o00 space when we discard an arbitrary function from the

Keywords: grand-Lebesgue space, discontinuous spectral problem, basicity

properties, weighted grand-Lebesgue space, Muckenhoupt condition

YILDIZ TECHNICAL UNIVERSITY
GRADUATE SCHOOL OF SCIENCE AND ENGINEERING
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1

GIRIS

Uzerinde bir yiik bulunan bir telin (veya bir cubugun) titresim problemi ile Fizik ve
Miihendislik alanlarinda oldukga sik karsilasilmaktadir. Ucg kisminda asili bir yiike
(6rnegin kiiciik bir ayna) sahip bir telin burulma (torsion) titresimlerinin incelenmesi,

bir¢ok 6lciim cihazinin teorisi i¢in 6nemlidir.

Bu tiirden bir problem, bir ucagin kanatlarinin titresimlerinin stabilitesinin
incelenmesi ile baglantili olarak 6zel bir 6nem kazanmistir. Bu sorunu ¢6zmek icin,
yliklerin (motorlar) oldugu kanadin (degisken kesitli kiris) karakteristik frekanslarini
hesaplamak gerekir. Ayrica jeofizik ve mekanik gibi alanlarda, 6rnegin elektronikte
istenen teknik 6zelliklere sahip iletim hatlarinin parametrelerini belirlerken([[1],[12])
ya da diinyanin yapisinin jeofizik modellemesi yapilirken([[3]]) de karsimiza bu tiir
problemler ¢cikmaktadir.

Tanimli oldugu araligin i¢c noktalarinda stireksizlik kosuluna sahip olan bu
problemlerin Fourier metodu kullanilarak coziimlenmelerinde, sinir kosullarinda
spektral parametre iceren spektral problemler ortaya ¢ikmaktadir. Bu problemlerin
¢oziimlerinde ise ortaya problemin o6zvektorler sisteminin uygun fonksiyon
uzaylarinda bazlik problemleri olusturmaktadir.  Ozvektorler sisteminin bazlik
ozelliklerini uygun fonksiyon uzaylarinda incelemek, problem icin olusturulmus
tekil ¢oziimlerin dogrulanmasi acisindan cok onemlidir (bkz. [4],[5]). Gelisen
teknoloji ile birlikte ortaya koyulan iiriinlerin deneme (test) asamalar1 daha da
onemli ve daha maliyetli hale gelmis, iretimden daha fazla zamani test asamalarina
ayirmak mecburiyetinde kalinmistir. Elde edecegimiz sonug ile bu tiir problemlerin
dogrulugunun, yani temeli bu problemlere dayanan sinyal ve goriintii isleme gibi
cihazlarin testlerinin matematiksel olarak yapilabilecegi bir yontem olusturabilecek
ve farkli test asamalarindaki zaman ve maliyet konusunda ciddi bir tasarruf
saglanabilecektir.



1.1 Literatiir Ozeti

Denklemin kendisine ve sinir kosullarina bir spektral parametre iceren adi diferansiyel
operatorler icin spektral problemler, X = X, @ C™ seklindeki Banach uzaylarinda
tanimlanan bir lineerlestirilmis operator insa ederek, lineer spektral bir probleme
indirgenir; X, burada herhangi bir Banach uzayi, C> ise C kompleks diizlemin bir
m toplamidir.

Diferansiyel operatoriin spektral 6zelliklerinin incelenmesinde bazlarin olusturulmasi
icin yeni yoOntemler gerekir. Bu, bircok matematik¢i icin, bir diferansiyel
operatoriin 6zel fonksiyonlar sistemlerinin, cogunlukla 6zfonksiyonlarin ve iligkili
fonksiyonlarinin bazlik 6zelliklerini (tamlik, minimallik, bazlik gibi) yogun bir sekilde
incelemesi icin bir motivasyon kaynagidir. Bu oOzellikleri olusturmak icin c¢esitli
yontemler gelistirilmistir(bkz. [|649]). Siireksiz diferansiyel operatér durumunda,
bazlig1 standart yontemlerle ele alinamayan 6zfonksiyon sistemleri ortaya cikar. Bu
duruma biraz 1s1k tutmak icin, ikinci dereceden siireksiz diferansiyel operator igin

asagida ifade ettigimiz spektral problemi ele alalim.

Ortasinda bir yiik asili olan, biri ya da her iki ucunda sabitlenmis bir telin titresim
probleminin ¢oziimi, bir siireksizlik noktasina sahip asagidaki spektral problemin

¢ozlimiine indirgenir [[10]]:

y'(x)+Ay(x)=0, x €(—1,0)u(0,1), (1.1)

y=1)=y@1)=0,
y(=0) = y(+0), , (1.2)
Y'(=0)—y'(+0) = Amy(0),

burada A spektral parameter ve m sifirdan farkli bir kompleks sayidir. Bu tiir spektral
problemler, iki ucu sabit, ortasinda bir yiik asili bir telin titresim probleminin Fourier
metodu ile ¢oziilmesiyle ortaya cikar [[10,11]]. Bu metodun kullanimi uygun fonksion
uzaylarinda (genelde Lebesgue veya Sobolev uzaylarinda) {u, ,;i, ,} seklindeki cift

sistemlerinin bazlik 6zelliklerinin calisilmasini gerektirir.

(1.1p,(1.2) problemi [J5, [11]] monograflarinda incelenmistir. ~ Sinir kosullarinda
spektral parametresi olan adi diferansiyel operatorler icin spektral problemler
[12] ’de daha genel bir ifadede incelenmistir ~ Spektral problemin Lebesgue
uzaylarinda spektral genislemesinin yakinsakligi1 ve bazlik 6zellikleri, onciiliigiinii [[13]
caligmasinin yaptig1 bir cok makalede karsimiza ¢ikmaktadir [8, (9, (11]]. Bu konuyla
ilgili makalelerin cogunda, siireksizlik noktas1 olmayan problemler ele alinmistir. [[14+~
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16]] makalelerinde ise siireksizlik noktasi ve sinir kosullarinda spektral parametreli
spektral problemler incelenmistir. Bu tiir problemler matematik, mekanik, fizik
ve diger bilim alanlarinda 6nemli bir rol oynar ve bu problemlerin uygulamalari
malzeme 6zelliklerindeki stireksizliklerle ilgilidir. Bir siireksizlik noktasi olan spektral
problemlerin 6zfonksiyon sistemlerinin bazlik 6zelliklerini incelemek bazen daha 6nce

bilinenden farkli yontemler gerektirir.

[17] de ise (1.1),(1.2) problemi ele alinmis ve problemin 6zvektorler sisteminin
L,(—1;1)@C, 1 < p < +00 uzayinda bir baz, p = 2 igin ise bir Riesz baz olusturdugu
ispatlanmistir (daha farkli metotlar1 iceren calismalar icin bakiniz [[13, 18-23]). Ozel
olarak, [[18] de (1.I),(1.2) problemi agirlikli Lebesgue uzaylarinda incelenmistir.
Bu tiir problemlerin ¢6ztimiinde genellikle baz pertiirbasyon teori kullanilir. Bazi
pertiirbe edilmis trigonometrik sistemlerin bazlik problemleri Morrey-tipli uzaylarda
calisitlmistir [|1, 24-33]].

Son zamanlarda ise, matematigin farkli alanlarina uygulamalar baglaminda standart
olmayan cesitli uzaylara ilgi artmistir. Bu uzaylarin arasinda degisken toplanabilirlik
indeksli Lebesgue uzaylari, Morrey uzaylari, grand-Lebesgue uzaylar: v.b. uzaylardan
bahsedebiliriz. Cauchy cekirdegine sahip Singiiler operatoriin sinirlilik problemleri,
maksimal fonksiyon, Hilbert doniistimii gibi harmonik analizin bircok klasik olgusu
bu uzaylara genisletilmistir (bkz. [2,|34-46[]). Bu sonuclar, bu uzaylarda diferansiyel
denklemler teorisi, kismi diferansiyel denklemler teorisi vb. problemlerin dikkate
alinmasini saglamaktadir. Bunun icin, elbette, dikkate alinan uzaylarda karsilik gelen
diferansiyel operatorlerin 6zfonksiyonlarinin bazlik 6zelliklerini incelememiz gerekir.
Ayrilabilir olmayan uzaylarda ise, diferansiyel denklemimize uygun ayrilabilir alt

uzaylar1 diisiinmemiz gerekir.

Bu baglamda, calismamiz ((1.1),(1.2) probleminin 6zfonksiyonlar sisteminin bazlik

ozelliklerinin L,(—1; 1) grand-Lebesgue uzayinda ¢aligilmasi ile ilgilidir.

1992 yilinda T. Iwaniec ve C. Sbordone tarafindan tanimlanan grand-Lebesgue uzay1
Jacobian determinanti icin intergrallenebilme 6zellikleri incelenirken tanimlanmistir
[47]. Grand-Lebesgue uzaylar1 kismi diferansiyel denklemler teorisinde (bkz. [3|
48-53]]), fonksiyon uzaylar teorisinde (bkz. [|54-57]) ve sinir deger problemlerinde
(bkz. [58, 59]) 6nemli uygulamalara sahiptir. Bu sebepler bizi problemimizin

grand-Lebesgue ve agirlikli grand-Lebesgue uzaylarinda incelemeye tesvik etmistir.

Ayrica lineer olmayan esneklik teorisi, akiskanlar mekanigi, goriintii isleme ve
birtakim fiziksel olaylarin matematiksel modellemesi ile karsilasilan lineer olamayan
kismi diferansiyel denklemlerin c¢oziimiinde standart olmayan yeni uzaylarin

gerekliligi ve giiniimiizde (0zellikle son yillarda) bircok Onemli arastirmacinin



(Bilal Bilalov, Alberto Fiorenza, Alexandre Meskhi, Vakhtang Kokilashvili, [[60-68]])

grand-Lebesgue uzaylarindaki calismalar1 bu uzayin énemini arttirmaktadir.

1.2 Tezin Amaci

iki ucu sabit, ortasinda bir yiik asili bir telin titresim probleminin Fourier yontemi
ile (bir baska ifade ile degiskenlerine ayirma yontemi) sinir kosullarinda spektral
bir parametre olan (1.1)),(1.2)) spektral problemini elde ederiz. Bu calismamiz
ile (1.1I),(1.2) probleminin O6zvektorler sistemini grand-Lebesgue uzaylarinda
incelemis olacagiz. Ayrica agirlikli grand-Lebesgue uzaylarinda da benzer bir
problemi inceleyecegiz. Ulasilacak sonug ile (1.1),(T1.2) probleminin 6zvektorler
sisteminin agirlikli grand-Lebesgue uzaylarindaki bazlik 6zelliklerinin benzer sekilde

gosterilebilecegini ifade edecegiz.

1.3 Hipotez
(1.1)-(1.2) problemi asagidaki 6zdegerlerin iki serisine sahiptir [[17]]:

Aip= (rn)’,n=1,2,..,
Agn=p5.,n=0,1,2,..,

2
Tmn

Burada p, ,, py, = Tn+ + O(%) seklinde asimtotik formiillere sahiptir ve uygun
ozfonksiyonlar

Uy,_(x)=sintnx,n=1,2,...,

sin 1+x),xe€[-1;0
uzn(X)={ Pl x)x el=101 o 5

sin (1), x € [0;1]

formundadar.

L,)(—1;1) uzayinin ayrilabilir olmamasi nedeniyle, spektral problem igin uygun bir
alt uzay almahyiz. L, (—1;1) de siirekli fonksiyonlarin yogun oldugu G,)(—1;1) alt
uzayini tanimlayarak, [[17|] de verilen metod ile, {ﬁn}:io vektorler sisteminin bazlig
G,(—=1;1)®C, 1 < p < +00 uzay icin gosterecegiz. Ayrica, eger {u,} - sisteminden
keyfi bir cift indisli fonksiyonu ¢ikardigimizda, geriye kalan sistem G,)(—1;1) de bir

baz olusturur.

p(.) genel bir agirlik olmak tizere, L, ,(0,1),1 < p < +00 agirlikli grand-Lebesgue

p)p
uzayinda asagidaki siireksiz spektral problemini diisiinelim:



y"(x)+ Ay(x) =0, x e (o, %) U (1, 1), (1.3)

y(0)=y(1) =0,
y(G—0)=y(3+0), , (1.4)
Y'(5G-0)—y'(53+0)=Amy(3),m#0.

burada A bir spektral parametre ve m sifirdan farkli bir kompleks sayidir.

Eger p(.) agirlik fonksiyonu Muckenhoupt sartini saglarsa, problemin 6zfonksiyonlar

sistemi Gp)’p

ozfonksionlar sisteminden sonlu sayida ve bazi fonksiyonlarini1 c¢ikardigimizda,

(0,1)®C,1 < p < +o00 uzayinda bir baz olusturur. Daha sonra, problemin

geriye kalan sistem ise, Muckenhoupt kosulunu saglayan p(.) agirlik fonksiyonu ile
Gp)5(0,1),1 < p < +00 uzayinda bir baz olusturur.

1.4 Genel Bakis

6 boliimden olusan tezin ilk boliimiinde tizerinde ¢alistigimiz fiziksel problem ve bu
problemin ¢oziimiinde elde edilen spektral problemden bahsedilmistir. 2. Boliimde
tez boyunca kullanilacak olan temel tanim ve teoremler yer almaktadir. Bolim 3
de ifade ettigimiz problemimizin 6zdeger ve 6zfonksiyonlarinin asimtotik formdilleri
verilip, problemin c¢6ziiml i¢in kullanilacak Green fonksiyonunu kurarak, yine
problemden iiretilen lineerlestirilmis operatorii ile onun rezolvent yapisinin kurulma
asamalar1 incelenmistir.  Problemin lineerlestirilmis operatoriiniin elde edilmesi
icin tizerinde calisacagimiz grand-Lebesgue uzaylar: iizerine bir takim o6zellikler ve
probleme uygun alt uzay1 tanimlanmistir. Bir sonraki boliim ise bu alt uzay iizerinde,
lineerlestirilmis operatoriin 6zfonksiyonlar sisteminin bir baz olusturdugunun ispat
asamalarn tzerinedir. Bunun icin bazlik kriterlerinden yararlanilmis ve sistemin
aldigimiz alt uzayda tam, minimal ve projeksiyonlarinin (izdiisiim) diizglin sinirh
oldugu gosterilerek, sistemin bir baz olusturdugu kanitlanmistir. 5. BOliim ise
problemimizdeki yiikiin farkli bir konuma alinmasiyla ortaya cikan problemi
lizerinedir. Bu problem icin 6zfonksiyonlar sisteminin, agirlikli grand-Lebesgue
uzaylarinda bazlig1 incelenmistir. Muckenhoupt sartin1 saglayan agirlik fonksiyonu
ile bu uzay icin de bolim 4 de oldugu gibi uygun bir alt uzay, benzer sekilde
alinamaktadir. Ancak bu béliimde sistemin bazlik 6zellikleri daha farkl bir yol ile,
oncelikle tistel ve trigonometrik fonksiyonlar sisteminin bazlik 6zellikleri incelenerek

kanitlanmistir. Son boliim ise sonug ve Onerilerin oldugu béliimiidiir.



2

TEMEL KAVRAMLAR

Calismalarimiz boyunca yararlanacagimiz ve kullanacagimiz bazi temel tanim ve

teoremleri inceleyelim.

Hazirlamis oldugumuz bu calismanin daha anlasilir olmasi sebebiyle oncelikle
incelemis oldugumuz fiziksel problemi biraz daha ayrintili inceleyelim (Daha
fazla ayrinti icin, Ozellikle fiziksel kisim ile ilgili olarak bizim de biiylik Olciide

faydalandigimiz [[10] i inceleyebilirsiniz.).

2.1 Telin Titresim Denklemi

ikinci mertebeden kismi tiirevli hiperbolik tip denklemler ile daha cok titresim
islemleriyle iligkili fiziksel problemlerde karsilasiimaktadir ve bu denklem dalga

denklemi olarak adlandirilir.

2.1.1 Telin Enine Titresim Denklemi

[ boyunda bir telin her noktasi onun x koordinatinin degeri olarak belirlenebilir. Bir
telin titresim siireci, zamanin farkli anlarinda telin noktalarinin konumu verilerek
tanimlanabilir.  Bir t aminda telin bir noktasim1 belirlemek icin t aninda bir
x noktasinin yer degistirme vektoriiniin {u,(x,t),u,(x,t),us(x,t)} bilesenlerini

vermemmiz yeterlidir.

Bir telin titresim problemindeki en basit hali ele alalim. Telin yer degistirme vektori
(x,u) diizleminde olsun ve yer degistirme vektorii herhangi bir anda u’nun x eksenine
dik oldugugunu varsayalim. Titresim siireci dikey titresimi karakterize eden bir
u(x,t) fonksiyonu ile tanimlanabilir. Teli esnek elastik bir tel olarak ele alacagiz.
Matematiksel olarak bu, teldeki gerilimin her zaman tegetler boyunca anlik profiline
yonlendirildigi anlamina gelir (Sekil 2.1). Bu kosul, telin biikiilmeye direnmedigi

anlamina gelir.



Elastik olmasi nedeniyle telde olusan gerilim Hooke yasasindan hesaplanabilir. Telin

kiictik titresimlerini diisiinelim ve biitiinliik icin U, ’in karesini ihmal edelim.

X X2 L
Sekil 2.1 Teldeki gerilim

Bu kosulu kullanarak, (x;,x,) parcasinda olan uzamayi hesaplayalim. Bu yayin

uzunlugu
X2
S’ZJ V1+udx = x,—x; =8.
X1

Boylece, varsayilan dogruluk sinirlar1 dahilinde, titresim siirecinde telin parcalarinda
hi¢bir uzama meydana gelmez. Bu nedenle, Hooke yasasindan, herhangi bir noktadaki
T geriliminin zamanla degismedigi sonucu c¢ikar. Gerilimin de x ten bagimsiz
oldugunu gosterelim, yani

T =T, =sabit.

Gerilimin x ve u eksenlerindeki projeksiyonlari

T,=(x)=T(x)cosa = T = T(x),

V14 (u,)?
T,(x)=T(x)sina=T(x)tana = T(x)u,,

burada a u(x, t) egrisinin tegeti ile x ekseni arasinda olusan agidir.

(x1,x,) parcasinda ¢ekme kuvvetleri, dis kuvvetler ve hareketsizlik kuvvetleri etki
eder. x ekseni tizerindeki cekme kuvvetlerinin izdiistimlerinin toplami sifira esit
olmalidir (yalnizca enine titresimleri dikkate aliyoruz). hareketsizlik kuvvetleri ve

dis kuvvetler varsayima gore u ekseni boyunca yonlendirildigi icin
T.(xy)— T, (x;)=0 veya T(x;) = T(x5). 2.1)

X, ve x, keyfi oldugundan, gerilimin x’e bagli olmadig1 sonucu cikar, yani tiim x ve t



degerleri icin
T=T,. (2.2)

Bir telin enine titresimlerinin denklemini tiiretmek icin Newtonun ikinci yasasini

kullanmaliy1z. (x;, x,) elementinin u ekseni boyunca momentumunun bileseni

J u, (€, t)e(&)ds,

burada p telin lineer yogunlugudur. At = t, — t; zaman araliginda momentum
degisimini

fQ(é)[uf(i,tz)—ut(i,tl)]di

X, ve x, noktalarindaki T,u, geriliminden olusan, etki eden kuvvetlere ve birim
uzunluk basina yogunluk (yiik) f(x,t) ile siirekli olarak dagilmis sekilde ele
alacagimiz dis kuvvetlere esitleyelim. Sonuc olarak, bir telin elemaninin enine

titresimleri icin

J [u.(€, t2) —u, (&, t1)]o(E)dE

f 2 T, [ux(xz,r)—ux(xl,r)]dT+J ZJ 2f(§,r)d§dr. (2.3)

integral formdaki denklemi elde ederiz.Diferansiyel denkleme gecmek icin u(x, t)'nin
ikinci mertebe tiirevlerinin varligini ve stirekliligini varsayiyoruz. Boylece, ortalama

deger teoreminin iki kez uygulanmasi sonrasi, formiili
u (&5, ) ()AL AX = {To[u, (E7), 7]+ f (xT™, ™)} At Ax,
ifadesini verir ve burada
X EH ERE C (xp, X,) ve 5, £, £ C (b, t)
olur. AxAt ye boliip x, — x; limitini aldigimizda

t, — t, olur ve boylece
Touyy = Que — f(x, ), (2.4)

bir telin enine titresimleri icin diferansiyel denklemi elde ederiz. Yogunlugun sabit
oldugu durumda denklem genellikle su sekilde yazilir:

u, = au,, +F(x,t) (a =\ %) , (2.5)



folt)

Sekil 2.2 x, noktasindaki yogun bir f,(t) kuvveti ile olusan titresim

ve burada .
F(X, t) = Ef(x: t) (26)

birim kiitleye atfedilen kuvvetin yogunlugudur. Harici bir kuvvetin yoklugunda
homojen bir denklem elde ederiz ve

bir telin serbest titresimlerini tanimlar. Bu denklem, hiperbolik tipte bir denklemin en

basit 6rnegidir.

Eger x,,(x; < x, < Xx,) noktasinda yogun bir f,(t) (Sekil kuvveti uygulanirsa,
(12.3) denklemi

J [ut(é,tz)—ut(&tl)]Q(é)di—f f f(E,m)dEdT =

:f ZTO[ux(XZJT)_ux(xlfT)]dT+f ZfO(T)dT:

seklinde yazilabilir. Teldeki noktalarin hizlar1 sonlu oldugundan, bu denklemin sol
tarafindaki integraller x; — x, ve x, — x, oldugunda, sifira gider ve (2.3)) denklemi

f To[ux(xo+O,T)—ux(x0—0,r)]d’c=—f fo(T)dr, 2.7)

seklini alir. Ortalama deger teoremini kullanarak, denklemin her iki tarafin1 At’ye

bolerek ve t, — t; oldugunda limite gegerek
X0+0 1
ux(xzt) :_Ffo(t):
0

XO_O

elde ederiz. Boylece konsantre kuvvetin uygulama noktasinda birinci tlirevler



siireksizdir ve (2.4) diferansiyel denklemi anlamin: yitirir. Bu noktada

u(xO + O, t) = u(xo - 09 t): } (2 8)

ux(XO + O, t) - ux(XO - O’ t) = _Tlofo(t)

iki sartin saglanmasi gerekir. Bunlardan birincisi telin siirekliligini ifade eder, ikincisi

telin x, noktasindaki biikiilmesini belirler.

2.1.2 Telin Boyuna Titresim Denklemi

Bir telin boyuna titresimleri icin denklemler benzer sekilde elde edilir. [ uzunlugunda
bir tel diisiinelim. Boyuna titresimler, denge konumunda x* koordinatina sahip
bir noktanin t anindaki yer degistirmesini temsil eden bir u(x,t) fonksiyonu ile
tanimlanabilir. Dalga denklemini tiiretirken, yer degistirme tarafindan iiretilen

gerilimin Hooke yasasini izledigini varsayacagiz.

(x,x+ Ax) elemaninin t anindaki uzamasini hesaplayalim. t zamaninda bu elemanin

uclarinin koordinatlari su degerlere sahiptir:
x+u(x,t);x + Ax +u(x + Ax, t),

ve gerilme

[Ax +ux + Ax,Ati —uOIZAY ) w+eax,t), (0s6<1)

seklindedir. Ax — O iken limite gecildiginde x noktasindaki gerinimin u, (x,t)

fonksiyonu ile belirlendigini goriiyoruz. Hooke yasasina gore T(x, t) gerilimi
T(x,t) = k(x)u,(x, t),
seklindedir ve burada k(x) Young’'in x noktasindaki modiiliidiir.

(x4, x,) parcasinin momentumundaki degisim i¢cin Newton yasasini kullanarak

f [, (&, t5) —u (&, t1)]0(E)dE =

:J [k(XZ)ux(X2J T)_k(xl)ux(xl’q’-)]df-l_f J f(g’T)dng; (29)

integral dalga denklemini elde ederiz. Burada f(x,t) birim uzunluk basmna dis

kuvvetin yogunlugudur.
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u(x, t) fonksiyonunun ikinci mertebe tiirevlerinin varligini ve siirekliligini oldugunu
varsayalim. Ortalama deger teoremini uygulayarak ve Ax = x, —x; — 0 ve At =

t, —t; — 0 icin limitsel gecisi yaparak, bir telin boyuna titresimlerinin
[k(x)ux]x = QU _f(xz t): (210)

diferansiyel denklemine ulasiriz. Tel homojen ise, bu denklem asagidaki gibi
yazilabilir:
k
u, = a*u,, +F(x,t) (a = —) , (2.11)
e
ve burada

F(x,t)= J%. (2.12)

2.2 Baslangic¢ ve Sinir Sartlari

Fiziksel bir durumun matematiksel olarak tanimlanmasi, siireci tam olarak belirlemek
icin yeterli kosullarin ortaya konmasini gerektirmektedir. Diferansiyel denklemlerin
genel olarak sonsuz sayida ¢oziimii vardir. Bu nedenle, fiziksel problemin kismi
diferansiyel denkleme indirgenmesi durumunda, siireci benzersiz bir sekilde belirtmek

icin bu denklemi belirli ek kosullarla tamamlamak gerekir.

Uglarindan sabitlenmis bir telin enine titresimlerinin problemini ele alalim. Bu
problemde u(x, t), ipin x ekseninden sapmasini verir. Eger 0 < x < [ telinin ucglan

sabitse o zaman sinir kosullari
u(0,t)=0, u(l,t)=0, (2.13)

saglanmalidir. Ayrica "baslangic kosullar1", yani t, ilk andaki telin sekli ve hiz1

(2.14)

u(x, to) = ¢(x), }
u (X, t) = P(x),

seklinde verilir. Boylece ek kosullar, ¢(x) ve 3(x)e x’in fonksiyonlarinin verildigi
sinir ve baslangi¢ kosullarindan olusur. Bu kosullarin, telin titresimleri icin
u, =a’u,,, (2.15)

denklemin ¢6ziimiinii tek bir bicimde tanimladigin1 daha sonra gosterecegiz. Telin

boyuna titresimleri sorunu da aym sekilde formiile edilebilir.

Simdi ise ele aldigimiz titresim probleminin degiskenlerine ayirma (Fourier) yontemi

11



ile spektral problemimize gecisini verelim.

2.3 Degiskenlerine Ayirma (Fourier) Metodu

Degiskenlerine ayirma, bir baska degisle Fourier metodu kismi diferansiyel
denklemlerin c¢éziimiinde en ¢ok kullanilan yontemlerden birisidir. Bu boliimde ise
iki ucu sabit bir telin titresim probleminde bu metodu kullanacagiz. Oncelikle fiziksel
denklemin ¢6ziimiiniin daha anlasilir olmasi agisindan iizerinde bir yiik olmayan halini
inceleyelim ve

u, =a’u,,, (2.16)

denklemini
u(0,t) =0, u(l,t)=0 (2.17)

homojen sinir kosullarini ve

u(x,0) = ¢(x), } (2.18)

ut('x: O) = 'L/)(X))
baslangic kosullarini saglayan ¢6ziimiine bakalim.

(2.16) denklemi lineer ve homojendir, boylece ¢oziimlerin toplami da bu denklemin
bir ¢6ziimi olur. Yeterince fazla sayida 6zel ¢oziim varsa, bunlar belirli katsayilarla
carpip toplayarak gerekli coziimii bulmaya calisabiliriz. Yardimci problemi su sekilde

ifade edelim:

(2.17) homojen sinir kosullarini saglayan (2.16) denkleminin ¢oziimii 6zdes olarak
sifira esit degildir ve bu ¢6ziim

u(x,t)=X(x)T(t), (2.19)

seklinde carpim formunda tanimlanabilir. Burada X (x) sadece x degiskenine bagh
iken T(t) ise yalnizca t degiskenine baglh birer fonksiyonlardir. Varsayilan (2.19)
¢cozlimiinii (2.16) denkleminde yerine koyarak

1
X'T=—=T"X (2.20)
a2

alip her tarafi X T ile boldiikten sonra

X//(X) _iT//(x)
X(x) a2 T(x)’

(2.21)

ifadesini elde ederiz. (2.19) fonksiyonunun (2.16) denkleminin bir ¢ozimii

12



olabilmesi icin, (2.20) ve (2.21)) numarali denklemlerin ayni sekilde, yani bagimsiz

degiskenlerinin tim O < x < [,t > 0 degerleri icin saglanmasi gerekir. (2.21]
denkleminin sag tarafi sadece t degiskeninin bir fonksiyonudur ve sol tarafi ise sadece
x’in bir fonksiyonudur. Ornegin, x’in bir degerini sabitleyerek ve t’yi degistirerek
(veya tersine) denkleminin sag ve sol taraflarinin

X//(x) B iT//(X) B
X(x) a2 T(x)

—A, (2.22)

argiimanlar1 degisse bile sabit kaldigini buluruz. Burada A negatif veya pozitif bir

sabittir fakat kolaylik acisindan oniinde eksi isareti ile alacagiz.

(2.22)) ifadesinden X (x) ve T(t) fonksiyonlari igin

X"(x)+ AX(x) =0, (2.23)

T"(x)+ oa?AT(x) =0, (2.24)

diferansiyel denklemlerini buluruz. (2.17) sinir kosullarindan
u(0,t) =X(0)T(t)=0,
u(l,t)=X(T(t)=0,
ifadelerini elde ederiz. Buradan gorilir ki X (x)
X0)=X(D)=0 (2.25)
kosullarini saglamasi gerekir. Aksi taktirde
T(t)=0 veya u(x,t)=0

olmas1 gerekir. Fakat burada asikar olmayan coziimii aramaktayiz. Yardimci
problemde T(t) fonksiyonu icin ek kosul yoktur. X(x) fonksiyonunun belirlenmesi

ise basit bir 6zdeger probleminin formiilizasyonudur:

Asagidaki problemin 6zfonksiyonlar olarak adlandirilan asikar olmayan ¢6ziimlerinin

bulunmasi icin 6zdeger olarak adlandirilan A degerlerinin bulunmasi gerekmektedir:

X"(x)+AX(x) =0,

X(0)=x()=0. (2.26)

Bu sekilde formiile edilen probleme Sturm-Liouville problemi denir.
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A parametresinin negatif, sifir veya pozitif oldugu durumlar1 ayr1 ayri ele alalim.

1. A <0 oldugunda problemin asikar olmayan c¢o6ziimleri yoktur. Denklemin genel
¢ozumu
X(x)= Cle‘/__“ + Cze_mx.

Sinir kosullari ise
X(O) == Cl +C2 = O,

X()=CreV ™+ Cre V=0,

yani

C,=—C, veya Cl(em—e_m) =0.

Fakat bu durumda +/—IA reel ve pozitif oldugundan

ve sonug olarak
X(x)=0,

olmalidir.

2. A = 0 durumunda da asikar olmayan bir ¢6ziim yoktur. Bu kosulda genel ¢6ziim
X(x)=ax+b,
seklindedir. Sinir kosullar ise
x(0)=[ax+b],_o=b=0,

X()=al=0,

yani a = b = 0 ve bunun sonucu
X(x)=0,

olur.

3. A > 0 oldugunda, denklemin genel ¢6ziimii sanal kuvvetleri icermektedir ve

X(x) =D, cos Vax + D, sin Vax
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seklinde yazilabilir. Sinir kosullari ise
X(0)=D, =0,
X(1)=D,sinvVAl=0,
olarak bulunur. Eger X (x) 6zdes olarak sifira esit degilse D, # 0 ve boylece

sin VAl =0, (2.27)

ve

n
A=
vé) -

olur ve burada n bir tam sayidir. Sonug¢ olarak problemin asikar olmayan

n\2
A=(T)
4 l

degerleri icin miimkiindiir. Bu 6zdegerler asagidaki 6zfonksiyonlara karsilik

¢coziimleri muhtemelen sadece

gelmektedir:
&
X,(x)=D,sin T

Boylece A degerleri sadece
2
A = (—) , (2.28)
degerlerine esit oldugunda
X,(x) = D, sin ?x, (2.29)

asikar olmayan coziimleri vardir ve her biri i¢in c¢oziimlerin birlesiminde
kullanacagimiz keyfi bir carpan belirlenebilir Bu (2.24) denkleminin A,
degerlerinin her birine karsilik gelen bir ¢oztimii

T,(t) =A,cos ?lv—kt + B, sin ?lv—h, (2.30)

seklindedir ve burada A,, ve B,, belirlenen katsayilardir.

(2.16)-(2.18) problemine donecek olursak,
u,(x,t) =X,(x)T,(t) = (An cos ?l v —At + B, sin ?l vV —At) sin ?x, (2.31)

fonksiyonlarinin (2.16) denkleminin, (2.17) smir kosullarini saglayan ve her biri
sadece x veya t degiskenine bagh olan iki fonksiyonun (2.19) formunda ¢arpimi
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olarak ifade edilebilen 6zel ¢coziimleri oldugunu goriiriiz. Bu ¢oziimler sadece ¢(x) ve
4 (x) baslangic fonksiyonlarinin 6zel durumlari icin problemimizin (2.18) baslangic

kosullarini saglayabilir.
Simdi problemin ¢6ziimiinii genel durumda inceleyelim. (2.16)) denkleminin lineer ve
homojen olmasi sebebiyle 6zel ¢ozliimlerin
- S n n n
u(x,t)= Z u,(x,t)= Z (An cos Tl v —At + B, sin Tl vV —Xt) sin Tx (2.32)

n=1 n=1

bir toplami da bu denklemi ve (2.17) sinir kosullarini saglar. Baslangic kosulu ise

(2.33)

u(x,0)=p(x) = Z::T u,(x,0)= Z:j A, sin x,
u,(x,0)=vy(x)= Z::; ddut" (x,0)= Z::f I8 v/AB, sin Zx,
ifadesini verir. Fourier serisi teorisinden, 0 < x <[ araliginda verilen kismi siirekli ve

kismi diferansiyellenebilen keyfi bir f (x) bir Fourier serisine

+00
flx)= an sin ?x, (2.34)
n=1
ve .
b, = %J f(i)sin?idi, (2.35)
0

seklinde genisletilebilir. Burada genellikle periyodu 2[ olan periyodik fonksiyonlar

distiniiliir ve
aQ N mn mn
— 0 — 1 —_—
F(x)——2 + E (ancos l x + b, sin l x),

n=1

l
a, = %J F(E)cos?édg, b, = %J

-1 —

l
F(&)sin ?gdg.
1

Eger F(x) tek ise, o zaman a,, = 0 olur ve bdylece

+00
F(x)= Z b, sin ?x,
n=1

l l
bn=1J F(g)sinﬂgdgzgj F(E)sin "l EdE.
[, z [, z

Eger F(x) fonksiyon sadece (0,1) araliginda verildiyse, fonksiyonu tek olarak (—,1)
araligina genisletebiliriz ki bu (2.34)) ve (2.35) formiillerini bulmamizi saglar.
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Eger ¢(x) ve a(x) fonksiyonlar1 Fourier serisine genisleme sartlarini saglarsa, o

zaman . |
= . Tn 2 . Tn
P =2 gusin T, 0= JO P (£)sin—-EdE, (2:36)
+00 l
in ™" _2 in "
YOI =2 asin T, = J W(E)sin ——&dE, (2.37)

olur. Bu serileri (2.33) formiilii ile karsilastirdigimizda baslangic kosullarinin

saglanmasi i¢in
[

B, =
mnlvA

seklinde almamiz gerekir. Bu denklemler (2.32) fonksiyonunu tamamen tanimlar ve

Ap = @n, Yy (2.38)

problemin ¢éziimiinii verir.

Coziimii sonsuz bir (2.32) serisi seklinde tanimladik. Eger (2.32) serisi iraksarsa
veya bu seri tarafindan tanimlanan fonksiyon tiirevlenebilir degilse, dogal olarak

diferansiyel denklemimizin bir ¢6ziimiinii temsil edemez.

Simdi ise tizerinde bir yiik bulunan telin titresimini inceleyelim.

2.4 Uzerinde Bir Yiik Bulunan Telin Titresimi

Simdi ise [ boyunda, uglar sabit ve belirli x = x;,(i = 1,2,...,n) noktalarinda M,;
yogun kiitleleri bulunan bir telin titresim problemini inceleyelim.

2.4.1 Problemin Formiilizasyonu

x; noktalarindaki kosullar iki yol ile gosterilebilir. Eger yogun bir F;(t) kuvveti x;

noktalarinda uygulanirsa, o zaman asagidaki durumlar saglanmalidir:

u(Xl- - O, t) == u(Xl- + O, t), (2.39)
Xl'+0

ku,| =-F. (2.40)
xl-—O

Bu kosulda F; eylemsizlik kuvvetidir.

F; = —M;u,,(x;,t),
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ifadesini (2.40) formiiliinde yerine yazarak

Xi+0

, (2.41)

Xi—O

Miu, (x;, t) = ku,

ifadesine ulasiriz. (2.41) ifadesinin bir baska tiirevi de miimkiindiir. M; kiitlelerini

sabit 6; yogunluga sahip (x; — ¢, x; + €) bolgesine dagitalim ve

(o +6)u, = 4 (kd—u) , X;—e<x<x;+e, (2.42)
dx \ dx

homojen olmayan telin titresim denklemini kullanalim. Burada p telin yogunlugudur.

u.(x,t) bu denklemin ¢6zlimii olsun. denklemini x; — € ve x; + € sinirlari

icerisinde x e gore integralini alarak ve ¢ — O icin limite gecerek, u(x,t) =

lim,_,,u,(x, t) fonksiyonu icin kosulunu gosterecegiz.

Simdi problemimizi tamamiyle formiilize edelim. Problemimiz

d>u d (,du
=" k= 2.43
O dx(dx)’ (243)
titresim denklemini icin
u(0,t)=0, (2.44)
u(l,t)=0, '

sinir kosullarini,

u(x; —0,t) =u(x; —0,t),
x+0 (1=1,2,...,n) (2.45)

3
Xl'—O

Miu, (x;, t) = ku,

x = x; noktalarindaki (2.41) eslenik kosullarinm ve

u(x,0) = p(x), } (2.46)

u,(x,0) = y(x),

baslangic kosullarini saglayan ¢o6ziimii bulmak. Burada ¢(x) ve (x) verilen
fonksiyonlardir.

2.4.2 Uzerinde Bir Yiik Bulunan Telin Dogal Titresimleri

ilk olarak, iizerinde bir yiik bulunan tel icin dogal frekanslarin ve duran dalgalarin
profilinin arastirilmasiyla ilgilenecegiz. Bunu yapmak icin bir ¢arpim seklinde temsil
edilebilen

u(x, t) =X(x)T(t), (2.47)
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verilen problemin bir ¢6ziimiinii bulmaliyiz. Bu ifadeyi (2.43) denkleminde yerine
koyup ve sinir kosullarin1 kullanarak degiskenlerin ayrilmasindan sonra

T"+ AT =0, (2.48)
ve

L(kX")+ApX =0,
X0)=0, X()=0

ifadelerini elde ederiz. Eslenik kosullar ise

X(x;—0)=X(x; +0),

i+0

MX(x)T"=kx'| T,

Xi—O
ifadesini verir. (2.48) denklemini dikkate aldigimizda, ikinci esitligi asagidaki formda

yeniden yazabiliriz:
Xi+0
- _AMiX(Xi).

x;—0

kX/

Boylece X (x) fonksiyonu icin asagidaki 6zdeger problemini elde ederiz

—d (kX') + ApX =0, (2.49)
dx
X(0)=Xx()=0, (2.50)

X(x;—0)=X(x;+0) (i=1,2,...,n), } 2.51)

k_X/(xi + O) - kX/(Xi - O) + )’MIX(XI) = O.

Bu sinir deger probleminin ayirt edici 6zelligi, A parametresinin sadece denkleme

degil, ayn1 zamanda ek kosullara da girmesidir.

Simdi ise
X, (x),X5(x), ...

ozfonksiyonlarin ortagonalligini inceleyelim. Sinir problemi icin 6zfonksiyonlar:
d v
—(kX")+ ApX =0,
dx

X(0)=X()=0,
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(0,1) araliginda p lineer yogunlugu ile ortagonaldir:

1
f X, ()X, (x)o(x)dx =0, m#n. (2.52)
0

Sabit 6; yogunluga sahip her bir M; yiikini x; — ¢ < x < x; + € araliklarina
dagitarak, p,.(x) yogunluklu homojen olmayan bir telin dogal titresimleri problemini
elde ediyoruz. A,, ve {X,,(x)} bu problemin 6zdeger ve 6zfonksiyonlari olsun.
Ortagonallik sart1

1
f X)X (x)o:(x)dx =0 (2.53)
0

saglanmalidir. (2.53) denkleminde integrali (x; — ¢, x; + €) bolgelerine ayirarak ve
¢ — 0 limitiyle

l n
J Xm(x)Xn(x)Q(X)dx+ZMiXm(xi)Xn(xi):OJ m# n (2‘54)
0 i=1

ortagonallik bagintisin1 gosterecegiz. Bu (2.54) ortogonallik kosulu (2.49)
denkleminden ve (2.50)-(2.51)) kosullarindan da elde edilebilir. X,,(x) ve X, (x) (2.49)
probleminin A,, ve A,, 6zdegerlerine karsilik gelen 6zfonksiyonlar olsun ve

d dX
— | k—2 |4+ pX, =0
dx( dx) m@&m =5,
d dX
— | k—L |+ A pX,=0
dx( dx) n@%n =55

denklemlerini saglasin. Ik denklemi X,(x) ile, ikincisini X, (x) ile carpalim
ve ikinci denklemi birinciden cikaralim. Art arda elde edilen denklemin

(0, x1); (X1, x5); . . .5 (%, ) bolgeleri iizerinde integral alarak

L k Xit+1
(Am—)\n)J Xm(x)Xn(x)Q(x)dx—ZJ di[kaX,’l—XnkX,’n]dx =0, (2.55)
0 =0 X X

ifadesini elde ederiz (x, = 0 ve x;,; = [). Toplamin her teriminde integrasyonun
gerceklestirilmesi ve x = x; —0 ve x = x; + 0 ifadelerine karsilik gelen terimlerin

birlestirilmesi ile
Ai = (kaX;l _Xnerln)xzxi—O - (kaX,/l _XnkX:n)x:xi+0

seklinde terimlerin bir toplamini elde ederiz. Bu durumda x = 0 ve x = [ icin ifadeler
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sinir kosullar1 nedeniyle sifir olur. A; ifadesini hesaplamak i¢in (2.51) benzeri

/ / j=mn (2.56)

eslenik kosullarindan faydalaniriz. A; ifadesini
Ay =X, () [kX! (x; — 0) — kX! (x; + 0) ] — X, (x)) [ kX!, (3, — 0) — kX!, (x; + 0) ]
seklinde yeniden yazarak ve formiiliini kullanarak
Ap =X ()M A X, () = X ()M A X () = MiX o ()X, () (A, — Ay).

buluruz. Simdi denklemi

i=1

l k
(A= A2) { f X, ()X, (x)e(x)dx +ZMiXm(xi)Xn(xi)} =0,
0

olarak yazilabilir. Eger A,, # A, ise, buradan (2.54) ortagonallik kosulu hemen alinir.

X ,(x) ozfonksiyonlarinin normu

l k
N, :J X2(x)e(x)dx + > MX(x,) (2.57)
0 i=1

formiiliinden belirlenir.

Sonsuz sayida 6z degerlerin ve 6z fonksiyonlarin varliginin kanitlarini, 6z degerlerin

pozitif isaretini, genisletilebilirlik teoremlerini vermeyecegiz.

Boylece goriiliir ki, baz1 f (x) fonksiyonunun

FO)=D fiXa(x)

seklinde bir seriye aciliminda, acilimin katsayilari

‘o [o £ GOX, (000 dx + 3T, My f ()X, (x,)
" N

n

(2.58)

formiili ile tanimlanacaktir.

Simdi ise problemimizi inceleyecegimiz Banach uzaylar ile ilgili bir takim tanim ve

teorileri inceleyelim.
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2.5 Banach Uzaylar1 Uzerine

Bu boliimde ¢alismalarimizda kullanacagimiz bazi tanimlar ve teorilerden bahsedelim.

Tanim 2.1. X keyfi bir Banach uzayi, X* ise X in dual uzay1 olsun. {x,},cy C X

sisteminin X uzayinda bir baz olmasi i¢in, Vx € X icin

sartini saglayan tek bir {a,},cy C C dizisinin olmasidir. {a,},cy dizisi x elemaninin

{x,,} ey sistemine gore biortagonal katsayilar dizisidir.
Tamim 2.2. {x,},cy CX ve {x'} oy C X" sistemleri icin
< X, X >= X7 (xg) = O

kosulu saglanirsa, o zaman {x,},cy ve {x'},cy sistemlerine biortagonaldir denir.

Burada 6, Kronecker semboliidiir.

Simdi ise Banach uzaylarinda bir sistemin tamligi, minimalligi, diizgiin minimalligi,

bazlig1 ve parantez bazlig1 kavramlarini hatirlayalim.

Tanim 2.3. X herhangi bir Banach uzay1 olsun. Eger

L{up}pen] =X

ise, {u, } ey C X sistemi X de tamdir.

Banach uzaylarinda bir sistem icin asagidaki tamlik kriterini verelim.

Tamlik Kriteri. X bir normlu uzay olsun. {u,},cy C X sisteminin X de tam olmasi icin
gerek ve yeter sart Vf € X* ve Yn € N icin < x,, f >= 0 olmasi icin f = 0 olmasidir.

Tanim 2.4. {x,},cy C X sistemi icin eger

Xk ¢ L I:{xn}nGNk]’ VkeN

olursa, o zaman {x,},cy sistemi X de minimaldir(burada N, = N\ {k}).

Simdi ise Banach uzaylarinda bir sistemin minimalligi ile ilgili kriteri inceleyelim.

Minimallik Kriteri. Bir sistemin Banach uzayinda minimal olmasi icin gerek ve yeter

sart biortagonal sisteminin olmasidir.

22



Bazlik Kriteri. {x,},cy C X sistemi X Banach uzayinda bir baz olusturmasi i¢in gerek
ve yeter sart asagidaki kosullarin saglanmasidir:

1. {x,},en sistemi X de tamdir;

2. {x,},en sistemi X de minimaldir;

3. P,() = D" < X > x, projeksiyonlar1 (izdiigiim fonksiyonlar1) diizgiin

n=1

sinirhidir, yani AM > 0 :
1Py < M|lx]l, Vx €X,

burada {x},cy C X" sistemi {x,},cy C X sisteminin biortagonalidir.

Tanim 2.5. {x,},cy C X sisteminin X de diizgiin minimal olmasi icin

35>0: inf e —ull=6lxdl,  VkeN,
VueL[{xn}n#{]

kosulunun saglanmasi gerekir.

Diizgiin Minimallik Kriteri. {x,},cy C X tam ve minimal sisteminin X de diizglin

minimal olmasi icin gerek ve yeter sart

sup |[x, 1y ||x:‘l o < +00,
n

saglanmasidir. Burada {x},cy C X* sistemi {x,},cy C X sisteminin biortagonalidir.

{x.},en C X sistemi X de bir baz ise, o zaman X de hem tam hem de diizgiin

minimaldir.

Ayrica parantez baz kavramina da ihtiyacimiz olacaktir.

Tanim 2.6. Varsayalim ki 6yle bir {n;};eny € N : np < ngq, Vk € N indeksler dizisi

olsun ve her bir x € X elemanini tek degerli olarak ve X de yakinsak bir

+00  Miyq

x = Z Z CiX;, (noy=0)

k=0 j:nk+1
serisine acilsin. O zaman {x,},cy C X sistemi X de parantez bazdir.
Bu tanimdan, her parantez bazin belirli bir indis dizisine sahip oldugu agiktir. Buradan

sonra indeksler dizisi ile n, < n;,4, Vk € N sartini saglayan {n; },cy dogal sayilar dizisi

ifade edilmis olacaktir.
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Parantez Baz Kriteri. {x,},cy sisteminin X Banach uzayinda parantez baz olmasi i¢in

gerek ve yeter sart asagidaki ifadelerin saglanmasidir:

1. {x,},ey sistemi X de tamdir;
2. {x,},en sistemi X de minimaldir;

3. Oyle bir {n;}rey € N : 1y < ng4q, Yk € N indeksler dizisi vardir ki,
L3
QU =D <xi>x,
n=1
projeksiyonlar1 diizgiin sinirhidir, yani 3M > 0,Vx € X :

Qi) <M llxllx

burada {x},cy C X sistemi {x,},cy in biortagonalidir.

Asagidaki onerme, diferansiyel operatorlerin spektral teorisinde yaygin olarak
kullanilmaktadir.

Onerme 2.1. {x,},cy sisteminin X de parantez baz olusturdugunu varsayalim ve
{n }ren uygun indeksler dizisi olsun. Eger {x,},cy sistemi diizgiin minimal ve

{ny+1 — ng beey dizisi sinirh ise, o zaman bu sistem X de bir baz olusturur.

Ispat. Parantez bazlik kriterine gére {x,},cy Sistemi X de tam ve minimaldir ve
3

{Qi}ren projeksiyonlan diizgiin smirhdir, burada Qi (x) = ), °,

< X,Xp > Xy,
{x*} ey C X* sistemi {x,},cy in biortagonalidir. P,(x) = >." | < x,x} > x; alalm.
Qi = P, oldugu aciktr. Bazlik kriterine gore de {P,},cy projeksiyonlarinin diizgiin

sinirli oldugunu gostermek yeterlidir.

n, < n < ng,, olsun. O zaman

P.(x)=Qu(x)+ Z <X, X! > Xx;.
i=nk+1
Buradan

n
Z <X, x> X;

i=n;+1

12, GOl < [IQu () + < Mllxll+(n—k) sup [[x:]|llxll1xll <

n<i<n

< M ||x|| 4+ (esn — ) sup || || il el
ieEN

x¥
L
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Ayrica

sup(nyq — ) < +090, sup [|x7|| IIx:ll < +o0,
keN ieN
oldugundan
1P, )l < My [ x|l neN,
bulunur(burada M, bir sabittir). [ |

Ayrica normallestirilmis bir sistem kavramina da ihtiyacimiz olacaktir.

Tanim 2.7. {x,},cy C X sistemi eger
0 <inf||x,|ly < supllx,|ly <+o0
n n

sartini saglarsa, bu sisteme X Banach uzayinda normallestirilmis sistem denir.

Tam ve diizgiin minimal olan {x,},cy Sistemi i¢in normallestirme kosulu asagidaki
kosul ile denktir:

sup{llxnll ; | x:‘l”} < +o00.
neN

Bu durumda, {x*},cy C X* sistemi normallestirilmig bir sistem olacaktir. Boylece

infllx,[| = m, sup [|x, || = M, sup [|x, || || x;]| = C.
n

n

O zaman biortanormallik sartina esasen

x| <C,
n

1= |< X X5 >| < ||xn|||

buradan

x*
n

<—<|

1 C
— < —— <=
M lxgl m

1,

Asagidaki ozet seklinde verdigimiz ifadelerden gelecek boliimlerde yararlanacagiz.

X ve Y uzaylan sirasiyla ||-||y ve ||-]ly normlarina gore birer Banach uzay: olsunlar.

X @Y ile X ve Y uzaylarinin bir direkt toplamini gosterecegiz. X ® Y uzayi

10, Vllxey = llxllx +1¥lly,(x, ¥y) €X @Y,

normu ile bir Banach uzaydir. A : X — Y lineer bir operator olmak {izere, G(A) =
{(x,Ax),x € D(A)} grafik kiimesi X ® Y de kapali ise A operatoriine kapalidir denir.
Bir A: X — Y lineer operatoriiniin kapaliligi, keyfi bir x,, € D(A) dizisi i¢in, x, — x

ve Ax,, — y iken Ax = y olmasina denktir. Ayrica A: X — Y operatériiniin kapalilig
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D(A) nin
lIx]la = llxllx + [lAx|ly , x € D(A),

grafik normuna gore yogunluluguna denktir.

B : X — Y lineer operatoriiA: X — Y lineer operatoriiniin bir genislemesi olsun. Eger
dim D(B)/D(A) = m ise, ozaman B, A nin bir m-kath genislemesi olarak adlandirilir
ve A C "B seklinde gosterilir, burada D(B)/D(A), D(B) uzayinin D(A) ya gore bir
carpan uzayidir. A : X — Y lineer operatOriiniin grafik normuna gore siirekli olan
f : D(A) — C lineer fonksiyoneline bir A-sinir formu denir. A-sinir formlarinin uzay1
D(A) ile gosterilir.

Teorem 2.1. [69|] X ve Y birer Banach uzayive A: X — Y lineer operatorii kapalt olsun.
U’, ||-llx normuna gore sifirdan farkl siirekli fonksiyonelleri icermeyen D(A) min bir alt

uzayt olsun.
D={xeD(A):Vf eU,f(x)=0},

alalim. O zaman A operatoriiniin D ye kisitlanist A|;, kapalt yogun olarak tanimli oper-

atordiir ve Al, C "A.

Bunlarla ilgili daha fazla ayrinti, [|[69]] monografisinde bulunabilir.

Simdi grand-Lebesgue uzaylarinin ve Banach uzaylarda bazlar teorisinin bazi

ozelliklerini ifade edelim.

Tanim 2.8. X Banach uzayinda bir {¢;},y sistemi, eger Vx € X icin

+00  Miyq

x=Z Z C;P;.

k=0 i=n;+1

seklinde tek bir ayrigimi olan {n;}ycz ,ny = 0,1 < nyyq,k € Z, tamsayilar dizisi

varsa, X de parantez baz olarak adlandirilir.

n, =k, k € Z, oldugunda parantez baz siradan bir baza doniisiir.

Teorem 2.2. ([70]) {tn} i nen Sistemi X de bir baz olsun ve bu sistemin biortagonal
sistemini { Vi, }y 17 ney @lalim. Varsayalim ki A, = (a?k)i’k:L—m’neN ,n € N skalerlerin bir
matrisi olsun dyle ki

A, =detA, #0.

O zaman
m

bin = Zagz)uin, k=1,m, ne€N,

i
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esitligi ile verilen {@y,}—1m ey Sistemi X de bir parantez baz olusturur. Ek olarak

A—l

sup{[|A, Il , |4, ||} < +oo, sup{{lunlly » IVinllx-} < +00,
n n

kosullart saglanirsa, o zaman { Py, =i nen Sistemi X de siradan bir baz olur; ||A,|| ise

A, matrisinin bir normudur.

{i1,},en sistemi {V,},cy biortagonal sistemi ile X @ C™ uzayinda bir baz olsun ve

ﬁn=(un;a(1"),a(2"),...,a$)), ﬁn=(vn; i"), én),...,[a’ﬁf)). (2.59)
Asagidaki ifadede, keyfi bir J = {ny,n,,...,n,} sayilar kiimesi icin,{u,},ex

sisteminden u, ,u,,,...,u, vektérleri ¢ikarilarak elde edilen {u,},cy, sisteminin

bazlik 6zelliklerini X uzayinda inceleyelim.

Teorem 2.3. ([71]) {{i,} ey Sistemi ve bu sisteme biortagonal olan {V,},cy sistemi ile
X & C™ uzaywinda bir baz olsun ve (2.59)) esitlikleri saglansin. J = {n,n,,...,n,,} m tane
dogal sayinin keyfi bir birlesimi olsun. O zaman {u, },cy\; sisteminin X de bir baz olmast

icin gerek ve yeter sart

§=56(J)=det(p™) k=1,m#0. (2.60)
Dahast {u, },en\s Sistemi
Voo Vno oeee Vo
(n) (T‘ll) (nm)
. 1By 1 e By
"I : N
[3(“) ﬂ(nl) L ﬂ(nm)
m m m

biortagonal sistemine sahiptir. 6 = 0igin {u,},cy\; sistemi X de tam ve minimal olmaz.

Bir sistemin belirli bir anlamda ve belirli kosullar altinda bir baza yakinlig1 onun
izomorfik baz 6zelligini sagladigin1 gosterir. Bu nedenle 6ncelikle p—baz ve p—yakin
sistemleri kavramlarini verelim.

Tanim 2.9. X uzayindaki vektorlerden olusan {¢;};cny Ve {3;}icy sistemlerininin

p—yakin olmasi i¢in
+00
> b=l < +o00.
i=1

kosulunun saglanmasidir.
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Tanim 2.10. X uzaymndaki bir {u;},cy baz ve Vx € X icin

+00 5
(Z|< X,V >|P) < M|lx]ly,
i=1

baglantisini saglayan bir M > 0 sayis1 varsa o zaman {u;};cy sistemine X de p—baz

denir. Burada {v;};cy sistemi {u,};cy in biortagonal sistemidir.

Bir sonraki ifade, bir sistemin bir baza p—yakin oldugunda o sisteme izomorfik bir baz

olusturmasi ile ilgili esdeger kosullar verir.

Teorem 2.4. {¢;},cn X de bir baz, {v;},cn C X sistemi {¢;};cy Sistemine g—yakin olsun,

% + % = 1. O zaman asagidaki ozellikler denktir:

1. {3);}ien Sistemi X de tamdir;
2. {;}iey sistemi X de minimaldir;

3. {;}iey sistemi {¢;},cy € izomorfik bir baz olusturur.

Bunlar ve diger ifadeler hakkinda daha fazla ayrint1 [72]] de bulunuabilir.

Ayrica, Lebesgue uzayi L,(a, b) ile (a, b) arali§inda ortanormal ve diizgiin sinirli olan
|¢:() <M, t € (a,b), ieN.

¢,(t),i € N fonksiyonlar sistemine gore Fourier katsayilari arasindaki bagintiy1 veren

asagidaki teoremi vermemiz gerekir.

Teorem 2.5. (ERiss)([73]]) 1<p <2, % + % =1 olsun. O zaman

1. eger f € L,(a,b), o zaman f fonksiyonunun c; = fabf(t)a(t)dt Fourier

katsayilart asagidaki esitsizligi saglar
1
+00 q -
q = .
Dllel” | <Ml @p:

i=1

2. eger bir c; sayilar dizisi i¢cin Z:L:f |c;|? < +00 saglanirsa, o zaman bir
f € Ly(a, b) fonksiyonu vardir dyle ki c; = fabf(t)a(t)dt ve

L (£ 3
2—p
111y, gap) < M7 (Zw) .

i=1
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Tanim 2.11. [[74](Muckenhoupt Kosulu) p agirlik fonksiyonunun A, (1), (p €A, ))
sinifindan olmasi icin gerek ve yeter sart

1 1 1 P
A(p,I):= sup(—f p(x)dx) (—J p_z’_l(x)dx) < 400,
s\, 1 J,

olmasidir. Burada supremum J C [ iizerinden alinir.

Asagidaki teoremlerden ise ara islemlerde faydalanacagiz.

Teorem 2.6. [75](Riesz-Thorin Interpolasyon Teoremi) (X,u) ve (Y, ») iki o—sonlu
ol¢iilii uzaylar olsun. T, goriintiileri Y deki olgtilebilir fonksiyonlarin bir kiimesine gi-
den X deki tiim basit fonksiyonlarin iizerinde tanimlanmus lineer bir operatdr olsun.
Po>P1,90,91 € [1, 00] olsun. Tiim basit f fonksiyonlart igin

”Tf”LqO(Y,dv) SAO”f”LPO(X,du)> ”Tf”qu(Y,dv) SAl”f”Lpl(X,dpL):
oldugunu varsayalim (py # P1,q0 7 q;)- Sabit bir 6,(0 < 6 < 1) i¢in

1 1-6 6 1 1-6 06
= + 2 2

p Do D1 q do a:
tanimlayalim. O zaman eger f X de basit bir fonksiyon ise
ITf L, vav < Aollf L, cxdu
olur. Burada Ay SA(I)_GA? dir.

Teorem 2.7. [[75] (Hausdorff-Young Esitsizligi) 1 < p < 2 ve Il)+l% =1 olsun. O zaman

f fonksiyonunun Fourier déniisiimii f icin

W1l < 11F1lps
esitsizligi saglanir.

Teorem 2.8. [75|] (Beppo-Levi Teoremi bir diger adiyla Lebesgue Yakinsaklik Teoremi)

{f.} u—dlciilebilir fonksiyonlarin bir dizisi olsun, hemen her yerde f, T f yakinsasin ve
fxfld,u > —00 . O zaman fod,u = lim,,_, o fxfndu olur.
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3

LINEERLESTIRILMIS OPERATOR VE REZOLVENTI

3.1 Ozdegerler ve Ozfonksiyonlar icin Asimtotik Formiiller
(1.1),(T.2) problemi icin A = p? kabul edelim. (1.2) de verilen sinir sartlarini

U =U +U,
v(y) vl(.y) vz()’), } (31)
v=1,4,
seklinde yeniden diizenleyelim. Burada
Un(y)=y(-1), Upn(y)=0,
Un(y) =0, U (y) = y(1), (3.2)

Us1(y) =y(0-), Us(y)=y(0+),
Un(¥)=Y'(0-), Ugp(y)=-—y(0+)—Amy(0),

olarak tanimlayabiliriz. Simdi (1.1)),(1.2]) probleminin 6zdegerler ve 6zfonksiyonlarin

asimtotik formiilleri veren asagidaki teoremi ispatlayalim.
Teorem 3.1. ([17]) (1.I)-(1.2) spektral problemi asagida verilen iki basit dzdegerler
dizisine sahiptir:

© A, =(mn)?, n=1,2,...

* Ao =(p2,)%n=0,1,2,...

2
mmn

burada p,, = tn+——+o (%) seklinde asimtotik forma sahiptir. Bu 0zdegerlere karsilik

gelen u,(x),n=0,1,2,... ozfonksiyonlar dizisini ise asagidaki sekilde formiilize ederiz:
Uy,_1(x) =sintnx, n=12,...
sinp,,(1+x) x€[-1,0]
u2n(x) = . .
sinp, ,(1—x) x€[0,1]
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Ispat. (1.I) denkleminin lineer bagimsiz ¢oziimleri olan, x € [—1,0] icin

Y11(x) =sinp(1 +x), Y12(x) = cos p(1 + x),

fonksyionlar ile x € [0,1] icin

Ya(x) = sinpx, Ya2(x) = cos px,
fonksiyonlarini alalim. Problem ([1.1)),(1.2) nin 6zfonksiyonlarini

c11Y11(x) +cppy10(x) x €[—1,0]

ybop)= { Y21 (x) + Ca0y22(x) x €[0,1]

_{ cp;sinp(l+x)+c,cosp(l+x) xe[—1,0] (3.3)

Cy1 SIN PX + €y COS PX x €[0,1]

seklinde ele alalim. y(x,p) fonksiyonunun (1.2) sinir kosullarini sagladigini kabul

edelim. O zaman cj, katsayilarinin bulunmasi icin dogrusal homojen

c11Un1(r11) + €12Un1 (12) + €21 Ura(¥21) + €25U12(y22) = 0
c11Ua1(V11) + €12Un1(¥12) + €21 Una(¥21) + €20Us2(y22) = 0
c11Uz1(¥11) + €12U31(V12) + €21 Uz (¥21) + €22U32(y22) =0
C11U41(r11) + c12U41(12) + €01 Uso(¥91) + €02 Uss(¥95) =0

(3.4)

denklem sistemini alalim. Ve bu sistemin determinanti

Un(r11) Unn(ri2) Upa(y21) Upa(ya2)
Alp) = Up1(711) Un(y12) Usa(y21) Uza(ya2) (3.5)
Us1(y11) Usi(V12) Usa(ya1) Usa(y2o)

Upn(y11) Un(Y12) Uga(y21) Uga(yan)

seklindedir. (3.2) de tamimladigimiz sinir sartlanini U,;(y;;), U,2(yi5),v = 1,4,1,j =
1,2 icin hesapladigimizda

Uy (y11) =0, Un(r) =1, Upp(¥21) =0, Upa(¥22) =0,
Uy (y11) =0, Uy (y12) =0, Upy(¥a1) =sinp, Uyy(yqy) =cosp,
Usy(y11) =sinp, U3y (y12) = cosp, Usy(y21) =0, Usy(¥o0) = —1,

U41(J’11) =pcosp, U41(}’12) =—psinp, U42(}’21) =—pP, U42(}’zz) = —sz,
(3.6)
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ifadelerini buluruz. Bu ifadeleri (3.5 determinantinda yerine yazarak

0 1 0 0 .
. 0 sinp cosp
0 0 sinp cosp .
Alp) = ) =—1-| sinp 0 —1 =
sinp cos p 0 —1

. ) pcosp —p —p’m
pcosp —psinp —p —p°m

=—psinpcosp —pcospsinp — (—pzmsinzp),

olup
A(p) =—psinp(pmsinp —2cosp) (3.7)

bulunur. Buradan A(p) iki farkl sifir dizisi vardir 6yle ki bunlardan biri sinp nun
sifirlarindan olusan p,, = mn, digeri ise 6(p) = pmsinp — 2cosp fonksiyonunun
sifirlarindan olusan p, , dizisidir. 6(o) fonksiyonunun sifirlarinin asimtotik formiiliinii
bulmak icin, Rouché teoremi ile, sin p ifadesininin sifirlarin1 géz 6niine alarak, p # 0
icin

Pon=TN+0,, (3.8)

ifadesini 6(p) nun sifirlar1 kabul edelim. Daha da acik bir ifade ile

6(p)=pmsinp —2cosp =0,

2
sinp — 2P _ ¢ (3.9)
pm

ifadesinde p — +00 oldugunda Zzﬂ ifadesi ¢ok kiiciik bir deger olacagindan sin p

m

nun sifirlarina dikkate aliyoruz. Simdi ise 6, ifadesini bulalim. (3.8)) ifadesini (3.9)
de yazarak

sino, = cos O,

mpZ,n

elde ederiz. n — +00 iken 6, — 0 olmasi ile

2 1
5n: +O(—2),
mmn n

sonucuna ulasiriz. Boylece 6zdegerleri gostermis oluruz. p, , = mn ifadesini (3.3) da

yerine yazarak, (3.4) denklem sistemini gz oniine alip
€2 =0, 2 =0, ¢ = (—=1)"cyy,

buluruz. Burada ¢;, = 1 olarak sectigimizde (3.3) ifadesinden A, , = (7n)* 6zdegerine
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uygun

Uy, (x) =sintnx, n=1,2,...

ozfonksiyonlar dizisini buluruz. Benzer olarak p = p, , oldugunda (3.3) ve (3.4) den
€12 =0, Co1 SIN Py + €y COS Py, = 0, €11 8NPy, = Cao,
ile
Co1SIN Py, + €11 SIN Py, COS Py, =0
elde ederiz. Burada sin p, , # 0 olmasini dikkate alarak

Co1 = —C€11COS P35

esitligine ulasinz. c;; = 1 sectigimizde (B:3) dan A,, = (p,,)* 6zdegerine karsilik

gelen
sin 1+x) xe€[-1,0
() = | SPaallF ) xELFLOLL o,
sinp,,(1—x) x€[0,1]
olup boylece teoremi ispatlamis oluruz. |

3.2 Green Fonksiyon Yapisi

Simdi ise (1.1),(1.2) probleminin Green fonksiyon yapisini olusturalim. Problemin
Green fonksiyonu (1.2) kosullarini saglayan homojen olmayan

Y'x)+p%y(x) = f(x), (3.10)

problemin ¢o6ziimiiniin integral ifadesinin cekirdegi, yani karsiik gelen integral
operatoriin cekirdegi olarak tanimlanir. (3.10),(1.2) probleminin genel ¢éziimiini

y(x) = { n@) x<[-1.0} (3.11)

¥o(x) x€[0,1],

seklinde alalim. Burada her bir [—1,0 ve [0, 1] araliginda sabit varyasyon yontemini

uygulayarak y,(x) ve y,(x) fonksiyonlarini asagidaki gibi alalim:
Y1(x) = 11711 (%) + €12Y12() + Y01 (%), x € [—1,0]

Ya(X) = €1 ¥21(x) + CanY20(x) + Y2 (), x €[0,1]
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burada y,;(x), yo2(x) fonksiyonlari denkleminin sirasiyla [—1,0] ve [0,1]
araligindaki 6zel ¢oziimleridir. Sabit varyasyon yontemine gore Ozel coziimler

asagidaki gibi bulunur:

{ Yo (x) = [° g10x, &, p)f (E)dE,
Y02 = [ 8:(x, &, p)f (E)dE,

ve
_m (r11(0)y12(8) = y12(x)y11(8)), x <&

sl sp)= { 25 01— Yy (€), x> &

— 55 (021 00Y22(E) = ¥2u ()y(8)), x <&

8050 = { @(J’zl(x)}’zz(g)_J’zz(x).)’m(g)), x>&

olur. Burada Wi (&),k = 1,2 ifadesi y;;(&),yx2(E),k = 1,2 fonksiyonlarinin
Wronskian determinantidir. Tim ifadeleri hesaplayip yerine koydugumuzda

gl(x) ‘5,10) = gZ(X: g’p) = g(x: gap) Olup

{ 7100 = €131 (1) + iy + [° g(x, €, p)F (E)AE, 5.1
Ya(x) = C21YZ1(X)+C22.)’22(X)+f01 8(x,&,p)f (€)dE ’ .
1 .
| —3psinp(x—&), &<x,
g(x,&,p)= { %:inp(x—g), c<é (3.13)

bulunur. Fonksiyon (3.11) in (1.2) sartlarim sagladigini varsayalim. O zaman c;
katsayilarinin bulunmasi icin asagidaki cebirsel denklemler sistemini aliriz:

U,(¥) = c11U,1(y11) + c12U1 (712) + €21 Uya (1) + €20Uyo (02 +

0 1
+J Uv1(g)f(€)d€+J U,2(8)f (£)dE, v=14. (3.14)

—1 0
¢jx saylarm (3.14) den tanimlayalm ve (3.12) de yerine yazalm. O zaman
(3.10),(1.2) probleminin ¢6ziimii i¢in asagidaki formiilii aliriz:

) { N = [0, 6u(x, P (EE + [, Gralx, &, pIF ()E, x €[1,0],

Y2(0) = [° Gy (%, &, p)F (E)E + [ Gonl(x, &, p)f(E)AE, x €[0,1].
(3.15)

Burada

1 .
Gik(x7 g:p):rp)Hik(x: g)p)a l7k:1)2
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Hyy(x,&,p)=

le(xJ g:p) =

HZI(XJ g:p) =

Hy(x,&,p) =

8
U1 (g)
U (g)
Uz ()
Un(g)

0
U,(g)
Up(g)
Us,(g)
Us(8)

0
Ur1(g)
Ux(g)
U3 (8)
Un(g)

8
U»(8)
Up(8)
Us,(8)
Uy (8)

Y
Ui1(y11)
Ui (y11)
Us1(y11)
Us(11)

Y
Ui1(y11)
Usi(y11)
Us1(11)
U (11)

0

Ui1(y11)
Uz ()11)
Us1(y11)
Usi(y11)

0
Ui1(y11)
Uz (¥11)
Us1(y11)
Usi(y11)

Y12
Ui1(r12)
Usi(y12)
Us1(y12)
Us1(¥12)

Y12
Ui1(y12)
Ui (y12)
Us1(Y12)
Us(¥12)

0

Un1(y12)
Uz (Y12)
Us1()12)
Us(y12)

0

U1 (012)
Uz (¥12)
Us1(y12)
Us(¥12)

0

U2(Ya1)
Upa(Y21)
Uso(Y21)
Uspa(¥21)

0

U2(Y21)
Uz (Y21)
Usa(¥21)
Uso(Y21)

Y21
U2(Y21)
Upa(¥21)
Uso(Ya1)
Uso(Y21)

Y21
Ura(¥21)
Up(¥21)
Uss(Y21)
Uso(Y21)

0

Ur2(¥22)
Upa(¥22) |
Uss(Y22)
Uy (¥22)

0

Ur2(Y22)
Upo(¥22) |>
Usa(¥22)
Uso(Y22)

Y22
Ur2(Y22)
U (¥22) |
Uso(Y22)
Uso(¥22)

Y22
Ur2(Y22)
Up(¥22)
Uso(Y22)
Uso(Y22)

Burada A(p) (B.5) determinantidir. U, (g),v = 1,4,k = 1,2 degerlerini (3.13) de

tanimli g icin hesaplayarak

Un(g)= _ﬁ sinp(1+&), Up(g)=0,

U21(g) = 03
U31(g) = % Sinpg)
Uy (g) =—3 cospé,

Uyy(8) = _% sinp(1—¢),
USZ(g) = % Sinpg)
Up(g) = —3cos p& + 3pmsinpg,

(3.16)

elde ederiz.(3.16) degerlerini, ile (3.7) ifadelerini Hy;(x,&,p) formiillerinde
yerine yazarsak asagidaki ifadeleri elde ederiz:

%sinp(x—&) sinp(1+x) cosp(l+x) O 0
—% sinp(1+¢&) 0 1 0 0

Hy(x,&,p) = 0 0 0 sinp cosp
% sinp& sinp cos p 0 -1

—% cospé pCcosp —p sinp —p —p*m
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ifadesinin isareti ters (-) olur).

0 sinp(1+x) cosp(l+x) O
—% sinp(1+¢&) 0 1 0
Hy,(x,&,p)= 0 0 0 sinp
% sinp& sin p cos p 0
—% cospé p cosp —psinp —p
0 0 0 sin px
0 0 1 0
Hy(x, &8, p) = —ﬁ sinp(1—¢&) 0 0 sinp
% sinp& sin p cos p 0
—%cosp§+%pmsinp§ pcosp —psinp —p
ve
%sinp(x—é) 0 0 sinpx
0 0 1 0
H,y(x,&,p) = —35 sinp(1—¢&) 0 0 sin p
% sinpé& sin p cos p 0

—%cosp§+%pm5inp§ pcosp —psinp —p

burada x < & dir (§ < x durumunda determinantin 1. satir 1. siitun
ifadesinin isareti ters (-) olur).

Alinan determinantlarin ([76], sayfa 95) e benzer olarak dontisiimiini

0
0
cosp |,
-1

cospx
0

cosp |,
—1

cospx
0

cosp |,
—1

da bulunan

aldigimizda

Green fonksiyonunun bilesenlerinin formiillerini elde ederiz. Bu formiilleri asagidaki

lemma ile verelim.

Lemma 3.1. (3.10),(1.2) probleminin Green fonksiyonunun ij(x, E,p
asagidaki sekildedir:

G11(x,&,p)=

—%sinp(x—§)+ ﬁp)sinp(l +x)sinp(1+¢&)

1 .
— _psinp Slnp(1+x)51np57 _1S€<XSO
%sinp(x—g)wL ﬁp)sinp(l +x)sinp(1+£&)
1 . .
—psinpsmpxsmp(1+§), —1<x<E<0
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Gp(x,&,p) =

—% sinp(x — &)+ ﬁp)sinp(l—x)sinp(l —&)

+——sinpxsinp(l—&), 0<&<x<1,
= | Tesmp P pl( 'é) | 3 (3.18)
;smp(x—§)+msmp(l—x)smp(l—g)
—psilnpsinp(l—x)sinpi, 0<x<&LT,
1
Ga(x, €, p) = Ap) sinp(1+ x)sinp(1—¢§), x €[—-1,0],§ €[0,1]; (3.19)

Gy (x,&,p) = sinp(1—x)sinp(1+&), x€[0,1],E €[—1,0]. (3.20)

1
Alp)

3.3 Lineerlestirilmis Operator ve Rezolvent Yapisi

Simdi (1.1),(1.2) probleminin lineerlestirilmis operatoriinii kuralim. Bunun icin
oncelikle grand-Lebesgue uzaylarindaki problemimize uygun bir alt uzay olusturalim.

Grand-Lebesgue uzayi, [—7t; 1] araliginda tanimli,

O<e<p—1

1
€ e r
1fll,y=sup (z—f If (O dt) < +00,
n -7
kosulunu saglayan f olgiilebilir fonksiyonlarindan olusur ve L,)(—7; ), 1 <p < +00

ile gosterilir. L,)(—; ) uzay1 [|f ||, normuna gore tam uzaydir([75]]). Ancak bu uzay
ayrilabilir degildir. Bunu gostermek adina a € [0; 1) icin

0, 0<Lt<a,
1
(t—a)r,a<t<l,

fa(t) = {

fonksiyonlar ailesini ele alalim. a € [0;1). Boylece {f,} C L,)(0;1) olur. Ancak,

Il = sup (g f (t_a)—usdt) _
0<e<p—1 a

= sup (p(t—a)ﬂi)pﬁ: sup (p(l—a)g)‘%‘?<+oo,
O<e<p—1 O<e<p-—1
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bulunur. Burada keyfi iki farkli a, f € [0; 1) aldigimizda ve a < f i¢in

p = )
||fa_f/3||p) > sup . (EJ (t—a)_l"'%dt) = sup (p(t—a)%lg)ﬁ =

O<e<p— 0<e<p—1

o=

= s (p(B-))7" = lim (p(p—a)i)™ = .

O<e<p—1

Bu ise L,)(0; 1) uzaynin aynlabilir olmadigini gostermektedir.

Bu sebeple L,)(—; ) uzaymnin ayrilabilir bir alt uzayini bulmahyiz. V6 > 0 igin

f(x+6), x+6¢e€[—m;mnr],

€L —T; )
0, x+6 €R\[—m; ], felyl=mm)

Tsf(x)= {

oteleme (shift) operatoriinii diisiinelim ve
ITsf _f”p) — 0,6 =0,

kosulunu saglayan f € L,(—mn;n) fonksiyonlarindan olusan Gp)(—n; 1) lineer
manifoldunu diisiinelim. G, (—m;7) ise Gp)(—ﬂ; n) manifoldunun L, (—n;7) de

kapanisi olsun. Asagidaki lemmay1 tanimlayabiliriz.

Lemma 3.2. L,(—7; ) C G, (—m; 1) stirekli gommesi saglanir ve bu gomme tamdir,
yani,
Gy (—m; W\L,(—m; ) # .

Ispat. L,(—m; ) C Gy (—m; ) oldugu aciktit. Bu gémmenin siirekliligi ise

1 1
€ \re € \p—e __e _1
Il = swp (=) Ufl,. <Dl swp (=) 209 <27 =1)IfI,,

O<e<p—-1 2n 0O<e<p—1 2n

esitsizligi ile gosterilir. Boylece G,)(—m; m)\L,(—m; ) # @ bagintisin1 gostermemiz
yeterli olacaktir. Bunun igin L,(0; 1) uzayinda olmayip G,(0; 1) uzayina ait olan bir
fonksiyon bulmamiz yeterli olacaktir. Asagidaki fonksiyonlar ailesini diisiinelim.

B £ te [exp {—nzP} ;1]
M) = { 0,t ¢ [exp {—n2p} ;1].

[1£all,y ve [If,ll, normlar igin

1

1 o
”fn”p) < sup (Ef f_1+§dt) =p,
O<e<p—1 0
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1 >
1£all, = U t‘ldt) =n’.
exp{—n?r}

o lfully
n=1 n2

ifadeleri bulunur. Buradan . serisinin yakinsakhgi L,)(0;1) uzayinda

Z:Zl f’;l(;) serisinin yakinsakligini ifade eder. f(t) ise bu seri toplamina esit olsun.

f € G,)(0;1) oldugu aciktir. Simdi f ¢ L,(0;1) oldugunu gosterelim.

5.0 =110,
n=1

n

kismi toplamim alalm. m — oo iken S, L,_.(0;1) de f e yakinsamast ile, S, nin
monoton azalmayan olmasindan dolay1 m — oo iken S,, hemen her yerde f e yakinsar.

Boylelikle |S,,|” hemen her yerde |f |’ e yakinsar. Levi teoremi geregi,

21 27
J ISm(t)l”dt—>J If (O)IP dt,m — oo,
0 0

bulunur. Baska bir degisle,

2 2w | m
J|sm(t)|Pdt=J - .
0 0 n=1 n
27

ifadesinden m — oo iken fOZﬂ IS, ()]’ dt — +00 olur. Dolayisiyla, fo If(O)Fdt =

+00 bulunur. Bu ise ispatimiz1 tamamlar. [ |

p 27
m [P dE &
dtZZloTzz_l:—Im

Lemma 3.3. C;°[—m; 7] uzayt G,y(—m; ), 1 < p < +00 de yogundur.

Ispat. Ispat icin keyfi bir n > 0 say1 ve keyfi bir f € G,y(—m; ) fonksiyonunu alalim.
w,(t)ile

>

__n
(,()n(t) — CT) eXp( rn2_t2 )) |t| S T’,
0,[t] >,

cekirdegini gosterelim. Burada c,, sabiti f_+:oo w,(t)dt =1 olacak sekilde ahnir. f,(-)

fonksiyonu w,(-) ile tamimlanan bir konvoliisyon olsun, yani

+0o0

fn(t) :J f(t—s)w,(s)ds =J w, (t —s)f (s)ds.

Bu tammlamanin dogrulugu L, (—m; ) C Ly(—m; m) kapsamu ile ifade edilir. f, (t)

nin sonsuz diferansiyellenebilir bir fonksiyon oldugu aciktir. Minkowski esitsizligini
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kullanarak,

||f—fn||p)=U f(-)wn(s)ds—J f(—=8)e, (s)ds

p)

(o]

=' f [f (=)= F ()], (s)ds

p)

1

p—¢€ p—¢
dt) <

sf w,(s) sup (if If(t—s)—f(t)lp_edt)psdss

— 00 O<e<p—1 2n

J [f (£ =)= f(t)]ew,(s)ds

—0Q

e [©
= sup | —
0<e<p-1\ 2T |

—T

<epsup[lf(-=s)=f(ll) = 0,n =0,

Isl<m
gosterilebilir. Dolayisiyla C*°[—mt; 7], G,)(—; 1) de yogundur.

Keyfi bir ) > 0 sayis1 ve bir f € G,)(—=; 7) fonksiyonunu diisiinelim. Yukarida ispat
ettigimiz gibi, 6yle bir g € C*°[—m; ] fonksiyonu bulabiliriz ki

1
If =&l <3 (3.21)

ifadesi saglanir. 6 < ﬂ(wyj, e, = p — 1 olacak sekilde bir 6 > 0 secelim. &
p oo
uzunlugundaki Ef = (7 —§;n) ile E; = (—mn;—m + &) araliklarinin alahm ve

) &), te(=mm\E;JE;),
g5(t)—{ 0, te Ef|JE;.

fonksiyonunu tanimlayalim. O zaman

€ e e
lg —gsll,y= sup —f g "dt | <
O<€<p—1 271: Eg— UEg_

A I8l 87
< gl sup (5-26)7 <=2 <D, (3.22)

O<e<p—1 T

-

esitsizligi bulunur.

+00
g5.(t)= f gs(t—s)w (s)ds, T €R,
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fonksiyonunu tanimlayalim. Boylece T < % icin g5, € C;°[—m; 7] olur. T — 0 iken

||g5 — 851 ||p) — 0 oldugundan, oyle bir T < g bulabiliriz ve

g5 = gs:ll,, < 3 (3.23)

esitsizligi saglanir.

Dolayisiyla, (3.21)), (3.22) ve (3.23) ifadelerini kullanarak

n,m., n
—+-—+-=n,
3 7

If _g5,7||p) <If —gllpy +llg = gsllp) + |5 _g's’T“p) = 3 3

esitsizligine ulasir, yani C;°[—m; 7] G,)(—7; ) de yogun olur. |

GWPZ)(a; b),1<p<+ooile sz)(a; b)([[77]) uzaymnin bir alt uzayini gésterelim ve bu
alt uzay [ € G (a; b) olacak sekildeki f € sz)(a ; b) fonksiyonlarindan olussun.

GWA((=1;0)|_J(0;1)) = GW3(—1;0) @ GW?(0; 1),
ifadesini tanimlayalim.

Oncelikle asagidaki lemmanin dogrulugunu goéstermemiz gerekir.

Lemma 3.4. Dirac delta fonksiyoneli 6,(u) = u(x), x € (—1;1) GWPZ)(—l; 1) de lineer
ve sturlidir ancak G, (—1;1), 1 < p < +00 de stirsizdir.

Ispat. Sabit bir x € (—1;1) noktasi alalm. O zaman Yt € (—1;1) icin

16, (W] = [u(x)| =

u(t)+ f U (s)ds

< |u(t)|+J |u'()| ds,

olur. Esitsizligin her iki taarafinin [—1; 1] aralig1 boyunca t ye gore integrali alinirsa,

1 1 X
2|5X(u)|§J |u(t)|dt+f U |u’(s)|ds)dts
—1 —1 t

1 1
< J lu(t)|dt +2J |u'(1)] dt,

—1 —

bulunur. Boylece Ve € (0; p — 1) icin, p — ¢ ile Holder esitsizligi kullanilarak

1 p% 1 ﬁ
5. ()] <277 ( J lu()|P~* dt) + 2l U d(0]" dt) <
-1 -1




< &7 (Jlull,y +2 ||u

) <267 (llullyy + [ju]] ) =

7"

< 28_1’%“(||u||p) + ||u/||p) T | u

1
) =267 lullgw

sonucuna ulasilir, yani 6, fonksiyoneli Gsz)(—l; 1) de lineer ve sinirhdir.

Simdi &, fonksiyonelinin G,)(—1;1) de siurh olmadigini gosterelim.  Tersini
varsayalim, yani 6,, G,(—1;1) de sinirh olsun. O zaman bir M > 0 sayis1 vardir
oyle ki

16, < M llully, Yu € Gpy(~131). (3.24)

p)>
YueL,(—1;1) i¢in 1
lull,y <277 (p— D ull, (3.25)

bagintisinin saglandigi grand norm tanimindan kolayca goriiliir. O zaman (3.24])) ve

(3.25) den
16, (W) <277 (p— M |lull,, Yu € L,(—1;1),

olur, yani &, L,(—1;1) de sinirhdir. Ancak bu durum &, fonksiyonelinin L,(—1;1) de

sinirsiz olmastyla celisir. Boylece 6, fonksiyoneli G,)(—1;1) de simirsizdir. [ |

Simdi ise G,)(—1;1) @ C de bir A operatorii alalim ve
A@) = (—u',u'(=0) —u (+0))
seklinde tanimlayalim.
D) = {ti=(u,a) :ue GW3((-1;0)|_Jo; 1)},

ise bu operatoriin tanim kiimesi olsun. A nin kapali bir operatér oldugunu gosterelim.
i, = (u,, a,) € D(A) keyfi bir dizi olsun 6yle ki

”ﬁn_ﬁ”Gp)@c —0, n—o o0,

||Aﬁn_‘/>||Gp)@C —)O) n— OO,

sartlarini saglasin. Burada @i = (u, @) ve ¥ = (v, ) olur. O zaman u,, dizisi G,(—1;1)
de u fonksiyonuna yakinsar ve u;; dizisi G,)(—1;1) de —v ye yakinsar. Dolayisiyla u,
ve u;; dizileri sirasiyla u ve —v ye L,(—1;1) de yakinsar. u, ve u; [—1;0] de mutlak
siirekli oldugundan bir u vardir ve u and u’ fonksiyonlari [—1; 0] de mutlak siireklidir.
Dahasi u/r; dizisi L;(—1;0) de u ne yakinsar. Buradan U (x) =—v(x) esitligi [—1; 0]
de hemen her yerde saglanir ve boylece u” € G,y(—1;0) olur, yani u € GWPZ)(—l ;0).
ue GWPZ)(O; 1) oldugu da benzer bicimde gosterilir. Elde edilen sonuclardan @i € D(A)
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oldugu goriiliir. Baska bir ifadeyle f = u'(—0) — u'(+0) esitligi saglanir. Nitekim
A(t) =¥, yani Anin G,)(—1; 1) @ C de kapalili§1 gosterilmis olur.

Simdi ise G,)(—1;1) ® C de bir L operatoriinii
L) = (—u ,u (—0)—u (+0)) (3.26)
formiilii ile tanimlayalim ve

D(L) =
= {0 = (u, mu(0)) : u € GW3((=1;0) J(0; 1)), u(—1) = u(1) = 0,u(—0) = u(+0)},
(3.27)

tanim kiimesi olsun. L nin kapali yogun tanimli bir operator oldugunu gosterelim.
Vi =(u,a) € G,(—1;1) & C igin,

F(i1)) = mu(0)—a,

U,(@) = U,(u) = u(=1),
Uy() = Up(uw) = u(1),

Us(@) = Us(u) = u(—0) —u(+0),

olsun. Buna gore D(L),
D(L) =
={1eG,eC:a=(u,a)eW2((-1;0) J(0;1)),F(u) =0,U,(w) =0,i =1,3},

seklinde ifade edilebilir. Lemma geregi F ve U;, i = 1,2,3 lineer fonksiyonelleri
GWPZ)(—l; 1) ® C de simrhdir ancak G,y(—1;1) & C de sinirh degildir. Buradan A
operatoriiniin kapaliliginda dolayi, Teorem den A nin D(L) ye kisitlamasi L
Gp)(—1; 1)®C de kapali yogun tanimli bir operatordiir. Boylece asagida verilen teoremi

ispatlariz.

Teorem 3.2. (3.27) ile tanimlanan D(L) tanim kiimesi ve (3.26)) formiilii ile tamimlanan
L operatoriinii alaim. O zaman L G,,(—1;1)®C, 1 < p < +00 de kapalt yogun tamml
bir operatordiir.

Uyari. Teorem L nin L,(~1;1)®C, 1 < p < +00o de kapah yogun tammli bir
operator oldugunu soyleyen ifadenin kullanilmasiyla da kanitlanabilir (bkz. Lemma
3, [17]). Bu tiir bir ispat icin, Lemma tarafindan saglanan Dirac fonksiyonelinin
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bu uzaylardaki uygun 6zelliklerinin bilinmesi gerekir.

Simdi ise L operatoriiniin rezolvent yapisini kuralim. Sabit bir f €Gy(—L;1)e®C,
f=(,B) icin
Li— Al = f, (3.28)

esitligini diistinelim. (3.28) esitligi asagidaki gibi problem seklinde yazilabilir:

u"(x) — Au(x) = f(x)
U (—0)—u (+0) — Amu(0) = . (3.29)
U(w=0,i=1,2,3

Problem (3.29) c¢oziimleri ile ilgili asagidaki lemmay: verebiliriz.

Lemma 3.5. ([40() denkleminin @i = (u; mu(0)) ¢oziimleri igin asagidaki ifadeler

saglanir:

PBsinp(1+x)
p(2cosp —pmsinp)

u(x, p) = —% f F(E)sinp(x — E)AE+
-1

0
+[1) f F(E)sinp(x — E)E + —— f F(E)sinp(1 +x)sinp(1 +E)dE—

Alp)

psmp

1
+LJ f(&)sinp(1+ x)sinp(1—E&)dE, x €[—1;0]; (3.30)
Alp) J,

Psinp(1l—x)
p(2cosp —pmsinp)

u(x, p) = —1f F(E)sinp(x—E)dE+

1
+% J £(E)sinp(x — E)E + —— f F(E)sinp(1—x)sinp(1— E)AE+

Alp)

J f(&)sinpxsinp(1—E)AE + 11an £(&)sinp(1—x)sinpEdE+

psmp

0
+LJ f(&)sinp(1—x)sinp(1+&)dE, x €[0;1], (3.31D)
Alp) )4

burada A = p?, L operatdriiniin rezolvent kiimesine aittir. Dolayistyla

1
X
p(2cosp —pmsinp)

u(0,p) =

44



0 1
X[ﬂSiHPJrf f(E)SinP(1+€)d€+J f(&)sinp(1=&)dE |. (3.32)
-1 0

olur.

Ispat. (3.29) denkleminin c¢oziimleri

_ { c11Y11(x) + c1py12(x) + y1(x), x €[-1,0],
u(x,p)= (3.33)
Co1 Y1 (%) + €020 () + y5(x), x €[0,1];

burada y,(x) ve y,(x) (3.15) den tanimlanir. (3.11) de tamimlanan y(x) (1.2)

kosullarini sagladigindan,

U,(y)=0, v =14, (3.34)

olur. Simdi u(x,p) fonksiyonunun U,(u) = 0,v = 1,2,3,U,(u) = B kosullarini
sagladigini kabul edelim. O zaman ([3.33) ve (3.34) dan

{ 11Uy 1(y11) + 12Uy 1 (V12) + €01U3o(Y21) + €00U0(y22) =0, v=1,2,3;
C11Us1(V11) + c12Us1 (V12) + €21 Uss (V1) + €90 Uss (¥25) = B.

¢;x bilinmeyen katsayilarina gore sistemi ¢ozerek

Cii—=— b U1 (712) [U20(¥21)U32(Y22) — Uno(¥22)Usa(¥21) ],
A(p)
Cip = —ﬁ U1 (711) [Un2(¥21)U32(¥22) = Uno(¥22)Us2(¥21) 15
Alp)
Co1 = —/5 Uso (¥92) [U11(¥11)Us1(¥12) — U1 (¥12)Us1(y11)]s
Alp)
Cop = _—ﬁ Usy(¥21) [U11(y11)U31(¥12) — U1 (712) U3 (y11) ]
Alp)

Bulunan bu cj degerlerini (3.33) de yerine yazarak ve (3.6), (3.17)-(3.20)
formiillerini géz oniine alarak, (3.30) ve (3.31) formiillerinin gecerliligi saglanir.

(3.32) formiili ise (3.30) (veya (3.31)) formiilinde x = 0 alinarak gosterilmis
olur. [
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4

OZFONKSIYONLAR SISTEMININ GRAND-LEBESGUE
UZAYLARINDA BAZLIGI

4.1 Ozfonksiyonlar Sisteminin L,y ® C Uzaylarinda Bazlig
Bir onceki boliimde tamimladigimiz L operatoriiniin 6zfonksiyonlart (1.1)-(1.2)

probleminin 6zfonksiyonlar ile cakisir ve karsilik gelen 6zvektorler [[17]
Upnq(x) = (Uugp—1(x),0),n €N

ﬁZn(X) = (u2n(x): mSian,n)) ne Z+:

seklindedir. = Simdi G,y(—1;1) & C uzayinda {1,},c, sisteminin bazhg {zerine

asagidaki ana teoremimizi ifade ve ispat edelim.

Teorem 4.1. L operatoriiniin {ﬁn}nez+ ozvektorler sistemi G,y(—1;1)®C, 1 <p < +00

uzayt icin bir baz olusturur.

Ispat. Sistemler icin bazlik kriterlerinin kosullarimi burada ispatlamaliyiz (bkz. [[78]).
Bunun i¢in, ilk olarak {{,},c, sisteminin tamligim ispatlayahm. Keyfi bir &I €
Gp(—1;1) @ C vektorii alahm ve n > O keyfi bir say1 olsun. Lemma den
L,(—1;1)® C G,)(—1;1) ® C de yogundur. Dolayisiyla bir ¥ € L,(—1;1) & C vektorii
vardir 6yle ki

It — Pl ec < - (4.1)

{l,} ez, sisteminin L,(—1;1) ® C de tamhgindan (bkz. Theorem 1, [[17])), bir w €
L ({€,} e z+) vektorii vard: dyle ki

19 =Wl ac <. (4.2)
(13.25) ve (4.2) den

19 =Wllg ec <277 (p = DI =Wl ec <277 (p—1n, (4.3)
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elde ederiz. O zaman ti¢gen esitsizligini uygulayarak ve (4.1)) ve (4.3) esitsizliklerini
g0z oniine alarak

||ﬁ_VAV||Gp)e(c < ||ﬁ_9||Gp)eC + ”‘A’_VAV”GP)@C =

<n+277(p—1)n=Mn,

oldugunu gosteririz, yani {d, },,c,, sistemi G, (—1;1) ® C de tamdur.

Simdi {@,},c;, sisteminin G,)(—1;1) ® C de minimalligini gosterelim. [17] de
gosterildigi gibi, {ﬁn}nez+ sistemi L,(—1;1) @ C de {ﬁn}n€Z+: v,(x) = (v,(x), mv(0))
seklinde biortagonal eslenik vektorler sistemine sahiptir. Burada v,(x), n € Z,
fonksiyonlari

v'(x) + Av(x) = 0,x € (-1;0)|_J(0; 1),

v(-1)=v(1)=0
v(—0) = v(+0)
V' (—0) —v'(+0) = Amv(0)

eslenik spektral probleme karsilik gelen 6zfonksiyonlardir ve

Vop_1(x) =sinmnx,n €N,

ConSIN Py (1 +x),x €[—1;0
vy (x) =4 " F_)Z’ ( ) [ | nez, (4.4)
Consin Py (1= ), x €[01]
seklindedir. c,, ise
1
6 =140 (—2) (4.5)
n

kosulunu saglayan normallestirilmis sayilardir. Dahasi p ve n € Z, den bagimsiz bir
a > 0 sabiti vardir 6yle ki

|<a,9, >| < allilloc,

olur.

Simdi ise {f/n}nez+ sisteminin {ﬁn}nez+ sistemine G,)(—1;1) ® C de biortagonal eslenik
sistem oldugunu

1
<V, >= f u(x)v,(x)dx + amv,(0), = (u,a),
-1
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formiilii ile gosterelim. Aslinda her sabit € € (0; p — 1) icin
<0, >| <alldll,_oc <a il oc (4.6)
esitsizligini elde ederiz. Boylece {il,},c,, sistemi G,)(—1;1)® C de minimaldir.

Son olarak geriye sadece
n
S.(H)=>.<f0>u, feGy(-L1)ec,
k=0

projektorler dizisinin G,)(—1;1) & C de diizgiin sinirliligin1 gostermek kaliyor. Bunun

icin 6ncelikle

r‘2n—1:{103|10_191,n|: },nEN;

2mtmn

,NEZ,;
ann} *

F2n={p o= P2l =

1
Cn={p:|p|=ﬂ(n+§),0SargpSﬂ},n€Z+

cemberlerini tanimlayalm ve I, , T, ve C/ ise A = p* doniisiimiine uygun

goriintiileri olsun. O zaman L operatoriiniin R(A) rezolvent operatoriinii kullanarak

S, operatoriinii asagidaki gibi yazabiliriz:
()= E(f),
k=0

burada {E,} projektorler dizisi

nez,
n 1 A ]_ A
Eoppf = 5= RA)fdA=— pR(pz)fdp,n EN;
2711 o mi .
2n—1 2n—1
n ]_ A ]_ A
Eyf=-—| RA)fdi=—= | pR(p*fdp,neZ,
2mi o Ty,

formiilleri ile tanimlanir. R(p?) f =1(x,p) = (u(x, p); mu(0, p)) bakis acisiyla,

1

Sonaf (x) = 2—mJ R(A)f (x)dA = %J PR(pHf (x)dp = %J pii(x, p)dp =
c Cn Cn

= i (J pu(x,p)dp;J mpu(O,p)dp) = i,(Jn(x), mJ,(0)),ne Z,,
mi\ Je . i
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elde ederiz. [[79] den goriilecegi gibi
Isinp| < Myel?!*™¢, p = |p|sing,0 < ¢ <,

esitsizligi saglanir. Dahasi merkezleri A;(p) = 2 cos p —mp sin p in sifirlari olan bazi
6 yarigapli gemberlerin disindaki yeterince biiyiik |p| degerleri igin

1A (p)l = M |p| e|p|3iw,

esitsizligi saglanir. Bu esitsizliklerden, p = |p|sing, 0 < ¢ < 7 ve merkezleri A,(p)
nun sifirlarin olan bazi § yarigapli cemberlerin disindaki yeterince biiyiik |p| degerleri

icin asagidaki bagint1 saglanir:

sinp(1+ x)

Moelplxsimp M
— Vx €[-1;0]. 4.7
A(p) x €[—1;0] 4.7)

M, |p| _| |’
(3.30) esitliginden,

sinp smp(1+§)
= d
7,(0) ﬁjc,,pAl JU FO=E 5) p+

sinp(1— 5) -
J (J fE&) ——F——— N g)dp—
B sinp SIHP(1+5)
‘ﬁfcnpm(p) JU TO= A g)d’”
s1np(1+§)
J(J ) ————— N 5)6110,

bulunur. Boylece, (4.7) ve p — ¢, € € (0; p — 1) ile Holder esitsizligi kullanilarak
sinp(1+&)

X 0
sin p
d
|Jn(0)|S|ﬁ|Jcn , Al(p)‘| pl+ J ( J FON=5 s

0 .
+f (J fegy) SRl +E) d5)|dp|s
c, \J-1

pPA(p)

SMZJ ﬁldm(vmj |f(£)|d€+J |f(£)|d£)s

di)ldp|+
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0 = 1 =
< M, |/3|+(J |f(§)|p_€d€) +(J‘ |f(§)|p_€d5) <
-1 0

1
E\ p—e
<200, (181 + 1y, 1) < 27M; (Iﬁl +(£) ||f||Gp)(_1;1>) <

< M5 (IB1+11f llg, -1 (4.8)

oldugunu gosterebiliriz. Ayrica, [[17] de elde edilen sonuglardan, (3.32) ile, f ve p
den bagimsiz bir M, > 0 sabitinin vardir oyle ki yeteri kadar biiytiik n i¢in

£ ()

17,(x)] < M4f d& = M,H (g)(—x),Vx € [-1;0], (4.9)

-1
bagintis1 saglamr. Burada g(x) = |f(—x)| dir. H Hilbert doniigiimiiniin L,)(0;1)

grand-Lebesgue uzayinda sinirli olmasindan dolayi(bkz. [77]]), pozitif bir Ms > 0

sabiti vardir ve

|H (g)”Gp)(O;l) < M; ”g”Gp)(O;l) = Ms||f ||Gp)(—1;0) > (4.10)

olur. Boylece (4.9) ve (4.10) den

Wallg, 100 < Ma IH(l6 011y < Mo IS Nl 1.0 » (4.11)

gostermis oluruz (Mg = M,M;). Benzer bir argtimanla, f ve p den bagimsiz M, > 0

varligini gosterebiliriz oyle ki

Woallg, o < Mo l1fllg, oy (4.12)

saglanir. O zaman (4.11)) ve (4.12) esitsizliklerini hesaba katarak,

||‘]n||GP)(—1;1) < ||‘]n||Gp)(—1;0) + ||‘]n||GP)(0;1) <

< Mg llf llg, 100 + M7 IS Nl c0:1) < Ms [l f llg 1.1y » (4.13)

elde ederiz (Mg = Mg + M,).

Simdi ||52n_1(f )|| G, ec OTMU icin bir simir bulalim. (4.8) ve (4.13) bagintisini
p
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kullanarak .
1201 P, -700 = = (Wl caomy + I, (0)]) <

1 A
< = (Ms ”f”Gp)(—l;l) + |m| M, (lﬁl + ”f”Gp)(_l;l))) <M ||f||Gp)€BC , (4.14)

2(M8+|m|M4))

ifadesini elde ederiz (M = Geriye ||82n(f )|| 6, ec DOTMU kalr. S, f
p

ifadesini asagidaki formda yeniden yazalim:
SonS = Sonaf + <[, V30 > Ulgy.

Acikeasi, a, = sup ||ﬁn||Gp)(_1;1)®C < +00 olur. Dolayisiyla, (4.6) ve (4.14) kullanarak,

licgen e§itsizlggi ile

||52n(f)”c;p)(—1;1)eac < ||52n—1(f)||cp)(—1;1)@c + |< f,v2n >| ”ﬁZn”Gp)(—l;l)@C =

f (4.15)

< (M + aoa1) ||f||Gp)(—1;1)€BC =K Gp(=L;1)ecC”’

elde edilir. (4.14) ve (4.15) den, {Sn}nez+ dizisinin diizgiin sinirh oldugu goriiliir.
Boylece, {il,},c,, sistemi G,)(—1;1)@ C de bir baz olusturur.

4.2 Ozfonksiyonlar Sisteminin L,y Uzaylarinda Bazhigi

Teorem (1.1)-(1.2) probleminin {un}nez+ ozvektorler sisteminin G,y(—1;1), 1 <
p < +00 de tamligini ifade etmektedir. Aslinda, aksi takdirde,

<u,,v>=0,YneZ,.

ifadesini saglayacak sekilde G,)(—1; 1) de sifir olmayan siirekli bir fonksiyonel v vardir.
Vile G, (—1;1) ® C de bir fonksiyoneli

<i,V>=<u,v>,

formiilii ile tammlayalim. Acikgasi ¥ G,)(—1;1) & C de sifir olmayan siirekli lineer bir
fonksiyoneldir ve
<i,v>=0,YneZ,.
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Bu {i,},c;, sisteminin G,(—1;1) ® C uzayinda tamhg ile celisit. Simdi {u,},cz,
sisteminin G,)(—1;1) de bazligini diigtinelim.

Teorem 4.2. Her ko € Z, i¢in, {u,},ez, npox, Sistemi G,)(—=1;1), 1 < p < +00 de bir

baz olusturur.

Ispat. Keyfi bir f € G,y(—1;1) fonksiyonu diisiinelim. (4.5) den, {un}nez, sistemine

biortagonal olan {v,},c, i¢in

Von(0) = ¢y, 8inp, , #0,n€ Z,,

bagimntis: saglamir. f = (f; ), ——<fv—2k(°) vektoriini {i1,}

nez, Dazina ayrnstirarak,

f=2 <fin> H=Z<<fv > P, (008, =

202 < f,vy. >
= (< fa Vp > _—2k0mvn(o)) ﬁn =
n=0 mVZkO(O)

= Z (<f7vn>_<f’v—2ko>m)ﬁn:

n=0,n#2k, Vzko (O

= < f vy >
= > (< fov,> ——2"°vn(0)) ft, =
n=0,n#2k, VZkO(O)
+00
v,(0) .
= Z < f’ n (O)vZkO > un:
n=0,n#2k, 2kO
elde ederiz. Boylece
+00 (O) +00
f= Z <f,v,— (O)VZko >u, = Z < f,v:>u, (4.16)
n=0,n#2kq 2 n=0,n#2k,

* n(O)
olur (vn =v,— v: 0y V2kyo TL #* 2k0) Baska bir ifadeyle, {v }nez ik, V€ {untiez, npox,

sistemleri biortagonald1r. Aslinda,

v,(0)

<u, Vv, >=<uy,V, > - )
2k,

< U, Vo, >=< U, Vy >= O, N, k € Z\ {2k}

Bu nedenle, f € Gp(—1;1) {u,},ez, npok, Sistemine gore tek bir (4.16) ayrigima
sahiptir. Sonug olarak {u,},cz, 2k, Sistemi G,)(—1;1) de bir baz olusturur. u
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5}

OZFONKSIYONLAR SISTEMININ AGIRLIKLI
GRAND-LEBESGUE UZAYLARINDA BAZLIGI

Bu boliimde asagidaki siirekli olmayan spektral problemi L, ,(0,1),1 < p < +00

PP
agirlikli grand-Lebesgue uzaylarinda ele alacagiz ve p(.) genel bir agirlik fonksiyonu

olacak.

y'(x)+Ay(x)=0, xe€ (0,%)U(%,1), (5.1)
y(0)=y(1)=0,
yG—0)=y(;+0), , (5.2)

y'(5—0)=y'(5+0) = Amy(3),
burada A spektral bir parametre ve m sifirdan farkli bir kompleks sayidir.

[17,80] de problem (5.I), (5.2) nin 6zdegerlerinin A, , = (p,,)>,n €N, ve A,, =
(p2n)?* n € NU{0} iki serisine sahip oldugu gosterilir ve burada

3tn  24(—1)" 1
P1n = 37N, P2n= + =) +O(_)’
’ ’ 2 mmn n2

seklindedir. Bu 6zdegerlere uygun 6zfonksiyonlar ise

Y1.(x) =sin3mnx, x €[0,1], neN, (5.3)
sinp, (x — ) +sinp, (x + 1), x €[0, +]
Yon(x) =4 O P2 TS TR an E g (5.4)
Slan,n(l —X),X € [§J 1]

formiilleri ile ifade edilir.
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5.1 Agirliklh Grand-Lebesgue Uzaylarinda Ustel ve Trigonometrik
Sistemlerin Bazlik Ozellikleri

p :[a,b] — R, bir agirlik fonksiyonu olsun. A,(a, b),1 < p < +0c0 ise Muckenhoupt

sinifin1 gostersin, yani

1 1 A
sup —Jp(t)dt(—Jp(t)‘th) < +o00.
Ic[a,b] |I| I |I| I

kosulunu saglayan p(t) agirlik fonksiyonlarinin sinifini ifade etsin.

L, ,(a,b) uzayr [a,b] arahigindaki Olciilebilir fonksiyonlardan olusan ve asagida
tanimli sonlu norma sahip f fonksiyonlarinin bir Banach uzayr olan agirlikli

grand-Lebesgue uzayini gostersin.

”f”Lp)’p(a,b) — ”fp”Lp)(a,b)'

Asagidaki lemmay verelim.

Lemma 5.1. p, A,(0,1),1 < p < +00 sinifina ait bir agirlik fonksiyonu olsun. O zaman
Vre(,r,)igin L, ,(0,1) C L,(0,1) siirekli gommesi olacak sekilde bir r, € (1,+00)

sayist vardir.

P),p

Ispat. Ispat icin éncelikle L, ,(0,1) uzayindaki durumu ispatlayalim. A,(0,1) sinifi
lizerindeki sonug geregi, p € A,_.(0, 1) ifadesini saglayan bir 0 < ¢ < p —1 vardr.

Simdi bir r, € (1,p) : % =1+ 11) — p%g secelim. O zaman
P=f _ Ph (5.5)
p—e—1 p—ro
(5.5) den
p i > pr > Vr € (17 rO); (56)

p—¢—1 p—r

elde ederiz. p ! € (LP_S(O,l))* olmasindan, ile Vr € (1,ry) igin
p " e (Lg(O,l))* ifadesi de saglanir. O zaman Vf € L,,(0,1) icin [f(t)]" =

If (D)p ()" p"(t) esitiginden, |f(t)p(t)|]" € Lg(O,l) ve p7 € (Lg(O,l))* olur.
Buradan Vr € (1,r,) i¢in f € L,.(0,1) bulunur. Hatta £ ssii ile Holder esitsizligi

1 7 1 1
U |f(f)|rdt) =U If(t)p(t)lrp‘r(t)dt) <
0 0
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1 5
Scp,r(p)(f If(t)p(t)lpdt) < +oo, (5.7)
0

-
elde edilir. Burada c, ,(p) = (fol p(t)_PpTrdt) " < 4o0.

Ayrica, 0 < ¢ < p—1 sayisim p € A,_.(0,1) olacak sekilde secelim. Ispat edilen
(0,1) c L.(0,1) gobmmesi
(0,1) c L,(0,1) elde

ile, Vr € (1, r,) icin bir ry € (1,+00) vardir 6yle ki L,_, ,
saglanir. Boylece, L, ,(0,1) c L,_, ,(0,1) gdbmmesine gore, L
ederiz. Son olarak (5.7) ifadesini hesaba katarak

p).p

1
11l 0 < € IF N, 01y < (0T IF s, o

elde ederiz, yani gomme siirekli olur. |

Bu kisimda asagidaki teoremi vermemiz yararli olacaktir.

Teorem 5.1. ([75, 81, 82]) G,)(a,b),1 < p < +09, uzay asagidaki kosulu saglayan
f € L,y(a, b) fonksiyonlarindan olusur:

b
li%if If ()P *dt=0.

Gy p(a,b), pf € Gy (a, b) olacak sekildeki f fonksiyonlarinin L

alt uzay1 olsun. Ustel fonksiyonlarin klasik sisteminin Gp)p

p),p(aJ b) uzayinin bir
(—1,1) uzayinda bir baz

olusturdugunu ispatlayalim.

Teorem 5.2. p agirlik fonksiyonu A,(—1, 1) sintfindan olsun. O zaman iistel fonksiyon-

larin {e™"™}, , sistemi G,, ,(—1,1),1 < p < +00 uzayinda bir bazdir.

P),p

Ispat. Kolaylikla goriiliir ki

1
1 .
< f,v,>= 5 f fx)e "™ dx, nez,
-1

esitligi ile verilen {v, },, fonksiyonellerin sistemi {e"""*},_, sistemine biortagonaldir.
[74, 83] den bilindigi gibi, eger p € A,(—1,1) ise, o zaman {istellerin {e"™} o
sistemi L, ,(—1,1) de baz olusturur. O zaman L, ,(—1,1) uzaymnin G, ,(—1,1) de
yogunlugundan, L, ,(—1,1) € G, ,(—1,1) gébmmesini de hesaba katarak, {e"™}
sisteminin G, ,(—1, 1) de tam oldugunu gosterebiliriz. Aslinda f € G, ,(—1,1)ve 6 >

0 alalm. O zaman L, ,(—1,1) nin G

0,0 (—1,1) de yogunlugundan bir g € L, ,(—1,1)
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vardir 6yle ki

o
I f _g“Lp)’p(—l,l) < 5 (5.8)

{e"™},cz sistemi L, ,(—1,1) de tam oldugundan,

o

”g _h”Lp,p(_l’l) < Z: (5.9)

olacak sekilde bir h € span{e™},., vardir ve burada ¢ > 0 sasyis1 ||f]| Ly (-11) =
clifl RERE f €L, ,(—1,1) esitsizligini saglar. Buradan (5.8) ve (5.9) kullanilarak

If =hll,, o <If —gll,, oyt lig=nhll,, 11y <8,

elde edilir yani {€""™} ., G, ,(—1,1) de tamdir. Son olarak

PP

m

Su(F)X)= D <f,v,>e"™ Vf €G, (—1,1),meZ,.

n=—m

projeksiyonlar dizisinin diizgiin sinirlihgin gostermemiz gerekmektedir. {e™™} .,

sistemi L, ,(—1,1) uzayinda bir baz olusturmasindan, bir ¢, > 0 dyle ki
”Sm(f)”Lp’p(—l,l) <¢ ”f”Lp’p(—l,l)' (5.10)
€, € (0,p—1) alalim. ¢ : ¢, < ¢ < p—1 icin Riesz-Thorin teoremine gore
”Sm(f)”Lp,g,p(—l,l) < ¢1(p, &) ”f”Lp_e’p(—l,l): (5.11)
olur ve € : 0 < € < g, icin, Holder esitsizligi ve (5.10) kullanilarak,

||Sm(f)||LP,S,p(—1,1) < ¢5(p, &) ||f||LP_€0,p(—1,1)- (5.12)

ifadesine ulasiriz. Boylece (5.11)) ve (5.12)) i dikkate alarak

1 1
IS0l i S sup P ISHC, o+ sup €77 IS,C)Il

Ly S
g9<e<p—1 <e<gg

p—€,0
<c(p,e)llf ”Lp)’p(—l,l) + c3(p, €0) IIf ”Lp)’p(—l,l) =c(p, &) IIf ||Lp),p(—1,1) >

sonucunu elde ederiz, yani ||S,,|| < c¢(p, &) bulunur. ]

Simdi trigonometrik sistemlerin agirlikli grand-Lebesgue uzaylarindaki bazligini ele

alalim.

Teorem 5.3. p agirlik fonksiyonu A,(0,1) sinifina ait olsun. O zaman siniislerin
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{sintnx},ey ve cosinislerin {cosnx},es, sistemleri G ,(0,1),1 < p < +00 uza-

yinda baz olustururlar.

Ispat. 6(x), p(x) fonksiyonunun [—1, 1] e bir cift genislemesi olsun, yani

G(t):{ p(tte[o1]
p(—t),t€[—1,0]

p €A,(0,1) den, 6 € A,(—1,1) oldugunu gosterelim. Keyfi bir I c [-1,1],] =1, U,
araligi icin, I; =I'N[0,1] ve I, = I N[—1, 0] olmak iizere,

5

_ ) Ll <4
L=
L, || < ||

ifadesini diistinelim. J = I, UI_ olsun ve buradaki I_ kiimesi I, kiimesindeki sayilarin

ters sayilarindan olussun. I € J € [—1, 1] oldugu agiktir. Buradan

1 1 P
sup —f@(t)dt(—f@(t)_ﬁdt) <
Ic[—1,1] |I| I |I| I

1 1 B \'N

< sup — | O(t)dt| — | O(t) 71dt =
Ic[-1,1] |I+| J |I+| J

p—1
= sup ij O(t)dt if 9(t)_P+1dt =
Ic[-1,1] |I+| I, |I+| I,

1 1 N
=2 sup — | p(t)dt| = | p(t) 7 dt <400
Ic[0,1] |I| I |I| I

Keyfi bir f € G,y (0, 1) fonksiyonu alalim ve tek bir sekilde genisletelim, s6yle ki,

PP

F(t):{ f(6),t€[0,1] ’
—f(t),t €[-1,0]

alalim. O zaman

8 —&
IFlls, 1= sup (5 f F(B(0)P dr) =
—1

O<e<p—-1

1

1 p—¢
= sup (e‘f |f(t)p(t)|p_gdt) =1fll.,,, 01 <+0o°
0

O<e<p—1

Yani, F € L, 4(—1,1). Teorem den hemen goriiliir ki F € G,y 4(—1,1). O zaman F
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{e""™} ., bazinda asagidaki formda genisletilebilir:

+0o0

F(x)= Z c e,

¢, katsayilar icin
1 ' —inmt 1 1 —inmt 1 ' inmt
C,=— F(t)e dt=—=1 f(t)e dt——= | f(t)e"™dt=
1 2 Jo 2 Jo

2

1 1
1 , : 1 1

== | fO(e" —e™)de=—-| f(Osinmntdt=_-<f,g,>neN
2 J, 2i ), 2i

elde ederiz, < f,g, >= ZfOlf(x)sin nnxdx. {g,}n.en Sisteminin {sinmnt},cy
sistemine biortagonal oldugu aciktir. c_, = —c,, n € N, ¢, = 0 esitliklerini dikkate
alarak, Vm € N icin

n=—m n=1 n=1 n=1
m m
=2 E c,sinmnt = E < f,g,>sinnnt,
n=1 n=1

elde ederiz. F(t)— . c,e™ ifadesinin f(t)— Y, | < f,g, > sinznnt nin [—1,1]
araligina tek genislemesi oldugu aciktir. Boylece, m — oo oldugunda,

m
Hf —Z <f,g,>sinnnt
n=1

Ly ,(0,1) Lyye(—1,1)

elde ederiz, yani {sin tnt},y sistemi G,, ,(0, 1) de baz olur.

p),p

{cosmnt},c;, sisteminin G, ,

bulunur. u

(0,1) uzayinda bazlhiginin ispati da benzer sekilde

Yorum 5.1. i) p agirlik fonksiyonu A,(—1,1) sinifindan olsun. O zaman istel

fonksiyonlarin {e"™*},., sisteminin G

0,p(—1,1),1 < p < +00 uzayinda r-baz

olacak sekilde bir r > 2 sayis1 vardir.

ii) p agirhk fonksiyonu A,(0,1) simifindan olsun. O zaman {sinmnx},y ve

{cosnx},e,, trigonometrik sistemlerinin G

.0(0,1),1 < p < +00 uzayinda

r-baz olacak sekilde bir r > 2 sayis1 vardir.

Aslinda, Lemmaile, G,),(0,1) € L,.(0,1),r" = - siirekli gommesinin oldugu bir
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r > 2 vardir.

Boylece, Hausdorff-Young teoreminden, Vf € G, ,(0,1) icin asagidaki esitsizlik

saglanir:

1
(Z |Cn|r) <c ||f||Lr/(0,1) <M ”f”Lp),p(O,l)’

nez

burada c, = %f_llf(x)e_i”""dx. Boylece, {e"™},, sistemi G

Sintis ve Cosints sistemlerinin G

1,0 (0,1) de r-baz olur.

), (0,1) de r—bazhg ise benzer sekilde kurulur.

5.2 Ozfonksiyonlar Sisteminin L, & C Uzaylarinda Bazlig1

p).p

Gsz)(a,b),l < p < +oo ile sz)(a, b) grand-Sobolev (bkz. [71]) uzaymin bir

alt uzaymi gosterelim ve bu alt uzay f” € G,)(a,b) seklindeki f € sz)(a,b)

fonksiyonlarindan olussun.
) 1 1 ! , (1
GW 0,— U =,1||=G6GWS10,=- |oeGW= | =,1],
p) 3 3 p) 3 P\ 3
ifadesini alahm. G,(0, 1) ® C uzayinda bir L operatoriinii diigiinelim ve bu operatérii
N ",/ 1 / 1
L(y)=(—y Y (5—0)—y (§+0D, (5.13)

formiilii ile tammlayalim. Bu operatoriin D,)(L) tanim kiimesi ise
r=(rimr (5)) comi((0:5)0(51)) e
= sm . o ) )
Y=\rmyi3 ) 3 3
seklindeki fonksiyonlardan olussun ve bu fonksiyonlar

y@©=yw=0,  y(3-0)=y(3+0),

kosullarini saglasin.

[70,|80]] in sonuclarindan,

yerf((O,%)u(%,l)), y(0)=y(1)=0, y(%—O):y(%—l—O),

seklideki y = (y, my(%)) elemanlarindan olusan D,(L) tanim kiimesi ve (5.13)
ile tammlanan L operatorii L,(0,1) @ C de kompakt rezolvente sahip kapali yogun
olarak tanimli bir operatérdiir. Dahasi L operatoriiniin ve (5.1)),(5.2) probleminin
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ozdegerleri cakisiktir, L operatoriiniin 6zfonksiyon ve ilgili fonksiyonlarinin {¥, },cx
sistemi ([5.1)), (5.2) probleminin 6zfonksiyon ve ilgili fonksiyonlarinin asagida verilen

{¥n}nez, sistemi ile ifade edilir:

1

Bu faktérler G,,)(0, 1) ® C uzayindaki D,,(L) tanim kiimesine sahip L operatérii icin de
gecerlidir.

Simdi asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 5.4. G,)(0,1)® C,1 < p < +00 uzayinda D,y(L) tanim kiimesi ve (5.13)
formiilii ile tamimlanan L operatértinii alalim. O zaman L operatorii G,)(—1,1) & C de
bir kompakt rezolvent ile kapali, yogun olarak tanimlt bir operatordiir. L operatériiniin
ve (5.1)), (5.2) probleminin ozdegerleri cakisiktir, uygun ozvektorleri ise

910 = (nablmna(3)),  men

1
Fon(x) = (J’z,zn(x)§ MY, (5)) ) nez, (5.15)

4 1
Van(x) = (J’z,zn—l(x)§ MY on—1 (g)) , neN

seklindedir. Burada {y ,}nen Ve {Yontnez, sistemleri sirastyla (5.3) ve (5.4) ile ifade
edilir.

Ispat. Acikcasi
Dp(L) - Dp)(L) - Dp—s(L)) RS (0)p - 1)

seklinde siirekli gobmmeleri vardir. Keyfi € G,,(0,1) @ C alalim ve 6 > 0 pozitif bir
say1 olsun. L,(0,1) ® C nin G,)(0,1) ® C de yogunlugu sebebiyle bir it € L,(0,1) & C
vardir Oyle ki

||_)7—LAL||LP)(O’1)®C <9. (5.16)

D,(L), L,(0,1) ® C uzayinda yogun oldugundan, ¥ € D,(L) bulunabilir ve
|l — ‘A’”Lp(o,l)eatc <9,
olur. L,(0,1) C L(0,1) gébmmesinin siirekliligi

||ﬁ—‘9||Lp)(o,1)ee<c <clla— 1A’||Lp(0,1)ee<c <cd, (5.17)
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olacak sekilde bir ¢ > 0 sayisinin varligini gosterir. Béylece (5.16) ve (5.17) den

Iy — 1A’“Lp)(o,l)ea(c <y _ﬁ”Lp)(O,l)eB(C + ||ﬁ_1A’||Lp)(o,1)ea<c <6+co6=(1+c)d,

elde ederiz. Bu nedenle D,(L) C D,y(L) kapsamini diisiinerek, y € D,)(L) sonucuna

variriz.

Simdi L in G,)(0, 1) ® C operatériiniin kapalihgini gosterelim. X, € D,)(L) ve L(%,) =
2, dizileri G,(0,1) ® C uzayinda sirasiyla X € G,)(0,1) ® C ve £ € G,y(0,1) ® C
ifadelerine yakinsak olsun. ¢ € (0, p—1) sabit sayisim1 alalm. %, € D,_.(L) olmasindan
ve D,(L) ¢ D, (L) gommesinin siirekliliginden %, dizisinin X e L, .(0,1) @ C
yakinsakligini elde ederiz. L operatériiniin L,_.(0, 1)®C de kapalihgindan (bkz. [80])
X € D,_.(L) ve L(X) = £ ifadelerini elde ederiz. £ € G,)(0,1) ® C ve L(X) = £ ile
x” € G,)(0,1) ve béylece X € D,y(L) olur, yani L operatorii G,y(0,1) ® C de kapahdur.

Kalan kismin ise ispat1 aciktir. |

[80] den bilindigi gibi, D,(L) ile L operatériiniin 6zvektorler ve ilgili vektorlerinin

sistemi L,(0, 1) ® C de bir baz olusturur ve onun biortagonal eslenik sistemi

s (.= (1
2, = (zn, mz, (3)) , (5.18)

seklindedir. Burada {z,},c;, sistemi asagida verilen uygun adjoint (es) spektral

operatoriin 6zfonksiyonlar sistemidir:

2"(x)+ Az(x) =0, X € (O,%)U(%,l),

z(0)=2(1) =0,
Z 1—O =gz 1-+—O s
(5-0)=:(+0)
z’(%—o)—z’(%+0)=kﬁz(%).

21 (x) = 2sin3mnx x €[0,1], n€N. (5.19)

{21} nez, sistemi ise

(=)
— W=

5

Zz,n(X)={ cz,n(sinzﬂ(x—%)+sin3$(x+%))_,_O(%) xe[

]
Z
cz’nsinB%(l—x)+O(%) xe[ ] ’ nE Ly

>

Wl

(5.20)
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formiilleri ile belirlenir. Burada c,, asagidaki asimtotic baglantilarin gecerli oldugu

normallestirilmis sayilardir:

2+ (=1)" 1
Cz,n:(T)-l_O(;)’ nez,.

Benzer ifadelerin Gpyp

saglandigini ispatlayalim.

(0,1) ® C uzayinda D,(L) tanim kiimesi ile L operatérii icin

Teorem 5.5. p agirlik fonksiyonu A, (0, 1) stnifina ait olsun. O zaman L operatériiniin

ozvektorler ve ilgili vektorlerin {J,},ez, sistemi G, ,(0,1)® C,1 < p < +00 uzayinda

p)p
bir baz olusturur.

Ispat. Teorem den goriiliir ki L operatoriiniin 6zvektorler ve ilgili vektorlerin

{Vn}nez, sistemi (5.14) ve (5.15) formiilleri ile tanimlamir. {£,},c; sistemi aym
zamanda {J,},cz, sistemi icin G, (0,1) @ C de biortagonal bir sistem oldugunu

gostermede bir zorluk yoktur. Asagidaki fonksiyonlar sistemini diisiinelim

u; ,(x) =sin3mnnx, x €[0,1], neN,

2(—1)"sin3nnx x |0,
uz,n(x):{ (=1) |: i] ne€N, (5.21)

sin 3mnx xe[:1]’

1
u3,n(x):{ gcos?n'c(n—l)x zi%o,i] neN.
2

(5.4) ve (5.21) formiillerini karsilastirarak

1
yl,n(x):ul,n(x)+o(_)) HEN,
n

1
Yoon(X) =1y, (x)+0 (—) neN (5.22)
n
1
y2,2n—1(x) = u3,n(x) +0 E s ne N)

elde ederiz. Asagidaki ifadeleri alalim

in3 elo,2
o= { g velod)
37

62



0 x€[0,1
e, .(x) =
z’n( ) { sin3tnx xe[%,l

eg’n(x)z{ —cosSn(n—%)x X € %, ] '

Teorem {sin3mnx},ey sisteminin G, , (O,%) de bir baz olusturdugunu ifade

eder. Degiskeni t = 3x2_ L seklinde degistirerek, {sin3mnx;—cos3n (n — %) X} en
sisteminin G,y , (%, 1) de bazlik 6zellikleri {sin mtnt}, oy sisteminin G, ,(0, 1) de bazhk

ozelliklerine indirgenir. Boylece, {e; ,};_13 ey Sistemi G, ,(0,1) de bir baz olusturur.

p).p
(5.21) ifadesine gore, {u; ,};—13 e Sistemi {e; ,};,_13 . Sistemi aracilityla

3

()= al;,(x),  i=1,23,  neN, (5.23)

j=1

forlimiine dontstiirilir. (5.23) doniisiim matrisi katsayilari

1 10
A=| 21 1 0 |,
0 01

seklindedir ve detA, = 1 —2(—1)" # 0. Bu nedenle Teorem ile, {u;n}i—73nen

sistemi de G, ,(0, 1) de bir baz olusturur. Buradan alinir ki {1y} U{{; ,};_773 ey Sistemi

p)p
G,,,(0,1) ® C de bir baz olusturur ve

ty(x)=1(0,1), i; ,(x) = (ui,n(x); O), i=1,3, ne€N.

Ayrica, keyfi bir f = (f,a) € L, ,(0,1) ®C alindiginda, Lemma geregi, L, ,(0,1)
nin L,.(0, 1) de siirekli gomiilmesi olacak sekilde bir r € (1,2) sayis1 vardir. O zaman

f € L.(0,1) ve Hausdorff-Young esitsizligi ile L, ,(0,1) c L.(0, 1) siirekli gommesine

php
gore

1
7

3 +oo -
(ZZ|<f,ei,n>|r) <MIflly,, o (5.24)

i=1 n=1

ifadesine ulasilir. Burada M > 0 bir say1 ve = + % = 1. Buradan kolaylikla goriiliir ki

r

{Vin}i=T3nen sistemi {e; ,},_13 . Sistemi aracihigryla

3
vin() = D b (x),  i=1,23,  neN,
j=1
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formuna doniisiir ve dontisiim matrisi B,y = (bfrj)) = (A;lyk olur. O zaman

3 T3
<ol = (2] ) Sheren=l

j=1 j=1

Dolayistyla, ((5.24) dikkate alindiginda,

3 oo , 7 3 - F /3 too ) 3
r ( ) r
(23esmanl ) so( e[ ) (LX<l ) <
i=1 n=1 nTo\j=1 i=1 n=1
3 - T
SMlsup(Z by ) £ 1L, 0m = Ma Il o) (5.25)
n j=1

elde edilir. Boylece (5.25) ifadesi ve < f,v, >= a gboz o6niine alindiginda,

3 400 , % 3 +o0 , rl_/
r / r ’
(ZZ|<f’th>| +|<f,v0>|r) S(ZZ|<f’Vi,n>| ) +< v > <

i=1 n=1 i=1 n=1

<M, ”f”Lp)’p(O,]) +lal <M, (”f“Lp)’P(O,l) + |a|) =M, ||f||Lp)’P(O,1),

alinir. Bu esitsizlik ise {1y} U {1; ,} y Sisteminin G, ,(0,1) & C de bir r'—baz

i=1,3,ne P).p

olusturdugunu gosterir. Simdi

Jo(x) = (¥o(x),1) = (0, 1),

9100 = (namy4 ()
9200 = (G0 (5)).

93200 = (a0l (5 )

ifadelerini ele alalim. (5.22)) den Vr : r > 1 icin

r

Ly, 0,1)8C < 109,

~
.yi,n - ui,n

kogulu bulunur ve boylece {Vo} U {J;,}i—i30en Ve {0} U {ll;}i—13en sistemleri
r—yakin olur. [|80] sonuglarindan {y,} U {¥; ,};—13,cy sisteminin L,(0,1) & C de
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minimal oldugu goriiliir ve onun biortagonal {Vy} U {¥; ,},_13 oy sistemi
lI)()(‘x‘) = (07 1)3 ‘I)i,n(x) = (vi,n(x); 0)) l = 1: 23 3) ne N:

formunda olur. Burada

6
1-2(—1)n
Vl,n(x) = { é(_i)n

sin3ntnx x € |:O,
T 1201 I:

sin3mnx x €

V2n(x):{ _1—32(+1)n.5in377:nx xe[(l),%] |

. Ty sin3nnx xe[g,l]
10 ‘e [O,%]

V3,n(X)—{ _3c0537'c(n—%)x xe [%’1] .

L,(0,1) c L,(0,1) c L, .(0,1),0 < ¢ < p— 1 gomiilmesini géz oniine alarak,
{0} U {9 n}i—73 nen sisteminin L,)(0,1) @ C de ki lineer siirekli fonksiyonellerin bir
sistemi oldugunu goriirtiz, yani { Jo} U{J; ,};-73 ney sistemi L ,)(0, 1)®C de minimaldir.

Béylece {ilg} U {1; ,};—13 ne SiSteminin G, ,(0,1) @ C de bir r'—baz olmasi ve {j,} U

p)p
{Vin}i=T3nen sisteminin {d} U {1; ,},_13,cy sistemine r—yakin olmasindan, {J,} U
{JV:in}i=13 nen sisteminin minimalligi ve Teorem ile birlikte acikca ifade edebiliriz
ki {Jo} U{Jinticiznen Gpyp(0,1) ® C de {do} U {dl; ,};_73 ne Sistemine izomorfik bir

baz olusturur. Boylece teoremi ispatlamis oluruz. [ |

5.3 Ozfonksiyonlar Sisteminin L , A Uzaylarinda Bazlig

pp
Bir 6nceki kisimda (5.1), (5.2) problemini G,),(0,1) @ C uzayinda incelemistik.
Siradaki teoremde ise, (5.1), (5.2) probleminin 6zvektorler ve ilgili vektorlerinin

{¥o} U{Yin}iz1.2,nen sisteminin bazlik 6zelliklerini G, ,(0,1),1 < p < +00 uzayinda

p)p
calisacagiz.

Teorem 5.6. p agirlik fonksiyonu A,(0, 1) sinifina ait olsun. O zaman asagidaki ifadeler

dogrudur:

1. eger {yo} U {Yin}iz1.2.nen Sisteminden basit bir 6zdegere karsilik gelen keyfi bir

Ya,n,(x) fonksiyonunu atarsak, ortaya ¢ikan sistem G,) ,(0,1),1 < p < +00 uza-

p)p
yinda bir baz olusturur;

2. eger {yo} U{Yin}tiz1,2nen sisteminden keyfi bir y, , (x) fonksiyonunu atarsak, or-

taya ¢tkan sistem G,y ,(0,1),1 < p < +00 uzayinda bir baz olmaz. Dahast bu

p).p

sistem G,y ,(0,1),1 < p < 400 de tam ve minimal de olamaz.

p).p

65



Ispat. Teorem (5:14) den, {§o} U {P:n}iz1.2ney SiStemi
.)A/O(x) = (OJ 1))

. 1 .

yi,n(x) = (yi,n(x);myi,n (5)): 1=1,2,
Gp),,(0,1) @ C de bir baz olusturur ve (5.19), (5.20) formiilleri ile verilen biortagonal
bir {25} U {2, ,,}i=12nen sistemine sahiptir. y,, (x), (5.1), (5.2) probleminin basit
bir 6zdegere karsilik gelen bir 6zfonksiyonu olsun. y,, (x) nin olmadig1 {y,} U
{¥intiz1,2,nen sistemi icin 6 =mz, ,_ (%) # 0 saglandigindan, Teorem sayesinde bu

sistemin G, ,(0,1) de bir baz olusturdugunu soyleyebiliriz, yani 1. ifade saglanmis

p),p
olur.

Siradaki ise, keyfi bir y; , (x) fonksiyonunu alalim ve y, , (x) nin ¢ikarildig1 {y,} U
{¥intiz12nen sisteminin bazlik 6zelligi sorusunu diisiinelim. Bu sistem i¢in 6 =
mzy (%) = 0 ifadesine sahibiz. O zaman Teorem den ortaya cikan sistemin
G,),(0,1) de tam ve minimal olmadig1 sonucuna ulagmis oluruz. |
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6

SONUC VE ONERILER

Bu tez ile yapilan calismalar neticesinde standart olmayan uzaylardan biri olan
grand-Lebesgue uzaylarinda bir spektral problem incelenmis ve benzer problemler
icin bazlik ozelliklerinin incelenmesinde farkli yontemlere basvurulmasi gerektigi
goriilmistiir.  Dikkat edilecek olursa, (1.1),(1.2) probleminin 6zfonksiyonlar
sisteminin grand-Lebesgue uzaylarinda bir baz olusturdugunun ispati icin
bazlik kriterlerinden (tamlik, minimallik ve projeksiyonlarin diizgiin sinirliligi)
yaralanilmistir. Ancak agirlikli grand-Lebesgue uzay: icin ele aliman (5.1)),(5.2)
probleminin 6zfonksiyonlar sisteminin bazli§1 bir takim ara teoremler kullanilarak
ispatlanmistir. Bu ise problemde ifade ettigimiz iki ucu sabit bir telde, yiikii telin tam
ortasi yerine % noktasindan asildiginda hem 6zdeger ve 6zfonksiyonlarin asimtotik
formillerini hem de Ozfonksiyonlar sisteminin bazlik 6zelliklerini incelemek icin
farkli metodlar gerekmektedir. Bu nedenle, bu tiir problemlerin grand-Lebesgue
uzaylar gibi standart olmayan uzaylarda incelenmesi yeni metotlarin bulunmasi ve

kullanilmasini gerekli hale getirmistir.

Problemimizde ise yiikiin, telin bir bagska noktasindan asilmasi durumunda ortaya
cikabilecek zorluklar ve bu zorluklar icin 6grenilmesi gereken yeni yontemlerin varligi,
yeni calismalarimda beni fazlasiyla motive etmektedir. Ornegin yiikiin telin orta
noktasi ile % noktasinda olmasi durumunda 6zdegerlerin asimtotik formiilleri benzer
yontemler ile ancak farkli sekilde bulunmaktadir. Yiikiin bir bagka konumda olmasi

Ozdegerler icin yeni asimtotik formiillerin bulunmasini gerektirmektedir.

Ayrica sisteme disaridan bir baska kuvvet uygulandiginda elde edilen problemin
hem o6zdegerleri hem de 6zfonksiyonlarinin asimtotoik formdiilleri degiseceginden,
yeni olusacak 6zfonksiyonlar sisteminin bazlik 6zelliklerinin incelenmesi bu alandaki

arastirmacilar icin genis bir ¢alisma sahasi olusturmaktadir.
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