
T.C.

YILDIZ TEKNİK ÜNİVERSİTESİ
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davrandığımı beyan ederim. Beyanımın aksinin ispatı halinde her türlü yasal sonucu

kabul ederim.

Yasin UCAKAN
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ve tecrübesi ile bana yol gösteren sayın hocam Doç. Dr. Kevser KÖKLÜ’ye teşekkürü
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R İyileşen Nüfus

S Hassas Nüfus

TB Tüberküloz
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popülasyon sınıflarının zamana göre deği̧simi . . . . . . . . . . . . . . 45
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Şekil 4.18 BSEIR modelinde yer alan B(t), S(t), E(t), I(t) ve R(t) popülasyon
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Şekil 4.20 p parametresinin farklı değerleri için BSEIR modelinden elde edilen

hasta sayıları (R0 < 1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
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ÖZET

Tüberküloz Hastalığının Türkiye’deki Seyrinin SIR,
SEIR, BSEIR Matematiksel Modelleri ile İncelenmesi

Yasin UCAKAN

Matematik Mühendisliği Anabilim Dalı

Doktora Tezi

Danı̧sman: Doç. Dr. Kevser KÖKLÜ

Beş bölümden oluşan bu tezin amacı, tarihteki en önemli salgın hastalıklardan biri

olan tüberkülozun Türkiye üzerindeki etkisini SIR, SEIR ve BSEIR matematiksel

modelleri ile analiz etmektir. İlk olarak SIR, SEIR ve BSEIR modellerinin kararlılık

analizi yapılmı̧stır. Sonrasında ise Türkiye’deki tüberküloz hastalığı, her yıl Türkiye

Cumhuriyeti Sağlık Bakanlığı tarafından yayımlanan verem savaş raporlarından alınan

veriler kullanılarak SIR, SEIR ve BSEIR matematiksel modelleri ile detaylı olarak

incelenmi̧stir. Bu üç modelden elde edilen sonuçların doğruluğunu teyit etmek

için hata oranları hesaplanmı̧stır. Ayrıca Sağlık Bakanlığı tarafından yayımlanan

tüberküloz hasta sayısı verileri ile elde ettiğimiz çözümlerin arasındaki farkı gösteren

grafikler ve güven aralıkları çizilmi̧stir. Her üç modelin özellikleri, sağladıkları bilgiler

ve kullanıldığı durumlar tartı̧sılmı̧stır. Bu modeller arasında aşı parametresini içeren

model en iyi sonucu verdiği için aşılamanın virüsün yayılımına olan etkisi de ilgi

alanlarımızdan biri olmuştur.

Türkiye’deki tüberküloz hastalığını incelemek için ele alınan SIR, SEIR ve BSEIR

matematiksel modellerinde yer alan parametrelerin etkinliğinin detaylı analizi

yapılmı̧stır. Bu parametrelerin temel çoğalma sayısı (R0) ve hasta sayısı üzerindeki

etkisi hakkında önemli bilgilere yer verilmi̧stir. Son yıllarda Türkiye’ye yönelik göçün

ve COVİD-19 salgınının, tüberkülozun yayılmasında oluşturabileceği etkiye vurgu

yapılmı̧stır. Son olarak bu çalı̧smada yer alan analizler ve öngörüleri gösteren

sonuçlardan bahsedilmi̧s, ele alınan matematiksel modellerin karşılaştırılmasına yer

verilmi̧stir. Tüberküloz ile ilgili çalı̧smaların artırılarak devam edilmesine yönelik

önerilerde bulunulmuştur.
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ABSTRACT

Analysing of Tuberculosis in Turkey Through SIR, SEIR
and BSEIR Mathematical Models

Yasin UCAKAN

Department of Mathematical Engineering

Doctor of Philosophy Thesis

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Kevser KÖKLÜ

The aim of this thesis, which consists of five chapters, is to analyze the impact of

tuberculosis, one of the most important epidemic diseases in history, on Turkey using

SIR, SEIR and BSEIR mathematical models. Firstly, stability analysis of SIR, SEIR

and BSEIR models were performed. Afterwards, tuberculosis disease in Turkey was

examined in detail with the mathematical models SIR, SEIR and BSEIR using the data

obtained from the tuberculosis control reports published by the Ministry of Health of

the Republic of Turkey every year. Error rates were calculated to confirm the accuracy

of the results obtained from these three models. In addition, graphs showing the

difference between the number of tuberculosis patients published by the Ministry

of Health and the solutions we obtained and confidence intervals were drawn. The

features of all three models, the information they provide and the situations in which

they are used are discussed. Among these models, the effect of vaccination on the

spread of the virus has been one of our areas of interest, since the model that includes

the vaccine parameter gives the best results.

SIR, which was discussed to examine tuberculosis disease in Turkey, a detailed analysis

of the effectiveness of the parameters in the SEIR and BSEIR mathematical models

has been made. Important information about the effect of these parameters on the

baseline proliferation number (R0) and the number of patients is provided. In recent

years, the impact of migration to Turkey and the COVID-19 epidemic on the spread of

tuberculosis has been emphasized. Finally, the analyzes in this study and the results

showing the predictions are mentioned, and the comparison of the mathematical

models discussed is provided. Suggestions are made to increase and continue the
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1
GİRİŞ

1.1 Literatür Özeti

1.1.1 Salgın Hastalıkların Tarihi

Salgın hastalık, hastalığa sebep olan bir enfeksiyon etkeninin duyarlı canlıya geçmesi

ile ortaya çıkan bulaşıcı hastalıkların çok sayıda canlıda hastalık oluşturması olarak

tanımlanmı̧stır. Eski Yunancada pan (tüm), demos (insanlar) köklerinden meydana

gelen pandemi terimi, geni̧s bir alanda etkisini gösteren salgın hastalıkların genel

ismidir [1].

İnsanlık için tarih boyunca büyük bir sorun olan pandemiler, birçok ki̧sinin ölümüne

neden olmuş, yenilmez denen orduları durdurmuştur. Tarımın başlaması ve

hayvanların evcilleştirilmesi ile birlikte vahşi toprakların azalması sivrisinekleri,

keneleri ve fareleri insanlarla iç içe yaşamaya mecbur bırakmı̧stır. Tifüs, sıtma, veba

ve tularemi gibi hastalıklar da bu hayvanlar ile birlikte gelmi̧stir. Binlerce insanın bir

arada yaşadığı kentler ortaya çıkınca toplu ölümler de çoğalmı̧stır. Bulaşıcı hastalıklar,

geli̧sen ve deği̧sen toplumsal hayat biçimleriyle birlikte daha kolay ve hızlı yayılma

imkânı bulmuştur. Veba, kolera, verem ve günümüzde başa çıkmaya çalı̧stığımız

COVID-19 salgını şu ana kadar tespit edilen en önemli salgınlardır. Ölümcül etkilerinin

yanı sıra, salgın hastalıkların demografik, ekonomik ve siyasal sonuçları dünya

üzerinde çok önemli etki oluşturmuştur ve bu süreç devam etmektedir. 17. yüzyılın

başında, i̧s gücü azaldığı için milyonlarca Afrikalı kölenin Amerika kıtasına taşınması

sonucu Amerika’da büyük kayıplara yol açan “çiçek hastalığı” bu duruma önemli bir

örnektir. Günümüzde ise tüm dünyaya etki eden COVID-19, salgın hastalıkların insan

yaşamanı ne kadar etkilediğini göstermesi açısından önemli bir geli̧sme olmuştur.

Varlığı neredeyse insanlık tarihi kadar eski olan TB’nin (tüberküloz / verem /
ince hastalık / Tbc) izleri, arkeolojik araştırmalarda 6000 yıllık insan iskeletinde

rastlanmı̧stır ve hâlâ dünya üzerinde birçok insan bu hastalık sebebiyle can

vermektedir.
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Tarihin önemli bir diğer salgını “veba” hastalığı, üç farklı zamanda dünya üzerinde

büyük kayıplara yol açmı̧stır. Bunlardan birincisi MS 542 yılında Konstantinapolis’te

başlayıp 8. yüzyılın ortalarına kadar geli̧sim göstermi̧stir. İkincisi, “kara ölüm” olarak

bilinen 1347-1352 yılları arasında en şiddetli etkisini gösteren ve sonraki yıllarda da

devam eden veba salgınıdır. Üçüncüsü ise 1896-1914 yılları arasında gerçekleşmi̧stir

ve Mançurya’da 1910-1911 yıllarında 60.000 ki̧sinin ölümüne sebep olmuştur [2].
Vebanın tam olarak hayatımızdan çıktığı söylenemez. 2010-2015 yılları arasında

3.248 vaka görülmüştür ve 584 ki̧si veba hastalığı yüzünden yaşamlarını yitirmi̧stir.

1 Ağustos 2017 tarihinde Madagaskar’da büyük bir veba salgını başlamı̧stır ve 2.119

hastanın 171’i hayatını kaybetmi̧stir.

15. yüzyılda vebadan kısmen kurtulan dünyaya, bitlerin taşıdığı tifüs hastalığı

yayılmaya başladı. Temiz olmayan ortamlarda ve hastanelerde çoğaldığı için “hastane

ateşi” ya da “hapishane ateşi” olarak isim verenler de oldu. 1878 yılında Osmanlı ile

Rus birlikleri arasında yapılan savaşta her iki orduda birden ortaya çıkan tifüs salgını

40.000 askerin ölümüne neden oldu [1].

En eski salgınlardan biri olan çiçek hastalığının ilk kayıtlı örneğine MÖ 1350 yılında

Mısır ile Hitit arasındaki savaşta rastlanmı̧stır. Çiçek hastalığı; Arapların Avrupa’ya

yayılması, Amerika kıtasındaki kolonizasyon, haçlı seferleri ve Karayip Bölgesi’ne

yerleşim ile tüm dünyaya yayılmı̧stır. Bu hastalığın ölüm oranı %10 ile %50

arasındadır ve çok sayıda ölüme yol açmı̧stır.

Tarihte önemli bir yer edinmi̧s bir diğer salgın hastalık ise koleradır. Kolera salgını

Portekiz’de bulunan Ganj Nehri’nde 1543’te görülmüştür ve dünya tarihinde yedi farklı

zamanda pandemi olarak kayda geçirilmi̧stir. Bunlardan en etkili olanı 1918-1919

yıllarında yarım milyon insanın ölümüne neden olmuştur.

1976’da Demokratik Kongo Cumhuriyeti’nde karşılaşılan HIV/AIDS hastalığı 35

milyondan fazla insanın ölümüne sebep olmuştur [3]. Yaklaşık 1.8 milyon ki̧sinin

2017’de HIV enfeksiyonuna yakalandığı, 930 bin ki̧sinin AIDS ile ili̧skili hastalıklar

nedeni ile öldüğü belirtilmektedir [3]. Her yıl yaklaşık olarak bir milyon ki̧si AIDS

hastalığı sebebiyle yaşamını yitirmektedir. Daha çok Afrika’da, çocuklarda ve 15-25

yaş aralığındaki kadınlarda görülmektedir.

Sıtma sivrisineklerden bulaşan bir salgın hastalıktır. Günümüzde tıbbın babası olarak

kabul edilen Hipokrat, “Salgın Hastalıklar” isimli eserinde sıtmanın bazı çeşitlerine

yer vermi̧stir [4]. Her ne kadar etkisini kaybetse de Afrika’da 213 milyon olmak üzere

toplamda yaklaşık 228 milyon sıtma vakası görülmüştür [5]. Ülkemizde ise bu hastalık

özellikle Güneydoğu Anadolu’da görülmeye devam etmektedir [6].
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21. yüzyıla gelindiğinde ise koronavirüs kaynaklı salgınlar bütün dünyayı etkiler hâle

gelmi̧stir. Günümüzde birçok ölüme sebebiyet veren COVID-19 koronavirüs kaynaklı

bir salgın hastalıktır. COVID-19 haricinde son yirmi yılda iki koronavirüs salgını

olmuştur: Şiddetli Akut Solunum Sendromu Koronavirüs (SARS-CoV) ve Orta Doğu

Solunum Sendromu Koronavirüs (MERS-CoV). 2002-2003 yılları arasında süren SARS

salgını ilk olarak Hong Kong’da görülmüştür [7]. 37 ülkeye yayılan hastalık %50

oranında 65 yaş üstünü etkilemi̧stir. Dünya çapında 8.422 vaka tespit edilmi̧s ve

916 ölüm görülmüştür. İlk vaka 2012 yılında Ürdün’de olduğu gözlemlenen MERS

salgın hastalığı, ülke dı̧sından bir ki̧sinin hastalığı yayması ile birlikte 2015 yılında

Kore Cumhuriyeti’inde gözükmüştür [8].

COVID-19, 12 Ocak 2020’de DSÖ (Dünya Sağlık Örgütü) tarafından Şiddetli

Akut Solunum Sendromu Koronavirüs 2 (SARSCoV-2) olarak tanımlanan yeni bir

koronavirüsten kaynaklanmaktadır [9]. Dünya üzerinde çok büyük bir etki oluşturan

COVID-19 pandemisi, Türkiye için de önemli zorluklara sebep olmuştur. Türkiye

Cumhuriyeti Sağlık Bakanlığı, 10 Mart 2020’de ilk COVID-19 vakasını ilan etmi̧stir.

23 Şubat 2020’de kısmi seyahat kısıtlamaları getirilmi̧s ve Türkiye’ye gelen ki̧siler 14

gün boyunca tecrit edilmi̧stir. 16 Mart 2020’de kısıtlamalar sıkılaştırılmı̧stır. Okullar

ve üniversiteler uzaktan eğitime geçmi̧stir, kronik hastalığı bulunanlara ve 60 yaşın

üzerindeki yaşlılara idari izin verilmi̧stir [10]. Sağlık Bakanlığı, hastalığın yayılmasını

kontrol etmek, sosyal ve ekonomik faktörlerin dengesini korumak için kısmi karantina

uygulamasına karar vermi̧stir. 21 Mart 2020’de 65 yaş ve üzeri yaşlılara, 3 Nisan

2020’de ise 20 yaşın altındakilere sokağa çıkma yasağı getirilmi̧stir. Türkiye İstatistik

Kurumu’nun (TÜİK) resmî demografi raporuna göre bu iki yaş grubu Türkiye’nin

toplam nüfusunun (83.154.997) yaklaşık %33’ünü oluşturmaktadır [11]. COVID-19

salgını etkisini kaybedene kadar hem Türkiye’de hem de dünyada güçlü tedbirler

alınması gereken bir sorun olarak karşımıza çıkmaktadır.

Salgın hastalıkların tarihte ve günümüzde önemli bir yere sahip olduğu aşikârdır.

Diğer salgın hastalıklara kıyasla TB’nin çok eski zamandan bu yana etkisini

kaybetmemi̧s olması TB’ye olan ilginin artarak devam etmesine ve önleme

faaliyetlerinin ciddiyetle yürütülmesine sebep olmuştur. Türk Toraks Derneğinin

hazırladığı [12] "En Büyük Pandemi: Bitmeyen Tüberküloz Salgını" başlıklı yazısında,

TB’yi önleme çalı̧smalarında son 12 yılda katedilen ilerlemenin COVID-19 salgını

sebebiyle 12 ayda ortadan kalktığı belirtilmektedir. Şimdi çalı̧smamızın ana konusu ve

geçmi̧sten günümüze dünyanın en önemli salgını olan TB’yi daha yakından tanıyalım.
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1.1.2 Tüberküloz (TB / Verem / İnce Hastalık)

TB, “Mycobacterium tuberculosis” isimli basilin neden olduğu, solunum yolu ile

bulaşan ve tüm organlara tutunabilen, tedavi edilmediğinde ölümle sonuçlanması

neredeyse kesin bir hastalıktır. Yaklaşık 2500 yıl önce MÖ (460-377) yaşamı̧s olan

Hipokrat, veremin 18-35 yaşlarındaki ki̧silerde daha fazla görüldüğünü kitabında

yazmı̧stır [13]. Yakın tarihe gelindiğinde ise 1600’lü yıllarda başlayıp iki yüzyıl

süren TB salgını sonucu 19. yüzyılın Avrupa’sında nüfusun %70’inin veremli

olduğu düşünülmektedir. Hastaları solgun bir hâle getiren TB için Avrupa “beyaz

veba” tabirini kullanmı̧stır [4]. Hassas, romantik ve sanatçı ki̧siliğe sahip ki̧silerde

(Moilere, Frederic Chopin, Dostoyevski, Anton Çehov, Franz Kafka... gibi) daha sık

görülmesi sebebiyle ülkemizde ince hastalık olarak tanınmı̧stır. Dr. Rene Laennec

1816’da yaptığı bir çalı̧smada 900 otopsi materyalini değerlendirerek TB’nin vücutta

her yeri tutabileceğini göstermi̧stir. Kendisi de çalı̧sma arkadaşları da veremden

hayatını kaybetmi̧stir. Mycobacterium tuberculosis basili 24 Mart 1882 günü Alman

Mikrobiyolog Robert Koch (1843-1910) tarafından keşfedilmi̧stir ve R. Koch bu

buluşla 1905’te Nobel Tıp Ödülü’nü almı̧stır. Dünya Sağlık Örgütünün önerisiyle

1996’dan bu yana 24 Mart Dünya Tüberküloz Günü olarak kutlanmaktadır. TB uzun

inkübasyon dönemine (enfeksiyon etkeninin vücuda giri̧sinden hastalık belirtilerinin

ortaya çıkı̧sına kadar geçen süre) sahip ve bulaşması çok kolay olmayan bir hastalıktır.

İki Fransız bilim adamı Albert Calmette (1862-1933) ve Camille Guerin (1872-1961),

bovin tip basilleri sadece gliserinli ve safralı patates üzerinde 230 defa kültürden

kültüre aktararak 13 senelik bir sürede üretmi̧slerdir. BCG (Bacille Calmette-Guerin)

adı verilen aşı, ilk defa Fransa’da 1921 yılında insanlar üzerinde denenmi̧stir. Başarılı

bulunan bu aşı diğer ülkelere de ulaştırılmı̧stır.

1950’lere kadar Avrupa ve Amerika’da oldukça yaygın olan TB salgını, aşının etkisiyle

birlikte etkili tanı, tedavi ve kontrol önlemleri ile gerilemi̧stir. 1991’den beri TB

kontrolü dünyada “Doğrudan Gözetimli Tedavi (DGT) Stratejisi” ile sürdürülmektedir.

1960’ta 100.000’de 177 olan TB insidansı 2002’de 100.000’de 24’e [14], 2010 yılı

itibariyle de 22,5’e düşmüştür [15]. TB’ye karşı başlatılan savaşın sonucu olarak

2000 yılından bu yana yaklaşık 63 milyon insanın TB’den ölmesi önlenmi̧stir. TB’nin

günümüzde Asya ve Afrika ülkelerinde daha çok görüldüğü bilinmektedir fakat ülkeler

arası ili̧skilerin her geçen gün daha çok artması tüm dünyayı riske sokmaktadır.

2019’a gelindiğinde ise COVİD-19’un küresel verem savaşına olumsuz etkisi büyük

olmuştur. COVİD-19 salgını sebebiyle TB hastalarına ulaşmak daha güç hâle gelmi̧stir,

tedavi hızı yavaşlamı̧stır ve tedavi hizmetleri aksamı̧stır. Dünya genelinde TB tanı

ve tedavisinde %20 civarında düşüş meydana gelmi̧stir. Bunlara ek olarak COVİD-19

salgını için birçok aşı bulunmasına rağmen TB’nin yüz yıl önce bulunan tek aşısı vardır

ve bu aşı eri̧skinlerde istenildiği derecede etkin değildir. TB’nin tedavisi konusunda
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uzun süredir yeni bir geli̧sme yoktur ve tedavide kullanılan ilaçlara karşı hastalığın

direnci artmaktadır. Tüm bu durumlar TB’ye daha fazla önem verilmesi ve yapılan

çalı̧smaların artması gerektiğini göstermektedir. Şimdi TB’nin Türkiye’deki seyrinden

bahsedelim.

19. yüzyılın ortalarında Osmanlı Devleti TB’den ciddi şekilde etkilenmi̧stir. 1839’da

Sultan 2. Mahmut ve 1861’de Sultan Abdulmecit TB nedeniyle vefat etmi̧stir. TB,

Birinci Dünya Savaşı’nın getirdiği yoksullukla Anadolu’ya yayılmı̧stır [16]. 1950’den

önceki dönemde ölüme en çok neden olan hastalıktır. Büyük kentlerde ölüm oranı 100

binde 250’den daha büyük olmuştur. İstanbul’da veremli çocuklar için açılan Şi̧sli Etfal

Hastanesi Türkiye’de verem ile ilgili yapılan ilk çalı̧smalardandır. Burada, hastanenin

isminde yer alan "Etfal" kelimesi Arapçada çocuk manasına gelen "tıfıl" kelimesinin

çoğuludur. Günümüze kadar yapılan en önemli çalı̧smalar tablo 1.1’de listelenmi̧stir

[14, 17].

Tablo 1.1 Türkiye tüberküloz önleme faaliyetleri

Faaliyet Yıl
İstanbul Şi̧sli Etfal Hastanesinin açılması 1906

İstanbul Verem Savaş Derneğinin (VSD) kurulması 1918
Anadolu’da çok sayıda VSD açılması 1919 - Günümüz

Heybeliada Senatoryumu 1924
Umumi Hıfzısıhha Kanunu 1930

Ulusal Verem Savaş Derneğinin kurulması 1948
5368 sayılı “Verem Savaş Kanunu” çıkarılması 1949
BCG aşı kampanyaları (9 kez kitlesel aşılama) 1953 - 1980

Türkiye Ulusal Verem Savaşı Dernekleri Federasyonu 1987
Doğrudan Gözetimli Tedavi Stratejisine Başlanması 2005

Türkiye’de veremle mücadeleye yönelik erken tanı ve tedavi, temaslıları teşhis etme,

koruyucu yöntemler gibi kapsamlı bir program sürdürülmektedir. Fakat Türkiye’nin

jeopolitik konumu ve çok fazla göçmen alması her zaman salgın riskini canlı

tutmaktadır. Özellikle 2011 yılından itibaren Suriye’den gelen göçmenlerin çok

sayıda olması sağlık bilgilerinin kayıt altına alınmasını zorlaştırmaktadır. 2016 yılına

kadar T.C. Sağlık Bakanlığı tarafından yayımlanan verem savaş raporlarında Suriyeli

göçmenler için fazla veriye rastlanmamaktadır. 2016’dan sonra ise Türkiye’de yaşayan

Suriye göçmenlerinin TB verilerine daha detaylı yer verilmi̧stir. Fakat tüm bu veriler

sadece tespit edilen hasta sayılarını yansıtmaktadır. TB tespit edilememi̧s Suriye

göçmenlerinin de olma ihtimali göz ardı edilmemelidir.

Son yıllarda baş gösteren COVİD-19 salgını da TB önleme çalı̧smalarını olumsuz bir

şekilde etkilemi̧stir. Yapılan hasta ve temaslı muayene sayısı, korumaya alınan ki̧si

sayısı ve bakteriyolojik inceleme sayıları %40 gibi yüksek bir oranla azalmı̧stır [12].
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COVİD-19 salgını TB hastalarının sağlık kurumlarına geç başvurmasına (ya da hiç

başvurmamasına), çok sayıda sağlık personelinin filyasyon için görevlendirilmesine,

TB hastalarına yeterli imkânlar sunulamamasına neden olmaktadır. Bununla beraber,

TB hastalarının takibinin yeteri kadar yapılamaması en önemli sorun olarak karşımıza

çıkmaktadır. Türkiye’deki TB’nin 2020 yılı verileri henüz açıklanmadığı için COVİD-19

salgınının TB üzerine etkisi henüz tam olarak bilinmemektedir. Tüm bu sebeplerden

ötürü Türkiye’de TB araştırma ve önleme stratejilerinin geli̧stirilmesine devam

edilmelidir.

1.1.3 Salgın Hastalıklarda Matematiksel Modellemenin Yeri ve Önemi

Bu bölümde ve sonraki bölümlerde sıkça kullanacağımız epidemiyoloji kelimesi,

hastalıkların meydana gelmesinden ve yayılmasından sorumlu etkenlerin araştırılması

amacına yönelik bir çalı̧sma alanı olarak tanımlanır [18]. Epidemiyolojide kullanılan

matematiksel yöntemler salgın hastalığı analiz etmede, seyrini tahmin etmede ve

salgın hastalığın yayılımını etkileyen unsurları tespit etmede kullanılan önemli bir

araçtır. Salgın hastalıklar salgın olmayan hastalıklara oranla daha basit süreçler

içerdiğinden matematiksel modelleme mümkün olabilmektedir. Matematiksel

modeller salgının tekrarı, yayılımı, hastalık veya ölüm sayısındaki deği̧smelerle ilgili

öngörüde bulunma amacını taşımaktadır [19]. Bu öngörüler, hastalığın kontrol

altına alınması için gereken önlemlerin etkisi, olası aşı uygulamasının hangi yaş

grubuna veya hangi bölgede yer alan insanlara yapılmasının daha etkili olabileceği

gibi durumları da içerir. Salgının dinamiklerini oluşturan genel niteliklerinin tespit

edilmesi, karmaşık yapıda olan verilerin tanımlanması, doğrudan ölçülmesi mümkün

olmayan faktörlerin tahmin edilmesi, olası sıkıntıların öngörülmesi ve en uygun

deney tasarımının seçilmesi, matematiksel modellerin epidemiyolojideki en önemli

rolleri arasında yer almaktadır [20]. Herhangi bir deney yapılmasının mümkün

olmadığı durumlarda güçlü öngörüler sunan matematiksel modellerin, pandemilerle

başa çıkma stratejileri açısından önemi çok büyüktür [21].

Matematiksel epidemiyolojide karşımıza çıkan ilk çalı̧sma Daniel Bernouilli tarafından

1760’ta yapılan çiçek (smalpoks) salgını modeli olsa da günümüz çalı̧smalarının

da temelini oluşturan çalı̧smalar 1900-1935 yılları arasında kaleme alınmı̧stır. 21.

yüzyıla gelindiğinde ise 2001 yılında Birleşik Krallık’ta baş gösteren ayak ve ağız

(şap) hastalığı salgını, enflüanzalar (gripler) [21], A/H1N1 ve 2002-2003 yılları

arasında etkisini gösteren SARS salgınında matematiksel modeller sağlık politikaları

yöneticilerine önemli ölçüde ı̧sık tutmuşlardır. Son yıllarda dünyayı kasıp kavuran

COVID-19 salgını için birçok çalı̧sma yapılmı̧s ve yapılmaya devam etmektedir. Başta

İtalya [22], Güney Afrika [23], Çin [24, 25], Kore [26], Hindistan [27–30], Brezilya
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[31], Nijerya [32] ve Türkiye [33–36] olmak üzere bölgesel olarak yapılan çalı̧smalar,

salgının bu ülkelerdeki yayılımı hakkında bize önemli çıkarımlar sunmaktadır.

1.1.4 Salgın Hastalıkların Dinamiklerini İnceleyen SIR, SEIR ve BSEIR Matem-

atik Modellerine Tarihsel Bir Bakış

Matematiksel modeller genellikle insan popülasyonundaki parazit, bakteri ve virüs

kaynaklı patojenleri keşfetmeye yönelik çalı̧smalar ile enfeksiyon yayılım hızı, ilaç

direnci, tedavi ile aşılamanın etkileri ve epidemik eğilimler gibi önemli konular

üzerinde durmaktadır. Literatürü taradığımızda üzerinde inceleme yapılan hastalıklar

genellikle veba, bel soğukluğu, HIV/AIDS, çiçek hastalığı, TB ve grip olmasına

rağmen diğer hastalıklar üzerine yapılan çalı̧smalar da azımsanmayacak kadar

çoktur. Matematiksel epidemiyoloji çalı̧smalarında çoğunlukla matematiğin aşağıdaki

dallarından yararlanılmaktadır:

• Diferansiyel denklemler,

• Fark denklemleri,

• Optimal kontrol teori [37],

• Dinamik karar modelleri [38],

• Simülasyon,

• Optimizasyon,

• Bulanık mantık ve set teorisi [39],

• Yöneylem araştırması teknikleri, [40]

• Probabilistik modeller,

• Stokastik süreçler.

Ayrıca veri madenciliği, istatistik gibi disiplinlere ait yöntemler de matematiksel

modellerin analizinde yardımcı olabilmektedir.

İlk popülasyon modeli, tavşanların popülasyonunu incelemek amacıyla Fibonacci

tarafından ikinci mertebeden bir fark denklemi oluşturularak tasarlanmı̧stır. Bu

denklem şöyledir:

F(n) = F(n− 1) + F(n− 2), n= 2,3, 4, ..., F(1) = F(2) = 1 (1.1)
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Gerçek yaşam ile pek örtüşmeyen bu modelde bir di̧si tavşanın her ay biri di̧si,

biri erkek olmak üzere çift yavruladığı varsayılmı̧stır. Çalı̧smanın en büyük önemi,

bu alanda karşılaştığımız ilk örnek olmasıdır [41]. Matematiksel modellemede

salgın hastalıklar üzerine yapılan ilk çalı̧sma ise Daniel Bernouilli’nin 1760’taki çiçek

(smalpoks) salgını modeli olarak bilinmektedir [42]. 20. yüzyıldan itibaren salgın

hastalıkların matematiksel modellemesine olan ilgi artarak devam etmektedir. 1906

yılında W. H. Hamer, kızamık hastalığının sık sık tekrarlanmasını ele almı̧stır ve bu

durumu ayrık zaman modelini oluşturarak analiz etmi̧stir [43]. İlerleyen yıllarda

sıtmanın (malaria) yayılmasını araştıran Sir Ronald Ross, bu çalı̧smalarıyla [44–46]
tıp dalında ikinci Nobel Ödülü’nün sahibi oldu. Bu dönemde yapılan bazı önemli

çalı̧smalar [47–50]’de yer almaktadır. 1927 yılına gelindiğinde ise Kermack ve

Mckendrick, “eşik değeri” barındıran bir matematiksel model geli̧stirmi̧stir [51]. Bu

eşik değeri sayesinde salgın hastalığın yayılım hızını belirleme noktasında önemli

ilerlemeler kaydedilmi̧stir. SIR (Susceptible - Infected - Recovery) matematiksel

modeli olarak bilinen bu yaklaşım, birçok araştırmacının farklı hastalıklara farklı

modeller oluşturmasına öncülük etmi̧stir [52–57]. Günümüz çalı̧smalarına temel

olacak çalı̧smaları ise [58–64]’te bulabiliriz.

SIR modelinin biraz daha kapsamlı hâli olan SEIR (Susceptible - Exposed - Infected

- Recovery) matematiksel modeli, bireyin enfekte olduğu ama hastalık belirtileri

göstermediği ve başkalarına hastalığı bulaştırmadığı dönem olarak nitelendirilen

“kuluçka” dönemini göz önünde bulundurur [65–67]. SEIR matematiksel modeli

ile ilgili ilk çalı̧smalardan biri Aron ve Schwartz’a aittir [68]. Bu çalı̧smada salgın

hastalığın yayılımında mevsimlerin etkisine vurgu yapılmı̧stır. E. A. Newton ve P. A.

Reiter, “Dang humması” isimli hastalığın davranı̧sını analiz etmek için bir SEIR modeli

geli̧stirmi̧slerdir [69]. Sabit olmayan nüfus sınıfını göz önünde bulunduran M. Y. Li ve

arkadaşları, SEIR modelinin global dinamikleri üzerine çalı̧smı̧slardır [70].

Şimdi de yaygın olarak SEIR matematiksel modeli ile analiz edilen TB ile ilgili yapılan

çalı̧smalara göz atalım: C. Castillo-Chavez ve Z. Feng, TB’nin dinamiklerini analiz

etmek üzere dört farklı model ile çalı̧smı̧slardır [71]. G. Röst ve J. Wu, enfeksiyon

hızının yaşa bağlı gecikmesini göz önünde bulunduran yeni bir SEIR modeli ortaya

sürmüşlerdir [72]. SEIR salgın modelini kullanarak Gana’da bulunan Amnesia

Batı Bölgesi’ndeki TB’nin analizi, "Gana’nın Amansie West Bölgesi’nde tüberkülozun

yaygınlığını ve bulaşma dinamiklerini tahmin etmek için geli̧stirilen matematiksel

bir model" çalı̧smasında bulunabilir [73]. TB’nin kontrol stratejilerinin SEIR

modelinden yararlanarak maliyet hesaplarının yapılması Y. Yang ve arkadaşlarının

[74] çalı̧smasında görülebilir. S. Side ve arkadaşları TB hastalığını SIR ve SEIR

modelleri ile analiz ederken Lyapunov fonksiyon metodundan yararlanmı̧slardır [75].
Aynı çalı̧smada varlık teorimini ve denge fazı teoremini inşa etmi̧slerdir. J. Zhang ve
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arkadaşları SEIR modeline yeni bir sınıf ekleyerek 2005-2012 yılları arasında Çin’deki

TB hasta sayısı verilerini bu modele uyarlamı̧slardır (fitted)c [76]. Xu ve arkadaşları

Çin’in bir eyaleti olan Guandong’taki hastalığın kontrolü ve önlenmesi için SEIR bazlı

yeni bir model üzerine çalı̧smı̧slardır [77]. TB’nin modellenmesi üzerine birçok bilim

adamı çalı̧smalar yapmı̧stır ve global kararlılık analizlerini ortaya koymuşlardır [78–

80].

TB’nin yayılmasını önlemede ve kontrol altına almada en önemli faktörlerden biri

aşıdır. 1921’den beri Bacillus Calmette-Guérin (BCG) aşısı bu hastalığın önlenmesinde

en etkili faktörlerden biri olmuştur. BCG aşısının çocuklarda bazı ciddi TB tiplerinin

(örneğin menenjit) önlenmesinde yaklaşık % 75 koruyucu etkinliğe sahip olduğu

gözlemlenmi̧stir [81]. BCG şu anda Dünya Sağlık Örgütünün (DSÖ) Geni̧sletilmi̧s

Bağı̧sıklama Programının (EPI) bir parçası olarak yüksek riskli popülasyonlarda

yeni doğanlara uygulanmaktadır [82]. Daha doğru tahminlerde bulunmak için

matematiksel modellere aşılamanın dahil edilmesi oldukça önem kazanmı̧stır [83–

85]. S. Liu ve arkadaşları, sürekli aşılama ve dönemsel aşılamanın kombinasyonu

olan karma bir aşılama stratejisini içeren BSEIR (BCG Vaccinated - Susceptible

- Exposed - Infected - Recovery) modelini önermi̧slerdir [86]. Tedavi, göç ve

aşılamayı içeren yeni bir matematiksel modeli E. S. Adeleye bir çalı̧smada [87]
bizlere sunmuştur. Y. M. Rangkuti ve arkadaşları, SEIR modeline aşılama parametresi

eklenerek oluşturulan VSEIR modelini kullanarak Kuzey Sumatera Endonezya’da

hastalığın yayılması konusunda öngörüde bulunmuşlardır [88]. A.O. Egonmwan ve

D. Okuonghae ise bir popülasyonda bebeklerin ve çocukların aşılanmasını, TB’nin

bulaşma dinamiklerine dahil eden matematiksel bir model ortaya koymuşlardır [89].

Salgın hastalıkların çoğu, model parametreleri ve durum deği̧skenlerine göre doğrusal

olmayan diferansiyel denklem sistemleri tarafından modellenmi̧stir. Bu modellerde

temel sorun, modelin davranı̧sını gerçekçi bir şekilde tanımlayan parametreleri

belirlemektir. Genellikle bu parametreler doğrusal olmayan optimizasyon teknikleri

kullanılarak ayarlanır. Parametrelerin elde edilmesi ve dolayısıyla R0 ın (temel

çoğalma sayısı) hesaplanması salgın hastalıkların analizinde büyük öneme sahiptir.

Bundan sonra sıkça kullanacağımız R0 sayısının anlamı enfekte bir ki̧sinin hastalığı

boyunca sebep olduğu ikincil vaka sayısı olarak açıklanmaktadır.

1.2 Orijinal Katkı

Türkiye’de TB’nin yayılmasını açıklamak için başarıyla kullanılmı̧s bazı çalı̧smalar [90–

92] olsa da bu çalı̧smalarda doğum ve ölüm oranları, kuluçka dönemi sınıfı ve aşılama

gibi çok önemli faktörlerin yokluğu bizi bu eksiklikleri gidermeye yönlendirmi̧stir.
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Daha gerçekçi tahminler elde etmek için Türkiye’deki TB üç farklı matematiksel

modelle (SIR, SEIR ve BSEIR) analiz edilmi̧stir. Elde edilen sonuçların doğruluğunu

teyit etmek için hata oranları hesaplanmı̧s ve güven aralıkları çizilmi̧stir. Her üç

modelin özellikleri, sağladıkları bilgiler ve kullanıldığı durumlar tartı̧sılmı̧stır. Bu

modeller arasında aşı parametresini içeren model en iyi sonucu verdiği için aşılamanın

virüsün yayılımına olan etkisi temel ilgi alanlarımızdan biri olmuştur.

Türkiye’deki TB hastalığını incelemek için ele alınan modellerde yer alan

parametrelerin etkinliğinin detaylı analizi yapılmı̧s, hastalığın seyri hakkındaki

geni̧s bilgi elde edilmi̧s ve yapılan çalı̧smanın COVİD-19 salgınına uyarlanabileceği

gözlemlenmi̧stir [93].

1.3 Tezin Amacı

Dünya tarihinde önemli bir yer tutan tüberkülozun Türkiye üzerindeki etkisini

matematiksel modeller yardımıyla incelemek ve yayılımı ile ilgili öngörülerde

bulunmak, matematiksel modellerin etkinliğini karşılaştırmak, modellerde yer

alan parametrelerin etkinliğini araştırmak, TB’nin ve aşı faktörünün önemine

vurgu yapmak, COVİD-19’un TB üzerinde olumsuz etkilerine vurgu yapmak, yeni

karşılaşılacak salgın hastalıklara matematiksel modelleri uyarlayabilmek bu tezin en

önemli amaçlarıdır.

İlk olarak SIR modeline ölüm oranı ve ölüm oranına eşit bir doğum oranı eklenerek

hastalığın yayılı̧s süreci analiz edilmi̧stir [94]. SEIR modelinde popülasyona,

enfeksiyon kapmı̧s bir bireyin bulaşıcı hâle gelmesi için belirli bir süre anlamına

gelen inkübasyon süresi (kuluçka dönemi) dahil edilmi̧stir [95]. BSEIR modelinde

ise BCG aşılama tedavisi yoluyla TB’nin yayılmasının kontrolü araştırılmı̧stır [96].
Model parametreleri T.C. Sağlık Bakanlığı Verem Savaşı Dairesi Başkanlığı tarafından

raporlanan TB hasta sayısı verilerine uyarlanarak belirlenmi̧stir [97–107]. Elde

edilen sonuçlar ile üç modelin tümü için temel çoğalma sayısının R0 < 1 olduğu

sonucuna varılmı̧stır. Bu durum her ne kadar Türkiye’deki hastalığın endi̧se

verici boyutta olmadığı anlamına gelse de yukarıda belirtilen sebepler ve hasta

sayılarındaki düşüşün yeterli derecede olmamasından dolayı kontrol stratejilerine

devam edilmelidir. Hastalıktan bağımsız denge ve endemik denge noktalarının

kararlılık analizi her üç model için de incelenmi̧stir. Model parametrelerinin

duyarlılık analizleri yapılmı̧stır, simülasyon sonuçları ve %95 güven aralığı tahmin

grafikleri sunulmuştur. Hesaplamalar, üç modelin de ürettiği tahminlerin raporlanan

verilere çok iyi yaklaştığını göstermektedir. Ayrıca bu çalı̧sma, aşılama faktörünü

içeren modelin (BSEIR) diğer modellerden (SIR, SEIR) daha gerçekçi yaklaşımlar
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sunduğunu vurgulamaktadır [93].
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2
MATEMATİKSEL MODELLEMELERE GENEL BİR BAKIŞ

2.1 Matematiksel Modellemede Kullanılan Önemli Tanım ve Teo-

remler

Tanım 2.1. U =







u1
...

un






, Rn de bir vektör uzayı olsun. t ∈ R ve F(U , t) bir vektör alanı

olmak üzere
dU
d t
= F(U , t) (2.1)

denklem sistemine birinci mertebeden diferansiyel denklem sistemi denir. Eşitliğin

sağ tarafı açık bir şekilde t ye bağlı değilse (2.1) sistemi, otonom diferansiyel denklem

sistemi olarak isimlendirilir [108].

Tanım 2.2 (Başlangıç Değer Problemi). U0 ∈ Rn olmak üzere U(t0) = U0 başlangıç

şartını sağlayan (2.1) diferansiyel denklem sistemine, başlangıç değer problemi adı

verilir [108].

Tanım 2.3 (Denge Noktası). (2.1) diferansiyel denklem sisteminde F(U∗) = 0

eşitliğini sağlayan U∗ çözümüne, sistemin kritik (sabit) noktası veya denge noktası

denir [21].

Tanım 2.4 (̇Invaryant Küme). (2.1) diferansiyel denklem sisteminde U∗ = 0 denge

noktası olsun. M ⊂ Rn olmak üzere,

i. U(0) ∈ M ise U(t) ∈ M , koşulu ∀t ∈ R için sağlanıyorsa M kümesi (2.1) sistemine

göre invaryant,

ii. U(0) ∈ M ise U(t) ∈ M , koşulu ∀t ≥ 0 için sağlanıyorsa M kümesi (2.1) sistemine

göre pozitif invaryanttır denir.

Lineer olmayan diferansiyel denklem sistemlerinde analitik çözüme ulaşmak bir hayli

zordur. Bu gibi durumlarda nümerik çözümlere başvurulur. Bir başka yaklaşım ise
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çözümlerin davranı̧slarının nitel durumunu analiz etmektir. Nitel durum analizi,

denklemi çözmeden çözüm hakkında bilgi edinmektir [109]. Bunun için ise aşağıdaki

sorulara cevap aramamız gerekir:

• Çözüm var mı? Varsa tek mi?

• Sistem kararlı mı?

• Parametrelerdeki deği̧sim sistemi nasıl etkiler?

• Sistem herhangi bir periyodik çözüme sahip mi?

• Çözüm kararlı mı? Çözümlerin asimtotik davranı̧sları nasıl?

Teorem 2.1. (2.1) diferansiyel denklem sisteminde tanımlanan bir fonksiyon F olsun.

i = 1, ..., n olmak üzere ∂ F
∂ ui

fonksiyonları (u1, ..., un) ∈ Rn için sürekli ise

dU
d t = F(U)
U(t0) = U0

(2.2)

başlangıç değer probleminin tek bir çözümü mevcuttur [21].

Rn uzayında (2.1) sisteminin U(t) = (u1, . . . , un) çözümü, sistemin bir yörüngesi (yolu

ya da orbiti) olarak tanımlanan parametrik bir eğridir. Çözüm eğrisinin çizildiği Rn

bölgesi; n = 1 için faz çizgisi, n = 2 için faz düzlemi, n = 3 için faz uzayı olarak

isimlendirilir.

Tanım 2.5. (2.1) başlangıç değer probleminin denge noktası U∗ ve çözümü U(t)
olsun. ∀ε > 0 ve t > 0 için, ||U(t)− U∗||n < ε koşulunu sağlayan en az bir δ(ε) > 0

sayısı bulunabilirse, (2.1) denklem sisteminin U∗ denge noktası yerel kararlıdır. Eğer

denge noktası yerel kararlı değilse bu denge noktasına kararsızdır denir [110].

Tanım 2.6. (2.1) sisteminin denge noktası U∗ olsun. Eğer

• ||U0 − U∗||n < δ olacak şekilde bir δ > 0 değeri var

• U∗ yerel kararlı

şartları sağlanırsa U∗ denge noktasına yerel asimtotik kararlıdır denir [110].

Tanım 2.7. Birinci mertebeden, lineer olmayan, iki deği̧skenli

du
d t = f (u, v)
dv
d t = g(u, v)

(2.3)
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diferansiyel denklem sistemi için f (u∗, v∗) = 0 ve g(u∗, v∗) = 0 eşitliklerini sağlayan

(u∗, v∗) noktası, denge noktası olsun. Ek olarak, f ve g fonksiyonları (u∗, v∗) noktasını

içeren açık bir kümede sürekli ve ikinci mertebeden kısmi türevlere sahip olsun. (2.3)

sistemine x = u− u∗, y = v − v∗ dönüşümü yapılırsa,

d x
d t = f (u∗, v∗) + fu(u∗, v∗)x + fv(u∗, v∗)y + fuu(u∗, v∗) x2

2 +

fuv(u∗, v∗)x y + fvv(u∗, v∗) y2

2 + . . .
d y
d t = g(u∗, v∗) + gu(u∗, v∗)x + gv(u∗, v∗)y + guu(u∗, v∗) x2

2 +

guv(u∗, v∗)x y + gvv(u∗, v∗) y2

2 + . . .

(2.4)

diferansiyel denklem sistemi elde edilir. Z = (x , y)T ve denge noktasında hesaplanan

jakobiyen matris J =

�

fu(u, v) fv(u, v)
gu(u, v) gv(u, v)

�

u=u∗,v=v∗

olmak üzere, (u∗, v∗) denge

noktasındaki lineerleştirilmi̧s sistem,

dZ
d t
= J Z (2.5)

olarak yazılır. (2.5) lineer denklem sisteminin çözümlerinin sıfıra yaklaşması için

gerek ve yeter koşul jakobiyen matrisinden elde edilen özdeğerlerin negatif reel kısma

sahip olmasıdır [21].

Teorem 2.2 (Routh-Hurwitz Kriteri). ∀i(i = 1, . . . , n) için ai reel sabitler olmak üzere

P(λ) = λn + a1λ
n−1 + . . .+ an−1λ+ an

polinomuna ait n−Hurwitz matrisleri: H1 = (a1), H2 =

�

a1 1

a3 a2

�

,

H3 =







a1 1 0

a3 a2 a1

a5 a4 a3






, . . . , Hn =

















a1 1 0 ... 0

a3 a2 a1 ... 0

a5 a4 a3 ... 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 ... an

















olarak tanımlanır. P(λ) poli-

nomunun tüm kökleri negatif reel kısma sahiptir ancak ve ancak i = 1, 2, . . . , n için

det(Hi)> 0 dır. Bu kritere Routh-Hurwitz kriteri denir [21].

P(λ) polinomunda, polinomun derecelerine değer vererek (n= 2, 3,4) Routh-Hurwitz

kriteri aşağıdaki şekilde özetlenebilir;

n= 2 için a1 > 0 ve a2 > 0,

n= 3 için a1 > 0, a3 > 0 ve a1a2 > a3,

n= 4 için a1 > 0, a3 > 0, a4 > 0, ve a1a2a3 > a2
3 + a2

1a4.
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(2.5) diferansiyel denklem sistemini ele alalım. Routh-Hurwitz kriteri (n = 2 için)

yardımıyla denilebilir ki, öz değerler negatif reel kısma sahiptir ancak ve ancak

λ2 − Tr(J)λ+ Det(J) = 0 jakobiyen matrisinden elde edilen karakteristik polinomun

katsayıları pozitiftir.

Teorem 2.3. (2.3) sisteminde f ve g fonksiyonlarının (u∗, v∗) denge noktasını ihtiva

eden bazı açık kümelerde birinci mertebeden kısmi türevlerinin sürekli olduğunu varsay-

alım. Denge noktasının jakobiyen matrisi J olmak üzere,

• Tr(J)< 0 ve Det(J)> 0 ise (u∗, v∗) denge noktası yerel asimtotik kararlıdır,

• Tr(J)> 0 veya Det(J)< 0 ise (u∗, v∗) denge noktası kararsızdır [21].

Teorem 2.4. (2.1) sisteminin denge noktası U∗ ve F fonksiyonunun U∗ noktasında

hesaplanan jakobiyen matrisi J(U∗) olsun. Jakobiyen matrisin karakteristik denklemi,

Routh-Hurwitz kriterini sağlarsa U∗ denge noktası yerel asimtotik kararlıdır, aksi halde

kararsızdır [21].

Tanım 2.8 (Periyodik Çözüm). (2.1) sisteminin çözümü U(t) olsun. T > 0 olmak

üzere sistemin çözümlerinin var olduğu aralık üzerindeki tüm t ler için U(t+T ) = U(t)
eşitliği sağlanıyorsa, U(t) çözümü periyodik çözümdür. Bu şartı sağlayan en küçük T

değerine, sistemin çözüm periyodu denir [21].

Tanım 2.9 (Dulac Kriteri). (2.3) sistemini göz önüne alalım. R2 nin basit bağlantılı

açık bir alt kümesi D olsun. B(u, v) ise D de reel değerli bir C1 fonksiyonu olsun.

div(B f , Bg) =
∂ (B f )
∂ u

+
∂ (Bg)
∂ v

ifadesi D bölgesinden özdeş olarak sıfırdan farklı ve sabit i̧saretli ise o zaman (2.3)

sisteminin D bölgesinde periyodik çözümü yoktur. Bu kritere Dulac kriteri ve B(u, v)
fonksiyonuna Dulac fonksiyonu denir [21]. Özel olarak B(u, v) = 1 olarak alınırsa

Dulac kriterinin özel bir hâli olan Bendixson kriteri elde edilir. Eğer Bendixson ve

Dulac kriterleri sağlanırsa periyodik çözüm yoktur, sağlanmazsa periyodik çözümün

varlığı ve yokluğu hakkında net bir şey söylenemez.

Teorem 2.5 (Poincare-Bendixson üçlemesi). (2.3) sisteminin pozitif bir yörüngesi

Γ+(U0, t) olsun. Bu yörünge, sadece sınırlı sayıda denge noktası içeren, kapalı ve sınırlı

bir D bölgesinde kalsın. O zaman ω − l imit seti aşağıdaki üç biçimden birini alır ve

Poincare-Bendixson üçlemesi olarak değerlendirilir.

i. ω(U0), bir dengedir,

ii. ω(U0), periyodik bir yörüngedir,
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iii. ω(U0), dengenin sınırlı bir sayısını içerir [21].

Kararlılık teorisinde yer alan Lyapunov direkt metodu, diferansiyel denklemler için

özel bir değere sahiptir. Denge noktasının kararlılığını ya da asimtotik kararlılığını

verilen bir bölgede görmek için Lyapunov fonksiyonundan yararlanılabilir fakat

Lyapunov fonksiyonunu bulmak için belirlenmi̧s bir yöntem yoktur. Bu sebeple

Lyapunov fonksiyonunu bulmak bazı durumlarda çok zor olabilir.

Tanım 2.10. V (u, v) fonksiyonu (0, 0) noktasını içeren bir D bölgesinde birinci

mertebeden kısmi türevlenebilen bir fonksiyon olsun. V (0, 0) = 0 ve (0, 0) noktası

dı̧sındaki ∀(u, v) ∈ D için,

i. V (u, v)> 0 ise V (u, v) fonksiyonu D bölgesinde pozitif tanımlıdır,

ii. V (u, v)≥ 0 ise V (u, v) fonksiyonu D bölgesinde yarı pozitif tanımlıdır,

iii. V (u, v)< 0 ise V (u, v) fonksiyonu D bölgesinde negatif tanımlıdır,

iv. V (u, v)≤ 0 ise V (u, v) fonksiyonu D bölgesinde yarı negatif tanımlıdır denir [111],

Tanım 2.11. (2.3) sistemini göz önüne alalım. V fonksiyonu orijin noktasının açık bir

komşuluğunda pozitif tanımlı ve birinci mertebeden kısmi türevlere sahip olsun. D,

R2 nin açık bir alt kümesi olmak üzere eğer ∀(u, v) ∈ D − (0, 0) için dV (u,v)
d t ≤ 0 ise V

fonksiyonuna Lyapunov fonksiyon denir [21].

Teorem 2.6 (Lyapunov direkt metodu). (2.3) sistemini ele alalım. D, (0, 0) denge

noktasını içeren R2 de açık bir küme olsun. V (0,0) = 0 ve (u, v) 6= (0, 0) için V (u, v)> 0

şartlarını sağlayan V ∈ C1(D) reel değerli fonksiyonu mevcut olsun.

i. Eğer ∀(u, v) ∈ D− (0,0) için dV (u,v)
d t ≤ 0 denge noktası kararlıdır.

ii. Eğer ∀(u, v) ∈ D− (0,0) için dV (u,v)
d t < 0 ise denge noktası asimtotik kararlıdır.

iii. Eğer ∀(u, v) ∈ D− (0,0) için dV (u,v)
d t > 0 ise denge noktası kararsızdır [21].

2.2 Yaygın Kullanılan Matematiksel Modeller

Literatürde salgın hastalıkların birçok farklı matematiksel model ile temsil edildiği

görülmektedir. Bunlardan bazıları SI, SIR, SIRS, SEIR, SIS, MSEIR, ... kısaltmaları

ile gösterilirler. Bu isimlendirmeler belli bir kurala göre yapılır, her bir harfin temsil
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Tablo 2.1 Popülasyon sınıfları ve anlamları

Simge Anlamı

S (Susceptible)
Hassas popülasyon. Her an salgın hastalığı

kapma riski bulunanları temsil eder.
E (Exposed) &

L (Latent)
Kuluçka döneminde olan popülasyon. Hastalık mevcut ama

belirtileri henüz ortaya çıkmamı̧s olan popülasyonu temsil eder.

I (Infected)
Hasta popülasyon. Hastalık belirtilerini gösteren ve bulaştırma

ihtimali bulunan popülasyonu temsil eder.

R (Recovery)
Bağı̧sıklığa sahip (iyileşen) popülasyon. Hastalığı geçirerek

bağı̧sıklık kazanan popülasyonu temsil eder.

M
Pasif bağı̧sıklığa sahip popülasyon. Pasif bağı̧sıklığa sahip

olan bebek popülasyonu temsil eder.
V (Vaccinated) &

B (BCG vaccinated)
Aşılanan popülasyon. Aşı olup bağı̧sıklık kazanan

popülasyonu temsil eder.

N
Toplam popülasyon. Analize konu olan bölgenin tüm

bireylerinin dahil olduğu nüfusu temsil eder.

ettiği farklı bir popülasyon sınıfı vardır. Literatürde en yaygın kullanılan popülasyon

sınıfları ve anlamları tablo 2.1’de görülmektedir.

Matematiksel model oluşturmada ve var olan modeli anlamada parametrelerin önemi

çok büyüktür. Bu sebeple matematiksel modelleri tanıtmadan önce modellerde yer

alan parametrelerin anlamlarını verelim (tablo 2.2). Literatürde farklı parametreler

kullanılmı̧s olabilir veya aynı parametrelerin farklı anlamları karşımıza çıkabilir, bu

sebeple parametrelerin tanımları verilirken en yaygın kullanım şekli göz önünde

bulunduruldu.

Tablo 2.2 Parametrelerin anlamları

Parametre Anlamı
β Temas oranı

1/ε Hastalığın kuluçka periyodu
p Başarılı bir şekilde aşılanma oranı
k Aşının etkisini kaybetme oranı
γ İyileşme oranı
b Doğum oranı

1/δ Geçici bağı̧sıklık periyodu
µ Ölüm oranı
d Hastalık yüzünden ölenlerin oranı
f İyileşen bireylerin bağı̧sıklığı kaybetme oranı
Λ Yeni doğan birey sayısı (b× N)

Tablo 2.2’de görüldüğü üzere parametrelerin daima pozitif değerde olduğuna dikkat

edelim.
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Şimdi de matematiksel modellerin literatürde kullanılan en temel hallerini tanıtalım.

Bu modeller tanıtılırken göç gibi dı̧s etkenler göz ardı edilmektedir. Ayrıca nüfusun

homojen bir yapıya sahip olduğu, bireylerin hastalığa karşı aynı tepkileri verdikleri

ve bir durumdan diğerine kitlesel olarak geçtikleri varsayılmaktadır. Şöyle ki β ,

popülasyondaki her bir bireyin diğer bireylerle girdiği etkileşim (temas) oranını

gösteren parametredir. Hassas popülasyon tarafından yapılan βS tane temas I/N

oranıyla enfekte bireyler ile gerçekleşir. Böylece βSI
N ifadesi insidans hızına karşılık

gelmektedir. Her birey için hastalığa duyarlı durumdan bulaştırıcı duruma geçi̧sin

aynı oranda gerçekleşecek olması varsayımı, hesaplamayı mümkün hale getirmek

ve karmaşık sistemleri matematiksel olarak ifade edebilmek için gereklidir. Bütün

varsayımlar için aynı durumdan bahsedilebilir.

2.2.1 SI Matematiksel Modeli

SI matematiksel modeli, popüslasyonu hassaslar ve hastalar olmak üzere iki sınıfa

ayırır. Hassas popülasyondaki bireyler birim zamanda belli bir oranda hastalanırlar

ve ölene dek hasta olarak kalırlar. Bu modelde bağı̧sıklık kazanma veya hastalığın

kuluçka dönemi gibi durumlar yer almamaktadır. Son yüzyılda birçok can kaybına

sebep olan HIV/AIDS hastalığı bu model ile modellenebilmektedir. Ayrıca kedilerin

AIDS hastalığı olan FIV hastalığı da bu model yapısına uygundur. SI modeli

dS
d t
= −

βSI
N

dI
d t
=
βSI
N

şeklinde tanımlanmaktadır. Yani, hassas gruptan hasta gruba geçi̧s vardır fakat aksi

durum söz konusu değildir. Popülasyon sınıfları arası geçi̧s şekil 2.1’de gösterilmi̧stir.

Şekil 2.1 SI model diyagramı

2.2.2 SIS Matematiksel Modeli

Popülasyonu hassaslar ve hastalar olmak üzere iki sınıfa ayıran SIS matematiksel

modelinde, hastaların iyileşmesinden söz edilebilir fakat hastalığa karşı bağı̧sıklık

kazanma durumu söz konusu değildir. Bu model için uygun olabilecek hastalıklar
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bel soğukluğu, frengi ve bazı grip türleridir. SIS modeli

dS
d t
= −

βSI
N
+ γI

d I
d t
=
βSI
N
− γI

şeklinde tanımlanmaktadır. Bu modeldeki hassas ve hasta popülasyon sınıfları arası

geçi̧sler şekil 2.2’de görülebilir.

Şekil 2.2 SIS model diyagramı

2.2.3 SIR Matematiksel Modeli

Bu modelde kalıcı bağı̧sıklık söz konusudur. Hassas bireylerin belli bir oranda

hastalanırlar ve hasta bireyler de belli bir oranda iyileşirler. İyileşen bireyler aynı

zamanda bağı̧sıklık kazanırlar ve bir daha hastalığa yakalanma riski yoktur. En

çok varyasyonu bulunan ve en yaygın kullanılan matematiksel modeldir. Bu model

yardımıyla veba, kızamık, çiçek hastalığı, suçiçeği, kabakulak ve domuz gribi gibi

hastalıklar analiz edilebilmektedir. Yakın zamanda ortaya çıkan COVID-19 salgını da

bu model yardımıyla incelenmi̧stir (bu modellerde hastalığı geçiren bireylerin yeniden

yakalanma ihtimali göz ardı edilmi̧stir). SIR modeli

dS
d t
= −

βSI
N

dI
d t
=
βSI
N
− γI

dR
d t
= γI

denklem sistemi ile tanımlanmaktadır. SIR modelinin popülasyon sınıfları arası

geçi̧sleri şekil 2.3’teki gibidir.

Şekil 2.3 SIR model diyagramı
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2.2.4 SIRS Matematiksel Modeli

Bağı̧sıklığın kaybedilme riski söz konusu olduğu hastalıklarda bu modelden

faydalanılır. Bağı̧sıklığa sahip bireyler belli bir oranda yeniden hassas sınıfa dahil

olurlar ve hastalığa yakalanma riski ile karşı karşıya kalırlar. Suçiçeği, RSV, Hepatit-B

ve bazı grip türleri çoğunlukla bu model ile modellenebilmektedir. SIRS modeli

aşağıdaki denklem sistemi ile tanımlanmaktadır [112]:

dS
d t
= −

βSI
N
+ f R,

dI
d t
=
βSI
N
− γI ,

dR
d t
= γI − f R.

SIRS modelinin popülasyon sınıfları arası geçi̧sleri şekil 2.4’te verilmi̧stir.

Şekil 2.4 SIRS model diyagramı

2.2.5 SEIS Matematiksel Modeli

Hastalığın gizli ve açık periyodunu içeren modeldir. Bu modelde bağı̧sıklık söz konusu

değildir. Kuluçka döneminde (hastalığın gizli olduğu dönem) hastalığa dair herhangi

bir semptoma rastlanmaz. SEIS modeli aşağıdaki diferansiyel denklem sistemiyle

tanımlanmı̧stır:

dS
d t
= bN −

βSI
N
+ γI −µS,

dE
d t
=
βSI
N
− εE −µE,

dI
d t
= εE − γI −µI .

Görüldüğü üzere SEIS modelinde doğum (b) ve ölüm parametreleri (µ)
bulunmaktadır. Bundan sonraki tanıtılacak modellerde de bu parametreler yer

alacaktır. SEIS modelinin popülasyon sınıfları arası geçi̧sleri şekil 2.5’te gösterilmi̧stir.
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Şekil 2.5 SEIS model diyagramı

2.2.6 SEIR Matematiksel Modeli

Bu modelde popülasyon; hassas, kuluçka döneminde olan, hasta, iyileşen olarak dört

sınıfa ayrılır. Hassas olarak dünyaya gelen bireyler belli bir oranda hastalığa yakalanır

ama öncelikle kuluçka dönemine girer. Kuluçka dönemi bittikten sonra salgın

hastalığın belirtileri tamamen gün yüzüne çıkar ve hastalığı başkalarına bulaştırma

ihtimali doğar. Hasta bireyler ise belli bir oranda kalıcı bağı̧sıklığa sahip olurlar. SEIR

modeli COVID-19 ve birçok salgın hastalığı analiz edebilmesine rağmen “Tüberküloz”

hastalığını modellemeye daha uygundur. SEIR modeli

dS
d t
= bN −

βSI
N
−µS

dE
d t
=
βSI
N
− εE −µE

dI
d t
= εE − γI −µI

dR
d t
= γI −µR

denklem sistemi ile temsil edilir ve popülasyon sınıfları arası geçi̧sleri şekil 2.6’da

gösterilmi̧stir.

Şekil 2.6 SEIR model diyagramı
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2.2.7 MSEIR Matematiksel Modeli

Yenidoğan bebeklerin pasif bağı̧sıklığa sahip olduğu evreyi temsil eden “M sınıfı” bu

modelde yer almaktadır. Belli bir süre zarfında birey hassas olur ve SEIR modeline

benzer bir durum karşımıza çıkar. Bu modelde de yine kalıcı bağı̧sıklık söz konusudur.

dM
dt
= b(N − S)−δM −µM

dS
d t
= bS +δM −

βSI
N
−µS

dE
d t
=
βSI
N
− εE −µE

dI
d t
= εE − γI −µI

dR
d t
= γI −µR

denklem sistemiyle temsil edilir. MSEIR modelinin popülasyon sınıfları arası geçi̧sleri

şekil 2.7’deki şemada verilmi̧stir.

Şekil 2.7 MSEIR model diyagramı

2.2.8 MSEIRS Matematiksel Modeli

MSEIR modeline benzer olan bu modelde, hastalığa karşı elde edilen bağı̧sıklık kalıcı

değildir. Bireylerin bir kısmı “pasif bağı̧sıklığa” sahip olarak, bir kısmı ise hassas

olarak doğar. Pasif bağı̧sıklığa sahip olan bireyler belli bir oranda “hassasların” sınıfına

dahil olur, buradan yine belli bir oranda hastalığı kapar ve “kuluçka” dönemine girer,

kuluçka dönemi bittikten sonra “hastalar” sınıfına dahil olur. Sonrasında hastaların

bir kısmı “bağı̧sıklık” kazanır. En son olarak bağı̧sıklık kazanan hastaların bir kısmı

ise yeniden “hassasların” sınıfına dahil olur [113]. MSEIRS modeli ve popülasyon

sınıfları arası geçi̧sleri gösteren model diyagramı sırasıyla aşağıdaki gibidir:
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dM
dt
= b(N − S)−δM −µM

dS
d t
= bS +δM −

βSI
N
+ f R−µS

dE
d t
=
βSI
N
− εE −µE

dI
d t
= εE − γI −µI

dR
d t
= γI − f R−µR

ve

Şekil 2.8 MSEIRS model diyagramı

2.2.9 BSEIR Matematiksel Modeli

B sınıfının dahil olduğu bu model SEIR modeline aşı parametresinin eklenmesi ile elde

edilmi̧s bir modeldir. Aşının farklı zamanlarda farklı şekillerde uygulanması ile SEIR

modelinin birçok varyasyonu oluşmuştur (örneğin; SV EIR, VSLI T ,...). Modelde

yer alan B sınıfı, BCG (Bacillus Calmette-Guerin) aşısı yapılmı̧s ve başarıya ulaşılmı̧s

yenidoğan bebeklerin olduğu sınıftır. Aşı olamayanlar veya aşısı tutmamı̧s yenidoğan

bebekler ise S sınıfına dahil olurlar. BSEIR modeli ismini BCG aşısından almı̧s olsa da

aşı içeren başka salgın hastalıklar için de kullanılabilir. BSEIR modeli

dB
d t
= Λp− kB

dS
d t
= kB(t) +Λ(1− p)− βSI/N −µS

dE
d t
= βSI/N − (ε+µ)E

dI
d t
= εE − (γ+µ+ d)I

dR
d t
= γI −µR
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diferansiyel denklem sistemi ile tanımlanır, popülasyon sınıfları arası geçi̧sleri şekil

2.9’daki gibidir.

Şekil 2.9 BSEIR model diyagramı

2.3 Temel Çoğalma Sayısı R0 (Basic Reproduction Number)

Matematiksel modellerde önemli bir eşik değeri, R0 ile ifade edilen temel çoğalma

sayısıdır (basic reproduction number). Farklı kaynaklarda farklı isimlendirmeler

karşımıza çıkabilir, örneğin; temel üreme sayısı, üreme sayısı, üreme katsayısı, üreme

oranı ve temel çoğalma oranı gibi. R0, enfekte bir ki̧sinin hasta olduğu dönem

boyunca sebep olduğu ikincil vaka sayısı (hastalığı bulaştırdığı ki̧si sayısı) olarak

açıklanmaktadır [18, 114]. Salgın hastalıklarla ilgili matematiksel problemlerin

özelliklerini tanımlayan en etkili eşik değerlerinden biridir. R0 < 1 olduğunda

enfekte birey, hastalığı boyunca 1’den daha az bireye hastalığı bulaştırır ve hastalık

zamanla azalır. R0 > 1 olduğunda ise enfekte olan her birey ortalama 1’den daha

fazla ki̧siye hastalığı bulaştıracağı için hastalık zamanla yayılır. Her hastalığın R0

değeri o hastalığa özgüdür. Hatta aynı hastalık için farklı zamanlarda farklı R0

değerleriyle karşılaşabiliriz. Temel üreme kavramının kökleri eskiye dayanmakla

beraber epidemiyolojideki ilk modern uygulaması George MacDonald tarafından sıtma

konusunda yapılmı̧stır [115]. Literatürdeki bazı salgın hastalıklar için elde edilen

temel çoğalma sayıları tablo 2.3’de yer almaktadır.

Son zamanlarda dünyada ve ülkemizde ortaya çıkan COVID-19 hastalığı için R0 değeri

farklı çalı̧smalarda hesap edildi. Çin başta olmak üzere 12 farklı ülkedeki çalı̧smanın

değerlendirilmesiyle R0 değeri 1.4-6.49 arasında (medyan 2.79, ortalama 3.28) olarak

bulunmuştur. DSÖ ise COVID-19 için R0 değerini 1.4-2.5 olarak tahmin etmi̧stir

[127]. COVID-19 hastalığının R0 değerinin ortalama 2.6 olduğu söylenebilir. R0 değeri

diğer koronavirüs enfeksiyonlarından olan SARS ve MERS’ten daha yüksek olduğu

için COVID-19 hastalığının çok daha hızlı bir yayılma potansiyelinin olduğu sonucuna

varılabilir. R0 değeri 2.6 olarak kabul edildiğinde bir COVID-19’lu hastanın 1 bulaşma
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Tablo 2.3 Bulaşıcı hastalıklar için elde edilen R0 değerleri

Salgın Hastalık R0 Değeri Kaynak
Su Çiçeği 10-12 [116]
Kızamık 12-18 [117]

Kabakulak 10-12 [118]
Çiçek Hastalığı 3,5-6 [119]

Boğmaca 5,5 [120]
SARS 0,19-1,08 [121]
Difteri 1,7-4,3 [122]

İspanyol Gribi (1918) 1,4-2,8 [123]
Domuz Gribi (2009) 1,4-1,6 [124]

Ebola 1,5-1,9 [125]
MERS 0,3-0,8 [126]

döngüsü sonrasında (2-14 gün, ortalama 5 gün sonra) 2.6 ki̧siyi enfekte edeceği, 7

bulaşma döngüsü sonrasında (ortalama 35 günde) ise 368 ki̧siye bulaştırabileceği

tahmin edilmi̧stir.

Şimdi genel olarak matematiksel modellerde R0’ı hesaplamak için kullanılan

"next-generation matrix" (yeni nesil matris) metodunu gösterelim [128]:

Matematiksel modelin, popülasyonu n farklı gruba (kompartmana) böldüğünü kabul

edelim. Fi(x), i. kompartmanında yeni enfeksiyonların görülme oranı, V +i (x), i.

kompartmana diğer tüm yollarla transfer edilme oranı ve V −i (x), i. kompartmandan

dı̧sarıya transfer oranı olsun. Bu fonksiyonların en az iki kez sürekli türevlenebilir

olduğunu kabul edelim ve matematiksel model

.
x i= fi(x) =Fi(x)−Vi(x), i = 1, ..., n, (2.6)

denklem sistemi ile verilsin. Burada

fi(x) =

















f1(x)
0

0

0

fn(x)

















, x =

















x1

0

0

0

xn

















ve

Vi = V −i −V
+

i

dir.
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X0 = {x ≥ 0 | x i = 0, i = 1, ..., m}

kümesi tüm hastalıktan bağımsız durumları gösterir. Ele alınan fonksiyonların

aşağıdaki beş durumu (A1, ..., A5) sağladığını varsayalım.

A1 : Eğer x i ≥ 0 ise i = 1, ..., n için Fi(x), V −i (x), V
+

i (x) ≥ 0 dır. Fonksiyonlar,

bireylerin transfer olduğu bir kompartmanı temsil ettiğinden negatif değerler alamaz.

A2 : x i = 0 iken V −i (x) = 0 dır, özel olarak x ∈ X0 ise i = 1, ..., m için V +i (x) = 0 dır.

Bu durum, boş bir kompartmandan bireylerin transfer edilemeyeceği anlamına gelir.

A3 : i > m için Fi = 0, enfekte olmayan bir kompartmanda enfeksiyon oluşma oranı

(enfeksiyon insidansı) sıfırdır.

A4 : i = 1, ..., m için eğer x ∈ X0 ise Fi = 0 ve V +i (x) = 0 dır. Eğer bir popülasyonda

hastalık yoksa, enfeksiyonların hastalıksız bölmeye göç edemeyeceği anlamına gelir.

A5 : F (x) = 0 ise D f (x0)’ın tüm öz değerleri negatif reel kısma sahiptir.

Lemma 2.1. x0, (2.6) denkleminin hastalıktan bağımsız denge noktası olsun ve fi(x),
Ai (i = 1, ..., 5) koşullarını sağlasın. Bu durumda DF (x0) ve DV (x0) türevleri

DF (x0) =

�

F 0

0 0

�

, DV (x0) =

�

V 0

J3 J4

�

şeklindedir. Burada F ve V ,

F =

�

∂Fi

∂ x j
(x0)

�

, V =

�

∂ Vi

∂ x j
(x0)

�

, 1≤ i, j ≤ m

olarak tanımlanan m×m tipinde matrislerdir. Ek olarak, F negatif olmayan bir matris,

V tekil olmayan M-matris ve J4 tüm özdeğerleri pozitif reel kısma sahip olan bir matristir.

Böylece V−1 negatif değildir, dolayısıyla FV−1 de negatif değildir [128].

Hastalıksız bir k grubuna giren enfekte bir bireyi düşünelim. V−1 matrisinin ( j, k)
elemanı bu ki̧sinin ömrü boynunca j grubunda geçirdiği ortalama süredir. F

matrisinin (i, j) elemanı, j kompartmanındaki enfekte bireylerin i. bölmesinde yeni

enfeksiyonlara yol açma oranıdır. Bu nedenle, üretilen FV−1 matrisinin (i, k) elemanı,

k kompartmanına sokulan enfekte birey tarafından i kompartmanında üretilmesi

beklenen yeni enfeksiyon sayısıdır. FV−1 matrisi "next-generation matrix" olarak

isimlendirilmektir ve temel çoğalma sayısı

R0 = ρ(FV−1) (2.7)

eşitliği ile bulunur [128]. Burada ρ spektral yarıçaptır.
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3
SIR, SEIR ve BSEIR MATEMATİKSEL MODELLERİNİN

KARARLILIK ANALİZİ

Bu bölümde Türkiye’deki Tüberküloz hastalığını analiz etmede kullandığımız SIR,

SEIR ve BSEIR modelleri kalitatif (nitel) olarak incelendi. Bu modellerde kullanılan

parametreler ve popülasyon sınıfları tablo 2.1 ve 2.2’de verilen anlamları ile

kullanılmaktadır.

3.1 SIR Modeli

SIR matematiksel modelinin kullanılan en eski modellerden biri olması sebebiyle ele

alınan birçok matematiksel modele SIR modelinin bir varyasyonu denilebilir. Bölüm

2’de gösterilen SIR modeline doğum (b) ve ölüm parametresi (µ) dahil edilirse;

dS
d t
= bN −

βSI
N
−µS

dI
d t
=
βSI
N
− γI −µI

dR
d t
= γI −µR

(3.1)

denklem sistemi elde edilir [113]. Burada S(0) > 0, I(0) > 0 ve R(0) > 0

başlangıç koşulları mevcuttur. Bu modelde, göç gibi nüfusa etki eden durumlar göz

ardı edilmi̧stir aynı zamanda doğum oranı ile ölüm oranı da birbirine eşit olarak

alınmı̧stır (b = µ). N toplam popülasyon (S + I + R = N) değeri sabit olduğundan
d
d t (S(t) + I(t) + R(t)) = 0 eşitliği sağlanır. (4.3) denklem sisteminde popülasyon

sınıfları toplam popülasyonun bir oranı olarak düşünülürse (s = S/N , i = I/N , r =
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R/N , n= N/N = 1) elde edilen yeni sistem aşağıdaki gibidir:

ds
d t
= −βsi +µ(1− s)

di
d t
= βsi − γi −µi

d r
d t
= γi −µr.

(3.2)

Burada, s+ i+ r = 1 olduğundan r = 1−s− i eşitliği yazılabilir. Böylece (3.2) denklem

sistemi

ds
d t
= −βsi +µ(1− s)

di
d t
= βsi − γi −µi

(3.3)

şeklinde iki boyutlu sisteme indirgenmi̧s olur. si düzlemine (3.3) sisteminin faz

düzlemi denir. si faz düzlemindeki

T = {(s, i) | s ≥ 0, i ≥ 0, s+ i ≤ 1} (3.4)

bölgesi pozitif invaryanttır (hiçbir koşulda hiçbir deği̧sken dönüşümüyle pozitifliği

bozulmayan) ve tek çözüm içerir. Böylece model matematiksel ve epidemiyolojik

olarak iyi yapılandırılmı̧stır denir [53].

(3.3) sisteminin denge noktaları

ds
d t
= 0 ve

di
d t
= 0

eşitlikleri yardımıyla bulunur.

di
d t
= βsi − γi −µi

= i (βs− γ−µ) = 0
(3.5)

eşitliğinin sağlanması için

i∗1 = 0 , s∗2 =
γ+µ
β

olması gerekmektedir. Bu değerler ds
d t = 0 eşitliğinde yerine yazılırsa

s∗1 = 1 , i∗2 =
µ(β − γ−µ)
β(γ+µ)
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değerleri elde edilir. (3.3) sisteminin denge noktaları

D1 = (s
∗
1, i∗1) = (1, 0)

D2 = (s
∗
2, i∗2) =

�

γ+µ
β

,
µ(β − γ−µ)
β(γ+µ)

� (3.6)

olarak bulunur. Burada D1 noktasına hastalıktan bağımsız denge noktası (disease-free

equilibrium) ve D2 noktasına ise endemik denge noktası (endemic equilibrium) denir.

Bunun sebebi D1 noktasının hastalığın kaybolduğunu ve D2 noktasının ise hastalığın

kalıcı olduğunu gösteriyor olmasıdır. (3.3) diferansiyel denklem sistemi

f (s, i) =
ds
d t

g(s, i) =
di
d t

olarak yazılırsa Jakobiyen matrisi

J(s, i) =

�

fs(s, i) fi(s, i)
gs(s, i) gi(s, i)

�

(3.7)

eşitliği yardımıyla

J(s, i) =

�

−β i −µ −βs

β i βs− γ−µ

�

(3.8)

matrisi elde edilir. (3.6)’de bulunan denge noktaları jakobiyen matrisinde yerine

yazılırsa

J(s∗1, i∗1) =

�

−µ −β
0 β − γ−µ

�

(3.9)

J(s∗2, i∗2) =

� −µβ
γ+µ γ−µ

µ(β−γ−µ)
γ+µ 0

�

(3.10)

matrisleri elde edilir.

(3.3) diferansiyel denklem sisteminin denge noktalarının kararlı olması için

özdeğerlerin negatif veya negatif reel kısma sahip olması gerekmektedir [21].

Şimdi sırasıyla D1 ve D2 denge noktalarının Routh-Hurwitz kriteri yardımıyla kararlılık

analizini yapalım:

D1 noktası için karakteristik denklem
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det(J −λI) =

�

�

�

�

�

−µ−λ −β
0 β − γ−µ−λ

�

�

�

�

�

= 0

eşitliği yardımıyla

λ2 − (β − γ− 2µ)λ−µ (β − γ−µ) = 0 (3.11)

şeklindedir. Routh-Hurwitz kriteri gereğince (3.11) karakteristik denkleminin

katsayılarına

− (β − γ− 2µ) = a1 ve −µ (β − γ−µ) = a2

diyelim. a1 > 0, a2 > 0 koşullarının sağlanması için

β < µ+ γ

olmalıdır. Buradan şu sonuca varılabilir,

D1 denge noktası yerel asimtotik kararlıdır⇐⇒
β

µ+ γ
< 1

sağlanmalıdır. D2 denge noktası için karakteristik denklem

det(J −λI) =

�

�

�

�

�

−µβ
γ+µ −λ γ−µ
µ(β−γ−µ)
γ+µ −λ

�

�

�

�

�

= 0

eşitliği yardımıyla

λ2 −µ
�

β −µ− γ
µ+ γ

+ 1
�

λ+µ (β −µ− γ) = 0 (3.12)

şeklindedir. Routh-Hurwitz kriterinde yer alan a1 ve a2 katsayıları

a1 = −µ
�

β −µ− γ
µ+ γ

+ 1
�

a2 = µ (β −µ− γ)

dır. a1 > 0, a2 > 0 koşullarının sağlanması için

β > µ+ γ

olmalıdır. Bu durumda,

D2 denge noktası yerel asimtotik kararlıdır⇐⇒
β

µ+ γ
> 1
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sağlanmalıdır. Her iki denge noktasının kararlılığını belirlemede eşik değeri olan temel

çoğalma katsayısı (basic reproduction number) R0 =
β

µ+γ olarak ifade edilir [129].
R0 < 1 olduğunda D1 noktası kararlı olacağı için hastalık zamanla yok olur. R0 > 1

olursa D2 noktası kararlı olur ve hastalığın zamanla yayılması beklenir.

Ele aldığımız SIR modeli ile ilgili detaylı analizler [53, 130, 131] çalı̧smalarında

görülebilir.

3.2 SEIR Modeli

SEIR matematiksel modelinde popülasyon; hassaslar (S), kuluçka döneminde olanlar

(E), hastalar (I) ve bağı̧sıklık kazanmı̧s olanlar (R) olmak üzere dört sınıfa ayrılır. Ele

alınan SEIR modeli S(0) > 0, E(0) > 0, I(0) > 0 ve R(0) > 0 başlangıç koşulları ile

verilmi̧s göç parametresi göz ardı aşağıdaki denklem sistemidir:

dS
d t
= bN −

βSI
N
−µS

dE
d t
=
βSI
N
− εE −µE

dI
d t
= εE − γI −µI

dR
d t
= γI −µR.

(3.13)

Bu modelde, göç gibi nüfusa etki eden farklı parametreler göz ardı edilmi̧s ve doğum

oranı ile ölüm oranı birbirine eşit olarak alınmı̧stır (b = µ). Bu durumda, toplam

popülasyon (N) sabittir ve

d
d t
(S(t) + E(t) + I(t) + R(t)) = 0

eşitliği sağlanır. (4.4) denklem sisteminde popülasyon sınıfları toplam popülasyonun

bir oranı olarak düşünülürse (s = S/N , e = E/N , i = I/N , r = R/N , n = N/N = 1)

elde edilen yeni sistem,

ds
d t
= −βsi −µ(1− s),

de
d t
= βsi − e(ε +µ),

di
d t
= εe− i(γ+µ),

dr
d t
= γi −µr,

(3.14)
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şeklindedir. (3.14) diferansiyel denklem sisteminde, s + e + i + r = 1 olduğu için

r = 1− s− i − e yazılabilir. Bu durumda (3.14) sistemi

ds
d t
= −βsi −µ(1− S),

de
d t
= βsi − e(ε +µ),

di
d t
= εe− i(γ+µ),

(3.15)

şeklinde üç boyutlu sisteme indirgenmi̧s olur. Sistemin denge noktalarının kararlılığını

analiz etmede etkin rol oynayan R0 değeri, "next-generation matrix" metodu

yardımıyla,

R0 = ρ(FV−1) =
βε

(µ+ ε) (µ+ γ)
(3.16)

olarak bulunur, burada ρ spektral yarıçap, F =

�

β 0

0 0

�

ve V =

�

0 ε +µ
γ+µ −ε

�

dir

[132].

İlk olarak sistemin denge noktalarını ve bu denge noktalarına ait Jakobiyen

matrislerinin nasıl bulunduğunu gösterelim. (3.15) sisteminin denge noktaları

ds
d t
= 0,

de
d t
= 0 ve

di
d t
= 0

eşitlikleri yardımıyla

D1 = (s
∗
1, e∗1, i∗1) = (1,0, 0)

D2 = (s
∗
2, e∗2, i∗2) =

�

1
R0

,
µ(R0 − 1)
(ε +µ)R0

,
µ(R0 − 1)

β

� (3.17)

olarak bulunur. Bu modelde de aynı SIR modelinde olduğu gibi, D1 noktasına

hastalıktan bağımsız denge noktası (disease-free equilibrium) ve D2 noktasına

ise endemik denge noktası (endemic equilibrium) denir. D1 noktası hastalığın

kaybolduğunu, D2 noktası hastalığın kalıcı olduğunu gösterir. (3.15) denklem

sisteminde

f (s, e, i) =
ds
d t

g(s, e, i) =
de
d t

h(s, e, i) =
di
d t
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olarak alınırsa Jakobiyen matrisi

J(s, e, i) =







fs(s, e, i) fe(s, e, i) fi(s, e, i)
gs(s, e, i) ge(s, e, i) gi(s, e, i)
hs(s, e, i) he(s, e, i) hi(s, e, i)






(3.18)

eşitliği yardımıyla

J(s, e, i) =







−β i −µ 0 −βs

β i −µ− ε βs

0 ε −µ− γ






(3.19)

gibi yazılabilir. (3.17)’de bulunan denge noktaları jakobiyen matrisinde yerine

yazılırsa

J(s∗1, e∗1, i∗1) =







−µ 0 −β
0 −µ− ε β

0 ε −µ− γ






, (3.20)

J(s∗2, e∗2, i∗2) =







−µR0 0 −(µ+ε)(µ+γ)
ε

µ (R0 − 1) −µ− ε (µ+ε)(µ+γ)
ε

0 ε −µ− γ






, (3.21)

matrisleri elde edilir. (3.15) diferansiyel denklem sisteminin denge noktalarının

kararlı olması için özdeğerlerin negatif veya negatif reel kısma sahip olması

gerekmektedir [21]. Hastalıktan bağımsız denge noktası (D1) için karakteristik

denklem

det(J −λI) =

�

�

�

�

�

�

�

−µ−λ 0 −β
0 −µ− ε −λ β

0 ε −µ− γ−λ

�

�

�

�

�

�

�

= 0

determinantı yardımıyla

(µ+λ)
�

λ2 + (γ+ 2µ+ ε)λ+ (µ+ ε) (µ+ γ) (1− R0)
�

= 0 (3.22)

olarak yazılabilir. Bu denklemin kökleri aynı zamanda (3.15) sisteminin

özdeğerleridir. Bu özdeğerler

λ1 = −µ

λ2 =
− (γ+ 2µ+ ε)−

Æ

(γ+ 2µ+ ε)2 − 4 (µ+ ε) (µ+ γ) (1− R0)
2

λ3 =
− (γ+ 2µ+ ε) +

Æ

(γ+ 2µ+ ε)2 − 4 (µ+ ε) (µ+ γ) (1− R0)
2
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şeklindedir. Parametreler pozitif olarak tanımlı olduğu için λ1 ve λ2 özdeğerlerinin

negatif olduğu açıktır. Bu durumda, λ3 değerinin negatif reel kısma sahip olması için

gerek ve yeter şart R0 < 1 olmasıdır. Sonuç olarak

D1 denge noktası yerel asimtotik kararlıdır⇐⇒ R0 < 1

önermesi sağlanır.

Endemik denge noktası (D2) için karakteristik denklem

det(J −λI) =

�

�

�

�

�

�

�

−µR0 −λ 0 −(µ+ε)(µ+γ)
ε

µ (R0 − 1) −µ− ε −λ (µ+ε)(µ+γ)
ε

0 ε −µ− γ−λ

�

�

�

�

�

�

�

= 0

determinantı yardımıyla

λ3+(ε + γ+µ (2+ R0))λ
2+µR0 (ε + γ+ 2µ)λ+µ (R0 − 1) (µ+ ε) (µ+ γ) = 0 (3.23)

olarak bulunur. Routh-Hurwitz kriterini uygulamak için karakteristik polinomun

katsayılarına

ε + γ+µ (2+ R0) = a1, µR0(ε + γ+ 2µ) = a2 ve µ (R0 − 1) (µ+ ε) (µ+ γ) = a3

diyelim. Burada a1a2 − a3 > 0 eşitsizliği sağlanır. a3 = µ (R0 − 1) (µ+ ε) (µ+ γ) > 0

olması için gerek ve yeter şart R0 > 1 olmasıdır. Sonuç olarak

D2 denge noktası yerel asimtotik kararlıdır⇐⇒ R0 > 1

önermesi sağlanır. Her iki denge noktasının kararlılığını belirlemede R0 önemli bir

eşik değeridir. R0 < 1 olduğunda D1 noktası kararlı olacağı için hastalık zamanla yok

olur. R0 > 1 olursa D2 noktası kararlı olur ve hastalığın kalıcı olması beklenir.

3.3 BSEIR Modeli

BSEIR matematiksel modelinde popülasyon; başarılı şekilde aşılananlar (B), hassaslar

(S), kuluçka döneminde olanlar (E), hastalar (I) ve bağı̧sıklık kazanmı̧s olanlar (R)

olmak üzere beş sınıfa ayrılır. Bu model aşağıdaki diferansiyel denklem sistemi ile
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tanımlanır [2];

dB
d t
= Λp− kB,

dS
d t
= kB +Λ(1− p)− βSI/N −µS,

dE
d t
= βSI/N − (ε +µ)E,

dI
d t
= εE − (γ+µ+ d)I ,

dR
d t
= γI −µR.

(3.24)

Burada Λ = b × N parametresi nüfusa dahil olan birey sayısını temsil etmektedir.

Modelde yer alan B sınıfı ise BCG aşısı ile başarılı bir şekilde aşılananların dahil

olduğu sınıftır. Bu aşılama doğumdan 2 ay sonra yapıldığı için yenidoğan bireyler

başarılı bir şekilde aşılandığı takdirde bu sınıfa dahil olurlar. Aşılamanın sadece

10 ila 15 yıl arasında koruyuculuğu olduğu bilinmektedir. Bu süre zarfında aşı

olan bireyler enfekte bireyler ile temas hâlinde olsalar bile enfekte olmazlar. Ayrıca

aynı süreçte bireylerin doğal ölüm oranının yeteri kadar düşük olduğu göz önünde

bulundurulduğundan B(t) sınıfının zamana göre deği̧siminde doğal ölüm oranı ihmal

edilmektedir.

Temel çoğalma sayısı olan R0 değerini "next-generation matrix" metodunu kullanarak

bulabiliriz [128]:

R0 = ρ(FV−1) =
βεk

(γ+µ+ d)(ε +µ)(µp+ k)
, (3.25)

burada ρ spektral yarıçap, F =

�

0 βk
µp+k

0 0

�

ve V =

�

ε +µ 0

−ε µ+ d + γ

�

dir.

(4.5) denklem sisteminde popülasyon sınıfları, toplam popülasyonun bir oranı olarak

düşünülürse (B = B/N , s = S/N , e = E/N , i = I/N , r = R/N) elde edilen yeni
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sistem,

dB
d t
= bp− kB

ds
d t
= kB + b(1− p)− βsi −µs

de
d t
= βsi − (ε +µ)e

di
d t
= εe− (γ+µ+ d)i

d r
d t
= γi −µr

(3.26)

gibi de yazılabilir. (3.26) sisteminin denge noktaları

dB
d t
=

ds
d t
=

de
d t
=

di
d t
=

dr
d t
= 0

eşitlikleri yardımıyla elde edilir. Hastalıktan bağımsız denge noktası

D1 =
�

B∗1 , s∗1, e∗1, i∗1, r∗1
�

=
�

bp
k

,
b
µ

, 0, 0, 0
�

ve endemik denge noktası

D2 =
�

B∗2 , s∗2, e∗2, i∗2, r∗2
�

=

�

bp
k

,
(µ+ d + γ)(ε +µ)

βε
,
(µ+ d + γ)i∗2

ε
, i∗2,

γi∗2
µ

�

olarak hesaplanır. Burada i∗2 =
εβ b−µ(ε+µ)

ε+µ dır.

(3.26) denklem sisteminde

f (B , s, e, i, r) =
dB
d t

g(B , s, e, i, r) =
ds
d t

h(B , s, e, i, r) =
de
d t

w(B , s, e, i, r) =
di
d t

u(B , s, e, i, r) =
dr
d t
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olarak düşünülürse sistemin Jakobiyen matrisi

J(B , s, e, i, r) =

















fB fs fe fi fr

gB gs ge gi gr

hB hs he hi hr

wB ws we wi wr

uB us ue ui ur

















(3.27)

ve dolayısıyla

J(B , s, e, i, r) =

















−k 0 0 0 0

k −(β i +µ) 0 −βs 0

0 β i −(ε +µ) βs 0

0 0 ε −(γ+µ+ d) 0

0 0 0 γ −µ

















(3.28)

şeklinde elde edilir. (3.26) sisteminin D1 denge noktasında hesaplanan jakobiyen

matrisi aşağıdaki gibidir:

J(D1) =

















−k 0 0 0 0

k −µ 0 −β b
µ 0

0 0 −(ε +µ) β b
µ 0

0 0 ε −(γ+µ+ d) 0

0 0 0 γ −µ

















.

Hastalıktan bağımsız denge noktası (D1) için karakteristik denklemi

det(J −λI) =

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

−k−λ 0 0 0 0

k −µ−λ 0 −β b
µ 0

0 0 −(ε +µ+λ) β b
µ 0

0 0 ε −(γ+µ+ d +λ) 0

0 0 0 γ −µ−λ

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

= 0

determinantı yardımıyla

(−k−λ)(−µ−λ)2(λ2 + a1λ+ a2) = 0
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olarak elde ederiz, burada

a1 = γ+ 2µ+ d + ε,

a2 = (ε +µ)(γ+µ+ d)−
εβ b
µ

.

λ1 = −k, λ2 = −µ ve λ3 = −µ özdeğerleri negatiftir. Diğer iki kök ise

λ2 + a1λ+ a2 = 0. (3.29)

eşitliği yardımıyla bulunur. Routh-Hurwitz kriteri yardımıyla görülmektedir ki a1 > 0

ve a2 > 0 olduğu takdirde (3.29) denkleminin kökleri (λ4 ve λ5) negatif reel kısma

sahip olur. Parametreler pozitif olduğu için a1 > 0 şartı sağlanmaktadır. a2 > 0

şartının sağlanması için ise R0 > 1 olması gerekmektedir. Buradan, D1 denge noktası

lokal asimtotik kararlı olması için gerek ve yeter koşul R0 > 1 olmasıdır, aksi takdirde

kararsızdır sonucuna ulaşılır.
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4
TÜRKİYE’DEKİ TÜBERKÜLOZ HASTALIĞININ SIR, SEIR

ve BSEIR MODELLERİ YARDIMIYLA İNCELENMESİ

4.1 Giriş

Bu bölümde Türkiye’deki TB hastalığının SIR, SEIR ve BSEIR modelleri ile analizi

ele alınacak, TB hastalığının seyri, R0 değeri ve modellerde yer alan parametrelerin

hastalığın yayılımı üzerine etkisi hakkında detaylı bilgi verilecektir.

Ele alınan modeller sayısal olarak MATLAB R2019b yazılımı ile analiz edilmi̧s,

çözümlere ulaşmak için ”ode15s” ve ”nlin f i t” komutları kullanılmı̧stır. İlk olarak

”nlin f i t” komutu yardımıyla bazı parametre değerleri elde edilmi̧stir. Bunun

için MATLAB programına kullanılan matematiksel model yazılmı̧s, bu modelde yer

alan popülasyonların başlangıç değerleri (bizim uygulamamızda 2005 yılı başlangıç

değeri olarak kabul edilmektedir) ve bazı parametre değerleri (tespit edilebilen

parametre değerleri; ölüm oranı gibi) girilmi̧stir. 2005−2015 yılları arasında Türkiye

Cumhuriyeti Sağlık Bakanlığı tarafından yayımlanan verem savaş raporlarından [97–

107] alınan hasta sayısı verilerine en küçük kareler yöntemi kullanılarak kuadratik

objektif fonksiyonun

φ =
n
∑

i=1

(I i
c − I i

d)
2 (4.1)

en aza indirilmesi yoluyla uyarlanmı̧stır. Burada I i
d raporlanmı̧s TB hasta sayısını,

I i
c, t i zamanındaki çözüm modelini ve n mevcut veri sayısını göstermektedir. (4.1)

ile verilen fonksiyonu en aza indirmek için kullanılan ”nlin f i t” komutu, MATLAB

R2019b’deki Levenberg-Marquardt algoritması aracılığıyla lineer olmayan regresyon

problemlerini çözer. Böylece, en uygun yaklaşımı sağlayan parametre değerleri

elde edilmi̧s olur. Sonrasında ele aldığımız modelin temsil ettiği diferansiyel

denklem sisteminin çözümü ”ode15s” komutu yardımıyla yapılmı̧stır. MATLAB’de

başlangıç değer problemlerini çözmek için ”ode15s”,”ode23”,”ode23s” ve ”ode45”

gibi komutlar kullanılmaktadır. Bu komutlar arasında yer alan ”ode45” komutu katı

olmayan diferansiyel denklem sistemleri için kullanılırken ”ode15s” komutu ise katı
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diferansiyel denklem sistemleri için kullanılır. ”ode15s” komutunun seçilme nedeni

SIR, SEIR ve BSEIR modellerini oluşturan diferansiyel denklem sistemlerinin katı

(stiff) olmasıdır. Katı diferansiyel denklemler, adım boyutu çok küçük alınmadıkça

belirli sayısal yöntemlerin sayısal olarak kararsız olduğu denklemlerdir. Bu denklemler

önemli ölçüde farklı varyasyon oranlarıyla karakterize edildiğinden sistemi çözmede

”ode45” başarısız olabilir. ”ode15s” komutu, yarı sabit adım metodunu kullanarak

maksimum k = 5 mertebesine sahip geri farklar (backward differentiation) yöntemini

uygular. Bu yöntemler Geri Yönlü Fark Formüllerine (BDF) dayalı sayısal entegrasyon

yöntemleridir. Fonksiyonun tn anındaki türevine tn ve tn zamanından önceki

fonksiyon değerleri yardımıyla yaklaşır. Raporlanan insidans (belirli bir nüfusta

belirli bir zaman dilimi içerisinde hastalığın yeni olgu sayısını ifade eder) verilerinin

zaman çizelgeleri yıllara göredir. Bu yüzden, ode15s komutu yardımıyla elde edilen

sayısal çözümlerin zaman çizelgeleri, yıllara göre vektör şeklinde integrasyon aralığı

belirtilerek alınmı̧stır.

Şimdi de modellerde yer alan popülasyon sınıflarının başlangıç değerlerinin ve

bazı (”nlin f i t” komutunu kullanmaya gerek kalmadan elde edilebilen) parametre

değerlerinin nasıl bulunduğundan bahsedelim:

Her üç model için, ölüm parametresi (µ) hesap edilirken 2010 yılı referans alınmı̧stır.

Sağlık istatistikleri yıllığına göre 2010 yılında Türkiye’de vefat edenlerin sayısı 366.471

ve toplam popülasyon 73.722.988 dir [133]. Bu sebeple ölüm parametresi yaklaşık

olarak µ= 366.471
73.722.988 = 0, 005 alınmı̧stır.

Popülasyon sınıflarının başlangıç değerleri hesap edilirken her üç model için 2005

yılındaki toplam popülasyon N(0) = 68860540 ve hasta sayısı I(0) = 20535 olarak

alınmı̧stır [97]. Bağı̧sıklığa sahip bireylerin 2005 yılındaki başlangıç değeri R(0) =
1230000 olarak hesap edilirken 2005 yılı öncesi için tedavi başarı oranı, ortalama

yaşam süresi, doğal ölüm oranı göz önüne alınarak tahmin edilmi̧stir. SEIR ve

BSEIR modellerinde yer alan E(0) başlangıç değeri, literatürdeki çalı̧smalar göz önüne

alınarak kuluçka dönemindeki popülasyonun hasta popülasyon ile karşılaştırılmasıyla

Türkiye’ye uyarlanmı̧stır. Hassas popülasyonun başlangıç değeri olan S(0) ise SIR,

SEIR ve BSEIR modelleri için sırasıyla aşağıdaki gibi hesaplanmı̧stır:

S(0) =N − I(0)− R(0)

S(0) =N − I(0)− R(0)− E(0)

S(0) =N − I(0)− R(0)− E(0)− B(0).

Başlangıç değerlerinin belirlenmesi ve parametrelerin elde edilmesiyle birlikte
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bulunan çözümler, 2016−2018 yıllarında T.C. Sağlık Bakanlığı tarafından yayımlanan

Verem Savaş Raporlarında [134–136] yer alan hasta sayısı verileri ile karşılaştırılmı̧stır.

Bu karşılaştırma sonucu her üç modelin de tahminlerinin raporlanan çözüme oldukça

yakın olduğu gözlemlenmi̧stir. Sayısal çözümlerin hata oranı bulunurken

h(t) =
| Ic(t)− Id(t) |

Id(t)
(4.2)

eşitliği ile verilen hata fonksiyonu kullanılmı̧stır, burada Ic(t) ve Id(t) ifadeleri

sırasıyla, t zamanında modelden elde edilen tahmini değeri ve raporlanan değeri

göstermektedir.

4.2 SIR Modeli ile Analiz

SIR modelinde nüfus; Hassas (Susceptible), Hasta (Infected) ve İyileşen (Recovery)

olarak üç gruba ayrılır. Şimdi kısaca SIR matematiksel modelin nasıl oluşturulduğunu

açıklayalım:

İlk olarak hassas popülasyon sınıfının zamana göre deği̧simini ifade eden dS
d t türevinin

neye eşit olduğunu gösterelim. βSI
N ifadesi hassas bireyler ile hasta bireylerin

arasındaki etkileşim sonucunda birim zamanda hasta olan birey sayısıdır. Hasta olan

bireyler hassasların yer aldığı sınıftan ayrılacağı için bu ifade hassas bireylerin zamana

göre deği̧simini negatif olarak etkiler. Benzer şekilde, µS ifadesi hassas popülasyonda

birim zamanda ölen ki̧si sayısını gösterdiği için hassas popülasyonu negatif olarak

etkiler. Yenidoğan her birey hassas olarak kabul edildiği için yenidoğan birey sayısını

veren bN ifadesi pozitif olarak eklenir. Bu durumda hassas popülasyonun zamana

göre deği̧simi
dS
d t
= bN −

βSI
N
−µS

olarak elde edilir. SIR modelinde yer alan hasta popülasyon sınıfının zamana göre

deği̧simini ifade eden dI
d t türevinin neye eşit olduğunu gösterelim. βSI

N ifadesi yeni

hasta olan birey sayısını gösterdiği için hasta bireylerin zamana göre deği̧simine pozitif

olarak eklenir. Birim zamanda hasta popülasyonda ölen ki̧si sayısını gösteren µI

ifadesi ve iyileşen ki̧si sayısını gösteren γI ifadesi, hasta popülasyonun zamana göre

deği̧simini negatif olarak etkiler ve

dI
d t
=
βSI
N
− γI −µI

şeklinde elde edilir. Son olarak iyileşen popülasyon sınıfının zamana göre deği̧simini

ifade eden dR
d t türevinin neye eşit olduğunu gösterelim. İyileşen bireyler bu gruba

dahil olacağı için γI terimi iyileşen bireylerin zamana göre deği̧simine pozitif olarak
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eklenir. µR terimi ise iyileşen popülasyondaki bireyler arasında birim zamanda

hayatını kaybedenlerin (hastalık harici yani doğal yollarla ölenlerin) sayısını gösterdiği

için negatif olarak eklenir. Bu durumda iyileşen popülasyonun zamana göre deği̧simi

dR
d t
= γI −µR

olarak yazılır. Böylece Türkiye’deki TB hastalığını analiz ederken kullandığımız SIR

modeli

dS
d t
= bN −

βSI
N
−µS

dI
d t
=
βSI
N
− γI −µI

dR
d t
= γI −µR

(4.3)

şeklindedir.

Hasta ve iyileşen sınıfların başlangıç değerleri (yani 2005 yılındaki değerler) bölüm

4.1’de verilmi̧stir. Hassas popülasyonun başlangıç değeri ise S(0) = N − I(0)− R(0)
eşitliği yardımıyla S(0) = 67610005 olarak hesap edilir. SIR modelinde yer alan bütün

parametre ve başlangıç değerleri tablo 4.1’de verilmektedir. Toplam popülasyon sabit

olarak düşünüldüğü için doğum parametresi ölüm parametresine eşit olarak alınmı̧stır

(b = µ).

Tablo 4.1 SIR modelinde kullanılan parametre ve başlangıç değerleri

Parametre ve Başlangıç Değ. Tanım Değer
β Temas oranı 0.872
γ İyileşme oranı 0.897
µ Doğal ölüm oranı 0.0049

S(0) Hassas popülasyonun başlangıç değeri 67610005
I(0) Hasta popülasyonun başlangıç değeri 20535
R(0) İyileşen popülasyonun başlangıç değeri 1230000

β ve γ parametreleri 2005-2015 yılları arasındaki raporlanan hasta sayısı verilerine

uyarlanarak MATLAB programı yardımıyla ”nlin f i t” komutu kullanılarak elde

edilmi̧stir. SIR modelinden elde edilen hasta sayısı verileri ve raporlanan hasta

sayısı verileri, şekil 4.1’de çubuk (bar) diyagramı ile gösterilmi̧stir. Parametreleri

uyarlarken kullanılan hasta sayısı verileri ile elde edilen sayısal çözüm birbirine

oldukça yakın çıkmaktadır. Bu ise uyarlanan parametrelerin doğruluğu hakkında bize

bilgi vermektedir.
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Şekil 4.1 Sağlık Bakanlığı tarafından yayımlanan ve SIR modelinden elde edilen TB
hasta sayısı verileri

2005-2018 yıllarındaki Sağlık Bakanlığı’nın yayımladığı Verem Savaş Raporunda

yer alan TB hasta sayısı verileri yardımıyla 2005-2023 yıllarındaki hasta sayısı

verileri tahmin edilmi̧s, bu tahmin sonucunda oluşan hatalar (4.2) eşitliği yardımıyla

hesaplanmı̧stır. Özellikle 2016-2018 yıllarındaki hatalar model tahminlerinin

doğruluğunu analiz etmek açısından oldukça önemlidir. Çünkü model tahminlerinin

doğruluğunu ölçmek için 2016-2018 yıllarındaki raporlanan hasta sayısı verileri

sayısal çözüm oluşturulurken ele alınmamı̧stır. Raporlanan hasta sayısı verileri, SIR

yardımıyla elde edilen hasta sayısı verileri ve bu ikisi arasındaki hatalar tablo 4.2’de

gösterilmektedir.
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Tablo 4.2 SIR modelinden elde edilen ve Sağlık Bakanlığı tarafından yayımlanan TB
verileri ve bu veriler arasındaki hata oranları

Yıl VSR veri SIR veri Hata

2005 20535 20535 -

2006 20526 19621 0.04410

2007 19694 18743 0.04830

2008 18452 17896 0.03014

2009 17402 17084 0.01825

2010 16551 16306 0.01479

2011 15679 15561 0.00750

2012 14691 14848 0.01071

2013 13409 14167 0.05655

2014 13378 13516 0.01031

2015 12772 12894 0.00956

2016* 12417 12300 0.00942

2017* 12046 11733 0.02598

2018* 11786 11192 0.05040

2019 - 10675 -

2020 - 10182 -

2021 - 9713 -

2022 - 9264 -

2023 - 8836 -

SIR modeli hassas bireyler, hasta bireyler ve iyileşen (bağı̧sıklık kazanan) bireyler

olmak üzere popülasyonu üç sınıfa ayırır. Her bir sınıfın 2005-2023 yılları arasındaki

deği̧simi şekil 4.2’de yer almaktadır.
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Şekil 4.2 SIR modelinde yer alan Hassas (S(t)), Hasta (I(t)) ve İyileşen (R(t))
popülasyon sınıflarının zamana göre deği̧simi

SIR modeli ile raporlanan sonuçlar arasındaki farkı daha detaylı görebilmek için

çizilen rezidü grafiği şekil 4.3’de verilmi̧stir. Bu grafiğe bakıldığında, 2005-2010 ve

2016-2018 yıl dilimlerinde raporlanan hasta sayısı tahmin edilen hasta sayısından

daha çok iken 2012-2015 yılları arasında ise tam tersi bir durum söz konusudur. Ayrıca

tahmin edilen hasta sayısı ile raporlanan hasta sayısı arasındaki farkın 1000 ki̧sinin

üzerine çıkmadığı görülmektedir.

Türkiye’deki TB verileri ile SIR modelinden elde edilen temel çoğalma sayısı

R0 =
β

µ+ γ
= 0.9664

olarak hesap edildi. R0 < 1 olduğundan Bölüm 4.3’de yer alan diferansiyel denklem

sisteminin hastalıktan bağımsız denge noktası olan

D1 = (S, I , R) = (1,0, 0)

lokal asimtotik kararlıdır. Bu ise bize hastalığın zamanla yok olacağını söyler. Fakat

modelde yer alan parametrelerdeki küçük deği̧siklikler hasta sayısını etkilemektedir.

R0 değerine de doğrudan etki eden bu parametrelerin hasta sayısı üzerindeki etkisini

detaylı bir şekilde incelemek için duyarlılık analizini yapmak oldukça önemlidir.

Parametrelerdeki deği̧simin hastalığın yayılımına hangi oranda etki ettiğinin bilinmesi,

alınması gereken önlemleri tespit etmede önemli bir etkendir. SIR modelinde yer

alan parametreler doğal ölüm oranı (µ), temas oranı (β) ve iyileşme oranı (γ) olmak

üzere 3 tanedir. Doğal ölüm parametresindeki deği̧sim, hastalık ile yakından ilgili
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Şekil 4.3 Sağlık Bakanlığı TB hasta sayısı verileri ile SIR modelinden elde edilen
çözümler arasındaki farkı gösteren rezidü grafiği

olmayan bir durumdur fakat temas oranı ve iyileşme oranı tamamen Türkiye’deki TB

hastalığına özgü olarak belirlenir. Bu sebeple, β ve γ parametrelerindeki deği̧simin

hasta sayısı üzerindeki etkisinin nasıl olacağı çok önemli bir olgudur. Şekil 4.4 ve

4.5’de farklı β değerleri için SIR modelinden elde edilen TB hasta sayısı verileri

gösterilmi̧stir. Özellikle şekil 4.5’e bakıldığında R0 > 1 olması hâlinde β değerindeki

küçük deği̧simlerin hasta sayısını büyük ölçüde artırdığı görülmektedir.

Şekil 4.6 ve 4.7’de ise farklı γ değerleri için SIR modelinden elde edilen TB hasta sayısı

verileri gösterilmektedir.

SIR modelinden elde edilen iyileşme oranı tablo 4.1’de de verildiği üzere γ = 0.897

olarak hesap edilmi̧stir. Bu oran daha yukarıları çekilmesi hâlinde hasta sayısındaki

düşüşün çok daha hızlı olacağı şekil 4.6’da görülmektedir. Tam tersi bir durumda yani

γ parametresinin azaldığı senaryoda ise hasta sayısındaki artı̧s kaçınılmaz olmaktadır.

COVID-19 pandemisi ile birlikte TB hastalarının teşhisi eskisi kadar kolay ve hızlı

yapılamamaktadır. Bu ise tedavi imkanını azaltmaktadır. Türk Toraks Derneğinin

yayımladığı bir yazıda [12], COVİD-19 salgınının tüm dünyada TB’ye karşı yapılan

savaşı 10 yıl gerilettiği vurgulanmaktadır. TB hastalarına yeterli derecede hızlı bir

şekilde ulaşamamak tedavi oranını da düşüreceği için COVID-19’un Türkiyedeki TB

üzerindeki olası negatif etkilerini şekil 4.7’de görebiliriz.
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Şekil 4.4 β parametresinin farklı değerleri için SIR modeli ile elde edilen hasta
sayıları (R0 < 1)
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Şekil 4.5 β parametresinin farklı değerleri için SIR modeli ile elde edilen hasta
sayıları (R0 > 1)
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Şekil 4.6 γ parametresinin farklı değerleri için SIR modeli ile elde edilen hasta
sayıları (R0 < 1)
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Şekil 4.7 γ parametresinin farklı değerleri için SIR modeli ile elde edilen hasta
sayıları (R0 > 1)

48



SIR modelinin istatiksel bir değerlendirmesi için %95 güven aralığı şekil 4.8’de

gösterildi.

2005 2010 2015 2020 2025
0

0.5

1

1.5

2

2.5

10
4

SIR

Fit

Şekil 4.8 SIR modelinden elde edilen çözümlerin %95 Güven Aralığı (Confidence
Interval)

4.3 SEIR Modeli ile Analiz

Bu kısımda Türkiye’deki TB hastalığı analiz edilirken 4.4’de verilen SEIR modeli ele

alınmı̧stır. SEIR modelinde nüfus; hassaslar, kuluçka döneminde olanlar, hastalar ve

iyileşenler olarak dört farklı gruba ayrılır. Şimdi kısaca SEIR matematiksel modelin

nasıl oluşturulduğunu açıklayalım:

Hassas popülasyon sınıfının zamana göre deği̧simini ifade eden dS
d t türevi SIR modeli

ile benzer şekilde elde edilmektedir:

dS
d t
= bN −

βSI
N
−µS

SEIR modelinde hastalığı kapan bireyler hasta popülasyona dahil olmadan önce

inkübasyon süresi (bir enfeksiyon etkeninin vücuda giri̧sinden hastalık belirtilerinin

ortaya çıkı̧sına kadar geçen süre; kuluçka süresi) boyunca kuluçka döneminde olan

bireylerin bulunduğu E sınıfına dahil olurlar. E popülasyon sınıfında yer alan bireyler

ε oranıyla hasta sınıfına dahil olacağı için εE terimi negatif olarak eklenir ve E sınıfının
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zamana göre deği̧simi
dE
d t
=
βSI
N
− εE −µE

olarak yazılır. Hasta sınıfına inkübasyon dönemini bitirenler (εE) dahil olurken

iyileşenler (γI) ve hayatını kaybedenler (µI) bu sınıftan ayrılırlar. Bu durumda hasta

popülasyonun zamana göre deği̧simi

dI
d t
= εE − γI −µI

şeklinde elde edilir. İyileşen popülasyonun zamana göre deği̧simine bakıldığında,

birim zamanda iyileşen birim sayısını veren γI terimi pozitif olarak eklenirken bu

sınıfta bulunup doğal ölüm yolu ile hayatını kaybeden bireyler negatif olarak eklenir:

dR
d t
= γR−µR

Böylece Türkiye’deki TB hastalığını analiz ederken kullandığımız SEIR modeli

dS
d t
= bN −

βSI
N
−µS

dE
d t
=
βSI
N
− εE −µE

dI
d t
= εE − γI −µI

dR
d t
= γI −µR.

(4.4)

olarak ifade edilir.

Hasta ve İyileşen sınıfların başlangıç değerleri her üç modelde de olduğu gibi

I(0) = 20535, R(0) = 1230000 şeklinde ele alınmı̧stır. E(0) ile gösterilen

"kuluçka dönemindeki bireylerin başlangıç değeri", literatürdeki çalı̧smalar göz önüne

alınarak kuluçka dönemindeki popülasyonun hasta popülasyon ile karşılaştırılmasıyla

Türkiye’ye uyarlanmı̧stır. Hassas popülasyonun başlangıç değeri ise S(0) = N −E(0)−
I(0)−R(0) eşitliği yardımıyla S(0) = 67595153 olarak hesap edilir. Modelde var olan

parametre değerleri ve belirlenen başlangıç değerleri tablo 4.3’te yer almaktadır.

50



Tablo 4.3 SEIR modelinde kullanılan parametre ve başlangıç değerleri

Par. & Baş. Değ. Tanım Değer

β Temas oranı 0.872

γ İyileşme oranı 0.938

ε Kuluçka döneminden hastalığa geçi̧s oranı 1.428

µ Doğal ölüm oranı 0.0049

S(0) Hassas popülasyonun başlangıç değeri 67595153

E(0) Kuluçka dönemi popülasyonun başlangıç değeri 14852

I(0) Hasta popülasyonun başlangıç değeri 20535

R(0) İyileşen popülasyonun başlangıç değeri 1230000

Tablo 4.3’te yer alan β , ε ve γ parametreleri 2005-2015 yılları arasında raporlanan

hasta sayısı verilerine uyarlanarak elde edilmi̧stir. SEIR modelinden elde edilen

sayısal çözüm değerleri ile raporlanan hasta sayıları şekil 4.9’da gösterilmi̧stir.

Raporlanan hasta sayısı verileri ile elde edilen sayısal çözümün birbirine yakın olması

uyarlanan parametrelerin doğruluğu hakkında bize bilgi vermektedir.
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Şekil 4.9 Sağlık Bakanlığı tarafından yayımlanan ve SEIR modelinden elde edilen
TB hasta sayısı verileri
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SEIR modelinde yer alan tüm popülasyon gruplarının 2005-2023 yılları arasındaki

deği̧simi şekil 4.10 ile verilmi̧stir. Bu grafikten de görüleceği üzere kuluçka döneminde

bulunan birey sayısı hasta sayısı ile orantılı bir şekilde azalmaktadır.
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Şekil 4.10 SEIR modelinde yer alan Hassas (S(t)), Kuluçka Dönemi (E(t)), Hasta
(I(t)) ve İyileşen (R(t)) popülasyon sınıflarının zamana göre deği̧simi

Sağlık Bakanlığı’nın Verem Savaş Raporlarında yayımladığı 2005-2018 yılları

arasındaki TB hasta sayısı verileri ile SEIR modeli yardımıyla elde edilen 2005-2023

TB hasta sayısı verileri tablo 4.4’te yer almaktadır. Bu tabloda yer alan hata oranı

(4.2) eşitliğinde verilen hata fonksiyonu yardımıyla hesaplanmı̧stır. Hata oranlarının

düşük olması ele alınan matematiksel modelin ne kadar geçerli bir model olduğunu

bize göstermektedir.

SEIR modeli ile Raporlanan Sonuçlar arasındaki farkın daha detaylı görülebilmesi

için rezidü grafiği çizilmi̧stir (şekil 4.11). Bu grafiğe bakıldığında, 2005-2012 yılları

arasındaki farkın çok az olduğu görülmektedir. 2014-2018 yıllarına gelindiğinde ise

raporlanan hasta sayısı verilerinin tahmin edilen hasta sayısından daha fazla olduğu

ve bu fazlalığın her geçen yıl arttığı gözlemlenmektedir.
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Tablo 4.4 SEIR modelinden elde edilen ve Sağlık Bakanlığı tarafından yayımlanan
TB verileri ve bu veriler arasındaki hata oranları

Yıl VSR veri SEIR veri Hata
2005 20535 20535 -
2006 20526 20543 0.00085
2007 19694 19537 0.00797
2008 18452 18486 0.00183
2009 17402 17477 0.00432
2010 16551 16522 0.00177
2011 15679 15618 0.00390
2012 14691 14762 0.00483
2013 13409 13952 0.04052
2014 13378 13187 0.01427
2015 12772 12463 0.02421

2016* 12417 11779 0.05138
2017* 12046 11132 0.07588
2018* 11786 10520 0.10742
2019 - 9942 -
2020 - 9396 -
2021 - 8879 -
2022 - 8391 -
2023 - 7930 -
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Şekil 4.11 Sağlık Bakanlığı TB hasta sayısı verileri ile SEIR modelinden elde edilen
çözümlerin arasındaki farkı gösteren rezidü grafiği
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Türkiye’deki TB verileri ile SEIR modelinden elde edilen temel çoğalma sayısı

R0 =
βε

(µ+ ε) (µ+ γ)
= 0.9211

olarak hesap edildi. Bölüm 3.2’de yer alan diferansiyel denklem sisteminin hastalıktan

bağımsız olan

D1 = (S, E, I , R) = (1, 0,0, 0)

denge noktası R0 < 1 olduğundan dolayı lokal asimtotik kararlıdır. Bu ise bize

hastalığın zamanla yok olacağını söyler. Fakat modelde yer alan bazı parametrelerdeki

küçük deği̧siklikler hasta sayısına ve R0 değerine doğrudan etki etmektedir. Bu

parametrelerin hasta sayısı üzerindeki etkisini detaylı bir şekilde incelemek için

duyarlılık analizini yapmak oldukça önemlidir. SEIR modelinde yer alan doğal ölüm

parametresindeki (µ) deği̧sim, hastalık ile ilgili olmayan bir durumdur. ε parametresi

ise deği̧smesi için herhangi bir etkide bulunamayacağımız bir değerdir. Ancak, temas

oranı ve iyileşme oranı tamamen Türkiye’deki TB hastalığına özgü olarak belirlenir.

Bu sebeple, β ve γ parametrelerindeki deği̧simin hasta sayısı üzerindeki etkisinin

nasıl olacağı önem arz etmektedir. Şekil 4.12 ve 4.13’de farklı β değerleri için SEIR

modelinden elde edilen TB hasta sayısı verileri gösterilmi̧stir.
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Şekil 4.12 β parametresinin farklı değerleri için SEIR modeli ile elde edilen hasta
sayıları (R0 < 1)

Şekil 4.14 ve 4.15’de farklı γ değerleri için SEIR modelinden elde edilen TB hasta
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Şekil 4.13 β parametresinin farklı değerleri için SEIR modeli ile elde edilen hasta
sayıları (R0 > 1)

sayısı verileri gösterilmektedir. İyileşme oranının azalması durumunda hasta sayısının

hızlı bir şekilde artacağı şekil 4.15’de açık bir şekilde görülmektedir. İyileşme

oranının belirli bir seviyenin üzerinde tutulması gerekir, bu seviye R0 değerine göre

belirlenebilir, yani R0 < 1 olması için γ > 0.86 olması sağlanmalıdır. Aksi hâlde

şekil 4.15’den de görüleceği üzere hasta sayısında beklenmedik artı̧slar olabilir. 2020

yılı TB hasta sayısı verileri yayımlanmadığı için COVID-19’un TB hasta sayısını teşhis

etmedeki etkisi henüz belli değildir. TB hastalarını teşhis etmedeki gecikme iyileşme

oranını da olumsuz yönde etkileyecektir ve hasta sayısındaki artı̧s kaçınılmaz olacaktır.

SEIR modelinin istatiksel bir değerlendirmesi için %95 güven aralığı şekil 4.16’de

gösterildi.
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Şekil 4.14 γ parametresinin farklı değerleri için SEIR modeli ile elde edilen hasta
sayıları (R0 < 1)
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Şekil 4.15 γ parametresinin farklı değerleri için SEIR modeli ile elde edilen hasta
sayıları (R0 > 1)
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Şekil 4.16 SEIR modelinden elde edilen çözümlerin %95 Güven Aralığı (Confidence
Interval)

4.4 BSEIR Modeli ile Analiz

BSEIR modeli; toplam nüfusu Aşılananlar (B), Hassaslar (S), Kuluçka döneminde

olanlar (E), Hastalar (I) ve İyileşenler (R) olarak beş farklı sınıfa ayırır. Şimdi kısaca

BSEIR matematiksel modelin nasıl oluşturulduğunu açıklayalım:

İlk olarak B sınıfının zamana göre deği̧simini inceleyelim. Türkiye’de BCG aşısı

sadece yenidoğan bireylere yapıldığı için yenidoğan bireyler arasında başarılı bir

şekilde aşılananlar (Λp) bu sınıfa dahil olurlar. Aşının etkisini kaybetmesi k oranıyla

gerçekleştiği için birim zamanda kB birey bu sınıftan ayrılır. Yenidoğan bireylerde

doğal ölüm oranı çok az olduğu için doğal ölümün bu sınıfa etkisi göz ardı edilmi̧stir.

B sınıfının zamana göre deği̧simi

dB
d t
= Λp− kB

şeklinde elde edilir. Hassas popülasyonun zamana göre deği̧simine baktığımızda;

başarılı bir şekilde aşılanamayan bireyler (Λ(1− p)) ve başarılı bir şekilde aşılanıp belli

bir süre sonra aşının etkisini kaybetmesi sonucu hastalığa karşı duyarlı olan bireyler

(kB) bu sınıfa dahil olurlar. Ayrıca, hasta bireyler ile kurduğu temas sonucu hasta

olan bireyler
�

βSI
N

�

ve bu sınıfta bulunduğu süreçte doğal yollardan hayatını kaybeden
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bireyler (µS) bu sınıftan ayrılırlar. Bu durumda,

dS
d t
= kB +Λ(1− p)− βSI/N −µS

eşitliği elde edilmi̧s olur. BSEIR modelinde de kuluçka dönemi bulunduğu için

hastalığı kapan bireyler ilk olarak E sınıfına dahil olurlar. Kuluçka dönemi sona eren

(εE) ve bu sınıfta bulunup doğal yoldan hayatını kaybeden bireyler (µE), E sınıfından

ayrılırlar. E sınıfının zamana göre deği̧simi

dE
d t
= βSI/N − (ε +µ)E

olarak elde edilir. Kuluçka dönemini bitiren bireyler I sınıfına dahil olurken; iyileşen

(γI), doğal yoldan hayatını kaybeden (µI) ve tüberküloz hastalığından dolayı hayatını

kaybeden (dI) bireyler bu sınıftan ayrılırlar. Hasta popülasyon sınıfının zamana göre

deği̧simi
dI
d t
= εE − (γ+µ+ d)I

şeklinde elde edilir. İyileşen (R) sınıfın zamana göre deği̧simi ise

dR
d t
= γI −µR

olarak yazılabilir. Türkiye’deki TB hastalığını analiz etmede kullanılan BSEIR

matematiksel modeli

dB
d t
= Λp− kB,

dS
d t
= kB +Λ(1− p)− βSI/N −µS,

dE
d t
= βSI/N − (ε +µ)E,

dI
d t
= εE − (γ+µ+ d)I ,

dR
d t
= γI −µR.

(4.5)

şeklinde ifade edilir. I , E ve R sınıflarının başlangıç değerleri (yani 2005 yılındaki

I(0), E(0) ve R(0) değerleri), SIR ve SEIR modellerindeki gibi alınmı̧stır. B

sınıfının başlangıç değeri Türkiye İstatistik Kurumu (TUİK) tarafından yayımlanan

yenidoğan sayısı göz önünde bulundurularak tahmin edilmi̧s ve B(0) = 4500000

olarak alınmı̧stır. Hassas popülasyonun başlangıç değeri ise S(0) = N − B(0)− E(0)−
I(0)− R(0) eşitliği yardımıyla S(0) = 63095153 olarak hesap edilmi̧stir. Bu modelde

SIR ve SEIR modellerinden farklı olarak doğum parametresi ile ölüm parametresi

birbirine eşit değildir. Bu sebeple, N toplam popülasyonu sabit değildir. Sağlık
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İstatistikleri Yıllığına [133] göre doğum oranı b = 0, 01737 olduğu için bir yılda

popülasyona dahil olan birey sayısı Λ= 1.280.806 (Λ= N×b) olarak hesap edilmi̧stir.

Modelde yer alan tüm parametre ve başlangıç değerleri tablo 4.5’te verilmektedir.

Tablo 4.5 BSEIR modelinde kullanılan parametre ve başlangıç değerleri

Par. & Baş. Değ. Tanım Değer

p Başarılı aşılanma oranı 0.948

k Aşının etkisini kaybetme oranı 0.054

β Temas oranı 0.955

γ İyileşme oranı 0.935

ε Kuluçka döneminden hastalığa geçi̧s oranı 1.435

µ Doğal ölüm oranı 0.0049

d Hastalığa bağlı ölüm oranı 0.03

B(0) Aşılanan popülasyonun başlangıç değeri 4500000

S(0) Hassas popülasyonun başlangıç değeri 63095153

E(0) Kuluçka dönemi popülasyonun başlangıç değeri 14852

I(0) Hasta popülasyonun başlangıç değeri 20535

R(0) İyileşen popülasyonun başlangıç değeri 1230000

2005-2015 yılları arasında raporlanan hasta sayıları ile BSEIR modelinden elde

edilen sayısal çözüm değerleri çubuk diyagramında verilmi̧stir (şekil 4.17). Elde

edilen sayısal çözümlerin raporlanan hasta sayılarına yakın çıkması uyarlanan

parametrelerin ne kadar doğru olduğunu bize göstermektedir.

Şekil 4.18’de BSEIR modelinde yer alan tüm popülasyon gruplarının zaman

içerisindeki deği̧simi yer almaktadır.

BSEIR modelini SEIR modelinden ayırt eden en önemli özellik aşı parametresidir.

Türkiyede TB’nin önlenmesi için BCG aşısı yaygın olarak kullanılmaktadır. Bu aşı

TB’nin önlenmesinde yaklaşık olarak % 80 etkilidir ve koruyuculuk süresi yaklaşık

10 yıldır [137]. Bu nedenle aşılama, TB hastalığı için göz ardı edilmemesi gereken en

önemli parametrelerden biridir. Aşılama sonucunda popülasyona dahil olan bireylerin

bir kısmı aşılananlar grubuna dahil edilir. B(t) sınıfının popülasyonunun zamanla

arttığı şekil 4.18’de görülmektedir. Ancak, toplam nüfus sabit olmadığı için (doğum

oranı ölüm oranından yüksek olduğundan nüfus zamanla artmaktadır) S(t) sınıfının

popülasyonu da artı̧s göstermektedir. Buna rağmen, aşılama faktörü nedeniyle nüfus

artı̧sının hasta sayısı üzerinde olumsuz bir etkisi gözükmemektedir. İyileşme oranının

yüksek olması ve aşının etkisinden dolayı enfekte sayısı zamanla azalmaktadır.
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Şekil 4.17 Sağlık Bakanlığı tarafından yayımlanan ve BSEIR modelinden elde edilen
TB hasta sayısı verileri
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Şekil 4.18 BSEIR modelinde yer alan B(t), S(t), E(t), I(t) ve R(t) popülasyon
sınıflarının zamana göre deği̧simi

Sağlık Bakanlığı’nın yayımladığı Verem Savaş Raporunda yer alan veriler ile BSEIR
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modeli yardımıyla elde edilen verilerin karşılaştırılması tablo 4.6’da gösterilmi̧stir. Bu

iki veri arasındaki hata oranları, (4.2) formülü ile verilen hata fonksiyonu yardımıyla

hesaplanmı̧stır.

Tablo 4.6 BSEIR modelinden elde edilen TB hasta sayısı verileri ile Sağlık Bakanlığı
tarafından yayımlanan veriler ve aralarındaki hata oranları

Yıl VSR veri BSEIR veri Hata
2005 20535 20535 -
2006 20526 20693 0.00816
2007 19694 19594 0.00507
2008 18452 18456 0.00021
2009 17402 17389 0.00075
2010 16551 16404 0.00886
2011 15679 15501 0.01134
2012 14691 14677 0.00095
2013 13409 13928 0.03881
2014 13378 13253 0.00917
2015 12772 12649 0.00949

2016* 12417 12111 0.02464
2017* 12046 11635 0.03412
2018* 11786 11220 0.04802
2019 - 10861 -
2020 - 10558 -
2021 - 10306 -
2022 - 10105 -
2023 - 9952 -

BSEIR modeli ile raporlanan veriler arasındaki farkı daha detaylı gösterebilmek için

rezidü grafiği oluşturuldu (şekil 4.19). Şekilden görüldüğü üzere raporlanan hasta

sayısı ile modelden elde edilen veriler arasındaki fark en fazla 500 civarındadır. Bu

değer SIR ve SEIR modellerinde 1000 idi.

Türkiye’deki TB verileri ile BSEIR modelinden elde edilen temel çoğalma sayısı

R0 =
βεk

(µ+ γ+ d)(ε +µ)(µp+ k)
= 0.9045

olarak hesap edilmi̧stir. R0 < 1 olduğundan (4.5) diferansiyel denklem sisteminin

hastalıktan bağımsız olan

D1 = (B, S, E, I , R) =
�

bp
k

,
b
µ

, 0, 0, 0
�

denge noktası lokal asimtotik kararlıdır. Hastalık zamanla yok olma eğilimindedir

ancak modelde yer alan bazı parametre değerlerindeki deği̧siklikler hasta sayısını
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Şekil 4.19 Sağlık Bakanlığı TB hasta sayısı verileri ile BSEIR modelinden elde edilen
çözüm değerleri arasındaki farkı gösteren rezidü grafiği

büyük oranda etkilemektedir. R0 değerine de doğrudan etki eden bu parametrelerin

hasta sayısı üzerindeki etkisini detaylı bir şekilde incelemek için duyarlılık analizini

yapmak oldukça önemlidir. Doğal ölüm µ parametresindeki deği̧sim, hastalık ile

ilgili olmayan bir durumdur. ε parametresi ise deği̧smesi için herhangi bir etkide

bulunamayacağımız bir değerdir. Aşılanma oranı (p), aşının etkisini kaybetme oranı

(k), temas oranı (β) ve iyileşme oranının (γ) hasta sayısı üzerindeki etkisinin nasıl

olacağı çok önemli bir olgudur. p, k, β ve γ parametreleri için yapılan duyarlılık

analizleri şekil 4.20, 4.21, 4.22, 4.23 ve 4.24’de gösterilmi̧stir.

Her üç modelde de yer alan β ve γ parametrelerine yapılan duyarlılık analizi ile

görülmektedir ki, R0 > 1 olması hâlinde bu parametrelerdeki deği̧sim hasta sayısını

önemli ölçüde etkilemektedir. R0 < 1 olacak derecede temas oranını düşük tutmak,

iyileşme oranını ise yüksek tutmak gerekmektedir. Aksi hâlde, TB hastalığının hızlı bir

şekilde yükseli̧se geçip hayatı olumsuz yönde etkilemesi kaçınılmaz olur.

BSEIR modelinin istatiksel bir değerlendirmesi için %95 güven aralığı şekil 4.25’de

gösterildi.
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Şekil 4.20 p parametresinin farklı değerleri için BSEIR modelinden elde edilen
hasta sayıları (R0 < 1)
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Şekil 4.21 k parametresinin farklı değerleri için BSEIR modelinden elde edilen
hasta sayıları (R0 < 1)
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Şekil 4.22 β parametresinin farklı değerleri için BSEIR modelinden elde edilen
hasta sayıları (R0 < 1)
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Şekil 4.23 γ parametresinin farklı değerleri için BSEIR modelinden elde edilen
hasta sayıları (R0 < 1)
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Şekil 4.24 γ parametresinin farklı değerleri için BSEIR modelinden elde edilen
hasta sayıları (R0 > 1)
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Şekil 4.25 BSEIR modelinden elde edilen çözümlerin %95 Güven Aralığı
(Confidence Interval)
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4.5 Ele Alınan Matematiksel Modellerin Etkinliğinin Karşılaştırıl-

ması

Sağlık Bakanlığı verileri ile üç modelden elde edilen çözüm değerlerinin grafikleri tek

bir şekil altında gösterilmi̧stir (şekil 4.26). Bu grafiğe bakıldığında BSEIR modelinden

elde edilen verilerin raporlanan verilere en iyi yaklaşımda bulunduğu görülmektedir.

2005 2010 2015 2020
0

0.5

1

1.5

2

2.5
10

4

BSEIR

SEIR

SIR

Şekil 4.26 Ele alınan üç modelden (SIR, SEIR ve BSEIR) elde edilen hasta sayısının
ve Sağlık Bakanlığı tarafından yayımlanan hasta sayısının karşılaştırılması

Tablo 4.2, 4.4 ve 4.6’daki hata oranlarına bakıldığında, her üç model içinde elde

edilen hasta sayısı verilerinin rapor edilen verilere çok yakın olduğu görülmektedir.

Dolayısıyla, elde edilen çözümlerin Türkiye’deki TB’nin gelecekteki davranı̧sını tahmin

etmede ne kadar güvenilir olduğunu göstermektedir. SIR, SEIR ve BSEIR modelleri

için 2005 ile 2018 yılları arasında L2 normu yardımıyla elde edilen ortalama hata

yüzdeleri sırasıyla % 0,83, % 0,83 ve % 0,45 olarak hesaplanmı̧stır. Bu hesaplama,

BSEIR modelinden elde edilen sonuçların SIR ve SEIR modellerinden daha güvenilir

olduğunu ispatlar niteliktedir. Ayrıca şekil 4.19, BSEIR modelinden elde edilen

tahminler ile raporlanan hasta sayıları arasındaki farkın çok az olduğunu gözler

önüne sermektedir. Bu sebeple denilebilir ki: SIR, SEIR ve BSEIR modelleri

arasından Türkiye’deki TB hastalığını analiz etmek için en iyi tahminler BSEIR modeli

tarafından sağlanmaktadır. BSEIR modeli, TB için çok önemli bir parametre olan aşı
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parametresini içermektedir. Bu modelde popülasyona dahil olan aşılanmı̧s bireyler

bir süre TB olma riski taşımazlar. Sonrasında ise aşının etkisini kaybetmesiyle beraber

hastalığı kapma riski bulunan sınıfa yani Hassaslar Sınıfına dahil olurlar. Bu sürecin

göz ardı edildiği SIR ve SEIR modelleri, hasta sayısı tahminlerinde BSEIR modelinden

daha büyük bir hata oranı ile karşı karşıya kalırlar.

4.6 Parametrelerin Temel Çoğalma Sayısı (R0) Üzerine Etkisi

Hastalığın yayılması konusunda fikir sahibi olmamızda kritik öneme sahip olan R0

değerini etkileyen parametreleri tespit etmek ve bu etkinin hangi oranda olduğunu

bilmek hastalığı önleme stratejilerini geli̧stirmek için oldukça önemlidir. Her üç model

için de R0 > 1 olması istenilmeyen bir durumdur. Parametrelerin R0 üzerindeki

etkisinin hangi ölçüde olduğunu belirlemek R0 değerini 1’in altına düşürmek (eğer

1’in altında ise 1’in üstüne çıkarmamak) için alınması gereken önlemler noktasında

oldukça önemli bir rol üstlenir.

Parametrelerdeki deği̧simin temel çoğalma sayısı ile arasındaki ili̧skiyi görebilmek

için SIR, SEIR ve BSEIR modellerinden elde edilen R0 değerlerinin p, k, β , γ

parametrelerine göre kısmi türevleri incelenmeli;

∂ R0

∂ β
=

1
γ+µ

> 0 (SIR)

∂ R0

∂ β
=

ε

(µ+ ε) (µ+ γ)
> 0 (SEIR)

∂ R0

∂ β
=

εk
(γ+µ+ d)(ε +µ)(µp+ k)

> 0 (BSEIR)

olduğundan, temas oranını temsil eden β parametresindeki artı̧s R0 değerinin

artmasına ve hastalığın daha hızlı yayılmasına sebep olacaktır. Temas oranını

düşürmek ise R0 değerinde azalmaya sebep olacağı için hastalığın daha yavaş

yayılmasını, bazı durumlarda ise yok olmasını sağlayacaktır. Aynı durum BSEIR

modelinde yer alan k parametresi için de geçerlidir. Kısmi türev

∂ R0

∂ k
=

εβµp
(γ+µ+ d)(ε +µ)(µp+ k)2

> 0 (BSEIR)

olduğu için k parametresindeki artı̧sın R0 değerini artıracağını söylemek mümkündür.
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γ parametresine göre kısmi türevlere bakıldığında

∂ R0

∂ γ
=

−β
(γ+µ)2

< 0 (SIR)

∂ R0

∂ γ
=

−βε
(µ+ ε) (µ+ γ)2

< 0 (SEIR)

∂ R0

∂ γ
=

−εβk
(γ+µ+ d)2(ε +µ)(µp+ k)

< 0 (BSEIR)

olduğu görülür. Bu eşitsizliklerden, γ parametresindeki artı̧sın R0 değeri üzerine

negatif bir etki oluşturduğu görülmektedir. Benzer durum BSEIR modelinde yer alan

başarılı aşılanma oranı (p parametresi) için de geçerlidir:

∂ R0

∂ p
=

−εβk
(γ+µ+ d)(ε +µ)(µp+ k)2

< 0. (BSEIR)

R0 değerinin düşmesi hasta artı̧s hızının azalması anlamına geleceği için, bu

parametrelerdeki artı̧s hastalığın yok olması için önemli bir adım olacaktır.

Şimdi, parametrelerin R0 üzerindeki etkisinin hangi ölçüde olduğunu Tanım 4.1 olarak

verilen duyarlılık indeksi yardımıyla hesap edelim.

Tanım 4.1 (Duyarlılık İndeksi). Verilen herhangi bir σ parametresine göre R0

değerinin normalleştirilmi̧s ileri duyarlılık indeksi şu şekilde tanımlanır [128]:

SR0
σ
=
σ

R0

∂ R0

∂ σ
. (4.6)

Türkiye’deki TB hastalığının analizi için ele alınan SIR, SEIR ve BSEIR modellerinde

yer alan temel parametrelerin (4.6) formülü ile hesaplanan duyarlılık indeksleri tablo

4.7’de gösterilmi̧stir.

Tablo 4.7 Modellerdeki parametrelerin R0 değerine karşı duyarlılık indeksi

Parametre SIR SEIR BSEIR
p - - -0.0792
k - - +0.0792
β +1 +1 +1
γ -0.9946 -0.7989 -0.9640
µ -0.0062 -0.0086 -0.0087
ε - +0.0034 +0.0034

Bu tabloda yer alan bilgilere bakıldığında β parametresindeki %10 luk bir artı̧sın

R0 içinde %10 luk bir artı̧sa sebep olacağı görülmektedir. γ parametresindeki %10

luk bir artma R0 değerinde SIR, SEIR ve BSEIR modelleri için sırasıyla %9,946,
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%7.989 ve %9,640 oranında azalmaya sebep olacaktır. Temas oranını temsil eden

β parametresinin R0 üzerinde en büyük etkiye sahip olduğu görülmektedir. Temas

oranını azaltmak R0 değerini düşürmenin en etkili yoludur. COVID-19 salgın

hastalığı sebebiyle son iki yıldır temas oranını azaltmanın zorluklarını neredeyse

tüm dünya deneyimlemektedir. Ekonomik ve psikolojik açıdan birçok olumsuz etkisi

olan bu durumun TB sebebiyle de yaşanmaması için R0 değerini 1’in altında tutma

çalı̧smalarına hızla devam edilmelidir.
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5
SONUÇ VE ÖNERİLER

Bu çalı̧smada Türkiye’deki TB hastalığı üç farklı matematiksel model ile (SIR, SEIR

ve BSEIR) analiz edilmi̧stir. Sonuçlar BSEIR modeli ile elde edilen tahminlerin

diğer modellere göre daha doğru olduğunu göstermektedir. Türkiye’de BCG aşısı

uzun süredir uygulandığından BSEIR modeli hastalığın dinamikleri için daha gerçekçi

tahminler ortaya koymaktadır. Modellerin dinamik davranı̧sının sınıflandırılmasında

anahtar bir role sahip olan temel çoğalma sayısı her üç model için R0 < 1

olarak hesaplanmı̧stır. Bu durum, Türkiye’de TB hastalığının yeni bir salgın

oluşturmayacağı anlamına gelmektedir. Ancak gerekli önlemler alınmazsa sık göç alan

ve COVİD-19 salgını ile boğuşan Türkiye için TB hasta sayısı yeniden artı̧sa geçebilir.

Rezidü grafiklerine bakıldığında özellikle son yıllarda raporlanan hasta sayılarının,

modellerden elde ettiğimiz hasta sayılarından yüksek çıktığı görülmektedir. Bu sonuç

ise dikkat edilmesi gereken en önemli sorunlardan biridir.

Ele alınan salgın modellerinin ve metodolojimizin bazı kısıtlamaları mevcuttur.

İç göç, dı̧s göç, yaş, mevsimsellik, ekonomi gibi faktörlerin göz ardı edilmesi,

popülasyondaki bireylerin homojen yapıda kabul edilmesi bunlara başlıca örneklerdir.

Bu dezavantajlara ek olarak SIR modeli kuluçka dönemini göz ardı etmektedir.

Tuberküloz için oldukça önemli bir yer tutan bu sınıfın eksikliği SIR modelinden elde

edilen tahminlerin doğruluğunu olumsuz yönde etkilemektedir. Aşı parametresinin

SIR ve SEIR modellerinde yer almaması da bu modellerin hata yüzdesini

artırmaktadır. Metodolojimizin bir diğer sınırlaması ise 2005 yılından önceki verilerin

doğruluğu tartı̧sma konusu olduğu için çalı̧smamızda değerlendirmeye alınmamasıdır.

2005 yılı öncesi için hastanelerde ve laboratuvarlarda tanı almı̧s fakat kayda geçmemi̧s

hastalar olduğu bilinmektedir [97]. 2005 yılından sonra başlatılan "Doğrudan

Gözetimli Tedavi Stratejisi (DGTS)" ile daha sağlıklı veriler elde edilmi̧stir.

15 Mart 2011 tarihinde patlak veren Suriye iç savaşı birçok mültecinin Türkiye’ye

akın etmesine sebebiyet vermi̧stir. O zamandan bugüne Suriye’den Türkiye’ye göç

devam etmektedir. Sağlık Bakanlığı tarafından yayımlanan verem savaş raporlarında

kayıtlara geçen Suriyeli TB hasta sayısı 2012’de 23, 2013’te 177, 2014’te 433, 2015’te
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489, 2016’da 508, 2017’de ise 587 olarak tespit edilmi̧stir [103–107, 134, 135]. Ancak

bu bilgilerin sadece tespit edilen veriler olduğu göz önünde bulundurulmalıdır.

Verem 50 yıldır tedavisi mümkün ve korunabilir bir hastalıktır. Buna rağmen

hâlâ dünyada en yaygın ve ölümcül bulaşıcı hastalıklardan biridir. 2015’te dünya

çapında en büyük 10 ölüm nedeni arasında yer alan TB, her yıl milyonlarca insanın

sağlığına zarar vermektedir. DSÖ’nün 2016 yılında yayımladığı raporda dünyadaki

TB insidansının yüz binde 142 ve mortalitenin (ölümün) yüz binde 24 olduğu

açıklanmı̧stır. Bu değerin TB epidemisinin tahmin edilenden daha yüksek olduğu da

aynı raporda yer almaktadır. 2019’da yaklaşık 10 milyon ki̧si bu hastalığa yakalanmı̧s,

1,4 milyon ki̧si yaşamını yitirmi̧stir. 2000 yılından günümüze yapılan çalı̧smalar

sonucu 63 milyon insanın tüberkülozdan ölmesi engellenmi̧stir.

Tedavinin geç uygulanması ya da yetersiz tedavi sonucu TB hastalığına karşı ilaç

direnci geli̧sebilir. Bu durumda tedavi çok daha zor bir hâl alır. TB hastalarına

ulaşmayı zorlaştıran ve tedavi hizmetlerinin aksamasına sebep olan COVİD-19

salgınının küresel verem savaşına etkisi beklenenden büyük olmuştur. Türk Toraks

Derneğinin bildirdiğine göre tüm dünyada bir yılda 12 yıllık ilerlemeyi ortadan

kaldırmı̧stır. TB tanı ve tedavisinde dünya genelinde %20 civarında bir düşüş olmuştur.

Hindistan ve Güney Afrika’dan gelen veriler dikkate alındığında TB ile birlikte

COVİD-19’a yakalanan hastaların 3 kat daha fazla oranda yaşamlarını yitirdikleri

tespit edilmi̧stir. COVİD-19’a yönelik önlemler kapsamında 3 ay kapanma ve 10 ay

toparlanma süresini konu alan bir modelleme çalı̧smasına göre tüberküloz hastalarının

sağlık hizmetlerine eri̧simi, tanı ve tedavisi aksayacağından önümüzdeki 5 yılda ek 6,3

milyon yeni tüberküloz vakası olabileceği ve tüberküloz nedeniyle 1,4 milyon ek ölüm

gerçekleşebileceği öngörülmüştür.

COVİD-19 salgını, tüm dünyada olduğu gibi Türkiye’de de tüberküloz kontrolünü

olumsuz etkilemi̧stir. Verem Savaş Dispanserlerinde yapılan muayene sayısı ve

temaslı muayene sayısı, bakteriyolojik inceleme sayısı ve korumaya alınan ki̧si

sayısı yaklaşık %40 düzeyinde azalırken yeni kayda geçen tüberkülozlu hasta sayısı

yaklaşın %26 oranında azalmı̧stır. Türkiye’deki 2020 yılına ait tüberküloz verileri

henüz açıklanmadığı için COVİD-19 salgınının tüberküloza etkisinin boyutları henüz

tam olarak bilinmemektedir. COVİD-19 nedeniyle hastalar sağlık kurumlarına

başvurmamakta veya geç başvurmaktadırlar. TB ile ilgili sağlık personellerinin

filyasyon için görevlendirilmesi, hastalara gerekli zamanın ayrılamıyor olması,

hastaların yeterince takip edilememesi ve laboratuvar i̧slemlerinin azalması önemli

sorunların başında gelmektedir. Pandemi döneminde tüberküloz tanı ve tedavisinde

gerilememek için tecrübeli ve eğitimli sağlık personellerinin tüberküloz kontrolünde

çalı̧smaya devam etmesi büyük önem taşımaktadır. Salgının bu dönemdeki olumsuz
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etkilerini düzeltmek için yoğun bir çaba harcamak gerekmektedir. Gelecekte

yaşanabilecek başka salgınlara şimdiden hazırlıklı olunmalıdır. Dünyada olduğu gibi

ülkemizde de tüberkülozun COVİD-19 salgını ile nasıl bir seyir izleyeceği konusunda

bilimsel çalı̧smalara ihtiyaç duyulmaktadır.

Bu tez, bu tür çalı̧smalara girizgah niteliğindedir ve TB hastalığının seyrini açıklamaya

ve önlem stratejisini belirlemeye oldukça fazla katkı sağlayacaktır. Ayrıca TB

hastalığının seyrini belirlemek için kullanılan modeller ve yapılan analizler COVID-19

salgın hastalığına da uyarlanabilir.
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73

https://www.who.int/news-room/fact-sheets/detail/hiv-aids
https://www.who.int/news-room/fact-sheets/detail/hiv-aids
https://www.who.int/news-room/feature-stories/detail/world-malaria-report-2019
https://www.who.int/news-room/feature-stories/detail/world-malaria-report-2019
https://www.cdc.gov/sars/index.html
https://covid19.who.int/
https://covid19.who.int/
https://data.tuik.gov.tr/Kategori/GetKategori?p=Nufus-ve-Demografi-109
https://data.tuik.gov.tr/Kategori/GetKategori?p=Nufus-ve-Demografi-109
https://www.toraks.org.tr/site/news/10294
https://www.toraks.org.tr/site/news/10294


[17] A. C. Tekin, “1939-1950 yılları arasında türkiye’de veremle mücadele
faaliyetleri,” Journal of Universal History Studies, vol. 1, no. 1, pp. 1–21, 2018.

[18] O. Diekmann, J. A. P. Heesterbeek, Mathematical epidemiology of infectious dis-
eases: model building, analysis and interpretation. John Wiley & Sons, 2000,
vol. 5.

[19] N. M. Ferguson, “Mathematical prediction in infection,” Medicine, vol. 37,
no. 10, pp. 507–509, 2009.

[20] A.-J. Valleron, “Les rôles de la modélisation en épidémiologie,” Comptes Rendus
de l’Académie des Sciences-Series III-Sciences de la Vie, vol. 323, no. 5, pp. 429–
433, 2000.

[21] L. J. Allen, F. Brauer, P. Van den Driessche, J. Wu, Mathematical epidemiology.
Springer, 2008, vol. 1945.

[22] G. Giordano, F. Blanchini, R. Bruno, P. Colaneri, A. Di Filippo, A. Di Matteo, M.
Colaneri, et al., “A sıdarthe model of covıd-19 epidemic in ıtaly,” arXiv preprint
arXiv:2003.09861, 2020.
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[100] H. Bozkurt, M. H. Türkkanı, S. Musaonbaşıoğlu, A. Yıldırım, F. Baykal, Ş.
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