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OZET

Tiiberkiiloz Hastaliginin Tiirkiye’deki Seyrinin SIR,
SEIR, BSEIR Matematiksel Modelleri ile Incelenmesi

Yasin UCAKAN

Matematik Miihendisligi Anabilim Dali
Doktora Tezi

Danisman: Doc. Dr. Kevser KOKLU

Bes boliimden olusan bu tezin amaci, tarihteki en 6nemli salgin hastaliklardan biri
olan tiiberkiilozun Tiirkiye tizerindeki etkisini SIR, SEIR ve BSEIR matematiksel
modelleri ile analiz etmektir. ilk olarak SIR, SEIR ve BSEIR modellerinin kararlilik
analizi yapilmistir. Sonrasinda ise Tiirkiye’deki tiiberkiiloz hastaligi, her yil Tiirkiye
Cumbhuriyeti Saglik Bakanlig1 tarafindan yayimlanan verem savas raporlarindan alinan
veriler kullanilarak SIR, SEIR ve BSEIR matematiksel modelleri ile detayli olarak
incelenmistir. Bu {ic modelden elde edilen sonuclarin dogrulugunu teyit etmek
icin hata oranlar1 hesaplanmistir. Ayrica Saglik Bakanligi tarafindan yayimlanan
tliberkiiloz hasta sayisi verileri ile elde ettigimiz ¢6zlimlerin arasindaki farki gosteren
grafikler ve giiven araliklari ¢izilmistir. Her tic modelin 6zellikleri, sagladiklar: bilgiler
ve kullanildig1 durumlar tartisilmistir. Bu modeller arasinda as1 parametresini iceren
model en iyi sonucu verdigi i¢in asilamanin viriisiin yayilimina olan etkisi de ilgi

alanlarimizdan biri olmustur.

Tiirkiye’deki tiiberkiiloz hastaligini incelemek icin ele alinan SIR, SEIR ve BSEIR
matematiksel modellerinde yer alan parametrelerin etkinliginin detayli analizi
yapilmistir. Bu parametrelerin temel ¢ogalma sayisi (R,) ve hasta sayisi {izerindeki
etkisi hakkinda 6nemli bilgilere yer verilmistir. Son yillarda Tiirkiye’ye yonelik goctin
ve COVID-19 salgiminin, tiiberkiilozun yayilmasinda olusturabilecegi etkiye vurgu
yapilmistir.  Son olarak bu calismada yer alan analizler ve Ongoriileri gosteren
sonuclardan bahsedilmis, ele alinan matematiksel modellerin karsilastirilmasina yer
verilmistir. Tiiberkiiloz ile ilgili calismalarin artirilarak devam edilmesine yonelik

onerilerde bulunulmustur.
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YILDIZ TEKNIK UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

xiii



ABSTRACT

Analysing of Tuberculosis in Turkey Through SIR, SEIR
and BSEIR Mathematical Models

Yasin UCAKAN

Department of Mathematical Engineering

Doctor of Philosophy Thesis

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Kevser KOKLU

The aim of this thesis, which consists of five chapters, is to analyze the impact of
tuberculosis, one of the most important epidemic diseases in history, on Turkey using
SIR, SEIR and BSEIR mathematical models. Firstly, stability analysis of SIR, SEIR
and BSEIR models were performed. Afterwards, tuberculosis disease in Turkey was
examined in detail with the mathematical models SIR, SEIR and BSEIR using the data
obtained from the tuberculosis control reports published by the Ministry of Health of
the Republic of Turkey every year. Error rates were calculated to confirm the accuracy
of the results obtained from these three models. In addition, graphs showing the
difference between the number of tuberculosis patients published by the Ministry
of Health and the solutions we obtained and confidence intervals were drawn. The
features of all three models, the information they provide and the situations in which
they are used are discussed. Among these models, the effect of vaccination on the
spread of the virus has been one of our areas of interest, since the model that includes

the vaccine parameter gives the best results.

SIR, which was discussed to examine tuberculosis disease in Turkey, a detailed analysis
of the effectiveness of the parameters in the SEIR and BSEIR mathematical models
has been made. Important information about the effect of these parameters on the
baseline proliferation number (R,) and the number of patients is provided. In recent
years, the impact of migration to Turkey and the COVID-19 epidemic on the spread of
tuberculosis has been emphasized. Finally, the analyzes in this study and the results
showing the predictions are mentioned, and the comparison of the mathematical

models discussed is provided. Suggestions are made to increase and continue the

Xiv



studies on tuberculosis.

Keywords: Tuberculosis, mathematical modeling, epidemics, stability analysis, basic

reproduction number
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GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

1.1.1 Salgin Hastaliklarin Tarihi

Salgin hastalik, hastali§a sebep olan bir enfeksiyon etkeninin duyarh canliya gecmesi
ile ortaya c¢ikan bulasici hastaliklarin ¢ok sayida canlida hastalik olusturmasi olarak
tanimlanmistir. Eski Yunancada pan (tiim), demos (insanlar) koklerinden meydana
gelen pandemi terimi, genis bir alanda etkisini gosteren salgin hastaliklarin genel

ismidir [[1]].

Insanlik icin tarih boyunca biiyiik bir sorun olan pandemiler, bircok kisinin éliimiine
neden olmus, yenilmez denen ordulari durdurmustur. Tarimin baglamasi ve
hayvanlarin evcillestirilmesi ile birlikte vahsi topraklarin azalmasi sivrisinekleri,
keneleri ve fareleri insanlarla i¢ ice yasamaya mecbur birakmistir. Tifiis, sitma, veba
ve tularemi gibi hastaliklar da bu hayvanlar ile birlikte gelmistir. Binlerce insanin bir
arada yasadigi kentler ortaya cikinca toplu 6liimler de cogalmistir. Bulasici hastaliklar,
gelisen ve degisen toplumsal hayat bicimleriyle birlikte daha kolay ve hizli yayilma
imkani bulmustur. Veba, kolera, verem ve giiniimiizde basa ¢ikmaya calistigimiz
COVID-19 salgini su ana kadar tespit edilen en énemli salginlardir. Oliimciil etkilerinin
yani sira, salgin hastaliklarin demografik, ekonomik ve siyasal sonuclari diinya
tizerinde cok 6nemli etki olusturmustur ve bu siire¢ devam etmektedir. 17. yiizyilin
basinda, is giicli azaldig1 i¢in milyonlarca Afrikali kolenin Amerika kitasina tagsinmasi
sonucu Amerika’da biiyiik kayiplara yol acan “gicek hastali§1” bu duruma 6nemli bir
ornektir. Giiniimiizde ise tiim diinyaya etki eden COVID-19, salgin hastaliklarin insan

yasamani ne kadar etkiledigini gostermesi acisindan énemli bir gelisme olmustur.

Varligi neredeyse insanlik tarihi kadar eski olan TB’nin (tiiberkiiloz / verem /
ince hastalik / Tbc) izleri, arkeolojik arastirmalarda 6000 yillik insan iskeletinde
rastlanmistir ve hala diinya {zerinde bircok insan bu hastalik sebebiyle can

vermektedir.



Tarihin 6nemli bir diger salgini “veba” hastaligi, ii¢ farkli zamanda diinya iizerinde
biiyiik kayiplara yol agmistir. Bunlardan birincisi MS 542 yilinda Konstantinapolis’'te
baslayip 8. yiizyilin ortalarina kadar gelisim gostermistir. ikincisi, “kara 6liim” olarak
bilinen 1347-1352 yillar arasinda en siddetli etkisini gosteren ve sonraki yillarda da
devam eden veba salginidir. Uciinciisii ise 1896-1914 yillar1 arasinda gerceklesmistir
ve Mancurya’da 1910-1911 yillarinda 60.000 kisinin 6liimiine sebep olmustur [[2].
Vebanin tam olarak hayatimizdan ¢iktigi soylenemez. 2010-2015 yillar1 arasinda
3.248 vaka goriilmiistiir ve 584 kisi veba hastalig1 yiiziinden yasamlarini yitirmistir.
1 Agustos 2017 tarihinde Madagaskar’da biiyiik bir veba salgini1 baslamistir ve 2.119
hastanin 171’i hayatini kaybetmistir.

15. yiizyllda vebadan kismen kurtulan diinyaya, bitlerin tasidigi tifiis hastaligi
yayilmaya basladi. Temiz olmayan ortamlarda ve hastanelerde ¢ogaldigi icin “hastane
atesi” ya da “hapishane atesi” olarak isim verenler de oldu. 1878 yilinda Osmanl ile
Rus birlikleri arasinda yapilan savasta her iki orduda birden ortaya cikan tifiis salgini

40.000 askerin 6liimiine neden oldu [[1]].

En eski salginlardan biri olan cicek hastaligimin ilk kayith 6rnegine MO 1350 yilinda
Misir ile Hitit arasindaki savasta rastlanmistir. Cicek hastaligi; Araplarin Avrupa’ya
yayilmasi, Amerika kitasindaki kolonizasyon, hacli seferleri ve Karayip Bolgesi'ne
yerlesim ile tiim diinyaya yayillmistir. Bu hastaligin 6liim orami %10 ile %50

arasindadir ve cok sayida oliime yol acmistir.

Tarihte 6nemli bir yer edinmis bir diger salgin hastalik ise koleradir. Kolera salgini
Portekiz’de bulunan Ganj Nehri’'nde 1543’te goriilmiistiir ve diinya tarihinde yedi farkli
zamanda pandemi olarak kayda gecirilmistir. Bunlardan en etkili olan1 1918-1919

yillarinda yarim milyon insanin 6liimiine neden olmustur.

1976’da Demokratik Kongo Cumhuriyeti'nde karsilasilan HIV/AIDS hastaligi 35
milyondan fazla insanin 6liimiine sebep olmustur [3]]. Yaklasik 1.8 milyon kisinin
2017’de HIV enfeksiyonuna yakalandigi, 930 bin kisinin AIDS ile iliskili hastaliklar
nedeni ile 6ldiigii belirtilmektedir [3]. Her yil yaklasik olarak bir milyon kisi AIDS
hastalig1 sebebiyle yasamini yitirmektedir. Daha ¢ok Afrika’da, cocuklarda ve 15-25

yas araligindaki kadinlarda goriilmektedir.

Sitma sivrisineklerden bulasan bir salgin hastaliktir. Giiniimiizde tibbin babas: olarak
kabul edilen Hipokrat, “Salgin Hastaliklar” isimli eserinde sitmanin bazi cesitlerine
yer vermistir [[4]. Her ne kadar etkisini kaybetse de Afrika’da 213 milyon olmak iizere
toplamda yaklasik 228 milyon sitma vakasi goriilmiistiir [5]. Ulkemizde ise bu hastalik
ozellikle Giineydogu Anadolu’da goriilmeye devam etmektedir [6].



21. yiizyila gelindiginde ise koronaviriis kaynakli salginlar biitiin diinyay: etkiler héle
gelmistir. Giintimiizde bircok 6liime sebebiyet veren COVID-19 koronaviriis kaynakli
bir salgin hastaliktir. COVID-19 haricinde son yirmi yilda iki koronaviriis salgini
olmustur: Siddetli Akut Solunum Sendromu Koronaviriis (SARS-CoV) ve Orta Dogu
Solunum Sendromu Koronaviriis (MERS-CoV). 2002-2003 yillar1 arasinda siiren SARS
salgini ilk olarak Hong Kong’da goriilmiistiir [[7]]. 37 iilkeye yayilan hastalik %50
oraninda 65 yas Ustiinii etkilemistir. Diinya capinda 8.422 vaka tespit edilmis ve
916 6liim goriilmiistiir. Ilk vaka 2012 yilinda Urdiin’de oldugu gézlemlenen MERS
salgin hastaligi, lilke disindan bir kisinin hastaligi yaymasi ile birlikte 2015 yilinda
Kore Cumhuriyeti’inde goziikmiistiir [8]].

COVID-19, 12 Ocak 2020’de DSO (Diinya Saglk Orgiitii) tarafindan Siddetli
Akut Solunum Sendromu Koronaviriis 2 (SARSCoV-2) olarak tanimlanan yeni bir
koronaviriisten kaynaklanmaktadir [|9]. Diinya {izerinde cok biiyiik bir etki olusturan
COVID-19 pandemisi, Tiirkiye icin de onemli zorluklara sebep olmustur. Tiirkiye
Cumbhuriyeti Saglik Bakanligi, 10 Mart 2020’de ilk COVID-19 vakasini ilan etmistir.
23 Subat 2020’de kismi seyahat kisitlamalar getirilmis ve Tiirkiye’ye gelen kisiler 14
giin boyunca tecrit edilmistir. 16 Mart 2020’de kisitlamalar sikilastirilmistir. Okullar
ve liniversiteler uzaktan egitime gecmistir, kronik hastalig1 bulunanlara ve 60 yasin
tizerindeki yaslilara idari izin verilmistir [[10]]. Saglik Bakanligi, hastaligin yayilmasini
kontrol etmek, sosyal ve ekonomik faktorlerin dengesini korumak icin kismi karantina
uygulamasina karar vermistir. 21 Mart 2020’de 65 yas ve tizeri yashlara, 3 Nisan
2020’de ise 20 yasin altindakilere sokaga cikma yasag1 getirilmistir. Tiirkiye Istatistik
Kurumuwnun (TUIK) resmi demografi raporuna gére bu iki yas grubu Tiirkiye'nin
toplam niifusunun (83.154.997) yaklasik %33’{inii olusturmaktadir [[11]]. COVID-19
salgini etkisini kaybedene kadar hem Tiirkiye’de hem de diinyada giiclii tedbirler
alinmasi gereken bir sorun olarak karsimiza ¢cikmaktadir.

Salgin hastaliklarin tarihte ve giiniimiizde onemli bir yere sahip oldugu asikardir.
Diger salgin hastaliklara kiyasla TB'nin ¢ok eski zamandan bu yana etkisini
kaybetmemis olmasi TB’ye olan ilginin artarak devam etmesine ve Onleme
faaliyetlerinin ciddiyetle yiiriitiilmesine sebep olmustur. Tiirk Toraks Derneginin
hazirladigi [[12] "En Biiyiik Pandemi: Bitmeyen Tiiberkiiloz Salgini1" baslikli yazisinda,
TB’yi onleme calismalarinda son 12 yilda katedilen ilerlemenin COVID-19 salgini
sebebiyle 12 ayda ortadan kalktig1 belirtilmektedir. Simdi ¢alismamizin ana konusu ve

gecmisten glinlimiize diinyanin en 6nemli salgini olan TB’yi daha yakindan taniyalim.



1.1.2 Tiiberkiiloz (TB / Verem / Ince Hastalik)

TB, “Mycobacterium tuberculosis” isimli basilin neden oldugu, solunum yolu ile
bulasan ve tiim organlara tutunabilen, tedavi edilmediginde 6liimle sonug¢lanmasi
neredeyse kesin bir hastaliktir. Yaklasik 2500 yil énce MO (460-377) yasamus olan
Hipokrat, veremin 18-35 yaslarindaki kisilerde daha fazla goriildiigiinii kitabinda
yazmustir [[13]]. Yakin tarihe gelindiginde ise 1600’li yillarda baslayip iki yiizyil
siiren TB salgini sonucu 19. yilizyilhin Avrupa’sinda niifusun %70’inin veremli
oldugu diisiiniilmektedir. Hastalar1 solgun bir hale getiren TB icin Avrupa “beyaz
veba” tabirini kullanmistir [4]]. Hassas, romantik ve sanatci kisilige sahip kisilerde
(Moilere, Frederic Chopin, Dostoyevski, Anton Cehov, Franz Kafka... gibi) daha sik
goriilmesi sebebiyle iilkemizde ince hastalik olarak taninmistir. Dr. Rene Laennec
1816’da yaptig1 bir calismada 900 otopsi materyalini degerlendirerek TB’nin viicutta
her yeri tutabilecegini gostermistir. Kendisi de calisma arkadaslari da veremden
hayatini kaybetmistir. Mycobacterium tuberculosis basili 24 Mart 1882 giinii Alman
Mikrobiyolog Robert Koch (1843-1910) tarafindan kesfedilmistir ve R. Koch bu
bulusla 1905te Nobel Tip Odiilivnii almistir. Diinya Saghk Orgiitiiniin &nerisiyle
1996’dan bu yana 24 Mart Diinya Tiiberkiiloz Giinii olarak kutlanmaktadir. TB uzun
inkiibasyon donemine (enfeksiyon etkeninin viicuda girisinden hastalik belirtilerinin
ortaya cikisina kadar gecen siire) sahip ve bulagsmasi ¢ok kolay olmayan bir hastaliktir.
iki Fransiz bilim adami Albert Calmette (1862-1933) ve Camille Guerin (1872-1961),
bovin tip basilleri sadece gliserinli ve safrali patates {izerinde 230 defa kiiltiirden
kiiltlire aktararak 13 senelik bir siirede tiretmislerdir. BCG (Bacille Calmette-Guerin)
ad1 verilen asi, ilk defa Fransa’da 1921 yilinda insanlar iizerinde denenmistir. Basarili

bulunan bu as1 diger tlkelere de ulastirilmistir.

1950’lere kadar Avrupa ve Amerika’da oldukca yaygin olan TB salgini, asinin etkisiyle
birlikte etkili tani, tedavi ve kontrol onlemleri ile gerilemistir. 1991’den beri TB
kontrolii diinyada “Dogrudan Gozetimli Tedavi (DGT) Stratejisi” ile siirdiirtilmektedir.
1960’ta 100.000’de 177 olan TB insidansi 2002’de 100.000’de 24’e [|14], 2010 yil1
itibariyle de 22,5’e diismiistiir [|[15]. TB’ye kars1 baslatilan savasin sonucu olarak
2000 yilindan bu yana yaklasik 63 milyon insanin TB’den 6lmesi 6nlenmistir. TBnin
giliniimiizde Asya ve Afrika iilkelerinde daha ¢ok goriildiigi bilinmektedir fakat iilkeler
arasi iligskilerin her gecen giin daha cok artmasi tiim diinyay:1 riske sokmaktadir.
2019a gelindiginde ise COVID-19’un kiiresel verem savasina olumsuz etkisi biiyiik
olmustur. COVID-19 salgim sebebiyle TB hastalarina ulasmak daha gii¢ hale gelmistir,
tedavi hiz1 yavaslamistir ve tedavi hizmetleri aksamistir. Diinya genelinde TB tani
ve tedavisinde %20 civarinda diisiis meydana gelmistir. Bunlara ek olarak COVID-19
salgini icin bir¢cok as1 bulunmasina ragmen TB’nin yiiz yil 6nce bulunan tek asis1 vardir

ve bu as1 eriskinlerde istenildigi derecede etkin degildir. TB’nin tedavisi konusunda



uzun stiredir yeni bir gelisme yoktur ve tedavide kullanilan ilaclara kars: hastaligin
direnci artmaktadir. Tiim bu durumlar TB’ye daha fazla énem verilmesi ve yapilan
calismalarin artmasi gerektigini gostermektedir. Simdi TB’nin Tiirkiye’deki seyrinden
bahsedelim.

19. ylizyilin ortalarinda Osmanli Devleti TB’den ciddi sekilde etkilenmistir. 1839’da
Sultan 2. Mahmut ve 1861’de Sultan Abdulmecit TB nedeniyle vefat etmistir. TB,
Birinci Diinya Savasi'nin getirdigi yoksullukla Anadolu’ya yayilmistir [16]. 1950’den
onceki donemde oliime en cok neden olan hastaliktir. Biiyilik kentlerde 6liim orani1 100
binde 250’den daha biiyiik olmustur. istanbul’da veremli cocuklar icin acilan Sisli Etfal
Hastanesi Tiirkiye’de verem ile ilgili yapilan ilk calismalardandir. Burada, hastanenin
isminde yer alan "Etfal" kelimesi Arapcada cocuk manasina gelen "tifil" kelimesinin
coguludur. Giintimiize kadar yapilan en 6nemli ¢calismalar tablo [I.I]de listelenmistir
[14,17].

Tablo 1.1 Tiirkiye tiiberkiiloz 6nleme faaliyetleri

Faaliyet Yil
Istanbul Sisli Etfal Hastanesinin agilmasi 1906
Istanbul Verem Savas Derneginin (VSD) kurulmasi 1918
Anadolu’da ¢ok sayida VSD acilmasi 1919 - Glinumiz

Heybeliada Senatoryumu 1924

Umumi Hifzisthha Kanunu 1930

Ulusal Verem Savas Derneginin kurulmasi 1948

5368 sayili “Verem Savas Kanunu” cikarilmasi 1949
BCG as1 kampanyalari (9 kez kitlesel agilama) 1953 - 1980

Tiirkiye Ulusal Verem Savasi Dernekleri Federasyonu 1987

Dogrudan Gozetimli Tedavi Stratejisine Baglanmasi 2005

Tiirkiye’de veremle miicadeleye yonelik erken tani ve tedavi, temaslilar: teshis etme,
koruyucu yontemler gibi kapsamli bir program stirdiirtilmektedir. Fakat Tiirkiye’nin
jeopolitik konumu ve ¢ok fazla gocmen almasi her zaman salgin riskini canl
tutmaktadir. Ozellikle 2011 yilindan itibaren Suriye’den gelen gécmenlerin cok
saylda olmasi saglik bilgilerinin kayit altina alinmasini zorlastirmaktadir. 2016 yilina
kadar T.C. Saglik Bakanlig1 tarafindan yayimlanan verem savas raporlarinda Suriyeli
gocmenler icin fazla veriye rastlanmamaktadir. 2016’dan sonra ise Tiirkiye’de yasayan
Suriye go¢cmenlerinin TB verilerine daha detayli yer verilmistir. Fakat tiim bu veriler
sadece tespit edilen hasta sayilarini yansitmaktadir. TB tespit edilememis Suriye

gocmenlerinin de olma ihtimali goz ardi1 edilmemelidir.

Son yillarda bas gosteren COVID-19 salgin1 da TB énleme calismalarini olumsuz bir
sekilde etkilemistir. Yapilan hasta ve temasli muayene sayisi, korumaya alinan kisi

sayisi ve bakteriyolojik inceleme sayilar1 %40 gibi yiiksek bir oranla azalmistir [[12]].
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COVID-19 salgim1 TB hastalarinin saglik kurumlarina ge¢ bagvurmasina (ya da hic
basvurmamasina), cok sayida saglik personelinin filyasyon icin gorevlendirilmesine,
TB hastalarina yeterli imkanlar sunulamamasina neden olmaktadir. Bununla beraber,
TB hastalarinin takibinin yeteri kadar yapilamamasi en 6nemli sorun olarak karsimiza
cikmaktadir. Tiirkiye’deki TB’nin 2020 yil verileri heniiz aciklanmadig1 icin COVID-19
salgininin TB {izerine etkisi heniliz tam olarak bilinmemektedir. Tiim bu sebeplerden
otiri Tirkiye'de TB arastirma ve oOnleme stratejilerinin gelistirilmesine devam

edilmelidir.

1.1.3 Salgin Hastaliklarda Matematiksel Modellemenin Yeri ve Onemi

Bu boliimde ve sonraki boliimlerde sikca kullanacagimiz epidemiyoloji kelimesi,
hastaliklarin meydana gelmesinden ve yayilmasindan sorumlu etkenlerin arastirilmasi
amacina yonelik bir ¢alisma alani olarak tanimlanir [[18]]. Epidemiyolojide kullanilan
matematiksel yontemler salgin hastaligi analiz etmede, seyrini tahmin etmede ve
salgin hastaligin yayilimini etkileyen unsurlar tespit etmede kullanilan 6nemli bir
aractir. Salgin hastaliklar salgin olmayan hastaliklara oranla daha basit siirecler
icerdiginden matematiksel modelleme miimkiin olabilmektedir. = Matematiksel
modeller salginin tekrari, yayilimi, hastalik veya 6liim sayisindaki degismelerle ilgili
ongoriide bulunma amacini tagimaktadir [19]. Bu ongoriiler, hastaligin kontrol
altina alinmasi icin gereken Onlemlerin etkisi, olasi as1 uygulamasinin hangi yas
grubuna veya hangi bolgede yer alan insanlara yapilmasinin daha etkili olabilecegi
gibi durumlar1 da icerir. Salginin dinamiklerini olusturan genel niteliklerinin tespit
edilmesi, karmasik yapida olan verilerin tanimlanmasi, dogrudan 6l¢iilmesi miimkiin
olmayan faktorlerin tahmin edilmesi, olasi sikintilarin 6ngoriilmesi ve en uygun
deney tasariminin secilmesi, matematiksel modellerin epidemiyolojideki en 6nemli
rolleri arasinda yer almaktadir [20]]. Herhangi bir deney yapilmasinin miimkiin
olmadig1 durumlarda giiclii 6ngoriiler sunan matematiksel modellerin, pandemilerle

basa c¢ikma stratejileri acisindan 6nemi c¢ok biiytiktiir [21]].

Matematiksel epidemiyolojide karsimiza ¢ikan ilk ¢alisma Daniel Bernouilli tarafindan
1760’ta yapilan cicek (smalpoks) salgin1 modeli olsa da giiniimiiz calismalarinin
da temelini olusturan caligmalar 1900-1935 yillar1 arasinda kaleme alinmistir. 21.
ylzyila gelindiginde ise 2001 yilinda Birlesik Krallik'ta bas gosteren ayak ve agiz
(sap) hastalig1 salgini, enfliianzalar (gripler) [[21], A/HIN1 ve 2002-2003 yillari
arasinda etkisini gosteren SARS salgininda matematiksel modeller saglik politikalari
yoneticilerine 6nemli 6l¢iide 151k tutmuslardir. Son yillarda diinyay: kasip kavuran
COVID-19 salgini icin bircok calisma yapilmis ve yapilmaya devam etmektedir. Basta
Italya [22]], Giiney Afrika [23]], Cin [[24, 25]], Kore [26], Hindistan [|27-30]], Brezilya



[31]], Nijerya [[32] ve Tiirkiye [|33-36]] olmak iizere bolgesel olarak yapilan ¢alismalar,
salginin bu tilkelerdeki yayilimi1 hakkinda bize 6nemli ¢cikarimlar sunmaktadir.

1.1.4 Salgin Hastaliklarin Dinamiklerini inceleyen SIR, SEIR ve BSEIR Matem-
atik Modellerine Tarihsel Bir Bakis

Matematiksel modeller genellikle insan popiilasyonundaki parazit, bakteri ve viriis
kaynakli patojenleri kesfetmeye yonelik calismalar ile enfeksiyon yayilim hizi, ilag
direnci, tedavi ile asilamanin etkileri ve epidemik egilimler gibi 6énemli konular
tizerinde durmaktadir. Literatiirii taradigimizda iizerinde inceleme yapilan hastaliklar
genellikle veba, bel soguklugu, HIV/AIDS, cicek hastaligi, TB ve grip olmasina
ragmen diger hastaliklar {izerine yapilan calismalar da azimsanmayacak kadar
coktur. Matematiksel epidemiyoloji ¢calismalarinda ¢ogunlukla matematigin asagidaki
dallarindan yararlanilmaktadir:

* Diferansiyel denklemler,

* Fark denklemleri,

* Optimal kontrol teori [37]],

* Dinamik karar modelleri [|38],

* Simiilasyon,

* Optimizasyon,

* Bulanik mantik ve set teorisi [[39],

* Yoneylem arastirmasi teknikleri, [40]]
* Probabilistik modeller,

* Stokastik siirecler.

Ayrica veri madenciligi, istatistik gibi disiplinlere ait yontemler de matematiksel

modellerin analizinde yardimci olabilmektedir.

Ilk popiilasyon modeli, tavsanlarin popiilasyonunu incelemek amaciyla Fibonacci
tarafindan ikinci mertebeden bir fark denklemi olusturularak tasarlanmistir. Bu
denklem soyledir:

F(ny)=F(n—1)+F(n—2),n=2,3,4,..., F(1)=F(2) =1 (1.1)



Gercek yasam ile pek ortlismeyen bu modelde bir disi tavsanin her ay biri disi,
biri erkek olmak iizere cift yavruladig:1 varsayilmistir. Calismanin en biiyiik 6nemi,
bu alanda karsilastigimiz ilk 6rnek olmasidir [41]. Matematiksel modellemede
salgin hastaliklar tizerine yapilan ilk calisma ise Daniel Bernouilli'nin 1760’taki ¢icek
(smalpoks) salgini modeli olarak bilinmektedir [42]. 20. yiizyildan itibaren salgin
hastaliklarin matematiksel modellemesine olan ilgi artarak devam etmektedir. 1906
yilinda W. H. Hamer, kizamik hastaliginin sik sik tekrarlanmasini ele almistir ve bu
durumu ayrik zaman modelini olusturarak analiz etmistir [43]. Ilerleyen yillarda
sitmanin (malaria) yayilmasini arastiran Sir Ronald Ross, bu ¢alismalariyla [[44-46]
tip dalinda ikinci Nobel Odiilivniin sahibi oldu. Bu dénemde yapilan bazi énemli
calismalar [47-50]'de yer almaktadir. 1927 yilina gelindiginde ise Kermack ve
Mckendrick, “esik degeri” barindiran bir matematiksel model gelistirmistir [[51]]. Bu
esik degeri sayesinde salgin hastaligin yayilim hizini belirleme noktasinda oénemli
ilerlemeler kaydedilmistir. SIR (Susceptible - Infected - Recovery) matematiksel
modeli olarak bilinen bu yaklasim, bir¢ok arastirmacinin farkli hastaliklara farkli
modeller olusturmasina onciiliik etmistir [52-57|]. Giiniimiiz ¢alismalarina temel
olacak calismalari ise [58-64(]’'te bulabiliriz.

SIR modelinin biraz daha kapsamli hali olan SEIR (Susceptible - Exposed - Infected
- Recovery) matematiksel modeli, bireyin enfekte oldugu ama hastalik belirtileri
gostermedigi ve baskalarina hastaligi bulastirmadigi donem olarak nitelendirilen
“kulucka” donemini goz 6niinde bulundurur [65-67]]. SEIR matematiksel modeli
ile ilgili ilk caligmalardan biri Aron ve Schwartz’a aittir [|68]. Bu calismada salgin
hastaligin yayiliminda mevsimlerin etkisine vurgu yapilmistir. E. A. Newton ve P A.
Reiter, “Dang hummasi” isimli hastaligin davranisini analiz etmek icin bir SEIR modeli
gelistirmislerdir [69]]. Sabit olmayan niifus sinifin1 gz 6niinde bulunduran M. Y. Li ve

arkadaslari, SEIR modelinin global dinamikleri {izerine ¢alismislardir [[70].

Simdi de yaygin olarak SEIR matematiksel modeli ile analiz edilen TB ile ilgili yapilan
calismalara goz atalim: C. Castillo-Chavez ve Z. Feng, TB'nin dinamiklerini analiz
etmek tizere dort farkli model ile calismiglardir [71]]. G. Rost ve J. Wu, enfeksiyon
hizinin yasa bagh gecikmesini g6z 6niinde bulunduran yeni bir SEIR modeli ortaya
stirmiislerdir [[72]. SEIR salgin modelini kullanarak Gana’da bulunan Amnesia
Bat1 Bolgesi'ndeki TB'nin analizi, "Gana’nin Amansie West Bolgesi'nde tiiberkiilozun
yayginligin1 ve bulasma dinamiklerini tahmin etmek icin gelistirilen matematiksel
bir model" g¢alismasinda bulunabilir [73]]. TB’nin kontrol stratejilerinin SEIR
modelinden yararlanarak maliyet hesaplarinin yapilmasi Y. Yang ve arkadaslarinin
[74] calismasinda goriilebilir. S. Side ve arkadaslar1 TB hastaligin1 SIR ve SEIR
modelleri ile analiz ederken Lyapunov fonksiyon metodundan yararlanmislardir [75]].

Ayni calismada varlik teorimini ve denge fazi teoremini insa etmislerdir. J. Zhang ve
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arkadaslar1 SEIR modeline yeni bir sinif ekleyerek 2005-2012 yillar1 arasinda Cin’deki
TB hasta sayis1 verilerini bu modele uyarlamiglardir (fitted)c [[76]]. Xu ve arkadaslari
Cin’in bir eyaleti olan Guandong’taki hastaligin kontrolii ve 6nlenmesi i¢in SEIR bazlh
yeni bir model iizerine ¢alismislardir [[77]]. TB’'nin modellenmesi {izerine bircok bilim
adami calismalar yapmistir ve global kararlilik analizlerini ortaya koymuslardir [78~
80].

TB’nin yayilmasini 6nlemede ve kontrol altina almada en 6nemli faktorlerden biri
asidir. 1921°den beri Bacillus Calmette-Guérin (BCG) asis1 bu hastaligin 6nlenmesinde
en etkili faktorlerden biri olmustur. BCG asisinin ¢ocuklarda bazi ciddi TB tiplerinin
(6rnegin menenjit) onlenmesinde yaklasik % 75 koruyucu etkinlige sahip oldugu
gbzlemlenmistir [81]. BCG su anda Diinya Saghk Orgiitiiniin (DSO) Genisletilmis
Bagisiklama Programinin (EPI) bir parcasi olarak yiiksek riskli popiilasyonlarda
yeni doganlara uygulanmaktadir [|82]. Daha dogru tahminlerde bulunmak icin
matematiksel modellere asilamanin dahil edilmesi olduk¢a 6nem kazanmustir [[83-
85[]. S. Liu ve arkadaslar, siirekli asilama ve donemsel asilamanin kombinasyonu
olan karma bir asilama stratejisini iceren BSEIR (BCG Vaccinated - Susceptible
- Exposed - Infected - Recovery) modelini 6nermislerdir [[86]]. Tedavi, go¢ ve
asilamay1 iceren yeni bir matematiksel modeli E. S. Adeleye bir calismada [87]]
bizlere sunmustur. Y. M. Rangkuti ve arkadaslari, SEIR modeline asilama parametresi
eklenerek olusturulan VSEIR modelini kullanarak Kuzey Sumatera Endonezya’da
hastaligin yayilmasi konusunda 6ngoriide bulunmuslardir [[88]. A.O. Egonmwan ve
D. Okuonghae ise bir popiilasyonda bebeklerin ve ¢ocuklarin asilanmasini, TBnin

bulasma dinamiklerine dahil eden matematiksel bir model ortaya koymuslardir [[89]].

Salgin hastaliklarin cogu, model parametreleri ve durum degiskenlerine gore dogrusal
olmayan diferansiyel denklem sistemleri tarafindan modellenmistir. Bu modellerde
temel sorun, modelin davranisini gercek¢i bir sekilde tanimlayan parametreleri
belirlemektir. Genellikle bu parametreler dogrusal olmayan optimizasyon teknikleri
kullanilarak ayarlanir. Parametrelerin elde edilmesi ve dolayisiyla R, in (temel
cogalma sayisi) hesaplanmasi salgin hastaliklarin analizinde biiyiik 6neme sahiptir.
Bundan sonra sikca kullanacagimiz R, sayisinin anlami enfekte bir kisinin hastaligi

boyunca sebep oldugu ikincil vaka sayisi olarak aciklanmaktadir.

1.2 Orijinal Katki
Tiirkiye’de TB’nin yayilmasini aciklamak icin basariyla kullanilmis bazi ¢aligmalar [90-

92]] olsa da bu ¢alismalarda dogum ve 6liim oranlari, kulucka donemi sinifi ve asilama

gibi cok onemli faktorlerin yoklugu bizi bu eksiklikleri gidermeye yonlendirmistir.



Daha gercekci tahminler elde etmek icin Tiirkiye’deki TB ii¢ farkli matematiksel
modelle (SIR, SEIR ve BSEIR) analiz edilmistir. Elde edilen sonuclarin dogrulugunu
teyit etmek icin hata oranlar1 hesaplanmis ve giiven araliklari ¢izilmistir. Her {i¢
modelin 6zellikleri, sagladiklar: bilgiler ve kullanildigi durumlar tartisilmistir. Bu
modeller arasinda as1 parametresini iceren model en iyi sonucu verdigi icin asilamanin

virlisiin yayilimina olan etkisi temel ilgi alanlarimizdan biri olmustur.

Tiirkiye’deki TB hastaligin1 incelemek icin ele aliman modellerde yer alan
parametrelerin etkinliginin detayli analizi yapilmis, hastaligin seyri hakkindaki
genis bilgi elde edilmis ve yapilan calismanin COVID-19 salginina uyarlanabilecegi
gozlemlenmistir [93]].

1.3 Tezin Amaci

Diinya tarihinde o6nemli bir yer tutan tiiberkiilozun Tiirkiye {izerindeki etkisini
matematiksel modeller yardimiyla incelemek ve yayilimi ile ilgili ongoriilerde
bulunmak, matematiksel modellerin etkinligini karsilastirmak, modellerde yer
alan parametrelerin etkinligini arastirmak, TBnin ve as1 faktOriiniin 6nemine
vurgu yapmak, COVID-19'un TB {izerinde olumsuz etkilerine vurgu yapmak, yeni
karsilasilacak salgin hastaliklara matematiksel modelleri uyarlayabilmek bu tezin en

onemli amaclandir.

ilk olarak SIR modeline 6liim orani ve 6liim oranina esit bir dogum oran1 eklenerek
hastaligin yayilis siireci analiz edilmistir [94]. SEIR modelinde popiilasyona,
enfeksiyon kapmis bir bireyin bulasici hale gelmesi icin belirli bir siire anlamina
gelen inkiibasyon stiresi (kulucka donemi) dahil edilmistir [|95]]. BSEIR modelinde
ise BCG asilama tedavisi yoluyla TB’nin yayilmasinin kontrolii arastirilmistir [96]].
Model parametreleri T.C. Saglik Bakanlig1 Verem Savasi1 Dairesi Bagkanligi tarafindan
raporlanan TB hasta sayis1 verilerine uyarlanarak belirlenmistir [97+107]]. Elde
edilen sonuglar ile ii¢ modelin tiimii icin temel ¢ogalma sayisinin R, < 1 oldugu
sonucuna varimistir ~ Bu durum her ne kadar Tiirkiye’deki hastaligin endise
verici boyutta olmadigi anlamina gelse de yukarida belirtilen sebepler ve hasta
sayilarindaki diislisiin yeterli derecede olmamasindan dolay1 kontrol stratejilerine
devam edilmelidir. Hastaliktan bagimsiz denge ve endemik denge noktalarinin
kararlilik analizi her ii¢ model icin de incelenmistir Model parametrelerinin
duyarlilik analizleri yapilmistir, simiilasyon sonuclar1 ve %95 giiven araligi tahmin
grafikleri sunulmustur. Hesaplamalar, ii¢ modelin de {irettigi tahminlerin raporlanan
verilere c¢ok iyi yaklastigini gostermektedir. Ayrica bu calisma, asilama faktoriini
iceren modelin (BSEIR) diger modellerden (SIR, SEIR) daha gercekci yaklagimlar
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sundugunu vurgulamaktadir [93].
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2

MATEMATIKSEL MODELLEMELERE GENEL BIR BAKIS

2.1 Matematiksel Modellemede Kullanilan Onemli Tanim ve Teo-

remler

Uy

Tanmim 2.1. U= | : |, R" de bir vektor uzay1 olsun. t € R ve F(U, t) bir vektor alani

olmak tizere
dU

— =F(U,t 2.1

7, = FU, 1) 2.1
denklem sistemine birinci mertebeden diferansiyel denklem sistemi denir. Esitligin
sag tarafi acik bir sekilde t ye bagli degilse (2.1)) sistemi, otonom diferansiyel denklem

sistemi olarak isimlendirilir [[108].

Tanim 2.2 (Baslangi¢ Deger Problemi). U, € R" olmak iizere U(t,) = U, baslangi¢
sartin1 saglayan (2.1) diferansiyel denklem sistemine, baslangic deger problemi adi
verilir [|108]].

Tanim 2.3 (Denge Noktasi). (2.1) diferansiyel denklem sisteminde F(U*) = 0
esitligini saglayan U* ¢Ozlimiine, sistemin kritik (sabit) noktas1 veya denge noktasi
denir [21].

Tanim 2.4 (invaryant Kiime). (2.1) diferansiyel denklem sisteminde U* = 0 denge

noktasi olsun. M Cc R" olmak {izere,

i. U(0) € M ise U(t) € M, kosulu YVt € R icin saglaniyorsa M kiimesi (2.1]) sistemine

gore invaryant,

ii. U(0) € M ise U(t) € M, kosulu YVt > 0 icin saglaniyorsa M kiimesi (2.1]) sistemine

gore pozitif invaryanttir denir.

Lineer olmayan diferansiyel denklem sistemlerinde analitik ¢6ziime ulasmak bir hayli

zordur. Bu gibi durumlarda niimerik ¢o6ziimlere basvurulur. Bir baska yaklasim ise
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coziimlerin davraniglarinin nitel durumunu analiz etmektir. Nitel durum analizi,
denklemi ¢6zmeden ¢6ziim hakkinda bilgi edinmektir [[109]]. Bunun i¢in ise asagidaki
sorulara cevap aramamiz gerekir:

* COzlim var m1? Varsa tek mi?

e Sistem kararli mi1?

» Parametrelerdeki degisim sistemi nasil etkiler?

Sistem herhangi bir periyodik ¢6ziime sahip mi?
* CoOzlim kararli m1? Coziimlerin asimtotik davranislari nasil?
Teorem 2.1. diferansiyel denklem sisteminde tanmimlanan bir fonksiyon F olsun.

i =1,...,n olmak iizere g—i fonksiyonlart (uy, ...,u,) € R" icin siirekli ise

T =FU)

(2.2)
U(ty) = U,

baslangi¢ deger probleminin tek bir ¢oziimii mevcuttur [21|].

R" uzayinda (2.1)) sisteminin U(t) = (u,...,u,) ¢oziimi, sistemin bir yoriingesi (yolu
ya da orbiti) olarak tanimlanan parametrik bir egridir. Coziim egrisinin ¢izildigi R"
bolgesi; n = 1 icin faz ¢izgisi, n = 2 icin faz diizlemi, n = 3 i¢in faz uzay1 olarak

isimlendirilir.

Tanim 2.5. baslangi¢c deger probleminin denge noktast U* ve ¢oziimii U(t)
olsun. Ve > 0 ve t > 0 icin, ||U(t) — U*||, < € kosulunu saglayan en az bir 6(¢) > 0
sayist bulunabilirse, denklem sisteminin U* denge noktas1 yerel kararlidir. Eger
denge noktas yerel kararli degilse bu denge noktasina kararsizdir denir [|110]].

Tanmim 2.6. (2.1) sisteminin denge noktas1 U* olsun. Eger

* ||U,—U*||, < & olacak sekilde bir 6 > 0 degeri var

» U* yerel kararl

sartlar1 saglanirsa U* denge noktasina yerel asimtotik kararlidir denir [[110].

Tamim 2.7. Birinci mertebeden, lineer olmayan, iki degiskenli

d
7 =fw,v)
dv

& _ o(u,v) @3
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diferansiyel denklem sistemi i¢in f(u*,v*) = 0 ve g(u*,v*) = 0 esitliklerini saglayan
(u*, v*) noktasi, denge noktasi olsun. Ek olarak, f ve g fonksiyonlar1 (u*, v*) noktasini
iceren acik bir kiimede siirekli ve ikinci mertebeden kismi tiirevlere sahip olsun. (2.3)

sistemine x = u—u*, y = v —v* doniisimi yapilirsa,

L= FQu, )+ f (0, v + £, V)Y + fi (v 5+
[ @ v)xy + f,, W, v) 5 + ... 2.4)
x2 :
% = g(u*,v*) + g, (W, v)x + g,(u*,v*)y + g, (u*,v) 5+

(W, v )xy + g, (W, v)5 +...

diferansiyel denklem sistemi elde edilir. Z = (x, y)’ ve denge noktasinda hesaplanan
fulw,v) f(w,v)

gu(w,v) g, (u,v)
noktasindaki lineerlestirilmis sistem,

jakobiyen matris J = ( ) olmak {izere, (u*,v*) denge

dz

—=JZ 2.5
I (2.5)

olarak yazilir. (2.5) lineer denklem sisteminin ¢oziimlerinin sifira yaklagsmas i¢in
gerek ve yeter kosul jakobiyen matrisinden elde edilen 6zdegerlerin negatif reel kisma

sahip olmasidir [[21].

Teorem 2.2 (Routh-Hurwitz Kriteri). Vi(i = 1,...,n) icin q; reel sabitler olmak iizere

PA)=A"+a, A" +...+a, A +a,

a; 1
polinomuna ait n — Hurwitz matrisleri: H; = (a;), H, = ( ! ),

as a,
G 1 0 .. 0)
a; 1 0 as a, a; .. O
Hy=|a; a, a;|,...,H,=]a a4 as .. 0 |olarak tanimlamur. P(A) poli-
as a, as A
0 0 0 .. a)

nomunun tiim koékleri negatif reel kisma sahiptir ancak ve ancak i = 1,2,...,n i¢in
det(H;) > 0 dir. Bu kritere Routh-Hurwitz kriteri denir [21|].

P(A) polinomunda, polinomun derecelerine deger vererek (n = 2, 3,4) Routh-Hurwitz

kriteri asagidaki sekilde 6zetlenebilir;

n=2ic¢cina; >0vea, >0,
n=3icin a; >0, a; > 0 ve a,a, > as,

— A 2, 42
n=4ig¢ina; >0, a; >0, a, > 0, ve a;a,a; > a3 + ajay.
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diferansiyel denklem sistemini ele alalim. Routh-Hurwitz kriteri (n = 2 icin)
yardimiyla denilebilir ki, 6z degerler negatif reel kisma sahiptir ancak ve ancak
A* —Tr(J)A + Det(J) = 0 jakobiyen matrisinden elde edilen karakteristik polinomun
katsayilar pozitiftir.

Teorem 2.3. sisteminde f ve g fonksiyonlarimin (u*,v*) denge noktasint ihtiva
eden bazt agik kiimelerde birinci mertebeden kismi tiirevlerinin siirekli oldugunu varsay-
alim. Denge noktasinin jakobiyen matrisi J olmak iizere,

* Tr(J) <0ve Det(J)> 0ise (u*,v*) denge noktast yerel asimtotik kararhdur,
* Tr(J) > 0veya Det(J) < 0 ise (u*,v*) denge noktast kararsizdir [21|].

Teorem 2.4. sisteminin denge noktast U* ve F fonksiyonunun U* noktasinda
hesaplanan jakobiyen matrisi J(U*) olsun. Jakobiyen matrisin karakteristik denklemi,
Routh-Hurwitz kriterini saglarsa U* denge noktast yerel asimtotik kararlidur; aksi halde
kararsizdir [21|].

Tanim 2.8 (Periyodik Coziim). sisteminin ¢6ziml U(t) olsun. T > 0 olmak
lizere sistemin ¢oziimlerinin var oldugu aralik tizerindeki tiim ¢ ler icin U(t+T) = U(t)
esitligi saglaniyorsa, U(t) ¢ozlimii periyodik ¢oziimdiir. Bu sart1 saglayan en kiiciik T
degerine, sistemin ¢6ziim periyodu denir [21]].

Tanim 2.9 (Dulac Kriteri). (2.3) sistemini géz 6niine alalim. R? nin basit baglantil
acik bir alt kiimesi D olsun. B(u,v) ise D de reel degerli bir C' fonksiyonu olsun.

8(Bf) , 2(Bg)

div(Bf,Bg) = T e

ifadesi D bolgesinden 6zdes olarak sifirdan farkli ve sabit isaretli ise o zaman (2.3))
sisteminin D bolgesinde periyodik ¢6ziimii yoktur. Bu kritere Dulac kriteri ve B(u, v)
fonksiyonuna Dulac fonksiyonu denir [[21]]. Ozel olarak B(u,v) = 1 olarak alinirsa
Dulac kriterinin 6zel bir hali olan Bendixson kriteri elde edilir. Eger Bendixson ve
Dulac kriterleri saglanirsa periyodik ¢c6ziim yoktur, saglanmazsa periyodik ¢6ziimiin

varlig1 ve yoklugu hakkinda net bir sey soylenemez.

Teorem 2.5 (Poincare-Bendixson iiclemesi). sisteminin pogzitif bir yoriingesi
(U, t) olsun. Bu ydriinge, sadece sinirlt sayida denge noktast igeren, kapalt ve stnirlt
bir D bélgesinde kalsin. O zaman w — limit seti asagidaki ii¢c bicimden birini alir ve

Poincare-Bendixson iiglemesi olarak degerlendirilir.
i. w(U,), bir dengedir;

ii. w(U,), periyodik bir yoriingedir,
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iii. w(U,), dengenin stmurlt bir sayisint icerir [21|].

Kararhlik teorisinde yer alan Lyapunov direkt metodu, diferansiyel denklemler icin
ozel bir degere sahiptir. Denge noktasinin kararliligin1 ya da asimtotik kararliligini
verilen bir bolgede gormek icin Lyapunov fonksiyonundan yararlanilabilir fakat
Lyapunov fonksiyonunu bulmak i¢in belirlenmis bir yontem yoktur. Bu sebeple

Lyapunov fonksiyonunu bulmak bazi durumlarda ¢ok zor olabilir.

Tanim 2.10. V(u,v) fonksiyonu (0,0) noktasini iceren bir D bolgesinde birinci
mertebeden kismi tiirevlenebilen bir fonksiyon olsun. V(0,0) = 0 ve (0,0) noktasi
disindaki V(u, v) € D icin,

i. V(u,v)> 0ise V(u,v) fonksiyonu D boélgesinde pozitif tanimlidir,
ii. V(u,v) >0 ise V(u,v) fonksiyonu D boélgesinde yar1 pozitif tanimlidir,
iii. V(u,v) <0 ise V(u,v) fonksiyonu D bolgesinde negatif tanimlidir,

iv. V(u,v) <0 ise V(u,v) fonksiyonu D bolgesinde yar1 negatif tanimlidir denir [|111]],

Tanim 2.11. (2.3) sistemini gbz 6niine alalim. V fonksiyonu orijin noktasinin agik bir
komsulugunda pozitif tanimli ve birinci mertebeden kismi tiirevlere sahip olsun. D,
R? nin acik bir alt kiimesi olmak iizere eger V(u,v) € D — (0,0) icin % <0iseV

fonksiyonuna Lyapunov fonksiyon denir [21]].

Teorem 2.6 (Lyapunov direkt metodu). sistemini ele alalim. D, (0,0) denge
noktasini iceren R? de agik bir kiime olsun. V(0,0) = 0ve (u,v) # (0,0) icin V(u,v) > 0

sartlarint saglayan V € CY(D) reel degerli fonksiyonu mevcut olsun.

i. Eger V(u,v) € D—(0,0) icin dv(“ Y <0 denge noktast kararldur.

dV(u V)

ii. Eger V(u,v) € D—(0,0) i¢cin < 0 ise denge noktast asimtotik kararlidur.

iii. Eger V(u,v) <€ D—(0,0) icin dv(“ ) > 0 ise denge noktast kararsizdur [21].

2.2 Yaygin Kullanilan Matematiksel Modeller

Literatiirde salgin hastaliklarin bircok farkli matematiksel model ile temsil edildigi
goriilmektedir. Bunlardan bazilar1 SI, SIR, SIRS, SEIR, SIS, MSEIR, ... kisaltmalari

ile gosterilirler. Bu isimlendirmeler belli bir kurala gore yapilir, her bir harfin temsil
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Tablo 2.1 Popiilasyon siniflar1 ve anlamlari

Simge Anlam

Hassas popiilasyon. Her an salgin hastaligi

§ (Susceptible) kapma riski bulunanlari temsil eder.

E (Exposed) & Kulucka doneminde olan popiilasyon. Hastalik mevcut ama
L (Latent) belirtileri heniiz ortaya ¢cikmamis olan popiilasyonu temsil eder.

Hasta popiilasyon. Hastalik belirtilerini gosteren ve bulastirma

I (Infected) ihtimali bulunan popiilasyonu temsil eder.

Bagisikliga sahip (iyilesen) popiilasyon. Hastalig1 gecirerek

R (Recovery) bagisiklik kazanan popiilasyonu temsil eder.

Pasif bagisikliga sahip popiilasyon. Pasif bagisikliga sahip

M olan bebek popiilasyonu temsil eder.
V (Vaccinated) & Asilanan popiilasyon. Asi olup bagisiklik kazanan
B (BCG vaccinated) popiilasyonu temsil eder.
N Toplam popiilasyon. Analize konu olan bélgenin tiim

bireylerinin dahil oldugu niifusu temsil eder.

ettigi farkli bir popiilasyon sinifi vardir. Literatiirde en yaygin kullanilan popiilasyon
siniflar1 ve anlamlari tablo [2.1}de goriilmektedir.

Matematiksel model olusturmada ve var olan modeli anlamada parametrelerin 6nemi
cok biiyiiktiir. Bu sebeple matematiksel modelleri tanitmadan 6nce modellerde yer
alan parametrelerin anlamlarim verelim (tablo [2.2)). Literatiirde farkli parametreler
kullanilmis olabilir veya ayni1 parametrelerin farkli anlamlari karsimiza cikabilir, bu
sebeple parametrelerin tanimlari1 verilirken en yaygin kullanim sekli g6z oniinde
bulunduruldu.

Tablo 2.2 Parametrelerin anlamlarn

Parametre | Anlami

p Temas orani

1/¢ Hastaligin kulucka periyodu
p Basarili bir sekilde asilanma orani
k Asinin etkisini kaybetme orani
% Iyilesme orani
b Dogum orani

1/6 Gegici bagisiklik periyodu
U Oliim orani
d Hastalik yiiziinden Olenlerin orani
f Iyilesen bireylerin bagisiklig1 kaybetme orami
A Yeni dogan birey sayis1 (b x N)

Tablo [2.2]de goriildtigii tizere parametrelerin daima pozitif degerde olduguna dikkat
edelim.
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Simdi de matematiksel modellerin literatiirde kullanilan en temel hallerini tanitalim.
Bu modeller tanitilirken gog gibi dis etkenler goz ardi edilmektedir. Ayrica niifusun
homojen bir yapiya sahip oldugu, bireylerin hastaliga kars1 ayni tepkileri verdikleri
ve bir durumdan digerine kitlesel olarak gectikleri varsayillmaktadir. Soyle ki f3,
popilasyondaki her bir bireyin diger bireylerle girdigi etkilesim (temas) oranini
gosteren parametredir. Hassas popiilasyon tarafindan yapilan 3S tane temas I/N
orantyla enfekte bireyler ile gerceklesir. Boylece % ifadesi insidans hizina karsilik
gelmektedir. Her birey icin hastaliga duyarli durumdan bulastirici duruma gecisin
ayni oranda gerceklesecek olmasi varsayimi, hesaplamayr miimkiin hale getirmek
ve karmagik sistemleri matematiksel olarak ifade edebilmek icin gereklidir. Biitiin

varsayimlar i¢in ayni durumdan bahsedilebilir.

2.2.1 SI Matematiksel Modeli

SI matematiksel modeli, popiislasyonu hassaslar ve hastalar olmak iizere iki sinifa
ayirir. Hassas popiilasyondaki bireyler birim zamanda belli bir oranda hastalanirlar
ve Olene dek hasta olarak kalirlar. Bu modelde bagisiklik kazanma veya hastaligin
kulucka donemi gibi durumlar yer almamaktadir. Son yiizyilda bircok can kaybina
sebep olan HIV/AIDS hastalig1 bu model ile modellenebilmektedir. Ayrica kedilerin
AIDS hastalig1 olan FIV hastaligi da bu model yapisina uygundur. SI modeli

as _ _pBsI
dt N
ar _pst
dt N

seklinde tanimlanmaktadir. Yani, hassas gruptan hasta gruba gecis vardir fakat aksi
durum s6z konusu degildir. Popiilasyon simiflar aras: gegis sekil [2.1]de gosterilmistir.

~(

Sekil 2.1 SI model diyagrami

2.2.2 SIS Matematiksel Modeli

Popiilasyonu hassaslar ve hastalar olmak iizere iki sinifa ayiran SIS matematiksel
modelinde, hastalarin iyilesmesinden soz edilebilir fakat hastaliga kars1 bagisiklik

kazanma durumu so6z konusu degildir. Bu model icin uygun olabilecek hastaliklar
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bel soguklugu, frengi ve baz grip tiirleridir. SIS modeli

as __Bst
it N T
dI SI
ar_psi__,
dt N

seklinde tanimlanmaktadir. Bu modeldeki hassas ve hasta popiilasyon siniflar1 arasi
gecisler sekil [2.2]de goriilebilir.

Sekil 2.2 SIS model diyagrami

2.2.3 SIR Matematiksel Modeli

Bu modelde kalici bagisiklik s6z konusudur. Hassas bireylerin belli bir oranda
hastalanirlar ve hasta bireyler de belli bir oranda iyilesirler. Iyilesen bireyler ayni
zamanda bagisiklik kazanirlar ve bir daha hastaliga yakalanma riski yoktur. En
cok varyasyonu bulunan ve en yaygin kullanilan matematiksel modeldir. Bu model
yardimiyla veba, kizamik, ¢icek hastaligi, sucicegi, kabakulak ve domuz gribi gibi
hastaliklar analiz edilebilmektedir. Yakin zamanda ortaya cikan COVID-19 salgini da
bu model yardimiyla incelenmistir (bu modellerde hastalig1 geciren bireylerin yeniden

yakalanma ihtimali g6z ard1 edilmistir). SIR modeli

as __ps
dt N
di _psI _
dt N
i,
ac !

denklem sistemi ile tanimlanmaktadir. SIR modelinin popiilasyon siniflar1 arasi

gecisleri sekil [2.3]teki gibidir.
B 14
— —

Sekil 2.3 SIR model diyagrami
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2.2.4 SIRS Matematiksel Modeli

Bagisikligin kaybedilme riski s6z konusu oldugu hastaliklarda bu modelden
faydalanilir. Bagisikliga sahip bireyler belli bir oranda yeniden hassas sinifa dahil
olurlar ve hastaliga yakalanma riski ile kars: karsiya kalirlar. Sucicegi, RSV, Hepatit-B
ve bazi grip tiirleri cogunlukla bu model ile modellenebilmektedir. SIRS modeli
asagidaki denklem sistemi ile tanimlanmaktadir [[112]:

ds  pSI
—=—-""+FfR
dt N fR,
dI _pSI _
it N "
dR

— =yI—fR.
a7 f

SIRS modelinin popiilasyon simiflar aras: gegisleri sekil [2.4]te verilmistir.

B ¥
— —
\1/
Sekil 2.4 SIRS model diyagrami

2.2.5 SEIS Matematiksel Modeli

Hastaligin gizli ve acik periyodunu iceren modeldir. Bu modelde bagisiklik s6z konusu
degildir. Kulucka doneminde (hastaligin gizli oldugu donem) hastaliga dair herhangi

bir semptoma rastlanmaz. SEIS modeli asagidaki diferansiyel denklem sistemiyle

tanimlanmuistir:
ds pBSI
— =bN ——+yI—usS,
dt N TR
d—E—@—eE— E
dt N HE
ﬂ—eE— I—ul
dt_ Y ‘Ll/.

Gorildiigii tizere SEIS modelinde dogum (b) ve oOlim parametreleri (u)
bulunmaktadir. Bundan sonraki tanitilacak modellerde de bu parametreler yer
alacaktir. SEIS modelinin popiilasyon siniflar1 arasi gegisleri sekil [2.5]te gosterilmistir.
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Sekil 2.5 SEIS model diyagrami

2.2.6 SEIR Matematiksel Modeli

Bu modelde popiilasyon; hassas, kulucka doneminde olan, hasta, iyilesen olarak dort
sinifa ayrilir. Hassas olarak diinyaya gelen bireyler belli bir oranda hastaliga yakalanir
ama Oncelikle kulucka donemine girer. Kulucka donemi bittikten sonra salgin
hastaligin belirtileri tamamen giin ytizline ¢ikar ve hastaligi baskalarina bulastirma
ihtimali dogar. Hasta bireyler ise belli bir oranda kalic1 bagisikliga sahip olurlar. SEIR
modeli COVID-19 ve bircok salgin hastalig1 analiz edebilmesine ragmen “Tiiberkiiloz”
hastaligini modellemeye daha uygundur. SEIR modeli

ds BSI

— =bN———uS
dt N H
d—E—@—eE— E
dt N H
ﬂ—eE— I—ul
T Yi—u
L

d =ri—u

denklem sistemi ile temsil edilir ve popiilasyon siniflar1 aras: gegisleri sekil [2.6/da

gosterilmistir.

Sekil 2.6 SEIR model diyagrami
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2.2.7 MSEIR Matematiksel Modeli

Yenidogan bebeklerin pasif bagisikliga sahip oldugu evreyi temsil eden “M sinifi” bu
modelde yer almaktadir. Belli bir siire zarfinda birey hassas olur ve SEIR modeline

benzer bir durum karsimiza cikar. Bu modelde de yine kalic1 bagisiklik s6z konusudur.

M
Cil—t:b(N—S)—éM—,uM
ds BSI

— =bS+65M————uS
dt N v
d—E—@—eE— E

it N H
ﬂ—EE— I—ul

dr Yi—u

@— I —uR

dt_Y .

denklem sistemiyle temsil edilir. MSEIR modelinin popiilasyon siniflar1 arasi gecisleri
sekil [2.7/deki semada verilmistir.

Sekil 2.7 MSEIR model diyagrami

2.2.8 MSEIRS Matematiksel Modeli
MSEIR modeline benzer olan bu modelde, hastaliga karsi elde edilen bagisiklik kalici

degildir. Bireylerin bir kismi “pasif bagisikliga” sahip olarak, bir kismi ise hassas
olarak dogar. Pasif bagisikliga sahip olan bireyler belli bir oranda “hassaslarin” sinifina
dahil olur, buradan yine belli bir oranda hastalig1 kapar ve “kulucka” donemine girer,
kulucka donemi bittikten sonra “hastalar” sinifina dahil olur. Sonrasinda hastalarin
bir kism1 “bagisiklik” kazanir. En son olarak bagisiklik kazanan hastalarin bir kismi
ise yeniden “hassaslarin” sinifina dahil olur [[113[]. MSEIRS modeli ve popiilasyon

siniflar1 arasi gegisleri gosteren model diyagrami sirasiyla asagidaki gibidir:
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dM

ds BSI

=2 = bS+6M— "+ fR—puS
dr N TIRTH
d—E—@—sE— E

dt N H

U b yr—p

dr Y W

R I fR—uR

dt_Y .

ve

Sekil 2.8 MSEIRS model diyagrami

2.2.9 BSEIR Matematiksel Modeli

B simifinin dahil oldugu bu model SEIR modeline as1 parametresinin eklenmesi ile elde
edilmis bir modeldir. Asinin farkli zamanlarda farkl sekillerde uygulanmasi ile SEIR
modelinin bir¢ok varyasyonu olusmustur (6rnegin; SVEIR, VSLIT,...). Modelde
yer alan B sinifi, BCG (Bacillus Calmette-Guerin) asis1 yapilmis ve basartya ulasilmis
yenidogan bebeklerin oldugu siniftir. As1 olamayanlar veya asisi tutmamis yenidogan
bebekler ise S sinifina dahil olurlar. BSEIR modeli ismini BCG asisindan almis olsa da
as1 iceren baska salgin hastaliklar icin de kullanilabilir. BSEIR modeli

dB
== —Ap—kB
ac P

d—:i:kB(t)+A(1—p)—ﬁSI/N—,uS
dE

— =fSI/N —(e+u)E

dt

I

— —€E — d)I

ik (r tu+d)

dR I—uR
dt_Y u
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diferansiyel denklem sistemi ile tanimlanir, popiilasyon siniflar1 arasi gegisleri sekil
[2.9/daki gibidir.

Sekil 2.9 BSEIR model diyagrami

2.3 Temel Cogalma Sayisi R, (Basic Reproduction Number)

Matematiksel modellerde 6nemli bir esik degeri, R, ile ifade edilen temel cogalma
sayisidir (basic reproduction number). Farkli kaynaklarda farkli isimlendirmeler
karsimiza cikabilir, 6rnegin; temel iireme sayisi, lireme sayisi, lireme katsayisi, tireme
orani ve temel cogalma orani gibi. R,, enfekte bir kisinin hasta oldugu doénem
boyunca sebep oldugu ikincil vaka sayisi (hastalig1 bulastirdig1 kisi sayis1) olarak
aciklanmaktadir [[18, 114]. Salgin hastaliklarla ilgili matematiksel problemlerin
ozelliklerini tanimlayan en etkili esik degerlerinden biridir. R, < 1 oldugunda
enfekte birey, hastalig1 boyunca 1’den daha az bireye hastalig1 bulastirir ve hastalik
zamanla azalir. R, > 1 oldugunda ise enfekte olan her birey ortalama 1’den daha
fazla kisiye hastaligi bulastiracag: i¢in hastalik zamanla yayilir. Her hastaligin R,
degeri o hastaliga o6zgiidiir Hatta ayni hastalik icin farkli zamanlarda farkli R,
degerleriyle karsilasabiliriz. Temel {ireme kavraminin kokleri eskiye dayanmakla
beraber epidemiyolojideki ilk modern uygulamasi George MacDonald tarafindan sitma
konusunda yapilmistir [[115]. Literatiirdeki bazi salgin hastaliklar icin elde edilen
temel ¢ogalma sayilari tablo[2.3]de yer almaktadur.

Son zamanlarda diinyada ve iilkemizde ortaya ¢cikan COVID-19 hastalig1 icin R, degeri
farkli calismalarda hesap edildi. Cin basta olmak tizere 12 farkl iilkedeki ¢alismanin
degerlendirilmesiyle R, degeri 1.4-6.49 arasinda (medyan 2.79, ortalama 3.28) olarak
bulunmustur. DSO ise COVID-19 icin R, degerini 1.4-2.5 olarak tahmin etmistir
[127]]. COVID-19 hastaliginin R, degerinin ortalama 2.6 oldugu séylenebilir. R, degeri
diger koronaviriis enfeksiyonlarindan olan SARS ve MERS’ten daha yiiksek oldugu
icin COVID-19 hastaliginin ¢cok daha hizli bir yayilma potansiyelinin oldugu sonucuna
varilabilir. R, degeri 2.6 olarak kabul edildiginde bir COVID-19’lu hastanin 1 bulasma
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Tablo 2.3 Bulasici hastaliklar i¢in elde edilen R, degerleri

Salgin Hastalik R, Degeri | Kaynak

Ispanyol Gribi (1918) | 1,4-2,8 [123
Domuz Gribi (2009) 1,4-1,6 [124
Ebola 1,5-1,9 [125
MERS 0,3-0,8 [126

Su Cicegi 10-12 [116]
Kizamik 12-18 (117] |
Kabakulak 10-12 [118] |
Cicek Hastaligi 3,5-6 [119] |
Bogmaca 5,5 [120] |
SARS 0,19-1,08 | [121] |
Difteri 1,7-4,3 [122] |
] |
]
]

]

dongiisii sonrasinda (2-14 giin, ortalama 5 giin sonra) 2.6 kisiyi enfekte edecegi, 7
bulasma dongiisii sonrasinda (ortalama 35 giinde) ise 368 kisiye bulastirabilecegi

tahmin edilmistir.

Simdi genel olarak matematiksel modellerde R,1 hesaplamak icin kullanilan

"next-generation matrix" (yeni nesil matris) metodunu gosterelim [|128]]:

Matematiksel modelin, popiilasyonu n farkli gruba (kompartmana) béldiigiinii kabul
edelim. %;(x), i. kompartmaninda yeni enfeksiyonlarin gériilme orani, ¥;"(x), i.
kompartmana diger tiim yollarla transfer edilme oram ve ¥ (x), i. kompartmandan
disariya transfer orani olsun. Bu fonksiyonlarin en az iki kez siirekli tiirevlenebilir

oldugunu kabul edelim ve matematiksel model
xl:fl(X):gl(X)_aj/l(X), i:]-)"';nz (26)

denklem sistemi ile verilsin. Burada

f(x) X1
0 0
fl(x) = O ) X = O
0 0
| £, %,
ve
K==
dir.
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kiimesi tiim hastaliktan bagimsiz durumlar1 gosterir. Ele alinan fonksiyonlarin
asagidaki bes durumu (A, ...,As) sagladigini varsayalim.

A Eger x; > O0ise i =1,..,nicin Z(x), ¥ (x), ¥ (x) = 0 dir. Fonksiyonlar,
bireylerin transfer oldugu bir kompartmani temsil ettiginden negatif degerler alamaz.
Ay 1 x; = 0 iken ¥,7(x) = 0 dur, 6zel olarak x € X, ise i = 1,...,m icin ¥,"(x) = 0 dir.
Bu durum, bos bir kompartmandan bireylerin transfer edilemeyecegi anlamina gelir.

A; 1 i > micin F; = 0, enfekte olmayan bir kompartmanda enfeksiyon olusma orani
(enfeksiyon insidansi) sifirdir.

A, i=1,...,micin eger x € X, ise F; = 0 ve ¥*(x) = 0 dir. Eger bir popiilasyonda
hastalik yoksa, enfeksiyonlarin hastaliksiz bélmeye go¢ edemeyecegi anlamina gelir.

As : Z(x)=0ise Df(x,)1n tiim 6z degerleri negatif reel kisma sahiptir.

Lemma 2.1. x,, denkleminin hastaliktan bagimsiz denge noktast olsun ve f,(x),
A; (i =1,...,5) kosullarint saglasin. Bu durumda D% (x,) ve DV (x,) tiirevleri

w(xo)=[’; 8} m/(xo)=[JV JO]
3 Jy

seklindedir. Burada F ve V,

0F, oY, ..
F= (x0) ], V= (x0) ], 1<i,j<m
ox; 8x]-

olarak tanimlanan m x m tipinde matrislerdir. Ek olarak, F negatif olmayan bir matris,
V tekil olmayan M-matris ve J, tiim dzdegerleri pozitif reel kisma sahip olan bir matristir.
Béylece V1 negatif degildir; dolayisiyla FV ™! de negatif degildir [128]].

Hastaliksiz bir k grubuna giren enfekte bir bireyi diisiinelim. V™! matrisinin (j, k)
eleman: bu kisinin 6mrii boynunca j grubunda gecirdigi ortalama siiredir. F
matrisinin (i, j) elemani, j kompartmanindaki enfekte bireylerin i. b6lmesinde yeni
enfeksiyonlara yol agma oramidir. Bu nedenle, iiretilen FV ! matrisinin (i, k) eleman,
k kompartmanina sokulan enfekte birey tarafindan i kompartmaninda tretilmesi
beklenen yeni enfeksiyon sayisidir. FV ™! matrisi "next-generation matrix" olarak

isimlendirilmektir ve temel ¢cogalma sayisi
R,=p(FV) (2.7)
esitligi ile bulunur [[128]]. Burada p spektral yaricaptir.
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3

SIR, SEIR ve BSEIR MATEMATIKSEL MODELLERININ
KARARLILIK ANALIZI

Bu boliimde Tiirkiye’deki Tiiberkiiloz hastaligini analiz etmede kullandigimiz SIR,
SEIR ve BSEIR modelleri kalitatif (nitel) olarak incelendi. Bu modellerde kullanilan
parametreler ve popiilasyon siniflar1 tablo ve [2.2]de verilen anlamlan ile
kullanilmaktadir.

3.1 SIR Modeli

SIR matematiksel modelinin kullanilan en eski modellerden biri olmasi sebebiyle ele
alinan bircok matematiksel modele SIR modelinin bir varyasyonu denilebilir. Boliim

2’de gosterilen SIR modeline dogum (b) ve 6liim parametresi (u) dahil edilirse;

a5 _pn—PST_ s

dt N

dl  BSI

= T —ul 3.1
dt N rip (3.1)
Q— I —uR

dt—Y u

denklem sistemi elde edilir [[113]. Burada S(0) > 0, I(0) > 0 ve R(0) > O
baslangic kosullar1 mevcuttur. Bu modelde, goc¢ gibi niifusa etki eden durumlar goz
ardi edilmistir ayn1 zamanda dogum orani ile 6liim orani da birbirine esit olarak
alinmistir (b = u). N toplam popiilasyon (S + I + R = N) degeri sabit oldugundan
%(S(t) + I(t) + R(t)) = 0 esitligi saglanir. denklem sisteminde popiilasyon
siniflar1 toplam popiilasyonun bir orani olarak diisiiniiliirse (s = S/N,i = I/N,r =
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R/N,n=N/N =1) elde edilen yeni sistem asagidaki gibidir:

ds

P —Bsi+ u(l—s)

% = Bsi—yi—ui (3.2)
dr _ L—ur

TR

Burada, s+i+r = 1 oldugundan r = 1—s—i esitligi yazilabilir. Boylece (3.2) denklem

sistemi

@ =—Psi+u(l—s)
dt (3.3)

di . .
T Psi—yi—ui
seklinde iki boyutlu sisteme indirgenmis olur. si diizlemine (3.3]) sisteminin faz
diizlemi denir. si faz diizlemindeki

T={(s,i)|s=>0,i=>0,s+i<1} (3.4)

bolgesi pozitif invaryanttir (hicbir kosulda hicbir degisken doniisiimiiyle pozitifligi
bozulmayan) ve tek ¢oziim igerir. Bdylece model matematiksel ve epidemiyolojik

olarak iyi yapilandirilmistir denir [53]].

(3.3) sisteminin denge noktalar1

ds di
—=0 —=0
dt Y& d
esitlikleri yardimiyla bulunur.
di
— =fBsi—yi—ui
dt (3.5)
=i(Bs—y—u)=0
esitliginin saglanmasi icin
i;=0 =11k .
1 2 2 ﬂ

olmasi gerekmektedir. Bu degerler % = 0 esitliginde yerine yazilirsa

i*_w

R R T
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degerleri elde edilir. (3.3) sisteminin denge noktalar

D, = (s%,i") = (1,0)
oy (Y0 By —u) (3.6)
p= = B ﬁw+u))

olarak bulunur. Burada D, noktasina hastaliktan bagimsiz denge noktasi (disease-free

equilibrium) ve D, noktasina ise endemik denge noktasi1 (endemic equilibrium) denir.
Bunun sebebi D; noktasinin hastaligin kayboldugunu ve D, noktasinin ise hastaligin
kalic1 oldugunu gosteriyor olmasidir. (3.3)) diferansiyel denklem sistemi

fs= %

dt
L di
g(s)l)_ dt

olarak yazilirsa Jakobiyen matrisi

C[EED £
“&”_[&@n &@o} GD

esitligi yardimiyla
JGs,i)= {_’3 e } (3.8)
Bi  Bs—y—u
matrisi elde edilir. (3.6)’de bulunan denge noktalar1 jakobiyen matrisinde yerine
yazilirsa
: —u =B
J(st,i¥)= (3.9)
o [ 0 B—r—u,
—up 7
J(s3, 1) = [u(ﬁyf#—u) ! 0 (3.10)
THU i

matrisleri elde edilir.

(3.3) diferansiyel denklem sisteminin denge noktalarinin kararli olmasi icin

ozdegerlerin negatif veya negatif reel kisma sahip olmasi1 gerekmektedir [[21].

Simdi sirasiyla D; ve D, denge noktalarinin Routh-Hurwitz kriteri yardimiyla kararlilik
analizini yapalim:

D, noktast i¢in karakteristik denklem
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—u—2 —
det(J—AD)=| " S
0 pf-y—u—-24
esitligi yardimiyla

P—=B-r—2u)A—uB-ry—u)=0 (3.11)

seklindedir. ~ Routh-Hurwitz kriteri geregince (3.11) karakteristik denkleminin

katsayilarina
—B-r—2u)=a; ve —pf-r—p=a

diyelim. a; > 0, a, > 0 kosullarinin saglanmasi icin

B<u+ty

olmalidir. Buradan su sonuca varilabilir,

D, denge noktasi yerel asimtotik kararhdir <= i <1

u+r

saglanmalidir. D, denge noktasi icin karakteristik denklem

By o —

det(J —AI) = ';{ﬁﬂw) T—H_y

T A

esitligi yardimiyla
ﬂ—u(éiﬂil+1)»ﬂuﬂ—u—m:o (3.12)
u+y

seklindedir. Routh-Hurwitz kriterinde yer alan a,; ve a, katsayilari

a4, =—u (m N 1)
u+y
ay=u(p—u—7r)
dir. a; > 0, a, > 0 kosullarinin saglanmas: i¢in

B>u+y

olmalidir. Bu durumda,

D, denge noktasi yerel asimtotik kararhidir &< % >1
wry
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saglanmalidir. Her iki denge noktasinin kararliligini belirlemede esik degeri olan temel

cogalma katsayis1 (basic reproduction number) R, = Miﬂ olarak ifade edilir [[129].
R, < 1 oldugunda D; noktasi kararli olacagi icin hastalik zamanla yok olur. R, > 1

olursa D, noktas: kararli olur ve hastaligin zamanla yayilmasi beklenir.

Ele aldigimiz SIR modeli ile ilgili detayli analizler [|53, 130, [131]] ¢alismalarinda

goriilebilir.

3.2 SEIR Modeli

SEIR matematiksel modelinde popiilasyon; hassaslar (S), kulucka déneminde olanlar
(E), hastalar (I) ve bagisiklik kazanmis olanlar (R) olmak t{izere dort sinifa ayrilir. Ele
alinan SEIR modeli S(0) > 0, E(0) > 0, I(0) > 0 ve R(0) > 0 baslangic kosullari ile
verilmis go¢ parametresi goz ardi asagidaki denklem sistemidir:

45 _pn P s

dt N

dE  PBSI

FTE B

ﬂ_gE_ . (3.13)
dr Yi—u

R _ I—uR

dt_}/ Al"l’ *

Bu modelde, goc gibi niifusa etki eden farkli parametreler géz ardi edilmis ve dogum
orani ile 6liim oram birbirine esit olarak alinmistir (b = ). Bu durumda, toplam

popiilasyon (N) sabittir ve
d
I (S()+E(t)+I(t)+R(t))=0

esitligi saglanir. (4.4) denklem sisteminde popiilasyon siniflar1 toplam popiilasyonun
bir orani olarak diisiiniiliirse (s =S/N, e=E/N, i=I/N, r=R/N,n=N/N =1)

elde edilen yeni sistem,

d

o= —psi—pu(1—s),

d

d—e = Psi—e(e +u),

dg (3.14)
E=8e—i(r+u),

dr _ [ —ur

dt_Y ‘u‘a
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seklindedir. (3.14) diferansiyel denklem sisteminde, s + e +i +r = 1 oldugu icin
r =1—s—1i—e yazlabilir. Bu durumda (3.14) sistemi

& = —psi—p1-5),
% = fBsi —e(e+ ), (3.15)

di )
P J— + 5
.= ce—i(y+u)

seklinde ti¢ boyutlu sisteme indirgenmis olur. Sistemin denge noktalarinin kararliligini
analiz etmede etkin rol oynayan R, degeri, "next-generation matrix" metodu

yardimuyla,
Pe

.16
PESIOEE?) (3.16)

Ry= p(FV1) =

0 0 €+
olarak bulunur, burada p spektral yaricap, F = P ve V = H dir
0 0 y+u —¢

[132].

Ik olarak sistemin denge noktalarimi ve bu denge noktalarina ait Jakobiyen

matrislerinin nasil bulundugunu gosterelim. (3.15) sisteminin denge noktalari

ds de di

— =0, —=0 — =0

dt 7 dt AT
esitlikleri yardimiyla

D, = (s],€},1;) =(1,0,0)
i u(Ry—1) .U(Ro_l)) (3.17)
Ry’ (e+ R, B

TR IS R N
D, = (s, €, 1, —(

olarak bulunur. Bu modelde de ayni SIR modelinde oldugu gibi, D; noktasina
hastaliktan bagimsiz denge noktasi (disease-free equilibrium) ve D, noktasina
ise endemik denge noktasi (endemic equilibrium) denir. D; noktas: hastaligin
kayboldugunu, D, noktasi hastaligin kalict oldugunu gosterir. denklem
sisteminde

~_ ds
f(szeal)_dt
. de
g(s’e,l)_dt

h(s,e,i) = %
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olarak alinirsa Jakobiyen matrisi

fs(sle7i) fe(s’e,i)

J(s,e,1) = | gi(s,e,1) g.(s,e,1)
hy(s,e,i) h.(s,e,1)
esitligi yardimiyla
—Bi—u 0
J(s,e,i)= pi —u—e
0 e

gibi yazilabilir.

fi(s, e, 1)
g:(s,e,1) (3.18)
h;(s,e, 1)

—Bs

PBs (3.19)
—u—y

(3.17)’de bulunan denge noktalari1 jakobiyen matrisinde yerine

yazilirsa
—u 0 —p
J(sj,e,i))=1 0 —u—e p , (3.20)
| O e —u-Y
[ —uR, 0 o)
J(s5,e5i5) = |u(Ry—1) —u—e Mg(uﬂ) , (3.21)
0 € —uU—y

matrisleri elde edilir.

(3.15) diferansiyel denklem sisteminin denge noktalarinin

kararli olmasi icin Ozdegerlerin negatif veya negatif reel kisma sahip olmasi

gerekmektedir [21].

denklem
—u—A 0
det(J—Al) = 0 —u—e—A
0 €

determinant1 yardimiyla

M+ A+ +2u+e)A+(p+e)(u+1)(1—Ry]=0

olarak yazilabilir. Bu denklemin kokleri

Ozdegerleridir. Bu 6zdegerler

ayni

Hastaliktan bagimsiz denge noktasi (D,) icin karakteristik

—
B |=0

—u—r—A

(3.22)

zamanda (3.15) sisteminin

A =—l
o 2t e) =V +2u+e) —4(u+e) (w+1)(1-Ry)
=
2
o+t Yy +2ute) —4ute) () (1-R,)
,=

2
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seklindedir. Parametreler pozitif olarak taniml oldugu icin A; ve A, 6zdegerlerinin
negatif oldugu aciktir. Bu durumda, A, degerinin negatif reel kisma sahip olmasi i¢in

gerek ve yeter sart R, < 1 olmasidir. Sonuc olarak
D, denge noktasi yerel asimtotik kararhidir &< R, < 1

Onermesi saglanir.

Endemik denge noktasi (D,) i¢in karakteristik denklem

—UR,— A 0 —(u+€€)(u+y)
det(J—AI)=|u(Ry—1) —u—e—2 (M+8)€(u+y) —0
0 € —u—r—2

determinant1 yardimiyla
A+(e+y+u(2+R))A*+uRy (e +y +2u) A+u(Ry—1) (u+€) (u+7y) =0 (3.23)

olarak bulunur. Routh-Hurwitz kriterini uygulamak icin karakteristik polinomun

katsayilarina

et+y+u(2+Ry)=a;, pRy(e+ty+2u)=a, ve uRy—1)(u+e)(ut+y)=a;s

diyelim. Burada a,a, —a; > 0 esitsizligi saglanir. a; = u(Ry—1)(u+¢)(u+y)>0
olmasi icin gerek ve yeter sart R, > 1 olmasidir. Sonug olarak

D, denge noktasi yerel asimtotik kararlidir & R, > 1

onermesi saglanir. Her iki denge noktasinin kararliligini belirlemede R, 6nemli bir
esik degeridir. Ry, < 1 oldugunda D; noktas: kararl olacagi icin hastalik zamanla yok

olur. R, > 1 olursa D, noktasi kararli olur ve hastaligin kalic1 olmasi beklenir.

3.3 BSEIR Modeli

BSEIR matematiksel modelinde popiilasyon; basarili sekilde asilananlar (B), hassaslar
(S), kulucka doneminde olanlar (E), hastalar (I) ve bagisiklik kazanmis olanlar (R)

olmak iizere bes sinifa ayrilir. Bu model asagidaki diferansiyel denklem sistemi ile
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tanimlanir [2];

dB

— =Ap—kB

dt P ’

ds
Esz+A(1—p)—/J’SI/N—,uS,
dE

i BSI/N — (e + U)E, (3.29)
dI

— =¢E—(y+u+d),

€ (r+u+d)

R IR

dc T HE

Burada A = b x N parametresi niifusa dahil olan birey sayisin1 temsil etmektedir.
Modelde yer alan B sinifi ise BCG asist ile basarili bir sekilde asilananlarin dahil
oldugu smiftir. Bu asilama dogumdan 2 ay sonra yapildigi icin yenidogan bireyler
basarili bir sekilde asilandigi takdirde bu sinifa dahil olurlar. Asilamanin sadece
10 ila 15 yil arasinda koruyuculugu oldugu bilinmektedir. Bu siire zarfinda as1
olan bireyler enfekte bireyler ile temas halinde olsalar bile enfekte olmazlar. Ayrica
ayni siirecte bireylerin dogal 6liim oraninin yeteri kadar diisiik oldugu goéz 6niinde
bulunduruldugundan B(t) sinifinin zamana gore degisiminde dogal 6liim orani ihmal
edilmektedir.

Temel ¢ogalma sayisi olan R, degerini "next-generation matrix" metodunu kullanarak
bulabiliriz [|128]]:

Pek
(y +u+d)(e+uw)(up +k)°

Ry,=p(FV 1) = (3.25)

0 ﬁ—fk e+ u 0 )
burada p spektral yarigap, F = Pt lve V = dir.
0 O - u+d+y

(4.5)) denklem sisteminde popiilasyon siniflari, toplam popiilasyonun bir orani olarak
distiniiliirse (8 = B/N, s =S/N, e = E/N, i = I/N, r = R/N) elde edilen yeni
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sistem,

d A

— =bp—k

dt Pk

ds .
a=k%+b(1—p)—[3’sz—us

de _ Bsi—(e+ u)e (3.26)
dt

%zse—(y+,u+d)i

dr _ L—ur

gibi de yazilabilir. (3.26) sisteminin denge noktalari
d# _ds _de_di _dr _
dt dt dt dt dt

esitlikleri yardimiyla elde edilir. Hastaliktan bagimsiz denge noktasi

. bp b )
D, = %*, *, *, *, Y) = _3_107030
1 (1slelllr1) (ku
ve endemik denge noktasi
e o veoy_ [(Pp (wrd+y)e+p) W+d+y)iy i
D2:(<%2752)623123r2):(?7 /38 ) c 11277

— efb—plet+y) dir.

sk
olarak hesaplanir. Burada i; pwy

(3.26) denklem sisteminde

. daB
f(f%:sae)lar)_ E
., ds
g(‘%:sze)lar)_ dt
de
h )= 2¢
(8B,s,e,1,1) I

di
w(aAB,s,e,i,r)= d—i

dr
%s ) :‘: = -
u(a,s,e,i,r) T
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olarak diistiniiliirse sistemin Jakobiyen matrisi

fa £ fo fi S
8z & &8 & &

J(AB,s,e,i,r)=|hyg h, h, h; h, (3.27)
Wg W, W, w; w,

ve dolayisiyla

—k 0 0 0 0
k —(Bi+u) 0 —Bs 0
J(AB,s,e,i,r) =1 0 pi —(e+w) Bs 0 (3.28)
0 0 £ —(y+u+d) O
0 0 0 ¥ —u

seklinde elde edilir. (3.26) sisteminin D; denge noktasinda hesaplanan jakobiyen
matrisi asagidaki gibidir:

[k 0 0 0 0|
k —u 0 =£2 0
JD)=]10 0 —(c+uw) & 0
0O O € —(y+u+d) O
0O O 0 Y —U

Hastaliktan bagimsiz denge noktas: (D,) icin karakteristik denklemi

—k—A 0 0 0 0
k —u—A 0 # 0
det(J—AD=| 0 0 —(e+u+i) £ 0 |=0
0 0 € —(y+u+d+2) 0
0 0 0 Y —u—A

determinant1 yardimiyla

(—k—A)(—pu—A)*(A*+a;A+a,)=0
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olarak elde ederiz, burada

a, =y+2u+d+e,

a2=(s+u)(y+u+d)—#.

A, =—k, A, = —u ve A; = —u 6zdegerleri negatiftir. Diger iki kok ise
A*+a;A+a,=0. (3.29)

esitligi yardimiyla bulunur. Routh-Hurwitz kriteri yardimiyla goriilmektedir ki a; > 0
ve a, > 0 oldugu takdirde denkleminin kokleri (A, ve As) negatif reel kisma
sahip olur. Parametreler pozitif oldugu i¢in a; > 0 sart1 saglanmaktadir. a, > 0
sartinin saglanmasi icin ise R, > 1 olmas: gerekmektedir. Buradan, D; denge noktasi
lokal asimtotik kararli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul R, > 1 olmasidir, aksi takdirde

kararsizdir sonucuna ulasilir.
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4

TURKIYE’DEKI TUBERKULOZ HASTALIGININ SIR, SEIR
ve BSEIR MODELLERI YARDIMIYLA INCELENMESI

4.1 Giris
Bu boliimde Tiirkiye’deki TB hastaliginin SIR, SEIR ve BSEIR modelleri ile analizi

ele alinacak, TB hastaliginin seyri, R, degeri ve modellerde yer alan parametrelerin

hastaligin yayilimi {izerine etkisi hakkinda detayl bilgi verilecektir.

Ele alinan modeller sayisal olarak MATLAB R2019b yazilimi ile analiz edilmis,
coziimlere ulasmak icin “odel5s” ve "nlinfit” komutlar kullanilmistir. ilk olarak
"nlinfit” komutu yardimiyla bazi parametre degerleri elde edilmistir Bunun
icin MATLAB programina kullanilan matematiksel model yazilmis, bu modelde yer
alan popiilasyonlarin baslangi¢c degerleri (bizim uygulamamizda 2005 yili1 baslangi¢
degeri olarak kabul edilmektedir) ve bazi parametre degerleri (tespit edilebilen
parametre degerleri; 6liim orani gibi) girilmistir. 2005 —2015 yillar1 arasinda Tiirkiye
Cumhuriyeti Saglik Bakanlig1 tarafindan yayimlanan verem savas raporlarindan [97-
107]] alinan hasta sayisi1 verilerine en kiiciik kareler yontemi kullanilarak kuadratik

objektif fonksiyonun
$=> -1y 4.1)
i=1

en aza indirilmesi yoluyla uyarlanmistir. Burada Ic"l raporlanmis TB hasta sayisini,
Ici, t; zamanindaki ¢6ziim modelini ve n mevcut veri sayisin1 gostermektedir. ll
ile verilen fonksiyonu en aza indirmek icin kullanilan "nlinfit” komutu, MATLAB
R2019b’deki Levenberg-Marquardt algoritmasi araciligiyla lineer olmayan regresyon
problemlerini cozer. Boylece, en uygun yaklasimi saglayan parametre degerleri
elde edilmis olur. ~Sonrasinda ele aldigimiz modelin temsil ettigi diferansiyel
denklem sisteminin ¢6ziimii "odel5s” komutu yardimiyla yapilmistir. MATLAB’de
baslangic deger problemlerini ¢6zmek icin “odel5s”,”0de23”,”0de23s” ve "ode45”
gibi komutlar kullanilmaktadir. Bu komutlar arasinda yer alan "ode45” komutu kati

olmayan diferansiyel denklem sistemleri icin kullanilirken "ode15s” komutu ise kati
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diferansiyel denklem sistemleri icin kullanilir. ”0odel5s” komutunun sec¢ilme nedeni
SIR, SEIR ve BSEIR modellerini olusturan diferansiyel denklem sistemlerinin kati
(stiff) olmasidir. Kat1 diferansiyel denklemler, adim boyutu cok kiiciik alinmadikca
belirli sayisal yontemlerin sayisal olarak kararsiz oldugu denklemlerdir. Bu denklemler
onemli ol¢lide farkli varyasyon oranlariyla karakterize edildiginden sistemi ¢6zmede
“ode45” basarisiz olabilir. "odel5s” komutu, yar1 sabit adim metodunu kullanarak
maksimum k = 5 mertebesine sahip geri farklar (backward differentiation) yontemini
uygular. Bu yontemler Geri Yonlii Fark Formiillerine (BDF) dayali sayisal entegrasyon
yontemleridir.  Fonksiyonun t, anindaki tiirevine t, ve t, zamanindan Onceki
fonksiyon degerleri yardimiyla yaklasir. Raporlanan insidans (belirli bir niifusta
belirli bir zaman dilimi icerisinde hastaligin yeni olgu sayisini ifade eder) verilerinin
zaman cizelgeleri yillara goredir. Bu ylizden, odel5s komutu yardimiyla elde edilen
sayisal coziimlerin zaman c¢izelgeleri, yillara gore vektor seklinde integrasyon araligi

belirtilerek alinmistir.

Simdi de modellerde yer alan popiilasyon simniflarinin baslangic degerlerinin ve
bazi ("nlinfit” komutunu kullanmaya gerek kalmadan elde edilebilen) parametre

degerlerinin nasil bulundugundan bahsedelim:

Her {i¢ model i¢in, 6liim parametresi (u) hesap edilirken 2010 yil1 referans alinmistir.
Saglik istatistikleri yilligina gore 2010 y1linda Tiirkiye’de vefat edenlerin sayis1 366.471

ve toplam popiilasyon 73.722.988 dir [[133]]. Bu sebeple 6liim parametresi yaklasik

366.471
73.722.988

olarak u = = 0,005 alinmistir.

Popiilasyon siniflarinin baslangic degerleri hesap edilirken her ii¢ model icin 2005
yilindaki toplam popiilasyon N(0) = 68860540 ve hasta sayisi I(0) = 20535 olarak
alinmustir [97]]. Bagisikliga sahip bireylerin 2005 yilindaki baslangic degeri R(0) =
1230000 olarak hesap edilirken 2005 yili1 6ncesi icin tedavi basar1 orani, ortalama
yasam siiresi, dogal 6lim orani goz oniine alinarak tahmin edilmistir. SEIR ve
BSEIR modellerinde yer alan E(0) baslangic degeri, literatiirdeki calismalar g6z 6niine
alinarak kulucka donemindeki popiilasyonun hasta popiilasyon ile karsilastirilmasiyla
Tiirkiye’ye uyarlanmistir. Hassas popiilasyonun baslangi¢ degeri olan S(0) ise SIR,
SEIR ve BSEIR modelleri icin sirasiyla asagidaki gibi hesaplanmistir:

S(0) =N —I(0) —R(0)
S(0) =N —I(0)—R(0)— E(0)
S(0) =N —I(0) —R(0) — E(0) — B(0).

Baslangic degerlerinin belirlenmesi ve parametrelerin elde edilmesiyle birlikte
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bulunan ¢o6ziimler, 2016—2018 yillarinda T.C. Saglik Bakanlig: tarafindan yayimlanan
Verem Savas Raporlarinda [[134+136[] yer alan hasta sayis1 verileri ile karsilastirilmustir.
Bu karsilastirma sonucu her ii¢ modelin de tahminlerinin raporlanan ¢6ziime oldukca

yakin oldugu gozlemlenmistir. Sayisal ¢oziimlerin hata orani bulunurken

_ L0~ 1(0)]

e 1,(t)

(4.2)
esitligi ile verilen hata fonksiyonu kullanilmisti, burada I.(t) ve I,;(t) ifadeleri
sirasiyla, t zamaninda modelden elde edilen tahmini degeri ve raporlanan degeri
gostermektedir.

4.2 SIR Modeli ile Analiz

SIR modelinde niifus; Hassas (Susceptible), Hasta (Infected) ve iyile§en (Recovery)
olarak ti¢ gruba ayrilir. Simdi kisaca SIR matematiksel modelin nasil olusturuldugunu
aciklayalim:

Ilk olarak hassas popiilasyon sinifinin zamana gore degisimini ifade eden % tlrevinin

neye esit oldugunu gosterelim. ST ifadesi hassas bireyler ile hasta bireylerin

N
arasindaki etkilesim sonucunda birim zamanda hasta olan birey sayisidir. Hasta olan
bireyler hassaslarin yer aldigi siniftan ayrilacagi icin bu ifade hassas bireylerin zamana
gore degisimini negatif olarak etkiler. Benzer sekilde, uS ifadesi hassas popiilasyonda
birim zamanda 6len kisi sayisin1 gosterdigi icin hassas popiilasyonu negatif olarak
etkiler. Yenidogan her birey hassas olarak kabul edildigi icin yenidogan birey sayisini
veren bN ifadesi pozitif olarak eklenir. Bu durumda hassas popiilasyonun zamana

gore degisimi

ds SI
dS _yny—PST_ s
dt N
olarak elde edilir. SIR modelinde yer alan hasta popiilasyon sinifinin zamana gore

pst
N

hasta olan birey sayisini gosterdigi icin hasta bireylerin zamana gore degisimine pozitif

degisimini ifade eden % tlirevinin neye esit oldugunu gosterelim. ifadesi yeni
olarak eklenir. Birim zamanda hasta popiilasyonda oOlen kisi sayisini gosteren wl
ifadesi ve iyilesen kisi sayisini gosteren yI ifadesi, hasta popiilasyonun zamana gore
degisimini negatif olarak etkiler ve

dI _ BSI

ey L L
ic N 'TH

seklinde elde edilir. Son olarak iyilesen popiilasyon sinifinin zamana gore degisimini
ifade eden ‘fi—}f tiirevinin neye esit oldugunu gosterelim. Iyilesen bireyler bu gruba

dahil olacagi icin yI terimi iyilesen bireylerin zamana gore degisimine pozitif olarak
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eklenir. uR terimi ise iyilesen popiilasyondaki bireyler arasinda birim zamanda
hayatin1 kaybedenlerin (hastalik harici yani dogal yollarla 6lenlerin) sayisini gosterdigi

icin negatif olarak eklenir. Bu durumda iyilesen popiilasyonun zamana gore degisimi

L
Framieials

olarak yazilir. Boylece Tiirkiye’deki TB hastaligini analiz ederken kullandigimiz SIR
modeli

ds SI

s _ v PSI_ s

dt N

dI  BSI

= -l 4.3
e N I'TH (4.3)
dR R

- =1l—u

seklindedir.

Hasta ve iyilesen siniflarin baslangic degerleri (yani 2005 yilindaki degerler) boliim
[4.1]de verilmistir. Hassas popiilasyonun baslangic degeri ise S(0) = N —I(0) —R(0)
esitligi yardimiyla S(0) = 67610005 olarak hesap edilir. SIR modelinde yer alan biitiin
parametre ve baslangic degerleri tablo [4.1]de verilmektedir. Toplam popiilasyon sabit

olarak diistintildiigii icin dogum parametresi 6liim parametresine esit olarak alinmistir
(b=w.

Tablo 4.1 SIR modelinde kullanilan parametre ve baslangic degerleri

Parametre ve Baslangi¢ Deg. Tanim Deger
p Temas orani 0.872
% Tyilesme orani 0.897
W Dogal 6liim orani 0.0049
S(0) Hassas poptilasyonun baslangi¢ degeri | 67610005
1(0) Hasta popiilasyonun baslangic degeri 20535
R(0) Iyilesen popiilasyonun baslangi¢c degeri | 1230000

p ve y parametreleri 2005-2015 yillar1 arasindaki raporlanan hasta sayisi verilerine
uyarlanarak MATLAB programi yardimiyla "nlinfit” komutu kullanilarak elde
edilmistir. SIR modelinden elde edilen hasta sayis1 verileri ve raporlanan hasta
sayisi verileri, sekil [4.I}de cubuk (bar) diyagrami ile gosterilmistir. Parametreleri
uyarlarken kullanilan hasta sayisi verileri ile elde edilen sayisal ¢6ziim birbirine
oldukca yakin ¢citkmaktadir. Bu ise uyarlanan parametrelerin dogrulugu hakkinda bize
bilgi vermektedir.
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I Saglik Bakanligi Verileri
EISIR
2r i
w15} .
>
©
wn
8
3
T 17 i
0.5F i

0
2005 2006 2007 2008 2009 2010 2011 2012 2013 2014 2015
Zaman (Y1)

Sekil 4.1 Saglik Bakanlig: tarafindan yayimlanan ve SIR modelinden elde edilen TB
hasta sayisi verileri

2005-2018 yillarindaki Saglik Bakanligimin yayimladigi Verem Savas Raporunda
yer alan TB hasta sayisi1 verileri yardimiyla 2005-2023 yillarindaki hasta sayisi
verileri tahmin edilmis, bu tahmin sonucunda olusan hatalar esitligi yardimiyla
hesaplanmisti. ~ Ozellikle 2016-2018 yillarindaki hatalar model tahminlerinin
dogrulugunu analiz etmek agisindan oldukca 6nemlidir. Giinkii model tahminlerinin
dogrulugunu oOl¢mek igin 2016-2018 yillarindaki raporlanan hasta sayisi verileri
sayisal ¢oztim olusturulurken ele alinmamistir. Raporlanan hasta sayisi verileri, SIR
yardimiyla elde edilen hasta sayusi verileri ve bu ikisi arasindaki hatalar tablo [4.2]de

gosterilmektedir.
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Tablo 4.2 SIR modelinden elde edilen ve Saglik Bakanlig1 tarafindan yayimlanan TB
verileri ve bu veriler arasindaki hata oranlan

Yil | VSR veri | SIR veri Hata
2005 20535 20535 -
2006 20526 19621 | 0.04410
2007 19694 18743 | 0.04830
2008 18452 17896 | 0.03014
2009 17402 17084 | 0.01825
2010 16551 16306 | 0.01479
2011 15679 15561 | 0.00750
2012 14691 14848 | 0.01071
2013 13409 14167 | 0.05655
2014 13378 13516 | 0.01031
2015 12772 12894 | 0.00956

2016* | 12417 12300 | 0.00942
2017* | 12046 11733 | 0.02598
2018* | 11786 11192 | 0.05040

2019 - 10675 -
2020 - 10182 -
2021 - 9713 -
2022 - 9264 -
2023 - 8836 -

SIR modeli hassas bireyler, hasta bireyler ve iyilesen (bagisiklik kazanan) bireyler
olmak iizere popiilasyonu ii¢ sinifa ayirir. Her bir sinifin 2005-2023 yillar1 arasindaki
degisimi sekil [4.2/de yer almaktadur.
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Sekil 4.2 SIR modelinde yer alan Hassas (S(t)), Hasta (I(t)) ve iyile§en (R()
popiilasyon siniflarinin zamana gore degisimi

SIR modeli ile raporlanan sonuglar arasindaki farki daha detayli gorebilmek icin
cizilen rezidii grafigi sekil [4.3]de verilmistir. Bu grafige bakildiginda, 2005-2010 ve
2016-2018 yil dilimlerinde raporlanan hasta sayisi tahmin edilen hasta sayisindan
daha cok iken 2012-2015 yillar1 arasinda ise tam tersi bir durum s6z konusudur. Ayrica
tahmin edilen hasta sayisi ile raporlanan hasta sayis1 arasindaki farkin 1000 kisinin

lizerine ¢ctkmadig1 goriilmektedir.

Tiirkiye’deki TB verileri ile SIR modelinden elde edilen temel ¢ogalma sayisi

R, = P 09664

u+y
olarak hesap edildi. R, < 1 oldugundan Boliim [4.3]de yer alan diferansiyel denklem

sisteminin hastaliktan bagimsiz denge noktasi olan
D] = (S)IJR) = (1901 0)

lokal asimtotik kararhidir. Bu ise bize hastaligin zamanla yok olacagini soyler. Fakat
modelde yer alan parametrelerdeki kiiciik degisiklikler hasta sayisini etkilemektedir.
R, degerine de dogrudan etki eden bu parametrelerin hasta sayisi iizerindeki etkisini
detayl bir sekilde incelemek icin duyarlilik analizini yapmak olduk¢a 6nemlidir.
Parametrelerdeki degisimin hastaligin yayilimina hangi oranda etki ettiginin bilinmesi,
alinmasi gereken onlemleri tespit etmede 6nemli bir etkendir. SIR modelinde yer
alan parametreler dogal 6liim orani (u), temas orani () ve iyilesme orani (y) olmak

tizere 3 tanedir. Dogal 6lim parametresindeki degisim, hastalik ile yakindan ilgili
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Sekil 4.3 Saglik Bakanlig1 TB hasta sayisi verileri ile SIR modelinden elde edilen
coziimler arasindaki fark: gosteren rezidii grafigi

olmayan bir durumdur fakat temas orani ve iyilesme orani tamamen Tiirkiye’deki TB
hastaligina 6zgi olarak belirlenir. Bu sebeple, 3 ve y parametrelerindeki degisimin
hasta sayisi iizerindeki etkisinin nasil olacagi ¢ok 6nemli bir olgudur. Sekil ve
[4.5]de farkli B degerleri icin SIR modelinden elde edilen TB hasta sayis: verileri
gosterilmistir. Ozellikle sekil e bakildiginda R, > 1 olmasi halinde 3 degerindeki
kiiciik degisimlerin hasta sayisini biiyilik ol¢lide artirdig1 goriilmektedir.

Sekil[4.6]ve[4.7]de ise farkli y degerleri icin SIR modelinden elde edilen TB hasta sayis1

verileri gosterilmektedir.

SIR modelinden elde edilen iyilesme oram: tablo [4.1de de verildigi iizere y = 0.897
olarak hesap edilmistir. Bu oran daha yukarilari ¢ekilmesi halinde hasta sayisindaki
diisiisiin ¢ok daha hizli olacag: sekil[4.6/da goriilmektedir. Tam tersi bir durumda yani
y parametresinin azaldigi senaryoda ise hasta sayisindaki artis kacinilmaz olmaktadir.
COVID-19 pandemisi ile birlikte TB hastalarinin teshisi eskisi kadar kolay ve hizli
yapilamamaktadir. Bu ise tedavi imkanini azaltmaktadir. Tiirk Toraks Derneginin
yayimladigi1 bir yazida [, COVID-19 salgmmimin tiim diinyada TB’ye karsi yapilan
savast 10 yil gerilettigi vurgulanmaktadir. TB hastalarina yeterli derecede hizli bir
sekilde ulasamamak tedavi oranini da diisiirecegi icin COVID-19’un Tiirkiyedeki TB
tizerindeki olasi negatif etkilerini sekil [4.7]de gérebiliriz.
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Sekil 4.4 3 parametresinin farkli degerleri icin SIR modeli ile elde edilen hasta
sayilar1 (R, < 1)
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Sekil 4.5 3 parametresinin farkli degerleri icin SIR modeli ile elde edilen hasta
sayilart (R, > 1)

47



><1Q4

2.5
——~=0.877
—~=0.897
: ~=0.917
2 ——1=0.937 ||
—~=0.957
_ ~=0.977
) —~=0.997
;15 L Y 0.99 o
©
)]
S
C
I
051 i

O 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2006 2008 2010 2012 2014 2016 2018 2020 2022
Zaman (Y1)

Sekil 4.6 y parametresinin farkli degerleri icin SIR modeli ile elde edilen hasta
sayilar (R, < 1)
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Sekil 4.7 y parametresinin farkli degerleri icin SIR modeli ile elde edilen hasta
sayilar1 (R, > 1)
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SIR modelinin istatiksel bir degerlendirmesi icin %95 giiven araligi sekil [4.8/de

gosterildi.
x10%
257 < SIR 1
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o E —Fit i
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@
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8 1 B * o X o 7
I X
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Sekil 4.8 SIR modelinden elde edilen ¢ozlimlerin %95 Giiven Araligi (Confidence
Interval)

4.3 SEIR Modeli ile Analiz
Bu kisimda Tiirkiye’deki TB hastalig1 analiz edilirken [4.4/de verilen SEIR modeli ele

alinmistir. SEIR modelinde niifus; hassaslar, kulucka doneminde olanlar, hastalar ve
iyilesenler olarak dort farkli gruba ayrilir. Simdi kisaca SEIR matematiksel modelin
nasil olusturuldugunu aciklayalim:

Hassas popiilasyon sinifinin zamana gore degisimini ifade eden % tlirevi SIR modeli
ile benzer sekilde elde edilmektedir:

SEIR modelinde hastaligi kapan bireyler hasta popiilasyona dahil olmadan 6nce
inkiibasyon stiresi (bir enfeksiyon etkeninin viicuda girisinden hastalik belirtilerinin
ortaya cikisina kadar gecen siire; kulucka siiresi) boyunca kulucka doneminde olan
bireylerin bulundugu E sinifina dahil olurlar. E popiilasyon sinifinda yer alan bireyler
¢ orantyla hasta sinifina dahil olacagi icin €E terimi negatif olarak eklenir ve E sinifinin
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zamana gore degisimi
dE BSI
Fr eE—UuE
olarak yazilir. Hasta smifina inkiibasyon donemini bitirenler (¢E) dahil olurken
iyilesenler (yI) ve hayatini kaybedenler (uI) bu siniftan ayrilirlar. Bu durumda hasta
popiilasyonun zamana gore degisimi
dI
ar =¢E—yl—ul
seklinde elde edilir. Iyilesen popiilasyonun zamana gore degisimine bakildiginda,
birim zamanda iyilesen birim sayisini veren yI terimi pozitif olarak eklenirken bu

sinifta bulunup dogal 6liim yolu ile hayatin1 kaybeden bireyler negatif olarak eklenir:

L

Boylece Tiirkiye’deki TB hastaligini analiz ederken kullandigimiz SEIR modeli

ds

S _ pnPST_ s

dt N

dE  BSI

ac - N CETHE

ﬂ—eE— I—ul 9
dr Yi—u

R iR

dt_')/ ll'l’ M

olarak ifade edilir.

Hasta ve Iyilesen smiflarin baslangic degerleri her iic modelde de oldugu gibi
I(0) = 20535, R(0) = 1230000 seklinde ele alinmistir. E(0) ile gosterilen
"kulucka donemindeki bireylerin baslangi¢ degeri", literatiirdeki calismalar goz oniine
alinarak kulucka donemindeki popiilasyonun hasta popiilasyon ile karsilastirilmasiyla
Tiirkiye’ye uyarlanmistir. Hassas popiilasyonun baslangic degeri ise S(0) = N —E(0)—
1(0)—R(0) esitligi yardimiyla S(0) = 67595153 olarak hesap edilir. Modelde var olan
parametre degerleri ve belirlenen baslangic degerleri tablo [4.3]te yer almaktadir.
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Tablo 4.3 SEIR modelinde kullanilan parametre ve baslangic degerleri

Par. & Bas. Deg. Tanim Deger
p Temas orani 0.872
Y Iyilesme oram 0.938
€ Kulucka doneminden hastali§a gecis orani 1.428
W Dogal 6liim orani 0.0049
5(0) Hassas popiilasyonun baslangic degeri 67595153
E(0) Kulucka donemi popiilasyonun baslangi¢ degeri | 14852
1(0) Hasta popiilasyonun baslangic degeri 20535
R(0) Iyilesen popiilasyonun baslangic degeri 1230000

Tablo [4.3te yer alan f, ¢ ve y parametreleri 2005-2015 yillar1 arasinda raporlanan
hasta sayisi verilerine uyarlanarak elde edilmistir SEIR modelinden elde edilen
sayisal ¢oziim degerleri ile raporlanan hasta sayilar sekil [4.9da gosterilmistir.
Raporlanan hasta sayisi verileri ile elde edilen sayisal ¢6ziimiin birbirine yakin olmasi
uyarlanan parametrelerin dogrulugu hakkinda bize bilgi vermektedir.

4
25 X1\O T T T T T
Il Saglik Bakanhdr Verileri
I SEIR
2+t i
©15F E
>
©
wn
©
I
T 1 1
0.5+ i
0

2005 2006 2007 2008 2009 2010 2011 2012 2013 2014 2015
Zaman (Y1l)

Sekil 4.9 Saglik Bakanlig: tarafindan yayimlanan ve SEIR modelinden elde edilen
TB hasta sayisi verileri
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SEIR modelinde yer alan tiim popiilasyon gruplarinin 2005-2023 yillar1 arasindaki
degisimi sekil ile verilmistir. Bu grafikten de goriilecegi iizere kulucka doneminde

bulunan birey sayis1 hasta sayisi ile orantili bir sekilde azalmaktadir.

7 4
7 x10 ‘ ‘ ‘ o5 x10
6.9 1 27
=68t T =15
6.6 1 057
6.5 : : : 0 : : :
2005 2010 2015 2020 2005 2010 2015 2020
. t . t
o5 x10 ‘ ‘ ‘ 5 x10
27 157
~ 157 =
; ~ 1 L
11 oc
05! 0.5
0 : : : 0 : : :
2005 2010 2015 2020 2005 2010 2015 2020

t t

Sekil 4.10 SEIR modelinde yer alan Hassas (S(t)), Kulucka Donemi (E(t)), Hasta
(I(t) ve iyile§en (R(1)) popiilasyon siniflarinin zamana gore degisimi

Saglik Bakanligimin Verem Savas Raporlarinda yayimladigi 2005-2018 yillar
arasindaki TB hasta sayisi verileri ile SEIR modeli yardimiyla elde edilen 2005-2023
TB hasta sayis: verileri tablo [4.4te yer almaktadir. Bu tabloda yer alan hata orani
(4.2) esitliginde verilen hata fonksiyonu yardimiyla hesaplanmistir. Hata oranlarinin
diisiik olmasi ele alinan matematiksel modelin ne kadar gecerli bir model oldugunu

bize gostermektedir.

SEIR modeli ile Raporlanan Sonuclar arasindaki farkin daha detayli goriilebilmesi
icin rezidii grafigi cizilmistir (sekil[4.11). Bu grafige bakildiginda, 2005-2012 yillar
arasindaki farkin ¢ok az oldugu goriilmektedir. 2014-2018 yillarina gelindiginde ise
raporlanan hasta sayisi verilerinin tahmin edilen hasta sayisindan daha fazla oldugu

ve bu fazlaligin her gecen yil arttig1 gozlemlenmektedir.
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Tablo 4.4 SEIR modelinden elde edilen ve Saglik Bakanlig: tarafindan yayimlanan
TB verileri ve bu veriler arasindaki hata oranlari

Yil VSR veri | SEIR veri Hata

2005 20535 20535 -

2006 20526 20543 0.00085
2007 19694 19537 0.00797
2008 18452 18486 0.00183
2009 17402 17477 0.00432
2010 16551 16522 0.00177
2011 15679 15618 0.00390
2012 14691 14762 0.00483
2013 13409 13952 0.04052
2014 13378 13187 0.01427
2015 12772 12463 0.02421
2016* 12417 11779 0.05138
2017* 12046 11132 0.07588
2018* | 11786 10520 | 0.10742

2019 - 9942 -
2020 - 9396 -
2021 - 8879 -
2022 - 8391 -
2023 - 7930 -

1500 - *

1000

500

Hasta Sayisi

-500

-1000 - b

-1500 ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! n
2005 2006 2007 2008 2009 2010 2011 2012 2013 2014 2015 2016 2017 2018

Zaman (Y1)

Sekil 4.11 Saglik Bakanlig1 TB hasta sayisi verileri ile SEIR modelinden elde edilen
coziimlerin arasindaki farki gosteren rezidii grafigi
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Tiirkiye’deki TB verileri ile SEIR modelinden elde edilen temel cogalma sayisi

T (ute)(uty)

R =0.9211
olarak hesap edildi. B6liim[3.2]de yer alan diferansiyel denklem sisteminin hastaliktan
bagimsiz olan

D1 = (S; E) IaR) = (1J 0’ 0: 0)

denge noktas1 R, < 1 oldugundan dolay1 lokal asimtotik kararlidir. Bu ise bize
hastaligin zamanla yok olacagini sOyler. Fakat modelde yer alan bazi1 parametrelerdeki
kiiciikk degisiklikler hasta sayisina ve R, degerine dogrudan etki etmektedir. Bu
parametrelerin hasta sayisi iizerindeki etkisini detayli bir sekilde incelemek icin
duyarhilik analizini yapmak olduk¢a 6nemlidir. SEIR modelinde yer alan dogal 6lim
parametresindeki (u) degisim, hastalik ile ilgili olmayan bir durumdur. ¢ parametresi
ise degismesi icin herhangi bir etkide bulunamayacagimiz bir degerdir. Ancak, temas
orani ve iyilesme orani tamamen Tiirkiye’deki TB hastaligina 6zgii olarak belirlenir.
Bu sebeple, B ve y parametrelerindeki degisimin hasta sayisi iizerindeki etkisinin
nasil olacagi 6nem arz etmektedir. Sekil [4.12)ve [4.13]de farkli $ degerleri icin SEIR
modelinden elde edilen TB hasta sayisi verileri gosterilmistir.

4
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©
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©
05F |
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2006 2008 2010 20

Sekil 4.12 f parametresinin farkli degerleri icin SEIR modeli ile elde edilen hasta
sayilar1 (R, < 1)

Sekil ve [4.15/de farkli y degerleri icin SEIR modelinden elde edilen TB hasta
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Sekil 4.13 3 parametresinin farkli degerleri icin SEIR modeli ile elde edilen hasta
sayilar1 (R, > 1)

sayis1 verileri gosterilmektedir. Iyilesme oraninin azalmasi durumunda hasta sayisinin
hizli bir sekilde artacag: sekil de acik bir sekilde goriilmektedir. Iyilesme
oraninin belirli bir seviyenin iizerinde tutulmas: gerekir, bu seviye R, degerine gore
belirlenebilir, yani R, < 1 olmasi i¢in y > 0.86 olmasi saglanmalidir. Aksi halde
sekil [4.15/den de goriilecegi lizere hasta sayisinda beklenmedik artislar olabilir. 2020
yili TB hasta sayis1 verileri yayimlanmadig: icin COVID-19un TB hasta sayisini teshis
etmedeki etkisi heniiz belli degildir. TB hastalarini teshis etmedeki gecikme iyilesme

oranini da olumsuz yonde etkileyecektir ve hasta sayisindaki artis kacinilmaz olacaktir.

SEIR modelinin istatiksel bir degerlendirmesi icin %95 giiven aralig1 sekil 4.16/de

gosterildi.

55



><104

2.5
2r 1
n
= 1.5 .
(4]
(0))]
S
2 | [—r-0998
T ——420.978
v=0.958
—~=0.938
05F v=0.918 .
~=0.898
——4=0.878

2006 2008 2010 2012 2014 2016 2018 2020 2022
Zaman (Y1)

Sekil 4.14 y parametresinin farkli degerleri icin SEIR modeli ile elde edilen hasta
sayilar1 (R, < 1)
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Sekil 4.15 y parametresinin farkli degerleri icin SEIR modeli ile elde edilen hasta
sayilar1 (R, > 1)
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Sekil 4.16 SEIR modelinden elde edilen ¢oziimlerin %95 Giiven Aralig1 (Confidence
Interval)

4.4 BSEIR Modeli ile Analiz

BSEIR modeli; toplam niifusu Asilananlar (B), Hassaslar (S), Kulucka doneminde
olanlar (E), Hastalar (I) ve lyilesenler (R) olarak bes farkli sinifa ayirir. Simdi kisaca

BSEIR matematiksel modelin nasil olusturuldugunu agiklayalim:

ilk olarak B simifinin zamana gére degisimini inceleyelim. Tiirkiye’de BCG asis1
sadece yenidogan bireylere yapildig1 icin yenidogan bireyler arasinda basarili bir
sekilde asilananlar (Ap) bu sinifa dahil olurlar. Asinin etkisini kaybetmesi k oraniyla
gerceklestigi icin birim zamanda kB birey bu siniftan ayrilir. Yenidogan bireylerde
dogal 6liim orani ¢ok az oldugu icin dogal 6liimiin bu sinifa etkisi goz ardi edilmistir.

B sinifinin zamana gore degisimi

dB

— =Ap—kB

dt P
seklinde elde edilir. Hassas popiilasyonun zamana gore degisimine baktigimizda;
basarili bir sekilde asilanamayan bireyler (A(1 — p)) ve basarili bir sekilde asilanip belli
bir siire sonra asinin etkisini kaybetmesi sonucu hastaliga kars: duyarli olan bireyler
(kB) bu simnifa dahil olurlar. Ayrica, hasta bireyler ile kurdugu temas sonucu hasta

olan bireyler (%) ve bu sinifta bulundugu siirecte dogal yollardan hayatini kaybeden
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bireyler (uS) bu siiftan ayrilirlar. Bu durumda,

ds
Pl kB + A(1—p)—BSI/N —uS
esitligi elde edilmis olur. BSEIR modelinde de kulucka dénemi bulundugu icin
hastalig1 kapan bireyler ilk olarak E sinifina dahil olurlar. Kulucka donemi sona eren
(¢E) ve bu sinifta bulunup dogal yoldan hayatini kaybeden bireyler (uE), E sinifindan
ayrilirlar. E siifinin zamana gore degisimi
dE
— =fBSI/N—(e+u)E
dt
olarak elde edilir. Kulucka donemini bitiren bireyler I sinifina dahil olurken; iyilesen
(yD), dogal yoldan hayatini kaybeden (uI) ve tiiberkiiloz hastaligindan dolay1 hayatini
kaybeden (dI) bireyler bu siniftan ayrilirlar. Hasta popiilasyon sinifinin zamana gore
degisimi
dI

— =¢E—(y+u+d)I
Tk (r +u+d)

seklinde elde edilir. Iyilesen (R) sinifin zamana gore degisimi ise

L
dc _ATH
olarak yazilabilir  Tiirkiye’deki TB hastaligin1 analiz etmede kullanilan BSEIR

matematiksel modeli

dB

— =Ap—kB

dt p >

ds

E

(cil_t = fSI/N — (e + u)E, (4.5)
dI

— =¢E—(y+u+d)I
g —E-(r+p+d)l,
R IR

dt_Y Al’l’ *

seklinde ifade edilir. I, E ve R siniflarinin baslangic degerleri (yani 2005 yilindaki
1(0), E(0) ve R(0) degerleri), SIR ve SEIR modellerindeki gibi alinmistir. B
sinifinin baslangic degeri Tiirkiye Istatistik Kurumu (TUIK) tarafindan yayimlanan
yenidogan sayis1 g6z 6niinde bulundurularak tahmin edilmis ve B(0) = 4500000
olarak alinmistir. Hassas popiilasyonun baslangi¢ degeri ise S(0) = N —B(0)—E(0) —
1(0) —R(0) esitligi yardimiyla S(0) = 63095153 olarak hesap edilmistir. Bu modelde
SIR ve SEIR modellerinden farkli olarak dogum parametresi ile 0liim parametresi

birbirine esit degildir. Bu sebeple, N toplam popiilasyonu sabit degildir. Saglik
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Istatistikleri Yilligma [133] gore dogum orami b = 0,01737 oldugu icin bir yilda
popiilasyona dahil olan birey sayis1 A = 1.280.806 (A = N x b) olarak hesap edilmistir.
Modelde yer alan tiim parametre ve baslangic degerleri tablo [4.5]te verilmektedir.

Tablo 4.5 BSEIR modelinde kullanilan parametre ve baslangic degerleri

Par. & Bas. Deg. Tanim Deger
p Basarili asilanma orani 0.948
k Asinin etkisini kaybetme orani 0.054
[§; Temas orani 0.955
Y Iyilesme orani 0.935
€ Kulucka doneminden hastaliga gecis orani 1.435
W Dogal 6liim orani 0.0049
d Hastaliga bagli 6liim orani 0.03

B(0) Asilanan popiilasyonun baslangic degeri 4500000
S(0) Hassas popiilasyonun baslangi¢c degeri 63095153
E(0) Kulucka donemi popiilasyonun baslangic degeri 14852
1(0) Hasta popiilasyonun baslangic degeri 20535
R(0) Iyilesen popiilasyonun baslangic degeri 1230000

2005-2015 yillan1 arasinda raporlanan hasta sayilar1 ile BSEIR modelinden elde
edilen sayisal ¢oziim degerleri cubuk diyagraminda verilmistir (sekil [4.17). Elde
edilen sayisal c¢oziimlerin raporlanan hasta sayilarina yakin c¢ikmasi uyarlanan

parametrelerin ne kadar dogru oldugunu bize gostermektedir.

Sekil [4.18/de BSEIR modelinde yer alan tiim popiilasyon gruplarinin zaman

icerisindeki degisimi yer almaktadir.

BSEIR modelini SEIR modelinden ayirt eden en 6nemli 6zellik as1 parametresidir.
Tiirkiyede TB’nin 6nlenmesi icin BCG asis1 yaygin olarak kullanilmaktadir. Bu as1
TB’nin 6nlenmesinde yaklasik olarak % 80 etkilidir ve koruyuculuk stiresi yaklasik
10 yaldir [[137]. Bu nedenle asilama, TB hastaligi icin goz ardi edilmemesi gereken en
onemli parametrelerden biridir. Asilama sonucunda popiilasyona dahil olan bireylerin
bir kism1 asilananlar grubuna dahil edilir. B(t) smifinin popiilasyonunun zamanla
artt1ig1 sekil [4.18]de goriilmektedir. Ancak, toplam niifus sabit olmadig: icin (dogum
orani 6liim oranindan yiiksek oldugundan niifus zamanla artmaktadir) S(t) sinifinin
popiilasyonu da artis gostermektedir. Buna ragmen, asilama faktorii nedeniyle niifus
artisinin hasta sayisi iizerinde olumsuz bir etkisi géziikmemektedir. Iyilesme oraninin

yliksek olmasi ve asinin etkisinden dolay: enfekte sayis1 zamanla azalmaktadir.
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Sekil 4.17 Saglik Bakanlig1 tarafindan yayimlanan ve BSEIR modelinden elde edilen
TB hasta sayis1 verileri
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Sekil 4.18 BSEIR modelinde yer alan B(t), S(t), E(t), I(t) ve R(t) popiilasyon
siiflarinin zamana gore degisimi

Saglik Bakanligr'nin yayimladig1 Verem Savas Raporunda yer alan veriler ile BSEIR
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modeli yardimiyla elde edilen verilerin karsilastirilmas: tablo[4.6/da gosterilmistir. Bu
iki veri arasindaki hata oranlari, (4.2)) formiilii ile verilen hata fonksiyonu yardimiyla

hesaplanmuistir.

Tablo 4.6 BSEIR modelinden elde edilen TB hasta sayisi verileri ile Saglik Bakanlig1
tarafindan yayimlanan veriler ve aralarindaki hata oranlar1

Yil VSR veri | BSEIR veri Hata
2005 20535 20535 -
2006 20526 20693 0.00816
2007 19694 19594 0.00507

2008 18452 18456 0.00021
2009 17402 17389 0.00075
2010 16551 16404 0.00886
2011 15679 15501 0.01134
2012 14691 14677 0.00095
2013 13409 13928 0.03881
2014 13378 13253 0.00917
2015 12772 12649 0.00949

2016* | 12417 12111 0.02464
2017* | 12046 11635 0.03412
2018* | 11786 11220 0.04802

2019 - 10861 -
2020 - 10558 -
2021 - 10306 -
2022 - 10105 -
2023 - 9952 -

BSEIR modeli ile raporlanan veriler arasindaki farki daha detayli gosterebilmek icin
rezidi grafigi olusturuldu (sekil [4.19). Sekilden goriildiigii tizere raporlanan hasta
sayisi ile modelden elde edilen veriler arasindaki fark en fazla 500 civarindadir. Bu
deger SIR ve SEIR modellerinde 1000 idi.

Tiirkiye’deki TB verileri ile BSEIR modelinden elde edilen temel cogalma sayisi

Pek

(TR P TS R

R,

olarak hesap edilmistir R, < 1 oldugundan (4.5) diferansiyel denklem sisteminin
hastaliktan bagimsiz olan

bp b
Dl :(B)S)EJIJR): (?p,E,0,0,0)

denge noktasi lokal asimtotik kararlidir. Hastalik zamanla yok olma egilimindedir

ancak modelde yer alan bazi parametre degerlerindeki degisiklikler hasta sayisini
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Sekil 4.19 Saglik Bakanlig1 TB hasta sayisi verileri ile BSEIR modelinden elde edilen
coziim degerleri arasindaki fark: gosteren rezidii grafigi

biiyiik oranda etkilemektedir. R, degerine de dogrudan etki eden bu parametrelerin
hasta sayisi1 tizerindeki etkisini detayl bir sekilde incelemek icin duyarhilik analizini
yapmak oldukca Onemlidir. Dogal 6liim u parametresindeki degisim, hastalik ile
ilgili olmayan bir durumdur. & parametresi ise degismesi icin herhangi bir etkide
bulunamayacagimiz bir degerdir. Asilanma orani (p), asinin etkisini kaybetme orani
(k), temas orani (f3) ve iyilesme oraninin (y) hasta sayisi iizerindeki etkisinin nasil

olacagi cok 6nemli bir olgudur. p, k, B ve y parametreleri icin yapilan duyarlilik
analizleri sekil [4.20} [4.21] [4.22] [4.23] ve [4.24]de gosterilmistir.

Her {ic modelde de yer alan 3 ve y parametrelerine yapilan duyarhilik analizi ile
goriilmektedir ki, R, > 1 olmas1 halinde bu parametrelerdeki degisim hasta sayisin
onemli olciide etkilemektedir. R, < 1 olacak derecede temas oranini diisiik tutmak,
iyilesme oranini ise yiiksek tutmak gerekmektedir. Aksi halde, TB hastaliginin hizli bir

sekilde yiikselise gecip hayati olumsuz yonde etkilemesi kacinilmaz olur.

BSEIR modelinin istatiksel bir degerlendirmesi icin %95 giiven aralig1 sekil 4.25[de
gosterildi.
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Sekil 4.20 p parametresinin farkli degerleri icin BSEIR modelinden elde edilen
hasta sayilar1 (R, < 1)
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Sekil 4.21 k parametresinin farkli degerleri icin BSEIR modelinden elde edilen
hasta sayilar1 (R, < 1)
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—p=0.915
£=0.895
£=0.875

Hasta Sayisi

2006 2008 2010 2012 2014 2016 2018 2020 2022
Zaman (Y1)

Sekil 4.22 3 parametresinin farkli degerleri icin BSEIR modelinden elde edilen
hasta sayilar1 (R, < 1)

4
05210
2F |
®
= 15F .
©
(0]
8
]
‘I“ 1 |——~=0.995
——~=0.975
~+=0.955
| |——~=0.935 il
0.5 ——~=0.915
+=0.895
——~=0.875

2006 2008 2010 2012 2014 2016 2018 2020 2022
Zaman (Yil)

Sekil 4.23 y parametresinin farkli degerleri icin BSEIR modelinden elde edilen
hasta sayilar1 (R, < 1)

64



><1O4

12

10

[e¢]

Hasta Sayisi
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2006 2008 2010 2012 2014 2016 2018 2020 2022
Zaman (Y1)

Sekil 4.24 y parametresinin farkli degerleri icin BSEIR modelinden elde edilen
hasta sayilar1 (R, > 1)

x10*
2571 x BSEIR |
© Saglik Bakanhgi Verileri
— Fit i
%95 Guven Araligi
n
>
o i
/)]
Iy < x
% 1' *oxox X x -
I
051 i
0 1 1 1
2005 2010 2015 2020 2025

Zaman (Y1)

Sekil 4.25 BSEIR modelinden elde edilen ¢6ziimlerin %95 Giiven Araligi
(Confidence Interval)
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4.5 Ele Alinan Matematiksel Modellerin Etkinliginin Karsilastiril-
masl

Saglik Bakanlig: verileri ile ti¢ modelden elde edilen ¢6ziim degerlerinin grafikleri tek
bir sekil altinda gosterilmistir (sekil|4.26)). Bu grafige bakildiginda BSEIR modelinden

elde edilen verilerin raporlanan verilere en iyi yaklasimda bulundugu goriilmektedir.

4
2519 ‘
© Saglik Bakanligi Verileri
—BSEIR
: SEIR
2r \'\.\\ e SIR 5
n
; 1 5 [ 7
@©
n
@©
E:
T 1r |
0.5 |
0 | | | |
2005 2010 2015 2020

Zaman (Y1)

Sekil 4.26 Ele alinan {ic modelden (SIR, SEIR ve BSEIR) elde edilen hasta sayisinin
ve Saglik Bakanlig1 tarafindan yayimlanan hasta sayisinin karsilastirilmasi

Tablo ve [4.6]daki hata oranlarina bakildiginda, her ii¢ model icinde elde
edilen hasta sayisi verilerinin rapor edilen verilere ¢cok yakin oldugu goriilmektedir.
Dolayisiyla, elde edilen ¢c6ziimlerin Tiirkiye’deki TB’nin gelecekteki davranisini tahmin
etmede ne kadar giivenilir oldugunu gostermektedir. SIR, SEIR ve BSEIR modelleri
icin 2005 ile 2018 yillar1 arasinda L, normu yardimiyla elde edilen ortalama hata
ytizdeleri sirasiyla % 0,83, % 0,83 ve % 0,45 olarak hesaplanmistir. Bu hesaplama,
BSEIR modelinden elde edilen sonuglarin SIR ve SEIR modellerinden daha giivenilir
oldugunu ispatlar niteliktedir. Ayrica sekil BSEIR modelinden elde edilen
tahminler ile raporlanan hasta sayilar1 arasindaki farkin ¢ok az oldugunu gozler
oniine sermektedir. Bu sebeple denilebilir ki: SIR, SEIR ve BSEIR modelleri
arasindan Tiirkiye’deki TB hastaligini analiz etmek icin en iyi tahminler BSEIR modeli

tarafindan saglanmaktadir. BSEIR modeli, TB i¢in ¢cok 6énemli bir parametre olan as1
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parametresini icermektedir. Bu modelde popiilasyona dahil olan asilanmis bireyler
bir siire TB olma riski tasimazlar. Sonrasinda ise asinin etkisini kaybetmesiyle beraber
hastalig1 kapma riski bulunan sinifa yani Hassaslar Sinifina dahil olurlar. Bu siirecin
g6z ard1 edildigi SIR ve SEIR modelleri, hasta sayisi tahminlerinde BSEIR modelinden
daha biiytiik bir hata orani ile kars: karsiya kalirlar.

4.6 Parametrelerin Temel Cogalma Sayis1 (R,) Uzerine Etkisi

Hastaligin yayilmas: konusunda fikir sahibi olmamizda kritik 6neme sahip olan R,
degerini etkileyen parametreleri tespit etmek ve bu etkinin hangi oranda oldugunu
bilmek hastalig1 6nleme stratejilerini gelistirmek icin oldukca 6nemlidir. Her {ic model
icin de R, > 1 olmas: istenilmeyen bir durumdur. Parametrelerin R, iizerindeki
etkisinin hangi Olctide oldugunu belirlemek R, degerini 1’in altina diisiirmek (eger
1’in altinda ise 1’in iistiine ¢itkarmamak) icin alinmasi1 gereken 6nlemler noktasinda
oldukca 6nemli bir rol {stlenir.

Parametrelerdeki degisimin temel cogalma sayisi ile arasindaki iligskiyi gorebilmek
icin SIR, SEIR ve BSEIR modellerinden elde edilen R, degerlerinin p, k, 3, v

parametrelerine gore kismi tiirevleri incelenmeli;

Ry _ 1 (SIR)
op  r+u
R, €
- >0 (SEIR)
o (u+e)(u+ry)
oR
0 _ ek (BSEIR)

p  Giptdermupil "

oldugundan, temas oranini temsil eden f parametresindeki artis R, degerinin
artmasina ve hastaligin daha hizli yayilmasina sebep olacaktir. Temas oranini
diisirmek ise R, degerinde azalmaya sebep olacag: icin hastaligin daha yavas
yayillmasini, bazi durumlarda ise yok olmasinmi saglayacaktir. Aymi durum BSEIR

modelinde yer alan k parametresi icin de gecerlidir. Kismi tiirev

IRy _ efup
ok (r+u+d)(e+u)(up+k)?

>0 (BSEIR)

oldugu i¢in k parametresindeki artisin R, degerini artiracagini soylemek miimkiindiir.
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y parametresine gore kismi tiirevlere bakildiginda

oR, _ P
oy Grpp (SIR)

= SEIR
ay  (u+e)(u+ry) - (SEIR)

Gy Grpr e+l (BSEIR)

oldugu goriilii. Bu esitsizliklerden, y parametresindeki artisin R, degeri iizerine
negatif bir etki olusturdugu goriilmektedir. Benzer durum BSEIR modelinde yer alan

basarili asilanma orami (p parametresi) icin de gecerlidir:

IR, —efk

3p  Grptde e Y

(BSEIR)

R, degerinin diismesi hasta artis hizinin azalmasi anlamina gelecegi icin, bu

parametrelerdeki artis hastaligin yok olmasi i¢in 6nemli bir adim olacaktir.

Simdi, parametrelerin R, iizerindeki etkisinin hangi 6l¢iide oldugunu Tanim[4.1]olarak

verilen duyarlilik indeksi yardimiyla hesap edelim.

Tamim 4.1 (Duyarhilik indeksi). Verilen herhangi bir o parametresine gére R,

degerinin normallestirilmis ileri duyarlilik indeksi su sekilde tanimlanir [[128]:

o JR

Sho= — =2, 4.6
9 Rydo (4.6)
Tiirkiye’deki TB hastaliginin analizi icin ele alinan SIR, SEIR ve BSEIR modellerinde
yer alan temel parametrelerin (4.6) formiilii ile hesaplanan duyarlilik indeksleri tablo

[@-7/de gosterilmistir.

Tablo 4.7 Modellerdeki parametrelerin R, degerine karsi duyarlilik indeksi

Parametre SIR SEIR BSEIR
p - - -0.0792
k - - +0.0792
[§; +1 +1 +1
Y -0.9946 | -0.7989 | -0.9640
U -0.0062 | -0.0086 | -0.0087
€ - +0.0034 | +0.0034

Bu tabloda yer alan bilgilere bakildiginda 8 parametresindeki %10 luk bir artisin
R, icinde %10 luk bir artisa sebep olacag: goriilmektedir. y parametresindeki %10
luk bir artma R, degerinde SIR, SEIR ve BSEIR modelleri icin sirasiyla %9,946,
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%7.989 ve %9,640 oraninda azalmaya sebep olacaktir. Temas oranini temsil eden
f parametresinin R, lizerinde en biiyiik etkiye sahip oldugu goriilmektedir. Temas
oranini azaltmak R, degerini diisirmenin en etkili yoludur. COVID-19 salgin
hastalig1 sebebiyle son iki yildir temas oranini azaltmanin zorluklarini neredeyse
tiim diinya deneyimlemektedir. Ekonomik ve psikolojik acidan bircok olumsuz etkisi
olan bu durumun TB sebebiyle de yasanmamasi i¢in R, degerini 1’in altinda tutma

caligmalarina hizla devam edilmelidir.
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SONUC VE ONERILER

Bu calismada Tiirkiye’deki TB hastaligi {i¢ farkli matematiksel model ile (SIR, SEIR
ve BSEIR) analiz edilmistir. Sonuclar BSEIR modeli ile elde edilen tahminlerin
diger modellere gore daha dogru oldugunu gostermektedir. Tiirkiye’de BCG asis1
uzun siiredir uygulandigindan BSEIR modeli hastaligin dinamikleri icin daha gercekgi
tahminler ortaya koymaktadir. Modellerin dinamik davranisinin siniflandirilmasinda
anahtar bir role sahip olan temel ¢ogalma sayisi her ii¢ model i¢cin R, < 1
olarak hesaplanmistir. =~ Bu durum, Tiirkiye’'de TB hastaliginin yeni bir salgin
olusturmayacagi anlamina gelmektedir. Ancak gerekli 6nlemler alinmazsa sik go¢ alan
ve COVID-19 salgini ile bogusan Tiirkiye icin TB hasta sayisi yeniden artisa gecebilir.
Rezidii grafiklerine bakildiginda 6zellikle son yillarda raporlanan hasta sayilarinin,
modellerden elde ettigimiz hasta sayilarindan yiiksek ciktig1 goriilmektedir. Bu sonug

ise dikkat edilmesi gereken en 6nemli sorunlardan biridir.

Ele alinan salgin modellerinin ve metodolojimizin bazi kisitlamalar1 mevcuttur.
Ic gbc, dis gbc, yas, mevsimsellik, ekonomi gibi faktérlerin goéz ardi edilmesi,
popiilasyondaki bireylerin homojen yapida kabul edilmesi bunlara baslica 6rneklerdir.
Bu dezavantajlara ek olarak SIR modeli kulucka donemini g6z ardi etmektedir.
Tuberkiiloz icin oldukca 6énemli bir yer tutan bu sinifin eksikligi SIR modelinden elde
edilen tahminlerin dogrulugunu olumsuz yonde etkilemektedir. As1 parametresinin
SIR ve SEIR modellerinde yer almamasi da bu modellerin hata yiizdesini
artirmaktadir. Metodolojimizin bir diger sinirlamasi ise 2005 yilindan 6nceki verilerin
dogrulugu tartisma konusu oldugu i¢in calismamizda degerlendirmeye alinmamasidir.
2005 y1li 6ncesi icin hastanelerde ve laboratuvarlarda tani almig fakat kayda gecmemis
hastalar oldugu bilinmektedir [[97]]. 2005 yilindan sonra baslatilan "Dogrudan
Gozetimli Tedavi Stratejisi (DGTS)" ile daha saglikli veriler elde edilmistir.

15 Mart 2011 tarihinde patlak veren Suriye i¢ savasi bircok miiltecinin Tiirkiye’ye
akin etmesine sebebiyet vermistir. O zamandan bugiine Suriye’den Tiirkiye’ye go¢
devam etmektedir. Saglik Bakanlig: tarafindan yayimlanan verem savas raporlarinda
kayitlara gecen Suriyeli TB hasta sayis1 2012’de 23, 2013’te 177, 2014’te 433, 2015’te
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489, 2016'da 508, 2017’de ise 587 olarak tespit edilmistir [[103+107,/134,/135[]. Ancak

bu bilgilerin sadece tespit edilen veriler oldugu g6z 6niinde bulundurulmalidir.

Verem 50 yildir tedavisi miimkiin ve korunabilir bir hastaliktir. Buna ragmen
hala diinyada en yaygin ve 6liimciil bulasici hastaliklardan biridir. 2015’te diinya
capinda en biiylik 10 6liim nedeni arasinda yer alan TB, her yil milyonlarca insanin
sagligma zarar vermektedir. DSO’niin 2016 yilinda yayimladig1 raporda diinyadaki
TB insidansinin yiiz binde 142 ve mortalitenin (6liimiin) yiiz binde 24 oldugu
aciklanmistir. Bu degerin TB epidemisinin tahmin edilenden daha yiiksek oldugu da
ayni raporda yer almaktadir. 2019’da yaklasik 10 milyon kisi bu hastaliga yakalanmus,
1,4 milyon kisi yasamini yitirmistir. 2000 yilindan gliniimiize yapilan caligmalar

sonucu 63 milyon insanin tiiberkiilozdan 6lmesi engellenmistir.

Tedavinin ge¢ uygulanmasi ya da yetersiz tedavi sonucu TB hastaligina kars: ilag
direnci gelisebilir Bu durumda tedavi ¢cok daha zor bir hal alir TB hastalarina
ulasmay1 zorlastiran ve tedavi hizmetlerinin aksamasina sebep olan COVID-19
salgininin kiiresel verem savasina etkisi beklenenden biiyiik olmustur. Tiirk Toraks
Derneginin bildirdigine gore tiim diinyada bir yilda 12 yillik ilerlemeyi ortadan
kaldirmistir. TB tani ve tedavisinde diinya genelinde %20 civarinda bir diisiis olmustur.
Hindistan ve Giiney Afrika’dan gelen veriler dikkate alindiginda TB ile birlikte
COVID-19’a yakalanan hastalarin 3 kat daha fazla oranda yasamlarimi yitirdikleri
tespit edilmistir. COVID-19’a yonelik 6nlemler kapsaminda 3 ay kapanma ve 10 ay
toparlanma siiresini konu alan bir modelleme calismasina gore tiiberkiiloz hastalarinin
saglik hizmetlerine erisimi, tan1 ve tedavisi aksayacagindan ontimiizdeki 5 yilda ek 6,3
milyon yeni tiiberkiiloz vakasi olabilecegi ve tiiberkiiloz nedeniyle 1,4 milyon ek 6liim

gerceklesebilecegi Ongoriilmiistiir.

COVID-19 salgmm, tiim diinyada oldugu gibi Tiirkiye'de de tiiberkiiloz kontroliinii
olumsuz etkilemistir Verem Savas Dispanserlerinde yapilan muayene sayisi ve
temasli muayene sayisi, bakteriyolojik inceleme sayisi ve korumaya alinan Kkisi
sayist yaklasik %40 diizeyinde azalirken yeni kayda gecen tiiberkiilozlu hasta sayisi
yaklasin %26 oraninda azalmistir. Tiirkiye’deki 2020 yilina ait tiiberkiiloz verileri
heniiz aciklanmadig1 icin COVID-19 salgiimin tiiberkiiloza etkisinin boyutlar1 heniiz
tam olarak bilinmemektedir. ~COVID-19 nedeniyle hastalar saglik kurumlarina
bagsvurmamakta veya gec basvurmaktadirlar. TB ile ilgili saglik personellerinin
filyasyon icin gorevlendirilmesi, hastalara gerekli zamanin ayrilamiyor olmasi,
hastalarin yeterince takip edilememesi ve laboratuvar islemlerinin azalmasi 6nemli
sorunlarin basinda gelmektedir. Pandemi déneminde tiiberkiiloz tani ve tedavisinde
gerilememek icin tecriibeli ve egitimli saglik personellerinin tiiberkiiloz kontroliinde

calismaya devam etmesi biiylik 6nem tasimaktadir. Salginin bu donemdeki olumsuz

71



etkilerini diizeltmek icin yogun bir caba harcamak gerekmektedir. = Gelecekte
yasanabilecek baska salginlara simdiden hazirlikli olunmalidir. Diinyada oldugu gibi
{ilkemizde de tiiberkiilozun COVID-19 salgim ile nasil bir seyir izleyecegi konusunda

bilimsel ¢alismalara ihtiya¢c duyulmaktadir.

Bu tez, bu tiir calismalara girizgah niteligindedir ve TB hastaliginin seyrini agiklamaya
ve Onlem stratejisini belirlemeye oldukca fazla katki saglayacaktir. ~ Ayrica TB
hastaliginin seyrini belirlemek i¢in kullanilan modeller ve yapilan analizler COVID-19

salgin hastaligina da uyarlanabilir.
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