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OZET

Degismeli Halkalar Uzerindeki Bazi Bulanik Iidealler
Deniz SONMEZ

Matematik Anabilim Dali

Doktora Tezi

Danigman: Doc. Dr. Giirsel YESILOT

Matematikte, miihendislikte ya da cesitli teknik alanlarda ifadesi zor ya da veriye
dokmesi imkansiz olan belirsizliklerin anlatimina ve c¢Oziimiine olanak saglayan
bulanik mantiga ihtiyac git gide artmaktadir. Bu ihtiyac tizerine bulanik kiime kavrami
gelistirilmis temel tanim ve 6zellikleri ortaya ¢cikmistir. Zadehin "Bulanik Kiimeler" adli
calismasindan bugiine kadar bu alanda bircok calisma yapilmistir. Bu alanlardan biri
olan bulanik halkanin 6nemli bir yapitasi olan asal ve asalimsi bulanik idealler iizerine
her ne kadar caligmalar olsa da, asal ve asalims1 bulanik ideallerin genislemesi heniiz

yapilmamuistir.

Bu tezde, bulanik idealler bir fonksiyon yardimi ile genisletecek, yeni bir ideal
yapist olusturulacak ve bu yapinin 6zellikleri arastirilacaktir. Daha sonra asalimsi
bulanik ideal ve asal bulanik idealin genellemesi olan 2-yutan asalimsi bulanik ideal
kavrami tanitilacak ve temel Ozellikleri incelenecektir. Tiim bu calismalar 1s1g§1nda da
her iki kavram sentezlenerek 2-yutan 6-asalimsi bulanik ideal kavrami karakterize
edilecektir. Bulanik halka teorisinde yapigimiz calismalari bulanik modiil teorisinde

de arastirip, tiim Ozellikleriyle ele alinacaktir.

Anahtar Kelimeler: Delta asalimsi bulanik idealler, 2-yutan bulanik idealler, 2-yutan

asalimsi bulanik idealler, delta asalimsi bulanik alt modiiller
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ABSTRACT

Some Fuzzy Ideals On Commutative Rings
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There is a growing need for fuzzy logic in mathematics, engineering, or in various
technical fields that allows expression and resolution of uncertainties that are difficult
to express or impossible to pour into data. Based on this need, the concept of fuzzy
set has been developed and its basic definitions and properties have emerged. Since
the study of Zadeh titled "Fuzzy Sets", many studies have been conducted in this field.
Although there are studies on prime and prime fuzzy ideals, an important building
block of fuzzy ring, which is one of these areas, the expansion of prime and prime fuzzy
ideals has not been done yet.In this thesis, fuzzy ideals will be expanded with the help
of a function, a new ideal structure will be formed and the properties of this structure
will be investigated. Then, the concept of 2-absorbing primary fuzzy ideal which is the
generalization of prime fuzzy ideal and primary fuzzy ideal will be introduced and its
basic properties will be examined. In the light of all these studies, both concepts
will be synthesized and the 2-absorbing delta primary fuzzy ideal concept will be
characterized. Our work in fuzzy ring theory will also be investigated in fuzzy module

theory and will be covered with all its features.

Keywords: Delta primary fuzzy ideals, 2-absorbing fuzzy ideals, 2-absorbing primary

fuzzy ideals, delta primary fuzzy submodules
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GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Hayatta oldugu gibi; felsefede, miihendislik gibi teknik alanlarda, matematikte, saglik
bilimlerinde belirsizlikleri ¢6zmek hatta anlamak her zaman kolay ya da miimkiin
olmayabilir. Olsa bile ¢oziimlerin karsilig1 olarak "evet" ya da "hayir", "dogru" ya
da "yanlis", "1" ya da "0" yeterli gelmeyebilir. Aslinda bu mantik isleyisi-"Boolean

qlt

Mantig1"- bilgisayarlarda dahi kullaniliyor olsa da gelisen diinyada Aristo’nun diinyay1
sadece siyah veya beyaz olarak kabul etmesinin aksine grilerin hatta acgik gri ya da
koyu, siyaha yakin gri gibi ara degerlerin de olmasi ile celismektedir. Iste hayatta
siyah ve beyaz arasinda sonsuz renk tonu oldugu gibi, matematikte ifade edilemeyen
belirsizlikleri tanimlama ihtiyacindan dolay1 bulanik mantik bu noktada devreye
girmisir. Bu konuda bir milat sayilan Lotfi Askerzade Zadeh’in "Bulanik Kiimeler" [[1]
makalesi ile bulanik mantik sisteminin temelleri kurulmus ve dogrunun da bir derecesi
oldugu belirtilerek bulanik mantik matematige dahil edilmis oldu. Bu calismayla
ortaya atilan ana fikir; envensel kiime icindeki elemanlarin bir kiimeye ait veya ait
degil olarak kesin bir cizgiyle ayrilmasindan ziyade, bu kesin yargiy1 ortadan kaldirip
kiimeye aitligin derece ile ifade edilebilecegine dayanmasidir. Klasik mantiga bir
alternatif olan bulanik mantik, uygulama alanlarinda ¢6ziim iirettigi gibi, bir cok

arastirmaci tarafindan cebirsel yapilarin 6zelliklerini arastirmada da bir ara¢ olmustur.

Rosenfeld [2]] yaptig1 calismada bulanik kiime kavramindan yararlarak bulanik grup
teorisini ortaya cikarmistir. Bu teoriden sonra Das [|3] da seviye alt gruplarini insaa
etmis ve boylece klasik cebir teorisi ile bulanik cebir teorisi arasindaki kopriiniin
temellerini atmistir. Bulanik grup teorisi insaasi iizerine de ilerleyen yillarda Liu [4]
tarafindan bulanik halka teorisi kurulmus ve bulanik ideal kavramlari tanimlanmistir.
Ardindan Mukherjee ve Sen [5] yine bulanik idealler ile ilgili caligmalar yapmistir.
Klasik halka teorisinde asal idealler ne derece 6nemli ise bulanik halka teorisinde
de asal bulanik idealler o kadar éneme sahip olmus ve asal bulanik ideal kavrami
1989’da yine Mukherjee ve Sen [|6]] tarafindan karakterize edilmis ardindan Malik ve

Mordeson tarafindan [|7]] calismasiyla gelistirilmistir. Bu tanimlamadan sonra yine



Malik ve Mordeson’nun [|8]’deki ¢aligmalarinda asalims: bulanik ideal ve radikal ideal
kavramlarindan bahsedilmistir. Yine [9,|10], gibi bircok matematik¢inin calismasinda

bulanik halka teorisi ilgi odagi olmustur.

Bulanik halka teorisinde calismalar glinimiize kadar gelistirilerek devam ederken
klasik halka teorisinde de bircok yeni makaleler yayinlanmistir. Klasik halka teorisinin
temel kavramlarindan olan asal ve asalimsi ideallerin genellestirmesi c¢alismalari
bu yayinlardan baslicalaridir. 2001 yilinda Zhao'nun [[11]] ¢alismasinda & ideal
genislemesi kavrami verilerek asalimsi ideallerin genel bir tanimi yapilmistir. Asalimsi
ideallerin genislemesi incelendikten sonra 2007 yilinda ise Badawi tarafindan [12]
calismasinda asal ve asalimsi ideallerin genellemesi olan 2-yutan idealler tanimlanmis
daha sonra [[13]] calismasinda da 2-yutan asalimsi idealler tanitilmistir. Bu arastirmalar
baz alinarak 2017 yilinda ise Zhao ve Fahid tarafindan [|14]] calismasi yapilarak 2-
yutan asalimsi idealler ile delta asalims: idealler arasindaki iligski sentezlenmis bir

sonraki calismalar icin de ilham kaynagi olmustur.

Klasik halka teorisindeki bu problemlerin ¢oziimlenmesiyle birlikte modiil teorisinde
de bu yapilarin nasil tanimlandig1 sorusu ortaya ¢ikmis, bu kavramlar modiil teorisinde
de tek tek ele alinmistir. Gelistirilen modiil teorisi tanimlar1 bulanik halka teorisinde
oldugu gibi bulanik modiil teorisinde de merak uyandirmistir. Bunun sonucunda
bulanik modiiller,bulanik asal ve asalimsi alt modiiller gibi bir¢ok yeni tanim yapilmus,
Zahedi ve Al-Shamiri'nin [[15-17]'deki makalelerinde oldugu gibi bircok calismaya
kaynak olmustur. Atani'nin [|18]’deki ¢arpimsal bulanik modiiller ile ilgili calismasiyla
yeni bir tanim ortaya ¢ikmis ve bu kavram yardimiyla bulanik modiil teorisi gliniimiize

kadar gelistirilmeye devam etmistir.

1.2 Tezin Amaci

Bu tez calismasinda, klasik halka teorisi ve modiil teorisinde tanimlanmis olan asal
ve asalimsi ideal ve alt modiillerin bazi 6zel hallerini inceleyip bu kavramlar: bulanik
halka ve bulanik modiil teorisine uygulamak amaclanmistir. Bu amag¢ dogrultusunda
daha o6nce tanimlanan bulanik idealler, bir fonksiyon yardimi ile genisletilecek béylece
asalimsi1 bulanik ideal gibi bazi 6zel bulanik ideallerin genellemesi yapilacaktir.
Tanimlanan yeni kavramlarin bulanik halka homomorfizmas: altindaki karakteristigi
incelerek homomorf goriintli ve ters goriintii gibi cebirsel yapilar1 arastirilacaktir.
Tanimlanan yeni bulanik idealler, seviye kiimeleri yardimi ile halka teorisindeki
ozellikleri incelenecek ve halka teorisi ile bulanik halka teorisi arasindaki iligki
kurulacaktir. Tim bu calismalarin sonucunda bulanik halka ve modiil teorisindeki

problemler icin bir kaynak olusturulmasi hedeflenmistir.



1.3 Orijinal Katki

Degismeli ve birimli halkalarin idealleri {izerinde Zhao [[11] tarafindan tanimlanmis
0 ideal genislemesi baz alinarak bulanik ideal genislemesi tanimlanacak ve 6-asalimsi
bulanik idealler iizerine calismalar yapilacaktir. Bu calismada, 6-asalimsi bulanik
ideallerin bazi 6zellikler altinda homomorf goriintii ve ters goriintiilerinin yapisi
incelenecektir. Ayrica birbiri ile bilesim ve kesisim gibi islemleri ile iliskileri ele
alinacaktir. Ardindan, 2-yutan bulanik idealler tanimlanacak ve 2-yutan asalimsi
bulanik idealler icin bir zemin hazirlanacaktir. Bu tanimlar 1s1g1nda asal ve asalimsi
bulanik idealler ile iliskileri arastirilacaktir. Son olarak 6-asalimsi bulanik ideal ile
2-yutan asalimsi bulanik ideallerin sentezi olan 2-yutan 6-asalims: bulanik ideallerin

yapisi incelenip 6zellikleri iizerine ¢alismalar yapilacaktir.



2

TEMEL KAVRAMLAR

Bu boéliimde tezin ilerleyen boliimlerinde gorecegimiz yapilarin daha anlasilabilir
olmas: icin gerekli temel bilgileri verecegiz. Bu genel bilgilerin hazirlanmasida
cogunlukla First Course In Abstract Algebra [19]], Algebra Rings, Modules
and Categories I [20], Abstract Algebra: An Introduction [21], Soyut Cebir
Cozlimlii Problemleri [22]] ve Steps In Commutative Algebra [23]] kaynaklarindan

faydalanilmastir.

2.1 Halkalar ve idealler

Bu kisimda, ikili islemli bir yap1 olan halka kavrami ve idealleri hakkinda temel bilgileri

verecegiz.

Tanim 2.1. R bos kiimeden farkli bir kiime ve "+" ve "-" islemleri de R {izerinde ikili
islemler olsun. Asagidaki kosullarin saglanmasi durumunda R’ye bir halka denir ve

(R,+,- ) swral iicliisti ile gosterilir.

i. (R,+) bir degismeli gruptur.

ii. ""islemi R tizerinde birlesmelidir.

iii. "" islemi "+" islemi iizerine sagdan ve soldan dagilmalidir, yani her a,b,c € R
icin (a + b)c = ac + bc ve a(b + ¢) = ab + ac saglanmalidir.

Z,Q,C ve R adi toplama ve carpma iglemine gore birer halkadir.

Yorum 2.1. Ryi bir halka olarak aldigimizda Tanim 2.1 (i) geregi R degismeli bir
toplamsal gruptur ve grubun birimi olan "0;" elemani halkanin sifir1 olarak adlandirilir.
Ayrica her a € R'nin toplamsal tersi "—a" ile gosterilip a, b € R olmak iizere a+(—b) =

a — b olarak yazilabilir.

Tanim 2.2. R bir halka olsun.



i. Eger R halkas: "-" islemine gore birimli ise kisaca R halkasina birimli halka denir

ve halkanin birimi 1; olarak gosterilir.
ii. Eger R halkas1 "" islemine gore degismeli ise R halkasina degismeli halka denir.

iii. R birimli halka olmak tizere sifirdan farkli her a € R ic¢in ab = ba = 1; olacak

sekilde bir b € Rvarsa b elemanina a’nin tersi, a’ya da terslenebilir eleman denir.

iv. Sifirdan farkl iki elemanin carpimi sifir oluyor ise bu elemanlara sifir bolen
eleman denir. R halkasinin sifir bolen elemani yoksa halkaya sifir bélensiz halka

denir.

Tanim 2.3. R bir birimli halka ve 1; # O olsun.

i. R halkasi degismeli ve sifir bolensiz ise R’ye tamlik bolgesi adi verilir.

ii. R halkasinin sifirdan farkli her elemaninin bir tersi var ise R’ye bolenler halkasi

(bolme halkas1) denir.
iii. Degismeli bolenler halkasina cisim denir.

Tanim 2.4. R bir halka ve S de R'nin bostan farkli bir alt kiimesi olsun. Eger S de

R’deki islemlere gore halka oluyor ise S’ye R'nin bir alt halkas: denir.

Z halkasi, Q'nun bir alt halkasi, Q halkasi, R'nin bir alt halkasi ve R halkas1 da C’nin
bir alt halkasidir.

Teorem 2.1. R bir halka ve S de R’'nin bostan farkli bir alt kiimesi olsun. S kiimesinin
R’nin bir alt halkast olmast i¢in gerek ve yeter kosul her a,b € Sicina—b € Sveab €S

olmasidr.

Teorem 2.2. R bir halka ve {S;};c; kiimeler ailesi ise R’nin bostan farkli alt halkalart
olsun. O halde (| S; arakesiti de R'nin bir alt halkasidur:

i€l
Tanim 2.5. R bir halka ve S de R’nin bir alt kiimesi olsun. S’yi kapsayan tiim alt

halkalarin arakesitine S ile iiretilen alt halka denir ve < S > ya da (S) ile gosterilir.
Eger S bos kiime ise S’nin irettigi alt halka sadece O elemanindan olusan sifir
halkasidir.

Teorem 2.3. (R,+,-) bir halka olsun. Eger a,b € R icin ab = 0 iken a = 0y veya

b = 0y oluyorsa , yani R’nin sifir béleni yoksa asagidakiler saglanir.



i. Her a,b € Rve Oy # ¢ € R i¢cin ac = bc ise a = b saglamir. ( sagdan kisaltma
ozelligi )

ii. Her a,b € Rve Oy # ¢ € R i¢cin ca = cb ise a = b saglanir. ( soldan kisaltma
ozelligi )

Tanim 2.6. (R, +,-) bir halka olsun. a € R icin na = 0y olacak sekilde bir n € Z*
elemani varsa bu elemanlarin en kiiciigiine R halkasinin karakteristigi denir. Eger bu

sekilde bir n eleman1 yoksa R'nin karakteristigi sifirdir denir.

Q, R ve C cisimlerinin karakteristigi 0 iken Z, (p asal) cisminin karakteristigi p’dir

Tanmim 2.7. (R, +,-) bir halka ve (§ # I, R’nin bir toplamsal alt grubu icin

i. Hera,belicina—bel

ii. HeraelvereRiginarel (rael)

sartlar1 saglaniyor ise I’ya R’nin sag ideali (sol ideali) denir. Hem sag hem de sol ideal

ise de iki tarafli ideal ya da kisaca ideal denir.

O ve R’'nin kendisi R'nin asikar idealleridir, asikar olmayan tiim ideallerine de 6z ideal

denir.

Teorem 2.4. R bir halka olmak iizere R’nin bostan farkli {I;},.; idealler ailesinin arake-

siti olan I = () I; kiimesi de R'nin bir idealidir.
ieJ

Tanim 2.8. R bir halka ve I da R'nin bir alt kiimesi olsun. I’y1 kapsayan tiim ideallerin
arakesitine I ile iiretilen ideal denir ve < I > ya da (I) ile gosterilir. Eger I kiimesi tek

bir {a} elemanindan olusuyorsa I = {a}’nin {irettigi (a) idealine temel ideal denir.

Her ideali temel ideal olan halkaya temel ideal halkasi, her ideali temel ideal olan

tamlik bolgesinde de temel ideal bolgesi denir

Eger I bos kiime ise I nin iirettigi ideal sifir idealidir.

Teorem 2.5. R birimli ve degismeli bir halka olsun. O halde § # I C R idealinin tirettigi
ideal (I)={>.ra;:r; €R,a, €I,n € Z"} olur.
i=1

Tanmim 2.9. R bir halka, I ve J birer ideal olsun. I ve J ideallerinin toplami olan
I+J={a+b:acl,beJ} 2.1

kiimesi de R'nin bir idealidir.



Tanmim 2.10. R bir halka, I ve J birer ideal olsun. I ve J ideallerinin ¢arpimi olan

n
1J={Zaibi:aiel,bieJ,neW} (2.2)
i=1
kiimesi de R’nin bir idealidir.

Tanim 2.11. (R,+,-) ve (S, ®, ®) birer halka ve f : R — S bir fonksiyon olsun. Eger ,

i. Hera,b €Ricin f(a+ b) = f(a)® f(b)

ii. Hera,b €Ricin f(a-b)= f(a)® f(b)

sartlar1 saglaniyorsa f’ye halka homomorfizmasi denir.

f : R — S halka homomorfizmasi icin eger f bire-bir ise f’ye monomorfizma , f orten

ise epimorfizma, f hem 6rten hem de bire-bir ise de f’ye izomorfizma adi verilir.

Yorum 2.2. (R,+,-) halkasindan (S,®,®) halkasina f halka homomorfizmasi ayni
zamanda (R, +)den (S, ®)’ye bir grup homomorfizmasi oldugundan f(0z) = Og ve
her a € R igin f(—a) = —f(a) olur.

R bir halka ve Id : R — R birim fonksiyon olsun. Burada Id fonksiyonu bir halka
homomorfizmasidir, ayrica bire-bir ve ortendir. Boylece Id bir izomorfizma olur.

Teorem 2.6. R, S birer halka ve f : R — S bir érten homomorfizma olmak tizere,

i. R degismeliise S de degismelidir.

ii. R birimliise S de birimlidir ve f(1z) = 1.
iii. A, R’nin bir alt halkast ise f (A) da S’nin bir alt halkasidir.
iv. B, S’nin bir alt halkast ise f ~'(B) de R’nin alt halkasidir.

Tanim 2.12. f fonksiyonu (R,+,:) halkasindan (S,®,®) halkasina tanimli bir

homomorfizma olsun.
f_l{OR}:{a €R: f(a) =04} (2.3)

kiimesine f’nin cekirdegi denir ve Cekf ile gosterilir. Cekf de R’nin bir idealidir.

Teorem 2.7. R bir halka ve I da R'nin bir ideali olsun. R’nin I’ya gore kalan siniflarinin

kiimesi olan R/I,
(a+D)+(b+I)=(a+b)+I

(a+I)-(b+I)=a-b+1

(2.4)
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ile tarumlt "+" ve "" islemleri ile bir halkadiw. Bu (R/I,+,-) halkaya da béliim halkast

denir.

Teorem 2.8. R bir halka ve I da R’nin bir ideali olsun. f : R — R/I’ya her a € R i¢in
f(a) = a+Iile tamuml f fonksiyonu bir epimorfizmadir ve Cekf = I’dir. Burada tanimli

f fonksiyonuna da dogal homomorfizma denir.

2.1.1 Bazi Ozel idealler

Bu kisimda halka teorisindeki bazi 6zel yapidaki ideallere ve aralarindaki iliskilere dair
genel bilgiler verecegiz. Bu kisimi olustururken ek olarak [[11-13]] makelelerinden
faydanilmistir. Tez boyunca aksi belirtilmedikce tiim halkalar en az iki elemana sahip

birim elemanli ve degismeli halka olarak ele alinacaktir.

Tanim 2.13. R bir halka ve M de bir ideal olsun. Eger,

i. M#R

ii. R'nin M C I C R olacak sekilde bir I ideali yoksa

M’ye maksimal ideal denir.

Tamim 2.14. R degismeli bir halka ve P de R'nin kendisinden farkli bir ideali olsun.
a,b € Ricin ab € P iken a € P ya da b € P sartlarindan biri saglaniyor ise P’ye asal

ideal denir.

Tanmim 2.15. R degismeli bir halka ve P de R'nin kendisinden farkli bir ideali olsun.
a,b €Ricinab € Pikena € P yadabirn € Z" icin b" € P sartlarindan biri saglaniyor

ise P’ye asalimsi ideal denir.
Teorem 2.9. Her maksimal ideal bir asal ideal, ve her asal ideal bir asalimsi idealdir.

Tanim 2.16. R degismeli bir halka ve I da R’nin bir ideali olsun.

VI={a€R:birneZ" icina" €I} (2.5)
kiimesine I’nin radikali denir ve +/I da R'nin bir idealidir.

Tanim 2.17. R degismeli ve sifirdan farkli birimli bir halka ve I bir ideal olsun.
Herhangi a, b,c € R icin abc € I iken ab € [ ya da ac € I ya da bc € [ sartlarindan
biri saglaniyor ise I’'ya 2-yutan ideal denir.

p asal bir tam say1 olmak iizere Z halkasinin (p?) ideali bir 2-yutan idealdir.
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Teorem 2.10. Her asal ideal bir 2-yutan idealdir.

Tanim 2.18. R degismeli ve sifirdan farkli birimli bir halka ve I bir ideal olsun.
Herhangi a, b,c €Ricin abc € I iken ab € I yada ac € V1 yada bc € /I sartlarindan

biri saglaniyor ise I’ya 2-yutan asalimsi ideal denir.

p asal bir tam say1 olmak iizere Z halkasinin n € Z* i¢in (p") ideali bir 2-yutan asalimsi
idealdir.

Teorem 2.11. Her 2-yutan ve asalimst ideal bir 2-yutan asalimst idealdir.

Teorem 2.12. R bir halka ve I bir ideal olsun. Eger +/I ideali asal ise I ideali de 2-
yutan asalimst idealdir. Dolayistyla, P asal ideali icin de n € Z* olmak iizere P" ideali

de 2-yutan asalimst ideal olur.

Tanim 2.19. R bir halka ve I da bir 2-yutan asalims: ideal olsun. O halde P = 1
ideali 2-yutan idealdir ve bu I idealine P-2-yutan asalimsi ideal denir

Teorem 2.13. R halkasinin {I,},c, P-2-yutan asalimst idealler ailesinin arakesiti olan

I = (I kiimesi de R'nin bir P-2-yutan asalimst idealidir.
ieJ

Tanmim 2.20. R birimli, degismeli bir halka ve .#(R) , R'nin ideallerinin kiimesi olmak
tizere 6 : #(R) — #(R) icin asagidaki kosullar saglaniyorsa &’ya ideal genislemesi
denir.

i. Her I € #(R) icin I C 6(I)dir.

ii. I,J € #(R) olmak tizere I CJ iken 6(I) C 6(J)'dir.

R halkasinin her I ideali icin 6,(I) = +/T ile tanmimlansin. I € .#(R) oldugundan 5,(I) =
VI € #(R)dir. AyricaI,J € #(R)icinI C J ise 5,(I) = VI C vJ = 5,(J) olur ve &,

bir ideal genislemesidir.

Tanim 2.21. R bir halka, I bir ideal ve 6 bir ideal genislemesi olsun. Her a, b € R i¢in
abelvea¢liken b € 6(I) oluyor ise I'ya §-asalimsi ideal denir.

Bu tanimin ab € I ve a ¢ 6(I) iken b € I olmasina denk oldugu goriilmektedir.

2.2 Modiiller

Bu boliimde halka teorisi tizerine kurulu 6nemli bir yap1 olan modiiller hakkinda genel
bilgiler verecegiz. Bu bilgilerin derlenmesinde genel olarak Multiplication Modules
[24, 25], Degismeli Halkalar ve Modiiller [26] kaynaklarindan faydalanilmistir. Tezin
onceki kistmlarinda kabul edildigi gibi R halkasi yine birimli ve degismeli olarak kabul

edilecektir.



Tanim 2.22. R bir halka ve (M, +) bir degismeli grup olsun. R ve M’nin skaler ¢arpimi
ile tanimli - : R x M — M fonksiyonu her r,s € R ve m,n € M icgin
i r(m+n)=rm+rn
ii. (r+sym=rm+sm
iii. r(sm)=(rs)m

iv. Iym=m

sartlarini sagliyorsa M’ye bir R-modiil denir.

Asagidakiler modyiiller icin birer 6rnektir.

i. Her R halkasi, halkadaki carpim islemi ile kendi tizerinde bir R-modiildiir.

ii. Her G toplamsal grubu, Z x G — G fonksiyonunda carpim n € Z,x € G icin
(n, x) — nx ile tammlandiginda bir Z-modiil olur.

R bir halka, M bir R-modiil ve N kiimesi M’nin bostan farkli bir alt kiimesi olsun. Eger
N de kendi basina bir R-modiil ise N’ye M nin alt modiilii denir.

Asagidakiler alt modiiller icin birer 6rnektir.

i. R halkasin1 kendi iizerinde bir R-modiil olarak aldigimizda R’nin idealleri
R-modiil R'nin alt modiilleridir.

ii. Her G toplamsal grubunun alt gruplar Z x G — G fonksiyonunda carpim n €

Z,x € G icin (n, x) — nx ile tanimlandiginda bir Z-modiil olur.

Tanmim 2.23. R birimli, degismeli bir halka, M bir R-modiil ve (M) , M’nin alt
modiillerinin kiimesi olmak iizere 6 : (M) — (M) icin asagidaki kosullar
saglaniyorsa 6’ya alt modiil genislemesi denir.

i. Her N € (M) icin N C 6(N)'dir.

ii. N,K € (M) olmak iizere N C K iken 6(N) C §(K)'dir.
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2.3 Bulanik Halkalar ve Bulanik Idealler

Bu kisimda Bulanik Halka Teorisindeki temel bilgiler verilecektir. Bu bilgilerin
edinilmesinde M. Mordeson'un Fuzzy Commutative Algebra adli kitabindan [27]],
Rosenfeld [2]], Malik ve Mordeson [|7, 28], Mukherjee ve Sen’in [|5, |6, 8] ¢calismalardan

faydalanilmastir.

Tanim 2.24. X bos kiimeden farkl bir kiime olmak tizere X’den L = [0, 1]’ye taniml1
u : X — L fonksiyonuna X’in bulanik alt kiimesi denir. X’in tiim bulanik alt
kiimelerinin ailesine de X’in bulanik kuvvet kiimesi denir ve L* = {u|lu : X — L}

ile gosterilir.

Yorum 2.3. u : X — L = [0,1] olmak iizere her x € X i¢in u(x) = ¢ € [0,1]
oluyorsa u’ye sabit bulanik alt kiime denir. Tez boyunca aksi belirtilmedikce tiim
bulanik fonksiyonlarin sabitten farkli oldugunu ve L = [0, 1] kapali aralagin1 da tam

sirali olarak kabul edecegiz.

Tamim 2.25. y , X kiimesinin bulanik alt kiimesi olsun.
Imu = {u(x) : x €X} (2.6)

ile tanimlanan kiimeye u’'niin goriintii kiimesi denir.

Tanim 2.26. u , X kiimesinin bulanik alt kiimesi olsun.
u ={xeX:ulx)>0} (2.7)

ile tanimlanan kiimeye u’'niin destekleyicisi denir.

Tanim 2.27. X bos kiimeden farkl bir kiime ve Y de X’in bir alt kiimesi olsun. r € L

olmak tizere

(x) = r, xXe€Y 2.8)
ry(x) = 0. xdv .

ile tanimli fonksiyon da bir bulanik alt kiimedir. Burada Y = {y} kiimesi tek bir

elemandan olusuyorsa fonksiyon

) ox=Yy
yr(X)—{ 0. x#y } (2.9)

olarak tanimlanir ve L-nokta ya da bulanik nokta adimi alir. x, ve y, iki bulanik
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noktasinin ¢arpimi ise

SAT, a=Xxy
(xs.yr) (a) = ((xy)s/\r) (Cl) { } (210)
0, a#xy
ile tanimlanir.
Eger r =1 ise de fonksiyon
Ly (x) Loxer (2.11)
x)= .
! 0, x¢Y

seklinde ifade edilir ve Y’nin karakteristik fonksiyonu denir. 1, = A, olarak da
gosterilebilir.

Karakteristik fonksiyon yardimi ile klasik cebirden bulanik cebire bir baglanti
kurulabilmektedir.

Tamim 2.28. u ve 1, X kiimesinin iki bulanik alt kiimesi olsun. Her x € X icin,

i. u(x)=mn(x)ise u=ndr.
iil. u(x)<n(x)ise u € n’dir. (u(x) < n(x)ise u € n’dir. )
iii. A(x) = u(x) An(x)=min{u(x),n(x)} ile tanimh A bulanik alt kiimesine u ve
1 bulanik kiimelerinin kesisimi denir ve A = u N 7 olarak ifade edilir.
iv. A(x)=u(x)Vn(x)=max{u(x),n(x)}ile tanimli A bulanik alt kiimesine u ve
1 bulanik kiimelerinin birlesimi denir ve A = u U n) olarak ifade edilir.

iki bulanik kiimenin kesisimi ve birlesiminin verilen tanimi genisletilerek
herhangi bir bulanik aile kiimesinin de en kiiciik iist sinir ve en biiyiik alt sinir1
elde edilebilir.

V. {u; :1 €I}, X ’inbulanik alt kiimeleri ailesi olmak iizere, bulanik alt kiimelerinin

en kigiik Gst s () ug;
i€l

(ﬂ ui) () = A p(x) (2.12)
i€l

ve bulanik alt kiimelerinin en biiyiik alt sinur1 _J y;;
i€l
(Uui)(x) =V u(x) (2.13)
i€l tel
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olarak tanimlanir.

Tanim 2.29. R bir halka ve u, n ve { bulanik alt kiimeler olsun. x, y,z € R icin u+ 1,
u—mn, u-n ve [u: ] bulanik alt kiimeleri

L ptm)e)=_v Au()An()}
ii. (w=m)=_v_{u)An()}
iii. (u-m)G)= v {uly) An(=)}

iv. [u:¢]=U{n:neLI(R),nfC u}

ile tanimlanur.

Tanim 2.30. Bos kiimeden farkli bir X kiimesinin bulanik alt kiimesi olan u icin t €

L =[0,1] olmak {izere,

u, ={xeX:ulx)=t} (2.19

ile tamimli kiimeye p’'niin t-seviye alt kiimesi ya da t-kesimi kiimesi denir.

Bu tanim yardimui ile de bulanik cebirden klasik cebire gecis saglanmaktadir.

Teorem 2.14. y ve 1, X kiimesinin iki bulanik alt kiimesi olsun. t € L igin,

L. uCniseu, <mn/dir
ii. Birk €L i¢in k <t ise u, <u,dir
iii. Her t € L i¢in u = 1 olmast i¢in gerek ve yeter kosul u, =7, olmasidir.
iv. Herhangi k,t € Im(u) icin u, = u, olmast igin gerek ve yeter kosul t = k olmasidir:
Teorem 2.15. {u, :i € I}, X ’in bulanik alt kiimeleri ailesi olsun. O halde t € L icin,
i ()= (_ﬂ ui)
iel iel ¢
i |Ju), < (U ,ui) 'dir. L sonlu zincir ise de esitlik saglanir.
t

i€l iel
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Teorem 2.16. Bos kiimeden farkli X ve Y kiimeleri igin, u € L(X) ve n € L(Y) ve
f : X — Y bir fonksiyon olsun.

uniin f fonksiyonu altindaki goriintiisii

(2.15)

. — -1
f(m(y):{v{u(x).xex,f(x) yhof (y)aéw}

0, f =0
ile tarumlanir ve f (u) de Y ’nin bir bulanik alt kiimesidir. n’nin f altindaki ters goriintiisii

ise,

M) =n(f(x)) (2.16)

ile tamimlanir ve f ' (n) da X’in bir bulanik alt kiimesidir.

Tanim 2.31. R bir halka ve u, R’nin bir bulanik alt kiimesi olsun. Eger her x,y € R

icin
ioplx—y)= u()Auly)
ii. wlxy) =) Au(y)

kosullar1 saglaniyorsa u’ye R’nin bulanik alt halkasi denir ve R'nin tiim bulanik alt

kiimelerinin kiimesi de L(R) ile gosterilir.

Q rasyonel sayilar halkasi ve u : Q — [0, 1]’e bir fonksiyon olmak iizere ;
1, xeZ
u(x) = { } (2.17)

0, x¢7Z

bulanik alt kitmesi bir bulanik alt halkadr.

Tanim 2.32. R bir halka ve u, R’nin bir bulanik alt kiimesi olsun. Eger her x,y € R

icin
(e —y) = p() Au(y)
ii. u(xy) = p(x)

kosullar1 saglaniyorsa u’ye R'nin bulanik sag ideali denir. (ii.) kosulu yerine
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iii. u(xy)=u(y)

kosulu saglaniyorsa da y’ye R'nin bulanik sol ideali denir.
Tanmim 2.33. R bir halka ve u, R'nin bir bulanik alt kiimesi olsun. Eger her x,y € R
icin

ioulx—y)=plx)Auly)

ii. ulxy)=wpx)Vuly)
kosullar1 saglaniyorsa u’ye R'nin bulanik ideali denir ve R'nin tiim bulanik ideallerinin
kiimesi de LI(R) ile gosterilir.

Yorum 2.4. Bir bulanik idealin bulanik alt halka oldugu aciktir.

Z tam sayilar halkasi ve u € L(Z) olmak iizere ;

x=0
x € 27— {0} (2.18)
, diger

-

u(x) =

Wl N
S

bir bulanik idealdir.

Tanim 2.34. R bir halka ve u bir bulanik ideal olsun. R’nin x, bulanik noktasi icin

<x,>(d)= { (2.19)

r, d=Xxa,en az bir a €R icin
0, diger
ile taniml1 bulanik idealine x, bulanik noktasi ile iiretilmis bulanik ideal denir.

Teorem 2.17. R bir halka ve u bir bulanik ideal olsun. Her x,y € R i¢in

. w(0g) = u(x).
ii. u(x) = u(=x).
iii. u(x —y) = u(0g) ise u(x) = u(y)dir

Teorem 2.18. R bir halka olsun. R’nin {u,};c; bulanik idealler (bulanik alt halkalar)

ailesinin arakesiti olan yu = ﬂ w; kiimesi de R’nin bir bulanik idealidir (bulanik alt halka-

iel
sidir).
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Teorem 2.19. {u; : i € I} kiimesi R’nin bulanik ideallerinin bir zinciri olsun. O halde
u = u; bulanik alt kiimesi de bir bulanik idealdir.

i€l
Teorem 2.20. R bir halka ve u ve 1 birer bulanik ideal olsun. O halde [u : n] da bir
bulanik idealdir.

Teorem 2.21. R bir halka olsun. u,m ve { bulanik idealleri icin [u: u] = 1 ve u C
[w: n]dir. Ayrica u € nise [u: ]S [n: {]ve[{:n] S [{: uldir

Lemma 2.1. R bir halka ve u bir bulanik alt kiime olsun. wp’niin bir bulanik ideal ol-
mast i¢in gerek ve yeter kosul t € [0, u(0)] icin u, seviye alt kiimesinin R’nin bir ideali

olmasidir.

Literatiirde asal ve asalimsi bulanik ideallerin bir ka¢ tanimi bulunmaktadir. Bu

tanimlardan bahsedip aralarindaki iligkiyi inceleyecegiz.

Tamim 2.35. R bir halka ve u sabitten farkli bir bulanik ideal olsun. Herhangi a, 8 €
LI(R) i¢in aff € u iken a € u ya da 8 C u sartlarindan biri saglaniyor ise u bulanik
idealine asal bulanik ideal denir.

Tanmim 2.36. R bir halka ve u sabitten farkli bir bulanik ideal olsun. Herhangi x,, y,
bulanik noktalar icin x, y, € u iken x, € u ya da y, € u sartlarindan biri saglaniyorsa
u bulanik idealine asal bulanik ideal denir.

Tanmim 2.37. R bir halka ve u bir bulanik ideal olsun. x, y € Ricin u(xy) = u(0g) iken
w(x) = u(0g) ya da u(y) = u(0g) sartlarindan biri saglaniyorsa u bulanik idealine asal
bulanik ideal denir.

Tanim 2.38. R bir halka ve y bir bulanik ideal olsun. Her x,y € R icin u(xy) = u(x)
ya da u(xy) = u(y) sartlarindan biri saglaniyor ise u bulanik idealine asal bulanik
ideal denir.

Burada dort tanim da incelendiginde aralarinda s6yle bir iliski bulunur. Tanim [2.35]
ve Tanim [2.36| birbirine denktir. Tanim [2.36] Tanim icin gerekli sart, Tanim [2.38
ise Tamim [2.37]icin gerekli sarttir. Kisaca,

Tanim & Tanim = Tanim = Tanim

iliskisi mevcuttur.

Tezin bundan sonraki kesiminde asal bulanik ideal ile Tanim [2.36)1 kastedecegiz.
Tanim [2.38/de tanimlanan asal bulanik idealine de tamamen zayiflatilmis asal bulanik

ideal diyecegiz.

16



Lemma 2.2. R bir halka ve u bir bulanik ideal olsun. Eger u asal bulanik ideal ise her
t € [0,u(0)] igin u, de asal idealdir.

Tanim 2.39. R bir halka ve u bir bulanik ideal olsun. Her x, y € R icin u(xy) = u(x)
ya da bir n € Z icin u(xy) = u(y") sartlarindan biri saglaniyor ise u bulanik idealine

asalimsi bulanik ideal denir.

Tanmim 2.40. R bir halka ve u sabitten farkli bir bulanik ideal olsun. Herhangi x,, y,
bulanik noktalar icin x,y, € u iken x, € u ya da bir n € Z i¢in y' € u sartlarindan
biri saglaniyorsa u bulanik idealine asalims: bulanik ideal denir.

Buradaki iki tanim arasinda Tanim saglaniyorken Tanim [2.39] saglanir durumu
mevcuttur. (Tanim = Tamim [2.39). Dolayistyla tezin bu kismindan sonra Tanim
asalimsi1 bulanik ideal tanimi olarak kullanilacaktir. Tanim [2.39/da tanimlanan
asalimsi bulanik idealine de tamamen zayiflatilmis asalimsi bulanik ideal diyecegiz.

Lemma 2.3. R bir halka ve u bir bulanik ideal olsun. Eger u asalimst bulanik ideal ise

her t € [0,u(0)] icin u, de asalimst idealdir.

Tanim 2.41. R bir halka ve u bir bulanik ideal olsun. w'niin radikali x € R icin

Jo(x) = n\Z/l,u(x”) (2.20)

olarak tamimlanir.

Burada R'nin x, bulanik noktasi i¢in x, € ,/u olmasi icin gerek ve yeter kosul bir n € Z

icin x", € u olmasidir.
Teorem 2.22. Eger u, R’nin bir bulanik ideali ise ./ de bir bulanik idealdir.

Teorem 2.23. R bir halka ve u bir bulanik ideal olsun. t € [0,u(0)] icin +/(u,) =
(VE), dir

Teorem 2.24. R bir halka ve uq, Uy, ..., U, birer bulanik ideal olsun. O halde

ﬁ Vi = ﬁui (2.21)
i=1 i=1

saglanir.

Teorem 2.25. {u; : i € I} kiimesi R’nin bulanik ideallerinin bir zinciri olsun. O halde

U Vi = 1/U.Ui’di”-
i€l i€l

Teorem 2.26. R bir halka ve u bulanik ideali asal bulanik ideal olsun. O halde /i de
R'nin bir asal bulanik idealidir ve her n € Z" icin /u™ = ,/p'diir.
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Tanim 2.42. f : R — S bir halka homomorfizmasi ve u € LI(R) bir bulanik ideal

olsun. x € Rve y € S icin y bulanik idealinin f altindaki goriintiisti

VIp(x) :x €X,f(x) =y}, F ) #0 } 2.22)

fwy)= { 0 ) =0

olarak tamimlanir.

Tanim 2.43. f : R — S bir halka homomorfizmasi ve nn € LI(S) bir bulanik ideal
olsun. x € R i¢in n) bulanik idealinin f altindaki ters goriintiisii

S () = n(f (x)) (2.23)

olarak tanimlanir.

Teorem 2.27. f : R — S bir halka homomorfizmast, u € LI(R) ve n € LI(S) olacak
sekilde iki bulanik ideal olsun. O halde,

i. f~Y(n) da Cekf iizerinde sabit olacak sekilde R’'nin bir bulanik idealidir.

Eger f bir epimorfizma ise,
ii. f(u) de S’nin bulanik idealidir.
iii. f(f~'(n)=mn'dwr

Eger f bir epimorfizma ve u bulanik ideali Cekf tizerinde sabit ise,
. f7H(f (W) = wdir

v. Her x € Rigin f(u)(f (x)) = p(x)dir

2.4 Bulanik Modiiller

Bulanik modiiller ile ilgili temel bilgilerin derlenmesinde genel olarak [|15-18]

kaynaklarindan faydalanilmistir.
Tanim 2.44. R bir halka ve M bir R-modiil olsun. M iizerinde tanimli y bulanik alt
kiimesi icin
i. Her x,y € M icin u(x —y) = u(x) Au(y)
ii. Her x € M ve r € R icin u(rx) = u(x)
iii. u(0,)=1
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sartlar1 saglaniyor ise y’ye M’nin bulanik R-modiilii denir.

Tanim 2.45. R bir halka ve M bir R-modiil olsun. M’nin u ve 1 bulanik R-modiilleri
icin n C u ise n’ya pw'niin bulanik alt modiilii denir. Eger u = A,, ise de n’ya M’nin

bulanik alt modiilii denir.

Yorum 2.5. Tamim [2.44den M R-modiilii icin A,/ /niin M’nin bir bulanik R-modiilii
oldugu aciktir.

Teorem 2.28. R bir halka olsun. R-modiil R iizerinde u’niin bir bulanik alt modiil olmast
icin gerek ve yeter kosul u’niin R’nin w(0) = 1 olacak sekilde bir bulanik ideali olmasidur.

Teorem 2.29. R bir halka ve M bir R-modiil olsun. u ve A, uw(0) = 1ve A(0) =1
olacak sekilde birer bulanik ideal ; o ve n) da birer bulanik alt modiil olsun. O zaman

asagidakiler saglanir.

i. 0+ n bulanik alt modiildiir.
ii. uo bulanik alt modiildiir.
iii. (u+A)o=puo+ Ao

v. (uA)o = u(Ao)

Tanim 2.46. M bir R-modiil , u ve A bulanik alt modiiller olmak {izere [u: A] kiimesi
[u: A]={r,: r,A C u, r,Rnin bir bulanik noktasi} (2.24)

olarak tamimlanir.

Teorem 2.30. R bir halka ve M bir R-modiil olsun. u ve A bulanik idealler ise [u: A]
bir bulanik idealdir.

Teorem 2.31. R bir halka ve M bir R-modiil olsun. a bir bulanik ideal; u ve v da birer

bulanik alt modiil olsun. O zaman asagidakiler saglanir.

i [u:v]vCu.
ii. afu:alCu.
iii. avCu<esaClu:v]eSvClu:al

Teorem 2.32. u ve A, R-modiil M’nin bulanik alt modiilii olsun. O zaman [ : A] bir
bulanik idealdir

19



Tanim 2.47. R bir halka ve v, R-modiil M nin bir bulanik modiilii olsun. x,, R’nin,
m, de M ’nin bulanik noktalar1 ve u de v'niin sabitten farkli bir bulanik alt modiili
olsun. Eger x,m, € u iken x, € [u: v] ya da m, € u ise p’ye v'niin asal bulanik alt

modili denir.

Ozel olarak v = A,, alimirsa x,m, € u iken x, € [u: A,,] ya da m, € u ise u’ye M’nin
asal bulanik alt modiilii denir.

Teorem 2.33. u, R-modiil R’nin bir bulanik alt modiilii olmak iizere u’'niin R-modiil
R’nin asal bulanik alt modiilii olmast icin gerek ve yeter kosul u’niin, R'nin u(0) = 1

olacak sekilde asal bulanik ideali olmasidur.

Tamim 2.48. R bir halka ve v, R-modiil M’nin bir bulanik modiili olsun. R’'nin x, ve
M’nin m, bulanik noktalar1 ve v'niin sabitten farkl bir y bulanik alt modiilii icin eger
x,m, € u iken bir n € Z* sayisi icin (x,)" € [u:v] ya da m, € u ise y’ye ¥niin
asalimsi bulanik alt modiilii denir.

Ozel olarak v = A, alinirsa x,m, € u iken bir n € Z* sayisi icin (x,)" € [u: A,,] ya

da m, € u ise u'ye M’nin asalimsi bulanik alt modiilii denir.

Teorem 2.34. u, R-modiil R'nin bir bulanik alt modiilii olmak iizere y’niin R-modiil
R’nin asalimst bulanik alt modiilii olmast igin gerek ve yeter kosul u’niin, R’nin u(0) =1
olacak sekilde asalimst bulanik ideali olmasidir.

Tanim 2.49. R bir halka ve M bir R-modiil olsun. Eger M’nin her u bulanik alt modiilii
icin £(0) = 1 olmak iizere £A,, = u olacak sekilde bir £ bulanik ideali var ise M’ye

carpimsal bulanik modiil denir.
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3

BAZI OZEL BULANIK IDEALLER

Bu boliimde R halkas: iizerinde tanimli bazi 6zel bulanik idealler tanimlanip yapilar
incelenecektir.

3.1 §&-Asalimsi Bulanik idealler
Tanim 3.1. R degismeli ve birimli halka ve u bir bulanik ideal olmak iizere 6 : LI(R) —

LI(R) icin asagidaki kosullar saglaniyorsa 6’ya bulanik ideal genislemesi denir.
i. ucé(u),VueLI(R)

ii. u,n € LI(R) olmak {izere u C 7 iken 6(u) € 6(n)

R bir halka olsun.

(1) 64(u) = w ile taniml 6, birim fonksiyonu her u € LI(R) icin bir bulanik ideal

genislemesidir.

(2) 6,(u) = /u ile tanimh 6, fonksiyonu da her u € LI(R) i¢in bir bulanik ideal
genislemesidir.

w bir bulanik ideal oldugundan her x € R icin,

VEG) = v pe) 2 pe )\ px) 2 px) (3.1)
elde edilir. Boylece ilk kosul olan u € /g = 6,(u) saglanir. Bir n € LI(R) i¢in u € n

ise,
Vel = v px) < V(") = vnlx) (3.2)

olur ve boylece ,/u € /1 yani 6,(u) € 6,(n) elde edilir. Buradan da 6,’in bir bulanik
ideal genisleme oldugu goriiliir.
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(3) Herhangi ¢ bulanik ideali ve her u bulanik ideali igin 6,(u) = [u : {] ile tanimh

6, da bir bulanik ideal geniglemesidir.

Teorem geregi her u bulanik ideali icin u C [u : {] = 6,(u) ve u C 7 iken
[u: ] = 6,(u) € [n: {] = 6,(n)dir. Boylece 6,nin da bulanik ideal genislemesi

oldugu goriilmiis olur.

Tanim 3.2. R bir halka, y bir bulanik ideal ve 6 bir bulanik ideal genislemesi olsun.
Her a,b € R i¢in u(ab) > wu(a) iken 6(u)(b) = wu(ab) oluyor ise u’ye tamamen
zayiflatilmis &-asalimsi bulanik ideal denir. Ayrica bu tanimi u(ab) > 6(u)(a) iken
w(b) = u(ab) saglanir seklinde de ifade edebiliriz.

u bulanik idealinin tamamen zayiflatilmis 6,-asalimsi1 bulanik ideal olmasi icin gerek

ve yeter kosul u bulanik idealinin tamamen zayiflatilmis asal bulanik ideal olmasidir.

u bir tamamen zayiflatilmis 6,-asalims1 bulanik ideal ve x,y € R icin u(xy) # u(x)
olsun. O halde u(xy) > u(x)dir. u bir tamamen zayiflatilmis 6,-asalimsi1 bulanik
ideal oldugundan 6,(u)(y) = u(y) = u(xy) oldugu goriiliir. Boylece u(xy) = u(y)
elde edilir ve u bir tamamen zayiflatilmis asal bulanik ideal olur.

Tersine, u bir tamamen zayiflatilmis asal bulanik ideal ve u(xy) > u(x) olsun. O halde
So(w)(y) = u(xy) oldugu gosterilmelidir. u tamamen zayiflatilmis asal bulanik ideal
ve u(xy) > u(x) yani u(xy) # u(x) oldugundan, u(xy) = u(y) elde edilir. Béylece
So(W)(¥) = w(y) = u(xy) oldugu goriiliir ve u bir tamamen zayiflatilmis 6,-asalimsi

bulanik ideal olur.

u bulanik idealinin tamamen zayiflatilmis §,-asalimsi bulanik ideal olmasi i¢in gerek
ve yeter kosul u bulanik idealinin tamamen zayiflatilmis asalimsi bulanik ideal

olmasidir.

u bir tamamen zayiflatilmis §,-asalimsi bulanik ideal olsun. O halde y’'niin tamamen
zayiflatilmis asalimsi bulanik ideal oldugunu gostermeliyiz. x,y € R icin u(xy) >
u(x) oldugunu kabul edelim. u bir tamamen zayiflatilmis &,-asalims1 bulanik ideal
oldugundan, &;(u)(y) = yHu(y) = u(xy) bulunur. Her k € Z* igin, u(y*) < u(xy)
ise n\z/l,u(yk) < u(xy) olur ve n\z/l,u(yk) = Ju(y) < u(xy) elde edilir ki bu da
bir celiskidir. Boylece en az bir k € Z* icin u(y*) > u(xy)dir ve u bir tamamen

zayiflatilmis asalimsi bulanik ideal olur.

Tersine, uy bir tamamen zayiflatilmis asalimsi bulanik ideal olsun. x,y € R igin
w(xy) > u(y)iken 6,;(u)(y) = u(xy) oldugu gosterilmelidir. u tamamen zayiflatilmis
asalimsi bulanik ideal oldugundan, u(xy) > u(y) iken bir n € Z* i¢in u(y™) = u(xy)
olur. Buradan n\z/l,u(y") > u(xy) elde edilir. Boylece n\Z/l,u(y”) = /u(y) = u(xy)
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oldugu goriliir ve bu da &, (u)(y) = u(xy) oldugu yani y’'niin tamamen zayiflatilmis
0,-asalimsi bulanik ideal oldugu anlamina gelir.

Tanim 3.3. R bir halka, u bir bulanik ideal ve 6 bir bulanik ideal genislemesi olsun.
R'nin x, ve y, bulanik noktalari icin x,y, € u iken x, € u ya da y, € 6(u) oluyor ise
u’ye 6-asalimsi bulanik ideal denir.

Tanim ve Tamim [3.2]den anlasilacag: lizere her §-asalimsi bulanik ideal bir
tamamen zayiflatilmigs 6-asalimsi bulanik idealdir. Ayrica tezin bundan sonraki
kisimlarinda aksi belirtilmedikce , 6-asalimsi bulanik idealde bahsedilen &’y1 bir

bulanik ideal genislemesi olarak kabul edecegiz.

R halka ve u bir bulanik ideal olsun.

(1) wnin 0,-asalims: bulanik ideal olmasi icin gerek ve yeter kosul p'niin asal

bulanik ideal olmasidir.

(2) wniin 6,-asalimsi bulanik ideal olmasi icin gerek ve yeter kosul p’'niin asalimsi

bulanik ideal olmasidir.

Teorem 3.1. R bir halka, u bir bulanik ideal ve 6 bir bulanik ideal genislemesi olsun. W
bulanik idealinin 6-asalimst bulanik ideal olmast igin gerek ve yeter kosul m, & bulantk

idealleri icin n& C uiken n € wya da & C 6(u) olmasidir.

Ispat. R bir halka ve u bir 6-asalimsi bulanik ideal olsun. Herhangi 7, & bulamk
idealleri icin nE € u iken n € u ve & ¢ 6(u) oldugunu kabul edelim. O halde
n(x) > ul(x) ve £(y) > 6(u)(y) olacak sekilde en az bir x,y € R vardir. Buradan
n(x) =rve E(y) =sicin x, ¢ u ve y, ¢ 6(u) elde edilir. Fakat kabuliimiiz geregi
n& € u oldugundan da r As < n&(xy) < u(xy) boylece (xy), s = X, ¥, € u bulunur.
u bir 6-asalimsi bulanik ideal oldugundan da x, € u ya da y, € 6(u) olmalidir, ki bu
bir celigkidir.

Tersine, herhangi 7, £ bulanik idealleri igin n& € u iken n € u ya da & € 6(u)
sartlarindan biri saglansin. R'nin x,, y, bulanik noktalari icin x,y, € u olsun. O halde
Tanim [2.34] geregi < x,y, >=< x, >< ¥, >C u olur. Hipotezden de < x, >C u ya
da < y, >C 6(u) elde edilir. Boylece x, € u ya da y, € 6(u) oldugu goriiliir ve u bir

6-asalimsi bulanik ideal olur. [ |

Teorem 3.2. y bir bulanik ideal, & bir bulanik ideal genislemesi ve & da t € [0, u(0)]
icin 6(u,) = 6(w), olacak sekilde bir ideal genislemesi olsun. O halde y bulanik ideali &-

asalimst bulanik ideal ise t € [0, u(0)] icin u, seviye kiimesi de R’nin 5-asalimst idealidir.
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Ispat. u bir 5-asalimsi bulanik ideal olsun. R'nin x,y elemanlarn icin xy € u, ve
x ¢ u, iken y € 6(u,) oldugu gosterilmelidir. xy € u, ve x ¢ u, ise x,y, € uve x, ¢ W
olur. u bir §-asalims1 bulamk ideal oldugundan da y, € &(u) ve y € 6(u), = 6(u,)
elde edilir. Buradan da u,’'nin 6-asalimsi ideal oldugu séylenir. [ |

R bir halka, 6 = 6, ve § = §, sirasiyla ideal genislemesi ve bulanik ideal genislemesi
olmak tizere, u bir bulanik ideal ise ,/u; = /i, oldugundan 5.(u) = &,(w), dir. w
bir 0,-asalimsi1 bulanik ideal ise de Ornek (2) geregi u bir asalimsi bulanik idealdir
ve Lemma den de u,'nin asalimsi ideal oldugu goriiliir. Boylece u, bir 5,-asalimsi
ideal bulunur.

Teorem 3.3. p bir bulanik ideal, & bir bulanik ideal genislemesive 5 da t € [0, u(0)] igin
5(u,) = 6(u), olacak sekilde bir ideal genislemesi olsun. O halde u bulanik ideali tama-
men zayiflatilmis 6-asalimst bulanik ideal olmast icin gerek ve yeter kosul t € [0, u(0)]

icin u, seviye kiimesinin de R’nin 6-asalimst ideali olmasidir.

Ispat. u bir tamamen zayiflatilmis 6-asalimsi bulanik ideal olsun. x,y € Rve t €
[0,u(0)] icin xy € u, ve x ¢ u, iken y € &(u,) oldugu gosterilmelidir. xy € u,
ve x ¢ u, ise u(xy) = t ve u(x) < t’dir. Buradan u(xy) > u(x) elde edilir. u bir
tamamen zayiflatilmis 6-asalimsi bulanik ideal oldugundan &6(u)(y) = u(xy) =t
olur. Béylece 5(u)(y) = t ve y € 6(u), = 5(u,) elde edilir ve u, ’nin bir §-asalims1
ideal oldugu goriiliir.

Tersine, her t € [0, u(0)] icin u, bir §-asalims1 ideal olsun. x, y € Ricin u(xy) > u(x)
oldugunu kabul edelim. O halde u(xy) = k olacak sekilde bir k € [0, u(0)] vardir.
Burada k = u(xy) > u(x) oldugundan xy € u, ve x ¢ u, elde edilir. Herhangi
k € [0, u(0)] icin w, de bir 5-asalims: ideal oldugundan, y € §(u,) = 5(u), sonucuna
varilir. Boylece 6(u)(y) = k = u(xy) olur ve u'niin bir tamamen zayiflatilmis
0-asalimsi bulanik ideal oldugu soylenir. |

Teorem 3.4. y ve 6 iki bulanik ideal genislemesi olsun. Her u bulanik ideali igin
6(u) C y(u) ise, her 6-asalimst bulanik ideal bir y-asalimst bulanik idealdir. Ayrica, her
0 bulanik ideal genislemesi i¢in her asal bulanik ideal bir 6-asalimst bulanik idealdir.

Ispat. & bir bulanik ideal genislemesi ve u bir 5-asalimsi bulanik ideal olsun. x, ve y,
bulanik noktalari igin x,y, € u ve x, ¢ u iken kabuliimiiz geregi y, € 6(u) bulunur.
Her bulanik ideali i¢in 6(u) € y(u) oldugundan y, € 6(u) € y(u) elde edilir bu da
wniin y-asalimsi bulanik ideal oldugunu gosterir.

{ bir asal bulanik ideal olsun . Her 6 bulanik ideal genislemesi i¢in {’nin bir -asalims1

bulanik ideal oldugunu gosterelim. x, ve y, bulanik noktalar icin x,y, € { ve x, ¢ {
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olsun. ¢ bir asal bulanik ideal oldugundan y, € { olur. & bulanik ideal genislemesi
oldugundan da y, € { C 6({) elde edilir. Boylece ¢ bir -asalimsi bulanik ideal

bulunur. [ |

Teorem 3.5. 6; ve 0, bulanik ideal genislemeleri ve herhangi u bulanik ideali igin
6(u) = 6,(u) N 6,(u) olarak tamimlanan & da bir bulanik ideal genislemesidir. Genel
olarak, bulanik ideal genislemelerinin kesisimi de bulanik ideal genislemesidir.

Ispat. &, ve 5, bulanik ideal genislemeleri oldugundan, u € §,(u) ve u € 6,(u) olur.
Buradan, u C 6,(u) N 6,(u) = 6(u) elde edilir. Diger taraftan 7,y bulanik idealleri
igin y € nise 6,(y) € 61(n) ve 6,(r) € 6,(n)dir. Buradan da 6(y) = 6,(y) N6,(y) €
6,(m)N&,(n) = 6(n) oldugu goriiliir. Boylece 6(y) € 6(n) elde edilir ve 6’'nin da bir

bulanik ideal genislemesi oldugu soylenir. |

Teorem 3.6. & bir bulanik ideal genislemesi ve u bir bulanik ideal olsun. Es(u) =
(W{ve€LIR) : u S v, v bir 5-asalimst bulanik ideal} ile tamumli E5 da bir bulanik ideal

genislemesidir.

Ispat. Her u € LI(R) icin u C Ej(u) ve herhangi ¢,y € LI(R) icin { C 7y iken
Es(Z) € Es(y) oldugunu gostermeliyiz. Es(u)'nin tanimindan y C Es(u) oldugu
goriiliir. Herhangi ¢,y € LI(R) icin { C y ise y bulanik idealini kapsayan &-asalimsi
idealler ayrica {’y1 da kapsar ve ayrica {’y1 kapsayan 6-asalimsi bulanik idealler y’y1
kapsayamayabileceginden Es({) € Es(y) oldugu sonucuna varilir. |

Tanim 3.4. 6 bir bulanik ideal genislemesi olsun. Her u, £ € LI(R) i¢in

S(un&)=26(u)né(g) (3.3)

saglaniyorsa 6 bulanik ideal genislemesine kesisim koruyan bulanik ideal genislemesi
denir.

Tanim 3.5. f : R — S halka homomorfizmasi olmak iizere her n € LI(S) icin
S(f'(m)) = f71(6(n)) esitligi saglaniyor ise & ’ya global bulanik ideal genislemesi
denir.

0, ve 0, bulanik ideal genislemeleri hem global hem de kesisim koruyan bulanik ideal

genislemeleridir.

Herhangi u, & € LI(R) bulanik idealleri icin
NG MES I (EF M) (3.4)
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ve

So(uN&)=pun&=2564(u)Nsy(&) (3.5)

oldugundan 6, sirasiyla global ve de kesisim koruyan bulanik ideal genislemesidir.

§:(f W) = v/ f W) = £V = fH(8, () (3.6)
ve
S:(uN&)=+/uné=yanvE=5,u)Ns,(&) (3.7)

oldugundan da 6, sirasiyla global ve de kesisim koruyan bulanik ideal genislemesidir.

Teorem 3.7. 6 kesisim koruyan bir bulanik ideal genislemesi ve u,, ..., U, de R’nin o-

asalimst bulanik idealleri olsun. Her i € {1,2,...,n} icin & = 6(u;) ise u = [ | y; de bir
i=1
0-asalimsi bulanik idealdir.

n n

Ispat. x, ve y, bulanik noktalari i¢in x,y, € u = (| y; iken x, ¢ pu = (| u; oldugunu
i=1 i=1

kabul edelim. O halde her i € {1,2,...,n} icin x,y, € u; ve en az bir j € {1,2,...,n}

i¢in x, ¢ u;dir. u; de bir 6-asalims1 bulanik ideal oldugundan y, € 6(u;) = & elde

edilir. 6 kesisim koruyan bir bulanik ideal genislemesi oldugundan
5(u)=6((\u) = )6u)={)&=¢& =5 (3.8)
i=1 i=1 i=1

oldugu goriiliir. Boylece y, € 6(u) = & ve uw'niin de bir §-asalimsi bulanik ideal oldugu

sonucuna varilir.

Teorem 3.8. & bir global bulanik ideal genislemesi ve f : R — S bir halka homomorfiz-
mast olsun. O halde S’nin herhangi bir n, 5-asalimst bulanik ideali icin f ~'(n) de R’nin

bir 6-asalimst bulanik idealidir.

Ispat. R’nin x, ve y, bulanik noktalar1 icin x,y, € f(n) ve x, ¢ f%(n) olsun. O
halde f~'(n)(xy) = r Asve f7(n)(x) < r olur. Buradan n(f (xy)) = n(f (x)f (y) =
r As ve n(f(x)) < r elde edilir. Bu ise f(x),f(y), € n ve f(x), ¢ n oldugunu
gosterir. 11 da bir 6-asalims1 bulanik ideal oldugundan, f(y), € 6(n) ve 6(n)(f(¥)) =
s bulunur. Bulanik ideallerin ters goriintiisii tammindan f~(5(n))(y) = s ve & da
global oldugundan 5(f '(1))(y) = s elde edilir. Boylece y, € 5(f (1)) sonucuna
varilir. [ |
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Teorem 3.9. f : R — S orten bir halka homomorfizmast ve 6 global bulanik ideal
genislemesi olsun. R’nin Cekf iizerinde sabit olan u bulanik ideali 6-asalimst bulanik

ideal ise f (u) de S’nin bir 6-asalimst bulanik idealidir.

Ispat. S’'nin a, ve b, bulanik noktalari icin a,b, € f(u) ve a, ¢ f(u) olsun. O halde
f(u)ab) = r As ve f(u)(a) < r olur. f orten bir homomorfizma oldugundan
her a,b € S icin f(x) = a ve f(y) = b olacak sekilde x,y € R vardir. Buradan
FWUCf(y)) = rAs ve f(Wf(x) < r elde edilir u bulanik ideali Cekf
izerinde sabit oldugundan Teorem (v.) geregince u(xy) = r Asve u(x) <r
oldugu goriiliir. Boylece x,y, € u , x, ¢ u ve u de bir 6-asalimsi bulanik ideal
oldugundan y, € 6(u) ve 6(u)(y) = s sonucuna varili. &(u)niin f altindaki
gortintlisii tammindan f(6(w))(f (¥)) = 6(u)(y) = s ve (f(¥)); = b, € f(6(u)) olur.
Eger f(6(u)) = 6(f (u)) oldugu gosterilirse ispat tamamlanir. u bulanik ideali Cekf
{izerinde sabit ve & da global oldugundan &(u) = 5(f 1(f (w))) = fH(6(f (u))) elde
edilir. f homomorfizmasinin da 6rten olmasindan 6(f (u)) = f (6(w)) bulunur ve ispat

tamamlanir. [ |

Sonug [ 5-Asalimsi Bulanik Idealler icin Esleme Teoremi ]

f : R — S bir 6rten homorfizma, 6 bir global bulanik ideal genislemesi olsun. R’nin
Cekf iizerinde sabit olan 6-asalimsi bulanik idealleri ile S’'nin §-asalimsi bulanik

idealleri arasinda bire bir esleme vardir.

3.2 2-Yutan Bulanik idealler

Bu boliimde asal bulanik ideallerin bir genislemesi olan 2-yutan bulanik idealler

tanimlanacak ve sonraki boliimler icin alt yapilar olusturulacaktir.

Tanim 3.6. R’nin sabitten farkli u bulanik ideali ve herhangi x, y,z € R i¢in

p(xyz) < u(xy) yada u(xyz) < u(xz) yada u(xyz) < u(yz) (3.9)

sartlarindan biri saglaniyor ise u’ye tamamen zayiflatilmis 2-yutan bulanik ideal denir.

Lemma 3.1. u, R'nin bir bulanik ideali ve t € [0, u(0)] olsun. O halde y’niin tamamen
zayiflatilmis 2-yutan bulanik ideal olmast igin gerek ve yeter kosul u,’nin 2-yutan ideal
olmasidir.

Ispat. u bir tamamen zayiflatilmis 2-yutan bulanik ideal olsun. Herhangi x,y,z € R
icin t € [0, u(0)] olmak {izere xyz € u, ve xy ¢ u, oldugunu kabul edelim. O halde
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¥z € u, ya da xz € u, oldugu gosterilmelidir. xyz € u, ve xy ¢ u, ise u(xyz) >t >
u(xy)dir. u bir tamamen zayiflatilmis 2-yutan bulanik ideal oldugundan u(xz) >
u(xyz) >t yada u(yz) > u(xyz) =t olur. Béylece xz € u, ya da yz € u, elde edilir
ve u,nin bir 2-yutan ideal oldugu goriiliir.

Tersine, her t € [0,u(0)] icin u, bir 2-yutan ideal olsun. Herhangi x,y,z € R
icin u(xyz) > u(xy) ise u(xyz) = k olacak sekilde bir k € [0,u(0)] vardir ve
k = u(xyz) > u(xy)dir. Boylece xyz € u, ve xy ¢ u,; olur. Her t € [0, u(0)] icin u,
bir 2-yutan ideal oldugundan u; da bir 2-yutan ideal olur ve xz € u, ya da yz € u,
elde edilir. Buradan u(xz) > k = u(xyz) ya da u(yz) = k = u(xyz) sonucuna varilr.

Teorem 3.10. Her tamamen zayiflatilmis asal bulanik ideal bir tamamen zayiflatilmis
2-yutan bulanik idealdir.

Ispat. p bir tamamen zayiflatilmis asal bulanik ideal ve x,y,z € R icin u(xyz) >
w(xy) olsun. u tamamen zayiflatilmis asal bulanik ideal oldugundan u(xz) > u(z) =
w((xy)z) yada u(yz) = u(z) = u((xy)z) olur. Béylece u de bir tamamen zayiflatilmis
2-yutan bulanik ideal olur. [ |

Bir sonraki 6rnek Teorem [3.10/de verilen genellemenin karsitinin her zaman dogru

olmadigini gostermektedir.

R = Z tam sayilar halkasi olmak {izere, x € Z i¢in Z’'nin bir u bulanik ideali,

1, x €4z
u(x)z{ R } (3.10)
2>

olarak tanimlansin. u(2.2) =1> u(2) = % oldugundan y tamamen zayiflatilmig asal
bulanik ideal degildir.

Fakat herhangi x, y,z € Ricin u(xyz) > u(xy) olsun. O halde u(xyz) =1ve u(xy) =
1 yani xyz € 4Z ve xy ¢ 4Z elde edilir Buradan xy € 2Z\4Z ya da xy ¢ 22dir.
Xyz €47 ve xy € 2Z\A4Z ise z € 27 ve x € 2Z ya da y € 2Z olur. Boylece yz € 4Z
ya da xz € 47 elde edilir. Eger xy ¢ 27Z ise z € 4Z olmalidir. Boylece tiim durumlarda
w(xyz) < u(xz) ya da u(xyz) < u(yz) olur ve u’'niin tamamen zayiflatilmis 2-yutan
bulanik ideal oldugu goriiliir.

Tanmim 3.7. u bir bulanik ideal olmak iizere herhangi x, y,z € R icin u(xyz) = u(0)
iken u(xy) = w(0) yada u(yz) = u(0) ya da u(xz) = u(0) sartlarindan biri saglaniyor
ise u'ye K — 2-yutan bulanik ideal denir.
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Tanim 3.8. R’nin sabitten farkl bir y bulanik ideali ve x,, y,, 2, bulanik noktalar icin
x,y.2. € uiken x,y, € u ya da x,2z, € u ya da y,z, € p sartlarindan biri saglaniyor ise
wye 2-yutan bulanik ideal denir.

Teorem 3.11. Her asal bulanik ideal bir 2-yutan bulanik idealdir.

Ispat. Asal bulanik ideal ve 2-yutan bulanik ideal tanimindan kolayca goriiliir. |

Lemma 3.2. u, R’nin bir bulanik ideali ve t € [0, u(0)] olsun. O halde u bir 2-yutan
bulanik ideal ise u, de 2-yutan idealdir.

Ispat. u bir 2-yutan bulanik ideal ve t € [0,u(0)] olsun. x,y,z € R icin xyz € u,
oldugunu kabul edelim. O halde u(xyz) > t’dir. Buradan (xyz),(xyz) =t < u(xyz)
ve (xyz), = x.¥.2, € u elde edilir. y bir 2-yutan bulanik ideal oldugundan x,y, =
(xy), e uyada x,z, = (xz), € uyaday,z = (yz), € usaglanir. Boylece xy € u, ya
da xz € u, ya da yz € u, olur ve u, de bir 2-yutan ideal olmus olur. [ |

3.3 2-Yutan Asalimsi Bulanik Idealler

Tanim 3.9. R'nin sabitten farkli bir y bulanik ideali ve herhangi x,y,z € R igin
u(xyz) < pulxy) ya da u(xyz) < ,/u(xz) yada pu(xyz) < /u(yz) sartlarindan biri

saglaniyor ise p’ye tamamen zayiflatilmis 2-yutan asalimsi bulanik ideal denir.

Teorem 3.12. Her tamamen zayiflatilmis asalimst bulanik ideal bir tamamen za-

yiflatilmis 2-yutan asalimst bulanik idealdir.

Ispat. p bir tamamen zayiflatilmis asalimsi bulanik ideal ve x, y,z € R icin u(xyz) >

u(xy) olsun. u tamamen zayiflatilmis asalims: bulanik ideal oldugundan /u(xz) >

J(z) = u(z") = u(xyz) yada Jo(yz) = /o(z) = p(z") = u(xyz) olur. Béylece u
de bir tamamen zayiflatilmis 2-yutan asalimsi bulanik ideal elde edilir.

Teorem 3.13. Her tamamen gzayiflatilmis 2-yutan bulanik ideal bir tamamen za-

yiflatilmis 2-yutan asalimst bulanik idealdir.

Ispat. Tamamen zayiflatilmis 2-yutan bulanik ideal ve tamamen zayiflatilmis 2-yutan

asalimsi1 bulanik ideal tanimindan ispat aciktir. |

Bir sonraki 6rnek Teorem (3.13[te verilen genellemenin karsitinin her zaman dogru

olmadigini gostermektedir.
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R = Z tam sayilar halkas: olmak tizere, x € Z i¢in Z'nin bir y bulanik ideali,

(x) = 1, xe€8%Z 3.11)
O N ’

olarak tanimlansin. Burada u bir tamamen zayiflatilmis 2-yutan asalimsi bulanik
idealdir. Gercekten de x,y,z € R icin u(xyz) > u(xy) ise u(xyz) =1 ve 0 = u(xy)
olur. Boylece xyz € 8Z ve xy ¢ 8Z elde edilir. 8Z, Z'nin bir asalims:1 ideali
oldugundan z € 27 = +/8Z’dir. Burada a € Z olmak iizere bulanik ideallerin radikali
tanimi geregi /M,

1, a€2Z
(3.12)

‘/ﬁ(a):{ 0, a¢?2Z

olarak tanimlanir. Buradan ,/fi(xz) = 1 ve /u(yz) = 1 elde edilir ve /u(xz) >
u(xyz) ya da /p(yz) = wp(xyz) oldugu goriliix. Bu ise yniin bir tamamen
zayiflatilmis 2-yutan asalimsi bulanik ideal oldugunu gosterir.

Fakat u(2.2.2) = 1 > 0 = u(2.2) oldugundan u tamamen zayiflatilmig 2-yutan bulanik
ideal degildir.

Lemma 3.3. u, R’nin bir bulanik ideali ve t € [0, u(0)] olsun. O halde u’niin tamamen
zayiflatilmis 2-yutan asalimst bulanik ideal olmast igin gerek ve yeter kosul w,’nin 2-

yutan asalimst ideal olmasidir.

Ispat. u bir tamamen zayiflatilmis 2-yutan asalimsi bulanik ideal olsun. Herhangi
X,Y,2 €Ricin t € [0, u(0)] olmak iizere xyz € u, ve xy ¢ u, oldugunu kabul edelim.
O halde yz € ,/u, ya da xz € ,/u; oldugu gosterilmelidir. xyz € u, ve xy ¢ u,
ise u(xyz) = t > u(xy)dir. u bir tamamen zayiflatilmis 2-yutan asalimsi bulanik
ideal oldugundan ,/fi(xz) > u(xyz) > t ya da ,/u(yz) = u(xyz) = t olur. Boylece

xz € /u, = /U, yadayz € /u, = ./l elde edilir ve u,’nin bir 2-yutan asalims1 ideal
oldugu goriliir.

Tersine, her t € [0, u(0)] i¢in u, bir 2-yutan asalimsi ideal olsun. Herhangi x,y,z €
R i¢in u(xyz) > u(xy) ise u(xyz) = k olacak sekilde bir k € [0, u(0)] vardir ve
k = u(xyz) > u(xy)dir. Boylece xyz € u; ve xy ¢ u; olur. Her t € [0,u(0)]
icin u, bir 2-yutan asalimsi ideal oldugundan u, da bir 2-yutan asalimsi ideal olur ve

Xz € /Uy = W, yada yz € ,/u, = /1, elde edilir. Buradan ,/fi(xz) > k = u(xyz)
yada /u(yz) = k = u(xyz) sonucuna varilir. |

Teorem 3.14. R bir halka ve u bir bulanik ideal olsun. Eger u tamamen zayiflatilmis
2-yutan asalimst bulanik ideal ise ./t de bir tamamen zayiflatimis 2-yutan bulanik
idealdir.
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Ispat. u tamamen zayiflatilmis 2-yutan asalimsi bulanik ideal ise Lemma dan
herhangi t € [0,u(0)] icin u, 2-yutan asalimsi idealdir. Teorem ve Tanim
2.19dan /u, = /i, de bir 2-yutan idealdir. Buradan da Lemma(3.1]geregi de /i, ’nin
bir 2-yutan ideal olmasi icin gerek ve yeter kosul ,/p’niin tamamen zayiflatilmis

2-yutan bulanik ideal olmasidir ve boylece istenen elde edilmis olur. |

Tanim 3.10. u bir bulanik ideal olmak {izere herhangi x, y,z € R icin u(xyz) = u(0)

iken u(xy) = w(0) ya da /u(yz) = wu(0) ya da ,/p(xz) = u(0) sartlarindan biri
saglaniyor ise u’ye K — 2-yutan asalimsi bulanik ideal denir.

Teorem 3.15. Her tamamen zayiflatilmis 2-yutan asalimst bulanik ideal bir K —2-yutan
asalimst bulanik idealdir.

Ispat. u tamamen zayiflatilmis 2-yutan asalimsi bulanik ideal olsun. x,y,z € R
icin u(xyz) = u(0) ise u bir tamamen zayiflatilmig 2-yutan asalimsi bulanik ideal
oldugundan u(0) = u(xy) = u(xyz) = w(0) ya da u(0) = /u(0) = ul(xz) =
u(xyz) = u(0) ya da u(0) = /u(0) = /u(yz) = u(xyz) = u(0) saglanir. Boylece
w(xy) =u(0)yada /p(xz) = w(0) yada ,/t(yz) = u(0) olur ve w'niin bir K—2-yutan
asalimsi bulanik ideal oldugu goriiliir. |

Simdi verecegimiz 6rnekte bir u bulanik idealinin K — 2-yutan asalims1 bulanik ideal
iken tamamen zayiflatilmis 2-yutan asalimsi bulanik ideal olmak zorunda olmadiginm

gosterecegiz.

R = Z tam sayilar halkasi olsun. R halkasi {izerinde x € R icin

1, x=0
u(x)=4 3, x€30Z (3.13)
3, x €Z\30Z

ile tanimli bulanik idealin K — 2-yutan asalimsi bulanik ideal oldugu aciktir. Fakat

4(2.3.5) = % > V{u(2.3), u(2.5), u(3.5)} = % (3.14)

ve
u(2.3.5) = % > V{/I(2.3), /E(2.5), vIi(3.5)} = % (3.15)

oldugundan u tamamen zayiflatilmis 2-yutan asalimsi bulanik ideal olamaz.

Sonuc Her tamamen zayiflatilmis asal bulanik ideal bir tamamen zayiflatilmis 2-yutan

asalimsi idealdir.
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Ispat. Her tamamen zayiflatilmis asal bulanik ideal bir tamamen zayiflatilmig asalimsi
bulanik idealdir. Teorem [3.12/den de istenen elde edilir. |

Teorem 3.16. Her K — 2-yutan bulanik ideal bir K — 2-yutan asalimst bulanik idealdir.

ispat. Tanim[3.7)ve Tanim [3.10{den agikea goriiliir. |

Bir sonraki 6rnek Teorem [3.16]un karsit1 her zaman dogru olmadigini gostermektedir.

w tam sayilar halkas: Z {izerinde x € Z icin

1, xe€8z
} (3.16)

,u(x)={ 0, x¢8Z

ile tamiml1 y bulanik ideali K — 2-yutan asalimsi bulanik idealdir. Fakat u(2.2.2) =

J(2.2) = \>/1 uw(4™) =1 = u(0) ve u(2.2.2) = 1 = u(0) # u(4) = 0 oldugundan, u
K — 2-yutan bulanik ideal olamaz.

Tanim 3.11. R’nin sabitten farkl bir y bulanik ideali ve x,, y,, z, bulanik noktalari icin
x.y2, € uiken x.y, € uyada x,.z, € ./t yada y,z, € ,/u sartlarindan biri saglaniyor
ise u'ye 2-yutan asalimsi bulanik ideal denir.

Teorem 3.17. Her asalimst bulanik ideal bir 2-yutan asalimst bulanik idealdir.

Ispat. Asalimsi bulanik ideal ve 2-yutan asalimsi bulanik ideal tanimlarindan kolayca
gorilir. [ |

Tanim 3.12. Herhangi x,y,z € L ve 1 > a € L elemani i¢cin x A y Az < a iken
xANy<ayadaxAz <aoryAz < a sartlarindan biri saglaniyor ise a’ya 2-yutan

eleman denir.

Teorem 3.18. R bir halka, I bir 2-yutan asalimst ideal ve 1 # a € L bir 2-yutan eleman

(x) = 1, xel (3.17)
= a, xé&I '

ile tanimlt w bulanik ideali de bir 2-yutan asalimst bulanik idealdir.

olsun. O halde x €R i¢in,

Ispat. R bir halka ve I bir 2-yutan asalimsi ideal olsun. R’nin x,, y,, z, bulanik noktalar1
icin x,y,z, € uve x,y, & U, x,.2, ¢ /0 ve y,z, ¢ ./t oldugunu kabul edelim. O halde
her n > 1i¢in pu(xy) < rAs, u((yz)") < y/ul(yz) <sAtve u((xz)") < /olxz) <
r At'dir. Budurumda u(xy)=avexy ¢ I, u((yz)") =ave (yz)" €¢I yani yz ¢ /1,
u((xz)") = a ve (xz)* ¢ I yani xz ¢ +/I olur. I bir 2-yutan asalims1 ideal oldugundan
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xyz ¢ I ve buradan da u(xyz) = a elde edilir. Kabullimiiz geregi r AsAt < u(xyz) =
a’dir. a bir 2-yutan eleman oldugundan dar As < aveyasAt < aveyarAt<a
elde edilir ki bu bir celigkidir. [ |

Teorem 3.19. Her 2- yutan bulanik ideal bir 2-yutan asalimst bulanik idealdir.

Ispat. 2- yutan bulanik ideal ve 2-yutan asalimsi bulanik ideal tanimlarindan ispat
aciktir. |

Teorem |3.19[de verilen genellemenin karsit1 her zaman dogru olmayabilir. Bu 6rnekte

bu genellemenin calismadigini gosterecegiz.

Z tam sayilar halkasi izerinde u bulanik ideali x € Z icin

& 1, xe8Z 3.18)
x)= .
# 0, diger

olarak tanimlansin. Teorem [3.18[den w niin 2-yutan asalimsi bulanik ideal oldugu
acikca goriiliir. Fakat 2,2,2; € u iken 2,2,(4) = 1 > u(4) = 0 ve boylece 2,2, ¢ u
oldugundan u 2-yutan bulanik ideal olmaz.

Lemma 3.4. u, R’nin bir bulanik ideali ve t € [0, u(0)] olsun. O halde u, R’nin 2-yutan
asalimst bulanik ideali ise u, de R’nin 2-yutan asalimst idealdir.

Ispat. p bir 2-yutan asalimsi bulanik ideal ve t € [0,u(0)] olsun. x,y,z € R icin
xyz € u, oldugunu kabul edelim. O halde u(xyz) > t’dir. Buradan (xyz),(xyz) =
t < ulxyz) ve (xyz), = x,y.2, € u elde edilir. u bir 2-yutan asalims1 bulanik ideal
oldugundan x,y, = (xy), € u ya da x,z, = (xz), € J/uyada yz = (yz), € /1
saglanir. Boylece xy € u, yada xz € /u, = /i, yada yz € ,/u, = /U, olur ve u, de
bir 2-yutan asalimsi ideal bulunur. [ |

Teorem 3.20. R bir halka ve u bir bulanik ideal olsun. Eger u bir 2-yutan asalimst

bulanik ideal ise ayrica tamamen zayiflatilmis 2-yutan asalimst idealdir.

Ispat. wniin 2-yutan asalimsi bulanik ideal ve x,y,z € R icin u(xyz) > u(xy)
oldugunu kabul edelim. O halde u(xyz) = t olacak sekilde bir t € [0,u(0)]
vardir. Boylece xyz € u, ve xy ¢ u, olur. Lemma [3.4/den p 2-yutan asalimsi
bulanik ideal iken u, de bir 2-yutan asalims ideal oldugundan xz € J/u, = /U,
ya da yz € /U, = /U, elde edilir Buradan da ,/u(xz) > t = u(xyz) ya da
v(y2) = t = pu(xyz) bulunur ve bu ise p’'niin tamamen zayiflatilmis 2-yutan asalimsi

bulanik ideal oldugunu gosterir. [ |
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Simdi verecegimiz sekilde bu kisima kadar tanimladigimiz bazi 6zel bulanik idealler

arasindaki gecisleri inceleyecegiz.

K-2-Yutan Bulanik ideal _— K-2-Yutan Asalimsi Bulanik ideal

Tamamen Zayiflatilmis Asal ———— Tamamen Zayiflatiimis 2-Yutan ——— Tamamen Zayiflatilmis 2-Yutan Asalims:
Bulanik ideal Bulanik ideal Bulanik ideal

Asal Bulamk ideal 2-Yutan Bulanik ideal 2-Yutan Asalimsi Bulanik ideal

\ N Ideal /

Sekil 3.1 Ozel Bulanik Idealler Arasindaki Iliski

Teorem 3.21. R bir halka ve u bir bulanik ideal olsun. Eger u bir 2-yutan asalimst
bulanik ideal ise ,/u de bir 2-yutan bulanik idealdir.

Ispat. w bir 2-yutan asalimsi bulanik ideal ve x,, y,, 2, bulanik noktalar icin x,y,z, €

Juve x,.y, ¢ Jpolsun. x,y.z, € /p oldugundan r AsAt = x,yz,(xyz) < /ul(xyz)
elde edilir. ,/u tanimindan, ,/t(xyz) = \>/1 pw(x"y"z") = rAsAt’dir. O halde rAsAt <

u(x*y*z*) = u((xyz)*) olacak sekilde bir k € Z* vardir. Bu ise (x,y,z,)* € u olmasim
gerektirir. Ayrica x,y, ¢ /0 oldugundan her k € Z* icin, (x,y,)* = x*y¥ ¢ wdir.
de bir 2-yutan asalimsi bulanik ideal oldugundan x,z, € ,/u ya da y,z, € ,/u olur. Bu
ise ,/@'niin 2-yutan bulanik ideal oldugunu gosterir. [ |

Tanim 3.13. u, R’nin bir 2-yutan asalimsi bulanik ideali olsun. Teorem geregi
y = 4/ bulanik ideali de bir 2-yutan bulanik idealdir ve buradaki u bulanik idealine
y-2-yutan asalimsi bulanik ideal denir.

Teorem 3.22. U, Uy, ..., Uy, R'nin y-2-yutan asalimst bulanik idealleri olsun. O halde
i=1

bulanik ideali de y-2-yutan asalimst bulanik idealdir.

Ispat. Wy, us, ..., u, bulanik idealleri birer y-2-yutan asalims1 bulanik ideal ve u = ﬂ WU

olsun. R’nin Xx,,y,, %, bulanik noktalar1 icin x,y,z, € u ve x,y, ¢ u kabul edehm 0]
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halde bazin > j > 1 icin x,y, ¢ u; ve her n > j > 1 icin x,y,z, € u;dir. u; de bir
y-2-yutan asalims: bulanik ideal oldugundan y,z, € ,/u; =y = (| vl = \| [ | i =
i=1 i=1
Vihyadaxz € /o =v =)=\ = i elde edili. Boylece u de bir
i=1 i=1

y-2-yutan asalimsi bulanik ideal olur. |

Bir sonraki ornek, herhangi iki 2-yutan asalimsi bulanik idealin kesisiminin 2-yutan

asalimsi bulanik ideal olmak zorunda olmadigini gostermektedir.

R = Z olmak tizere R’nin iki bulanik ideali u, ve u,

(x) 1, x€507Z (3.20)
X)= .
= 0, x¢50Z
ve
) 1, x€75% (3.21)
X)= .
Ha 0, x¢75Z

ile tanimlansin. Teorem (3.18[den u, ve u, birer 2-yutan asalimsi bulanik ideal olur.

Bulanik ideallerin kesisimi tanimui ile u; N u, bulanik ideali

(3.22)

1, x€150Z
0, x¢150Z

(ug M) (x) = {

olur. x =25,y =3,2=2€ Z icin
W NUy(25.3.2) =1 > uy Ny(25.3) = uy NUy(25.2) = NUL(3.2) =0 (3.23)

olur. Bulanik ideallerin radikali tanimindan ise

(3.24)

m:{

1, x€30Z
0, x¢30Z

elde edilir. Boylece

P N Up(25.3.2) = 1> 4/ Ny(25.2) = 4/ g NEp(25.3) = v/ g Np(3.2) =0
(3.25)
bulunur. Sonuc olarak, u,; N u, bir tamamen zayiflatilmig 2-yutan asalimsi bulanik

ideal olmadigindan 2-yutan asalimsi bulanik ideal de olmamaktadir.

Teorem 3.23. R bir halka ve u bir bulanik ideal olsun. Eger ,/u bulanik ideali asal

bulanik ideal ise u de bir 2-yutan asalimst bulanik idealdir.
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Ispat. ,/m asal bulanik ideal ve x,, y,,%, R'nin bulanik noktalar olsun. x,yz, € u ve
x,Y, ¢ u kabul edelim. R bir degismeli halka ve x,y,z, € u oldugundan x,y.z,z, =
(x,2)(ys2,) € u € /@ olur. Burada ,/m asal bulanik ideal oldugundan x,z, € /i
ya da y,z, € ,/u elde edilir ve p'niin 2-yutan asalims: bulanik ideal oldugu sonucuna
varilir. |

Sonug u, R'nin bir asal bulanik ideali ise u" de bir 2-yutan asalimsi bulanik idealdir.

Ispat. u bir asal bulanik ideal olsun. Teorem den /I de bir asal bulanik ideal
olur. Ayrica yine Teorem den bir n € Z* i¢in /o = /U™ oldugundan u" bulanik
idealinin radikali de asal bulunmus olur. Boylece Teorem [3.23]den de u" bir 2-yutan
asalimsi1 bulanik ideal bulunur.

Teorem 3.24. {u; : i € I} kiimesi R’'nin 2-yutan asalimst bulanik ideallerinin bir zinciri

olsun. O halde u = | J u; bulanik ideali de R'nin bir 2-yutan asalimst bulanik idealdir.

i€l

Ispat. {u; :i € I} kiimesi R’nin 2-yutan asalimsi bulanik ideallerinin bir zinciri olsun.
Rnin x,, y,,%, bulanik noktalar i¢in x,y.z, € u ve x,y, ¢ u oldugunu kabul edelim.
O halde en az bir j € I icin x, .2z, € u; ve her i € I igin x,y; ¢ u;dir. u; de 2-yutan
asalims bulanik ideal oldugundan y,z, € ,/u; ya da x,z, € ,/u; bulunur. Béylece

¥z € /i S Uvii = JUw =uyadaxz € /u; €Uy = /Uy = uelde
i€l i€l i€l i€l

edilir. -

Teorem 3.25. f : R — S bir halka homomorfizmast olsun. Eger & bulanik ideali S’nin

2-yutan asalimst bulanik ideali ise f ~'(&) de R’nin 2-yutan asalimst bulanik idealidir.

Ispat. f : R — S halka homomorfizmasi ve &, S’nin bir 2-yutan asalimsi bulanik ideali

olsun. R’nin x,, y,,%, bulanik noktalar icin x,y.z, € f (&) oldugunu kabul edelim.

Ohalde r AsAt < FHE)(xyz) = E(f(xyz)) = E(f(x)f(¥)f(2)) olur. Buradan
f(x)=a, f(y)=b,f(2) =ceS olsun. Boylece r As At < E(abc) ve a,byc, € & elde
edilir. £ de bir 2-yutan asalimsi bulanik ideal oldugundan a, b, € £ yada a,c, € v/& ya

da byc, € v/E bulunur. Eger a,b, € & ise r As < £(ab) = E(f (X)f (¥)) = E(f (xy)) =
FHE)(xy) olur ve x,, y, € f (&) elde edilir.

a,c € Y&isebazn € Z  iginr At < £(a"c") = E(f (x)'f (2)") < V E(F (x)"f(2)") =

VEF(f () = VEF(x2)) = fI(VE)(xz) = V/f1(E)(xz) bulunur ve x,z, €
v f71(&) oldugu goriiliir. Benzer sekilde b,c, € /& ise de y,z, € 4/ f~1(§) oldugu

gosterilir. [ |
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Teorem 3.26. Let f : R — S orten halka homomorfizmast ve u, R’nin Cekf iizerinde
sabit olacak sekilde bir 2-yutan asalimst bulanik ideali ise f(u) de S’nin bir 2-yutan
asalimst bulanik idealidir.

Ispat. u,Rnin Cekf iizerinde sabit olan bir 2-yutan asalims1 bulanik ideali ve a,, b,, c,
de S’nin bulanik noktalar1 olsun. Burada a, b,c, € f(u) oldugunu kabul edelim. f bir
orten halka homomorfizmasi oldugundan f(x) =a, f(y) = b, f (2) = ¢ olacak sekilde
X,Y,% € Rvardir. u bulanik ideali Cekf {izerinde sabit oldugundan a,b,c,(abc) =r A
sAt < f(u)abe) = fF () COf (¥)f () = f()(f (xyz)) = u(xyz) olur ve x, yz, €
p sonucuna varilir. Ayrica u bir 2-yutan asalimsi bulanik ideal oldugundan x,y, € u
ya da x,z, € /i yada y.z, € /i elde edilir. Béylece r As < u(xy) = f(w)(f (xy)) =
fWUf () = f(u)(ab) yani a.b; € f(u) yadar At < yp(xz) = V pl(x"z") =

n\z/lf(u)(f(X”)f(Z”)) = n\z/lf(u)(a"cn) =+ f(w)(ac) yania,c, € v/f(u) yadasAt <
Julyz) = n\z/lu(y”Z”) =V f W(f (yMf (") = v f (u)(b"c") = +/f(u)(bc) yani
bic, € v/ f (u) bulunur. |

3.4 2-Yutan §-Asalimsi Bulanik idealler

Tezin bu kisminda tanimlamis oldugumuz 2-yutan asalimsi bulanik ideallerin "o"

bulanik ideal genislemesi yardimi ile genisletilmis hallerini tanimlayip analiz edecegiz.

Tanim 3.14. R bir halka, u bir bulanik ideal ve 6 bir bulanik ideal genislemesi olsun.
R'nin x,, y,, 2z, bulanik noktalari i¢in x,y,z, € u iken x,y, € u ya da x,z, € 6(u) ya da
¥,%, € 6(u) sartlarindan biri saglaniyorsa u’ye 2-yutan §-asalimsi bulanik ideal denir.

0o, w bulanik ideali i¢in 6,(u) = u olacak sekilde bir birim fonksiyon olsun. O halde
w'niin bir 2-yutan 6,-asalimsi bulanik ideal olmasi icin gerek ve yeter kosul 2-yutan
bulanik ideal olmasidir.

w bir 2-yutan §,-asalimsi bulanik ideal olsun. R’nin x,, y,,2, bulanik noktalar1 i¢cin
X, Y%, € uiken x,y, € uyada x,z, € 6,(u) = u yada yz, € 6,(u) = p olur ve u'niin
2-yutan bulanik ideal oldugu goriiliir. Tersine, u bir 2-yutan bulanik ideal olsun. R'nin
X,,Ys,%, bulanik noktalari icin x,y,z, € u iken x,y, € u ya da x,z, € u = 6,(u) ya da
Y%, € U = 0,(u) oldugundan u bir 2-yutan §,-asalimsi bulanik ideal olur.

R bir halka, p bir bulanik ideal ve &, fonksiyonu 6,(u) = ,/@ ile taniml bir bulanik
ideal genislemesi olsun. O halde p'niin bir 2-yutan 6,-asalimsi bulanik ideal olmasi

icin gerek ve yeter kosul 2-yutan asalimsi bulanik ideal olmasidir.
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w bir 2-yutan 6,-asalims: bulanik ideal olsun. R’nin x,, y,,2, bulanik noktalar: i¢cin
X,y%, € uiken x,.y, € u ya da x,2, € 6,(u) = y/u yada y,z, € 6,(u) = ,/u olur ve
wniin 2-yutan asalimsi bulanik ideal oldugu goriiliir. Tersine, u bir 2-yutan asalimsi
bulanik ideal olsun. R’nin Xx,, y,,2, bulanik noktalarn i¢in x, y,z, € u iken x,y, € u ya
da x.z, € y/u=6,(u) yada yz, € /it = 6,(u) oldugundan u bir 2-yutan §,-asalimsi
bulanik ideal olur.

Teorem 3.27. R bir halka, u bir bulanik ideal ve 6 bulanik ideal genislemesi olsun. &(u)
bir asal bulanik ideal ise u bir 2-yutan 6-asalimst bulanik idealdir.

Ispat. x,,Yy,,z, bulanik noktalar icin x,y,z, € u ve x,y, ¢ u oldugunu kabul edelim.
Burada x,y, € 6(u) ise 6(u) bir asal bulanik ideal oldugu icin x, € 6(u) yada y, €
6(u) bulunur. Boylece x,2, € 6(u) ya da y,z, € 6(u) olur ve u bir 2-yutan §-asalimsi
bulanik ideal bulunur.

Eger x,y, ¢ 6(u) ise u € 6(u) oldugundan x,y.z, € 6(u) olur. 6(u) de bir asal bulanik
ideal oldugu i¢in z, € 6(u) elde edilir. Boylece x,z, € 6(u) yada y,z, € 6(u) sonucuna

varilir ve u bir 2-yutan 6-asalimsi bulanik ideal olur. [ |

Teorem 3.28. R bir halka, u bir bulanik ideal olsun. 6 fonksiyonu ise her t € [0, u(0)]
icin 6(u,) = 6(u), olacak sekilde hem ideal genislemesi hem de bulanik ideal genislemesi
olsun. Eger u bir 2-yutan 6-asalimst bulanik ideal ise u, seviye ideali de t € [0, u(0)]

icin bir 2-yutan 6-asalimst idealdir.

Ispat. & fonksiyonu t € [0,u(0)] icin &(u,) = &(u), olacak sekilde bir ideal
genislemesi ve bulanik ideal genislemesi olsun. y’'niin bir 2-yutan §-asalimsi1 bulanik
ideal oldugunu kabul edelim. x, y,z € R icin xyz € u, olsun. O halde x,y,z, € pwdiir.
w bir 2-yutan §-asalimsi bulanik ideal oldugundan x,y, € u ya da x,z, € 6(u) ya
da y,z, € 6(u) elde edilir. Boylece xy € u, ya da xz € 6(u), = 6(u,) ya da
vz € 6(u), = 6(u,) bulunur ve u, nin de 2-yutan §-asalimsi ideal oldugu sonucuna

varilir.

Teorem 3.29. y ve § iki bulanik ideal genislemesi olsun. Herhangi u bulanik ideali i¢in
o(u) € y(u) ise her 2-yutan 6-asalimst ideal bir 2-yutan y-asalimst bulanik idealdir.
Ayrica, her & bulanik ideal genislemesi icin , herhangi bir 2-yutan bulanik ideal bir 2-

yutan 6-asalimst bulanik idealdir.

Ispat. p bir 2-yutan &-asalimsi bulanik ideal olsun. w’niin bir 2-yutan y-asalimsi

bulanik ideal oldugunu gosterelim. R’nin x,, y,,z, bulanik noktalar i¢in x,y.z, € u
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olsun. u bir 2-yutan 6-asalimsi bulanik ideal ve 6(u) € y(u) oldugundan x,y, € u
ya da x,z, € 6(u) € y(u) ya da y,z, € 6(u) € y(u) elde edilir. Boylece u 2-yutan

y-asalimsi bulanik ideal bulunur.

Her 6 bulanik ideal genislemesi icin eger u bir 2-yutan bulanik ideal ise 2-yutan

bulanik ideal tanimindan u bir 2-yutan §-asalimsi bulanik ideal bulunur. |

Teorem 3.30. 6 kesisim koruyan bir bulanik ideal geniglemesi ve u, ..., u, de R’nin 2-
yutan §-asalimst bulanik idealleri olsun. Her i € {1,2,...,n} icin & = &(u;) ise = (| Y;
i=1

de bir 2-yutan 6-asalimst bulanik idealdir.

Ispat. x,,y,,z, bulanik noktalar icin x,y,z, € u = ﬁui iken x,y, ¢ u = ﬁ,ui
oldugunu kabul edelim. O halde her i € {1,2,..., Tﬁ'l icin x,yz, € u; ve elr:11az
bir j € {1,2,..,n} icin x,y, ¢ p;dir. u; de bir 2-yutan §-asahms: bulanik ideal
oldugundan yz, € 6(u;) = £ ya da x,z, € 6(u;) = & elde edilir. 6 kesisim koruyan

bir bulanik ideal genislemesi oldugundan da
5()=6( )= 8Ww) =(E=¢&=5(u,) (3.26)
i=1 i=1 i=1

oldugu goriiliir. Boylece y.z, € 6(u) = £ ya da x,z, € 6(u) = & olur ve buradan da
wniin de bir 2-yutan ¢-asalimsi bulanik ideal oldugu sonucuna varilir.

Teorem 3.31. 6 bir global bulanik ideal genislemesi ve f : R — S bir halka homomor-
fizmast olsun. Eger & bulanik ideali S’nin 2-yutan 5-asalimst bulanik ideali ise f (&)

de R’nin 2-yutan 6-asalimst bulanik idealidir.

Ispat. f : R — S halka homomorfizmasi ve &, S’nin bir 2-yutan §-asalims: bulanik
ideali olsun. R’nin x,, y,,2, bulanik noktalar i¢in x,y,z, € f (&) oldugunu kabul
edelim. O halde r AsAt < f1(E)xyz) = E(f(xyz)) = E(f(x)f (¥)f(2)) olur.
Buradan f(x) = a, f(y) = b,f(2) = ¢ € S olsun. Boylece r As At < &(abc) ve
a,b,c, € & elde edilir. £ de bir 2-yutan 6-asalimsi bulanik ideal oldugundan a, b, € £
ya da a,c, € 6(&) ya da b,c, € 6(&) bulunur. Eger a,b, € £ ise r As < E(ab) =
Ef (1)) =E(f (xy)) = fTH(E)(xy) olur ve x,, y, € f (&) elde edilir.

a,c, € 5(8)ise r At < 5(&)(ac) = 5(E)f (x)f (2)) = 6(E)(f (x2)) = f1(6(8))(x2)
bulunur. & da global oldugundan r At < f1(5(&))(xz) = 6(f 1(&))(xz) bulunur ve
x,2, € 6(f"1(&)) oldugu goriiliir. Benzer sekilde b.c, € 5(&) ise de y,z, € 5(f (&)

oldugu gosterilir. [ |
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Teorem 3.32. 6 global bulanik ideal genislemesi, f : R — S orten halka homomorfiz-
mast, ve u, R’nin Cekf iizerinde sabit olacak sekilde bir 2-yutan 6-asalimst bulanik ideali

ise f(u) de S’nin bir 2-yutan &-asalimst bulanik idealidir.

Ispat. u, Rmnin Cekf iizerinde sabit olan bir 2-yutan &-asalimsi bulanik ideali ve
a,, b,,c, de S’nin bulanik noktalar1 olsun. Burada a,b,c, € f(u) oldugunu kabul
edelim. f bir 6rten halka homomorfizmasi oldugundan f(x) =a,f(y)=b,f(z) =c
olacak sekilde x,y,z € R vardir. u bulanik ideali Cekf {iizerinde sabit oldugundan
a,bc(abe) =rAsat < f(u)(abe) = f(W)(f ()f (V)f (2)) = F(W(f (xy=)) = u(xyz)
olur ve x,y,z, € u sonucuna varilir. Ayrica y bir 2-yutan 6-asalimsi bulanik ideal
oldugundan x,y, € u ya da x,z, € 6(u) ya da y,z, € 6(u) elde edilir. Bdylece
rAs <ulxy)=f(f(xy)) = fu)(f(x)f (¥)) = f(u)(ab) yani a,b; € f(u) ya da
rat < 6(u)(xz) < f(6(w)(f (xz)) = £(6(w))(f (x)f (z)) ve buradan da f (x).f (z), =
a,c. € f(o(u)) yadasAt < o(u)yz) < fF(6Wf(yz)) = F6(u)(f(¥)f (2))
boylece f(y).f (z), = b,c, € f(6(u)) elde edilir.

p bulanik ideali Cekf iizerinde sabit ve & da global oldugundan 6(u) =
S(FHfF (W) = fF~HS(f (u)) elde edilir. f homomorfizmasinin da 6érten olmasindan
6(f(u)) = f(6(u)) bulunur. Sonug olarak ise a,b,c, € f(u) iken a,b, € f(u) ya da
a,c, € f(6(w)) =6(f(w) ya da by, € f(6(u)) = 6(f (u)) elde edilir. u

Sonuc [2-yutan §-Asalims1 Bulanik idealler icin Esleme Teoremi ]

f : R — S bir o6rten homorfizma ve 6 bir global bulanik ideal genislemesi olsun.
R’nin Gekf tizerinde sabit olan 2-yutan 6-asalimsi bulanik idealleri ile S’nin 2-yutan

6-asalimsi bulanik idealleri arasinda bire bir esleme vardir.
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4

BAZI OZEL BULANIK ALT MODULLER

Tezin bu boliminde modil teorisindeki kavramlar bulanik modil teorisinde
incelenecek ve yapisi arastiralacaktir.

4.1 6-Asalimsi Bulanik Alt Modiiller

Tanim 4.1. R bir halka, M bir R-modiil ve 6 bir bulanik ideal genislemesi olsun. R'nin
X,, M’nin m, bulanik noktasi ve M’nin sabitten farkli bir u bulanik alt modiili icin
x,m, € u iken m, € u ya da x, € 6([u: A ]) sartlarindan birini saglaniyorsa u’ye
M’nin 6-asalimsi bulanik alt modiili denir.

R tizerinde tanimli bir y bulanik alt kiimesinin ©u(0) = 1 olacak sekilde &,-asalimsi

bulanik ideal olmast i¢in gerek ve yeter kosul 6,-asalims1 bulanik alt modiil olmasidir.

x, ve Yy, iki bulanik nokta ve y bulanik alt kiimesi u(0) = 1 olacak sekilde bir
0p-asalimst bulanik ideal olsun. x,y, € u ise u bir 6,-asalimsi bulanik ideal
oldugundan y, € u ya da x, € 6,(u) = wdir. y, € u ise ispat biter. O halde
x, € 6o(u) = w oldugunu kabul edelim. Buradan x,A; C u elde edildiginden
x, €[u: Ax] = 6y([u: Az]) bulunur.

Diger taraftan, x, ve y, iki bulanik nokta ve u bir 6,-asalims1 bulanik alt modiil olsun.
x,ys € u iken u bir 6y-asalims1 bulanik alt modiil oldugundan y, € u yada x, €
S([u: Ag]) = [u: Ag] elde edilir. y, € u ise ispat biter. O halde x, € 6([u: Ag]) =
[u: Ag] oldugunu kabul edelim. Burada

r, a=xmbazimeR
} (4.1)

XrAn(a) = { 0, diger

ile tamimli x, Az C p icin R birimli bir halka oldugundan x, € u = §,(u) elde edilir.
Boylece u bir 6,-asalimsi bulanik ideal olur.

Teorem 4.1. y ve & iki bulanik ideal genislemesi olsun. Her m bulanik ideali igin
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6(n) € y(n) ise, her 6-asalimst bulanik alt modiilii bir y-asalimst bulanik alt modiildiir.
Ayrica, her 6 ideal genislemesi igin her asal bulanik alt modiil bir 6-asalimst bulanik alt

modiildiir.

Ispat. & bir bulanik ideal genislemesi ve u bir §-asalimsi bulanik alt modiil olsun.
Rnin x, ve M’nin m, bulanik noktalar icin x,m, € u ve m, ¢ u iken kabuliimiiz
geregi x, € 6([u : Ay ]) bulunur. Her 0 bulanik ideali i¢in 6(n) € y(n) oldugundan
x, € 6([u : AyD) € y([u : Ay 1) elde edilir bu da pniin y-asalimsi1 bulanik ideal

oldugunu gosterir.

¢ bir asal bulanik alt modiil olsun . Her & bulanik ideal genislemesi icin {’'min bir
0-asalimsi bulanik alt modiil oldugunu gosterelim. x, ve m, bulanik noktalar icin
x,m, € { ve m, ¢ ¢ olsun. { bir asal bulanik alt modiil oldugundan x, € [{: A),] olur.
6 bulanik ideal genislemesi oldugundan da x, € [{: A,,] € 6([{: A, ]) elde edilir.

Boylece ¢ bir §-asalims: bulanik alt modiil bulunur.

Teorem 4.2. R bir halka, M bir R-modiil ve 6 bir bulanik ideal genislemesi olsun. Eger

u bir 6-asalimst bulanik alt modiil ise [u: A, ] de bir 6-asalimst bulanik ideal olur.

Ispat. x, ve y, R’nin iki bulanik noktas1 olmak iizere x,y, € [u: Ay, ] ve ¥, ¢ [u: Ay]
olsun. O halde yA;, € u ve en az bir a« € M igin y,Ay(a) > u(a) olur. Burada
¥, Ay (@) = 0 olamayacagindan y,A,(a) = s bulunur. Bir m € M icin a = ym’dir ve
x,y;ms = x,.(ym), € u iken y,m, = (ym), ¢ u olur. u bir 6-asalimsi bulanik alt modyil
oldugundan da x, € 6([u: Ay, ]) bulunur.

Tanim 4.2. R bir halka, M bir R-modiil ve u bir bulanik alt modiil olsun. M’nin m,
bulanik noktasi icin

1, m=0
<m,>(m)=14 t, m=mb, en azbir b €R icin (4.2)
0, diger

ile tanimli bulanik alt modiiliine m, bulanik noktasi ile iiretilmis bir bulanik alt modiil

denir.

Teorem 4.3. R bir halka, M bir R-modiil ve 6 bir bulanik ideal genislemesi olsun. O

halde p’niin bir 6-asalimst bulanik alt modiil olmast i¢cin gerek ve yeter kosul herhangi
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& bulanik ideali ve m bulanik alt modiilii icin En C uiken n Cuyada & S 6([u: Ay])

olmasidr.

Ispat. w bir §-asalimsi bulanik alt modiil ve herhangi & bulanik ideali ve 1 bulanik
alt modiilii i¢in €n € u ve n ¢ w olsun. O halde bir m € M icin n(m) > u(m)
olur. Burada n(m) =t ise m, ¢ u oldugu goriiliir. Herhangi bir x € R igin £ C u
oldugundan da En(xm) < u(xm) bulunur. £(x) = r icin x,m,(xm) = £(x) An(m) <
En(xm) < u(xm) elde edilir. Boylece x,m, € u ve m, ¢ u sonucuna varilir. u bir
6-asalimsi bulanik alt modiil oldugundan da x, € 6([u: A),]) yani x,.(x) =r = &(x) <
O([u: Ay D(x) boylece & € 6([u: Ay, ]) bulunur.

Tersine, herhangi & bulanik ideali ve n bulanik alt modiilii i¢in £n € u oldugunda
n C uveya & C 6([u: Ay]) saglansin. R'nin x, ve M’nin m, bulanik noktalar icin
x,m; € u oldugunu kabul edelim. O halde Tanim [4.2]den < x, >< m, >C u oldugu
goriiliir. Hipotezden m, €< m, >C u ya da x, €< x, >C 6([u: A),]) saglandig

goriiliir. Boylece u bir 6-asalimsi bulanik alt modiil olur. |

Teorem 4.4. R bir halka, M bir R-modiil ve 6 bir bulanik ideal genislemesi olsun. Eger
w bir 5-asalimst bulanik alt modiil ve &, & € §([u: Ay ]) olacak sekilde bir bulanik ideal
ise [u: &]={m, : m,& C u} ile tanimli bulanik alt modiilii igin [w: §] = p'diir.

Ispat. Teorem den u C [u: &] oldugu acgiktir. Diger taraftan, [u: &£]'nin tanimi
geregi E[u: €] € w oldugu gorilir. u bir §-asalimsi bulanik alt modiil ve & ¢
6([u: Ay ]) oldugundan, Teorem geregi [u: £] C u elde edilir ve [u: £] = u
bulunur. |

Teorem 4.5. R bir halka, M bir R-modiil ve 6 bir bulanik ideal geniglemesi olsun. 7,
M’nin bir bulanik kiimesi ve u bir 6-asalimst bulantk alt modiil ise [u: 1] da &-asalimst

bulanik idealdir.

Ispat. x, ve y, R'nin iki bulanik noktas1 olmak iizere x,y, € [u: n] ve y, ¢ [u: 1]
olsun. O halde x,y,n € u ve y,n € u bulunur. u bir §-asalimsi bulanik alt modiil
oldugundan da x, € &6([u: Ay ]) elde edilir. [u: Ay ] € [u: n] oldugundan ve &
bulanik ideal genislemesi tanim1 geregi de x, € 6([u: Ay, ]) € 6([u: n]) elde edilir.

Teorem 4.6. R bir halka, M, R iizerinde bir ¢arpimsal bulanik modiil, u bulanik alt
modiil ve 6 bir bulanik ideal genislemesi olsun. [u: Ay, ] bir 6-asalimst bulanik ideal ise

u de bir 6-asalimst bulanik alt modiil olur.
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Ispat. & bir bulanik ideal ve 7 bir bulanik alt modiil olmak iizere £€n C uve n ¢ u
olsun. O halde & € 6([u: Ay, ]) oldugu gosterilmelidir. M bir carpimsal bulanik modyil
oldugundan y(0) = 1 ve n = yA,, olacak sekilde bir y bulanik ideali vardir. Boylece
En = EyAy € pbulunur. Buradan &y C [u: A,,] elde edilit. n = yA4,, € u oldugundan
day € [u: Aylolur. [u: A, ] bir 5-asalimsi bulanik ideal oldugundan & C 6([u: Ay, ])

sonucuna varilir. |

Teorem 4.7. 6 kesisim koruyan bir bulanik ideal genislemesi ve U, ..., U, de 6-asalimst
bulanik alt modiiller olsun. Her i € {1,2,...,n} icin & = &(u;: Ay) ise u = (| y; de bir
i=1

o0-asalimst bulanik alt modiildiir.

Ispat. Rnin x, ve M’nin m, bulanik noktalarn i¢in x,m, € u = (|, iken m, ¢ u =
i=1

() u; oldugunu kabul edelim. O halde her i € {1,2,...,n} i¢in x,m, € y; ve en az bir

i=1
j €{1,2,..,n} icin m, ¢ u;dir. u; de bir 6-asalims1 bulanik alt modiil oldugundan
m, € 6([u;: Ay]) = & elde edilir. 6 kesisim koruyan bir bulanik ideal geniglemesi

oldugundan

n

5 Ay = 6([ i+ D) =6\ [oti s A D) =[] 8L1s: ]

n (4.3)
=(&=5=5u;: Au])
i=1

oldugu goriiliir. Boylece m, € 6([u: Ay, ]) = & ve wniin de bir §-asalimsi bulanik alt

modiil oldugu sonucuna varilir.

4.2 2-Yutan Bulanik Alt Modiiller

Tanim 4.3. R bir halka ve M bir R-modiil olsun. R’nin x,, y, bulanik noktalari1 , M’nin
m, bulanik noktasi ve M’nin sabitten farkli bir y bulanik alt modiilii icin x,y,m, € u
iken x,m, € uyada ym, € uyada x,y, € [u: A,] sartlarindan biri saglaniyorsa
wye M’nin 2-yutan bulanik alt modiilii denir.

u , R-modiil R iizerinde taniml1 u(0) = 1 olacak sekilde bir bulanik alt kiimesi icin her
u 2-yutan bulanik ideal bir 2-yutan bulanik alt modiiliidiir.

R bir halka ve u bir 2-yutan bulanik ideal olsun. R-modiil R iizerinde tanimli u bulanik

alt kiimesi icin x,, y,,%, R'nin bulanik noktalar1 olmak {izere x,y,z, € u ise u bir
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2-yutan bulanik ideal oldugundan x,z, € uyada y,z, € uyadax,y, € uolur. x,y, € u
ise x,y,Ag € u olur ve boylece x,y, € [u: Az] elde edilir.

Teorem 4.8. R bir halka ve M bir R-modiil olsun. M’nin her asal bulanik alt modiilii

bir 2-yutan bulanik alt modiildiir. Fakat 6nermenin karsitt her zaman dogru degildir.

Ispat. R bir halka, M bir R-modiil ve u bir asal bulanik alt modiil olsun. R’nin x,, y,,
M’nin m, bulanik noktalari i¢in x,y,m, € u ise (xy),sm, € p olur. u bir asal bulanik
alt modiil oldugundan da (xy),,, = x,¥, € [u: Ay, ] ya da m, € u boylece x,m, € u
ya da y,m, € u saglanir. [ |

Bu 6rnekte Teorem [4.8]in karsitinin dogru olamayabilecegi gosterilmistir.

Z tamsayilar halkas: tizerinde Z¢ bir modiil olsun. O halde

(x) = 1, x=0 (4.4)
» 0, x#0 '

ile tamimli bulanik kiime bir bulanik alt modiildiir. Fakat Z’nin 2, ve Z'nin 3; bulanik
noktalar1 icin 2,3, = (2.3); € wdir. Fakat 3; ¢ uve 2, & [u: A, ] = Ag; oldugundan u

bir asal bulanik ideal olamaz. R'nin herhangi x,, y, ve M’nin m, bulanik noktalar1 i¢in
x,y,m, € uiken xym#Oise r AsAt=0veburadan r At =0yadasAt=0yada
r As = 0 elde edilir. Boylece x,m, € uyada ym, € uyada x,y, € [u: Ay] oldugu
goriiliir. Eger xym = 0 ise de sifir bélen tamm geregi xm = 0 ya da ym = 0 ya da
xy = 0 olur ve boylece x,m, € yyada ym, € uyada x,y, € [u: Ay] bulunur.

Teorem 4.9. R bir halka ve M bir R-modiil olsun. N , M’nin bir 2-yutan alt modiilii ise

Ay bulanik alt modiilii de M’nin bir 2-yutan bulanik alt modiiliidiir.

Ispat. R bir halka, M bir R-modiil ve N , M’nin 2-yutan alt modiilii olmak iizere R'nin
herhangi x,, y, ve M’nin m, bulanik noktalar icin x,y,m, € Ay olsun. x,m, ¢ Ay ve
y,;m, ¢ Ay oldugunu kabul edip x,y, € [Ay: A),] oldugunu gosterelim. x,.m, & Ay ve
yim, & Ay ise x,m,(xm) =r At > Ay(xm) ve ym,(ym) =s At > Ay(ym) bulunur
ve Ay(xm) = Ay(ym) = 0 elde edilir. Bu ise xm ¢ N ve ym ¢ N oldugunu gosterir.
Ayricar At > Ay(xm)=0ves At > Ay(ym) =0 oldugundan r As At > 0 sonucuna
varilir. Boylece 0 < rAsAt = x,y;m,(xym) < Ay(xym)ve Ay(xym)=1yanixym €
N olur. N bir 2-yutan alt modiil, xm ¢ N ve ym ¢ N oldugundan xy € [N: M ] elde
edilir. x,y, € [Ay: Ay, ] oldugunu gostermek icin her a € M icin x, y, Ay (a) € Ay(a)
oldugu gosterilmelidir. Burada eger a €< xy > M ise xyM € N oldugundan ¢ € N
olur ve x,yAy(a) = rAs < Ay(a) = 1 elde edilir. Eger a ¢< xy > M ise de
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X, YsAy(a) = 0 < Ay(a) sonucuna varilir. Boylece x,y, Ay € Ay ve X, ¥, € [Ay: Ay]
bulunur. |

4.3 2-Yutan Asalimsi Bulanik Alt Modiiller

Tanmim 4.4. R bir halka ve M bir R-modiil olsun. R’nin x,, y, bulanik noktalari , M’nin
m, bulanik noktasi ve M’nin sabitten farkli bir y bulanik alt modiilii icin x,y,;m, € u
iken x,m, € u yada y,m, € uyada (x,y,) € v/[u: Ay] (ya da bir n € Z* icin
(x, ¥ )" € [u: Ay ]) sartlarindan biri saglaniyorsa u’ye M’nin 2-yutan asalimsi bulanik
alt modiili denir.

u , R-modiil R iizerinde tanimli u(0) = 1 olacak sekilde bulanik alt kiimesi icin her u

2-yutan asalimsi bulanik ideal bir 2-yutan asalimsi bulanik alt modiiliidiir.

R bir halka ve p bir 2-yutan asalimsi bulanik ideal olsun. R-modiil R iizerinde tanimli
w bulanik alt kiimesi icin x,, y,, 2, R'nin bulanik noktalari olmak iizere x, y.z, € u ise
u bir 2-yutan asalimsi bulanik ideal oldugundan x.z, € u ya da yz, € /u ya da
X.Ys € /B olur. x.z, € u ise ispat biter. x,y, € ,/ ise bir n € Z icin (x,y,)" € u ve
(x,¥,)" Az C u olur ve béylece (x,y,)" € [u : Az] ve (x,¥,) € /[ : Az] elde edilir.
Benzer sekilde yz, € /1 ise (,2,) € /[ : Az] oldugu goriilebilir.

Teorem 4.10. R bir halka ve M bir R-modiil olsun. M’nin her asalimst bulanik alt

modiilii bir 2-yutan asalimst bulanik alt modiiliidiir.

Ispat. u bir asalimsi bulanik alt modiil olsun. Rnin x,,y, ve M'nin m, bulamk
noktalar1 icin x,y,m, € y olsun. O halde x,y,m, = (xy), M, € 4 ve u de bir asalimsi
bulanik alt modiil oldugundan bir n € Z* icin ((xy), )" = (x,¥)" € [u: A),] ya da
m, € u elde edilir. Boylece (x,y,)" € [u: A),] yada x,m, € u yada yym, € u elde
edilir. [ |

Teorem [4.10[un aksine bir 2-yutan asalimsi bulanik alt modiil asalimsi1 bulanik alt
modiil olmayagini bir sonraki 6rnekte gorebiliriz.

R = Z tam sayilar halkas1 olmak tizere Z-modiil M = Z tizerinde tanimli A4, bulanik
alt modiili bir 2-yutan asalimsi bulanik alt modiildir. Fakat 2,,3; bulanik noktalar
icin 2,3, € A4, iken ne 3; € Ay, ne de bir n € Z* icin (2,)" € [Agy: Aj,Jdir. Boylece
Agz asalimsi bulanik alt modiil olamaz.

Teorem 4.11. R bir halka ve M bir R-modiil olsun. M’nin her 2-yutan bulanik alt

modiilii bir 2-yutan asalimst bulanik alt modiiliidiir.
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Ispat. Tanim Ve Tanim den kolayca goriiliir. |

Teorem 4.12. R bir halka ve M bir R-modiil olsun. N , M’nin bir 2-yutan asalimst alt

modiilii ise Ay bulanik alt modiilii de M ’nin bir 2-yutan asalimst bulanik alt modiiliidiir.

Ispat. R bir halka, M bir R-modiil ve N , M'nin 2-yutan asalimsi alt modiilii olmak
lizere R'nin herhangi x,, y, ve M’nin m, bulanik noktalar icin x,y,m, € Ay olsun.
x,m, & Ay ve ym, ¢ Ay oldugunu kabul edip bir n € Z* icin (x,y,)" € [Ay: Ay]
oldugunu gosterelim. x.m, ¢ Ay ve y,m, ¢ Ay ise x,m,(xm) =r At > Ay(xm) ve
yom,(ym) =s At > Ay(ym) bulunur ve Ay(xm) = Ay(ym) = 0 elde edilir. Bu ise
xm ¢ N ve ym ¢ N oldugunu gosterir. Ayrica r At > Ay(xm) =0vesAt > Ay(ym) =
0 oldugundan r As A t > 0 sonucuna varilir. Boylece 0 <r AsAt = x,y;m,(xym) <
Ay(xym)ve Ay(xym) = 1yanixym € N olur. N bir 2-yutan asalims1 alt modiil, xm ¢
N ve ym ¢ N oldugundan (xy)" € [N: M] elde edilir. (x,y,)" € [Ay: Ay ] oldugunu
gostermek icin her a € M icin (x,y,)"Ay(a) € Ay(a) oldugu gosterilmelidir. Burada
eger a €< (xy)" > M ise (xy)"M C N oldugundan a € N olur ve (x,y,)"Ay(a) =
rAs < Ay(a) =1 elde edilir. Eger a ¢< (xy)" > M ise de (x,y,)"Ay(a) =0 < Ay(a)

sonucuna varilir. Boylece (x,y,)"A,, € Ay ve (x,y,)" € [Ay: Ay ] bulunur. [ |

Teorem 4.13. R bir halka, M bir R-modiil olsun. w bir 2-yutan asalimst bulanik alt

modiil ise [u: Ay, ] de 2-yutan asalimst bulanik idealdir.

Ispat. x,,y, ve z, R'nin bulanik noktalar1 olmak iizere x,y.z, € [u: A,,] iken y,z, ¢

[u: Ayl x,2, & /Tu: Ayl ve x,y, & v/[u: Ay ] olsun. x,y,z, € [u: Ay ] oldugundan
her m € M icin x,y,z,m; = x,y,(z,m;) € y bulunur. y bir 2-yutan asalims1 bulanik
alt modiil ve x,y, ¢ +/[u: Ay ] oldugundan da x,(z,m;) € u ya da y,(z,m;) € u yani
x,2, € [u: Ay]yada yz, €[u: Ay] elde edilir. Boylece x,2, € [u: Ay;]1 S v Il: Ayl
yada y.z, € [u: Ay ] celiskileri elde edilir. [ |

Teorem 4.14. R bir halka, M bir R-modiil olsun. u bir 2-yutan asalimst bulanik alt
modiil ise her t € [0,Imu] i¢in u, de bir 2-yutan asalimst idealdir.

Ispat. R’nin x,y ve M’nin herhangi bir m elemani icin xym € u, iken xm ¢ u, ve
ym ¢ u, olsun. O halde (xym), = x,y,m, € uve y,m, ¢ u, x,m, ¢ u bulunur. u bir
2-yutan asalimsi bulanik alt modiil oldugundan bir n € Z* icin (x,y,)" € [u: A, ] elde

edilir. Buradan her m € M icin x7'y'm; € u ve bdylece x"y"m € u, elde edilir. Bu ise
x"y"e[u,: M]yani xy € 4/[u,: M] oldugunu gosterir. [ |

Teorem 4.15. {u; : i € I} kiimesi M’nin 2-yutan asalimst bulanik alt modiillerinin

bir zinciri olsun. O halde p = | Ju; bulanik alt modiilii de M’nin bir 2-yutan asalimst
i€l

bulanik alt modiiliidiir.
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Ispat. {u; : i € I} kiimesi M’nin 2-yutan asalimsi alt modiillerinin bir zinciri olsun.
Rnin x,,y, ve M’nin m, bulanik noktalari i¢in x,y,;m, € u = | Ju; ve en az bir n €
Z" icin (x,y)" ¢ [u: Ay ] oldugunu kabul edelim. O halde l(eylcrys)" & [u: Ayl =
[UJ i Ayl =ULpi: Ay olur. Boylece en az bir j € I igin x, y,m, € u; ve heri € I igin
(1;: Y& LU li;,,]’dir. u; de 2-yutan asalimsi bulanik alt modiil oldugundan y,;m, € u;
ya da x,m, € u; bulunur. Boylece y;m, € u; € Uu;=pyadax.m, e u; Uui=u

. i€l iel
elde edilir.
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)

SONUGC ve ONERILER

Bu tezde, Zadeh’in temellerini atti§1 bulanik kiitme mantig1 kullanarak, klasik cebirde
tanimlanmis yapilar bulanik cebir teorisine entegre edilmeye calisilmistin. ~ Bu
dogrultuda halkanin bazi 6zel idealleri, bulanik cebirde yeniden tanimlanmais ve ¢esitli

ozellikleri incelenmistir.

Bulanik halkalardaki bulanik idealler, 6 bulanik ideal genislemesi ile genisletilmis,
incelenecek olan 6zel bulanik ideallerin 6-asalimsi bulanik ideal tanimi ile genelleme

yapilmasi icin bir alt yap1 olusturulmustur.

Bulanik halkalar icin 6nemli bir yapi olan asal ve asalimsi bulanik ideallerin
bir genellemesi olan 2-yutan ve 2-yutan asalimsi bulanik idealler tanimlanmuistir.
Bu iki yap1 arasindaki gecis incelenmis ve bu gecisin tek tarafli olduguna dair
Oornek verilmistir. Seviye kiime kavrami yardimi ile de klasik cebir icinde, bu
yapilarin Ozellikleri arastirilmistir. Tamimlanan bu yapilarin 6zellikleri incelenip
cesitli 6rneklerle dogrulanmistir. 6 bulanik ideal genislemesi yardimiyla da tanim

genellendirilip litaratiire kazandirilmistir.

Son boliimde ise, yapilan bu ¢alismalar modiil teorisinde de degerlendirilip, 2-yutan ve
2-yutan asalimsi bulanik alt modiil tanimlari verilmis ve temel 6zellikleri incelenmistir.
Sonuc¢ olarak ise, arastirmacilar icin bulanik modiil teorisinde bir baslangic bilgisi
olusturulup, noetherian halka, carpimsal halka gibi cesitli 6zel halkalarda da bu

yapilar1 uygulamanin miimkiin oldugu soéylenebilir.
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