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OZET

Kuaterniyon n-Uzayimin Cebirsel Yapilar1 ve Egriler
Teorisi

Deniz ALTUN

Matematik Anabilim Dali
Doktora Tezi

Danisman: Prof. Dr. Salim YUCE

Bu tez dokuz bsliimden olusmaktadir. ilk béliim, tezin giris kismu ile birlikte literatiir 6zetini ve
tezin amacini icermektedir. ikinci béliimde, n-boyutlu reel uzay, n-boyutlu kompleks uzay ve
reel kuaterniyonlar uzay ile ilgili temel kavramlara yer verilmis, kuaterniyon degerli fonksiyon
cesitleri arastinlmistir. Uciincii béliimde, kuaterniyonik egriler icin Frenet-Serret formiilleri
Bharathi ve Nagaraj [ 1] temel alinarak agiklanmistir. Dérd{incii boliim, H" uzay ile ilgili temel
bilgilere ayrilmistir. Tezin bu kismina kadar bazi alt boliimler ve bu kisimdan sonraki boliimler
orijinal boliimlerdir. Besinci boliimde, n-boyutlu kuaterniyonlar kiimesinin elemanlarinin reel
ve kompleks n-vektorler cinsinden olan farkli gosterimleri incelenmistir. Altinci boliimde, bu
gosterimlerden yararlanarak H" uzayinin vektor uzayi veya modiil yapilar verilmis ayrica i¢
carpimlari, normlari ve bazlar tanimlanmistir. Yedinci boliimde, kuaterniyon degerli fonksiy-
onlardan yararlanarak kuaterniyon degerli vektorel fonksiyonlarin tanimlamalar1 yapilmistir.
Sekizinci boliimde, H" uzaymin incelenen cebirsel yapilar1 ve kuaterniyon degerli vektorel
fonksiyonlar temel alinarak n-boyutlu kuaterniyonik uzaydaki egriler icin Frenet-Serret for-
miilleri elde edilmis, elde edilen sonuclar icin 6rnekler verilmistir. Son olarak, tezde bulunan

orijinal sonuclar ve gelecek calismalar icin 6neriler dokuzuncu boliim olarak eklenmistir.

Anahtar Kelimeler: Simplektik geometri, n-boyutlu kuaterniyonik uzay, Frenet-Serret for-

miilleri, kuaterniyonik egri, kuaterniyonik n-vektorler
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are given, and types of quaternion-valued functions are investigated. In the third chapter,
Frenet-Serret formulas for quaternionic curves are explained in Bharathi and Nagaraj [1]. The
fourth chapter is devoted to the basics of the H" space. Some subsections up to this part of
the thesis and the chapters after this part are original chapters. In the fifth chapter, different
representations of the elements of the set of n-dimensional quaternions in terms of real and
complex n-vectors are examined. In the sixth chapter, the vector space or module structures of
the H" space are given by using these representations, and its inner products, norms and bases
are defined. In the seventh chapter, the definitions of quaternion valued vector functions are
made by using quaternion valued functions. In the eighth chapter, Frenet-Serret formulas are
obtained for curves in n-dimensional quaternionic space based on the algebraic structures of
H" space and vector functions with quaternion values, and examples are given for the obtained
results. Finally, the original results in the thesis and suggestions for future studies are added

as the ninth chapter.
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GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Kuaterniyonlar ilk olarak 1843 yilinda Irlandali Matematikci Sir William Rowan
Hamilton (4 Agustos 1805 - 2 Eyliil 1865) tarafindan kesfedilmistir. Kesfinden
itibaren de matematigin ¢ogu alaninda gerek konularin temelini olusturma gerekse
ilerlemelerini saglamada biiyiik fark yaratmistir. ~ Kuaterniyonlarin tarihcesi ve
matematige etkileri ile ilgili bilgilere ve genis kapsamli bir ¢ok calismaya [2]
kaynagindan ulasilabilir  Bunun yaninda, kuaterniyon say: sistemi icin temel
olarak [3-7] kaynaklar1 ve kuaterniyonlarin matematigin bir ¢ok alani ile iligkisini
anlamlandirabilmek igin [8-12] kaynaklari incelenebilir. ~Calismamizin temelini
olusturacak olan kuaterniyonik egriler ile ilgili en temel fonksiyonlar icin 6ncelikle
[13-17] kaynaklarindaki kuaterniyonik analiz kavramlari incelenmistir.

Literatiirde, simplektik geometri ad1 altinda cift boyutlu bir uzayin cebirsel yapilari ve
matrisleri ele alinmistir. Genel olarak, bir simplektik form cebirsel ve analitik bir takim
sartlar1 saglayan 2-formdur [18, 19]. Ata [20], 2004 yilinda dual kuaterniyonlarin
simplektik yapisini incelemistir. Bu inceleme kuaterniyon n-lileri i¢cin de 6zel olarak
s0z konusudur.

H" kiimesi ilk olarak 1940’1 yillarin sonlarina dogru calisilmisti, [21]. Bu
kiimenin cebirsel yapisi kuaterniyonlar kiimesi iizerinde calisilmis olup, ayrica
kuaterniyonlarin kompleks yapisindan yararlanilarak kompleks sayilar kiimesi
tizerinde de incelenmistir [18, 19].

Uzaysal ve uzaysal olmayan kuaterniyon uzaylarinda diizgiin kuaterniyonik egrilerin
ozellikleri 1987 yilinda Bharathi ve Nagaraj tarafindan incelenmis, kuaterniyonik
egriler icin Frenet-Serret formiilleri verilmistir [1]. Sonrasinda, benzer formiilasyonlar
dual katsayili kuaterniyonlar icin elde edilmistir [22, 23]. 2002 yilinda yari-Oklid
uzayindaki kuaterniyonik egriler icin Frenet-Serret formiilleri Tuna [24] tarafindan

calisilmistir. 2005 yilinda ise kuaterniyonlar ile Frenet-Serret formiilleri icin alternatif



bir temsil yontemi gelistirilmistir [25].

1.2 Tezin Amaci

Tezin temel amaci, H" uzayindaki reel degiskenli kuaterniyon degerli vektorel
fonksiyonlarin yardimi ile tanimlanan uzaysal kuaterniyonik ve kuaterniyonik egriler

icin Frenet-Serret vektorlerini ve Frenet elemanlarini elde etmektir.

1.3 Hipotez

Bu calismada oOncelikle, H" kiimesinin elemanlarinin farkli gosterimlerinden
yararlanilarak cebirsel yapilar kurulacaktir. Kuaterniyon uzayindaki fonksiyonlardan
yararlanarak n-boyutlu kuaterniyonlar uzayindaki fonksiyonlar tanimlanacak, limit,
siireklilik ve tiirev kavramlan ile ilgili tanim, teorem ve sonuclar elde edilecektir.
Buradan hareketle tanimlanan kuaterniyonik vektorel fonksiyonlar H" uzayinda
egrilerin incelenmesine olanak saglayacaktir. Oncelikle bu egrilerin Frenet-Serret
formiilleri H uzayinda uzaysal kuaterniyon n-vektorler kullanilarak elde edilecektir.
Elde edilen Frenet-Serret formiilleri kullanilarak H" uzayindaki kuaterniyonik
egrilerin Frenet-Serret formiilleri verilecektir. Sonuc olarak, H" uzayinda fonksiyonlar

ve Frenet-Serret formilleri literatiire kazandirilacaktir.



2

TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliim tezin orijinal kisminda kullanilan temel bilgilerden olusmaktadir. Bu
boliimde oncelikle n-boyutlu reel sayilardan ve n-boyutlu kompleks sayilardan olusan
kiimelerin cebirsel yapilar1 verildi. Sonrasinda kuaterniyon uzayi icin tanim ve
teoremler ele alindi. Ayrica, kuaterniyon uzayinda reel ve kuaterniyon degerli
fonksiyonlar verildi.

2.1 R™" Kiimesinin Cebirsel Yapisi
Tanim 2.1. R” = RxRx---xR olmak iizere, & =(1,0,0,...,0),

n tane

,=(0,1,0,...,0), ..., &, =(0,0,0,...,1) icin,

RHZ{A |A,:(ai):(al,az,...,an):a1§1+a2§2+"'+an§n, VaiER, 1Si£n}

reel sirali n-lilerin kiimesi seklinde tanimlanir [26, 27].

2.1.1 R" Kiimesinin R Cismi Uzerindeki Vektor Uzay1 Yapisi

Tanmim 2.2. R" reel sayilar kiimesi tizerinde + : R" x R" — R" toplama islemi,
VA= (ay,ay,...,a,), B=(by,b,,...,b,) € R" icin,

A+B =(a,,a,,...,a,)¥(b;,b,,...,b)=(a,+by,a,+b,,...,a,+b,) (2.1)

seklinde tanimlanir [26, 27].

Sonuc 2.1. R" kiimesinin toplama islemine gére birim elemani 0 = (0,0, ...,0) olmak
iizere (R", +) ikilisi bir Abel gruptur.



Tamim 2.3. R" reel sirali n-lilerin kiimesi tizerinde ® : R x R" — R" skaler ile carpma
islemi, VA € R" ve YA € R icin,

AOA=A0(a,a,,...,a,)=(Aa;, Aay, ..., Aad,) (2.2)

seklinde tanimlanir.

Teorem 2.1. Skaler ile carpma islemi, YA = (a;,a,,...,a,), B = (b, b,,...,b,) € R"
ve YA, B € R icin,

i 20(A+B)=(10A)+(10B)
ii. A+p)eA=(10A)+(BoA)
iii. (A.p)oA=210(B0A)

iv. 10A=A

ozelliklerini saglar [26-28 ].

Sonucg 2.2. {R", +,R,+,-,®} altilist bir vektor uzayidir. Bu uzaya n-boyutlu standart

reel vektor uzayi denir [26, 28 ]. Bu uzayin elemanlarina reel n-vektor denir [27 ].

2.1.1.1 R" Uzayinda ic Carpim islemi
Tanim 2.4. n-boyutlu reel vektor uzay: tizerinde (, )g. : R" X R" — R i¢ carpim islemi,

VA= (a), B= (b)) €R" (1 <i < n)igin,

n

<A’§>R" - Zaibi (23)

i=1
seklinde tanimlanir [26-28].

Tanim 2.5. (, ). fonksiyonu R" kiimesi {izerinde bir i¢ carpim fonksiyonu olup R"
kiimesi de bu i¢ carpim ile birlikte bir i¢ carpim uzayidir [26, 27].

Tanim 2.6. n-boyutlu reel vektér uzayi iizerinde norm islemi, YA = (q;) € R"
(1 <i<n)igcin,

[ lgn : R* = R
o - a— (2.4)
A= |4l = V(A A,
doniisimii ile,
n
1A]|,. = a? (2.5)

i=1
pozitif reel sayisi olarak tanimlanir [26-28].

4



2.1.1.2 R2 Uzayinda Vektorel Carpim

Tanim 2.7. R® uzaymun standart bazi {&,,,,#,} olmak iizere, VA = (a,,a,,as,)
B = (by, by, bs) € R? vektorleri icin,

Ags : R® xR® — R®
(A,B) > AAg: B

iki vektoriin vektorel carpimi islemidir ve

3
B= det(§,4B)7
k=1
1 0 O 0O 1 O 0O 0 1
- R R (2.6)
=l|a; a, as|&+|a; a, as|&+|a; a, as|és

by by by by by by by by by

= (ayb; —azb,)&; + (azb; —a; b3)&, + (a; b, —a,b;)E;

olarak tanimlanir. Ayni zamanda, A ve B vektorlerinin vektorel carpimu,

seklindeki sanal determinant ile de hesaplanabilir.

Teorem 2.2. Vektorel carpum islemi, YA = (aj,ay,a3), B = (by,b,, bs),
C =(cy,¢y,¢3) ER? ve YA €R icin,
3
i AnpA=Y det(f,A4)7 =0 cR’
k=1
3 3
ii. AARS E = Z det(_)k,A),B))é)k = — Z det(gk,B,A) gk =—B /\RSA
k=1 k=1
i, (A4B) Ag C = (AAg C) 4 (B Ags C)
. Ang (B+C) = (Anw B) + (AAw C)
v, (A4) Ag B = A (AN B) = A g (AB)
vi. Ave B lineer bagimli ise A Ags B =0

ozelliklerini saglar [28].

Sonuc 2.3. Iki vektériin vektorel carpimi her iki vektére de dik olan ve boyu bu iki vektér
iizerine kurulan paralelkenarin alanina esit olan yeni bir vektordiir [28, 29 |.



2.1.2 R Kiimesinin Halka Yapis1'

R" kiimesinin halka yapisini tarif etmek i¢in bir toplama ve bir ¢carpma islemine
ihtiyacimiz vardir. Toplama islemi, Tanim 2.2 ile verildi. Diger islemler icin [30]

kaynaginda R? uzayi icin verilen tanimlar1 R" uzayina genisletecegiz.

Tanmim 2.8. R" reel sayilar kiimesi iizerinde Ky, : R" x R" — R" carpma islemi,
VA= (a,a,,...,a,), B=(by,b,,...,b,) € R" icin,

ARy, B =(a,a,,...,a,) R (by, by,...,b,) = (a;by,asb,,...,a,b,) 2.7)

seklinde tanimlanir. Bu isleme R" kiimesinde sirali carpim (bilesensel / koordinatsal

/ component-wise / element-wise / coordinate-wise multiplication) denir [30].

Teorem 2.3. Swralt carpim islemi, VA = (a,a,,...,a,), B = (by, by, ..., b,),
C= (cq,¢9,.-.,C,) € R™ icin,

i. (ARg. B)®g. C = ARy, (B &y, C)

ii. ARy, (B+C)= (AR B)+ (AR C)
iii. (A+B)Rg.C = (AR, C)+(BRy. C)
iv. ARg.B=BRg. A

V. IpaRpA=A (Ip.=(1,1,...,1) €R")

ozelliklerini saglar.

Ispat.
i

(ARg: B) Rz C =1[(ay, .., ay) Bgn (by, by, ..., b)) 1 Rpn (C1, s, C)
= (a;by,ayb,,...,a,b,) ®gn (¢1,C9y..-,Cp)
= ((a1b1)cy, (azby)cy, - ., (a,b,)c,)
= (ay(b1¢1), az(bycy), - - -, ay(bycy))
=(ay,ay,...,a,) ®ga (bycq, bycy, ..., bycy)
=(a;,a,,...,a,) Rg. [(by, by, ..., b,) Rgn (C1,Cpy...,Cpy)]
= ARy, (B Ry C)
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ii.
ARgn (§+é) = (ay,ay,...,a,)Rga [(by, by, ..., b, )*(ci,Cop...,Cy)]

=(a;,ay,...,0,) Bgn (b; + ¢4, by +¢y,..., b, +¢,)
= (a;(by +¢1),a5(by +¢c3), ..., an(by +¢,))
= (a;b; + ay¢y,a,b, +ayc,,...,a,b, +a,c,)
= (a;by,ayb,,...,a,b,) *(a;cy,ayc,,...,a,c,)
=[(a;,ay,...,a,) ®ga (b1, by,...,b,)]
+[(a;,a,,...,a,) Rgn (€1,C55--,Cp)]
— (ARy B) + (Amy, O)

Sonuc¢ 2.4. Carpma islemi birlesme, toplama tizerine sagdan ve soldan dagilma ézel-
liklerini saglar. Carpma islemine gére birim eleman 1g. = (1,1,...,1) olmak iizere,

(R", +, Rgx) ticliisii birimli ve degismeli bir halkadr.

2.1.2.1 R" Halkasinda Ters Eleman ve Bolme islemi

Tanim 2.9. YA = (a,) € R" (0 < i < n) vektoriiniin tersi, Va; # 0 olmak iizere,

i . 1 1 1
=A== = =, at 2.8
2 (7 r) = hana) 28)

seklinde tanimlanir.

Teorem 2.4. Ters islemi, YA = (a,),B = (b;) € R" icin,

i [l = A
ii. ARpA'=A"'Ry A=
iii. (ARp.B)'=A'Rg. B!, Va,b; #0

ozelliklerini saglar.

Tanim 2.10. R" kiimesinde bolme islemi, YA = (a;), B = (b;) € R" (0 < i < n) icin,
Vb; # 0 olmak tizere,

=ARp B '=B 'Ry A (2.9)

seklinde tanimlanir.



2.1.3 R" Uzerinde Siralama Bagintis1 ve Metrik?

R" kiimesi tizerinde tanimlanan sirali carpim islemi Tanim 2.8 ile verildi. Dolayisiyla,
R" (R"-modiil) iizerinde skaler ile ¢carpma islemi, skaler olan degerler ayn1 zamanda

R" kiimesinin elemanlar1 olacagindan bir sirali ¢carpim islemidir.

Bu alt boliimdeki tiim kavramlara [31] calismamizda yer verilmistir.

2.1.3.1 R" Uzerinde Siralama Bagintisi

Tanim 2.11. Her bir bileseni reel say1 olan A = (ay,a,,...,a,) € R" n-vektoriini
distinelim. Her bir a; € R icin sadece {i¢ durum s6z konusudur: a; > 0, a; = 0,
a; < 0. Bu durumda,

* eger Ya, > 0 ise 0 zaman A n-vektorii pozitiftir. Bunu, A > 0

* eger Va; <0iseo zaman A n-vektorii negatiftir. Bunu, A < 0

olarak gosterecegiz. Ayrica,

- -

« "A<0 veya A= 0" ise

b N]
IA
ol

. "A>6veyaﬁz(3" ise A>0

seklinde ifade edecegiz.

= -

Tanim 2.12. YA = (a;), B = (b;,) € R" icin, B 4+ (—A) = B — A olarak yazalim. Eger,
B—A>0 (Ya;, b, €Ricin b;—a, > 0) ise B n-vektorii A n-vektoriinden biiyiiktiir

denir ve B > A ile gosterilir.

Teorem 2.5. "A < B < A < B veya A = B" olacak sekilde tarumlanan "<" bagintist

bir kismi siralama bagintisidir.

Ispat. Kismi siralama bagintis1 yansima, ters simetri ve gecisme 6zelliklerine sahiptir.
Yansima: A <A & A<A veya A=A

Ters Simetri: A < B ve B < A ise A = B oldugunu gosterelim:
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N}
IA
o
>
A
vl
<
a
<
Q
h N}
Il
ool

N
N}

B

(wo])
A
h N}
<
o)
<
Q
wol)

Il
]

Aise A= B elde edilir.

eu]l
IA

oldugundan A < B ve

wol)

Gecisme: A< B ve B < C ise A < C oldugunu gésterelim:

ve B < C ise tanimdan A<B = A<B veya Azﬁ) ve (B <C < B<C
veya B = C) oldugundan,

N1
A
wol)

iken B < C veya B = C olabilir. Bu durumda,

- A< BveB < C icin A < C oldugunu gésterelim.
VA= (a,),B=(b),C=(c;)€R"(1<i<n)igin,
A<Bisea, <b,ve B<Ciseb, <c olur. Reel sayilar iizerindeki kismi
siralama bagintisina gore, a; < b; ve b; < ¢; ise Ya;,¢c; € R" (1 <i < n) icin

a; < ¢; icin a; — ¢; < 0 olacagindan A < C bulunur.
-A<BveB=Cise A<C.

« A=B iken B < C veya B = C olabilir. Bu durumda,

elde edilir. Buradan, A < C veya A= C ise A < C bulunur.

2.1.3.2 R" Uzerinde Sirali Carpim Metrigi

R" lizerinde fonksiyonlar, skaler olan degerler yerine n-vektorler alinarak reel degerli
fonksiyonlarla benzer sekilde tanimlanir. Reel n-vektor degerli fonksiyonlar ve
tiirevleri ile ilgili detayli bilgi [ 32-35] kaynaklarindan edinilebilir.

Tanim 2.13. VA= (a,) € R" (1 <i < n) icin, fo, i R— R, f, (x) = a; seklinde tanimh
fonksiyon reel iistel fonksiyon olmak iizere, A > 0 ve Va;, #1(1 <i < n)olacak sekilde

n-vektorler icin F, : R"™ — R" fonksiyonunu,
F.(A)=A" = (fap> fapr- s fa ) =(a],a5,...,a;) (2.10)

seklinde tanimlayalim. Bu fonksiyonun iyi tanimli oldugu agiktir.



Teorem 2.6. R" (R"-modiil) iizerinde, YA = (a;) = (a;,4a,,...,a,) €R" (1 <i < n)

icin, ||.|| : R"™ — R" doniisiimii, iistel fonksiyon tanumi kullanilarak

4] = VAR A= (/a2 /..., Ja) = (lay], lay), ..., la,]) @2.11)

seklinde bir norm tanumlar. Bu norm ile birlikte R"™ uzay: bir normlu uzaydir.

Ispat. VA= (a)) = (a,a,,...,a,) € R" (1 <i < n) keyfi bir vektor olmak tizere,
(N1) ||A|| = (layl,]a,l,...,la,|) icin her bir |a;| = 0 oldugundan ||A|| > 0 olur.

(N2) ||A|| = (layl, lasl, ..., la,]) = 0 icin her bir la;| = 0 oldugundan a; = 0 olur ve
buradan A =0 dir.

(N3) VA = (A4, As,...,A,) € R" bir skaler olmak {izere,

12 Ren A]| = (A1 ], [A00s], ..., [A,0,])
= (IMllar], 1A )lasl, .., Al )
= [|2]| =g [|A]

Not 2.1. YA € R icin de,

A @AH = |A| ||K|| esitligi gecerlidir.

(N4) ||ﬁ+§|| = (la; + byl,|a, + bs|,...,la, + b,|) igin licgen esitsizliginden, her bir
i={1,2,...,n}icin |a; + b;| < |a;| + |b;| oldugundan,

|A+B|| = (la, + by, las + byl .., la, + b,|)
< (lay| + by, la] + [by), ..., la,| + b, 1) = ||A]| + ||B||

yazilabilir. m

Sonuc 2.5. Teorem 2.6 ile verilen norm, R"-modiil iizerinde, ABeR" icin,
d(4,B) = ||A+ (-B)|| (2.12)
seklinde verilen bir d metrigi tammlar.

2.1.4 R" Uzayinda Vektorel Fonksiyonlar

Vektor degerli fonksiyonlar icin analiz kavramlar1 reel degerli fonksiyonlardan

yararlanarak yapilir.
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Tanim 2.14. f; : R = R (1 < i < n) reel degiskenli reel degerli fonksiyonlar olsun.

R — R 7(t) = (fi(t), f5(t),..., f,(t)) seklinde tanimlanan fonksiyona reel
degiskenli reel degerli vektorel fonksiyon denir [34].

2.1.4.1 Vektorel Limit

7 : R — R" reel degiskenli reel degerli vektorel fonksiyon olmak {izere, fonksiyonun
limit taniminda tamim ve deger kiimeleri icin Oklid metrigini goz oniine alalim.
Burada, uzaklik kavrami reel sayilar iizerinde bilinen mutlak deger fonksiyonu ve R"

uzayi iizerinde bilinen Oklid normudur.

Tanim 2.15. 7 : R — R" reel degiskenli reel degerli vektorel fonksiyon olsun. 7
fonksiyonu t, € R noktasini iceren bir acik aralikta tanimli, t, noktasinda tanimh

olmasi gerekmeyen bir fonksiyon olmak {iizere,
Ye > 0icin, 0 < |t —t,| < & iken ||7(t) — L|| < ¢ olacak sekilde 36 = (&) > 0

varsa 7 fonksiyonunun t degeri t, degerine yaklasirken limiti I dir denir ve
sembolik olarak lim 7#(t) = L seklinde gésterilir [36].

t—t

Teorem 2.7. f; : R — R (1 <i<n) reel degiskenli reel degerli fonksiyonlar ol-
sun. 7 : R — R" fonksiyonu 7(t) = (fi(t),fo(t),...,[f,(t)) seklinde tanim-
lansin. VL, € R (1<i<n) igin, 7 fonksiyonunun t, noktasindaki limitinin
th_)rg 7(t)=L=(Ly,Ly,...,L,) €R" olmast icin gerek ve yeter sart tli_)ng)fi(t) = L; ol-

masudir.

Yani, 7 fonksiyonunun t degeri t, degerine yaklasirken limiti,
tlgg F(t) = (tlggfl(t), tlggfz(t), e tlggfn(t))

seklinde ifade edilir. Burada, her bir bilesen f; : R — R (1 < i < n) fonksiyonlarinin
limitidir [33].

Ispat.

=) thntl 7(t) = L olsun. & > 0 olsun. O halde, 35 > 0 vardir ve |t — t,| < & iken

I7(t) =L < € saglanr.

11



FO =L =1 (1) =L, fo ) =Ly, fu(E) = L) |
= VEO =L+ (RO -1+ + (L)Y <e

oldugundan, Vi = {1,2,...,n} icin,

fi() =Ll =V (fi() = L)* < \Jzn:(fi(t)_l'i)z =|F()-Lll<e
i=1
yazilabilir. Buradan, Vi = {1,2,...,n} icin,
tli_)ntlofi(t) =L
elde edilir.

(<) Vi={1,2,...,n} icin thr{l fi(t) = L; olsun. & > 0 olsun. O zaman &yle bir 6; > 0
—lo

vardirki [t—t,| < 6;iken Vi = {1,2,...,n}icin |f;(t)—L;| < ¢ yazilabilir. 6 = min{5;}
n
(1 <i < n)olmak iizere, her bir |t —t,| < 6 igin,

IF()—LIl = JZ(ﬁ-(t)—Li)Z
i=1
< > WO-LY
i=1

= Zn: If:(t)— L]
i=1

€
<n—=¢
n
bulunur. Buradan, thn? 7(t) =L elde edilir. [ |
—lo

Teorem 2.8. 7 ve § reel degerli reel degiskenli vektirel fonksiyonlar, f skaler degerli
fonksiyon olsun. thr? 7(t), thntl s(t) ve thntl f (t) mevcut olsun. Bu durumda,
—to —to —to
i. lim (7(t) F5(t)) = lim 7(t) ¥ lim 5(t)
t—to t—ty t—ty
ii. tlint‘lf(t)?(t) = tlin? f(t)tlir? 7(t)
iii. lim (7(t),s(t)) = <lim 7(t), lim §’(t)>
t—ty t—ty t—ty
iv. lim (F(t) AS(t)) = lim 7(¢t) A lim §(¢t)
t—tg t—ty t—ty

esitlikleri saglanir [35 ].
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2.1.4.2 Vektorel Siireklilik

7, [a, b] araliginda tanimli vektorel bir fonksiyon olsun. Eger,

* 7(t,) tanimls,

* lim 7(t) mevcut,
t—ty

+ lim F(t) = F(t)

kosullar saglaniyorsa 7 fonksiyonu bir t, € [a, b] noktasinda siireklidir.

Eger 7 fonksiyonu [a, b] araliginin her noktasinda siirekli ise 7 fonksiyonu [a, b]
araliginda stireklidir [34].

Teorem 2.9. 7, [a,b] araliginda tarumli vektérel bir fonksiyon olsun.  7(t)
fonksiyonunun bir t, € [a,b] noktasinda siirekli olmast icin gerek ve yeter sart

fonksiyonun her bir bileseninin t, noktasinda siirekli olmasidir [35].

e 1
Ornek 2.1. 7(t) = (ln(l —t), ?,St) olmak tizere, 7(t) fonksiyonunun siirekli olup

olmadigini belirleyiniz.

Coziim: Fonksiyonun birinci bileseni her t < 1 degeri icin stireklidir, ikinci bileseni
t # 0 olmas1 durumunda siireklidir ve ti¢iincii bileseni her t degeri i¢in siireklidir. Bu
durumda, 7(t) fonksiyonu sifirdan farkl tiim t < 1 degerleri icin siirekli olacaktir.

2.1.4.3 Vektorel Tiirev

Tanim 2.16. 7 : R — R" reel degiskenli reel degerli vektorel fonksiyon olmak {izere,
h € R igin,

L Pl ) =7 ()
h—0 h

limiti var ise bu limit degerine fonksiyonun t, € R noktasindaki tiirevi denir ve

sembolik olarak %? (to) ya da 7/ (t,) ile gosterilir [34].

Teorem 2.10. f; : R — R olmak iizere, r(t) = (f1(t), fot(t),..., f,(t)) seklinde tanim-
lanan 7 : R — R" fonksiyonunun tiirevi, bilesenlerinin ayrt ayrt tiirevlerinin alinmast ve

tiirev fonksiyonunun bilesenleri olarak yazilmast ile elde edilir [34 ]:

PO =(f ), f0,....f1(D)

13



Teorem 2.11. 7 ve 5§ reel degiskenli reel degerli vektirel fonksiyonlar, f skaler degerli
fonksiyon olsun. 7(t), s(t) ve f fonksiyonlart t, noktasinda tiireve sahip olsun. Bu

durumda,

i (F(to) F5(to)) =7(to) F5'(to)
ii. (f(t)7(t0)) = f'(t)7(to) + f (to)7'(to)
iii.  ((F(t0),5(t0))) = (F(t0),5(to)) + (F(t0),5" ()
iv. (F(to) AS(te)) = 7'(to) AS(te) +7(to) AT (o)
v. (c7(ty)) =cF(ty) (cE€R)
vii. (F(f(te))) =7 (f(t0)) f'(to)

esitlikleri saglanir [33, 35].

2.2 C" Kiimesinin Cebirsel Yapisi

Tanim 2.17. C"=C x C x --- x C olmak {izere,

n tane

C'= {Z |2=(zi)=(zl,zz,...,zn), Vz;€C, 1 Sign}

kompleks sirali n-lilerin kiimesi seklinde tanimlanir [27].

Not 2.2. A,B € R" icin Z € C" vektorii Z = A+ iB ile de ifade edilebilir.

2.2.1 C" Uzaymin Vektor Uzay: Yapilari

Her reel say1 aym1 zamanda bir kompleks say1 oldugundan her reel vektér uzayi da
bir kompleks vektor uzayidir. Ancak burada, kompleks vektor uzayinin hangi kiime
tizerinde bir vektor uzayi oldugu konusuna dikkat edilmelidir. Bu kisimda, C" uzayini
R" uzaymin bir genislemesi olarak ele alirken, C" uzayinin hem reel sayilar kiimesi

hem de kompleks sayilar kiimesi {izerindeki vektor uzay1 yapilarindan bahsedecegiz.

Tanim 2.18. C" kompleks sayilar kiimesi tizerinde + : C" x C" — C" toplama islemi,

VZ =(21,2,-.+52,), W = (W, w,,...,w,) € C" igin,

- -

+W = (21,29, -,2,) F (W, Wy, ..., w,) = (21 + Wi, 25+ Wy, ...,2, +w,) (2.13)

seklinde tanimlanir [26, 27].

Sonug 2.6. C" kiimesinin toplama islemine gére birim elemani 0 =(0,0,...,0) olmak

iizere (C", +) ikilisi bir Abel gruptur.
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2.2.1.1 C" Uzaymn R Cismi Uzerindeki Vekt6ér Uzay1 Yapis1 ve ic Carpim
(C", #+) ikilisinin bir Abel grup oldugu Sonug 2.6 ile verildi. Bu kisimda, C" kiimesi

izerinde reel skaler ile carpim islemi tanimi verilerek C" kiimesinin reel sayilar cismi

tizerindeki vektor uzay: yapisi elde edildi.
Tanmim 2.19. C" kompleks sayilar kiimesi tizerinde ® : R x C" — C" reel skaler ile
carpma islemi, VZ = (2,2,,...,2,) € C" ve YA € R icin,

AOZ=20(2,%,...,%,)=(A2),A%,...,Az,) (2.14)

seklinde tanimlanir.

Teorem 2.12. Skaler ile carpma islemi, YZ = (2,,2,,...,2,), W = (w,,w,, ..., w,) € C"
ve YA, B € R icin,

i 20(Z+W)=(10Z)+(LoW)
ii. A+p)oZ=(1r0Z)+(foZ)
it (A.ﬂ)@?=l®([5 G)Z)

w. 1R®Z:Z

ozelliklerini saglar [27].
Sonucg 2.7. {C",+,R, +,,®} altilist bir vektor uzayidwr [27, 37 ]. Burada,

c"=$p{(1,0,...,0),(,0,...,0),(0,1,...,0),(0,i,...,0),...,(0,0,...,1),(0,0,...,i)}
oldugundan boyC™ = 2n elde edilir. Yani, C" kiimesi reel sayilar cismi lizerinde 2n-boyutlu bir

vektor uzayidir. Bu uzayin elemanlarina kompleks n-vektor denir [27, 37].

Tanim 2.20. Bir kompleks n-vektoriin eslenigi, VZ = (21,25, -..,2,) € C" olmak iizere,

her bir bileseninin egleniginin alinmasi ile,

Z =(3,,%,,...,3,) €C" (2.15)

seklinde tanimlanir [27, 37].

Tanim 2.21. Kompleks 2n-boyutlu vektor uzayi tizerinde (,)c. : C" x C" — R reel
degerli ic carpim islemi, VZ = (z;), W = (w,) € C" (1 < i < n) icin,
e .l
(Z,W)Cn _ZE(Ziwi +w;z; (2.16)
i=1
seklinde tanimlanir.
Sonug¢ 2.8. (,)cn fonksiyonu {C",+,R,+,-,®} uzgayinda reel degerli bir i¢c carpim

fonksiyonu olup C" kiimesi de bu i¢ ¢carpim ile birlikte bir i¢c carpim uzayidir.

15



Tanmim 2.22. Kompleks 2n-boyutlu reel vektor uzayr iizerinde norm islemi,
VZ = (21,25, -..,2,) € C" igin,

‘ n (2.17)
(cn: V <Z’Z>Cn: leilz
i=1

|l.llen : C" > R

Z-|Z

seklinde tanimlanir.

2.2.1.2 C" Uzaymin C Cismi Uzerindeki Vektoér Uzay1 Yapis1 ve i¢c Garpim

(C", +) ikilisinin bir Abel grup oldugu Sonug 2.6 ile verildi. Bu kisimda, C" kiimesi
tizerinde kompleks skaler ile carpim tanimi verilerek C" kiimesinin kompleks sayilar
cismi lizerindeki vektor uzayi yapisi elde edildi.

Tanmim 2.23. C" kompleks sayilar kiimesi tizerinde ® : C x C" — C" kompleks skaler
ile carpma islemi, VZ = (2y,%,, . . .,%,) € C" ve YA € C icin,

AOZ=210(2,2,,. e 2y) = (Azq, A2,,...,AZ,) (2.18)

seklinde tanimlanir.

Teorem 2.13. Skaler ile carpma islemi, YZ = (21,2, . ..,%,), W = (W, W,,...,w,) € C"
ve VA, B € C igin,

i. 20(Z+W)=(10Z)+(1oW)
ii. A+p)eZ=(10Z)+(poZ)
iii. (A.p)oZ=210(BoZ)

w. 1C®Z=Z

ozelliklerini saglar [26, 27 ].

Sonucg 2.9. {C",+,C, +,-,®} altilist bir vektor uzayidir [37]. Burada,
c"=Sp{(1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,0,...,1)}

oldugundan boyC" = n elde edilir. Yani, C" kiimesi kompleks sayilar cismi iizerinde
n-boyutlu bir vektor uzayidwr [26, 27 ].
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Tanim 2.24. Kompleks n-boyutlu vektor uzayi tizerinde (, ) : C" x C" — C kompleks
degerli ic carpim islemi, VZ = (21,225 +52,), W= (wy,wy,...,w,) € C" igin,

n

(Z,W), =D zw, (2.19)

i=1
seklinde tanimlanir [27, 28, 37].

Tanim 2.25. (,)c fonksiyonu {C",+,C,+,:,®} uzayinda kompleks degerli bir ic
carpim fonksiyonu olup C" kiimesi de bu i¢ carpim ile birlikte bir i¢ ¢carpim uzayidir,
bu uzaya n-boyutlu standart Hermit i¢ carpim uzayi denir [27, 37].

Teorem 2.14. Kompleks n-boyutlu vektér uzayt iizerinde kompleks degerli i¢ ¢carpim
fonksiyonu, VZ,WeC"YreC icin,

i (Z,W),, =(VT/,Z) 4
i (A@Z,W).,=210(Z,W),
iii. (Z,A0W),=10(Z,W),

ogelliklerini saglar [27, 37 ].

Sonug 2.10. Kompleks n-vektorlerin C cismi iizerinde tanimlanan vektor uzayt yapisin-
daki norm iglemi [27, 37 ] kaynaklarinda ge¢cmekle birlikte, Tanum 2.22 ile verdigimiz
kompleks 2n-boyutlu reel sayilar cismi iizerindeki vektor uzayt yapisinda tanimlanan

norm islemi ile ayni reel sayt sonucunu verir.

2.2.2 C" Kiimesinin Halka Yapisi

C" kiimesi tizerinde toplama islemi Tanim 2.18 ile verildi. Bu kisimda, C" kiimesinin
halka yapisini tarif etmekte kullanacagimiz carpma islemi icin Tanim 2.8 ile verilen

R™ uzayindaki sirali carpim iglemini C" uzayina genisletecegiz.

Tanim 2.26. C" kompleks sayilar kiimesi izerinde K. : C" x C" — C" carpma islemi,
VZ = (2y,%9,...,2,), W = (W, W,,...,w,) € C" icin,

ZRon W = (21,29, .,2,) Bon (Wi, Wo, .o, W) = (2,W1, 29Ws, ..., 2,w,)  (2.20)

seklinde C" elemanlarinin sirali carpimi olarak tanimlanir.
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Teorem 2.15. Carpma islemi, YZ = (21,%9,...,2,), W = (W, Wy,...,w,),
K = (ky, ks, ..., k,) € C" icin,

i. (ZReW)BewK=ZR8c: (W R K)
i, 7 @ (WHE) = (Z 8o W)+ (Z Bew K)
i, (Z4W) R K = (2 8o K) + (W 00 )
iv. ZReaW =W Rea Z
v. 1eReZ =12
Vi. ZRenZ = 1en, olacak sekilde Yz # 0 (1 < i < n) icin,

Z
771 = (l’ l”l) = (27 2,%,...,2 1)

ozelliklerini saglar.

Ispat.
iv.

-

ZRen W = (21,29, ,2,) Ben (W1, Wo, ..., W,)
= (2,W1,2,Wq, ..., 2,W,)
= (W121, WyZg, ..., Wp2,)
=Wy, Wy, ..., W) Bcn (21,29, -+,%,)

ZWIZLC"?

T B Z =(1,1,...,1) Ren (21,2, - . ., 2,
= (12, 12,,...,12,)

3

=(21,%9,..-,%,) =2
[ |

Sonug 2.11. Carpma islemi birlesme ve dagilma oOzelliklerini saglar. Carpma islemine
gore birim eleman Tcn = (1,1,...,1) olmak iizere her elemanin tersi mevcut degildir.

Dolayistyla ((C", +, IZ(CH) iicliisti birimli ve degismeli bir halkadur.

Teorem 2.16. Kompleks n-boyutlu vektor ugayr 1iigerinde eslenik islemi,
VZ =(2,,%,,...,2,) € C" icin,

N

. = = = = 2 2 2
i IZCnZ=(zlzl,zzzz,...,znzn)=(|21| L2007, 00, 12, )
ii, ( ):Z

ozelliklerini saglar.

N
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2.3 H Reel Kuaterniyon Uzay1

Sir William Rowan Hamilton, 1843 yilinda kuaterniyonlar1 kesfetmis ve iki vektor
icin i¢c carpim ve vektorel carpimin yani sira boliimiin de miimkiin olabilecegini
gostermistir. Kuaterniyonlarin nasil kesfedildigi ve gelisimi ile ilgili daha genis bilgi
icin Hamilton’in kendi makaleleri de baz alinarak 1974 yilinda yayimlanan Naiman’in

doktora tezinden yararlanilabilinir [2].

Gilntiimiize kadar matematigin cesitli alanlarinda yapilan bircok calismada
kuaterniyon say1 sistemi kullanilmistir. =~ Kuaterniyonlar donmeyi, oOtelemeyi ve
kat1 cisimlerin hareketlerini ii¢ boyutlu uzayda geometrik olarak temsil eden
onemli araclardandir. Bu temsil kuaterniyonlarin bilgisayar alaninda kullanimini da

yayginlastirmistir [3, 4].

Kuaterniyonlar ve diger kuaterniyon say1 sistemleri ile ilgili bilgiler [38] kaynagindan

detayli bir sekilde incelenebilir.

Tanim 2.27. é, = (1,0,0,0), é; = (0,1,0,0), é, = (0,0,1,0), é; = (0,0,0, 1) birim
vektorleri R* uzayinin standart baz vektorleri olmak iizere,

e, =+1

P=R=2 =1

€, X8, =8;=—26, x¢ (2.21)
€, X €3 =€ =—€; X €

€3 X €] =86, =—€; X €5

ozelliklerine sahip olsun. Buna gore bir reel kuaterniyon, a, b, c,d € R olmak iizere,
q == ago + bgl + CEZ + dgg (2.22)

seklinde tanimlanir. Reel kuaterniyonlarin kiimesi,

H={q | g=ad +bé, +c&, +dé, a,b,c,d €R, &,&,,¢,,& €R*}

ile ifade edilir. Kuaterniyonlar kiimesinin her bir eleman1 S, = aé, reel (skaler) kisim,

V, = q = bé; + cé, + d&; vektorel kisim olmak iizere,
q=S,+V,=S,+q (2.23)

olarak yazilabilir [3].
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Tamim 2.28. H reel kuaterniyonlar kiimesi tizerinde & : H x H — H toplama islemi,
Yq=8,+V,, p=S,+V, €Higin,

qop=(S,+V,)®(S,+V,) =Spp + Voup (2.24)

veya q = a,8,+ b,€; + ¢,8, + d €5, p = a,€, + by€; + c,€, + d,€; € H olmak iizere,
q @p . (a1 + az)éo + (bl + bZ)El + (Cl + Cz)az + (dl + dz)ég € H (2.25)

seklinde tanimlanir.

Sonu¢ 2.12. H  kiimesinin  toplama  islemine gore birim  elemani
0y = 0€, + 0¢; + 0€, + 0€, olmak iizere (H, ®) ikilisi bir Abel gruptur [3].

Tamim 2.29. H reel kuaterniyonlar kiimesi iizerinde ® : R x H — H reel skaler ile
carpma iglemi, Yq =S, +V, € H ve VA € R i¢in,

20q=20(S,+V,)=AS,+ AV, (2.26)
veya q = aé, + bé; + cé, + dé; € H igin,
2 0q=(Aa)e,+(Ab)E, + (Ac)E, + (Ad)E, € H (2.27)

seklinde tanimlanir.

Teorem 2.17. Skaler ile carpma islemi, Yq,p € Hve VA, € R i¢in,

i Ao0(gep)=(Aege(Aep)
ii. A+p)og=(RAoq)e(foq)
iii. (Af)eog=r10(foq)

iv. 10q=¢q

ozelliklerini saglar.

Sonu¢ 2.13. (H,®) Abel grubu ve reel skaler ile ¢carpma islemi ile birlikte
{H, ®, R, +, -, ®} altilist bir vektor uzayidwr, H = Sp {€,, é,, €,, €5} oldugundan boyH = 4
elde edilir [3]. Yani, H reel kuaterniyonlarin kiimesi reel sayilar cismi tizerinde 4-boyutlu
bir vektor uzayidir.

Sonu¢ 2.14. H kuaterniyonlar kiimesi R* reel vektér uzayina izomorftur.  Her
q = aé, + bé, + cé, + dé; kuaterniyonuna bir tek (a, b, ¢, d) sirali dértliisii karsilik gelir.
q = aé, + bé, + cé, + dé; yazilisina q kuaterniyonunun kanonik gosterimi denir.

Tamim 2.30. Bir kuaterniyon sadece vektorel kisimdan olusuyorsa, yani, reel kismi

sifir ise bu kuaterniyona uzaysal (pure, vektorel) kuaterniyon denir. Uzaysal
kuaterniyonlarin uzay1 Hj ile gosterilir [3].
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Sonug 2.15. H, uzaysal kuaterniyonlar kiimesi R® reel vektér uzayina izomorftur. Her

q = bé, + cé, + dé; kuaterniyonuna bir tek (b, c,d) swralt iigliisii karsilik gelir.
Tanim 2.31. H reel kuaterniyonlar kiimesi iizerinde esitlik, Vg = S, + V,,
p=S,+V,eHigin,

q=p=S5,=S,veV, =V, (2.28)
veya q = a,6,+ b€, +¢,8, + d, €5, p = a,€, + b€, + c,€, + d,€; € H icin,

q :p (== al — az, bl == bz, Cl e Cz, dl . dz (2.29)

seklinde tanimlanir [3].

Tamm  2.32. H  reel kuaterniyonlar  kiimesinde  c¢arpma  islemi,

Vq=a,€,+ b,é; +c,€, +d,€;, p = a,€, + b,€; + c,€, + d,€; € H olmak {izere,

g % p=(a,éy,+ b€, +c 8, +d;é;) x (a8, + by€; + .8, + d,€5)
= a;a, (& x €) + by by (€, X €;) +c1¢5 (€, x €,) + d1d, (&; x €;)
+a;by (€ x €;) +a;¢5 (€ x &) + ad, (€, x €)
+ayby (€ X €y) + aycy (€, X &) + ayd; (& x &)
+bicy (€1 X €) + byd, (€; X &) + ¢ by (€; X &))

+¢1d, (€, X €3) +d1by (€3 x &) + dycy (€5 X €5)
seklinde tanimlanir. (2.21) esitlikleri kullanilir ve terimler gruplandirilirsa,

q X p=a,a;—(byby+ 165 + drdy) + ay (by&; + o€, + dyes)
+(dyby — bydy) €, + (bycy — 1 by) €5

yazilabilir. Boylece,

X :HxH—H
(@,p) —qxp

seklinde tanimlanan carpma islemi bir i¢ islemdir =~ Tanim 2.4 ve Tanim 2.7

kullanildiginda,

qxp=5,,—(V, VP>R3 + SV, + S,V + V, Ao V,

elde edilir [3, 8-10].

21



Burada, V, ve V, uzaysal kuaterniyonlar olduklarindan ayni zamanda R® uzayinda da
birer vektordiir ve (.)gs, R® uzayindaki i¢ carpim islemi, Ags, R® uzayindaki vektérel

carpim islemidir.

Sonucg 2.16. (H, &, x) igliisii birimli bir halkadir [3, 8, 9].

Ispat. Yq,p,r € H icin, kuaterniyon carpimi birlesme 6zelligini saglar;

(@xp)xr=qx(pxr),

kuaterniyon carpimi, kuaterniyon toplami iizerinde sagdan ve soldan dagilma

ozelliklerini saglar;

gx(pe&r)=(@xp)®(gxr),
(gep)xr=(gxr)e(pxr),

kuaterniyon ¢arpiminin birim elemani;
]‘]H[ - 160 + 061 + 062 + 063
seklindedir. [ |

Not 2.3. Kuaterniyon carpimi degismeli degildir, yani, g x p #p x q [3, 8, 9].

Sonug 2.17. Iki uzaysal kuaterniyonun kuaterniyon carpimi, Yq = b,é, + ¢,€, + d;&;

ve p = byé; + c,€, + d,é; € H, icin,

x:Hp xHp — H
(q,p) —»qxp

doniisiimii ile
qxp=—(q,P)gs + QAgs P (2.31)

seklinde tanimlanir.

Sonug 2.18. Iki uzaysal kuaterniyonun dik olmast durumunda q X p = q Ags p esitligi,
paralel olmast durumunda q X p = —(q, p)gs esitligi saglanir [3].
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Tanim 2.33. Bir g kuaterniyonunun eslenigi, Yq = S, +V, = aé,+ bé; + cé, +dé; € H
icin,

q:Sq_Vq == ago_bgl_cgz_dag (2.32)

seklinde tanimlanir.

Teorem 2.18. Eslenik islemi, Yq,p € Hve YA € R icin,

L qe&p=q®&p
ii. gxp=pxq
iii. g=q
ivv. A@q=A10¢q
e
v Sq:—q q
& (<)
Vi. q:q q
2
Vii. q=aé,iseq=q
viii. q = bé; +cé,+dé;ise ¢ =—q

ozelliklerini saglar [3, 5, 10].

2.3.1 Kuaterniyon Uzayinda i¢ Garpim Fonksiyonlar1

Kuaterniyonlarin reel sayilar cismi {izerinde bir vektér uzayr oldugu Sonug 2.13 ile
verildi. Burada, reel degerli bir i¢ carpim tamimi verilecek. Ayni zamanda, her
kiime kendi iizerinde bir vektor uzayi oldugundan kuaterniyon degerli bir i¢ carpimin

varligindan da bahsedebiliriz.

2.3.1.1 Kuaterniyonlarda Reel Degerli i¢ Carpim
Teorem 2.19. Vq=S5,+V, p=S5,+V, € Higin,

h(‘l:p): [q Xﬁ@p Xa:l :quﬁ:prq (233)

N | =

seklinde tanimlanan h : H x H — R fonksiyonu bir i¢ carpim fonksiyonudur [8, 9 ].

Ispat.
i. Simetri ozelligi: Vq,p € H icin,

h(CI:p) :quﬁzsﬁzspxcj: h(P,Q))
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ii. Bilineerlik 6zelligi: Vq,p,r € Hve YA € R icin,

h(q,p ® 1) =S, (5ar) = Sqxpeqxr = Sqxp T Sqxi = 11 (q,p) +h(g,7),
h (q ®p, r)= S(@)xr = Sc_lxreaﬁxr = S§><r + S;_)xr =h (q: r)+h (p) r),
h(X2©4,P) = Seqxp = Srelgxp) = ASqxp = Ah(q, p),

iii.  Pozitif tanimlilik 6zelligi: Vq = aé, + bé, + cé, + dé; € H icin,
h(g,q)=a*+b*+c*+d*>0veh(q,q)=0<=q=0

saglanir. [ |

Not 2.4. Reel degerli kuaterniyon i¢ ¢arpimi, Yq = a,€, + b,€; + c,€, + d,é; ve p =
a,€,+ by€; + c,8, + d,é; € H igin,

1 _ _
h(q,p)=§[q><p®p><q] (2.34)

seklinde tanimlanir. Tanim 2.32 ile verilen kuaterniyon carpimi ve Tanim 2.33 ile

verilen eslenik isleminin kullanilmasi ile,

q x p =(a,€y+ by€; + 1€, +d1€3) X (az€y — by€; — 28, — dy€3)
- (a1a2 + bl b2 + C1C2 + dld2) + (_al b2 + blaz - Cld2 + d1C2)61

ve
P X q = (ay€y + by€; + €, + d,€3) X (a,€y — b €, —c €, —d€3)
+ (a;cy —cyay +dy by — byd,) €, + (a;dy — dya, + bycy — ¢ by) €5
hesaplandiginda

1 _ _
h(q,p) = > [qxp®pxql=a,a,+ b,b,+cicy+dqd, (2.35)

reel sayisi elde edilir.

Tanim 2.34. h fonksiyonu H reel kuaterniyonlarin kiimesi iizerinde reel degerli i¢
carpim fonksiyonu olup H reel kuaterniyonlarin kiimesi de bu i¢ carpim ile birlikte bir

ic carpim uzayidir [20].

Tamim 2.35. Vq,p € H kuaterniyonlari i¢in h(q,p) = 0 ise g ve p kuaterniyonlarina
h-ortogonaldir denir [8, 9].
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Teorem 2.20. H uzayinda reel degerli i¢c carpim, Yq = a,€, + b;é; + c¢,€, + d,é; ve
P = ay€, + b€, + c,€, + d,€5 € H icin,

h(qg xp,q) =h(q,pxq)=0
ozelligini saglar.

Ispat. Vg = a8, + b8 + 186y + di185, P = a,8, + by& + 8, + dye,,

r = asé,+ byé, + €, + dsé; € H icin,

h(q x p,r) = c¢ydybs —d,cybs + bydyc3 — byd,ycs + bicyds — ¢ byds
seklinde hesaplanir ve r = g alinirsa,

h(q x p,q) =0
elde edilir. Benzer sekilde,

h(q,p x r) = cy,d3b; —dybyc5 + bydycqy — bydscq + bycydy — bycydy
seklinde hesaplandigindan r = g alinirsa,

h(q,p xq)=0

elde edilir. [ |

2.3.1.2 Kuaterniyonlarda Kuaterniyon Degerli ic Garpim

Teorem 2.21. Vq,p € H i¢in,

(&, p)u=qxp (2.36)

seklinde tamimlanan (, )y : H x H — H fonksiyonu bir i¢ ¢carpum fonksiyonudur.

Ispat.
i Simetri 6zelligi: Vq,p € H i¢in, Tanim 2.18 ile verilen ii. ve iii. Ozellikleri

kullanilirsa,

(@.p)e=0xp=(axp)=0pxD =,
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ii. Bilineerlik 6zelligi: Vq,p,r € Hve YA € H icin,

(@p@r)g=qgx(pPor)=qgxPor)=(qxp)®(qx7)=(qp)y®(q ),
(qop,rg=(qr)u® (P, M,
(Axq,plu=Axg)xp=Ax(qxp)=2Ax(q,p)u,

(@A xpla=qx Axp)=qx(pxA)=(qxP)x A= (q,p)u x A,

)

)

iii.  Pozitif tanimlilik 6zelligi: Vq = aé, + bé; + cé, + dé; € H icin,
(@, q)y=a’+b*+c*+d*=0ve (q,q)y;=0<q=0

saglanir. [ |

Not 2.5. H (H-modiil) iizerindeki kuaterniyon degerli kuaterniyon i¢ carpimi,
Vq == alé)o + blgl + Clgz + dlgg, p - aZEO + bzgl + ngz + dZES S H i(;in,

(6, P)u=qxp (2.37)

seklinde tanimlanir. Tanim 2.32 ile verilen kuaterniyon carpimi ve Tanim 2.33 ile
verilen eslenik isleminin kullanilmasi ile,

<q1p>H = q X 5 = (a1a2 al= bl b2 + C1C2 + dle) + (—Cll bz + b1a2 - Cldz == dlcz)él

+ (_a1C2 + Claz - dl b2 + bldz) 62 + (_a1d2 + dlaz - b1C2 + Cl bz) 63
kuaterniyonu elde edilir.

Sonu¢ 2.19. (,)y fonksiyonu H reel kuaterniyonlarin kiimesi iizerinde kuaterniyon
degerli i¢ carpim fonksiyonu olup H reel kuaterniyonlarin kiimesi de bu i¢ ¢arpim ile

birlikte bir i¢ carpim uzayidir.

2.3.2 Kuaterniyonun Normu

Tanim 2.36. Bir reel kuaterniyonun normu, Yq = aé, + bé; + cé, + dé; € H igin,

[ H—-R 2.38)
g~ llgll = vh(g,d) = V(@9 = Va x 7
seklinde tanimlanir. Bu ise
lgll = Va2 + b2 +c2 +d? (2.39)

pozitif reel sayisini verir [3, 5, 10].
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Teorem 2.22. Norm doniisiimii, Yq,p € H igin,

i. llgxpll=Iqllllpll=Ip xqll
ii. |lg®pll <lqll+Ilpll

1
iii. |lqll* +IlpllI* = > (lg @ plI* +lig @ (=p)II*)

iv. lqll = 1lqll
v. llgl=0&q=0

ozelliklerini saglar [3, 5, 10].

Ispat.

ii. Vq == algo + blal + Claz + d1€3, p - azgo + bzgl + ngz + dzgg S H i(;ln,

llg e9P||2 = (a, + az)z + (b, + b2)2 +(c; + C2)2 +(d; + d2)2
=llgll* + llpll* + 2S5

(gl +llp* = Ulgll + IB1)* = llqll* + 1I1I* + 21lq x pll

esitlikleri ve ||g x pl| = S5 esitsizliginden istenen elde edilir. |

Tanim 2.37. q, reel kuaterniyonu icin ||g,|| = 1 ise g, kuaterniyonuna birim reel

kuaterniyon denir ve herhangi bir q kuaterniyonu icin q = ||q|| q, seklinde tanimlanir

[3].

2.3.3 Kuaterniyonun Tersi ve Bolme

Tanmim 2.38. H reel kuaterniyonlar kiimesi iizerinde (.)™! : H — {0} — H — {0}

doniisiimii ile verilen bir kuaterniyonun tersi islemi, Vq € H igin,

LT
lqll

seklinde tanimlanir.

q (2.40)

Teorem 2.23. Ters fonksiyonu, VYq,p € H icin,

i |l =lql™
ii. gxql=qglxqg=1y
ii. (pxq)'=q " xp T, pxq#0
ogelliklerini saglar [3].
Sonuc 2.20. Yq € H (q # 0) kuaterniyonunun tersi ¢+ = ||q|| > © q ile tanimlanabile-

ceginden H cebiri bir béliim cebiridir [3, 6, 10].
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Tanim 2.39. ¢ # 0 olmak iizere Vp € H kuaterniyonunu Vq € H kuaterniyonuna

1

bolmek icin p kuaterniyonunu g~ ile ¢carpmak gerekir. Fakat kuaterniyon carpimi

degismeli olmadigindan bu carpma iki tiirliidiir: r; = p x ¢~' kuaterniyonuna p
kuaterniyonunun q ile sagdan boéliimii, r, = ¢ ' x p kuaterniyonuna p

kuaterniyonunun q ile soldan boliimii denir.

Not 2.6. Yq,,q,,..-q, € H icin, eslenik, norm ve invers islemleri ile

(0:99,09q,)=0q, 99,9 - ®q,

* (@i XqyX " Xq)=q, X qp_q X" X7

g1 % gy > == x qull = llg1 [ lg2ll - - - [l

1

(@1 Xqy %" xq,)  =q ' xq} xxq]

bagintilar elde edilir [3].

2.3.4 H, Uzayinda Vektorel Carpim

Tamim 2.40. H, uzaynin standart bazi {¢,, €,, €;} olmak tizere, Yq = b,€,+c,€,+d, €,
p = b€, + ¢,8, + d,€é; € Hj, icin,

Ap, * Hp x Hp — Hp

(q: P) - q/\HP p

islemi iki uzaysal kuaterniyonun vektorel carpimi islemidir ve
q A, P = (c1dy —c3d1)é; + (bydy — byd,)€;, + (bycy — bycy )Es (2.41)

seklinde tanimlanir. Ayni zamanda, q ve p uzaysal kuaterniyonlarinin vektorel

carpimi,
€ € &
qAg, P=1|b; ¢ 44
b, ¢, d,

seklindeki sanal determinant ile de hesaplanabilir [6].
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Teorem 2.24. Vektorel ¢carpum iglemi, Vq,p,r € Hp,

ii.
iii.

iv.

qQAm, P=—"PNw, q

A, P®1)=(a A, P)®(q Ay, T)

A€Ricin, (A©Q) Ay, P=q Ay, (A@p) =20 (qAy, p)

q A, (P N, 1‘) +P A, (1‘ N, Q) pak WAV (q N, P) = O,

A € H, igin, bpA, + Ay, + diAs =0 (1 < k < 2) olmak tizere,

[(q x A) A, P] ® I:q/\HP (p x A)] = (q/\]HIP P) x A

ozelliklerini saglar.

Ispat.

V. Vq — blgl + Clgz + dlg?,) p - bzgl + ngz + dzég S HP ve A, = A’lél + Azéz + Aggg S ]H[P

olmak lizere,

q X A == _(blll + Clxz + dlA‘B)EO + (C17k3 — A’Zdl)gl
+ (A'ldl - blA’S)EZ + (bllz - Alcl)é):g

bulunur. Ve, b;A; + ¢, A, +d;A; = 0 oldugundan,

(gxA) Am, P= (A1dydy — by Agdy — by Ay + a4 ¢1)€;
+ (byby Ay — byA ¢y — c1A3d,y + Apd;d,)E,
+ (c1A3¢5 — Aydicy — by dy + bybyA5)E,

elde edilir.

P X A =—(byA, + CoAy + dyAs)8y + (CaAs — Ayd,)E,
+ (A1dy — byA3)é, + (byA, — Aycy)Es

bulunur. Benzer sekilde, b,A; + c,A, + dy,A3 = 0 oldugundan,

qAg, (P X A) = (c1byA, — 1410, — Aydydy + byAsd;)E,
+ (cgAsd; — Aydydy — bybyAy + by Aycy)E,
+ (b1 A1dy — bybyAs —cyAzc; + Aydycy )Es

elde edilir.
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Buradan,

[(q X A) Am, P] ® [q Am, (P % A)] = (c1byAy — by A3dy — c3by Ay + byAsds )E;
+ (cA3dy — byAic — €1 A3dy + b1 A4C5)E,
+ (b1A1dy — Axdicy — byAgdy + Aydyey )Es
= (qAg, P) x 2

bulunur. [ |

2.3.5 Reel Kuaterniyonlarin Kutupsal Gosterimi

Bir ¢ = aé, + bé; + cé, + dé; kuaterniyonu,

aé, + beé; +cé, + dé; a , vb2+c2+d? (bé +cé,+dé,
q=llqll = liqll €+
llqll llqll liqll Vb2 +c2 + d2
olarak yazildiginda q ile reel eksen arasindaki ac1 6 olmak {izere, cosf = ”a_” ve
q
) vb%+c2+d? : .
sinf = T olarak alinirsa, g reel kuaterniyonunun kutupsal gosterimi,
q
e, = 1 igin,
bé, + cé, + dé
q:||q||(c056+( 2V 7 e"’)sme)
vb%+c2+4d?

olarak elde edilir. Burada,

bé, +cé, +dé,

yazilirsa, q birim reel kuaterniyonunun kutupsal gosterimi,

n=

q =cos6 +1isin 0 (2.42)

olarak tanimlanir [3, 6, 10].

Not 2.7. Burada, ii bir uzaysal birim kuaterniyondur. Kompleks sayilarda i birimi
donmeyi sagladigi gibi, @i birimi de kuaterniyonlarda donmeye karsilik gelir. 1.
vektoriine dik bir P diizlemine ait vektorii q ile soldan (sagdan) carpmak demek,

vektori, 1l etrafinda pozitif (negatif) yonde 6 kadar dondiirmek demektir.
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2.3.6 Reel Kuaterniyonlar icin De Moivre Formiilii ve Euler Formiilii

Tanim 2.41. H reel kuaterniyon cebirinde tiim birim reel kuaterniyonlarin kiimesi
S® = {q eR*||lqll = 1} ve H reel kuaterniyon cebirinde tiim birim uzaysal reel

kuaterniyonlarin kiimesi S§? = {ﬁ eR®||ill=1, 0= —ﬁ} olarak tamimlanir [7, 11].

Teorem 2.25. S® ve S%, H reel kuaterniyonlar kiimesinin birer alt kiimesidir. Ayrica, S*

kuaterniyon ¢arpimut altinda bir gruptur [7, 11 ].

Teorem 2.26. S° grubu, SU(2) = {A€C? |detA=1} iiniter matrislerin grubuna
izomorftur [7, 11].

Teorem 2.27. cosa +1isina ve cos 3 +1isin 8 birim reel kuaterniyonlar, i € S* olmak

lizere,
(cosa+tsina) x (cos B +1nisinB) = cos(a + B) +nisin(a+ ) (2.43)

esitligi gecerlidir [7, 11 ].

Ispat. fi € S?icin (fi,Ai) = 1 ve A Afi = 0 oldugundan % =i x i = —1 dir.

(cosa+tsina) x (cos B +1isin )
= cosacos 3 +f(cosasinfB +sinacos )+ (i x i) sinasin 3
= cosacos 3 +(cosasinf +sinacos ) —sinasinf

= cos(a+ ) +nsin(a+ B)
elde edilir. -

Teorem 2.28. De Moivre formiilii i € S* ve ¢ = cos 0 +#isin 0 € S® iken, reel kuater-

niyonlar icin ,
q* = (cos 0 +fisin 6)* = cos(k6) + i sin(kO) (2.44)

saglanr [7, 11].

Teorem 2.29. fi € S? icin (i,A) = 1, AAA =0ve i* = fi x i = —1 iken, &> = —,
i* = 1, ... yazilabilir Reel kuaterniyonlar icin Euler formiilii, herhangi bir 6 agist
icin,

e = cos 6 +1iisin @ (2.45)

olarak elde edilir [6, 7, 11 ].
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Ispat.

202 2033 204 205
(@0)”  @0) @0y  ({ey
2! 3! 4! S!

6% 0% 0% _6°
=1+00———-n0—+—+0—+...

2! 3! 4! 5!

6> 64 6% 6°
(1G5 )ra(e- g )
21 4 35!

e =1+10 +

esitligi icin sinlis ve cosiniis fonksiyonlarinin Maclaurin acilimlar1 goéz Oniine

alindiginda,

e"% = cos 6 + fisin O

elde edilir. m

2.3.7 Reel Kuaterniyonlarin Reel Matris Gosterimi

Kuaterniyonlar cebirinde degisme 6zelligi olmamasi sebebiyle hem sol ¢carpim hem de

sag carpim yardimiyla iki farkli reel matris gosterimi ortaya ¢ikar.

Tanim 2.42. Her q,x € H i¢in,

L, H—H
(2.46)
x = Ly(x)=qxx
seklinde tanimlanan doniisiim sol carpim,
Ry:H—H
(2.47)

x =R (x)=xxq
seklinde tanimlanan dontiisiim sag ¢carpim olarak tanimlanir.

Teorem 2.30. L, ve R, doniisiimleri lineer dontisiimlerdir.

Ispat.
i. L, donisimi lineerdir: Vq,p,r € H, A € R igin,

Lpor)=qx(p&r)
=(@xp)e(gxr)
=Ly(p)® Ly(7)
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L(Aep)=gx(1ep)
=210(qxp)
=A@ Ly(p)

ii. R, donistimi lineerdir: Vq,p,r € H, A €R i¢in,

R(per)=(p&r)xq
=(pxqe(rxq)
=R (p)®R,(r)

R(Aep)=(Aop)xq
=A0(pxq)
=A0R,(p)

Sonug 2.21. L, ve R, lineer doniisiimlerine 4 x 4 tipinde kare matrisler karsilik gelir [9,

11]

Ispat. q = aé, + bé, + cé, +dé; € Hve H = Sp {é, = 1,¢,,¢,,8,} oldugu goz éniine

alinirsa,

L(1)=qx1=a+bé, +cé,+dé

Lq(g?,) - q X 83 - _d + CE] - bgz +a83

degerleri bulunarak matris formunda,

a —b — —d
b a —d c
A =
I c d a -b
d —c b a
olarak yazilir.
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Benzer sekilde,

Rq(l)zlxq:a+bgl+662+d€3

Rq(gl) - 61 X q = _b + aal _dgz + CE3
Rq(EZ) == 62 X q =—C+ dgl + agz - b63

degerleri bulunarak matris formunda

a —b —c —d
A = b a d —c (2.49)
R le —d a b '
d ¢ —b a
olarak yazilir. |

. ) T T ;
Not 2.8. Eger ||q|| = 1 ise, Ap, [ALq] = I, Ag, [ARJ = I, ve det(ALq) = lql|
oldugundan det(ARq) = |lql* = 1 oldugu goriiliir. Yani, Ay, Ve Ag, matrisleri

ortogonaldir [9, 11].

2.3.8 Reel Kuaterniyonlarin Kompleks Yapisi

Bu kisimda, birim elemanlarla olan islemler Tanim 2.29 ile verilen ® : R x H — H dis

islemi yardimiyla yapilmistur.

Tanim 2.43. Reel kuaterniyonlar Cayley-Dickson gosterimi kullanilarak kompleks

sayilarin sirali ikilisi seklinde, Vq = aé, + bé; + cé, + dé; € H icin,

q = aé, + bé, +cé, + dé; = (a + bé;) + (c + dé,)é, (2.50)
olarak, ayrica

q = aé, + bé; +cé, +dé; = (a+ bé;) +€é,(c —dé,) (2.51)

seklinde iki tiirlii ifade edilebilir.
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Ayni zamanda, Vz = a + bé;,w =c + dé;,t =c—dé; € C i¢in,

q=2z+weé, (2.52)
ve

q=z+8t (2.53)

olarak yazilabilir [5, 8, 12].

Tanim 2.44. H reel kuaterniyonlar kiimesi {izerinde ® : C x H — H kompleks skaler
ile carpma islemi, (2.52) esitligindeki gosterim dikkate alinirsa, Vq = 2z + we, € H,
VA € Cicin,

ARg=A0(z+wé,) =(Az) +(Aw)é, (2.54)

olarak tanimlanir.

Teorem 2.31. Skaler ile carpma islemi, Yq,p € Hve YA, u € C igin,

i Ao(@ep)=(Aeqe(1op)
ii. A+tuwoeq=ARAoq®(uoq)
iii. (A.u)eg=A20uoeq)

iv. 16q=q

ozelliklerini saglar.

Sonuc 2.22. (H,®) Abel grubu ve {H,®,C,+,-,®} altilist bir vektor uzayidi; H =
Sp {€,=1,¢,} oldugundan boyH = 2 elde edilir. Yani, reel kuaterniyonlarin uzayi kom-

pleks sayilar cismi iizerinde 2-boyutlu bir vektor uzayidir [3, 8, 9, 12].

Sonuc¢ 2.23. H reel kuaterniyonlarin uzayinda Tanim 2.32 ile verilen kuaterniyon
carptminin  kompleks sayilar cinsinden yazilisi, (2.52) esitligindeki yazilisa gore,
Vq == (a1+b1§1)+(01+dlgl)§2 . Zl+W1€2, p == (a2+b261)+(C2+d261)€2 - 22+W262 eH

icin,

q %X p=(21+w8,) X (25 + Wy6,) = (212, — W W,) + (z,w, + W,2,)e, (2.55)
olarak, ve (2.53) esitligindeki yazilisa gore, Yq = (a; + b1€;) +&,(c; —d,€;) = 2, + €5t 4,
p =(a, + b,€;) +€é,(c, —d,€;) =2, + €,t, € H icin,

q X p= (21 +€t1) X (25 +&,t,) = (212, — t1t5) + €x(Z1 L5 + £12,) (2.56)
olarak ifade edilir.
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ISpat. Vq == algo + blgl + C].EZ + d1€3, p - azéo + bzél + Czéz + dzég € H O].mak
lizere, kuaterniyonlarda carpma igleminin sonucu, q = z; + w,€,, p = 2, + w,é, € H

elemanlar1 goz 6niine alinarak uygun sekilde gruplandirma yapilirsa,

q xp=(a,6y+ b€, +c,é,+d;é;) x (ay€, + by€; + c,€, + dy€3)
= (aya; — b1by — 10, — dydy)éy + (ay by + ayby + €1dy — dicp)é,
+ (a,cy + aycq +dy by — byd,)é, + (a,d, + a,dy + bycy — ¢y by)és
= (aya; — byb,y) + (a1 by + ayby)é; — (cycp + didy) + (c1d, — dyc5)€;
+ [(a;c; — bydy) + (a1d;y + brcy)é; + (ageq + diby) + (apdy —¢1by)e €,

= (2125 —WWy) + (2w, + W12,)€,

q = 2z, + ét;, p = 2, + €ét, € H elemanlar1 géz 6niine alinarak uygun sekilde

gruplandirma yapilirsa,

q xp=(a,6y+ b€, + .8, +d;&;) x (ay€y + by€; + c,€, + dy€3)
= (aya; — byby — 10, — d1dy)éy + (a1 by + @by + €1dy — dicp)é
+ (a,cy + aycq +dyby, — byd,)é, + (a;d, + a,dy + bycy — ¢y by)és
= (aya; — byby) + (a1 by + ayby)é; — (c1¢p + didy) + (c1d, — dy5)€;
+&[(ayc, — bydy) + (—aydy — bycy)é; + (ayc; + dyby) + (—ayd; + ¢1b,)é, ]

= (212, — t1ty) + (21 L, + 12,8,

elde edilir. m

2.3.9 Reel Kuaterniyonlarin Kompleks Matris Gosterimi

Kuaterniyonlar cebirinde degisme 06zelligi olmamasi sebebiyle (2.52) ve (2.53)
esitliklerinde ifade edilen her iki yazilis icin de hem sol carpim hem de sag carpim

yardimuyla iki farkli kompleks matris gosterimi ortaya cikar.

Tanmim 2.45. Her q, x € Hicin, L,(x) = gxx seklinde tanimlanan d6niisiim sol ¢arpim,

R,(x) = x x q seklinde tanimlanan déniisiim sag carpim olarak tanimlanir.

Teorem 2.32. L, ve R, doniisiimleri lineer doniisiimlerdir.
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Ispat.
i. L, dontstimi lineerdir: Ispatta tercihen (2.52) esitligindeki gosterimi kullanalim
ve ihtiya¢ duyulan carpim islemi icin (2.55) esitliginden yararlanalim. Vq = 2z, +wé,,

D =25+ Wy€,, I =25+ W36, € H, A € R igin,

Li(p®r)=(3;+w1€,) x [(z5 + W2&,) ® (23 + W3&,)]
= (2, + w1€,) X [(25 + 23) + (Wy + w3)E, ]
= [zl(z2 +23) —wi(wy + W3):| + [zl(w2 +w;) + W1m:| €,
= [(z12, —wiwy) + (21w5 + w12,)€,] ® [(2125 — wiw3) + (2,w5 + w125)E, ]
=(gxp)e(gxr)
=Ly(p)®L,(r)

Ly(A@p)=(2,+w&) x[AO (3, + W,&,)]
= (2, + w1€,) X (Az, + Aw,€,)
= [Mz12, = wiw,)] + [Mzwy + w125)] €,
= A 0 [(212, —wyw,) + (2,w5 + w1 25)€, ]

=A0L,(p)

ii. R, dontigtimi lineerdir: Ispatta tercihen (2.53) esitligindeki gosterimi kullanalim
ve ihtiyac duyulan ¢arpim islemi i¢in (2.56) esitliginden yararlanalim. Vq = z; +€,t4,
D =2y +e€yty, r =25+ 6,t; € H, A € R icin,

R(p®r)=[(2;+&t,) ® (23 +&t3)] X (z; +€,t7)
= [(z5 +23) + &,(ty + t5)] ¥ (21 + &,11)
= [(22 +23)7) —mh] +é, [Mﬁ +(ty + t3)21]
= [(2971 — Toty + &5 (Faty + 1521) | @ [ (2327, — T311) + &,(Zst, + £52)) ]
=(xq)e(rxq)
=R,(p) ®Ry(r)

Ry(A0p) =[A0 (2, +&t5)] x (21 +€,t1)
= (Azy, +E,At,) X (2, +€,t1)
= [1(2221 —f2t1):| + &, [A(Zot; +2115)]
=10 [ (232, — t5t1) + &(Z5t1 +2165) ]
=AORy(p)
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Sonug 2.24. L, ve R, lineer doniisiimlerine 2 x 2 tipinde kare matrisler karsilik gelir [5,
11]

Ispat. L, ve R, lineer doniisiimlerine karsilik gelen matrisleri (2.52) ve (2.53)
esitliklerinde ifade edilen her iki yazilis icin de bulalim: q =z, + w,é, € H, 2;,w, € C

icin, H = Sp {1,€,} oldugu goz oniine alinirsa,

L(1)=qx1=(z+w&) x1=23 +w;é,

Lq(ez) =(q X €y = (Zl + Wlez) X €y = 2169y + Wi€9€y = 21y — W = —W; +Zlez

degerleri bulunarak matris formunda,

2 —w

A, :[ ' 1} eC? (2.57)
! w1 %

olarak yazilir. Benzer sekilde,

Rq(].) =1x q =1x (21 +W1§2) :Zl +W1€2

Rq(EZ) == 62 X q= Ez X (Zl + ngz) y 822:1 + 62W1€2 == 5162 +W1€2g2 = _Wl +Elg2

degerleri bulunarak matris formunda,

% —W
Ag =[ b 1] € C? (2.58)
! w5

olarak yazilir. Burada, det (ARq) = 2,7, + w,w, = ||q||* oldugu goriiliir.

Diger tiirlii yazilista, ¢ = (a + bé;) + é,(c —dé,) = 2, + é,t; € H, z,t; € C icin,

H =Sp{1,é,} oldugu goz 6niine alinirsa,

Lq(]_):q X 1 :(Zl +52t1) X 1 :Zl +62t1

Lq(ez) =(q X €y = (Zl + eztl) X €y =216y + 62t1€2 =216y + t1€262 = _tl + €521

degerleri bulunarak matris formunda,

—t
A, = [Zl B 1} eC? (2.59)

ty %

olarak yazilir. Burada, det (ALq) = 2,7, + t,1, = ||lq||* oldugu goriiliir.
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Benzer sekilde,

Rq(].): 1 Xq: ]_ X (21+62t1)221+82t1

Rq(ez) =€y X q=e,y X (Zl + eztl) = €52, + ezeztl = €921 — tl == _tl + €521

degerleri bulunarak matris formunda,

1

_[&a —h 2
Ap, = L ) ]eCz (2.60)

olarak yazilir. ]

2.4 Kuaterniyon Uzayinda Fonksiyonlar Teorisi

Bu boliimde, reel degiskenli kuaterniyon degerli ve kuaterniyon degiskenli

kuaterniyon degerli fonksiyonlarla ilgili temel kavramlara yer verilmistir.

2.4.1 Reel Degiskenli Kuaterniyon Degerli Fonksiyonlar

H reel kuaterniyonlarin kiimesi ve t € I C R olmak {izere, bir reel kuaterniyonun
kutupsal gosterimini de goz oniine alarak iki sekilde kuaterniyon degerli fonksiyon

tanimi verecegiz.

Tanim 2.46. a,b,c,d : R — R olmak iizere, ¢ : I € R — H doniisiimii ile
q(t) = a(t)é,+b(t)é;+c(t)é,+d(t)é; seklinde tanimlanan fonksiyona reel degiskenli
kuaterniyon degerli fonksiyon denir.

Tanim 2.47. Bir birim reel kuaterniyonun kutupsal gésterimi q = cos 6 +isin 6 = e
olmak {tizere, kuaterniyon t parametresinin bir fonksiyonu ise 6 ve i uzaysal birim
kuaterniyonlar1 da t parametresine baglidir ve reel degiskenli kuaterniyon degerli bir

fonksiyon,
q(t) = cos(6(t))+1n(t)sin(0(t)) (2.61)

ile de tanimlanir [4, 11].
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2.4.1.1 Reel Degiskenli Kuaterniyon Degerli Fonksiyonlarda Limit

Literatiirde, reel degiskenli kuaterniyon degerli fonksiyonlar icin tiirev konusu dahil
bir ¢ok inceleme yapilmistir. Bu fonksiyonlarla ilgili limit ve siireklilik kavramlarinin
aciklamalar1 net olmayip literatiirdeki eksiklige istinaden bu boliimde oncelikle
limit ve stireklilik ile ilgili tanim ve teoremler verilmis, sonrasinda tiirev konusu

kaynaklardan da yararlanarak islenmistir.

Kuaterniyon degerli fonksiyonlarda limit tanimi, deger kiimesinde Tanim 2.36
ile verilen ||.||] : H — R kuaterniyon uzayindaki norm dikkate alinarak
tanimlanacaktir. Kuaterniyon degerli fonksiyonlar icin verilen analiz kavramlar: reel

degerli fonksiyonlardan yararlanarak yapilir.

Tanim 2.48. q : R — H reel degiskenli kuaterniyon degerli fonksiyon olsun. g
fonksiyonu t, € R noktasini iceren bir acgik aralikta tanimli, t, noktasinda tanimh

olmasi gerekmeyen bir fonksiyon olmak {izere,

Ve > 0igin, 0 < |t —t,y| < & iken ||q(t)—L|| < € olacak sekilde 36 = 6(&) > 0 varsa “q
fonksiyonunun t degeri t, degerine yaklasirken limiti L dir” denir ve sembolik olarak,
lim g(t) = L olarak gosterilir.

t—ty

Teorem 2.33. a,b,c,d : R — R olmak iizere, ¢ : I C R — H

fonksiyonu q(t) = a(t)é, + b(t)e; +c(t)é, +d(t)é; seklinde tarumlansin. q
fonksiyonunun t, noktasindaki limitinin thr? q(t) = L olmast icin gerek ve yeter

sart tlll‘l;l q(t) = (thr{l a(t)) e + (thr{l b(t)) é, + (tllr? c(t)) é, + (thr{l d(t))é}

olmasidir.

Yani, q fonksiyonunun t degeri t, degerine yaklasirken limiti, bilesenlerinin ayri ayri

limitleri bulunarak hesaplanabilir. Burada, her bir bilesen reel fonksiyonlarin limitidir.
Teorem 2.34. q ve p reel degiskenli kuaterniyon degerli fonksiyonlar, f skaler degerli
fonksiyon olmak iizere, thntl q(t), thIP p(t) ve thntl f (t) mevcut olsun. Bu durumda,
—to —to —lo
i. lim (q(t)Fp(t)) = limq(t) F lim p(t)
t—ty t—ty t—ty
ii. lim f(t)q(t)=lim f(t) lim q(t)
t—ty t—tg t—tg
i lim (g(0),p(0) = 1im q(0) im p(o))
iv. lim (q(t) Ap(t))=lim q(t) A lim p(t)
t—ty t—tg t—tg

esitlikleri saglanr.
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2.4.1.2 Reel Degiskenli Kuaterniyon Degerli Fonksiyonlarda Siireklilik

q, La, b] araliginda tanimli reel degiskenli kuaterniyon degerli bir fonksiyon olsun.
Eger,
* q(t,) tanimli,
* lim g(t) mevcut,
t—)to

* th_)rg q(t) = q(to)

kosullar1 saglaniyorsa q fonksiyonu bir t, € [a, b] noktasinda siireklidir.

Eger, q fonksiyonu [a, b] araliginin her noktasinda siirekli ise, q fonksiyonu [a, b]

araliginda siireklidir.

Teorem 2.35. q, [a,b] araliginda tamimli reel degiskenli kuaterniyon degerli bir
fonksiyon olsun. q(t) fonksiyonunun bir t, € [a, b] noktasinda siirekli olmast i¢in gerek

ve yeter sart fonksiyonun her bir bileseninin t, noktasinda siirekli olmasidir.

2.4.1.3 Reel Degiskenli Kuaterniyon Degerli Fonksiyonlarda Tiirev
a : R — R fonksiyonunun t, € R noktasindaki tiirevi,

a(ty+h)—a(t,)

n (2.62)

@(6) = 2 (a(0) = Jim

seklinde tanimlanir. Reel degiskenli kuaterniyon degerli fonksiyonlarin tiirevini,

Tanim 2.46 ve Tanim 2.47 ifadelerinden yola cikarak iki sekilde verecegiz.

Tanim 2.49. Tanim 2.46 ile q(t) = a(t)é, + b(t)e; + c(t)eé, + d(t)é; seklinde verilen

reel degiskenli kuaterniyon degerli q(t) fonksiyonunun t, € R noktasindaki tiirevi,

q(to+h)—q(ty)

P (2.63)

d
/ _ v —1;
q(t)=——(q(t)) =lim
seklinde tanimlanir [13].

Teorem 2.36. q(t) = a(t)é,+b(t)é;+c(t)é,+d(t)é; seklinde tanimlanan reel degiskenli
kuaterniyon degerli q(t) fonksiyonunun tiirevi, a, b, c,d : R — R fonksiyonlarinn tiirev-
leri yardimiyla, bilesenlerinin ayrt ayr tiirevlerinin alinmast ve tiirev fonksiyonunun

bilesenleri olarak yazilmast ile elde edilir:

q'(t) = d'(£)%, + b'(£)8, + ¢'(£)8, + d'(£)2s.
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Teorem 2.37. Tarum 2.47 ile q(t) = cos(0(t)) + 1i(t)sin(O(t)) seklinde kutupsal gos-

terim ile verilen reel degiskenli kuaterniyon degerli q fonksiyonunun tiirevi,

% (q(t)) =q'(t) =—6'(t)sin(O(t)) +1'(t) sin(O(t)) +1(t)6'(t) cos(6(t))
= A(t)6’(t) [[i(t) sin(O0(t)) + cos(6(£))] + /' (¢) sin(O(t))
=1(t)0'(t)q(t) +1i'(t)sin(O(t))

seklinde de ifade edilir [4, 11].

Teorem 2.38. q,p : R — H reel degiskenli kuaterniyon degerli fonksiyonlar ve A(t) reel
degerli bir fonksiyon olmak iizere, t € R i¢in,

i S lg0ep0]= gt e p(0)

i - [9(0—p(0] = Sq() = p(0)
ii. 2 [M00q(0] =200 (5400 (5:20) 0 a()
. 2190 xp(0] = -a(0 x p(0) ) @ (90 x $p(0)

v TR, p(e)] = h( 2a(0,p() ) + (a0, 190

vi. q,p : R — Hj, reel degiskenli uzaysal kuaterniyon degerli fonksiyonlar olmak

ligere,

% [4(6) A, ()] = [(%qm) P, P(E) @ 4(E) A, (%p(t))]

esitlikleri saglanir.
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Ispat.
iv. Yq(t) = a;(t)é, + b,(t)é; + ¢, (t)é, +d;(t)é;,

p(t) = a,(t)é, + b,y(t)é; + c,(t)e, + d,(t)é; € H olmak iizere,

q(t) x p(t) = a,(t)ay(t) = (b1 (£)by(t) + ¢, (£)cy(8) + dy (£)dy (1))
+a,(t) (by(t)é; + ¢, (1€, + dy(£)és)
+ay(t) (b1 ()€, + ¢, (1€, + dy (£)és)
+ (e (8)dy(t) — dy ()ey(£))
+ (dy (£)by(£) — by (£)dy(2)) €,
+ (b1 (0)cy () — 1 (1) by(t)) &5

oldugundan,

% [q(t) x p(t)] = aj()ay(t) + a;(t)a,(t) — bi(£)by(t) — by (£)by(t)
— ¢ (t)ey(t) — ¢ ()cy(8) — dj(t)dy(t) — dy (£)dy(t)
+a(£) (by(£)8; + ()8, + dy(£)E,)
+ay(8) (b1 ()8, + ci(t), + dL(t)E;)
+a,(t) (b1 ()&, + 1 (£)€;, + d; (£)E;)
+ay(6) (b (6)8, + ¢ (£)e, + d()E;)
+ (1 (0)dy() + ¢y ()dy(£) — dj (£)ey(£) — dy (£)cy (1)) &
+(d](£)by(£) + dy (£)b5 (1) — b (£)dy(t) — by (£)dy (1)) &,
+ (b7(D)ey(8) + by (£)cs (1) — ¢, (D)by(£) — ¢y (£)bY(1)) &

seklinde yazilir. Bu ifade uygun sekilde gruplandirildiginda,
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% [q(t) x p(£)] = [ @ (t)ay(t) — by (£)by(t) — ) (t)ey(t) — df(£)d, (1)

+a;(t) (by(t)é; + cy(t)é, + dy(t)E;)

+al(6) (b1 (£)8, + ¢, (£), + d; (£)E5)

+ (c;(0)dy(0) = dj(t)ey(£)) € + (d(0)by(t) — by (£)dy(1)) ,
+ (b7 ()ey(t) — ¢} (0)b(1)) s ]

® [a;()al(t) — by (£)by(t) — ¢y (£)cy(t) — dy (£)d)(t)

+ a;(t) (B(£)8, + cj(£)é, + d}(£)es)

+ ay(0) (b,(0)8, + ¢ (£)8, + d.(£)&,)

+ (e () — dy(£)cs(£)) &, + (dy ()L (£) — by (£)dL(E)) &,

A AGAGEAGIAGIEA
~ (50 xp(0) @ (90 500

elde edilir.
v. (iv.) ozelligi ve Not 2.4 kullanilarak,

ST, = 52| 5 (a0 x PO @ p(0) x50
| (a0 % p) + £ (p0) <) |
(a0 %p@) @ (40 % 55|
+3| (gp@ <a®) e (po)x 59|

bulunur. %ﬁ = %q(t) oldugundan,

[
NI*—l N = N =

d 1(d — d
L @020 = 3| a0 P p(0) % (0
d d —
#3000 % Sp0r0 Lo <)

—h (%q(t),p(t)) +h (q(t), %p(t))

elde edilir.
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vi. q(t) = by(t)é, + ¢ (t)éy + di(t)és, p(t) = by(t)é; + cy(t)é, + dy(t)é; € Hp olmak
tizere, Tanim 2.40 ile verilen vektorel carpim islemi kullanilarak,

a1t [Q(t) Nm, p(t)] = _t [(c1()da(t) —co(t)d(t)) €1 + (bo(t)dy(t) — by (t)d,(t)) €,
+ (b1 (t)ca(t) — ba(t)c1(t)) €5]
- [(iclm)dzm " cl(t)( dz(t)) (di z(t))dl(t)—cz(t)( dl(t))}a

t
#[(5:0:00) a0+ b0 (5] - (; ) d0)- b0 S0 |2
(50100 ) a0+ 510 (57020 ) = (50200 ) a0~ b0 e 0)) &

de !

~([( L)) dyt0) - a0 (L)) |2 + [ (L by i (0) = br6) (L)

(o) (3:4)] [( ) (3c20) ]2
#5000 - b0 -a0) |&)

® | |ci(t) dy(t) —co(t) ) dy(t b,(t) dy(t) —by(t) ) dy(t) | &,
([0 Ge:0) - (o) a0 Jar + [ 1200 (Goan0) = (gors0 )t
a0 (Se0) - (560 aw |2)

=[ (a0 rs, p 0 a0 A, (500

elde edilir. m

+

2.4.2 Kuaterniyon Degiskenli Kuaterniyon Degerli Fonksiyonlar ve Tiirevi

Tanim 2.50. H reel kuaterniyonlarin kiimesi, ¢ = aé, + bé; + cé, + dé; € H ve
fi :H—R (0 < k < 3) olmak iizere,

0. H—-H
q — 0(q) = fo(@)E, + f1(q)é; + f2(q)é; + f3(q)é;

(2.64)

fonksiyonuna kuaterniyon degiskenli kuaterniyon degerli fonksiyon denir [14].

Tanim 2.51. 6 kuaterniyon degiskenli kuaterniyon degerli fonksiyon olmak iizere,
[6(g@h)—0(q)]

kuaterniyon uzayi degismeli olmadigindan, orani diisiiniildiigiinde

tirev tanimi icin iki farkli olasilik ortaya cikar. Bunlar, h € H icin,
[0(g®h)—0(q)](h) ! veya (h)'[0(q ® h) — 6(q)] seklindedir.
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Buradan,

Alq) =lim {[6(g®h)— 0()](h)"} (2.65)

limiti var ise bu limit 6 kuaterniyon degiskenli kuaterniyon degerli fonksiyonunun
g € H noktasindaki sag tiirey,

B(q) =lim {(h)~ [6(q ® h) — 6(q)]} (2.66)

limiti var ise bu limit 6 kuaterniyon degiskenli kuaterniyon degerli fonksiyonunun
g € H noktasindaki sol tiirev gosterimidir. [13, 15].

Bu tanim bazi fonksiyonlarin tiirevlerini bulmakta yararl olsa da ¢ogu 6zel fonksiyon
icin yetersizdir. Kuaterniyon uzayinda diferansiyellenebilirlik, tiirev gibi kavramlar ve

daha kapsaml tanimlamalar [ 15-17] kaynaklarindan edinilebilir.
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3

H UZAYINDA EGRILER TEORISI

Bu boliimde, uzaysal kuaterniyoniyonik egriler ve kuaterniyonik egriler icin Bharathi

ve Nagaraj [1] tarafindan verilen Frenet-Serret formiilasyonlari incelenmistir.

3.1 H, Uzayinda Uzaysal Kuaterniyonik Egriler icin Frenet-Serret
Formiilleri

Tanim 3.1. Uzaysal kuaterniyonlarin uzay1 H, = {ye€H|y+7y=0} olsun.

s €I =[0,1] C R yay parametresi olmak iizere,
y:ICR—-H,p

3
s 1) =D 1 (5)%
k=1
ile tanimlanan reel degiskenli kuaterniyon degerli y doniisiimiine H, uzayinda
uzaysal kuaterniyonik egri denir [1].

Tanim 3.2. H, uzayinda I = [0,1] C R birim aralik ve s € [ yay parametresi olmak
lizere bir y : I ¢ R — H, uzaysal kuaterniyonik egrisi verilsin. y egrisinin her
noktasindaki hiz vektorii y'(s) olmak tizere,

Iy )|, =h(r' (), v/ (s) = % [7/() x Y () +7() x Y ()] =7/ (s) x ¥(s) =1

esitliginden, ||y'(s)ll, = 1 ise y egrisine birim hizli uzaysal kuaterniyonik egri denir

[1].

Teorem 3.1. H uzayinda I =[0,1] C Rolmak iizere y : I C R — H, birim hizli uzaysal
3
kuaterniyonik egrisi verilsin. y egrisinin birim teget vektorii t(s) = y'(s) = D, v, (s) &
k=1

olmak iizere, t ve t’ h-ortogonaldir ve ayrica t’ x t bir uzaysal kuaterniyondur [1 ].
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Ispat. Birim hizli uzaysal kuaterniyonik y egrisi parametrik olarak,
y:ICR—H,p

sorE) =D 1 (9%
k=1

olarak verilsin.

Birim hizli egri tanimu ile elde edilen ||y’(s)||§ﬂp = ||t(s)||§ﬂp = t(s) x t(s) = 1 ifadesinin

her iki tarafinin tiirevi alinirsa, kuaterniyonik carpimin tiirevi tanimina gore,

t'xt+tx(f) =0 (3.1)
3
elde edili.  t(s) = D,y (s)é bir uzaysal kuaterniyon olduguna gére eslenik
k=1
3 _ 3
tammi geregince t(s) = — >, 1.(s)& yazlabilir t'(s) = —> v/(s)é ve
k=1 k=1

; 3
(t) (s) == v/ (s) & oldugundan,
k=1

t(s) = (7) (s) (3.2)
elde edilir. Boylece,

h(t,t)==[t' xt+txt']

N[

esitliginde (3.1) ile (3.2) esitlikleri goz 6niine alinirsa,
h(t,tH) =0 (3.3)
bulunacaktir. Yani, kuaterniyonik anlamda t ve t’ h-ortogonaldir.

Tekrardan (3.1) esitligi kuaterniyonlarda eslenik kavrami dikkate alinarak

diizenlenirse,

t'><E+t><(f)’:t’xf+fx(?):t’xf+(t’xf)=0

elde edilir. Buradan, t’ x t ifadesinin bir uzaysal kuaterniyon oldugu sonucu goriiliir.
|

Simdi, 6ncelikle t (s) ve t’ (s) vektorlerinin h-ortogonal olmasindan yola ¢ikarak Frenet

3-ayaklisini elde edelim.
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Tanim 3.3. H, uzayinda I = [0,1] € R birim aralik ve s € I yay parametresi
olmak tizere bir y : I <€ R — H, uzaysal kuaterniyonik egrisi verilsin.

3
t(s)=7'(s) = D, 1} (s) & birim teget vektér olmak tizere,
k=1

t'(s)
n(s)=———— (3.4)

l1e” ()l
birim vektoriinii tanimlayalim. Burada t ve t’ h-ortogonal oldugundan,

h(t(s),n(s)) = 0 esitligi (3.4) esitliginde yapilan secim ve (3.3) esitligi geregi aciktir.

Simdi b (s) vektord b (s) = t (s) x n(s) olarak secilirse, asagidaki 6zellikler saglanir:

i. t(s)xn(s)=b(s)=—n(s)xt(s) (3.5)
ii. t(s)xb(s)=—n(s)=—b(s) x t(s) (3.6)
iii. n(s)xb(s)=t(s)=—=b(s) xn(s) (3.7)
iv. t xn=b: (3.8)

txn=—(t,n)+tAn
=—(t,—n) +t A(—n)
=(t,n)—tAn

=—tAn

vnxt=b: (3.9)

n><t=—<n,f>+n/\f

=—{(n,—t)+nA(—t)

=(n,t)—nAt

=—nAt

=b
Vi.txb=nvebxt=n (3.10)
vii. nxb=tvebxn=t (3.11)
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Bu ozellikler sayesinde, Not 2.4 geregince,

h(t,n):%[txﬁ+nxf]:%[3+ b|=0 (3.12)
h(t,b):%[tx3+bxf]=%[n+ﬁ]:O (3.13)
h(n,b)=%[nxg+bxﬁ]=%[f+t]=0 (3.14)
h(b,b):%[bxE+be]:be:—<b,E>+b/\E:1 (3.15)

bulunur. Boylece, {t(s), n(s), b(s)} h-ortonormal vektor sistemi elde edilir. Bu
sisteme y egrisinin y(s) noktasindaki Frenet 3-ayaklisi denir. t(s), n(s) ve b(s)

vektorlerine de Hp uzayinda birim hizhi egrinin Frenet vektorleri adi verilir [1].

Tanim 3.4. H, uzayinda y egrisinin birinci egriligi,
NOR SO (3.16)

seklinde tanimlanir [1].

Teorem 3.2. H, uzayinda birim hizlt y egrisinin birim teget vektorii t, birinci egriligi k

olsun.

t'(s)=x(s)n(s) (3.17)
esitligi saglanur [1].
Ispat. (3.4) ve (3.16) esitliklerinden acikca goriiliir. u

Teorem 3.3. H, uzaysal kuaterniyonlarin uzayi, I = [0,1] C R birim aralik olmak

lizere s € I yay parametreli,
y:ICR—H,p

sorE) =D 1%
k=1

egrisinin Vs € I icin y(s) noktasindaki Frenet 3-ayaklist {t (s),n (s), b(s)} ve egrilikleri

k(s), T(s) olmak iizere, t’'(s), n’(s), b’ (s) tiirev vektorleri ve egrilikler arasindaki iliski,

t'(s) =«kn(s)
n'(s)=—xt(s)+7b(s)
b’ (s) =—7n(s)

ile verilir [1].
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Ispat. t'(s), n’(s), b’ (s) tiirev vektorleri ve x(s), T(s) egrilikleri arasindaki iliski icin,

{t(s), n(s), b(s)} ortonormal bir sistem olusturdugundan,

t'(s) = ap1t(s) + ayon(s) + a;sb(s) (3.18)
n'(s) = ay t(s) + asyn(s) + a3 b(s) (3.19)
b'(s) = as;t(s) + asyn(s) + as3b(s) (3.20)

yazilabilir. Burada a;; € R (1 <1, j < 3) katsayilarin1 hesaplayalim.
(3.18) ifadesi sirasiyla t, n ve b ile i¢ ¢carpima tabi tutulursa,

o h(t,t)=apnh(t,t)+aph(n,t)+a;h(b,t)

=dan
ve (3.12), (3.13) esitlikleri ve Teorem 3.1 yardimaiyla,
a; =0
elde edilir.

o h(t',n)=ayh(t,n)+ayh(n,n)+a;h(b,n)

=daj

ve (3.17) esitligi kullanilirsa h (t’,n) = h(kn,n) = kh(n,n) = k oldugundan, (3.12)
ve (3.14) esitlikleri kullanildiginda,

a;, =K
elde edilir. Ayrica,

® h(t/, b)=a11h(t, b)+a12h(n, b)+a13h(b, b)

= a3

olmak {izere, (3.17) esitligi kullaniirsa h(t’,b) =h(xn,b)=xh(n,b)=0
oldugundan, (3.13) ve (3.14) esitlikleri kullanildiginda,

a;3=0

elde edilir.
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Sonuc olarak (3.18) ifadesi,
t'(s) = x(s)n(s) (3.21)
olarak elde edilir.

(3.19) ifadesi sirasiyla t, n ve b ile i¢ carpima tabi tutulursa,

e h (n’, t) = ay h(t,t)+ayh(n,t)+ash(b,t)

= dn
olmak tizere, (3.12) esitliginde her iki tarafin tiirevi alindiginda,
1|:t’><ﬁ+t x(ﬁ)/+n’xf+nx(f)/]=0
2
elde edilir.

t ve n birer uzaysal kuaterniyon oldugundan ve (3.2) esitligi t ve n icin gecerli

oldugundan esitlik tekrar diizenlenirse,

[0 x7+nx (7)) 45 [ex (@) +n' xE] =0

N =

olarak yazilir ve bu denklem,
h(t’,n)+h(n’, t) =0

esitligini verir. Burada,

h(n’,t) =—h(t',n) = —a,, bulundugundan,
a,; =—K

elde edilir. Ayrica,

e h (n’, n) = a,,h (t,n) + ay,h(n,n) + a,sh (b, n)

= dyy
. 1 _ _ — e . o
olmak iizere, h(n,n) = —[nxn+nxn] = nxn = 1 esitliginin her iki tarafinin

tirevi alinirsa, (3.2) esitligi n icin gecerli oldugundan, esitlik tekrar diizenlenirse,
n’ xn+nxn =0 elde edilir. Bu esitlik, h (n’,n) = 0 demektir.
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Buradan,
ay» =0
elde edilir. Ayrica,

e h(n',b)=ayh(t,b)+ayh(n,b)+ayh(b,b)

= dys

olmak iizere, (3.14) esitliginde her iki tarafin tiirevi alindiginda,
1[n’><3+n>< (3)/+b’xﬁ+bx(ﬁ)’]—0
> =

elde edilir.

n ve b birer uzaysal kuaterniyon oldugundan ve (3.2) esitligi n ve b icin gecerli

oldugundan esitlik tekrar diizenlenirse,

[n’x3+bx(ﬁ)’]+%[nx(5)/+b’xﬁ]=o

N[

olarak yazilir. Bu denklem,
h(n',b)+h(n,b)=0

esitligini verir. Burada, h(n’,b) = a,; = —h(n, b’) bulundugundan a,; = 7 alinirsa
(3.19) ifadesi,

n'(s) = —x(s)t(s) + ©(s)b(s) (3.22)
olarak elde edilir. Burada elde edilen
ay=h(n',b)=1 (3.23)

ifadesine y birim hizli egrisinin ikinci egriligi veya burulmasi ad: verilir.
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(3.20) ifadesi, sirasiyla, t, n ve b ile i¢ carpima tabi tutulursa,

o h(b,t)=ayh(t,t)+azh(n,t)+assh(b,t)

=dasz

olmak tiizere, (3.13) esitliginde her iki tarafin tiirevi alindiginda,
1 ;T —\/ ;= —\/
[ xBrex(B) b xT+bx(E)]=0

elde edilir.

Ayrica, t ve b birer uzaysal kuaterniyon oldugundan ve (3.2) esitligi t ve b i¢in gecerli

oldugundan, esitlik tekrar diizenlenirse,
[ xB+bx(@)]+ =[x (5)+b xE]=0
2 2

olarak yazilir. Buradan,

h(t,b)+h(b,t)=0

esitligi elde edilir.
(3.14) ve (3.17) esitlikleri kullanilirsa h (t’, b) = h (kn, b) = kh (n, b) = 0 oldugundan,
h(b’,t) =—h(t',b) = —a,; bulunur ve
as; =0
elde edilir. Benzer sekilde,

e h (b’, n) = ay,h (t,n) + asyh (n,n) + azsh (b, n)

= a,,

ve

h(n’,b) =1 ve h(b’,n) =—h(n’,b) = as, bulundugundan,
A3y =—T

elde edilir. Ayrica,

o h(b',b)=ash(t,b)+ash(n,b)+ash(b,b)

= ds3
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olmak iizere,
h(b,b) = % [b xb+bx E:I =bxb=1 esitliginin her iki tarafinin tiirevi alinirsa,
(3.2) esitligi n icin gegerli oldugundan, esitlik tekrar diizenlenirse,
b'xb+bxb =0
olarak elde edilir. O halde, h(b’, b) = 0 bulunur. Yani,
as3 =0
elde edilir.

Sonucta, (3.20) ifadesi,
b’(s) = —7n(s) (3.24)

olarak elde edilir. [ |

Uzaysal kuaterniyonik egriler icin Frenet-Serret formiillerinin matris gosterimi,

t' 0 x O t
nl=]1-« 0 = n
b’ 0O —1 0 b

olarak verilit. Sonucun, E® Oklid uzayinda verilen bir birim hizli egrinin Frenet
formiilleri ile benzerlik tasidigina dikkat ediniz. Ancak buradaki tiim biiyiikliiklerin

birer uzaysal kuaterniyon olduklari1 unutulmamalidir.

3.2 H Uzayinda Kuaterniyonik Egriler icin Frenet-Serret Formiil-
leri

Tamim 3.5. Kuaterniyonik uzayda s € [ =[0, 1] C R yay parametresi olmak {izere,
p:ICR—H

3
5= BE) =D B ()%
k=0

ile tanmimlanan reel degiskenli kuaterniyon degerli doniisime H uzayinda

kuaterniyonik egri denir [1].
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Tanim 3.6. H uzayinda I = [0,1] C R birim aralik ve s € I yay parametresi olmak
tizere bir  : I C R — H kuaterniyonik egri verilsin. 3 egrisinin her noktasindaki hiz
vektorii B'(s) olmak tizere,

18/)]|y = h(B'(5), B'(s)) = = [ B'(5) x B(s) + B'(s) x B'(s) | = B'(s) x B(s) =1

N | =

ise B egrisine birim hizli1 kuaterniyonik egri denir [1].

Teorem 3.4. H ugayinda, I = [0,1] C R olmak iizere 3 : I C R — H birim hizh

kuaterniyonik egrisi verilsin. f3 egrisinin birim teget vektorii T(s) = f3'(s) = i B, (s) &
T'(s) 0

CITG) g
kuaterniyondur [1 ].

ve N(s) olmak iizere, T ve T’ h-ortogonaldir ve ayrica N x T bir uzaysal
Ispat. Birim hizli kuaterniyonik f egrisi parametrik olarak,

B:ICR—H

3
5= B6)= D B()E, B =+1
k=0

seklinde verilsin.

Birim hizl1 egri tanimi ile elde edilen ||3/(s)|l; = | T (s)llz = T(s) x T(s) = 1 ifadesinin

her iki tarafinin tiirevi alinirsa, kuaterniyonik ¢arpimin tiirevi tanimina gore,

T'xT+Tx(T) =0 (3.25)

3
elde edilir. T(s) = ), B, (s) & bir uzaysal olmayan kuaterniyon olduguna gére eslenik

k=0
- 3 o 3
tammi geregince T(s) = B — >, B, (s)é yazlabilit. T'(s) = By — . B/ (s) & ve
k=1 k=1

—/ 3
(T) (s) = 7 — >, B (s)€ oldugundan,
k=1

T/(s) = (T) (s) (3.26)
elde edilir. Boylece,

1 _ _
AT T) =5 [T'xT+TxT ] (3.27)
esitliginde (3.25) ve (3.26) esitlikleri g6z 6niine alinirsa

h(T,T')=0 (3.28)
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bulunacaktir. Yani, kuaterniyonik anlamda T ve T’ h-ortogonaldir.

(3.27) ve (3.28) esitliklerinden,
T'XT+TxT' =0 (3.29)
oldugu aciktir.

(3.29) esitligi kuaterniyonlarda eslenik kavrami dikkate alinarak diizenlenirse,

T'xT+Tx(T) =T'xT+TxT'=T'xT+(1'xT) =0

elde edilir. Buradan,

T’ — T’ —
; x T+ p xT |=0
T |l T ||

T'(s)
NT(s)ll

elde edilir. N(s) = oldugundan,

NxT+ (N x T) =0
bulunur. Buradan, N x T ifadesinin bir uzaysal kuaterniyon oldugu goriiliir. |

Not 3.1. 8 : I ¢ R — H birim hizh kuaterniyonik egrisi verilsin. T ve N birim
kuaterniyon oldugundan t = N x T secildiginde,

lt()|| = t(s) x t(s) = (N xT) X (N XT)ZN X ((Tx T) xlv) =NxN=1
bulunur. Yani, t kuaterniyonu da birim kuaterniyondur ve bu durumda,

txT=(NxT)xT=(NxT)xT=N
olup,

N=txT (3.30)
elde edilir.

Simdi, oncelikle (3.30) esitliginden yola ¢ikarak Frenet 4-ayaklisini elde edelim.
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Tanim 3.7. Kuaterniyonlarin uzayr H, I = [0,1] € R birim aralik ve s € I yay

parametresi olmak tizere bir § : I C R — H kuaterniyonik egrisi verilsin. 3 egrisinin

3
birim teget vektorii T(s) = B'(s) = D, B, (s) & olmak iizere,
k=0

N(s) = T'Gs)

= — 3.31
T (331

birim vektoriinii tanimlayalim.

Burada, T ve T’ h-ortogonal oldugundan, h (T (s),N (s)) = 0 esitligi (3.31) esitliginde
yapilan secim ve (3.28) esitligi geregi aciktir.

Simdi B (s) vektorii B(s) = n(s) x T(s) olarak secilirse, Not 2.4 geregince asagidakiler

saglanir:

i. B birim kuaterniyondur:

h(B,B)=B xB
=(n><T)><(n><T)
—(nxT)x(Txﬁ)

ii.

=
~
~
2
—
Il

J

(xT))
Tx(Txt))+((txT)xT)] (3.32)

O NIRNIRNIFRN|+F
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iii.

(Tx(Txn)+((nxT)xT)] (3.33)

|
O NIRNIRNIFRN|F

(n+n)

h(N,B)==[(N xB)+(B xN)]
((th)x(m))+((n>< T)x(m))]
tx((TxT)xa)+nx((TxT)xt)]

t><n+n><t)

(3.34)

S A~ M/ o/

(t,n)

= va—ll\Jl»—\Nl»—\l\Jl»—\[\JIp—\

Dolayisiyla {T, N, B} sistemi h-ortogonaldir.

Simdi D (s) vektorii D(s) = b(s) x T(s) olarak secilirse, Not 2.4 geregince asagidakiler
saglanir:

i. D birim kuaterniyondur:

h(D,D)=D x D
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ii.

h(T,D)=%|:(TX5)+(BXT)]
:%[(Tx(be))-l‘((bXT)XT)}
= 2[(r%(TxB))+ (b x1)xT)]
:%(B+b)
=0
h(ND)—%[(NXD) (DxN)]
%[(th) (BXT)+(bxT)x (exT)]
%[( x ((TxT) x ))+b><((T><7)><f)]
%(txbxbxt)
= h(t,b)
=0
A(8,0) =5 [(Bx D)+ (D xB)]
%[((nxT)x(be))+((bXT)X(m))]
=[x (T xT) xB) 4 b x (7 xT) x7)]
%(nxb+bxn)
:%h(n,b)
=0

(3.35)

(3.36)

(3.37)

Dolayisiyla {T, N, B, D} vektOr sistemi h-ortogonaldir. Bu sisteme f3 egrisinin f3 (s)
noktasindaki Frenet 4-ayaklis1 denir. T(s), N(s), B(s) ve D(s) vektorlerine de H uza-

yinda birim hizli egrinin Frenet vektorleri ad1 verilir [1].
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Tamim 3.8. H uzayinda 3 egrisinin egriligi,
K@) =|1"6)|, (3.38)

seklinde tanimlanir [1].

Teorem 3.5. H uzayinda birim hizli 3 egrisinin birim teget vektorii T, egriligi K olsun.

T'(s)=K(s)N (s) (3.39)
esitligi saglanwr [1].
Ispat. (3.31) ve (3.38) esitliklerinden acikca goriiliir. [ |

Teorem 3.6. Kuaterniyonlarin ugzayt H, I = [0,1] € R birim aralik, s € I yay
3

parametresi ve [ egrisinin birim teget vektorii T(s) = p'(s) = D, P ()& ile
k=0

N(s) = —6)_

= olmak tizere,
IT(s)l

p:ICR—-H

3
s )= B(s)E
k=0

egrisinin Vs € I icin f3(s) noktasindaki Frenet 4-ayaklist {T (s), N (s), B(s), D(s)} ve
egrilikleri x(s), K(s), (t —K)(s) olmak iigere, T'(s), N'(s), B'(s), D’ (s) ve egrilikler

arasindaki iliski,

T'(s)=K(s)N (s)
N'(s)=—K(s)T (s) +x(s)B(s)
B'(s)=—Kk(s)N(s)+ (T (s)—K(s))D(s)
D'(s)=—(t(s)—K(s))B(s)

ile verilir [1].

Ispat. T'(s), N’(s), B'(s), D’(s) tiirev vektorleri ve k(s), K(s), (t —K)(s) egrilikleri

arasindaki iliskiyi elde edelim:

Teorem 3.5 ile T'(s) = x (s) N(s) oldugu gosterildi.
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(3.30) esitliginin tiirevi alinirsa,
N =t'xT+txT’

elde edilir ve burada (3.17) ve (3.39) esitlikleri kullanilirsa,
N’ =(kn)x T+t x (KN)

bulunur. (3.30) esitliginden ayni zamanda t x N = —T yazilabilir, bu durumda,
N'=—KT +«B (3.40)

yazilabilir.

B =n x T ifadesinin tiirevi alinirsa,
B =n'"xT+nxT
elde edilir ve burada (3.22) ve (3.39) esitlikleri kullanilirsa,
B'=(—«xt+1b)x T+nx (KN)
bulunur. Buradan,
B =—x({txT)+7(bxT)+K(nxN)
esitliginde (3.30) esitligi ve n x N = —D oldugu kullanilir, esitlik diizenlenirse,
B'=—xN+(t—K)D (3.41)

yazilabilir.

D = b x T ifadesinin tiirevi alinirsa,
D'=b'xT+bxT’

elde edilir ve burada (3.24) ve (3.39) esitlikleri kullanilirsa,
D'=(—tn)x T+ b x (KN)

bulunur.
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Buradan,
D'=—1(nxT)+K(bxN)

esitliginde B =n x T se¢imi ve b x N = B oldugu kullanilir, esitlik diizenlenirse,
D'=—(t—K)B (3.42)

yazilabilir. |

Kuaterniyonik egriler i¢in Frenet-Serret formiillerinin matris gosterimi,

T’ 0 K 0 0 T
N'| |-k o0 K 0 N
B| |0 —« 0 T—K||B
D’ 0 0 —(t—K) O© D

olarak verilir — Dikkat edilirse, E* Oklid uzayinda verilen bir egrinin Frenet
formiillerinden farkli bir esitlik elde edilmisti.. E* uzayindaki Frenet formiilleri
hakkinda genis bilgiye Aléssio [39] kaynagindan ulasilabilir.
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4

SIMPLEKTIK GEOMETRI

Simplektik kelimesi ilk olarak 1946 yilinda Hermann Weyl tarafindan Klasik Gruplar
adl kitabinda bilineer, ters-simetrik ve non-dejenere 6zelliklerine sahip olan bir lie
grup yapisini tanimlamak i¢in kullanilan bir terimdir. Simplektik geometri ¢ift boyutlu
uzaylar icin gecerlidir. Oklid ve Riemann geometrisinde asina olunan 1-boyutlu

uzunluk ve agilardan ziyade 2-boyutlu nesnelerin boyutlarini 6lger [18, 19].

4.1 V Simplektik Carpim Uzay1

Tanim 4.1. V vektor kiimesi bir toplamsal Abel grup olmak tizere (H, @, x) halkasi

tizerinde

G VxH->V 4.1)
(#,q9) = ¥q '

dontisiimiini tamimlayalim. V¥,V,,V, € V, Yq,q;,q, € H icin,
* (V1 +V)q=Vq+Vyq
* V(g1 ®q,) = Vg, + Vg,

* V(g1 X q2) =(Vqy)q,

.« Fly=7

ozellikleri saglaniyorsa V kiimesine H tizerinde sag H-modiil denir [8, 19].

Not 4.1. Tezin tiimiinde islemler sag modiil izerinde yapilacaktir.
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Tanim 4.2. V, H tizerinde bir sag H-modiil olsun.

N VXV S H
b) * 4.2)

(Vy,¥,) = <V1, T’>z>

doéniistimini VV,v,,V, € V, Yq € H igin,

- -

(‘7, 1_;1 + ‘72> = (‘7, 171) + (V: Vz)

o (V1,V,q) = (V1,%,) q

o (V),Vy) = (V, V)

e (3,7)>0ve (,3)) =0=7=0
ozellikleri saglaniyorsa V sag H-modiiliine simplektik carpim uzay: denir.

Simplektik carpim uzayinda Yq,p € H igin, (V,q,V,p) = q(V;,V,)p esitliginden
yararlanilarak kuaterniyonlarin, i¢ carpim fonksiyonunun i¢ine ya da disina yazilmasi
dikkate alindig1 stirece kuaterniyonik simplektik carpim uzayinda calisma, kompleks

ic carpim uzayinda calismaya benzerdir [8, 19].

Tanim 4.3. V simplektik carpim uzayinda norm,
V]l = v/ {¥,9) (4.3)

seklinde tanimlanir [8].

Teorem 4.1. V sag H-modiil olsun. V iigerinde kuaterniyonik Cauchy-Schwarz

esitsizligi, Vv,,V, € V igin,
|V, Vo) | < NIVl (4.4)

ile ifade edilir [8].

Teorem 4.2. V sag H-modiil olsun. V iizerinde kuaterniyonik Bessel esitsizligi, YV, € V

(i=1,2,...,n)icin ||V;|| = 1 ise,
PNICAARES s (4.5)
i=1

saglanwr [8].
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Tanim 4.4. V, H {izerinde sifirdan farkli bir sag H-modiil olsun. W C V bos kiimeden

farkli bir alt kiime olmak iizere, W = {V,, V,, ..., V,} vektor sistemini ele alalim. VvV € V

i¢in, ¥ = ). ¥,q; olacak sekilde q; € H (1 < i < n) varsa W vektor sistemi V uzayini
i=1
geriyor veya lretiyor denir. V = Sp {W} ile gosterilir [8].

-

Tamim 4.5. V, H {izerinde sifirdan farkli bir sag H-modiil olsun. V,V,,...,V, €V
n

vektorlerinin bir kiimesi {¥,,7,,...,7,} olsun. q;,qs,...,q, € Hicin > ¥,q; = 0 iken
i=1
q; =9, =+ =q, =0 € Holuyorsa {V,, V,, ..., V,} vektor sistemi H-lineer bagimsizdir

[8].

Tanim 4.6. V bir sag H-modiil ve W = {V,,V,,...,V,}, V uzayinda bir vektor kiimesi
olsun. Eger W = {V,,¥,,...,V,} vektor sistemi H-lineer bagimsiz ve V.= Sp {W} ise

W = {V,,9,,...,V,} vektor sistemine V sag H-modiiliiniin bir bazidir denir [8].

Teorem 4.3. V bir sag H-modiil olsun. V = Sp {V,,V,,...,V,,} olmak iizere, V uzayinin
n < m olacak sekilde n elemanlt bir bazt vardir. V uzayiin her bir bazt n elemandan
olusur. Eger, 1 <i < niken Vy,V,,...,V; € V vektorleri H-lineer bagimsiz ise o zaman V

uzaywnn v,,V,, ..., v; vektorlerini iceren bir bazt vardir [8].

Tanmim 4.7. V sag H-modiliiniin bazindaki vektorlerin sayisina sag H-modiiliin boyutu
denir [8].

Teorem 4.4. V, n-boyutlu kuaterniyonik Hilbert uzayt olsun. v,,9,,...,V, € V vektir-

leri i¢in r < n olmak tizere {V,,V,,...,V.} H-lineer bagimsiz bir kiime olsun. 1 <r <n

icin,
r—1 —>"1-;r
3. =7 — <j d>*j (4.6)
j=1 (75, 3)
olmak iizere {y1, y,,..., ¥, } ortogonal sistem ve
E, =370 4.7)

tammlandiginda {E, E,, ..., E.} sistemi ortonormal sistem olup V ugaywn iiretir [8].

Tanim 4.8. V ve W, H {izerinde iki sag H-modiil olsun. T : V — W doniisiimi,
VV,V,,V, € V ve Vg € H igin,

s T(V+V,)=T(H)+T(V,)

s T(Vg)=T{)q

ozelliklerini sagliyorsa T doniisiimiine endomorfizm doniisiimii denir.
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Ozel olarak; eger V = W ise V uzayindan V uzayina tanimli tiim endomorfizmlerin

kiimesi bir halkadir. Bu halkaya endomorfizmalar halkasi denir ve EndyV ile gosterilir

[8].

Teorem 4.5. V uzayindan V wugzayina tarumli tiim endomorfizmlerin kiimesi
kuaterniyonik degerli n x n tipinde matrislerin kiimesine izomorftur ve EndyV = M,, (H)

gosterimi ile ifade edilir [8].

Tanmim 4.9. V, n-boyutlu kuaterniyonik Hilbert uzay: olsun. Her T : V — V

endomorfizmi i¢in, YV,,V, € V olmak iizere,
(T (V1),7y) = (1, T* (%))
olacak sekilde bir tek T* : V — V endomorfizmi vardir. Hatta, T — T* doniisim{i,
VT, T,, T, € EndyV icin,
« TH=T
c (+T,) =T"+T,*
* (1 T,) =T,' Ty

ozelliklerini sagliyor ise EndyV halkasi tiizerinde bir involutif (terslenebilir)

operatordiir denir [8].

4.2 H" Uzayl

Tanmim 4.10. Bilesenleri reel kuaterniyonlar olan H" kiimesi,

H'=HxHx--xH={4§ =(q;) =(q1,92---,9,) | ¢ €H,1<i<n}

ile ifade edilir. Bu kiimenin her bir bileseni kuaterniyon oldugundan, bu bilesenler

1 =S¢, + Vg, @2 =S4, + Vg, ---» 4, = Sq, +V, olarak yazildiginda,

q1° —q2 Q2""’S‘Zn+v‘1n)
(SsSapr-->Sq )+ (Vo Voo -5 V) (4.8)

G =1(Sq, tVy,,Sqg, + V.

elde edilir. Yani, H" kiimesinin her bir elemani S; reel (skaler) kisim ve V; vektorel

kisim toplami olarak yazilir.
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Tanmim 4.11. H" kiimesi tizerinde B : H" x H" — H" toplama islemi,

V(_j = (q1:q2:'--;qn)> 1_5 = (pl’pZJ"'Jpn) € Hn igina

EjEEﬁ:(qlepl;QZGsz’---:CIn@Pn) (49)

veya V4 = S; + V5, p =S; + V; € H" olmak {lizere,

<

seklinde tanimlanir [3].

Sonuc 4.1. H" kiimesinin toplama islemine gore birim elemani Oy, = (0,0, ...,0) olmak
iizere, (H", ) ikilisi toplama islemine gore bir Abel gruptur [3].

Ispat.

i. Kapalilik Ozelligi: @ p € H".
ii. Birlesme Ozelligi: Y4 = (1,95, ---,9,) D = (P1,P2>---»Pn) s
7 =(r,ry...,r,) €M icin, (BP)BF =3B (PET) esitligi saglanir.
iii. Ters Eleman: § =(q4,95,.--,q,) € H"icin, —4 = (—q1,—q3,---,—q,,) -
iv. Birim Eleman: 4 = (q4,qs, . ..,q,) € H" icin, § = 0 = (0,0,...,0).
v. Degisme Ozelligi: Y4 = (q1,4s,---,9,), icin, AP = p B esitligi saglanir.

Sonuc olarak, (H", ) ikilisi bir Abel gruptur. |

Tanim 4.12. H" kiimesi iizerinde ® : H" x H — H" skaler ile carpim islemi,
Vq =(q;) =(q1,9,--.,q9,) € H", A € H olmak iizere,

Zi(DA’:(qi)caa':(qiXx’)z(qlXA')qZXA‘)"')qnx)(') (411)

seklinde tanimlanir.

Teorem 4.6. Skaler ile carpma islemi, Vq,p € H" ve YA, u € H icin,

i (gBp)orA=(GdoA)B(poAi)
ii. jo(Aep)=(GoA)B(Gou)
iii. jo(Axu)=({doA)ou

v. §oly=g

ozelliklerini saglar.

Sonug 4.2. {H", @A, H, ®, x,®} = H" altilist bir sag H-modiildiir Bu modiiliin eleman-
larin1 kuaterniyon n-vektor olarak adlandiracagiz.
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Ornek 4.1. G = (i+2j+k,—2i+3j—5k) € ]I-]Ii, P = (3+2k,2—3i+j) € H? verilsin. g bir
uzaysal kuaterniyon 2-vektor oldugundan ayni1 zamanda V; = (i+2j+k, —2i+3j—5k)
olarak yazihr. p = (3,2) + (2k,—3i + j) = S; + V; olarak yazilabilir. A = 4 € R bir

skaler olmak tlizere,

4dBp = (4i+8j +4k,—8i+12j —20k) B (3 + 2k,2—3i +j)
=(3+4i+10j +4k,2—11i + 13j — 20k) € H?

olarak hesaplanir.

Tamim 4.13. Bir kuaterniyon n-vektor esitlik 4.8 ile verilen § = S; + V; seklindeki
yazilisa gore sadece vektorel kissmdan olusuyorsa, yani, reel kismui sifir vektorii ise bu
kuaterniyon n-vektore uzaysal (pure, vektorel) kuaterniyon n-vektor denir. Ayrica,
bir kuaterniyon n-vektoriin her bir bileseninin birer uzaysal kuaterniyon olmasi ile
de bu kuaterniyon n-vektor uzaysal kuaterniyon n-vektor olarak adlandirilir. Uzaysal

kuaterniyon n-vektorlerin uzayi,

HY =Hp xHp x -+ x Hp = {4 =(q;) = (41,92,---9,) 1¢; €Hp, 1 <i <n}

ile ifade edilir. H" kiimesi i¢in saglanan iglemler HY kiimesi i¢in de saglandigindan
{]I-]Ig, H,H, &, X, @} = H}, altilis1 da bir uzaysal sag H-modiildiir.

4.2.1 H" (H-Modiil) Uzayinda i¢c Carpim ve Norm
Teorem 4.7. Y4 =(q1,92,---,9,), D = (P1,P25--->Pn) €EH", q;,p; €H (1 <1 < n) igin,

(@B = >, X D; (4.12)
i=1
seklinde tanimlanan (, )y : H" x H" — H fonksiyonu bir i¢ ¢carpim fonksiyonudur [3].

Ispat.
i. Simetri 6zelligi: Vq,p € H" icin,
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ii.

iii.

Bilineerlik 6zelligi: Vq,p,7 € H" ve YA € H igin,

<qzﬁ EF)H” = (@ﬁ)w & (@ 7:)]HI" ]

<(_j Eaﬁ: 7/:)]1-]1” = (‘1 ?>H” @ (1_5: 7/:)]1-]1” E)

(@O A = Y (@ x M xp;= ) (Axq)xp; = D Ax(q; % pi) =A% (4, Bn
i=1 i=1 i=1

=l
=
=

i=1 i=1 i=

Pozitif tanimlilik 6zelligi: V4 = (q;,95,---,q,) € H" icin, Tanim 2.36 yardimuyla,

(@ D = gl + llgall* + -+~ + gl = 0 ve (§, P =0 G=0

saglanir. [ |

Tanim 4.14. (, ). fonksiyonu H" {izerinde bir i¢ carpim fonksiyonudur. Bu fonksiyona

H" tizerinde simplektik carpma denir. Ayrica, H" kiimesi de bu carpim ile birlikte

simplektik carpim uzayidir [3, 8].

Not 4.2. H" uzay bir sol H-modiil iken, skaler ile carpim, ® : Hx H" — H" dontisimi

ile,

A04=20(q)=Axq)=Ax%xqg,A%Xqy,...,AXq,) (4.13)

seklindedir. Simplektik carpim,

(@,B)un = > ,q; % B (4.14)
i=1

seklinde tanimli olup bilineerlik 6zellikleri,

* (@.20P)=(G,p) x 2

* (A04,p) =Ax(4,Dp)

olarak elde edilir.
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Tanim 4.15. H" simplektik carpim uzayinda ||.||g» : H" — R norm islemi, 1 <i <n

icin,

1l = /(@ )ere = \ D.dixq (4.15)
i=1

seklinde tanimlanir. Y4 = (q;,45,---,q,) € H" icin,

Gl = Z gl = VIl + 1gal® + -+ + ll gl (4.16)
i=1

pozitif reel sayisidir.

Tanim 4.16. H" bir simplektik carpim uzay1 ve § € H" olsun. ¢ n-vektoriinii normuna

bélerek elde edilen G, = ﬁ n-vektoriine normlanmis n-vektor denir.
qllgn
Teorem 4.8. H" bir simplektik ¢carpim uzayt ve ¢ € H" olsun. ¢, = ﬁ n-vektorii
qllgn

birim vektordiir.

Tanim 4.17. H" simplektik carpim uzayinda § € H" icin ||G||g. = 1 ise § vektoriine
birim vektor denir [8].

Ornek 4.2. § = (1—2i+k,3j—5k), p = (i—2j,2—3j+k) € H?icin, A = 3+2i—j € H
olmak iizere, (¢ ® A, P)y. degerini hesaplayalim:

GOA=(q; XA,q, X A)
=((1—2i+ k) x (3+2i—j),(3j —5k) x (3+2i—j))
=(7—3i+j+5k,3—5i—j—21k)
GOA=(7+3i—j—5k3+5i+j+21k)

(@O A.B)e = (a1 x A) x p, @ (g2 X 1) x py
= (—5—3i—19j — 5k) ® (—12 + 74i — 12j + 30k)
=—17+71i—31j+ 25k € H

- - 112 - 112
Gl = vV 1IG1I” + [IG2l

—J(ViFari) + (vor )
= V6 + 34 = v/40 = 2v/10.
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4.2.2 ]HI; (H-Modiil) Uzayinda Vektorel Carpim
Tamim 4.18. V4 =(q;,93,---,9,), B = (P1,Pas - -, P,) € Hj igin,

Agy  Hp x Hp — Hj
@5) 3 Ay B

islemi iki uzaysal kuaterniyon n-vektoriin vektorel ¢arpimi islemidir ve

GAHgﬁ = (Ch Aw, P1,92 Nw, P25+ ++>9n Mg, Pn) (4.17)
ile tanimlanir.

Teorem 4.9. Vektorel carpum islemi, Y4 = (q;), p = (p), 7 = (r;) € H
Vq; = by + 1€, + dy;€;, i = Dby€y + 8 +dyé; € Hp (1 < i < n),
A:Aqé)l +A262+A«3€3€]H[P igln,

-

L. qAH;ﬁ:_ﬁAH"q
i Gy P87 = (g D) 8 (3 Ay )
iii. byA + Ay, +diiAs; =0 (1 £k <2) (1 <i<n)olmak iizere,
[GoM) Aw B]B[G A BoA)]=(GAmP)oA
iv. Ay (B Ay 7) BB Asy (7 Asy @) BT Ay (G Ay B) = O

ozelliklerini saglar.
Ispat.

i. Y4 =1(q;),p = (p;) € H} icin, Teorem 2.24 (i.) ile verilen q Ay, p = —p Ay, q 6zelligi
kullanilirsa,

q N p= (‘h Am, P1,92 Nm, D25 -+ +>G9n Nm, Pn)
= (_Pl Am, 91> —P2 N, 925« + -5 —Pn A, qn)
=-p A q

elde edilir.
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ii. = (g),p = (p),? = (r) € Hj icin, Teorem 2.24 (ii.) ile verilen
q N, (p ®r)= (q Am, P ) (q Am, r) ozelligi kullanilirsa,

Zf/\Hg (pETF)= ( q1 A, (P1®711),q A, (P2®73), .,y A, (P, @ ’”n))

((Ch A, Pl) (Ch N, ’”1): (Q2 N, Pz) ® (CI2 N, r2) )
<+ (@n Ae, Pn) @ (a0 A, 7))

(q1 s, P192 A, P2+ +>Qn A, P)

((h Am, 71592 Nup 725+ -5 Qn N, rn)

(@7 5)@(2ns7)

H

elde edilir.

iii. Y4 = (q;),p = (p;) € Hy , A € Hp icin, Tanim 4.12 ile verilen ® : H" x H — H"

islemi kullanilarak,

(GO 2A) Ay B = ((@1 X A) Aw, P1, (@2 X A) Agg, Py -5 (dn X A) A, Py)

ve

GAH; (ﬁ QA) = (ql /\]HIP (pl x A’)qu /\Hp (pZ X A‘):---;qn /\]HIP (pn X A'))
yazilabilir.

Teorem 2.24 (v.) ile verilen [(q X A) A, p] ® [q A, (p X A)] = (q A, p) x A ozelligi
kullanilirsa, by;Aq + ciAy + diiA; =0 (1 < k < 2) (1 <i < n) olmak iizere,

[G0A) Ay B]B[G Ay BO )] =[(a1 X 2) Aw, Pr @ a1 A, (1 X A),
(g2 X A) Ay, P2 ® Gy A, (P2 X A), ...
2 (@n X A) A, Do ® Gy Asg, (P X A)]
= ((@1 A, P1) X A, (@2 Awg, P2) X A,
s (qn Nw, pn) X A)
=(dnuB)or

elde edilir. m
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4.3 Simplektik Doniisiim
Tanim 4.19. H" bir simplektik modiil olsun. V{,p € H" icin, o : H" — H" lineer
dontsimi (o (4),o (B)) = (¢,p) esitligini saghiyorsa o doniisiimiine H" {izerinde

simplektik dontiisiim denir [8, 20].
Teorem 4.10. o : H" — H" simplektik doniisiim olsun. o, birebir ve ortendir [8, 9 ].

Teorem 4.11. o : H" — H" simplektik doniisiim ise o mun tersi olan o~ doniisiimii de
H" iizerinde bir simplektik doniisiimdiir [18, 20].

Tamim 4.20. Simplektik doniisiimlerin kiimesi bileske islemine gore bir gruptur. Bu

gruba simplektik grup denir ve Sp(n, H) ile gosterilir [18, 20].
Sy(nH)={o |o:H">H", V¢,p €H", (0(§),o (P)) =(d,P)} (4.18)

Teorem 4.12. H" iizerindeki standart baz {€,,¢,,...,€,} olmak iizere § € H" birim
vektor ise o (€;) = ¢ (1 < i < n) olacak sekilde bir o : H" — H" simplektik déniisiimii
vardir [9].

Teorem 4.13. o, H" iizerinde bir simplektik doniisiim olsun. Eger, o doniisiimiine

karsilik gelen matris Q = [Eji j] ise (G)TQ — [51 j] saglanr [18, 20].

nxn

Tanmim 4.21. Simplektik doniisiimlerin grubuna izomorf olan matrislerin grubuna

simplektik matrislerin grubu denir ve S, (n) ile gosterilir [9, 20].

sp(n)z{QeH;

@'e=1} (4.19)

Tanim 4.22. Tanim 4.15 g6z Oniine alindiginda, Vq; € H (1 < i < n) icin,

DllgillZ, =1 (4.20)
i=1

iken, S" = {G € H"

1G]l = 1} kiimesine H" iizerinde birim kiire adi verilir [8, 9].
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H" KUMESI UZERINDEKI FARKLI GOSTERIMLER

Bu boliimde, H" kiimesinin elemanlarinin, R" ve C" kiimelerinin elemanlar1 cinsinden

yaziliglari incelendi.

5.1 H" Kiimesi Uzerinde Halka Yapis1

Sonuc 4.1 ile (H", ®) Abel grup oldugu soylendi. Simdi, bu toplama islemi ile birlikte
H" uzayinin halka yapisini tarif etmek i¢in bir carpma islemi tanimlayacagiz.

Tanmim 5.1. H" kiimesi {izerinde K : H" x H" — H" carpma islemi, V4 = (1,95, ---,q,),
ﬁ = (Pbpz, 00 ':pn) € Hn igin:

GRP =(q1 X P1,q2 X P2, -+ > qn X Pn) (5.1)
seklinde tanimlanir. Bu islemi H" uzayinda sirali carpim islemi olarak adlandiracagiz.

Sonuc 5.1. (H", B, K) ii¢liisii birimli bir halkadur.

Ispat.
i. Birlesme Ozelligi: Sonuc 2.16 ile verilen, kuaterniyonlarda birlesme &zelligi

kullanildiginda, V4 = (q1,95,---,9,), P = (P1,P2-+->Pn), T = (r1,79,...,1,) € H"
icin,

((RP)RF=gR(PRT)

esitligi saglanir.
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ii. Daglma Ozelligi: Sonug¢ 2.16 ile verilen, kuaterniyonlarda sagdan ve soldan
dagilma oOzellikleri kullanildiginda, V4 = (q1,92,---,9,), P = (P1,P2>--+>Pn)s
7 =(ry,ry...,r,) € H" icin,

((Bp)RF=((RF)B(PRT) veR(PBT)=(§RP)B(IRT)
esitlikleri saglanir.

iii. Birim Eleman: V4 = (q;,q,...,q,) € H" icin, §®1 = I®§ = 1 oldugundan,
carpma islemine gére birim eleman her bir bileseni 1 olan 1 = (1,1,...,1)

n-vektorudir.

Sonug olarak, (H", B, ®) {icliisii birimli bir halkadir. [ |

Not 5.1. Bilesensel olarak degerlendirildiginde, kuaterniyonlarda degisme o6zelligi

olmadigindan X islemi de degismeli degildir, yani, R p # p X g.

Tamim 5.2. H" kiimesinde iki kuaterniyon n-vektoriin esitligi, V4 = (q;) = S; + V;
p=(p;) =S; +V; € H" olmak iizere,

Gd=p < (q;) =(p;) veya Sz =Sz ve V; =Vj (5.2)

seklinde tanimlanir.

Tanom 5.3. Bir ¢ € H" elemanmnin eslenigi ¢ ile gosterilir ve

4 =(q1,92---,9,) = S5 + V; olmak {izere,
0= (01,02 @n) = (Sq, = Vs Sgy = Vs 5q, = Vo, ) = S5 = V5 (5.3)

seklinde tanimlanir.

Teorem 5.1. Eslenik islemi, Yq,p,7 € H" i¢in,

i. Bp=q@p
ii. Rp=pPpKR{
ii. 4=4

->EE|3
iv. Sa:u

2 _

—)E _—)
v V=1 =9

2 -

Vi. q=(Sq1,Sq2,. ,Sqn):Sqisegzq
vii. §=(V,,V,,...,V, )=V;iseq=—4

ozelliklerini saglar.
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Ispat.
ii. Tanim 5.1 ile verilen carpma islemi dikkate alindiginda, V4 = (q;,95,.--,9,),
D= (p1,P2---,P,) € H" igin,

6®ﬁ=(q1 X P1,42 X P2, ---54y Xpn)

yazilabilir. Teorem 2.18 (ii.) ile verilen kuaterniyonlarda eslenik islemi 6zelliginden,

Q|

d®p = (P, Xq1,P2 X qo»-+-»Pn X qn) =D K

elde edilir. [ |

5.2 H" Kiimesi Uzerinde Reel Sirali n-liler Yardimi ile Gosterim

Bir reel kuaterniyon n-vektoriinti, sirali n-lilerin tanimindan yola ¢ikarak R" uzayinin
elemanlar1 cinsinden tamimlayalim. Burada oncelikle, R" uzayindaki elemanlarin

Tanim 2.27 ile verilen birimlerle carpimi icin asagidaki tanimi verelim.

Tanim 5.4. YA=(a;,a,,...,a,) € R" ve q € H icin,
Aq:(alxq,azqu---:anXQ) (54)

islemini tamimlayalim. Burada, Va; € R (1 <i < n) ve q € H oldugundan a; x ¢ € H
olup Aq € H" oldugu goriiliir. Boylece,

O RY'xH— H"
(Aq) —A4q=(a; xq,a, % q,...,a, xq)
seklinde ifade edilebilir.

Tanim 5.5. ¢q;,q5,...,q, € H olmak {izere § = (q;,9,,---,q,) kuaterniyon sirali n-lisi

H" kiimesinin bir elemanidir. Burada,

ql - a]_EO + bla]_ + (:162 + d1§3 eH

qn - ango + bngl + Cnéz + dn§3 eH

kuaterniyonlari igin,
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4d=1(a,€y+ b€, + 1€, +d €;,a,€, + by€; +cy8, +does, ..., a6, + b€ + ¢ €, +d,€3)
yazilabilir. Buradan,

(_j: (al,az,...,an)go +(b1, bz,..., bn)él + (Cl,CZ,...,Cn)EZ +(d1,d2,...,dn)83 (5 5)
:Ago+§61+682+553 .
elde edilir. Boylece, A= (ay,ay,...,a,), B = (by, by,...,b,), C = (c15C5-v45Cph)s
D=(d,,d,,...,d,) € R" olmak iizere kuaterniyon n-vektorlerin kiimesi,

H" ={q |§ =A% +Bé, + Cé,+ Dé,, A,B,C,D €eR"}

seklinde de tanimlanir.

Tanim 4.10 ile verilen bir n-vektoriin skaler ve vektorel kisimlarinin toplami
seklinde yazilmasi g6z ontine alindiginda, benzer sekilde S; = Zfé’o skaler kisim ve
Vi = Be, + C2, + De, vektorel kisim oldugu aciktr.

Sonuc 5.2. Tamim 4.13 goz oniine alinirsa, uzaysal kuaterniyon n-vektérlerin uzayi,
VB =(by,by,...,b,), C=(cy,¢s-..,¢,), D=(dy,dy, ..., d,) € R" igin,

> =

H: ={q | =B, + Cé,+Dé,, B,C,D e R"} (5.6)

olarak yazlabilir.

Sonug 5.3. H" kiimesi tizerinde Y4 = (q;), p = (p;) € H" olmak iizere, Tanim 5.1 ile
G®RP =(q; X P1,95 X Ps,---,q, X P,,) seklinde verilen strali ¢carpim islemi, Tanim 5.5 ile

verilen gésterim kullanildiginda,

C,8,+D,25, p =A,8, + B,&, + C,8, + D2, € H" icin,

N

Vq = 150 + Elé

+

R P = (A8, + B1&; + C1, + D1&;) R (A8, + By&, + Co8, + Dyés)

Kl

( IXR”AZ-BIXR"BZ-ClER"CZ-DlgR”DZ)EO

(_’1 R”E2+§1ER”AZ+61®R”‘52-62x]l§”‘51)_>1 (57)
( Rn 62+61 IZ'R“AZ_El anﬁz+§2anﬁl) e

( Rn52+51anA)2+B’1an GZ-B)ZgR”C:l)

-

3

N X K

e
€
e
ifadesine esittir.
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Ispat. Tanim 5.1 ile tanimlanan H" kiimesi {izerinde carpma islemi, V4§ = (q,),
P =(p) €H" ve Vq; = ay;€y+ by;€; + 1€, +dy;€5, p; = A€o+ b€ + €€y + dyi€3 € H
(1 <i<n)icin,

R P =(qy X 1,92 X P2, ---»qy X Py) € H" (5.8)
olmak tizere,

gy X p; = (a;1€y + by1€; + 116, +d11€3) X (1€, + by €; +Co1 €, + dy1€3)
= (ay1ay; — by1byy — 116y —dy1dy1) €g + (ayy by + bypayy +c1dy; —dyi601) €

+ (ay1¢91 + €105 — byydyy +dy1byy) €5 + (ag1dyy +dyyay; + byycoy — 1 by) e

o X Py = (a12€y + b19€; + €198, + d15€3) X (928 + byy€; + €908, + dy0€3)
= (a12095 — byybgy — €15Cop — dydas) € + (a12bay + biaayy + €1oday — di5C00) €;
+ (a15€5 + €195 — biadyy + di9bgy) €5 + (a15dyy + 29y + bioCoy — €19 bys) €5

ve benzer sekilde,

qn X P = (a1,€y + b1,€; + 1,8, +dy,€3) X (a3, + by € + €98, + dy,63)
- -
= (a1,a5, — by, byp — €1,Con — dydy) € + (a1, by + by, Aoy + C1pdoy — dyCon) €

+ (a1,Cn + C1n0o, — bypdy, +diybyy) €y + (ay,ds, + dy,ay, + byycoy — ¢ byy) €3
bulunur. Bu degerler yerine yazilir

GRP = (g1 X P1,q2 X Pa,-+->qn X Pn)
= [(a11a51 — b11by — €11¢01 — di1dn1), (@12G90 — b1pboy — €150 — di2d5))
se e s (A1pQop = b1y bop — C15Can — di1ndan) 1€y
+ [(ay1by1 + by1ay; +cq1dy; —dy16a1), (A12D9n + byaasy + €12dan — diCy))
se s (@1abgn + b1play + C1pday — d1nCan) 1€
+ [(a11691 + €11a21 — b11dyy + dyy byy), (@156, + €12a05 — b1adyy + dy3bss)
se o5 (@1nCon + C1nAop — b1pdan + dip by ) IE;
+ [(a11dy1 + dy1an; + bi1Coy —€11b21), (@12d00 + d12@95 + b1aCap — C12b35)

s o5 (@ypdyy, + dy,ay, + byycoy — ¢ byy) 165
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ve birim vektorlere gore diizenlenirse,

q R P = [(a11a21, 1202, - - -, A1A2) — (b11 D21, b12bs, - -+, b1y bay)
—(€11€215 €12C025 + - - C1nCan) — (d11da1, Aoy, - - - A1 d2, ) 1€
+[(a11b91,a15b9, - -+, @1 boy) + (b11a21, b12Ags, - - -, b1, A2,)
+ (€111, Cradogs - - -5 C10an) — (d11€a1, d12Cons - - - A17C20 ) 1€
+ [(a11621, Q126225 - - + 5 A1 C2n) + (€11A21, €12a20, - - -, C1A2p)
—(b11d31, b12dyy, - - -, b1pdyy) + (dy1byy, dip by, - - -, din by, ) 1€,
+ [(a11dy, @1adns, - - -, Qipdyn) + (d11Go1, di2As, - - -, Ay ap)

+ (b11€91, b19Cogy vy b1nCon) — (€11ba1,C10bag, - o C1boy ) JES

kuaterniyon n-vektorii elde edilit. A, = (ay;,ay,-..,41,), By = (by1,b1as- .., b1y,
61 = (c11,C125 -+ -5 C1ds 51 = (dy,dags-- -, dyp), Az = (a1, -5 02)s
B2 = (b21, bzz,...,bzn), C2 == (Czl,CZZ,...,Czn), D2 = (d21,d22,...,d2n) S Rn Olmak
lizere, H" kiimesi iizerinde tanimli carpma islemi, (5.7) esitligindeki gibi elde
edilir. |

Sonug 5.4. H, uzayinda uzaysal kuaterniyon n-vektorlerin simplektik carpim,

Vq = Elgl + 6182 + 5183, ﬁ = Ezgl + 6252 + 13263 (S H; ve VE] = (b117 b12, ey bln)}

GRP = (B8, + C,8, + D;8;) B (B8, + Co8, + Dyé,)
= — (B, R By # C; Ry Cy# Dy Rz Dy ) €, + (C; Bga Dy =D R G, ) &
+ (=B, Rga Dy 4D, Ry B, ) €, + (B, Ripn Co=C1 Ry B, ) €

ifadesine esittir.

Ispat. Ya,; € HY icin a;; = 0 (1 < k < 2) (1 <i < n) almarak Sonug 5.3 ispatina
benzer sekilde yapilir. |
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Sonuc 5.5. H" (H-modiil) iizerinde Teorem 4.7 ile V4 = (q;), p = (p;) € H" olmak iizere
n

(G,B)un = D.q; % p; seklinde verilen simplektik carpma, Tamim 5.5 ile verilen gdsterim
i=1

kullanlldlglnda, Vq - Algo + Elél + 6182 + .5183, l_s == AZE}) + Ezgl + 6282 + 13263 (S Hn

icin,

(@,P)e = < 18+ B8, + C18, + D183, A,8, + B, + Co, + 52_}3>Hn
= ((ADA}%RH + <_>1:B>2>Rn + <61: 62>Rn + <‘51352>Rn)_>0
+ (A1, B2 ) = (B1 Ay ) = (€ Do)y + (D1, Ca), ) & (5.9)
+ (A1, Co ) = {CooAs )y + (B1, D) = (D1, Ba)y )&
+ (A1 B2 ) = (D1 Ao )y — (Bis Co)y +(CrBa)y0 ) B

ifadesine esittir.

Ispat. Teorem 4.7 ile verilen simplektik carpma, V4§ = (q;),p = (p;) € H" ve
Vq; = a;:€, + by;€; + ¢1;€5 + d1;€3, p; = g€y + byi€; + €, +dpi€; €H (1 < i < n)

icin,
(G, D) = Q1 XP1+qa Xpy+--+q, xp, €H
olmak {izere,

q; X py = (a;1€y— by1€; — 1185 —d11€3) X (1€ + by €; + €918, + dy1€3)
= (ay1ay1 + by by + ¢q1Co1 +dy1dy) €y + (ay1bay — byyayy —cq1dyy +dy1691) €

+ (ay1¢91 — €11a9; —dy1 byy + byydy) €5 + (ay1dyy — dyyay; — byyCoy +¢11by) 5

qy X Py = (a15€y — b19€1 — €198y — d19€3) X (928, + b€ + €908, + dyn€3)
= (a12a95 + byybgy + C15Co5 + dypdyy) € + (ay3bay — biaayy — C1aday +dy5C0,) €
+ (@12C99 — C19a95 — d15bgy + b15dsy) €, + (a15dsy — di9a90 — byyCoy + C19Dys) €3

ve benzer sekilde,

4, % P = (a1,€g — b1,€; —¢1,€, — dy,€3) X (ay,€y + by, €; + 2,65 + dy,€5)
= (ay,a,, + by, by, + c1,Con + dy,dy) € + (a1, by, — b1, Aoy — C1pday, + dy,Con) €

+ (a1,Con — C1pQ, — dy, by + bypdy,) € + (ay,dy, — dy,ay, — by + €1 by) €3

81



degerleri yerine yazilir ve birim vektorlere gore diizenlenirse,

(@P)an =q1 X P1+qy X Pat-+q, X Py
= [(a11a51 + by1by; + 11601 + di1dar) + (@12a9, + b1aboy + C12600 + di2d5))
+ o+ (a1paon + brpbop + €15Con + di1ndan) 1€
+ [(ay1b31 — b11ay1 — cq1dy; + dy1Ca1) + (@12b25 — b1p@yy — €15dny + di5Ch5)
+ -+ 4 (a1,b20 — b1ploy — C1pdoy + d1nC2) 1€
+ [(a11621 — €11a9; + b11dyy — dy1ba) + (@15C00 — €12a05 + b1pdyy — dy3bsy5)
+ -+ 4 (@1,Con — C1nlon + b1pdan — iy b2y) 1€,
+ [(a11dy1 — di1a51 — by1Coy + €11b21) + (aq2dny — d12a2p — b1aCap + C12b20)
+ oo+ (agpdon — d1pGon — b1pCan + €1 b2n) JE5
= [(a11a51 + a12a55 +*++ + a3,05,) + (b11Dy; + b1pboy + -+ - + by byy)
+(€11C1 + C19Co + + F C1pCop) + (dyydyy + dypdyy + -+ + dydyn) 1€
+ [(ay1bg1 + ayabgy + -+ + a1, by,) — (b11G9; + b1payy + -+ + by,ay,)
—(c11da +c1aday + -+ c1pdyn) + (dyiCoy + dipCon + -+ dy,C5,) 1€
+ [(a11¢01 + aaC + -+ + A1569,) — (€11091 + C12app + + -+ + €1,a,)
+ (b11dyy + byadyy + -+ + bydyy) = (dyy by + dypboy + -+ -+ dy,byy) JE,
+[(a11dy + arodyy + -+ + @y dyy) — (dy1apy + dipan,y + -+ + dya,)

—(b11€91 + bygCoy + -+ by,Con) + (€11 byy +C19boy + -+ +¢1.by, ) 1€5

kuatel’niyonu elde edﬂil’. Al = (au, Aq9y -+, Clln), El == (bll’ b121 ooy bln)?
61 = (c11,¢12,- -+ C1n)ds D1 = (dp,dy, .-, dn), Az = (az,ag;---,0s,),
BZ = (b21’ b22’ e e ey bzn), C2 = (Czl’ C22, se ey C2n), DZ = (d21, dzz, ce ey dzn) e Rn Olmak
tizere, simplektik i¢ carpim, (5.9) esitligindeki gibi elde edilir. |

Sonu¢ 5.6. H} uzayinda uzaysal kuaterniyon n-vektorlerin simplektik c¢arpimi,
VG = B8, + C,&, + D185, p = By&, + C,8, + Dyé; € HI ve VBy = (byy, by, ..., byy),
61 = (C115C125+ -5 C1n); 51 = (dip,dyps-- - diy), Bz = (b1, baz, - - -5 boy),
Cy = (Co1,C99, -+ -5 Con), Dy = (dyy,dss, ..., dy,) € R icin,

olarak elde edilir.
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Ispat. VA,,A, € R" icin A, = 0, A, = 0 alinarak Sonuc 5.5 ispatina benzer sekilde
yapilir. [ |

Sonuc 5.7. H" simplektik carpim uzayinda norm, Vg = Aé, + Bé, + Ce, + Dé, € H",
VA,B,C,D e R" icin, Sonu¢ 5.5 ve Tanim 5.5 kullanildiginda,

e = /@ D = |14

olarak elde edilir.

o+ [Blles + I, + 1B, (5.10)

Sonu¢ 5.8. H} wuzayinda wuzaysal kuaterniyon  n-vektorlerin  normu,
Y4 = Beé, + Cé, + Dé; € H", VB, C, D € R" icin, Sonu¢ 5.5 ve Tamum 5.5 kullanildiginda,

Il = /T80 = V|13

olarak elde edilir.

o+ €15 + 1B (5.11)

5.3 H" Kiimesi Uzerinde Kompleks Sirali n-liler Yardim ile Gos-
terim

Boliim 2.3.8 ile bir reel kuaterniyonun kompleks sayilar cinsinden iki tiirlii ifade
edilebildigi verildi. Bu boliimde, Tanim 5.5 ile verilen bir reel kuaterniyon
n-vektor icin de benzer bir ifadeden bahsedecegiz. Burada oncelikle, C" uzayindaki

elemanlarin Tanim 2.27 ile verilen birimlerle carpimi icin asagidaki tanimi verelim.
Tanim 5.6. YZ = (z,,%,,. ..,2,) € C" ve q € H icin,
Zq = (Zl Xq,%2y Xq,...,2; X q)

islemini tamimlayalim. Burada, Vz; € C (1 <i < n) ve g € H oldugundan z; x q € H
olup Zq € H" dir. Boylece,
G C'xH—-H"
- _ (5.12)
(Zﬂq) —)ZCI = (zl X (g,%y X q,...,%, X q)

seklinde ifade edilebilir.
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Tanim 5.7. A = (aj,da,...,a,), B = (b,by...,b,), C = (c1,¢...,C,),
q

G=(A+Bé)+(C+Dg)e, (5.13)
olarak yazilir. Burada,

Z, =A+B¢
=(ay,ay,...,a,)+(by, by, ..., b,) €
== (a1 + blgl,az + bzél,...,an + bnél)
=(21,25,...,2,) €C"

ve

22 == 6 +B€1
= (CDCZJ'--’Cn)+(dl’d25'--sdn)gl
= (¢, +d,é,,c5+dyeq,...,c,+d,E;)

=(wy,wy,...,w,)eC"

kompleks n-vektorler olmak {izere, kuaterniyon n-vektorlerin kiimesi,

H"={q |g=(A+B%)+(C+D&)é,=Z,+ W&, Z,,W, €C"} (5.14)

seklinde de tanimlanir. Buna ek olarak, ikinci tiirlii gosterim,

H"={q |g=(A+B%)+&(C—D&)=2,+&,T,, Z,, T, eC"} (5.15)

seklindedir.

Sonuc¢ 5.9. H" kiimesi iizerinde Tanim 5.1 ile Y4 = (q;), p = (p;) € H" olmak
iizere R P = (qy X p1,q93 X Pas -+ -,y X Py,) seklinde verilen sirali ¢carpim islemi, (5.14)
esitligindeki yazilisa gore,

GRP=(Z,+W,8,) R (Z, + W,8,)
- - — . - - — = (5‘16)
== (leanZ - Wlx(anZ) + (ZlgC"WZ + Wlx(anZ) 62

olarak, ve (5.15) esitligindeki yazilisa gore,
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q gl_j == (Zl + Ele) X (ZZ + Esz)
== (ZIE(C"ZZ - Tlmcn Tz) + 62 (Zlgcn T2 + TlgC"ZZ)

olarak ifade edilir.

Ispat. H" kiimesi {izerinde Tanim 5.1 ile verilen siral1 carpim islemi,

VG =(q1,92 -+ -5 qn) = (311 + W11€5, 215 + W16, . - -, 21, + W1p€3),

P=(P1,P2 -+ Pn) = (221 + Wi1€5, 205 + W&y, . ., 25y + Wy,€,) € H' igin,
GRP = (g1 X P1,92 X P2, -+ > qn X Pn)

olmak tizere, Sonug 2.23 esitlik (5.15) kullanildiginda,

qy X Py = (217 + wy16,5) X (231 + Wy €5)

= (211891 — W11 Wa1) + (211Wo1 + W11351) €,

Qo X Py = (215 + W12€5) X (295 + Wpy€5)
= (219%99 — W1aWa3) + (21aWoy + W1579,) €,

ve benzer sekilde,

qn X pn = (Zln + Wlnéz) X (ZZn + W2n§2)
= (210%2n — W1 Wap) + (21,Wa, + W1,Z5,) €;

degerleri H elemanlar cinsinden elde edilir. Bu esitlikler birim vektorlere gore

diizenlenirse,

GRP = (g1 X P1,q2 X P2, -+ ->qn X Pn)
= [(211221 — W11 Wp1) + (211Wa1 + W1122) €,
s (212200 = W1aWop) + (212Wop + W1pZ90) €5, - -,
(210220 = W1nWan) + (21,Wan + W1,25,) €5 ]
= [(z11221 = W11 Wa1) 5 (212200 = W1aWp2) 5 - - -, (B10Z00 — W1 Wap) ]
+ [(Z11War + W1iiZ21), (B12Wa2 + W12232) - - -5 (21 Wan + W1nZ20) €,
= [(211221, 212%025 - - - » Z1n%2n) — (W11 Wa1, WiaWas, « ., W1, Woy )]

+ [(211Wa1,215Wan, -+« 21, Wan) + (W11Z21, WinZ 09, o, W1 20, ) 1€,

yazilabilir.
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Z, = (#115%12>--5%10), W1 = (Wi, W15 Wi), Zo = (291,292, +5%9,),
W, = (Wy;, Wy, ..., W,y,) € C" olmak {izere, carpma iglemi, (5.16) esitligindeki gibi
elde edilir.

V4 =(q1,92,---,qn) = (211 + Ext11, 215 + Exl1g, - ., 21y + Et1y),

P=(P1,P2,--->Pn) = (221 + €321, 255 + €t - - -, Zgy + ExLp,) € H" igin,
GRP = (g1 X P1,q2 X Pa,-+->qn X Pn)

olmak tiizere, Sonuc 2.23 esitlik (2.56) kullanildiginda,

qy X py = (217 + €xt19) X (27 +Exty)

= (211221 —ty t21) + €, (211ta; + t11201)

o X Pz = (215 + €5t15) X (25 + €3t p5)
= (212222 —t5 tzz) + &, (212t + t12257)

ve benzer sekilde,

qn X Pn = (21, + Ext1,) X (29, + Et5,)
= (Z1n22n —ty, t2n) + &, (Z1,ton + t1,22)

degerleri H elemanlar cinsinden elde edilir. Bu esitlikler birim vektorlere gore
diizenlenirse,

G®P =(q1 X P1,q2 X P2 --->qn X Pn)
[(211221 —t t21) + &, (211t + t11291)
(212222 —ty tzz) + & (B1at0 + t19%22) 5 - -,
—tin th) +& (21,0, + tanZn)]
(211221 —ty t21) ) (212222 — 1ty tzz) yeees (zanZn —ty, th)]

+ &, [(Z11ta1 + t11221) , (Z1aton + £12%22) 5 - ., (Z1nton + t1,22,)]
+ ¢,

A

= | (211221, 212%22, - - - » Z10%20) — (Eu ta1, E12 tygseevsbin tzn)]

[(Z11t91, 210t 20, -+ -, Z1ptan) + (E11221, t19%00, .+, E10Z0,) ]

e]de edilir- 21 = (211’ 212,- . -’Zln)’ T-']- — (tll’ tlz’ D) tln)’ 22 = (221’ 222’- . -’Zzn)’
Ty = (tyy, tyy, . ., t,) € C" olmak iizere, carpma islemi, (5.17) esitligindeki gibi elde
edilir. [ |
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Sonug 5.10. H" (]HI—modizl) iizerinde Teorem 4.7 ile Y4 = (q;), p = (p;) € H" olmak
tizere (4, D)gn = Z q; X p; seklinde verilen simplektik carpma, (5.14) esitligindeki yazilisa

- =4

gore, V4 = Z1 + Wlez, pD=2Z,+ erz, Zl,Wl,ZZ,W2 € C" igin,
(@, B = <Zl +Wié,,Z, + W2€2>Hn

olarak, ve (5.15) esitligindeki yaziisa gore, NG = Z, + &1y, B = Zy + &1,
Z,,1,,Z,, T, € C" icin,

(5.18)

(q:ﬁ)H" = <21 + é)Z'TWIJZZ + §2T2>]HI” (5 19)
= (<21’22>C" + <T1, T—'2>(cn) + 82 (<le T2>(C” - <T1>ZZ>(Cn) -

ifadesine esittir.

Ispat. Teorem 4.7 ile verilen simplektik carpma, Y4 = (q;), p = (p;,) € H" (1 <i < n)
icin,
(q7ﬁ)Hn = <(q1’ q2: cog 7qn)7 (p1:p2’ st ’pn))]HI"
=q Xp1+qyXpy+-+q,xp, €H
olmak tizere, Vq§ = (q1,q2---,qn) = (211 +W11€5 215+ Wip€s, .., 21, + W1,65),

P = (P1,P25-+->Dn) = (391 + W€, 200 + Wy, ..., 25, + Wy,&,) icin, esitlik (2.55)
kullanildiginda,

q; X p1 = (217 — W11€,5) X (291 + Wy €,)

= (211891 + W W) + (2Wo; —W11Z51) €,

qy X Do = (210 — W1€5) X (292 + Wyy€5)
= (21209 + W1aWyy) + (215Woy — W15Z05) €,

ve benzer sekilde,

qn X bn = (zln _Wlnéz) X (ZZn + W2n€2)

= (21n%2n + W1 Wap) + (21, Wan — W1,Z9,) €,
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degerleri yerine yazilir ve birim vektorlere gore diizenlenirse,

({@.P)gn=q1 X P1+qy Xpat--+q, X Py
= (211221 + W11 Wy + 212%00 + WinWay + + -+ + 2125, + W1, Wy,)
+ (211Wa1 — W11Z01 + 215Wap — WipZoy + 0+ 21, Wo — W1pZ2,) €,
= [(211201 + Z12%02 + - + 21,20,) + (W11 Woy + WioWoy + -+ Wy, Wy,) ]

+ [(211Wa1 +219Way + -+ + 21, Wo, ) — (W29 + WipZop + - +W1,25,)]€,

bulunur.

Vg = Z;, + Wé,, P = Z, + W, ve Z; = (211,%12>--->%11)>
- _ =4 _ 7 _ n
W, = (Wi, Wig, oo, Win)s Zy = (231,299, +5%9n) Wy = (Wop,Woy,...,wy,) € C

olmak iizere, Teorem 4.7 ile tanimlanan simplektik carpma ve Tanim 2.24 ile verilen

kompleks degerli i¢ carpim goz 6niine alindiginda (5.18) esitligindeki gibi elde edilir.

V4 =(q1,9,---,9,) = (211 + €5t11,215 + Extya, ..., 21, + Extyy),

p =

(P1>P2s---sPn) = (221 +Exta1, %0y +Extgy, ..., 2y, + Exty,) icin, esitlik (2.56)

kullanildiginda,

q; X p1 = (211 — &t17) X (297 +€,t5;)

= (211221 +ty t21) + &, (Z11ta1 — t11%21)

qy X Py = (212 — €xt15) X (295 + €,t5))

= (212222 +15, tzz) + €, (212t9 — t1225)

ve benzer sekilde,

qn X Pp = (31, — €yt1,) X (29, + €t )

= (zanZrl + f1nt2n) + é)2 (Elnth - tanZn)

degerleri yerine yazilir ve birim vektorlere gore diizenlenirse,

(G, D) =qy XP1+qy X Pyt +q, X P,

= (211221 + Li1tor T 212%00 T Liploy + 0  + 21,25, + tlnth)
e

-

+ €, (Z11to1 — t11%9 T B1atay — t1oZop + 0+ + 21,0, — t1,22,)

= | (211201 + 212200 + - + 21,,%9,) + (En tyy + tigtyy + -+ +E1nt2n)]

-

+ & [(Z11ta1 +Z1atoy + - +Z1,t0,) — (E1129) + 1920y + -+ + 1,25,) ]

bulunur.
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Vi = Z,+ 118, = Zo + To8y ve Z, = (311,510, 5%10)s T1 = (tyistygseens by,
Zy = (%91,%99,+,%9,), To = (tay,te9,...,ts) € C" olmak iizere, Teorem 4.7 ile
tanimlanan simplektik carpma ve Tamim 2.24 ile verilen kompleks degerli i¢c carpim
g6z oniine alindiginda (5.19) esitligindeki gibi elde edilir. |

Sonu¢ 5.11. H" simplektik carpim uzayinda norm islemi, YZ,,W, € C" iken
Yq = Z, + W&, € H" icin, Sonug¢ 5.10 ve (5.18) esitligi kullanildiginda,

”EjHH" =V ((_j, Zj)H“ = (<Zl’§1>cn + <W1’W1>(cn) + (<21’W1>Cn - <Wl’21>cn) 52
=z + [l
(5.20)

bulunur. ¥4 = Z, + &,T, € H" icin, Sonug 5.10 ve (5.19) esitligi kullamildiginda,

_<Tl’21><cn)

(5.21)

Gl = /(4> G = (<21121>Cn + <T1; T, ><cn) +é, (<Z1: T, ><cn
olarak elde edilir.

Teorem 5.2. (5.14) esitligindeki gosterim goz oniine alindiginda, Yg = Z, + W, &, ve
YZ,,W, € C" icin ¢ : H" — C>,

211
221

211 + 21265 :

- - 291 + 29965 Za1 21 o
o) (Zl + Wlez) =¢ ) =| U |= |: = | =¢(q) (5.22)
: —Z19 —W1
Zy1 + 2265 —Z33
__EnZ_

seklinde tanimlanan doniisiim bijektif bir lineer doniisiimdiir [8].
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Tablo 5.1 H" uzayinda farkli gésterimlerle carpma islemi

Garpma islemi

GoOsterim
d = ( B RS ] n) =4 2
1= ez GRP = (g X P1,q2 X Pas--->qn X Py)
P=(p1,P2---5Pn)
G R P = (A RpaAy =B, R By =C) R Cy =D, R Dy ) €
G=A8,+B,é +Cé,+D2, + (A, Rg.By+B, Ry Ay+C R, Dy =C, Ry, D, ) €,
P =A,8,+ Bo2, + CoB, + Dy2, + (A1 Ry Cy# Cy RgnAy =B, Ry, Dy B, Ry, D, ) €,
+ (A, Rgo Dy# Dy Ry + By R Co =B,y ® €y ) &
§=2,+Wg, N TR A 3 O S S P
oo GRP =(Z,RenZy— WRaW, |+ ( 2,8 Wy + W R Z, ) 8,
D =25+ W,e,
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6

H" UZAYININ CEBIRSEL YAPILARI

Bu boliimde, bilinen reel ve kompleks vektor uzaylarinin tanimlarindan, ayni zamanda
Bolim 2.1 ile verilen R" uzayindaki ve Bolim 2.2 ile verilen C" uzayindaki

tanimlardan yararlanarak H" uzayinin bu uzaylar iizerindeki cebirsel yapilar1 elde
edildi.

6.1 H" Uzaymn R" Halkas1 Uzerindeki Modiil Yapisi

Bir n-vektortin, H" tizerinde reel sirali n-liler yardimui ile yazilabildigi Boliim 5.2 ile
verildi. Bu boliimde, aynmi gosterimi kullanarak H" uzayinin R" halkas: tizerindeki

modiil yapisini elde edecegiz ve bu uzay ilizerinde tanimlanan i¢ ¢arpim ve norm
tanimlarini verecegiz.

Tanim 6.1. Boliim 5.2 ile tanimu verilen,

=

H"={q | =Aé,+Bé, + Cé,+ Dé;, AB,C,D eR"}
kiimesi lizerinde [0 : H" x R" — H" seklindeki reel skaler n-vektor ile carpma islemini,
Vg = Aé, + Bé, + C¢, + Dé, € H" ve YA € R" icin,

(6.1)

seklinde tanimlayalim. Bu carpim, Boliim 2.1 ile verilen R" uzayinda tanimlanan siral
carpim islemi yardimiyla, VA = (a;, a,, . ..,a,), B = (by, by, ..., b,), C = (c1,Csy ..., C,),
D=(d,d,,...,d) eR ve YA = (A, Ay, ..., A,) € R" icin,

AR = (a5, 4y, ..., 0,) Bee (A1, Ag, ..., A,) = (@144, ay2s, ..., A, A,)
BRgaA = (by, by, ..., b)) Ree (A1, Ag, ..., A,) = (b Ay, by, ..., biA,)
CRpnA = (C1,Coy e vy Cy) Bn (Ag, Agy ooy An) = (C1 A1, oAy oo, CiA)

DRgA =(dy,dy,...,d) R (Ay, Ay ..., A,) = (dy Ay, doAs, ..., d,A,)
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oldugundan,

GEA=(a1A1,d529, ..., a,A) 8 + (B4, oAy, ..., buA)E
+ (1A, A0, ooy Co AL ) Es + (di Ay, do A, ..., d A,) €S
= (a; A€y + by A €, + i A8, + dy A €5, ayA,€, + byAsEg
+cy Aoy +dyAses, ..., a,A €0+ bAE + A8, +dALES)
= ((a,€y + by€; +c,€, +d,85) © Ay, (a8, + by€; + 8, +dy85) © Ay,
e..,(a,éy+ b€, +c,é,+d,€3)0OA,)

seklinde yazilir. Yani, Vq; = a;€, + b;é; + ¢;é, + d;é; € H (1 < i < n) icin,

ZjEliz(q1®l1,q2®l2,...,qn®ln) (6.2)

seklinde de tanimlanir.

Teorem 6.1. H" iizerinde reel skaler n-vektor ile carpma islemi, Yq, p € H" ve VA, [ eR"

icin,

[
i. qgo(i+i)= (G
iii. go( g
v, g1z =

ozelliklerini saglar.
Ispat.
Vg = Aé, + Be, + Ce, + Dé, € H" ve VA, [i € R" icin,
ii.
q 0 (A+1) = [ARg. (A+1) |8, + [ BRe.(A+i0) ] &
+ [ CRpa (A4 )] 2, + [ DR (A40) ]

l

o

3

Buradan, Teorem 2.3 (ii.) 6zelligi kullanilarak,

=[(A8, + Bé, + Cé, + D&;)m A ] m [ (A&, + Bé, + C&, + D&;) @ i
={@mA®|@op)
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iii.

4 O (AR i) = [ AR (ARzafl) | &) + [ BRge (AR5 1) ] &
+ [ CBgo (AR ) ], + [ D

-

mRn(sznﬁ)] 3

Buradan, Teorem 2.3 (i.) 6zelligi kullanilarak,

4 0 (ARgafi) = [ (AR )Rz
[

Sonu¢ 6.1. (R",+,Xg.) bir halka ve (H",B) yapist bir Abel grup olmak iizere,
tamumlanan skaler n-vektor ile carpma islemi ile birlikte {H",H, R", +, Rg., &} altilist

bir modiildiir.

6.1.1 H" (R"-Modiil) Uzayinin Bazi
V4 = A8, + B\, + C,&, + D,8, € H" yazihsi ile H" = Sp {2,,&,,&,,;} oldugundan
boyH" = 4 elde edilir. Yani, H" uzay1 R" halkas: iizerinde 4-boyutlu bir modiildiir.

6.1.2 H" (R"-Modiil) Uzerinde i¢c Carpim islemi
VA,,B,,C,,D,,A,,B,,C,, D, € R" icin H" kiimesi iizerinde tamimlanan,

(e H'x H' - R"
- - - —->\R" e 2 > =2 > 2 5 2 2 =2 - 2 S R"
(@,P) = (4, D)y = <A1 + Bé; + Ci€; + Dy €3, Ay + Byég + Coey + D263>Hn
:AlxR"AZ + EIERHEZ + élanéz + BIERHEZ

(6.3)

déniisiimii bir i¢c carpim fonksiyonudur.

Ispat. i.  Simetri 6zelligi: Vg, p € H" icin,
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- =

ii. Bilineerlik 6zelligi: Yd, B, 7 € H" ve VA € R" icin,

N >\ R" > —>\R" > —\R"

(G, PB7) g = (@, By + (Q T

@B P, 7). = (@ P + (B, F) i

- g - Rn - = n =

(GOA,B)y, = (@ B R A
iii. Pozitif tammhlik ozelligi: V4 = A&, + B,é, + C,&, + D;é; € H",
VA] = (aj1,a3,-..,a1,), El = (by1,b1g,..., b1y), é:1 = (C11,C125+++5C1n)s

D, =(dy;,dys, . ..,dy,) € R" icin, tammdan,
(@, ) e = A1RgoA; + By Riga By + C1 R C; + Dy R, Dy

oldugu g6z oniine alinirsa,

AlmR"AI (a11’ Aigre-es ln)
B\Ry.B, = (b2, b%,,...,b% )
éllancl (cn, . . )

D& D, = (dfy, i - ,dfn)

oldugundan, ¢ = (q;,95,.--,9,) € H" ve Vq; = ay;€,+ by;6; +¢1;6,+d ;65 € H
(1 <i<n)icin,

(@ 3)% = (a2, + b2 +c2 +d?, a2, + b2+ +d2,. .,

= (llgal”, llgall*, - llgall®)

2 2 2 2
aln + bln + Cln + dln)

esitligi bulunur. Tanim 2.11 g6z Oniine alindiginda her bir ||ql-||2 >0(1<i<n

A —

- N

oldugundan i¢ carpim degeri pozitiftir Ayn1 zamanda, (q’,q’)g: =0 g =

ol

saglanir.

Sonucg 6.2. (, )Ei fonksiyonu H" kiimesi iizerinde bir i¢ carpum fonksiyonudur. H" kiimesi
de bu i¢ ¢arpum ile birlikte bir i¢c carpim uzayidir.

Tanim 6.2. Vq, p € H" kuaterniyon n-vektorleri icin (Z]’,ﬁ)ﬁz = 0 ise § ve p kuaterniyon
n-vektorlerine ortogonaldir denir.

-

Sonuc 6.3. V4 = A, + B,é, + C,é, + D,é;, p = A, + B,&, + C,8, + D,é; € H"
ve Vﬁl = (ay1,a12,---,a1,), §1 = (b11,b135---, byy), 51 = (C115C125+++5C10)s
51 = (di1,dip,---,dyy,), Az = (az1,0a,---,0a2,), Ez = (by1, b3, -+, b)),
Cy = (C215Ca9, -+ Con)s Dy = (doy, dys, .. ., dy,) € R™ igin,
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ic carpimi,

(@ﬁ)gi = (h (q]_’pl)lh (q21p2) IARE )h(qn:pn)) (65)
seklinde veya,

- ->\R" lrr, = -

(@ B)pn = 5[(61 =p)m(prj)] (6.6)

seklinde de yazilabilir.

Ispat. VA] = (a31,a15 -+, A1), E1 = (b1, b12,---, b1, é:1 = (€11,C125 -+ -5 C1nds
51 = (di1,dyp, .., dyn), Az = (aa1,0a5,---,0a2,), Ez = (by1,byp, -+, b2y),
Cy = (Ca1, a2+ -5 Can)s Dy = (dyy, do, ..., dy,) € R™ g,
(@,P)%, = A1 RpAy + B1Rp. B, + 1R Cy + Dy K. D,
= (a11a21, A12a59, - - -, A1y A25) + (D11 D21, b1o oo, - - -, b1y byy)
+ (116215 €12€225 - - - C10C20) + (d11d51, d12dsy, - - -, diday)
= (a11ap; + by1bgy + €11Co1 + dy1days A12G55 + D1abay + €165 + diaday,

L] alna2n + blann + ClnCZn it dlndZn)

bulunur. Yani, reel degerli kuaterniyon i¢ carpimi olarak verilen (2.33) esitliginden,

(@,9)5, = (h(q1,P1)>h (@2, P2) s - - s 7 (G P1))

elde edilir. Ayn1 zamanda, (6.5) esitliginden,

1 _ _ .1 _ _
(h(thl)s h(Qz;Pz): .. -,h(qn:Pn)) = [5(‘11 X D 69pl X ql); E(Ch X Dy 69pZ X qZ);

1 _ —
---,E(anpnepnan)]

yazilabilir. Burada, Y4 = (41,93, ---,9,), B = (P1,P2,--->P,) € H" icin,

:(quqz;---:qn)g(1_31;1_32;---:pn):(ql Xl_71JQ2 Xl_)Z""’qn XI_)n)

=11

R

1_5 &3: (pl’p25"'5pn)|z (6_119623"':qn) = (pl X appz X 62:"'9pn X C_ln)

oldugundan i¢ ¢arpim,

@5 =5[(a=5)= (=]

seklinde de tanimlanir. [ ]
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Not 6.1. (6.4), (6.5) ve (6.6) esitlikleri ayni i¢ ¢carpim fonksiyonunu ifade eder.

6.1.3 H" (R"-Modiil) Uzerinde Norm islemi

H" (R™"-Modiil) iizerinde norm isleminin sonucu bir reel n-vektor olacagindan, norm

islemi Boliim 2.1.3.2 ile verilen sirali carpim metrigi yardimiyla tanimlanmaistir.

Tanim 6.3. ||.||§I: : H' — R" doniisimi ile tamimli norm fonksiyonu,
V4 =A, +B,é, + C,é,+ D2, € H" icin, (6.4) esitligi yardimu ile,

1GI%, = /A R, 4B, R B, 4Gy Ry Gy D, Ry D, 6.7)

seklinde, V4 = (q;, 95, ---,q,) € H" icin, (6.5) esitligi yardimu ile,

111E = (v (0190, VR (22:9). -, V1 (2,.0) o8
(Va2 1@l . v 19.07) = sl gl g ) |

seklinde, (6.6) esitligi yardimu ile,

1G5 = @m§=¢ﬂﬁmam@x®}:qxa 6.9)
seklinde tanimlanir.

Teorem 6.3. Norm fonksiyonu, Yq,p € H" icin,

. - - Rn - - Rn

i. [[qRPlg. =P Rl

.o - >R - R - R"?

ii. |G Pl < Gl + 1Bl
Rn

eoo - R?
iii.  [|gllg. =

q
Hn

0=G=0

iv. 1|l
ozelliklerini saglar.
Ispat.

ii. n-vektorlerin toplami V4 = (q1,92,---,9,), P = (P1,P2--->P,) € H" icin,
qmﬁ = (ql e9p17qZ GBPZ) . ')qn Gapn) Oldugundan:

Ige@ Bz, = (g ® pull, g2 @ pall, - -, llg, ® p,lD)

yazilabilir. Burada, Teorem 2.22 (ii.) o0zelligi goz 6niine alindiginda, Vq;,p; € H
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(1 <i<n)icn, llg; ® p;ll < llg;ll + llp;ll oldugundan,

- - 1R

G B Blig, < Ulqll +Ipall, llgall + pall - lgall + 11palD
= (llg1 I, llgall, - - -5 lga D)+ Alpalls palls - 5 llpalD)
- R - |R"
= 1G I *+ 1Bl

elde edilir. [ |

6.1.4 H} (R"-Modiil) Uzayinda Vektorel Garpim

H} uzayindaki elemanlarin reel n-vektorler yardimi ile gosterimi goz Oniine

alindiginda,
Vq = (ql) = Elal + 6152 + .l_jlgg, ﬁ = (pl) = EZEl + 6262 + .5253 S HZ lgin,
A, : Hp x Hy, — H
(@5) > Gy
islemi iki uzaysal kuaterniyon n-vektoriin vektorel carpim iglemidir. Burada,

AP = (C) R D, — C,Rgu Dy ), + (ByRyn Dy — B R D) &,

. A e (6.10)
+ (Bllan C2 _Bszn Cl) 63

ile ifade edilir. Ayn1 zamanda bu c¢arpim,

& & &
qAH’;,ﬁ =B, C; D
Ez 52 52

seklindeki sanal determinant ile de hesaplanabilir: Gercekten

vq = (q17q2a"'>qn)7 ﬁ = (p17p2:"'7pn) € H; igin:

Tanim 4.18 ile verilen GAy, p = (q1 Am, P1>92 Am, P2s - -5 Qn N, pn) tanimui kullanilirsa,
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Vqi; = byi€1 + Cii€y + dii€5 € Hp (1 <k <2, 1 <i<n)olmak iizere,

(91 Aw, P1,92 As, P2+ Qn A, P)

= ((c1dy1 —€1dq1) €1 + (by1dyy — byydyq) €5+ (b11C91 — byqC11) €5,
(c1adyy — Coad15) €1 + (b1adyy — bypdin) €5 4 (D13Cog — baaCe,) €,
o5 ((e1ndan — Condin) + (1nday — Dyndiy) €5 4 (b14Con — DanC1,) €3)
= (c11da1 — €111, C1aday — Copdi, - - -, Cralan — C2ndin) €

+ (b11dy1 — bydyy, biadyy — boadys, - - -, brpdan — bandin) €

+ (b11¢91 — ba1C11, b1aCon — bynCia, .o+, b1pCop — by, €3

yaleabﬂiI‘. El = (b11’ blZ""7b1n)’ 61 = (CH,Clz,...,Cln), 51 == (d11’d127“"d1n)’
By, = (by1,b99, .., b9,), Cy = (€31,C295-++,Cop), Dy = (dyq,dsg,...,d5,) € R" olmak

uzere,

ZjAHgﬁ - (61 &Rn 52 - észnﬁl) El + (szRnﬁl _Elanﬁz) 62
+ (B, ®ga Cy — B,Ry G ) &5

bulunur.

Teorem 6.4. Vektorel carpim islemi, Vq, p, 7 € H, VieRn icin,

ii. Ghe (BBF) = (GAmB) 8 (
iii. (GOA)AwP =qAw (POA
v, Ghuy (BAwg7) + By (A

ozelliklerini saglar.

Ispat.

iii. Vg =B,8, + C,8,+ D,&;, P = By&, + C,8, + D,8; € HI ve A = (A, Ay, ..., A,) ER"
icin,

1_5 - [(élani) ®R”52 - C_fzan (ﬁlan 1)] El

[§2an (B] ERn i) - (B] ERn i) ER"BZ] 62

-

[(B1®gi L) Ry C, — By (C1 Rt ) ] 2

(GoA) Ay
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Teorem 2.3, (i) ve (iv) siklar kullanilarak,

(G i) AP = [C1 8 (Do) — (62'211%”1) A
+ [(EZERni) IZIRnl_jl _Elan (52|XRHX)] _>2
+ [El an (észn i) - (EZxR"i) an 61] _)3

ayrica,

+ [ (B2 Dy — By D) 8201 ),
+[(B,®g:C, — ByRiuC) ) R A | 8
= (@ryp) o4
elde edilir. .

6.1.5 H" (R"-Modiil) Uzerinde Carpim islemi

Teorem 6.5. H" uzayinda Tanim 5.1 ile verilen stralt carpim islemi,

GRP = (S;RpS;) B ( (Ve Vi) )EB(VﬁESq)EEI(VquSI»,)EEI(Va/\HEVﬁ) (6.11)

seklinde de tamimlanabilir. Burada, , )g’; islemi H} uzaywinda i¢ carpima ve Ay islemi
P P

HY}, uzayinda vektorel carpima karsilik gelir.

Ispat. H" uzayinda carpim isleminin,

G R P = (A RgeAy=B; Rp.By=C1 Ry Cy=D; R D, ) &,
+ (A, BgaBy+ B RipuAy +C Rigu Dy = C, R Dy ) €
+ (A1 Rign G+ C BgnAy =B, B Dy + B, Ry D; ) €,
+ (A, Rign Dy # Dy RigoAy B, R Cy =By ® € )

€1

-

3
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ifadesine esit oldugu Sonug 5.3 ile elde edildi. Bu esitlik diizenlendiginde,

iR P = [ A Rp.Ay= (B, RyaBy+Ci Ry Co + D1 R D,) | €,

X X

yazilabilir. A, = Sz ve A, = S; olmak tlizere, Tanim 6.1, Teorem 6.2 kullanilir ve Bolim

6.1.4 g6z Oniine alinirsa,
G®P = (S;8z.S;) @ (—(Vq, Vﬁ)ﬁp) @ (V; m55) 8 (V; 5;) 8 (VA Vy )
elde edilir. m

Sonug 6.4. Vq,p € Hj, ise S5 = 0 ve Sz = 0 olacagindan H} uzayindaki iki uzaysal
kuaterniyon n-vektoriin ¢arpimi,

- - Rn

G8P =— (V4 Vs )y B ViAm Vs (6.12)

9 "PIHj

seklinde de yazilir.

6.2 H" Uzaymn R Cismi Uzerindeki Vekt6ér Uzay: Yapisi

Tanim 6.4. H" kiimesi {izerinde [ : H" x R — H" reel skaler ile ¢arpma islemini,
V(_j = (Ch:CIz; .. -;qn) e H" ve VA eR igin,

jOA=(q;01,q;,OA,...,q,0OA) (6.13)
veya YV = S; +V; € H", VA € R olmak {izere,
GEA=(S;+V;)BA=S;A+V;01 (6.14)

seklinde tanimlayalim.
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Teorem 6.6. H" iizerinde reel skaler ile carpma islemi, Vq,p € H" ve VA, f € R i¢in,

i (@ep)prA=GoArBe(@Eoi)
i. a(A+p)=@uA)B(@np)
iii. qu(AB)=>@GmA)ap

ivv J@l=g

ozelliklerini saglar.
Ispat.

i. V§=1(q), p=(p)eH" (1 <i<n)icihndBP = (q,®p1,42®Ps,...,4,®P,)
oldugundan,

(qmﬁ)BAZ(Q1 ®P1,92® Py ---54, 6917r1)|3|7L
={(q:9p1)0A,(q2®p,)OA4,...,(q,®p,) @A)

yazilir ve Teorem 2.17 (i.) ile verilen (g ® p)©A = (¢ ® A)®(p ® A) 6zelligi kullanilirsa,

@Gep)ori=((gzoA)e(P01),(q@eA)&(P,01),...,(q,0A) & (p,® 1))
=[(q;04),(q;04),...,(¢, 0 M)]B[(p, ©@A),(p,®A),...,(p,®7)]
=@mABE@EoA)

elde edilir.
ii. Y4 =(q;) € H" icin,
dEBA+B)=(q0(A+f),q,0(A+p),...,¢, © (A +p))

yazilir ve Teorem 2.17 (ii.) ile verilen ¢ ® (A+f) = (qOA) ® (q© B) ozelligi
kullanilirsa,

ja(A+p)=(q:00)®(q;08),(q,04)8(q,@8),...,(q,0A) @ (g, B))
=[(q;024),(q20A4),...,(q,@2A)]B[(q; ©B),(q2©B),...,(q,©B)]
=@nA)a@np)

elde edilir.

iii. V4 = (q;) € H" icin,

qm(kﬂ)z(q1®(lﬂ),q2®(lﬂ),,qn®(l[3))
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yazilir ve Teorem 2.17 (iii.) ile verilen ¢ ® (A) =(q © A) © B 6zelligi kullanilirsa,

qa(AB) =010 B,(q;0A4)0p,...,(¢, © 1) © B)
=[(q:02),(q204),...,(q, 0 )]
=(@rnAasp

elde edilir. m

Sonug 6.5. (R, +,) bir cisim ve (H", B) yapist bir Abel grup olmak tizere, tanimlanan
skaler ile carpma islemi ile birlikte {H", B, R, +, -, @} altilist bir vektor uzayidir.

6.2.1 H" (R-Vektor Uzayi) Uzayinin Bazi

H" = {§=1(91,93,---9,) | ¢ = a3;€o + by;€; + 1,65 +dq;€6; € H, 1 <i <n} uzayinin
elemanlari, reel n-vektorlerin uzayinda i. bileseni 1 diger bilesenleri O olan birim
baz vektorleri £, = (0,0,...,1,...,0,0) (1 <i < n) olmak iizere,

q=(q1,92,--->9)
=&1q1 + &g+ + £,
= &1 (a1 + b11€; + €118, + d1183) + &, (agp + D128 + €128, + d10€3) + ...
+ &, (@1 + b1, + €148 + dy€5)
= a11(&1€) + a12(8,€0) + -+ + a1,(€,€5) + b1y (81€1) + b1, (€281) + - -+ + by, (E,€)

+ 11 (8185) + €15 (8285) + -+ - + €1, (8,8,) + dy1 (€1€3) + dy5 (E1€3) +- - + dy, (£1€3)

olarak yazilabilir. Burada, £¢; (1 <i <n, 0 <j < 3) carpimi Tanim 5.4 ile verilen

R" x H — H" islemi yardimiyla yapilmistir. Boylece,

- - - e

0 b e oo e oo oo s oo oo s o o
H" = Sp {&1€0, €05 - -+ > En€0>E161,E2C15 -+, En€1,E1€9,E9Co, ..., Ento, E1€3,E9€3,...,Enes}

yazilabilir. O halde boyH" = 4n elde edilir. Yani, H" uzay1 R reel sayilar cismi tizerinde

4n-boyutlu bir vektor uzayidir.

6.2.2 H" Uzaymin R Cismi Uzerindeki i¢ Carpim islemi
Teorem 6.7. Y4 = (q1,9,---,9,), B = (P1,P2,---,P,) € H" icin,

()E CH'xH'— R

Hn

(q:ﬁ) - <a:ﬁ>§n = Zh(qupl) = h(qlzpl) +h(q2:p2)+ +h(qn)pn)

i=1

doniisiimii bir i¢c carpim fonksiyonudur.
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Ispat. i.  Simetri 6zelligi: Vq,p € H" icin,

ii. Bilineerlik 6zelligi: Vq,p,7 € H" ve YA € R icin,

(@ PB7)g = (@B + (@ e
(@85, )y = (@ e + (B, P
(B2, B = (@Bl A = (4, P D Ay »

iii. Pozitif tamimhilik 6zelligi: V4 = (q;,95,---,q,) € H" icin,

-

(@ @y = Zh(qi:qi) =g ll* + lgall® + -+ +llg,lI* = 0 ve (4, §)%, =0 =G =0
i=1

saglanir. [ |

Sonu¢ 6.6. (,)gn fonksiyonu H" kiimesi iizerinde bir i¢ ¢arpim fonksiyonu olup H"

kiimesi de bu i¢ ¢arpim ile birlikte bir i¢ carpim uzayidir.

Tanim 6.5. V{, p € H" kuaterniyon n-vektorleri i¢in (q,ﬁ)ﬁn = O ise g ve p kuaterniyon

n-vektorlerine ortogonaldir denir.

Teorem 6.8. H" uzaywinda reel degerli i¢ carpim, V¢, p € H" icin,
(A®P, @) = (. PRy =0 (6.15)
ozelligini saglar.

Ispat. H" uzayinda Tanim 5.1 ile verilen sirali carpim islemi ve Teorem 6.7 ile verilen

(), ¢ H'" x H* — R i¢c carpim islemi kullamlarak, Y4 = (q1,q---,q,),

Hn
P=(p1,P2--->Pn), T =(r1,15,...,1,) € H" igin,

(d Ep,?)ﬁn =h(qy X py,71) +h(gy X py,15) + -+ +h(q, X p,, 1)

yazilabilir. Burada, Teorem 2.20 ile verilen H uzayindaki 6zellik kullanilir ve 7 = ¢

alinirsa,

elde edilir. Benzer sekilde,

(q’ﬁ E?)gn = h(q1:p1 X rl) +h(Q2,P2 X rz) +oe +h(qn’pn X rn)
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yazilabildiginden, 7 = § alinirsa,
- - -\ R
(@, PR G)y =0
elde edilir. m

6.2.3 H" Uzaymin R Cismi Uzerindeki Norm islemi

Tanim 6.6. H" kiimesinde norm, V¢ € H" icin,

L5 HY = R
(6.16)
q—NGll5, = /(@ a5 = Zh(ql,pl

dontistimii ile V4 = (q1,95, - - -,q,) € H" igin,

Gl%, = VIgl? + gl + - + gl (6.17)

pozitif reel sayisi olarak tanimlanir.

Teorem 6.9. Norm fonksiyonu, Yq,p € H" igin,
o - >R - >R
i. [[§RPllg. =P Rl
.o - >R 1R >R
ii. I8Pl <Igllg + 1Bl
R
R __ ||
i, 1%, =]
=R

iv. ||glly=0e3=0

ozelliklerini saglar.

Ispat.

i V§=1(q), p=()eEl" (1 <i<n)icin RP = (q1 X P1,92 X P2--+>qn X Py)
oldugundan,

-

1GRBIE, = Vg x pill® + llgs X pall® + -+ + g, % pall®

yazilir ve Teorem 2.22 (i.) ile verilen ||g x p|| = ||p x q|| 6zelligi kullanilirsa,

13 BIE, = VlIps % @1l +11po X qol® + -+ + lIpy x gl
= 1P =l

elde edilir.
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iii. Y4 = (q;) € H" icin,

11, = Vllas I + gzl + - + llg, I

yazilir ve Teorem 2.22 (iv.) ile verilen ||g|| = ||q|| 6zelligi kullanilirsa, § = (q;)

elemaninin eslenigi 5 = (51,62, . ,c_ln) oldugundan,

-

q

2

1815, = @[+ @l +--+]

qn

Hn

elde edilir. [ |

105



90T

Tablo 6.1 H" uzayinda farkli gosterimlerle i¢ ¢carpim islemi

w G=(q1,9---,qx) d=A2+B& +Cié, + Die; G=272,+ W,
Vektor Uzayl B=(p1,00- 2 P2) B =A%+ Bye, + Coé, + Dy P=2,+W3,
@’ﬁ)}nn = (( ql’A'2>Rn + (§1’§2>Rn + <61’62>]Rn + <51’52>w)50
o _ A,E —E,A n—é,f) . 5,6 L) E N - - = - o R
H", H (d,B)p = Z q; X pi - (< -1 f)w (_.1 qz>m <ql 42>R +<41 -Z)R )il (@, P (<Zl’zz>m +<W1,W2)C,,) + (<Z1,W2> _<W1aZ2>C )ez
i=1 + ((Als C2>m - (Cl,A2>W + (Bl,D2>R,. - <D1,Bz)mn)ez ¢ C
+ ({41, Do), — (D1, Az)g, = (Br, Gy + (CrBa)a) &
H", R (iﬁ)ﬁ: = (h(q1,p1),h(q2p2),- -+, 1 (qy Pi)) (ﬁ,ﬁ);: =A1®R"A2+§lgk"§2+61®R"62+51gm"52
n
H', R (@5 =D h(g.p)
i=1




6.3 H" Uzaymn C" Halkas1 Uzerindeki Modiil Yapis1

Bir n-vektoriin, H" {izerinde kompleks sirali n-liler yardimu ile yazilabildigi Boliim 5.3
ile verildi. Bu boliimde, ayni gosterimi kullanarak H" uzayinin C" halkasi iizerindeki

modiil yapisini elde edecegiz.
Tanim 6.7. Tanmim 5.7 ile verilen,
Hn == {q | q == (Algﬂ +§1g1) + (6180 +.l_jlé)1)_)2 == Zl + ngz, 21, Wl S Cn} (6.18)

kiimesi tizerinde @ : H" x C* — H" skaler ile carpma islemini, YZ, = (21,2, ...,%,),
W, = (wy,Wy,...,w,) €C", Vg =Z, + W,&, € H" ve VA € C" icin,

qeA=(Z,+W3,)0i=(Z,RcA)+ (W, BA)E, (6.19)
seklinde tanimlayalim.

20 = (21,20, %) Ben (A, Aoy ooy A) = (2141, 290, . . ., 2, A,)

Wy R @A =Wy, W ..o, W) B (A, Ag, ooy A) = (Wi, Wolsy, ..., WoA,)

oldugundan,

qo A= (21A1,25A 0, -« 5 2, A,) + (WA, woldy, oo, W A,) €,
= ((z1A1) + (W A1) €y, (2345) + (WyA,) €y, .., (2,4,) + (W,A,) E,)

= (XIG)(C (Zl + Wlaz) 5 A’ZG)(C (22 + WZEZ) s3eees A’HG)(C (Zn + Wnéz))

seklinde yazilir. Yani, Vq; = 2; + w;é, € H (1 < i < n) icin,

o A= (Alecql, Ay®cqqy .-+ s AnG)(an) (6.20)

seklinde de tanimlanir.

Teorem 6.10. H" iizerinde kompleks skaler n-vektor ile carpma islemi, Yq,p € H" ve
VA, B € C" icin,

i @p)mi=(Gui)m(poi)
ii. §8(A4+5)=(ini)e(Gop)
iii. J0(Ar.f)=Guil)up
iv. 01.=7

ozelliklerini saglar.

Sonuc 6.7. ((C”, +, Izcn) bir halka ve (H",®) yapist bir Abel grup olmak iizere, tanim-

107



lanan ¢arpma islemi ile birlikte {]HI”, B, C", +, R, El} altilist bir modiildiir.

Ayrica, V4 = Z, + W, &, € H" yazilist ile H" = Sp {T, 82} yazilabilir. O halde, boyH" = 2

elde edilir. Yani, H" uzayt C" halkast tizerinde 2-boyutlu bir modiildiir.

6.4 H" Uzaymn C Cismi Uzerindeki Vekt6ér Uzay1 Yapisi
Tanim 6.8. H" kiimesi iizerinde @ : H" x C — H" skaler ile carpma islemini,
va - Zlgl + 2252 + A + ann + Wl (glgz) + Wz (5262) + e + Wn (gnaz) E Hn ve VA E C
icin,
(_j [ A - (2151 + Zzgz + -4+ ann + W1 (5162) + W2 (5:282) +---+ Wn (gnEZ)) K A
- (Zlk) gl +(ZZA‘) gz"‘"' +(ZHA) gn (6.21)
+ (w14) (616;) + (WyA) (8583) + - - - + (W, A) (€,.65)

seklinde tanimlayalim.

Teorem 6.11. H" iizerinde kompleks skaler ile carpma islemi, ¥q,p € H" ve YA, u € C

icin,

i (Bp)EA=GRA)B(EEA)
ii. jo(Aep)=>GRA)B([Guu)
iii. qa(Au)=GmA)au

iv. jol=g

ozelliklerini saglar.

Sonug 6.8. (C, +, ) kompleks sayilar cismi ve (H", B) yapust bir Abel grup olmak iizere,

tamimlanan ¢arpma islemi ile birlikte {H", @, C, +, -, @} altilist bir vektér uzayidir.

6.4.1 H" (C-Vektor Uzayi) Uzayinin Bazi

H"={§=1(91,95,---9,) | ¢; €H, 1 <i < n} uzaynin elemanlari,

ql == al + blgl + Clgz + dlg?, - (a1 + blél) + (Cl + dlél)éz == Zl + ngz

qn e an + bnél + Cngz + dnES == (an + bngl) + (Cn + dngl)éz == Zn + anz

108



olarak yazilabildiginden, Vz;,w; € C, (1 <i < n) i¢in,

q:(qlanJ"'sqn)

= (2, + W1€5,2, + Wyes,..., 2, + W,E,)

oldugundan, & = (0,0,...,1,...,0,0) (1 <i<n) vektorleri R" uzaymnin birim

vektorleri olmak tizere, Tanim 5.4 ile verilen islem yardimiyla,
§ =218+ 2,6+ + 2,8, + w1 (£16;) + Wy (6,6,) + -+ w,, (£,€5)
olarak da yazilabilir.
Boylece,
H" =Sp{€,,€5,...,En, E1€2,E2€9, ..., En€sa}

yazilabilir. O halde, boyH" = 2n elde edilir. Yani, H" uzay1 C kompleks sayilar cismi

tizerinde 2n-boyutlu bir vektér uzayidir.
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7

H" UZAYINDA ANALIZ

Boliim 2.4 ile kuaterniyon degerli fonksiyonlar incelendi. Bu boliimde,

‘R - H"

.
=i

[ ]
ol

(RT - H"

.
Dy

H — H"?

¢« ©:H" > H™

seklindeki kuaterniyon degerli vektorel fonksiyonlar: inceleyecegiz. Bu incelemeler
icin, tamimladigimiz fonksiyonlarin tanim ve deger kiimelerinde hangi metrik sistem

izerinde calistigimiz 6nemli bir rol oynayacaktir.

H" uzayindaki fonksiyonlar i¢in analiz kavramlarini ele alirken Boliim 6 ile verdigimiz

H" uzayinin cebirsel yapilarindan yararlanacagiz.

7.1 Reel Degiskenli Kuaterniyon Degerli Vektorel Fonksiyonlar

Oncelikle reel fonksiyon ve vektorel fonksiyon uzaylari icin verilen analiz
kavramlarinda goz oniine alinan metrigin Oklid metrigi oldugunu belirtelim. Béliim
2.1.4 ile R" uzayinda vektorel fonksiyonlar icin gerekli tanimlamalar verildi. Bu
tanimlamalar genisletildiginde g : R* — R™ fonksiyonu icin analiz kavramlar1 R"
ve R™ uzaylarinda tanimli Oklid metrigi géz éniine alinarak belirlenebilir [34].

Bu boliimde, H" uzayinda analiz kavramlarini, H" uzayimnin cebirsel yapilarini
diisiinerek ve hem Oklid metrigini hem de Bo6liim 2.1.3.2 ile tamimladigimiz R"

tizerindeki sirali carpim metrigini kullanarak verecegiz.

Simdji, ¥ : R — H" fonksiyonunu ifade ederek bu fonksiyonun limit tanimini iki metrigi

de goz Oniine alarak verelim.
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Tanmim 7.1. H" reel kuaterniyon n-vektorlerin kiimesi, t € I C R reel parametre ve
y; : R— H (1 <i < n) reel degiskenli kuaterniyon degerli fonksiyonlar olmak tizere,

Y:R—-H"
t— ?(t) = (Yl(t); YZ(t)) .. 'JYn(t))

fonksiyonuna reel degiskenli kuaterniyon degerli vektorel fonksiyon denir.

Tanim 7.2. ¥ = ¥ (t) vektorii t parametresinin her degeri icin ayni vektorii veriyorsa

¥ vektoriine sabit vektor denir.

7.1.1 H" Uzayinda Oklid Metrigine Gore Vektorel Limit

H" uzayinda elde edilen limit degeri bir reel n-vektordiir. Deger kiimesindeki uzaklik

kavramini Oklid metrigini kullanarak aciklayalim.

Tanim 7.3. ¥ : R — H" reel degiskenli kuaterniyon degerli vektorel fonksiyon olsun.
¥ fonksiyonu a € R noktasini iceren bir agik aralikta tanimli, a noktasinda taniml

olmasi gerekmeyen bir fonksiyon olmak iizere,

Ve > 0 icin, 0 < |t —a| < & iken ||?(t)—f,||]§,, < ¢ olacak sekilde 35 = 5(¢) > 0
varsa “J fonksiyonunun t degeri a degerine yaklasirken limiti I dir” denir ve sembolik

olarak lim 7(t) = L ile gosterilir.
t—a

Teorem 7.1. v; : R — H (1 < i < n) reel degiskenli kuaterniyon degerli fonksiyonlar
olsun. ¥ : R — H", 7(t) = (y1(t),r,(t),...,y,(t)) olsun. VL, € H
1<ic<

%i_r)r;?(t) =1 = (L,Ly,...,L,) € H" olmast icin gerek ve yeter sart %i_r)r;yi(t) =1,

n) icin, ¥ : R — H" fonksiyonunun a € R noktasindaki limitinin

olmasidir.

Yani, ¥ fonksiyonunun t degeri a degerine yaklasirken limiti, eger varsa,
lim 7(6) = (limy, (0, lim (), .. lim,(0))

seklinde ifade edilir. Burada, her bir bilesen Boliim 2.4.1.1°de verilen reel degiskenli ku-

aterniyon degerli fonksiyonlarin limitidir.
Ispat.

=) limy(r) = L olsun. £ > 0 olsun. O halde, 35 > 0 vardir ve |t —a| < & iken
I7(t)—L|IR, < ¢ saglanr.
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I7() =Ll = 1 (1 () = Ly v2(0) = Loy, 7(0) = Lo, ) 15,
= VIl 1 () = Lyl + 72 () = Lol + - + Iy () = Lo lI> < &

oldugundan, Vi = {1,2,...,n} icin,

ly:(6)—Lill = /Iy (6) — L;[]> < JZHI llyi(£) — Lyl[?
i=1
=17()—Ll <e
yazilabilir. Buradan, Vi = {1,2,...,n} icin,
%i_rEYi(t) =L
elde edilir.

(<) Vi={1,2,...,n} icin ym v;(t) = L; olsun. £ > 0 olsun. O zaman 6yle bir §; > 0

vardir ki |t —a| < §; iken Vi ={1,2,...,n} icin ||y,(t)—L;|| < i yazilabilir.
n

6 =min{6;} (1 <i < n) olmak iizere, her bir |t —a| < 6 iken,

HORAH= JZ () =L < > IO~ L
i=1 i=1

DN AGEA

£ £ £
<—4-4--+-=n-=¢
n n n n

bulunur. Buradan, ym 7(t) =L elde edilir. [ |

Ornek 7.1. 7 : R — H? fonksiyonu ¥(t) = ((t + 4)i + k, (t> — 3)j) € H? olsun. ¥
fonksiyonunun ¢ = 0 noktasindaki limitinin L = (4i +k, —3j) oldugunu limitin formal

tanimini kullanarak gosteriniz.
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Coziim: H? uzayi iizerinde Oklid metrigi dikkate alindiginda, Ve > 0 icin,
|t—0| = |t| < & iken ||?(t)—]j||ﬁn < ¢ olacak sekilde 36 > 0 degerinin olup olmadigini

arastiriyoruz.

I7(6) = LI, = lICed, 27,
= v ledll> +le2511>
=Viertes
=tlV1+e2

|t|] < & iken § = 1 alindiginda |t| < 1 ve vV/1—t2 < +/2 yazilabileceginden
€

o= min{l, —} secilebilir.
/3 ¢

Buradan, [|7(¢)— L|IE, = |t|[vVI+ 2 < %ﬁ = ¢ bulunur ve lim 7(t) = (4 +k,—3;)

olarak elde edilir.

7.1.2 H" Uzayinda Sirali Carpim Metrigine Gore Vektorel Limit

H" uzayinda elde edilen limit degeri bir reel n-vektordiir. Deger kiimesindeki uzaklik

kavramini sirali carpim metrigini kullanarak aciklayalim.

Tanim 7.4. ¥ : R — H" reel degiskenli kuaterniyon degerli vektorel fonksiyon olsun.
¥ fonksiyonu a € R noktasini iceren bir acik aralikta tanimli, a noktasinda tanimli

olmasi gerekmeyen bir fonksiyon olmak {izere,

V& > 0 icin, 0 < |t —a| < &, iken ||7(t) — L||¥. < & olacak sekilde 35, = 5,(¢;) > 0
(1 <i < n)varsa 7 fonksiyonunun t degeri a degerine yaklasirken sirali carpim

metrigine gore limiti I dir denir ve sembolik olarak ym 7(t) =L ile gosterilir.
—a

Teorem 7.2. v; : R — H (1 < i < n) reel degiskenli kuaterniyon degerli fonksiyonlar
olsun. YL; € H (1 <i < n)igin, ¥ : R = H" fonksiyonunun swralt carpim metrigine gore
a noktasindaki limitinin ym $(t)=L = (Ly,L,,...,L,) € H" olmast icin gerek ve yeter

sart %im y:(t) = L; olmasidur.
Yani, ¥ fonksiyonunun t degeri a degerine yaklasirken limiti,
lim 7(6) = (limy, (0, lim (), .. limy,(0)) (7.1

seklinde ifade edilir. Burada, her bir bilesen Boliim 2.4.1.1°de verilen reel degiskenli ku-

aterniyon degerli fonksiyonlarin limitidir.
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Ispat.

=) %im)‘/'(t) = I olsun. & > 0 olsun. Yani, Tanim 2.11 ile verilen R" uzayindaki
—a

siralama bagintisina gore Ve; € R (1 < i < n) icin ¢; > 0 olsun. O halde, Ve¢; icin,

|t —a| < &, iken ||7(t)—L||¥; < & olacak sekilde 36, > 0 (1 < i < n) vardir.

I7() =Ll = 1 (1 () = Ly, v2(6) = Loy, 7 (0) = Lo, Iy
= (1 (&) =Lyl lly2(6) = Loll, .. llyn(6) = Lol) < € = (ey, 85, .., €,)

yazilir ve ||y;(t)—L;|| € R (1 £ i < n) oldugundan, Ve; € R (1 <i < n) igin,
ly:(t) — Ll < ¢

yazilabilir. Buradan, |t —a| < §; (1 <i < n) iken,
P_{I(}Yi(t) =L

elde edilir.

(<) Vi=1{1,2,...,n} icin %i_r)lgyi(t) = L, olsun. & > 0 olsun. O halde, Ve, (1 <i<n)
icin &; > 0 yazilir. Her bir bilesen i¢in Oyle bir 6; > 0 vardir ki |t —a| < §; iken
Vi ={1,2,...,n} icin ||y,(t) — L|| < ¢, yazilabilir. Buradan, ||7(t) —L||, < & olur, ve
lim7(t) = I elde edilir. n

Ornek 7.2. 7 : R — H® fonksiyonu 7(t) = (2t + 2t%i,t> + tj, t + t?k) € H® olsun. 7
fonksiyonunun t = 3 noktasindaki limitinin L = (6 + 181,27 + 3j,3 + 9k) oldugunu

limitin formal tanimini kullanarak gosteriniz.

Coziim: H? uzay iizerinde sirali carpim metrigi goz 6niine alindiginda, V& > 0 icin,
|t—3| < 6, iken ||?(t)—f||§z < £ olacak sekilde her bir bilesen i¢in 36, > 0 (1 <i < 3)
degerinin olup olmadigini arastiriyoruz.

F()—L =((2t —6) + (2t —18)i,(t> —27) + (t —3)j, (t —3) + (t2 = 9)k)
oldugundan, Tanim 6.3 ile verilen H" (R"-Modyiil) iizerindeki norm tanimindan,

IF(O-LIE = (2t —6) + (26> — 18)ill, [|(t> = 27) + (£ = 3)jlI, (£ = 3) + (£* — 9)k|l)

yazilir.
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Birinci bilesen i¢in,

(2t — 6) + (2t> — 18)i]| = 1/(2t — 6)2 + (212 — 18)?2

=2t =3|y/1+(t+3)2

|t —3| < &, iken 6; =1 alindiginda |t — 3| < 1 ve /1 + (t + 3)? < /50 yazilabilir.

I
2t —6) + (2t2 —18)i|| < t—32\/50<( 1 )2«/50=g
¢ ( | <] | e 1

€
oldugundan Ve; > 0 icin 36, = min {1, —1} secilebilir.
g 1 ¢ 1 24/50 ¢

ikinci bilesen icin,

1(63 —27) + (t — 3)jll = /(¢3 —27)2 + (t — 3)>
= |t —3|y/1+(t2+ 3t +9)2

|t —3| < 6, iken 5, = 1 alindiginda |t — 3| < 1 ve 4/1+(t2+3t+9)2 < /1370
yazilabilir.

£
t2=27)+(t—=3)j|l < |t—3 \/1370<( 2 )\/137028
IIC ( jll <| | 370 2

oldugundan Ve, > 0 icin 36, = min {1, } secilebilir.

€
V1370

Uciincii bilesen icin,

I(t —3) + (2 — 9kl = 4/ (t —3)2 + (t2— 9)?
=t—3|y/1+(t+3)32

<|t_3|@<(j%)@:gg

€
oldugundan Ve, > 0 icin 36, = min {1, —3} secilebilir.
g 3 ¢ 3 /50 ¢

Burada, Ve; > 0 (1 <i < 3)icin 36; > 0 (1 <i < 3) bulunabildiginden ¥ fonksiyonu
icin sirali carpim metrigine gore lin% Y(t) =(6+18i,27 + 3j,3 + 9k) elde edilir.
t—

Not 7.1. ¥(t) = (2t + 2t%i,t> + tj, t + t*k) € H® seklinde tanimlanan fonksiyonun

limitini ayn1 zamanda Oklid metrigini kullanarak ¢ézelim:

115



Ve > 0icin, 0 < |t —3| < 6 iken ||}7’(t)—f||§3 < ¢ olacak sekilde 36 > 0 degerinin
olup olmadigini arastiriyoruz.
I7(6) = LIl = 102t — 6) + (26> — 18)i, (¢* — 27) + (t — 3)j, (¢t = 3) + (> = NK)|I;,
= |t —3]4/6+5(t +3)2 + (2 + 3t +9)?

yazilabilir. |t — 3] < &6 iken 6 = 1 alndiginda |t — 3] < 1 ve
€
V6+5(t+3)2+(t2+3t+9)2 < V1620 yazilabileceginden, § = min{l, }
Y & /1620

secilebilir. Buradan,

I7(6) = LIR, = |t —3]4/6 +5(t +3)2 + (£2+ 3t +9)2 <

€
V1620=¢
/1620

bulunur ve Y fonksiyonu icin Oklid metrigine gore de
lin?} Y(t)=(6+18i,27+3j,3+9k) elde edilir Bu sonug, sirali carpim metrigi
t—

g6z oniine alinarak bulunan sonucun aynisidir.

7.1.3 H" Uzayinda Vektorel Siireklilik

Y, [c,d] reel say1 araliginda tanimli, reel degiskenli kuaterniyon degerli vektorel

fonksiyon olsun. Eger,
* Y(a) tamimli,
. %im)‘/'(t) mevcut,
* lim¥(¢) = ¥(a)
kosullar1 saglaniyorsa ¥ fonksiyonu bir a € [c, d ] noktasinda stireklidir.

Eger ¥ fonksiyonu [c,d] araliginin her noktasinda siirekli ise ¥ fonksiyonu [c,d ]

araliginda stireklidir.

Teorem 7.3. ¥, [c,d] araliginda tanimli reel degiskenli kuaterniyon degerli vektérel bir
fonksiyon olsun. ¥(t) fonksiyonunun bir a € [c,d] noktasinda stirekli olmast icin gerek

ve yeter sart fonksiyonun her bir bileseninin a noktasinda siirekli olmasidir.
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Ispat.

(=) ¥(t) fonksiyonu bir a € [c, d] noktasinda siirekli olsun. Bu durumda,
lim7(¢) = 7(@) = (1,(@), Y2(a), ..., 7,(a)

yazilabilir. Teorem 7.2 geregince,
lim7(0) = (lim y,(6), lim 7,(0), .. lim,(0))

seklindedir. Iki ifadenin esitliginden,
limy,(6) = y1(@), limy,(6) = 75(a), ., lim 7, (6) = 1, (@)

elde edilir. Yani, her bir bilesen a noktasinda siireklidir.

(<) 7y(t) fonksiyonunun her bir bileseni a noktasinda siirekli olsun. O halde,

Teorem 7.2 geregince,

lim7(0) = (limy, (0, lim yo(6), .. limy,(6)) = (1 (@, 12(0), - Yo(@) = 7@

yazilabilir. Yani, ¥(t) fonksiyonu bir a € [c,d] noktasinda siireklidir. [ |

7.1.4 H" Uzayinda Vektorel Tiirev

Bu boliimde, kuaterniyon degerli vektorel fonksiyonlarda tiirev kavramindan
bahsedecegiz. Bir kuaterniyon n-vektor ile bir reel skalerin ¢arpimi icin Tamim 6.4

ile H" kiimesi tizerinde verilen [ : H" x R — H" skaler carpim islemi kullanilacaktir.

Tanmim 7.5. Tanim 7.1 ile ¥(t) = (y,(t), y5(t),...,y,(t)) seklinde verilen ¥ : R — H"
reel degiskenli kuaterniyon degerli vektorel fonksiyonunun t, € R noktasindaki tiirevi,
h € R icin,

7 (to+h) =7 (to)
h

-/ d - .
7 (to) = EY(to) = }111{)% (7.2)
seklinde tanimlanir.

Teorem 7.4. Bir ¥ : R — H" kuaterniyon degerli vektérel fonksiyonun tiirevi,
y; + R = H (1 <i<n) reel degiskenli kuaterniyon degerli fonksiyonlartmn tiirevi
yardimzuyla, bilesenlerinin ayrt ayri tiirevlerinin alinmast ve tiirev fonksiyonunun bilesen-

leri olarak yazilmast ile elde edilir:
HOEI(AGRACERAG)E
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Ispat. v; : R — H (1 <i < n) reel degiskenli kuaterniyon degerli fonksiyonlar olmak

uzere,

Y(+h)—7() =1 (t+h) =y (), 2 (t+h)—7,(8),..., v, (t+h) =7, ()

olarak yazilabildiginden, Teorem 7.1 kullanilarak,

Y (t+h)—7(t)

7 (t) = lim

h
:hm(mt+h)—Y1(t),Yz(t+h)—Yz(t),---,Yn(t+h)—Yn(t))
h—0 h
:hm(h(t-i‘h)—h(t) 72 (t+h)—71,(t) Yn(t+h)—n(t))
h—0 h ’ h h
_ (lim}ﬁ(t+h)_}/1(t)’limYZ(t+h)_Y2(t)’.“’lim Yn(t+h)—rn(t))
h—0 h h—0 h h—0 h

= (Y,(0),74(D),...,7. (1))

elde edilir. [ |

Teorem 7.5. A, I C R araliginda tanimlanmus bir skaler degerli fonksiyon, ¥ ve ﬁ reel

degiskenli kuaterniyon degerli tiirevlenebilir birer vektorel fonksiyon olmak iizere,
. d — b= d - d =g
A t t))=—y(t —p(t
i Z(FOFFO)=TFOF O
ii. @:H" x R — H" reel skaler ile carpma islemi olmak iizere,

d . (4. ) d
eI =(570)sr0er08(120)

d _ d q d -

i < [70mp0)] = (Lr0=io)s(70s SA0)
—
w. dt

(70.60)=(570.80)+ (70, 1:50)

v. 7, ﬁ : R — H reel degiskenli uzaysal kuaterniyon degerli tiirevlenebilir vek-

torel fonksiyonlar olmak iizere,
(7O g BO) = [ (570 n B0 8| 70 1 (5:50) |

esitlikleri saglanir.
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Ispat.
i

[Fe+RFLE+h)—(FOFA®)]

d .. . = .
a(Y(f)ﬂFﬁ(t)) = lim

h
[Ge+n-FenF(B+n—-F(1)]
_h—>0 h
(1 T+ =FO_ (. BE+h)—B ()
(1 P BT o g PR =B

d . d -
=ar(t)¢aﬁ(t)

ii. y;: R — H (1<i<n)reel degiskenli kuaterniyon degerli fonksiyonlar olmak

lzere,

FO)BA() =01 (00 A(t),r,(t)OA(L),..., v, ()@ A(L))

olarak yazilabildiginden, Teorem 7.4 kullanilarak,

d d d d
OB = (501 (00D, - (2(OOAW), ., 5 (1, (DO A1)
yazilabilir. Teorem 2.38 (iii.) 6zelligi kullanilarak,
d . (d. _ d
eI =(L70)sr0+70s(1:20)

elde edilir.

iii. ¥ = (yy), [3 = (B) € H* (1 < i < n) icin Tamim 5.1 ile verilen sirali

carpim islemi geregince 7(t)® B(t) = (y1(t) x By(£), 72(t) x Bot), .., 7a(£) X By(t))
ifadesinin tiirevi, Teorem 7.4 kullanilarak,

% GOLGE % (r1(8) X Br(), 72(6) X By(t), ..., 7a(t) X B,(1))
d d
= (0O x B, S o) X oD
d
77 () x ﬁn(t)))

yazilabilir. Her bir y;,8; : R = H (1 < i < n) reel degiskenli kuaterniyon degerli
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fonksiyon icin Teorem 2.38 (vi.) 6zelligi kullanilirsa,

L open=[(Ln)<pon (L)

(%Yz) X By ® 7y, X (%ﬂz),---,

(%n) X P @y, % (%/3)]

() () ()]
2 |:y1 x (aﬁl),rz x (%ﬁz),---,n x (aﬁn)]
=[(£50)mpw]s[r0s(Lsw)]

elde edilir.

iv. I¢c carpimin tiirevi ispatim1 6ncelikle H" uzaymin incelemis oldugumuz yapilarinin
her biri i¢in ayr1 ayr1 verelim.

e H" uzaymnin H uzay iizerindeki sag-modiil yapisi icin i¢ ¢arpim tanimai:

= Zn:?l x B (7.3)
i=1

olmak {izere, tiirevi,

( (£), B(D)),,

(Zr (t)x B, (t))

(O xpi(0)e Yz(f) X Bo(t) @ -+ @ T, (t) X (1))
L (0 x Bi(0) @ 5 (7 x D)) @0 2 (7,(0) x (1)

Q..Q‘|Q.. ‘L|m

yazilir. Teorem 2.38 (iv.) Ozelligi kullanilarak,

00 [« o () () oo ()]
ool(r)xsor.x ()
N[CARSEARSAEEINY
[ror (2 )oron (2 )o--orx(20)]
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d d
bulunur. Her bir 1 <i < n icin, (a?i(t)) = (Eyi(t)) oldugundan,

d . = [d. = o da
COFO) = (70.50) (70, 2F0)

Hn Hn

elde edilir.
* H" uzaymin R" halkasi izerindeki modiil yapisi i¢in i¢ carpim tanimi:

(F(6), BOYe = (R (r1(6), B1(6)), h (o), Bo()) o R (ralt), Bu(D)))  (7.4)

olmak tizere, tiirevi, Teorem 7.4 kullanilarak,

d,, = & (d d d
S OBN = (5RO, TG, B, s T (0 B0

yazilir. Teorem 2.38 (v.) Ozelligi kullanilarak,

% (7(t),/3(t)>ﬁi = (h (%Yl:ﬁl) +h (Yl, %ﬁl):h (%Yz:ﬁz) +h (Yz’ %/32)’

o eroobe) 1 (w560

|
=l

Ve
\<
—

QU

Sl
k=)
iy

N—
—~

N\
s<
v

Q

Sl 3
=)
¥

N———

Ve
~<
=5

Q.

il K=V
k=)
=

N——

—

bulunur. Yani,
d oz wk fd, o \F o d L \F
@B =(S70.80) +(70.LFO)
elde edilir.

* H" uzaymnin R cismi {izerindeki modiil yapisi icin i¢ ¢carpim tanimu:

N ’_’ Rn: S h ; 5 i
(70, B©)., Z (ri(0), B (1)) (7.5)

=h (Yl(t)’ ﬁl(t)) + h(YZ(t): ﬁZ(t)) +--+h (Yn(t)’ ﬂn(t))

olmak tizere, tiirevi,

4 o By = L 4 el
a(r(t),ﬁ(t))w = dth(rl(t),ﬁl(t))+dth(rz(t),ﬁz(t)ﬂ +dth(rn(t),/5n(t))
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yazilir. Teorem 2.38 (v.) 6zelligi kullanilarak,

S GO.BN = (gm0 )+ (15 )0 (5o ) 4 (1 58 )+
(o) (v 5
)] (o)
RS A
bulunur. Yani,
L@ AOR =(Sr0.Fw) +(fo.L5w)
elde edilir.
Sonug olafik, H" tzalndad@ carpimfl irevi gefel olarald
SFO.BO)=( 57 @.FO)+(70, 25 @)
seklindedir

v 7 =) B = (B) € H; (1 < i < n) icin Tammm 4.18 ile verilen

7(6) Ay B(E) = (11(6) Asg, Br(),72(6) A, Bal6),- -, 7a(E) Agg, () ifadesinin
tlirevi, Teorem 7.4 kullanilarak,

(Y(t) N ﬂ(t)) d_ (Yl(t) Am, B1(t), Yz(t) A, Bo(), oo, 7n(t) A, ﬂn(t))
= (5 (n 00 Ay B1(0), 3 (a0 g, Bol)).
d
(10 s, B0))

yazilabilir. Her bir v;,3; : R = H, (1 < i < n) reel degiskenli uzaysal kuaterniyon
degerli fonksiyon icin Teorem 2.38 (vi.) ozelligi kullanilirsa,
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% (?(t) A ﬁ(t) = [(iﬁ) Au, B1 ® 71 A, (%/31),

(2o ().
(5o A Bro v, (56|

= (om0 re B0 (572 ) s B (7 ) sy B
o () (49 om (45
=[(£70) rw B0 |8 0 r (2600 |

elde edilir. [ |

Teorem 7.6. Sabit bir ¥ reel degiskenli kuaterniyon degerli vektorel fonksiyonun tiirevi

stfir vektoridiir.

Ispat. Tanim 7.2 geregince ¥ (t +h) = ¥ (t) = ¥ oldugundan,

Pe+n =70 _

h h— =0

d - _1: 6 -
g/ (0) =lim "

elde edilir. m

7.2 Reel n-Vektor Degiskenli Kuaterniyon Degerli Vektorel
Fonksiyonlar

Tanim 7.6. H reel kuaterniyonlarin kiimesi, R" reel n-vektorlerin kiimesi, H" reel
kuaterniyon n-vektérlerin kiimesi, f € R" reel n-vektér parametresi ve g, : R" - R

(0 < k < 3) fonksiyonlar: kullanilarak tanimlanan, (1 <i < n) icin,

¢ :R"—>H
(7.6)
t— 9, (t)—go( )60+g1( )61"‘82( )32+g3( )
reel n-vektor degiskenli kuaterniyon degerli fonksiyonlar olmak iizere,
¢:R"—> H"
(7.7)

£ 3(0) = (9 (2), 9, (7)., 8. (7))

fonksiyonuna reel n-vektor degiskenli kuaterniyon degerli vektorel fonksiyon
denir.

123



7.3 Kuaterniyon Degiskenli Kuaterniyon Degerli Vektorel Fonksiy-
onlar

Tanim 7.7. H reel kuaterniyonlarin kiimesi, H" reel kuaterniyon n-vektorlerin kiimesi,
q € H reel kuaterniyon ve 6; : H — H (1 < i < n) kuaterniyon degiskenli kuaterniyon

degerli fonksiyonlar olmak {izere,

6:H— H"

- (7.8)

fonksiyonuna kuaterniyon degiskenli kuaterniyon degerli vektorel fonksiyon
denir. Ayrica, 6= (64,6,,...,0,) yazilr.

7.4 Kuaterniyon n-Vektor Degiskenli Kuaterniyon Degerli Vektorel
Fonksiyonlar

Tanim 7.8. H reel kuaterniyonlarin kiimesi, H" reel kuaterniyon n-vektorlerin kiimesi,
g € H" reel n-vektor ve F;, : H" — R (0 < k < 3) fonksiyonlarin1 kullanarak

tanimlanan, (1 <s < m) icin,

O, :H"—-H
. R R e e s (7.9)
d— 6,(4)=Fy(q)éy+ F,(q) e, +F,(q)é; + F5(q)é;
kuaterniyon n-vektor degiskenli kuaterniyon degerli fonksiyonlar olmak iizere,
©:H"— H"
(7.10)

fonksiyonuna kuaterniyon n-vektor degiskenli kuaterniyon degerli vektorel

fonksiyon denir.
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8

H" UZAYINDA EGRILER TEORISI

Bu béliimde, 6ncelikle H; uzaysal kuaterniyon n-vektorlerin uzayinda ve sonrasinda
H" kuaterniyon n-vektorlerin uzayinda egriler incelenecek. Bu egrilerin Frenet-Serret
formiilleri elde edilirken, hem Oklid metrigi hem de Boliim 2.1.3.2 ile tanimladigimiz

R™ iizerindeki sirali carpim metrigi dikkate alinarak sonuclar verilecektir.

8.1 H; Uzayinda Uzaysal Kuaterniyonik Egriler

Bu boliimde oncelikle HY, uzayinda uzaysal kuaterniyonik egri tanimini verelim.

Tanim 8.1. Uzaysal kuaterniyonik n-vektorlerin uzayi,

H; = {77 =Y 7n) | YitVi=0, 7 =71n€ + Y€y tvi3€3 €Hp, 1<i < Tl}
olsun. Bu uzayda s € I C R yay parametresi olmak iizere, j = 1,2, 3 icin,

Y:ICR—H,
s> 7 () =(r1(s),72(5),...,7a(s))

3 3 3
= (Z O IR LIN Y (s)éj)
j=1 j=1 j=1
3 n
= (Z i (s)éj)
j=1 i=

ile tanimlanan reel degiskenli uzaysal kuaterniyon degerli vektorel ¥ fonksiyonuna

1

H, uzayinda n-boyutlu uzaysal kuaterniyonik egri denir. Burada, y; (1 < i < n)

fonksiyonlar1 Tanim 3.1 ile verilen H, uzayinda birer uzaysal kuaterniyonik egridir.
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8.1.1 Hj} Uzayinda Uzaysal Kuaterniyonik Egriler I¢in Sirali Garpim Metrigine
Gore Frenet-Serret Formiilleri

Bu béliimde, H}, uzayinda bir n-vektériin uzunlugu hesaplanirken sirali carpim metrigi
dikkate alinacaktir. Tiim ispatlar, Sonug¢ 6.3 ile verilen (, )ﬁz : H" x H" — R" i¢ carpim

islemi, Tanim 6.3 ile verilen ||.||§: : H"

— R" norm islemi, Tanim 6.2 ile verilen
ortogonallik kavrami, Teorem 5.1 ile verilen eslenik islemi 6zellikleri ve Teorem 7.5 ile

verilen tiirev 6zellikleri yardimi ile uzaysal kuaterniyonik n-vektorler icin yapilacaktir.

Tanim 8.2. H} uzayinda I C R birim aralik ve s € I yay parametresi olmak iizere

bir ¥ : I CR — H} n-boyutlu uzaysal kuaterniyonik egrisi verilsin. ¥ egrisinin her

noktasindaki n-vektérii y(s) olmak iizere ||}7’(s)| i: =Tise ¥ egrisine n-boyutlu birim
P

hizl1 uzaysal kuaterniyonik egri denir. Bu durumda,

[[Fol] = Foron =3 [(fuere)s(foerie)] =1

esitliginden, birim hizli egriler icin y7(s) ® ?(s) =T esitligi dikkate alinr.

Tanim 8.3. Her s reel parametresi icin ||}7’(s)| ]S; # 0 veya 7/(s) # 0 ise 7 egrisine
P

n-boyutlu uzaysal kuaterniyonik regiiler egri denir.

Teorem 8.1. H} uzayinda I C R olmak iizere ¥ : I C R — Hjy n-boyutlu

birim hizli uzaysal kuaterniyonik egrisi verilsin. ¥ egrisinin birim teget n-vektorii

3 n _
(s)=7"(s) = (Z 1 () é’j) olmak iizere, t ve t’ ortogonaldir ve ayrica t' ® t bir
=1

i=1
uzaysal kuaterniyon n-vektordiir.

Ispat. Birim hizli uzaysal kuaterniyonik ¥ egrisi parametrik olarak,

Y:ICR—-H)
3 n
s F(s) = (Zm (s)é’j)
J=1 i=1

seklinde verilsin.

Birim hizli egri tanimi ile elde edilen [||)7’(s)| ]ﬁ;]z = [||f(s)| ﬁ; ]2 =1(s) IZI?(S) =1

ifadesinin her iki tarafinin tiirevi alinirsa, H" uzayinda Teorem 7.5 (iii.) ile verilen

carpma isleminin tiirev 6zelligine gore,

(Pm?)m(?m(?)/):ﬁ (8.1)
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n

3
elde edilir. 7(s) = (Z ygj (s)Ej) bir uzaysal kuaterniyon n-vektor olduguna gore,
j=1 ;

i=1
_ 3 n
Teorem 5.1 ile verilen eslenik islemi ozellikleri geregince t(s) = —(Z ng (s)é'j)

Jj=1 i=1

n n

—~/ 3
ve (£)(5) =— (El Y/ (s) é’j) oldugundan,

i=1

_ 3
yazilabilir. t/(s) = — (Z 15 (s) Ej)
=1

()= (1) ) (8.2)

elde edilir. Boylece,

(o) = [(Fai)a(ta?)]

P

esitliginde (8.1) ile (8.2) esitlikleri goz 6ntine alinirsa,

(7,0)% =0 (8.3)

Hp

bulunacaktir. Yani, Tanim 6.2 ile verilen ortogonallik kavrami geregince H" uzayinda

T ve t’ uzaysal kuaterniyon n-vektorleri ortogonaldir.

Tekrardan (8.1) esitligi Teorem 5.1 ile verilen kuaterniyon n-vektorlerde eslenik islemi
ozellikleri dikkate alinarak diizenlenirse,

(Fe?)s(in(?))=(7=i)s(in(?))-(Fai)s(iai)-0

elde edilir. Buradan, t’ Rt ifadesinin bir uzaysal kuaterniyon n-vektor oldugu sonucu

gorilir. [ |

Simdi, oncelikle 7(s) ve t’/(s) uzaysal kuaterniyon n-vektorlerinin ortogonal
olmasindan yola ¢ikarak Frenet 3-ayaklisini insa edelim.

Tanim 8.4. Hj}, uzayinda I C R birim aralik ve s € I yay parametresi olmak {izere bir
7 : I C R — Hj n-boyutlu uzaysal kuaterniyonik egrisi verilsin.

3
i(s)=7(s) = (Z 1 (8) é’j) birim teget n-vektor olmak iizere,
=1

i=1

i) =P B] [T O] (8.4)

n-vektoriinii tanimlayalim. Tanim 4.17 g6z oniine alindiginda 7i n-vektorii birimdir.
Burada T ve t’ ortogonal oldugundan, (?(s),ﬁ’(s))in = 0 esitligi (8.4) esitliginde
yapilan secim ve (8.3) esitligi geregi aciktir.
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Simdi b (s) n-vektorii b(s) = (s) X7 (s) olarak secilirse, Sonuc¢ 6.4 kullanildiginda,
asagidaki ozellikler saglanir:

i. T()RA(s)=b(s)=—-7A(s)RT(s) (8.5)
ii. T(s)Rb(s)=—7(s)=—b(s)RT(s) (8.6)
iti. A(s)RD(s)=T(s)=—b(s)®A(s) (8.7)
iv. TRA=h: (8.8)

v. ARE=Dh: (8.9)

—_ﬁ/\Hnt

=b
vii IRb=fvebRi=1 (8.10)
vii iRb=fvebRA=T1 (8.11)
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Bu ozellikler sayesinde, Sonuc 6.3, esitlik (6.6) geregince,

<?(s),ﬁ'(s)>ﬁ;=%[(txn) (imf)] =2 [b@b|=0 (8.12)
5 - R" 1 > : 1r, = -
(t(s),b(s))ngi[( b)EE t)]zi[nEEn]ZO (8.13)
<ﬁ(s),3(s)>i;:%[(ﬁlzg @ x%)]:%[?aa?}:é (8.14)
(56,356 =2 [(beb)e(bub)]|=bab=—(b5) @bryb=1

P (8.15)

bulunur. Boylece, {?(s), n(s), B(s)} ortonormal n-vektor sistemi sirali ¢arpim
metrigi kullanilarak elde edilir. Bu sisteme, ¥ egrisinin y(s) noktasindaki Frenet
3-ayaklis1 denir. f(s), 7i(s) ve b (s) n-vektorlerine de n-boyutlu uzaysal kuaterniy-
onlarin uzayinda birim hizli egrinin Frenet n-vektorleri adi verilir.

Tamim 8.5. H, uzayinda ¥ egrisinin birinci egriligi,

R(s)=|¢ (8.16)

seklinde tanimlanir.

Teorem 8.2. H} uzayinda birim hizlt ¥ egrisinin birim teget n-vektorii t, birinci egriligi

K olsun.
t/(s) =i (s)EpR (s) (8.17)
esitligi saglanir.

Ispat. (8.4) ve (8.16) esitliklerinden acikca goriiliir. [ |

Teorem 8.3. H, n-boyutlu uzaysal kuaterniyonlarin uzayi, I C R birim aralik olmak

lizere s € I yay parametreli,

Y:ICR—H,
3 n
s F(s) = (an (s)aj)
j=1 i=1

egrisinin Vs € I icin ¥(s) noktasindaki Frenet 3-ayaklist {?(s), i(s), b (s)} ve egrilik-

leri ®(s), Z(s) olmak iizere, t'(s), ii’'(s), 3’(5) n-vektorlerinin tiirevleri ve egrilikler
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arasindaki iliski,

t/(s) = (s)EpR(s)
i (s) = (F(s)@p (—R(s))) 8 (b (s) DpZ(5))
b (s) = i (s)@p (—7Z(s))

ile verilir.

Ispat. t'(s), i’ (s), b’ (s) n-vektorlerin tiirevleri ve ®(s), Z(s) egrilikleri arasindaki iliski

icin, {?(s) ,A(s), b (s)} ortonormal bir sistem olusturdugundan,

£'(s) = (8(s)Tpay; ) B8 (Ai(s)Dpay,) 8 (B(s)Epays) (8.18)
i'(s) = (2(s)Tpay ) B8 (7i(s)Epay,) B8 (B(s)Hpas, ) (8.19)
b'(s) = (T(s)Epas, ) B ((s)Epas,) @ (b(s)Epazs ) (8.20)

yazilabilir. Burada a;; € R", (1 < i, j < 3) katsayilarim hesaplayalim.

(8.18) ifadesi sirasiyla t, 7i ve b ile ic carpima tabi tutulursa,

- L\R” o R _)_)Rn > _\R"
o (0) = ((E0)5 moan )8 ( (A1) Bra )8 ((5,7)5, Bpas )
esitligi ile (8.12) ve (8.13) esitlikleri ve Teorem 8.1 yardimiu ile,
a; =0

elde edilir.

ve (8.17) esitligi kullanilirsa <F’, ﬁ’)i: = (AGpK, ﬁ)gﬁ = (i, 1), Kg.% = & oldugundan,
(8.12) ve (8.14) esitlikleri kullanildiginda,

a12 == 1_(:
elde edilir. Ayrica,

o (), =((E5),man )8 ((7.5)5, mpan, ) ((B,5), mpars )
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olmak {izere, (8.17) esitligi kullanilirsa <F’,B>§: = <ﬁ|2|pi_<’,_5>i: = <fi,B>Rn R K = 0
P P
oldugundan, (8.13) ve (8.14) esitlikleri kullanildiginda,

a;3=0
elde edilir. Sonucta, (8.18) ifadesi,

t/(s) =i (s)EpR(s) (8.21)
olarak elde edilir.
(8.19) ifadesi sirasiyla 7, i ve b ile ic carpima tabi tutulursa,

o (D)= (L) Boan )@ (1), Bras )8 ((B,);, Bras)

=dn

olmak tiizere, (8.12) esitliginde her iki tarafin tiirevi alindiginda,

% [(7 ) (Fm (ﬁ)/) @ (7' mi)m (ﬁx (?)/)] =0
elde edilir.

t ve i birer uzaysal kuaterniyon n-vektor oldugundan ve (8.2) esitligi f ve 7 icin gecerli

oldugundan esitlik tekrar diizenlenirse,

%[(Pxﬁ) 2 (ﬁm (?))] = % [(?x (ﬁ)) @ (ﬁ’m?)] =0
olarak yazilir ve bu denklem,

(E.7)5 + (57 =0

esitligini verir. Burada,

- o\R" o) L\R"
=/ _ ) = _ o
(t, n >H; = —(t , n>HE = —a,, bulundugundan,
a21 == _"(’.

elde edilir. Ayrica,

o (i, ﬁ)ﬁp = ((? ﬁ)ip E|Pa21) M ((ﬁ, ﬁ)ﬁ% Epazz) M ((To *)ip Epazg)

450)
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n 1 ey ey ey -
olmak tizere, (i, ﬁ)gn =3 [(ﬁ X ﬁ) | (ﬁ X Fi)] =nXi =1 esitliginin her iki tarafinin
P

tiirevi alinirsa, (8.2) esitligi 7 icin gecerli oldugundan, esitlik tekrar diizenlenirse,
(ﬁ’ X ﬁ) H (ﬁ X ﬁ) = 0 elde edilir. Bu denklem,
(i, fi)ﬁ; = 0 demektir. Buradan,

ay, =0

elde edilir. Ayrica,

olmak tiizere, (8.14) esitliginde her iki tarafin tiirevi alindiginda,
177, = N =\’ >, = - S\ |z
5[(n IZIb)EE(nIZI(b))EE(b IZn)EE(bIX(n) )]—O
elde edilir.

i ve b birer uzaysal kuaterniyon n-vektér oldugundan ve (8.2) esitligi i ve b

n-vektorleri icin gecerli oldugundan esitlik tekrar diizenlenirse,

% [(ﬁ’ xg) | (B < (ﬁ))] + % [(* (?)) i (Tp’ mﬁ)] =0

olarak yazilir ve,

H H
NPT s -, 7\R" > 7/\R" o -
esitligi elde edilir. Burada, <n’, b>]HI" =y = —<n, b’)Hn bulundugundan a,; = 7 (s)

alinirsa (8.19) ifadesi,
i'(s)= (?(s) IZIP—R'(s)) M (73 (s) EP%’(S)) (8.22)
olarak elde edilir. Burada elde edilen,
L 2\RY
Ay3 = (n , b>HE =7(s) (8.23)

ifadesine H; uzayinda ¥ birim hizl egrisinin ikinci egriligi veya burulmasi ad1 verilir.
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(8.20) ifadesi, sirastyla, t, i ve b ile ic carpima tabi tutulursa,
2, »\R" - \R L \R” > L\R"
o (P, t)Hg = (<t t)H; Epagl) = ((n t>Hg Epagz) = ((b t>Hg Epagg)
=ds;

olmak iizere, (8.13) esitliginde her iki tarafin tiirevi alindiginda,

%[(ng) i (?m (g)/) m(b'ri)s (Tp X (?)/ﬂ =0

Ayrica, t ve b birer uzaysal kuaterniyon n-vektér oldugundan ve (8.2) esitligi £ ve b
uzaysal kuaterniyon n-vektorleri icin gecerli oldugundan, esitlik tekrar diizenlenirse,

%[(7xg) @ (bw (5))] i % [(t X (?)) B (B’x?)] =0
olarak yazilir. Buradan,

(£ 17 =0
esitligi elde edilir.
R

Hp

(8.14) ve (8.17) esitlikleri kullanilirsa (#,5)", = (AE,%, B)5, = (7, B)r, Bgoi = 0

oldugundan, (73’, ?ﬁ: =— <?’, B)Rn

. et bulunur ve
az1 = 0
elde edilir. Benzer sekilde,

Rn

o (P, ﬁ>ip = ((? ﬁ}Hg Epagl) =2 ((ﬁ, ﬁ)ﬁ% mpagz) B ((Ta ﬁ)ip mpasg)
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olmak iizere,

- —\R" 1rr7- = - = > -
(b,b)in = E[(blzb)ﬂa(bxb)] = bR b = 1 esitliginin her iki tarafinin tiirevi

alinirsa,
(8.2) esitligi 1 icin gecerli oldugundan, esitlik tekrar diizenlenirse,
(B xg) m (B xg) =
olarak elde edilir. O halde, @’ , E)i’; = 0 bulunur. Yani,
asz; =0
elde edilir. Sonucta, (8.20) ifadesi,
b'(s) = 7i (s) B, (—7(5)) (8.24)

olarak elde edilir. [ |

Sonuc 8.1. Hj, uzayinda, esitlik (8.16) ile verilen ¥ egrisinin birinci egriligi, aynt za-
manda,

K (s) = (k1(s), k55, - ., Ky (s))

olarak da yazilabilir. Burada, her bir k;(s) (1 < i < n) degeri H uzayindaki y; kuater-
niyonik egrilerinin esitlik (3.16) ile verilen egriligidir.

Sonug 8.2. Hj uzayinda, esitlik (8.23) ile verilen ¥ egrisinin burulmasi, ayni zamanda,
T (s) = (71(s), T2(5), ..., Tals))

olarak da yazlabilir. Burada, her bir 7,(s) (1 < i < n) degeri H uzayindaki v;

kuaterniyonik egrilerinin esitlik (3.23) ile verilen burulmasidr:

Ornek 8.1. y: I CR — H? egrisis — 7 (s) = (y1(s), v, (s)) icin,

?(s)—((L—ﬁ sins ) +(L+£sms)€2—ﬁcossé’3,
2v2 242 2v2 242 2

1 V7 . LS. v7 1 . .
— COSS — ——S1ns el + —62 +| ———Ccoss— —sins 63
3 3 3 3 3

olarak verilsin. Sirali carpim metrigini kullanarak bu egrinin Frenet 2-vektorlerini ve

Frenet formiillerini bulunuz.
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Coziim Oncelikle 7 egrisinin birim hizli oldugunu gosterelim. Burada
Y1,72 : I € R — H} kuaterniyonik egrileri icin,

7 ()= (r,(5),75())
(L—ﬁ coss ) +( ! +£coss)e +§sinsé’
2v/2 242 2v/2 242 22 >

1. V7 L1, Ny 1 .
——SINnS — —COSS el + —62 +| — sins — —Coss 63
3 3 3 3 3

esitliginden,

[17@I5] = 7o 7o) = 7o e7E
(HORHOLICACRAC)
(v,() x 1), 74() x 75())
(Ilms)llﬂp (0]

3 1 V3 3 3
———COSS-l- —COS S+ + —— C0SS + —cCos s+—sms
8 8 4 8 4

2ﬁ 8 1 247
sm s + —— sins coss + —cos®s + — — —— sins coss
9 9 9 9 9
=(1,1)=1
bulunur. Dolayisiyla, ¥ egrisi birim hizlidir.

Y, egrisinin birim teget vektorii t; ve y, egrisinin birim teget vektori t, olmak iizere,

¥ egrisinin birim teget uzaysal kuaterniyon 2-vektor,

t(s)=7(s)=(t1(5), 2 (s))
olarak yazilir. Buradan,

T =7"()=(t;6),1,(5),
:(ﬁ . V3. /3

——sinsé; — sinsé, + > COSS€s,

242 242

1 V7 .0\l V7 1. \.
——CO0SS + —sIns (31 + | — coss + —sins 63
3 3 3 3

135



bulunur ve

N

o 2
[E6)ss =

\Js ., 3., 3
—sin“s + —sin“s + —cos2s,
8 8 4

\

24/7 _ 7 ., 7 27 . 1.,
cos2s — T cosssins + §sm s+ §COSZS + T cosssins + §sm S

fzf)
27 3

/\\\Olr—l ~

- o > - R* 71 ..
elde edilir. Buradan, 7i(s) = t’(s) Elp[” t’ ]HI”] tanimi geregince,
P

- \/§ . - 3 . - 3 -
(s) =| —=sinsé; — —=sinse, + r- COSS€és,

2v2 22

1 V7 .\ J7 i \4 V3 242\
——coss+ —sins |é; + | — coss + —sins |&; |Ep| —, ——

3 3 3 3 2 3

( 1 sinsé ! sinsé, + cossé
=— — ——sinsé es,

N, 4 S ’

(—L coss + ﬁsins)é’ +(£coss+isins)3)
242 242 " 2v2 242 °

ve

7 (5) = (< coss, —
n{s)=| —cosse; ———
V2 V2

(L sins + ﬁ coss) e, + (—ﬁ sins + L coss) e )
2¢2 2¢2 ! 242 242 ’

bulunur. Son olarak, b (s) =t(s)®i(s) oldugundan,

COSS€, —Sinsé,

B(s):((i—icoss)e (1 ﬁcoss)e —ﬁsmse
272 2v2 ACW AW, > 2 >

1. V7 1, (VT 1 S
——sins — ——coss |é; + =€, + | ——sins — = coss | €,
3 3 3 3 3

]- . - 1 . - -
X (— sinse; — —— sinseé, + cosseés,

V2 V2
(—L coss + ﬁ sms) é, + (ﬁ coss + 1 sins) 83)
V2 2+/2 2+/2 2+/2
((L LCOSS)C (ﬁ—icoss)e +(—151ns)é’
V2 22 2z 2 2 >
(L OSS+LSH’13)€ + 4 e +( OSS—£SiHS)E)
V2 V2 Y3yz? \6ev2 6v/2 °
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seklinde hesaplanir ve

—>/ . L _1 R
b'(s)= (( 2‘/_51115) (2\/_s1ns) +( 2 coss) és,
(—ﬁ sins+icoss)€ +( L sms—ﬁcoss)e )
672 672 V2 672 ’

- 2 =4
bulunur. Bu egrinin & (s) = || t’/ (s)”ﬁ2 egriligi ve 7 (s) = < b> burulmasi ise,
P

co-(2.22)

0-(3)

olarak elde edilir. Bulunan bu esitlikler neticesinde ¥ egrisinin Frenet 2-vektorleri

arasindaki iliski Teorem 8.3 ve Sonugc 8.1 ile verilen esitlikleri saglar.

8.2 H" Uzayinda Kuaterniyonik Egriler

Bu boliimde 6ncelikle H" uzayinda kuaterniyonik egri tanimini verelim.

Tanmim 8.6. Kuaterniyonik n-vektorlerin uzayzi,

H" = {/3 = (B, Bas--> Br) | Bi = Bio€o + Bin € + Bin€y + Bis€; €H, 1 <i < n}
olsun. Bu uzayda s € I C R yay parametresi olmak iizere, j = 0,1, 2, 3 icin,

f:ICR—H"
s=B)=(B1(5),Br(5),s- -, B (5))

3 3 3
= (Z Bri ()2, D Boy ()T, D Py (s)aj)
j=0 j=0 j=0
3 n
= (Z By (s)z,-)
j=0 i=1

ile tanimlanan reel degiskenli kuaterniyon degerli vektorel ﬁ doniisiimiine H" uza-
yinda n-boyutlu kuaterniyonik egri denir. Burada, f3; (1 < i < n) fonksiyonlarinin

her biri Tanim 3.5 ile verilen H uzayinda kuaterniyonik egridir.
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8.2.1 H" Uzayinda Kuaterniyonik Egriler icin Sirali Carpim Metrigine Gore
Frenet-Serret Formiilleri

Boliim 8.1.1 kisminda kullanilan H" uzayi i¢in verilen tiim formiilasyonlar bu boliimde

kuaterniyonik n-vektorler icin kullanilacaktir.

Tanim 8.7. H" uzayinda I C R birim aralik ve s € I yay parametresi olmak iizere bir
/3 : I ¢ R — H" n-boyutlu kuaterniyonik egrisi verilsin. [3 egrisinin her noktasindaki

n-vektortii E’(s) olmak tizere,

[

"1 = (B, )
=2 [(Foufo)s(Foafo)]=forpfe =1

ise ﬁ egrisine n-boyutlu birim hizli kuaterniyonik egri denir.

Tanim 8.8. Her s reel parametresi icin || ﬁ’(s)| in £+ 0 veya [3’(3) # 0 ise E egrisine
P

n-boyutlu kuaterniyonik regiiler egri denir.

Teorem 8.4. H" uzayinda, I C R olmak iizere B : I ¢ R —» H" n-

boyutlu birim hizli kuaterniyonik egrisi verilsin. 3 egrisinin birim teget n-vektorii

T(s)=f/s) = (Z B ($)E, ) ve N(s) = Ti(s) m [ | T

—

T’ ortogonaldir ve ayrica N ® T bir uzaysal kuaterniyon n-vektordiir:

1 -
:| olmak iigere, T ve

Ispat. Birim hizli kuaterniyonik ﬁ egrisi parametrik olarak,

B:ICR—H"

se/s(s)—(Z/su(s)e)

j=0

seklinde verilsin.

n-boyutlu  birim  hizli  kuaterniyonik egri tamim1 ile elde edilen
g R" 2 —
[IFol] =

alinirsa, H" uzayinda Teorem 7.5 (iii.) ile verilen carpma isleminin tiirev 6zelligine

n 2 — = -
En] =T(s)RT(s)=1 ifadesinin her iki tarafinin tiirevi

gore,
—_ —_ 7/
(f’x?)m(?m(f))zo (8.25)

elde edilir T(s) = (Z /31] (s)e) bir uzaysal olmayan kuaterniyon n-vektor

olduguna gore Teorem 5.1 ile Verllen eslenik islemi oOzellikleri geregince
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n

_ n _ 3
T(s)=(B,)_, — ( > B (s)aj) yazilabili. — T'(s) = (B/)_, — ( Zl B!, (s)ej)

]:1 - i=1

—/ 3 n
ve (T) ()= (ﬁi’(’));l — (2 B (s)EJ) oldugundan,
i=1

T(s) = (?) (s) (8.26)
elde edilir. Boylece,
&> o \R" 1 - N =\
(T, 1), ZE[(T’xT)EE(TIZI(T) )] (8.27)
esitliginde (8.25) ve (8.26) esitlikleri goz 6niine alinirsa,

(T,7)5 =0 (8.28)

]HI”:

bulunacaktir. Yani, Tanim 6.3 ile verilen ortogonallik kavrami geregince H" uzayinda
T ve T’ kuaterniyon n-vektorleri ortogonaldir.

(8.27) ve (8.28) esitliklerinden,
(T‘/x%)aa(? mﬁ)zﬁ (8.29)
oldugu aciktir.

(8.29) esitligi kuaterniyon n-vektorlerde Teorem 5.1 ile verilen eslenik islemi
ozellikleri dikkate alinarak diizenlenirse,

(f/x?)aa(?x(?)/) = (f/m?)aa(?x(?)) = (f/x?)aa(f’x?) =0

elde edilir. Buradan,
(relirz])=T)a((relir

elde edili. N(s)=T'(s) @ |:||T”(s)

EZ]_l) x?) =0

n-o—1
in ] oldugundan,

(ﬁm?)m(ﬁm?):ﬁ

bulunur. Buradan, N =T ifadesinin Tanim 4.13 ifadesine gore bir uzaysal kuaterniyon
n-vektor oldugu goriiliir. [ |
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Not 8.1. /_5 : I ¢ R — H" n-boyutlu birim hizli kuaterniyonik egrisi verilsin. T ve N

birim kuaterniyon n-vektorler oldugundan t = N ® T secildiginde,

—

[||?(s)||§;]2 = T(s)R(s) = (N m?)x(ﬁ m?) :le((?m T)xﬁ) —N®N =1

bulunur. Yani, f kuaterniyon n-vektorii de birim kuaterniyon n-vektoérdiir ve bu

durumda,
tuf=(Naf)alf=("af)ui=F
olup,
N=twT (8.30)

elde edilir.

Simdi, oncelikle (8.30) esitliginden yola cikarak Frenet 4-ayaklisini insa edelim.

Tanmim 8.9. Kuaterniyon n-vektorlerin uzayr H", I C R birim aralik ve s € I yay

parametresi olmak tizere bir /3 : I C R — H" kuaterniyonik egrisi verilsin. [3 egrisinin
3 n

birim teget kuaterniyon n-vektorii T(s) = pB’(s) = (Z /3i/j (s) é'j) olmak tizere,

j=0 i=1

8 =T a[|Fe|h] (8.31)

birim kuaterniyon n-vektoriinii tanimlayalim. Burada T ve T’ ortogonal oldugundan,
(T‘ (s),N (s)ﬁn = 0 esitligi (8.31) esitliginde yapilan secim ve (8.28) esitligi geregi
aciktir.

Simdi, B(s) n-vektorii B(s) = 7i(s) ® T(s) olarak secilirse, Sonuc 6.3 geregince

asagidakiler saglanir:

i. B birim kuaterniyon n-vektordiir:

:ﬁm( T‘x?)xﬁ)
AR
=1
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ii.

()= [(FeN)s(vaT)]
~3l(re(rEn)s(cene)]
-S[(ra(Fa)e(iereT)
zlﬁmﬂ
2
=0

<T’§>i::%;(fm§)aa *IZI?) B
:%:(Tx(imf))m((m?)xi)]
-5[(Fa(=T)=(Cren)=T)]
zz(ﬁmﬁ)
=0

(.5 = 1 (FeE)a(Bed)]
:%_((?&T)x(ﬁmf )m((ﬁm?)x(?x?))]
({7 s0)e(ro (7))
:%((?xﬁ)m ﬁx?)

1, \r"
:E(t,an
=0

Dolayisiyla {T’, N, B} kuaterniyon n-vektor sistemi ortogonaldir.

(8.32)

(8.33)

(8.34)

Simdi D (s) kuaterniyon n-vektérii D(s) = b(s) ® T(s) olarak secilirse, Sonu¢ 6.3

geregince asagidakiler saglanir:
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i. D birim kuaterniyon n-vektordiir:

(8.35)
(8.36)

e~ X
X —
o T
X
| s B e | X T~
~
— ——  —
[t~ [t~ —
X X ,m X
1 o
= =, =
X X 2! H
— O ¥ ) —
— — N —
[t~ I|\/I\ ~ _aN e~ = ~—
))\_ o —~ — —— X
e 1o It S N B e o
X — [t~ It — 1
= B = B m &
" _aT H X X M~ H
RGP L — o |t~ T~
[t e~ —
N & X I ~— — — — It
—~ — =~ X X X ™ X am X X = ge
_»D T~ e~ T~ T~ T~ H aN ~— IS T R\/
N—— _ab ~_ U N _»b — 7 [ e
X X X X X L 1L 1L ] N L 1L 11 ] N N
s = = Y D e NN~ NN 1o —AINHINAH|NAH N T 1o
Il [l Il I | Il I Il I I Il I [l I Il I
5 E 5 E =k
LS LS S
ey - 1=
S~ ~ ~——

ii
iii.
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iv.

b
TwT mg))aa(f)m (Tm?)xﬁ))] ©.37)

Il
Ol NIRNIRNIRNIRN| -
/N T 1
=1
X
o /N

Dolayisiyla {".T", N, B, 13} kuaterniyon n-vektor sistemi ortogonaldir. Bu sisteme,
/3 egrisinin [_5(5) noktasindaki Frenet 4-ayaklhis1 denir. T(s), N(s), B(s) ve D(s)
kuaterniyon n-vektorlerine de H" uzayinda birim hizli egrinin Frenet n-vektorleri
adi verilir.

Tanim 8.10. H" uzayinda /3 egrisinin egriligi,

Re) =765 (8.38)

seklinde tanimlanir.

Teorem 8.5. H" uzayinda birim hizlt E egrisinin birim teget kuaterniyon n-vektorii T,
egriligi K olsun.

T'(s)=N(s)TK (s) (8.39)

esitligi saglanir.

Ispat. (8.31) ve (8.38) esitliklerinden agikca goriliir. [ |
Teorem 8.6. Kuaterniyon n-vektorlerin uzayt H", I C R birim aralik, s € I yay parame-
3 n
tresi ve B egrisinin birim teget kuaterniyon n-vektorii T(s) = B’(s) = (Z /31.’]. (s)€;
j=0 i=1

ile N(s)=T'(s) @ [” f’(s)| i: ]_1 olmak iizere,

f:IcCR->H
3
s— B (s)=(Zﬂij(s)aj)
j=0

egrisinin Vs € I igin [3 (s) noktasindaki Frenet 4-ayaklist {T" (s), N(s), B(s), D (s)} ve
egrilikleri ®(s), K(s), (’? (s)—K (s)) olmak tizere, T’ (s), N’ (s), B’ (s), D’ (s) ve egrilikler

n

i=1
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arasindaki iliski,

T'(s)=N(s)TK (s)

N'(s) = (T (s)m—K (s)) | (E (s)mgr (s))

B'(s)= (]_\7 (s)a—~x (s)) B (5 (s)o (7‘7’ (s)—K (s)))
D'(s)=B()m—(Z(s)—K(s))

ile verilir.

Ispat. T'(s), N’(s), B'(s), D’ (s) n-vektorlerinin tiirevleri ve ®(s), K(s), (%’—I_&) (s)
egrilikleri arasindaki iliskiyi elde edelim:

Teorem 8.5 ile T/(s) = N (s) @ K (s) oldugu gosterildi.
(8.30) esitliginin tiirevi alinirsa,
N=(trT)B(frT)

elde edilir ve burada (8.17) ve (8.39) esitlikleri kullanilirsa,

N'=(Te-K)m(Bu®) (8.40)
elde edilir.

B =1 RT ifadesinin tiirevi alinirsa,
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esitliginde (8.30) esitligi ve AR N = —D oldugu kullanilir, esitlik diizenlenirse,
B=(No-—<)s(do(z—k)) (8.41)

elde edilir.

D =bx T ifadesinin tiirevi alinirsa,

D=bRT+bRT

elde edilir ve burada (8.24) ve (8.39) esitlikleri kullanilirsa,

-

D = ((im, —#)= T) @ (b= (N 2K))

elde edilir. Buradan,

=

D=(inT)o-7)m((hrN)zk)
esitliginde B =R T secimi ve brN =3B oldugu kullaniliy, esitlik diizenlenirse,

D'=Bm—(?-K) (8.42)
elde edilir. |

Ornek 8.2. ff: I C R — H2 egrisis — f (s) = (5, (s), B, (s)) icin,

[3()— ! cos"+1sin"+ 3"+ L COSSE
242 ) 1o 3

22

1sinsé’ 156 1cossé’+ 75@'
3 ° 371 3 20 373

olarak verilsin. Bu egrinin Frenet 2-vektorlerini ve Frenet formiillerini bulunuz.

Coziim Oncelikle [3 egrisinin birim hizli oldugunu go6sterelim. Burada,
B, B, : I CR — Higin,

B (s)= (B (), B;(s))
_ (_ 1 1 V3

. - - - 1 . -
——sinse, + —cosse; + —e, — ——=SInse,,
272 02 P2 g

1cossE 15 + 1sinsé’ + e
3 0 37173 27 33
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esitliginden,

IFGIE] = (Fe.F6N =Fopp
Iﬂ@mﬂ,@<m)

( 3 1 1 1 1 . 5 7)
sms+ coss+ +—sm5—coss+ + —sin“s + —

4 8 9 9 9O 9
(1,

bulunur. Dolayisiyla, ﬁ egrisi birim hizhdir.

P, egrisinin birim teget vektorii T; ve 3, egrisinin birim teget vektori T, olmak tizere,

f egrisinin birim teget kuaterniyon 2-vektorii,

T(s)=f'(s)=(T,(s), T, (5))
olarak yazilir. Buradan,

T'(s)=B"(s) = (T{(s), T5 (s))

_(_g_ Ll 111 a)
= 21/zcosseo 2smse1 2ﬁcosse3, 3smse0 3cosse2
bulunur.

175 = (176 o | T26),0)

1 1 1 1 1

= \j ~cos2s + ~sin’s + —cos?s, \J —sin%s + =cos2s
8 4 8 9 9

_ (1 l)

- \2’3

elde edilir. H" uzayinda ﬁ egrisinin egriligi K (s) = || T’

oldugundan

- — — na—1
bulunur. Buradan, N(s) = T'(s) & [” T’ En] tanimi1 geregince,

N(s) = ( ! COS S€, 1 sinsé L COSSé 1 sinsé, + 1 COSS€ )El (1 1)
- 21/5 0 2 1 2‘/5 3» 3 0 3 2 P 2 3
1 1
= (_E cossey, —sinse; — E cosses, —sinse; + cossez)

olarak elde edilir.
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Ayrica, Ornek 8.1 ile ele alinan 7 = N E? esitligini saglayan f n-vektoriinii birim teget
kuaterniyon n-vektor kabul eden ¥ egrisinin Frenet n-vektorleri 7 ve b olmak iizere,
B(s)=7(s)RT(s) ve D(s) = _B(s) ® T'(s) oldugundan,

B(s)=7(s)RT(s)
= (i sinsé; — =S
V2 G

(—L coss+£sins)é’ +(£coss+isins)é )
242 242 " ov2 22 °
V3, 1

1
——sinsé, + = cosse1 +—e———=
2 242

sinsé, + cossé;,

sinsés,

m( 242

1cos" 1_’+1sin_’+ e
—C0SS€, — —&, + — sinsé, + —&
3 o 37173 >0 373

3 . V3 1 V3 .
=| —=sinse;— 7 cosse; + Eez + ——=sinse,,

242 2v2

1
————CoSsey — ——e; —

isinse +£e )
3v2 6v2 = 3v2 ° 6v2 "
olarak elde edilir.

D(s)=Db(s)® T(s)

(( \/g COSS)e ( \/§ COSS)@ +(—lsins)§
22 293 \ova 22 2 2 >

( V7 coss+isms)e 4 e —+—( coss—ﬁsins)é’)
642 V2 1322 vz 642 ’

IZI( 1 sin"+1cos"+‘/§" 1 sinsé
———sinsé, + — cossé; + —&, — ——sinse,,
242 ) 277 a2 °

]- — ]-—y 1 . - -
3 COSSé, — —€; + —sinsé, + ?eg

3 3
( 1,1 V7 L )
=|——ey+ —e;,——e,; + ——e
V20 V2 Vo2 2y2 ]
seklinde hesaplanir.
Sonu¢ olarak, ortogonal {T’, N, B, 13} kuaterniyon n-vektor sistemi elde edilir.

43 242)

Ayrica, Ornek 8.1 ile ele alinan ¥ egrisinin egrilikleri olan ®(s) = (7, 3

11 -
ve T(s)= (5, 5) kullanilirsa 8 egrisinin Teorem 8.6 ile verilen Frenet formiilleri

saglanir.
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9

SONUC VE ONERILER

Bu tezde, H" uzayimnn cebirsel yapilarini ele almak icin 6ncelikle n-boyutlu reel ve
n-boyutlu kompleks uzaylar ile ilgili temel kavramlardan bahsedildi. Bu kisimda
orijinal olarak, n-boyutlu reel uzayin halka yapisi, yine R" uzayinda bir siralama
bagintis1 ve sirali carpim metrigi tanimlandi. Diger taraftan, egrileri tanimlamakta
kullandigimiz H" uzayindaki vektorel fonksiyonlari incelemek icin Oncelikle H

uzayinda kuaterniyonik fonksiyonlar ile ilgili temel kavramlardan bahsedildi.

Literatiirde bulunan H" uzayinin kuuaterniyon uzay: iizerinde calisilan tiim yapi
ve Ozellikleri haricinde, H" uzaymnin R, C, R" ve C" uzaylan {izerindeki cebirsel
yapilar1 da incelendi. Cebirsel yapilar1 olustururken sadelik acisindan H" uzayinin
elemanlarinin farkli gosterimleri de orijinal béliim olarak calisildi. Bu vesile ile, H"
uzayinda n-boyutlu kuaterniyonik egrilerin Frenet-Serret formiillerini olustururken
calisilan farkli gosterimlerden ve kuaterniyon uzayinda [1] caligmasi baz alinarak

temel olarak verilen kuaterniyonik egrilerin Frenet-Serret formiillerinden yararlanildi.

Tezde, n-boyutlu kuaterniyonik egrilerin Frenet-Serret formiilleri; n-boyutlu birim
hizli y uzaysal kuaterniyonik egrileri ve n-boyutlu birim hizli 8 kuaterniyonik
egrileri baz alinarak hesaplanmistir. Gelecek calismalar icin, oncelikle n-boyutlu
bir kuaterniyonik egrinin birim hizli olmadig1 durumlardaki formiilasyonlarin elde
edilmesi ongoriilmiistii. Ayrica, incelenen cebirsel yapilar dikkate alinarak farkl
vektor uzayr ya da modiil yapilan iizerinde calisilarak [1] kaynagindan bagimsiz
olarak tekrardan n-boyutlu kuaterniyonik egriler icin farkli formiilasyonlarin elde

edilebilirligi arastirilabilir.
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