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OZET

Olasiliksal Uzaylarda Sabit Nokta Teoreminin Bazi
Ozelliklerinin Arastirilmasi

Arife Aysun KARAASLAN

Matematik Anabilim Dali

Doktora Tezi

Danisman: Prof. Dr. Vatan KARAKAYA

Bu tez calismasinda olasiliksal metrik uzaylarda n-li sabit nokta teoremleri
calisilmis olup, ayrica bu uzaylarda yeni bir biiziilme déniisiimii ile ilgili calismalar

yapilmistir.
Bu calisma alt1 b6liimden olusmaktadir.

Birinci boliimde; oncelikle literatiir 6zetinden bahsedilmis olup, ardindan tezin

amacli ve hipoteze yer verilmistir.
ikinci boliimde; tezde kullanilacak olan tanim ve teoremler verilmistir.

Daha 6nce, kismi sirali olasiliksal metrik uzaylarda ikili-li¢lii sabit nokta teoremleri
incelenmistir. Uciincii béliimde; yapilan ¢alismalarin bir genellemesi olan n-li
sabit nokta teoremlerinin bu olasiliksal metrik uzaylardaki calismalarina yer

verilmistir.

viil



Dordinci boluimde; non-Archimedean Menger olasiliksal metrik uzaylarda -+ -
biiziilme dontlisimii ve ~y -zayif biiziilme dontistimleri tanimlar: verilmis olup, sabit
nokta teoremleri ¢alisilmistir. Ayrica, birinci ve ikinci tipten -y -yakinsal buzilme
doniisiimleri tanimlanarak, bu déntistimler i¢in en iyi yaklasim noktasi teoremleri

ispatlanmistir.

Besinci boliimde; S -olasiliksal normlu uzaylarda hemicontractive ve

demicontractive dontisiimler icin yakinsaklik teoremleri verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Olasiliksal metrik uzay, n-li sabit nokta, < -buzilme

doniisiimii, en 1iyi yaklasim noktasi, -+ -yakinsal biizilme doénlisiimi

YILDIZ TEKNIiK UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU
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ABSTRACT

Investigation of Some Properties of Fixed Point Theorem

in Probabilistic Spaces

Arife Aysun KARAASLAN

Department of Mathematics
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Advisor: Prof. Dr. Vatan KARAKAYA

In this thesis, n-tuplet coincidence point theorems were studied in probabilistic

metric spaces, and also we studied a new contraction in these spaces.
This study consists of six chapters.

Primarily, literature summary is given in the first section. Purpose of the thesis and

hypothesis are included in this section.

In the second section; basic definitions and theorems that will be needed in the

thesis are given.

In the third section; we gave the n-tuplet fixed point theorems in partially ordered
probabilistic metric spaces, which are the generalization of coupled and tripled

fixed point theorems in these probabilistic spaces.

In the fourth section; we introduced the -~y -contraction and 7 -weak contraction in

non-Archimedean Menger probabilistic metric spaces and also we studied fixed

point theorems for these mappings. Additionaly, we gave the definitions of - -



proximal contractions of first and second type in non-Archimedean Menger
probabilistic metric spaces and we established best proximity point theorems for

these proximal contractions.

In fifth section; convergence theorems are given for hemicontractive and

demicontractive mappings in S -probabilistic normed spaces.

Keywords: Probabilistic metric space, n-tuplet fixed point, < -contraction

mapping, best proximity point, v -proximal contraction mapping.
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GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Matematigin tarihi gelisimi slirecinde pek ¢ok matematiksel, fiziksel ve uzaklik
kavraminin gorildiigi diger bilimsel yapilarda ortak idealizasyon saglayan soyut
metrik uzay formulasyonu 1906 yilinda M. Fréchet tarafindan tamtilmistir [1].
Uzerinde diisiiniilen nesneler noktalar, fonksiyonlar, kiimeler ve hatta subjektif
duyu deneyleri gibi ¢ok cesitli olabilir. Onemli olan; negatif olmayan bir gergel
sayly1l belirli bir kiimenin elemanlarinin her bir sirali ikilisi ile iliskilendirme
olasiligidir ve bu gibi elemanlarn ikilileri ve tugcliileriyle iligkili sayilarin belirli

kosullar saglamasidir.

Bununla birlikte metrik uzaylar teorisinin uygulandig1 bir ¢ok ornekte, tek bir
sayinin bir cift eleman ile bu birlesimi gercgekgi bir bicimde asir1 ideallestirmedir.
Bu iki nokta arasindaki mesafe olarak verilen sayinin genellikle tek bir 6l¢iimiin
sonucu degil, bir dizi 6l¢iimiin ortalamasi oldugu siradan bir uzunluk 6l¢ciimiinde

bile gecerlidir.

Poincaré, bilim felsefesi lizerine yazdig1 bir ¢cok makalesinde; matematik ve fizik

arasindaki farki su sekilde tanimlamistir:

Matematikte, eger A’ nin niceligi B’ ye ve B’ nin de niceligi de C’ ye esit ise
buradan A’ nin niceligi C’ ye esittir denir. Yani terminolojide matematiksel esitlik

gecisli bir iliskiye sahiptir.

Ancak gozlemlenebilir fiziksel stireklilikte, “esit” ifadesi ayirt edilemez anlamina
gelmektedir ve bu siireklilikte; “A, B’ ye esit ise ve B, C’ ye esit ise” , hicbir
sekilde A’ nin C’ ye esit oldugu sonucu ¢ikmaz. Fakat bu durum A, C’ nin esiginde
olmasa bile; A, B’ nin esigi icinde ve B, C’nin esigi icinde olabilir seklinde

yorumlanmistir. Poincaré, buna;



“deneyimin ham sonucu” demis ve “A=B, B=C, A<C?” iliskisinin fiziksel
stirekliligin formulii olarak kabul edilebilecegini belirtmistir. Yani; fiziksel esitlik

gecisli bir iliskiye sahip degildir.
Fakat bu kabul; “Bu diistince ikna edici midir?” sorusunu ortaya ¢ikarmistir.

Fiziksel niceliklerin ayirtedilebilir olup olmadigl sorusunun her zaman basit bir
evet veya hayir ile cevaplanamayacagini kanitlayan deneyler tasarlamak
mumkiinduir. Ayn1 gézlemci, iki nesneyi bazen ayni bazen de ayirtedilebilir olarak

gorebilmektedir.

O zaman, gecisme Ozelligine sahip matematiksel esitligi ve gecisme 06zelligine
sahip olmayan fiziksel esitlik iligkisini birbirinden ayirmak yerine, matematikteki
gecisli iliskiyi korumak ve fiziksel ve fizyolojik niceliklerin ayirimi i¢in bir olasilik,

yani; 0 ve 1 arasinda bulunan bir say1 ile tanimlamak daha uygun gorilmiistiir.

Bu fikrin detaylandirilmasi, uzaklik kavramina belirli bir sayidan ziyade dagilim
fonksiyonlar: kullanilarak istatistiksel olarak bakisa yol agmistir. Metrik uzaylarin
boyle bir olasiliksal genellemesi, fiziksel biiytikliiklerin arastirilmasi igin iyi
uyarlanmis goriilmektedir. Oklid’ in yaklasimindan daha farkli bir yaklasim iceren
olasiliksal yaklasim nesnenin fizigini genellestirmek icin yararl bir ara¢ olmustur.
Olasiliksal metrik uzay kavrami, iki nokta arasindaki mesafeyi tam bilmedigimiz
durumlarda, bu mesafenin olasi degerlerinin olasiliklarini bilmemize yardimci

olur.

Daha iyi ifadeyle; her bir X,y elemanlar1 arasindaki uzaklik tek bir d(x,y) uzaklik

sayist ile iligkilendirilmek yerine bir F,6 dagihm fonksiyonu ile

iliskilendirilmelidir. Herhangi bir pozitif t sayisi icin F_ (t); X ile y arasindaki

uzaklhigin t’ den kiigiik olma olasiligi olarak yorumlanir. Bu sekilde metrik uzay
kavraminin bir genellemesi elde edilir. Boyle bir genelleme ilk olarak 1942 yilinda
Karl Menger tarafindan yapilmis olup, onu istatistiksel metrik uzay olarak

adlandirmigtir [2]. Orjinal ¢alismasinda, Menger F,, dagihm fonksiyonlar: i¢in

genellestirilmis iicgen esitsizligini de iceren aksiyomlar verdi. Arada olma teorisini

kurup olasi uygulama alanlarini géstermistir.



1943’ de Menger’ in c¢alismasindan kisa bir siire sonra A. Wald, Menger’ in
genellestirilmis ticgen esitsizligini elestirerek; belirtilmemis bir islev icermesinden
dolay1 dezavantaja sahip olacagini belirtti. Menger tarafindan tanimlanan
esitsizligin, sadece metrik uzaylar ve simirlh kosullara sahip olan dagilim
fonksiyonlar1 ile iliskilendirilmesini uygun gormeyerek T{ggen esitsizligine

alternatif olarak onerdigi makalesini yayinlamistir [3].

1951 yilinda Menger, daha 6nceki calismalarin 6zeti, cesitli spesifik 6érneklerin
toplulugunu ve teorinin olasi uygulamalarinin daha fazla incelemelerini iceren bir
makale ile istatistiksel metrik uzaylar Ulzerinde ¢alismalarina devam etti. Bu
makalede Menger, Wald’ 1n lggen esitsizligini benimsedi [4]. Olasiliksal metrik
uzaylardaki 6ncii ¢alismalar, Scheiwezer ve Sklar tarafindan baslatilmistir [5-7].
Ardindan, Serstnev tarafindan olasiliksal normlu uzaylar kavrami tanimlanmistir

[8-11].

Bir olasiliksal metrik uzayda; bir sabit noktanin varlhigina iliskin en iyi sonug Sehgal
tarafindan elde edilmistir [12-13]. Olasiliksal metrik uzay ve Menger olasiliksal
metrik uzaylarda biiziilme doéntlisiimleri i¢in sabit nokta teoremlerine ait pek ¢ok
calisma literatiirde bulunmaktadir [14-36]. Ayrica Das, Dutta ve Karakaya
tarafindan olasiliksal normlu uzaylarda istatistiksel yakinsaklik kavrami iizerine
calismalar yapilmis olup bu uzaylarda, kuvvetli istatistiksel limit ve istatistiksel
yigilma noktalar1 tanimlar1 genisletilmistir [37]. Das ve arkadaslari, olasilikta
istatistiksel yakinsaklik ile ilgili 6nceki yapilan yaklasimlardan daha yeni ve daha

genel metotlar tanimlamiglardir [38].

Guo ve Lakshmikantham 1987 yilinda ikili sabit nokta kavramini tanimladilar [39].
Daha sonra, Bhaskar ve Lakshmikantham tarafindan karisik monotonluk 6zelligini
tanimlanarak sirali metrik uzaylarda ikili sabit nokta teoremini verilmistir [40].
Bhaskar ve Lakshmikantham tarafindan yapilan ¢alisma, yine Lakshmikantham ve
Ciric tarafindan genisletilmistir [41]. Berinde ve Borcut tarafindan ikili sabit nokta
teoremlerinin genellemesi olarak Ugli sabit nokta teoremleri verilmistir [42].
Ertiirk ve Karakaya tarafindan da bir genelleme yapilarak kismi sirali uzaylarda n -

li sabit nokta teoremleri calisiimistir [43]. Alam, Imdad ve Ali sirali metrik



uzaylarda yapilan N-li sabit nokta sonuclarini birlestiren bir ¢alisma hazirlamistir

[44]. Literatiirde bu alanda pek ¢ok ¢alisma bulunmaktadir [45-51].

Lineer olmayan analizde, sabit nokta teorisi bir metrik uzay, normlu lineer uzay
veya topolojik vektdr uzay gibi uzaylarin bir alt kiimesi lizerinde taniml bir T
dontisiimii icin, TXx=Xx denklemini ¢6zmeye yarayan 6nemli bir aractir. A ve B
kiimeleri bostan farkli olmak tlzere, T doniisimi, A’ dan B’ ye tanimh ise
bahsedilen Tx=x denklemi mutlaka bir ¢6ziimii kabul etmez. Béyle durumlarda,

X elemanina karar vermek i¢in d(x,Tx) hatasinin minimum olmas1 istenir.
Olasiliksal metrik uzaylardaki karsiligi distinilecek olursa, istenilen F (t)

hatasini maksimum yapacak sekilde bir X ¢6ziimii bulmaktir. En iyi yaklasim
noktasi teoremleri, en uygun olan yaklasik ¢oziimlerin bulunmasi i¢in gerekli
kosullar1 saglar. Ayrica en iyi yaklasim noktasi teorisi, sabit nokta teorinin bir
genellemesidir. T:A— A doniisiimii diisiniliirse, en iyi yaklasim noktasi sabit
noktaya indirgenmis olur. Bu alandaki calismalar, ilk olarak Fan tarafindan
baslatilmistir [52]. Bir donilistimiin, en iyi yaklasim noktasini bulmaya yonelik
yapilan pek ¢ok ¢alisma bulunmaktadir [53-66]. Son olarak, Su ve Zhang tarafindan
olasiliksal metrik uzaylarda en iyi yaklasim noktasina ait tanim ve teoremler

verilmistir [67].
1.2 Tezin Amaci

Bu calismada, kismi sirali olasiliksal metrik uzaylarda N-li sabit nokta teoremleri
elde edilecektir. Non-Archimedean Menger olasiliksal uzaylarda tanimlanan bir
biiziilme doniisiimii olan -y -biizlilme donilisiimii ve zayif v -biiziilme déntistimleri
icin sabit nokta teoremleri verilecektir. Yine, non-Archimedean Menger olasiliksal
metrik uzaylarda, birinci ve ikinci tipten - -yakinsal biiziilme doéntisiimleri
tanimlanacak ve bu doniisiimler icin en iyi yaklasim noktasi teoremleri elde

edilecektir. Ispatlanan teoremleri destekleyen ornekler verilecektir.

S -olasiliksal normlu uzaylarda hemicontractive ve demicontractive doniistimler

ile ilgili calismalara yer verilecektir.



1.3 Hipotez

Ugiincii béliimde, (X,<) kismi sirali bir kiime olmak tizere, (X,F,A) tam Menger
olasiliksal metrik uzay olsun. Karisik h-monoton ozelligine sahip B ve h
dontigiimleri igin B’ nin siirekli veya azalmayan (X,) dizisinin X’ e yakinsak ise
X, <X, artmayan (Y,) dizisinin y’ ye yakinsak ise y<Y, sartlar1 altinda n-li

cakisma noktasina sahip olduklar: gosterilmistir.

Dordiincii boliimde, (X, F,A) tam bir non-Archimedean Menger olasiliksal metrik
uzayinda biiziilme doniislimii ve + -zayif biiziilme déniistimii oldugu varsayilarak
ispatlar verilmistir. (X,F,A) tam non-Archimedean Menger olasiliksal metrik
uzayinda, T:A— B doénlsimiinin en iyi yaklasim noktasi teoremi verilirken,
(A, B) ciftinin zayif P-6zelligi sagladig1 varsayilmistir.

Teorem 4.4. Uin ispat1 i¢in, T doniistimiiniin birinci tipten < -yakinsal oldugu
kabul edilmistir. T : A— B dontlisiimiiniin ikinci tipten -~ -yakinsal oldugu ve A’
nin B’ ye gore yaklasik kompakt oldugu kabul edilerek, Teorem 4.5 verilmistir.

Besinci boliimdeki, S -olasiliksal normlu wuzaylarda c¢alisilan doniistimlerin

hemicontractive ve demicontractive olduklari varsayilmistir.



2

TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Analiz Kaynakli Temel Kavramlar

Tanim 2.1 X ve Y bos kiimeden farkl iki kiime olsun. X xY kiimesinin herhangi
bir alt kiimesine baginti1 ad1 verilir. Yani; "<"c X xY ise “<” ye X’ den Y’ ye bir
bagint1 denir. Baginty, ilk eleman1 X kiimesinden ve ikinci eleman1 Y kiimesinden

olan sirali ikililerin olusturdugu bir kiimedir.
Ozel olarak, <c X x X ise “<”ye X iizerinde bir baginti denir [68].

Tanmm 2.2 X bostan farkh bir kiime ve X izerinde tanimhi “<” bagintisi

asagidaki sartlar1 saglasin:

Her X,y,Z€ X icin,

(i) x<x’dir.

(ii) x<y ve y<x ise x<y’dir.

(iii) x<y ve y<zise x<z’dir.

Bu durumda, “<” bagintisina kismi siralama bagintisi denir.

Kismi siralama bagintisi ile donatilmis kiimeye kismi sirali kiime denir [68].

Tanim 2.3 (X,<) kismi sirali bir kiime olsun. Eger x,y € X i¢in, X<y veya y <X

ise 0 zaman x ve Y elemanlarina karsilastirilabilir elemanlar denir [68].

Tanim 2.4 (X,<) kismi sirali bir kimesi icin, X' in her eleman cifti
karsilastirilabilir oldugunda “<” bagintisina tam siralama bagintisi, (X,<)’ ye de

tam sirali kiime denir [68].
Tamim 2.5 (X,<) ve (X,<) iki sirali kiime ve h: X — X bir doniisiimii icin;

her x,ye X, x<y iken;



h(x) < h(y) oluyorsa h’ye monoton artan (veya azalmayan),
h(y) < h(x) oluyorsa h’ye monoton azalan (veya artmayan) fonksiyon denir.

Tanim 2.6 X bos kiimeden farkli bir kiime olmak tizere, d:XxX —R"
fonksiyonu tanimlansin. Her x,y,z € X igin, asagidaki kosullar saglanirsa, d’ ye X
tizerinde bir metrik (uzaklik fonksiyonu), (X,d) ikilisine bir metrik uzay denir

[68].

M1)d(x,y)=0<=x=Y,

M2) d(x, y) =d(y,x),

M3)d(x,y)<d(x,z)+d(z,y).

Tanmmm 2.7 (X,d) bir metrik uzay ve (x ) bu metrik uzayda bir dizi olsun. Her
>0 i¢in n2n, oldugunda, d(x,,x)<e& esitsizligi saglanacak sekilde bir

N, =Ny(¢) eN tamsayisi varsa, (x,) dizisine xe X noktasina yakinsaktir denir.

x, — x veya limx, =X seklinde gosterilir [68].

Tanmim 2.8 (X,d) bir metrik uzay ve (x ) bu metrik uzayda bir dizi olsun. Her
£>0 i¢cin m,n>n, oldugunda, d(x,,x,)<e¢ esitsizligi saglanacak sekilde bir
N, =Ny(e) € N tamsayisi varsa, (x ) dizisine Cauchy dizisi denir [68].

Tammm 2.9 (X,d) bir metrik uzay olsun. Bu metrik uzaydaki her (x ) Cauchy
dizisi, X’ de yakinsak ise (X,d) metrik uzayina tam metrik uzay denir [68].
Tanim 2.10 X bir vektor uzayi ve |||| X —> R" fonksiyonu olsun. Asagidaki sartlar

saglanirsa |||| fonksiyonuna X iizerinde bir norm, (X,||||) ikilisine de normlu uzay

adi verilir.

Her x,y € X ve her ¢ skaleri i¢in,

N1) [X| =0 x=0,

N2) e <l< Ix

)



N3) x+yi| <[]+

X tizerinde bir norm, X ftzerinde x,ye X icin, d(X,y)= ||X— y|| ile verilen bir
metrik tanimlar ve bu metrige norm tarafindan tiiretilen metrik denir [68].

Tanim 2.11 X normlu uzayi, norm tarafindan tiiretilen metrige gére tam ise X' e

Banach uzayi adi verilir.

X uzayy; reel lineer uzay ise reel Banach uzayi, kompleks lineer uzay ise kompleks

Banach uzay adi verilir [68].

Tanim 2.12 X bir vektor uzayr ve K bir cisim olmak iizere, (,): XxX —>K

seklinde tanimlanan dontisiim, her X,y vektor cifti icin asagidaki sartlari saglasin:

her X,y,ze X ve o €K skaleri icin,
1D) (x+y,2)=(x2)+(y,z),

12) <O'X, y) = O'<X, y),

13) (x,y)=(yx),

14) (x,x)>0ve (x,x)=0< x=0.
Bu durumda; <,> islemine X iizerinde bir i¢ carpim denir.

X uzay lizerinde bir i¢ carpim, X iizerinde ||X||: <X, X> seklinde bir norm ve
d(x,y) =|x—y||=(x—y,x—Yy) metrigini tammlar.

Bir tam i¢ ¢arpim uzayina Hilbert uzay1 adi verilir [68].

Tanim 2.13 X bir metrik uzay olmak iizere, eger X’ deki her dizi yakinsak bir alt

diziye sahipse, X uzayina kompakt adi verilir [68].

Tanim 2.14 X bir vektor uzay olsun. X’ teki tanim kiimesinden K cismine
tanimlanan lineer dontisiime lineer fonksiyonel adi verilir. Burada, K =R veya

K =C’ dir [68].



Tanim 2.15 X bir vektor uzay1 olmak tlizere, X ilizerinde tanimlanan tiim lineer

fonksiyonellerin kiimesine X ’in cebirsel duali ad1 verilir ve X" ile gosterilir [68].
2.2 Sabit Nokta Teorisi Kaynakli Kavramlar

Tanim 2.16 X bos olmayan bir kiime ve T:X — X bir doniisiim olsun. Eger

T(X) =x olacak sekilde bir xe X varsa, bu X noktasina T dontlisiimiiniin sabit
noktasi denir ve T’ nin tiim sabit noktalarinin kiimesi F; (Fix(T)) ile gosterilir
[69].

Ornek 2.1

i) X=R ve T:R—>R doniisimii T(x) = i x+1 seklinde tanimlansin. F; = {2} ,
2

ii) X =R ve T:R—> R donisimi T(x)=Xx+1 seklinde tanimlansin. F, =&

olarak bulunur [69].

Tanim 2.17 X bos olmayan bir kiime ve T : X — X bir doniisiim olsun. Herhangi
bir xe X i¢cin T°(X)=x ve T"™(X) =T(T"(X)) kural ile T"(X) tanimlansin.

T"(x) ifadesi X’ in T doniisiimii altindaki n-inci iterasyonu olarak adlandirilir
[69].

Tanim 2.18 (X,d) bir metrik uzay ve T:X — X bir doniisiim olsun. Eger her
X,y € X igin, d(T(x),T(y))<L-d(x,y) esitsizligi saglanacak sekilde bir L >0 sayisi
varsa, 1’ ye bir Lipschitzian (veyal -Lipschitzian) donlisim adi verilir. Bir L-

Lipschitzian T doniistimi; L <1 igin biliziilme(contraction) dontsiim, L=1 i¢in

genislemeyen(nonexpansive) doniisiim olur.

Eger her x,ye X ve Xx=zYy icin, d(T(x),T(y))<d(x,y) ise T’ ye contractive

doniisiim denir [69].

Ornek 2.2

(i) X=R, M :{%,2} olmak iizere, T:M — M donilisimii her xe M igin, Tx = 1
X

seklinde tanimlansin. T dontlisiimi, L =4 olmak tlizere Lipschitziandir.
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(ii) X=R, T: X > X, ¥xe X i¢in, Tx :§+3 seklinde tanimlansin. T doniisiimd,

biiziilme dontlisimudir.

(iii) X =[L,©) olmak tlizere, T:X —> X, ¥xeX icin, Tx =1+ X seklinde
X

tanimlansin. T doénlstimi, contractive doniisiimdiir [69].

Banach Biiziilme Prensibi sabit nokta teorideki en 6nemli sonuglardan biri olup bu
teorem asagidaki sekilde ifade edilmektedir:

“(X,d) bir tam metrik uzay ve T : X — X bir biiziilme doéniistim olsun. O zaman,
T’ nin bir tek ue X sabit noktasi vardir ve hatta herhangi bir Xxe X igin,

lim T"(x)=u’ dur [70].”

N—oo

Kismi siralama ile donatilmis bir metrik uzayda karisik monoton 6zelligi ve ikili
sabit nokta kavramlar1 2006 yilinda Bhaskar ve Lakshmikantham tarafindan
tanimlanmis olup; bir biiztilme kosulu altinda ikili sabit noktanin varlik ve tekligini
iceren teoremler verilmistir:

Tanim 2.19 (X,<) kismi sirali bir kiime olmak iizere B: X x X — X bir doniisiim
olsun. Eger B(X,y) doniisiimi, birinci degiskeninde monoton azalmayan, ikinci
degiskeninde monoton artmayan ise, yani her bir X,y € X icin,

X, X, € X, X% <X, = B(X,Y)<B(X,,Y)

ve (2.1)
yl’ yZ € X 1 yl S y2 = B(X7 yl) Z B(X’ y2)

ise, B’ ye karisik monoton 6zelligine sahiptir denir [40].
Tanim 2.20 B: X xX — X olmak iizere, B(x,y)=x ve B(y,x)=Yy oluyorsa
(X,y) e Xx X elemanina B doniisiimiiniin ikili sabit noktas1 denir [40].

(X,2) kismi sirali bir kiime ve (X,d) bir tam metrik uzay olmak iizere,

B: X xX — X karisik monoton 6zelligine sahip siirekli bir doniisiim olsun. Bazi
kosullar altinda, B doniisiimiintin ikili sabit noktasinin varligr ve tekligi

gosterilmistir [40].
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Daha sonra 2009 yilinda, Lakshmikantham ve Ciric karisik monotonluk
ozelliginden daha genel bir 6zellige sahip bir donlisiim tanimlayip Bhaskar ve

Lakshmikantham’ in ¢alismalarini genellestirdiler [41].

Tanim 2.21 (X,<) kismi sirali bir kiime olmak iizere, B: X xX — X ve

h: X — X doniisiimleri olsun. Eger B doniisiimi, birinci degiskeninde monoton
h -azalmayan ve ikinci degiskeninde monoton h-artmayan ise, yani her bir

X,y € X icin,

X, % € X, h(x) <h(x,) = B(x,, y) < B(X,,Y)
ve (2.2)

Y Yo € X, h(y;) <h(y,) = B(x, 1) 2 B(x, Y,)

ise, B’ ye karisik h-monoton 6zelligine sahiptir denir [41] .

Tanim 2.22 B:XxX —>X ve h:X — X doniisimleri olmak tizere, eger
B(x, y) =h(x), B(y,x)=h(y) esitlikleri saglaniyor ise (X,y) e XxX elemanina B

ve h dontisiimlerinin ikili cakisma noktasi denir [41].

Tanim 2.23 X bostan farkl bir kiime, B: X x X — X ve h: X — X doniisiimleri
olsun. Eger, her X,y e X icin, h(B(x,Y))=B(h(x),h(y)) esitligi varsa, B ve h
dontsiumleri degismelidir denir [41].

(X,2) kismi sirali bir kiime ve (X,d) bir tam metrik uzay olmak iizere,
B:XxX — X ve h: X — X doniistimleri, B karisik h -monoton 6zelligine sahip

dontisiimler olsun. Baz1 kosullar altinda, B ve h doniisiimlerinin ikili cakisma

noktasina sahip olduklar: ve bu noktanin tek oldugu gosterilmistir.

2013 yilinda, Ertiirk ve Karakaya tarafindan daha oOnceki calismalarin bir
genellemesi olarak n -li sabit nokta ve n -li cakisma noktasi tanimlar1 verilmis olup
kismi sirali tam metrik uzaylarda karisik h-monoton 6zelligine sahip
dontisiimlerin n-li cakisma noktasina sahip olduklar1 ve bu noktanin tekligi

gosterilmistir [43].
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Tanmim 2.24 (X,<) kismi sirali bir kiime ve B: X" — X doniisiimii olsun. Eger
B(x', X%, x%,..., X") tek degiskenlerinde monoton azalmayan ve cift degiskenlerinde
monoton artmayan ise, yani her XL x ., X" e X icin,

yhzte X,y <zt = B(yL x5, %3, .., X" <B(ZH X2, %3, X

vy, 22 e X, y? <7? = B(x', ¥y, X, x") > B(x', 2%, x%,..., X")

: (2.3)

yz"e X, y" <z" = B(X, x5 %3, ., y") <B(XL x5, %3, .., 2") (Eger n tek ise)

y 2" e X, y" <z" = B(xX, x5, %3, .., y") > B(x! x5, %3, .., 2") (Eger n gift ise)

ise, B’ ye karisik monoton 6zelligine sahiptir denir [43].

Tamim 2.25 (X,<) kismi sirali bir kime ve B:X"—X ve h:X —X
dontisiimleri olsun. Eger, B(Xl,xz,x?’,..., x") tek degiskenlerinde h-monoton
azalmayan, c¢ift degiskenlerinde h-monoton artmayan ise, yani her bir
X, X" € X igin,

vzt e X, h(y) <h(z) = B(y', x%,%3,..., x") < B(z', X%, %%,... X")

y?, 2> € X, h(y?) <h(z*) = B(x", y*,x%,... x") > B(x', 2%, %%,..., x")

y", 2" € X, h(y") <h(z") = B(x', x*,x%,..., y") < B(X', x*,x%,..., ") (Eger n tek ise)
y",z" € X,h(y") <h(z") = B(x', x>, x%,... y") > B(x", x*,%x%,..., ") (Eger n gift ise)

ise, B’ ye karisik h -monoton dzelligine sahiptir denir [43].
Eger, h(x) = x ise bu tanim karisik monoton 6zelligine indirgenir.

Tanim 2.26 X bostan farkli bir kiime ve B: X" — X dontistimii igin,
B(x', x%,x%,..,x") =x*
2 3 n ooy 2

'B(x,x,...,x,x)—x (2.4

B(x", x", x%,...,x" 1) =x"

ise (x',...,x") € X" elemanina, B’ nin n -li sabit noktasi denir [43].
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Tanim 2.27 X bostan farkli bir kiime ve B: X" — X ve h: X — X donlsimleri

olmak tlizere, eger
B(x", X%, x%,..., x") = h(x")
B(x%,x3,..., x", x}) = h(x*
B( )=h(x) 05)

B(x",x, x%,..., x" ) =h(x")

ise (x',...,X")€ X" elemanina, B: X" — X ve h: X — X ’nin n-li cakisma noktasi

denir.
Eger, h(x) = x ise (X,..., X") € X", B’ nin n-li sabit noktasi olur [43].

Tanim 2.28 X bostan farkli bir kiime ve B: X" — X ve h: X — X dontstimler

olmak tuzere, eger her X, X" e X icin,

h(B(X, X, .., x")) = B(h(xY), h(2),..., h(x")) (2.6)

ise B ve h doniistimleri degismeli (commutative) olarak adlandirilir [43].

Tamim 2.29 X bir reel Banach uzayi1 ve X~ onun bir dual uzayi olsun. X’ ten 2%

e dualite doniisiimii Vx € X icin,

X[l I1x

I ={x" e X" {xx") =[]

=[x

seklinde tanimlansin.
D, X’ in bos olmayan alt kiimesi ve T:D — D dontstimu olsun. Eger, F, #J ve

her xe D, we K igin,

(Tx—w, j(x—w)) < ||x—w||2

ise T doniisiimii hemicontractive olarak adlandirilir [71].

Tanim 2.30 H reel Hilbert uzay1 ve K, H’1n kapali konveks alt kiimesi olsun. T’

nin sabit noktalarinin kiimesi bostan farkli (F; #<) ve her xe H, we F icin,

[x—w <|x—wf +xx=Tx[, x€©
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ise T:K — K donlistimii demicontractive donlistim olarak adlandirilir.

Ayrica bu esitsizlik,

(X=Tx,w—Tx) <

1+k
£ b

ifadesine denktir [72].

2.3 Olasiliksal Metrik ve Normlu Uzaylardaki Temel Kavramlar

Tanom 2.31 F:R—R" seklinde taniml, azalmayan, sol-siirekli olup
inf{F(t):teR}=0 ve sup{F(t):teR}=1 ifadelerini saglayan F fonksiyonuna
dagilim fonksiyonlar: adi verilir. Dagilim fonksiyonu ek olarak; F(0) =0 ifadesini
de saglarsa uzaklik dagilim fonksiyonu olarak adlandirilir. Dagilim fonksiyonlari

kiimesini L, uzaklik dagilim fonksiyonlari kiimesini L' ile gosterecegiz.

Heaviside fonksiyonu olarak da bilinen 6zel bir dagilim fonksiyonu

0,t<0
H() =
1, t>0

olarak tanimlanir [6].

Tanmim 2.32 X bostan farkli bir kiime, F:XxX —L" seklinde taniml bir

donlisim olsun. X kiimesindeki her bir (X,y) nokta ¢ifti icin, F(x,y) dagilim

fonksiyonu F,  ve F ' nin bir t reel degiskenindeki degeri, F ,(t) olsun. F, (t)

X

fonksiyonlar1 asagidaki sartlari saglasin:

PM-I) Her t>0 igin, F, (t) =1 gerek ve yeter kosul X=y olmasidur,
PM-1I) F,,(0)=0,

PM-II) F, =F,,,
PM-1V) Her Xx,y,z€ X ve t,s>0 icin, F  (t)=1 ve F (s)=1 ise, o zaman
F., (t+s)=1"dir.

(X, F) ikilisi istatistiksel(olasiliksal) metrik uzay olarak adlandirilir [6].

14



PM-I kosulu, x=y gerek ve yeter kosul F, =H olmasi ile esdegerdir. Metrik

uzaylar ile olasiliksal metrik uzaylar arasinda bir iliski bulunmaktadir. Metrik

uzaydaki her (x,y) nokta cifti icin dagilim fonksiyonu F_ (t)=H(t—d(x,Y))

seklinde alinirsa; her metrik uzayin bir olasiliksal metrik uzay oldugu asagida

verilmektedir:
PM-I) Her t > 0 i¢in,
F,=1leH({-d(x,y)) =1
< d(x,y)=0
S X=Y

elde edilir.

PM-1I) d(x, y) >0 oldugundan, F,  (0)=H(0—d(x,y)) =0’ dur.
PM-III) d(x,y) =d(y,X) oldugundan, her t >0 i¢in, F, (t)=F ,(t)’ dir.
PM-1V) F, ,(t) =1= H(t—d(x,y)) =1’ dir. Yani; t —d(x, y) >0’ dir. Benzer sekilde,

F,.(s)=1=s—d(y,z) >0’ dir. Boylece t+s— d(x,y)+d(y,z) >0 olur ki; bu da

t+s—d(x,z) >0 oldugunu gosterir.
H(t+s—d(x,z)) =1=F,,(t+s) =1 olarak bulunur.

F., (1)’ nin verilen iki X ve y noktalar1 arasindaki uzakhgm, t’ den kiigiik olma

olasilig1 yorumu ile PM-I, PM-II ve PM-III kosullar1 metrigin ilk ii¢ kosuluna direkt

karsilik gelen genellemelerdir.

PM-1V kosulu ise metrikteki ticgen esitsizliginin minimal bir genellemesi olup; X ile

y arasindaki uzaklik t’ den kiiciik ve ayni sekilde y ile Z arasindaki uzaklik S’

den kiiciik ise o zaman X ile Z arasindaki uzaklik t+4S’ den kiiciiktiir seklinde

yorumlanir.

Orijinal formulasyonunda, Menger’ in genellestirilmis licgen esitsizligi asagidaki

sekilde verilmistir:
PM-IVm) Her t,s >0 i¢in, F,,(t+5) > A(F,,(t),F, ()’ dur.
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Asagida tanimi verilecek olan liggen normlar, ilk olarak Karl Menger’ in olasiliksal
metrik uzaylar kapsamindaki ¢alismasinda ortaya ¢ikmistir. Daha sonra, tiggen
normlarin bulanik kiime, bulanik mantik ve uygulamalari, genellestirilmis o6lct,
lineer olmayan diferansiyel ve fark denklemleri gibi alanlar i¢in de énemli oldugu

gorulmustiir.

Tanim 2.33 A:[0,1]x[0,1] —[0,1] seklinde birim kare lizerinde tanimli,
(@) A(p,w)=A(w,p) (Komiutatif olma),

(b) A(p, Aw, p')) =A(A(p,w),p)  (Birlesme),

() p/>pvew >wise A(p',w') >A(p,w) (Monotonluk),

(d) A(p,) =p (Sinir kosulu),

sartlarini saglayan bir ikili islemdir. A fonksiyonuna iiggen norm veya t-norm adi

verilir [6].
Komiitatiflik, monotonluk ve sinir kosulu 6zelliklerinden her bir A {iggen normu
ve [0,1]’ de bulunan her bir p elemani igin,

A(p)=ALp)=p
A(p,0)=A(0,p) =0

sinir kosullarinin da saglandigi goriiliir.

A fonksiyonunun genel tanimlanisi nedeniyle, PM-IVm Kkosulu su sekilde

yorumlanabilir:

Bir li¢ggenin tciincii kenar1 hakkinda bildiklerimiz, diger iki kenar hakkinda
bildiklerimiz ile simetrik bir sekilde baglantilidir ve diger iki kenar hakkinda
bildiklerimiz arttikga, ticiinci kenara iligskin bilgilerimiz de artar veya en azindan
azalmaz. Ancak; A’ y1 belirli bir fonksiyon secerek daha kesin bir yorum

yapilabilir.

A, t-normu icin olas1 pek cok secenek vardir. Baslica A t-norm o6rnekleri su

sekildedir:
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Ay (p,w) =min(p,w),

Ap(p,w) = pw,
A (p,w)=max(p+w—1,0),

min(p,w), max(p,w)=1
AD(Pr‘—d) = .o

0 , diger durumlarda

Yukaridaki A t-normlar1 arasinda Ay <A <A, <A,, seklinde bir iligki

bulunmaktadir [6].

(X,F) bir olasiliksal metrik uzay ve A t-normu her x,y,ze X ve t,s>0 icin,
F..t+s)>A(F,1),F,,(s)) tggen esitsizligini saglarsa, (X,F,A) Uglistine bir
Menger olasiliksal metrik uzay adi verilir.

PM-IVm*) Her t,s >0 icin, F, ,(max{t,s}) > A(F, ,(t),F, ,(s))’ dur.

PM-IV ile PM-IV* yer degistirdiginde; (X,F,A) non-Archimedean Menger
olasiliksal metrik uzay olarak adlandirilir [6].

Not (X,F,A) uzayinin non-archimedean Menger olasiliksal metrik uzay olmasi

icin gerek ve yeter kosul her x,y,z€ X ve t >0 icin,

F.. (0 =A(F,, (1), F, ()

olmasidir.
Ornek 2.3 X =[0,+0cc) olmak iizere, F: X x X — L fonksiyonu X,y € X ve tc R
icin, F, () =H(t—d(x,y))=H(t —|X — y|) seklinde tanimlansin.
A, t-normu da minimum olarak alinirsa, (X, F, min) tgliisii bir Menger uzaydir.
Ornek 2.4 X =[0,4+00) ve A keyfi bir t-norm olsun.Her X,y € X icin,

S

—_—, S
Foy(8)=1s+[x—Y|
0 , $=0

>0

seklinde tanimlansin. Bu taktirde, (X, F,A) bir Menger uzayidir [19].
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Ornek 2.5 X =[—1,1] ve A keyfi bir t-norm olmak iizere, her x,y € X icin,

x|

e

— s>0
F,(8)=1 s

seklinde tanimlansin. Bu taktirde, (X, F,A) bir Menger uzayidir [18].

Tanim 2.34 (X,F,A) Menger olasiliksal metrik uzay olmak tlizere, A ve B,

(X,F,A) olasiliksal uzayinin bos olmayan alt kiimeleri olsun. A’ daki baz1 y<B
ve her t>0 icin, F, (t) = F, ,(t) sartim saglayan her (X,) dizisi yakinsak bir alt
diziye sahipse, A kiimesi B kiimesine gore yaklasik kompakttir denir [61].

Her kiime kendisi ile yaklasik kompakttir.

1943 yilinda, Wald tarafindan yeni bir liggen esitsizligi 6nerildi:

Tanmim 2.35 Her t >0 i¢in liggen esitsizligi F, () >(F , *F,,)(t) seklinde alimirsa
(X,F,A) olasiliksal metrik uzayr Wald uzay1 olarak adlandirilir. Burada * islemi

konvoliisyon islemini belirtmektedir, yani;

(Fo, *F )0 = [ F,(t—t)dF (t) dir. t >t icin, F (t—t)=0 ve t <0 igin,

F,.(t,) =0 olacagindan (F,  «F, )(t) = ] F.y(t—t)dF,,(t) yazilr [3].

Teorem 2.1 Bir Wald uzay1 A, ¢arpim t-normu altinda bir Menger uzayidir [3].

ispat Bir Wald uzayinda, her t,t, >0 ve X,y,z € X igin,

t+y

Fot+t)> [F 4+t —t)dF,, (t,)

t+ [t -t

[ a6

dFy,z (tz)

0

= [[ dr,()F,. 1)

s,t,>0
S+ <t+f

18



[[ dF,&)dF, )= [[ dF, (s)dF,.(t,)

8,6,>0 0<s<t
St <t+t 0<t,<t;

| dFX’y(s)dFy]Z(tz):]j\de]y(s)dFyvz(tz)

0<s<t 00
0<t,<t;

~ deX,y (s)tdey,Z (t,)

=F,0F.)

oldugundan

F.t+t)>F  (t).F, () elde edilir ve teorem gergeklenir [3].

Olasiliksal metrik uzaylarda komsuluk kavrami Schweizer, Sklar ve Thorp
tarafindan tanimlanmistir [7] .

Tanim 2.36 (X,F) bir olasiliksal metrik uzay, xe€ X ve e, A pozitif reel sayilar
olsun. X noktasinin ¢, A komgulugu ile X kiimesinde F  (c)>1-\ sartini

saglayan biitlin y € X elemanlarinin kiimesi ifade edilmektedir [7].

Yani, N, (¢,\) ={y:F, () >1-A} dir. N (e,)) ile X ile y arasindaki uzakligin ¢’

dan kiiciik olma olasiligl, 1— )\’ dan biiyiiktiir ifadesini saglayan biitiin x & X

noktalarinin kiitmesinden olusur.

Tamm 2.37 (X,F) bir olasiliksal metrik uzay ve bu uzayda bir (X,) dizisi olsun.

(X,) dizisinin bir x € X noktasina yakinsak olmasi i¢cin gerek ve yeter kosul her
>0, A>0 i¢in n>n, oldugunda F, ,(c) >1—A esitsizligi saglanacak sekilde bir

n,(g,\) sayisinin var olmasidir [7].

Tanim 2.38 (X,F) bir olasiliksal metrik uzay ve bu uzayda bir (X,) dizisi olsun.

(x,) dizisinin Cauchy dizisi olmasi icin gerek ve yeter kosul her £ >0, A>0 icin
n,m>n, oldugunda F_, (¢)>1-A\ esitsizligi saglanacak sekilde bir ny(e,\)

sayisinin var olmasidir [7].

19



Tamm 2.39 (X,F) bir olasiliksal metrik uzay olsun. (X,F)’ deki her (X,) Cauchy

dizisi yine bir x € X noktasina yakinsak ise (X, F) uzayi tamdir denir [7].

Normlarin degerlerinin sayilar yerine olasiliksal dagilim fonksiyonlan ile ifade
edildigi olasiliksal normlu uzaylar kavrami 1962’ de Serstnev tarafindan

tanimlanmistir [8].
Tanim 2.40 X bir reel vektor uzayl, F:X — L™ bir doniisiim olsun. F’in xe& X
noktasindaki degeri F, ve bir tc R’ de F,’ in degeri F, (t) olmak lizere asagidaki

X

kosullar saglansin:

PN-I) F (t) =H(t) gerek ve yeter kosul x=46,

PN-II) F, (t) = F, [ﬁ] her x & X, A =0,

PN-III) Her x,y € X ve t,s>0 icin, F () =1 ve F,(s) =1ise,

ozaman F_ (t4s)=1’dir [8].

X+y

Olasiliksal metrik uzaylarda, Sehgal ve Bharucha tarafindan tanimlanan temel
biiziilme donlisimii tanimi1 ve Banach biiziilme teoreminin olasiliksal metrik
uzaylardaki hali verilecektir:

Tanim 2.41 (X,F) bir olasiliksal metrik uzay ve T:(X,F)— (X,F) donisimi
olsun. T’ nin biliziilme doniislimii olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her bir x,y € X

ve her t >0 icin,

Fr oy (at) > F () esitsizligini saglayan 0 <« <1 olacak sekilde, bir « sabitinin var

olmasidir.

Bu esitsizlik; Tx ve Ty gortntii noktalar: arasindaki uzakligin at’ den kiigiik olma
olasiligl, en azindan X ve Yy arasindaki uzaklhigin t’ den kii¢iik olma olasiligina
esittir seklinde yorumlanir [13].

Teorem 2.2 A, her bir te€[0,1] icin A(t,t) >t ifadesini saglayan stirekli bir

fonksiyon olmak iizere, (X, F,A) bir tam Menger uzay olsun. Eger T, X iizerinde
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bir blizilme doniisiimii ise, Tx=Xx olacak sekilde bir tek x&€ X noktas1 vardir.

Hatta, her bir y € X i¢in T"y — X’ dir [13].
ispat Ispatta ilk olarak teklik gosterilecektir:

X=Y ve TXx=X, Ty=y olsun. O zaman PM-I" den F,_ (t)=c olacak sekilde t>0
ve C (0<c<1) vardir. Her bir pozitif N tamsayisi icin, T bilizlilme donlstimi

oldugundan,

t
c=F,0=F.. O>F, [a—]

dir.
n—oo iken F, [Ln] — 0 olup ¢=1’dir. Bu da; C’ nin sec¢imi ile ¢eliski yaratir. O
«

zaman sabit nokta tektir.

Sabit noktanin varhig icin, keyfi bir ye X ve x"=T"y,n=1,2,3,... tanimlansin.

t,A>0 ve m>n igin;

Fxn X (t) 2> A(I:xrI Kost (t - Oét), Fxnﬂ,xm (Oét))

t—at
Fyvxl [ n ] ! FXn+1’Xm (Oét)]
«

>A

dir.

Menger uzay1 olma ve ticgen normun monotonluk 6zelliginden,

Fon (D =A

t—at
et ac
«

(at—a’),F, (azt))]

n+1 1 Xn+2

I—at I—at
) e

«

>A

elde edilir. Ucgen normun birlesme 6zelliginden,

t—aq

ORI
nm N an n+2Xm
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bulunur.

Sonlu sayida adimdan sonra,

L o>AlF, [ F (am“t)]
« -
ZA Fyyxl t_nat ’Fy,X1[ tn ]]
« (0%
>A|F,, ol ,Fy,xl[—t_nat]]
« (0%
Z Fyyx1 [t _nozt]
(0%

dir. n yeterince biiyiik secilirse;

F . ()>F, [ﬂ]x—A
n m WA an

olup, (x,) bir Cauchy dizisidir.

(X,F,A) tam olasiliksal uzay1 oldugundan X, — X olacak sekilde bir x € X vardir.

limT"y = x"dir. Simdi limTx, =Tx oldugu gosterilecektir:

n—oo n—oo

£>0ve A>0 verilsin. X, — X olmasi her n>N icin, F, ,(¢) >1—A\ olacak sekilde

bir N tamsayisinin varhigini gerektirir.

Hatta, her n>N igin R, 1. (¢)>F, |

Xn s TX

> F_,(€)>1—X olup Tx, — TX’ dir.
o »

Boylece, Tx = x’ dir ve ispatin varlik kism1 da tamamlanir [13].

Su ve Zhang, 2014 yilinda olasiliksal metrik uzaylar icin yeni bir tanim verdiler ve
bu uzayr S -olasiliksal metrik uzay olarak adlandirdilar. Bu tanimda tggen
esitsizligini yeni bir formda degistirmislerdir [67].

Tanim 2.42 X bostan farkl bir kiime, F " in (X, y) noktasindaki degeri F, , olmak

tzere, F: X x X — L™ dénlisimi asagidaki sartlari saglasin:

SPM-1) F,,(t)=H(t) gerek ve yeter kosul x=y,
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SPM-II) Her x,y ve t € (—oo,00) i¢in, F () =F,, (1),
SPM-III) Her x,y,z€ X i¢in, F, (t) >F,,()*F, ().
Bu taktirde, (X, F) cifti S -olasiliksal metrik uzay olarak adlandirilir.

Burada F,(t)*F, (t) gosterimi ile belirtilen islem; F ,(t) ile F, (t) arasindaki

konvolusyon islemi olup F ,(t)*F, (t)= f F..(t—w)dF, (w)
0

seklinde tanimlanir [67].

S -olasiliksal metrik uzaylar tanimindan etkilenen Xu ve arkadaslar1 S -olasiliksal

normlu uzaylar tanimini verdiler [73].

Tanim 2.43 X bir reel vektor uzayi, F’in X noktasindaki degeri F, olmak tizere,
F: X — L" dontisimi asagidaki sartlari saglasin:

SPN-I) F (t) =H(t) gerek ve yeter kosul x =6,

t
SPN-II) Her x € X, t € (—o0,00) ve sifirdan farkli ¢ e K i¢in, F, () =F, |—
S

)

SPN-III) Her x,y € X i¢in, F_ (t)=F (t)*F,(t).

Burada, F,(t)*F,(t) islemi yine F, (t)*F,(t)= f F.(t—w)dF,(w) seklinde
0

tanimlanan F,(t) ile F, (t) arasindaki konvolusyon islemidir.

S -olasiliksal normlu uzaylara ait bazi 6zellikler verilecektir:

(X, F) bir S -olasiliksal normlu uzay olsun. Herhangi bir x € X icin,
4. = [tdF.®
0

olarak tanimlanir.
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t siirekli bir fonksiyon ve F (t) sinirli degisim fonksiyonu oldugundan bu integral

iyi tammlidir. Yukaridaki integral; F, (t)’ nin matematiksel beklentisidir. Bu

galismamizda ||x||_ = ftdFX (t) < co alinacaktir [73].
0

Teorem 2.2 (X, F) bir S -olasiliksal normlu uzay olsun. Bu uzaydaki bir x € X icin,

x| = ftdFX (t) seklinde tanimlansin.
0

0 zaman ||

., X uzerinde bir normdur [73].

Teorem 2.3 (X,F) bir §-olasiliksal normlu (Banach) uzay olsun. (X,|||.)’ nin bir

ic carpim(Hilbert) uzayr olmasi icin gerek ve yeter kosul her x,y€ X icin

]tzd ((2F,(t)+ 2F, (©)) - (F,.., () + F,, (£))) =0 olmasidur [73].

Teorem 2.4 (X,F) Teorem 2.3’ teki esitligi saglayan bir S -olasiliksal normlu

(Banach) uzay olsun. Her X,y € X igin,

(x,y)= %ztzd (F.,()—F,_, () birigcarpimve |x|_ =, /(x x) " dir [73].

Xu ve arkadaslari, olasiliksal uzaylarda kuvvetli pseudocontractive doniisiim

tanimini verdiler [73].

Tanim 2.44 (X,F) olasiliksal normlu uzay olsun. Eger her x,y € X, s€[0,00) ve

k €(0,2) icin,

Frc oy (V5) > 4KE,_ () +Fy 7y, (V5)

esitsizligi  saglaniyorsa T:X —X doniisiimiine  olasiliksal  kuvvetli

pseudocontractive doniistim denir [73].

24



3

KISMI SIRALI OLASILIKSAL METRIK UZAYLARDA
BUZULME DONUSUMLERI ICIN SONUCLAR

3.1 Kismi Sirali Olasiliksal Metrik Uzaylarda Biiziilme

Déniisiimleri icin n -1i Sabit Nokta Teoremleri

Kismi sirali metrik uzaylarda yapilan ikili cakisma noktalarinin varlik ve tekligini
iceren teoremler 2011 yilinda, Hu ve Ma tarafindan kismi sirali tam olasiliksal

metrik uzaylarda verilmistir [48].

d={¢:|p:R" —R"} fonksiyon ailesi olmak tizere; her bir ¢ fonksiyonu

asagidaki kosullar1 saglasin:

(a) ¢ kesin artan,

(b) ¢ sagdan st yari stirekli,

(c) Her t>0igin, > ¢"(t) < oo.

n=0
¢ €®dise her t >0icin, ¢(t) <t’dir [48].
Lemma 3.1 A stirekli bir t-norm ve (X,F,A) bir Menger olasiliksal metrik uzay

olmak tizere, her t >0 i¢in, x, — x,y, —y ise liminf F_  (t)=F  (t)’ dir [48].

Lemma 3.2 A siirekli bir t-norm ve (X,); (X,F,A) Menger olasiliksal metrik
uzayinda bir dizi olsun. Eger; her t >0 ve n>1 igin,

Fyoxos (o(t)) >min{F, . (1), Fox., (1)} olacak sekilde bir ¢ € ® fonksiyonu var ise o
zaman (X,) dizisi, X’ de bir Cauchy dizisidir [48].

Lemma 3.3 (X, F,A) bir Menger olasiliksal metrik uzay olmak tizere, her t >0 ve

X,y € X igin, £ (¢(t)+0) >F  (t) ise x=y’ dir [48].

= Ty
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&)
«,aJa=1

Lemma 3.4 h:R" —R siirekli ve biitin =1 icin, liminf c,,=¢, ve (C

o0

sinirli olacak sekilde (Ca'j)u:l, J=12,...,n olsun. O zaman,

liminf h(c, ,,C. 5, C, ,) = N(C,,C,,..., liminf ¢ ..., C,)

—00 A

dir [49].

Teorem 3.1 (X,<) kismi sirali bir kiime ve A=A, siirekli t-normu olmak iizere,
(X,F,A) tam Menger olasiliksal metrik uzay1 olsun. Karisik h -monoton 6zelligine
sahip B: XxX — X ve h: X — X doniistimleri olsun. h(x) >h(u) ve h(y) <h(v)
(veya h(x)<h(u) ve h(y)>h(v)) esitsizliklerini saglayan her x,y,u,ve X, t>0

icin,
I:B(x,y),B(u,v) (¢(t)) 2 min{Fh(x),h(u) (t)’ I:h(x),B(x,y) (t)! I:h(u),B(u,v) (t)}

olacak sekilde ¢ € ® var olsun. B(X x X) < h(X), h’ nin siirekli ve B ile degismeli

oldugu ve asagidaki kosullarin saglandigi kabul edilsin.

(a) B stirekli

veya

(b) X asagidaki 6zelliklere sahip olsun:

(i) Eger azalmayan (X,) dizisi X’ e yakinsak ise X, <X’ dir.

(ii) Eger artmayan (Y,) dizisi ¥’ ye yakinsakise y <, ’ dir.

h(X,) <B(X,,Y,) ve h(y,)=B(Y,, %) olacak sekilde X,,Y, € X var ise bu taktirde
h(x) = B(x, y) ve h(y) =B(y, X) esitliklerini saglayan x,y e X vardir.

Yani; B ile h ikili cakisma noktasina sahiptir [48].

Teorem 3.2 Bir onceki teoremin hipotezine ek olarak; her (X, ¥),(X,y)e X x X
icin, (B(u,v),B(v,u))e X xX’ nm (B(x Y),B(y,x)) ve (B(x,y),B(y,x)) ile
karsilastirilabilir olacak sekilde h(u)<h(v) veya h(v)<h(u) esitsizliklerini

saglayan bir (u,v) € X x X var oldugu kabul edilsin.
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Bu taktirde, B ve h tek bir ikili sabit noktaya sahiptir. Yani;

x=h(x)=B(x,y) ve y=h(y)=B(y,x) olacak sekilde X x X’ de bir tek (X,Y)

elemani vardir [48].

Ornek 3.1 X =[0,1], d(I,m)=|l-m| ve F (t)=H(t—d(l,m)), A=A, olmak iizere,

(X,F,A) bir tam Menger olasiliksal metrik uzayidir.
B: XxX — X ve h: X - X doéniistimleri,

I—m .
— | Nvel>
BI.m=) 6 ' ,me[0,1] ve l >m ise,

0 ,I<mise
ve

her | € X i¢in, h(l) :IE seklinde tanimlansinlar.

B doniisimii karisik h -monoton 6zelligini saglar. B(X x X) < h(X), h siirekli ve

B ile degistirilebilir oldugundan, B’ de siireklidir.
w 2
t [0, ) icin, ¢(t) = Et olsun.
I, =0 ve my =k, X’ te iki nokta olmak tizere,
h(l,) =h(0) = B(0,k) < B(,,m,)
ve

hMQ:MM:%Z

olx

=B(k,0) = B(m,,1,)

bulunur.
Teorem 3.1’ deki esitsizligin saglandig1 gosterilecektir:

I, m, n, pe X icin, h(l)>h(n) ve h(m)<h(p) oldugunda | >n, m< p’ dir. Boylece

Teorem 3.1’ deki esitsizlik,
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(2 sl (5 soof -

halini alir. H’ 1n tanimi geregi,

l—n I

t>——, t>——B(,m)|, t>
2 2

2— B(n, p)‘ ise %>|B(I,m)— B(n, p)| oldugunu

gostermek gerekecektir.
Asagidaki durumlar goz dniine alinirsa:
Durum 1: 1 >m ve N2 p,yani; m< p<n<l| ise,

I—n I I-m 2l+m n n—-p 2n+p

t>—,t>——nk = [t >——— = olur
2 6 6 2 6
t>2|+mzl alindig taktirde, t>lzl——H=|_—n+£zl_—n+ﬂ bulunur
6 4 4 4 4 4 4 4
ve bu da % > I_Tm _h-p esitsizligini saglar.
Durum 2: 1 >m ve n< p ise,
I I-m 2l+m_Il-m 2t _I-m
t>—— = > olup, yine —>——=(B(l,m)-B(n, esitsizligi elde
R 5 2 py36|()(p)l$g

edilir.

Durum 3: n<| ve m< p oldugu icin | <m ve n>p olamaz.

Durum 4: t>0 oldugu icin I<m ve n<p oldugunda da %>|B(I,m)—B(n, p)|

esitsizligi saglanacaktir.

Boylece B,h ve ¢ fonksiyonlari Teorem 3.1’ deki tiim sartlar1 saglar. (0,0) noktasi

B ve h’nin X’ deki ikili cakisma noktasidir [48].

Benzer sekilde, 2012 yilinda Choudry ve arkadaslar1 tarafindan kismi sirali

olasiliksal metrik uzaylarda ti¢lii cakisma noktasina ait sonuglar verilmistir [49].

Kismi sirali olasiliksal metrik uzaylarda verilen ikili ve licli ¢akisma noktalari

teoremleri ile kismi sirali tam metrik uzaylarda Ertiirk ve Karakaya tarafindan
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verilen N -li cakisma noktasi teoremlerinden ilham alinarak kismi siral olasiliksal

metrik uzaylarda n -li cakisma noktasi varlik ve teklik teoremleri verilmistir:

Tanim 3.1 (X,F,A) Menger olasiliksal metrik uzay1 ve B: X" — X, h: X — X

doniistimleri olsun.
Her t > 0 icin,
lim B(X, X2\, X)) = lim h(x) = X',

lim B(XZ,..., X¢, ) = lim h(x?) = x°,
k—o0 k—o00
lim B(x/, X:..., x{ ') = lim h(x?) = x"
kK—oc K —00

esitliklerini saglayacak sekilde X ’de (X),(X),...,(X!) oldugunda,

limFE 1)=1
Koo NBOG X)) B(G), .. h(xE»() ’

limF

Kvoe | NBOE e X).BIOR )OO =1

limF hoe) (t)=1

koo NBOG X Xg ) BOG ) ) 1

ise B ve h doniistimleri uyumludur denir.

Teorem 3.3 (X,<) kismi sirali bir kiime ve A minimum t-norm olmak iizere

(X,F,A) bir tam Menger olasiliksal metrik uzay1r olsun. Karisik g -monoton

ozelligine sahip B: X" — X veh: X — X déniisiimleri olsun ve

h(x") > h(y")
h(x*) <h(y®)

h(x") >h(y") (Eger n tek ise)
h(x") <h(y") (Eger n cift ise)

esitsizliklerini saglayan her t >0, X, X, yl,..., y" € X icin;
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P oy OO)+ PA—MaX(F, o (GO)Fy oo o (GO

Zm'n{':h(xlxh(yl)(t)’Fh(xl),B(xl,x2 ..... x")(t)":h(yl),a(yl,y2 ..... y”)(t)}

olacak sekilde ¢ € ® ve p>0var olsun.

B(X")Ch(X), h’ nin siirekli monoton artan ve B ile degismeli oldugu ve

asagidaki kosullarin saglandigi kabul edilsin.

Ayrica;

a) B siireklidir

veya

b) X asagidaki 6zelliklere sahip olsun:

(i) Eger azalmayan (X,) dizisi X’ e yakinsak ise X, < X' dir.
(ii) Eger artmayan (Y,) dizisi ¥’ ye yakinsak ise y <, ’ dir.

h(X) < B(Xg, X yees X))

h(XZ) > B(X5, XS,y X0, X5)

3 (3.1)
h(x)) < B(X{, X3, X5 1oy X0 ) (Eger n tek ise)
h(x) > B(X], %3, X2,..., X0 1) (Eger n gift ise)

olacak sekilde Xx;,..., X € X var ise,

B(x", x*,x*,..., x") =h(x})

B(x*,%%,..., X", x") = h(x®)
B(x",x', x*,..., x") = h(x")

esitliklerini saglayan X',..., X" € X vardur.

Yani; B ve h dontstiimleri n -li cakisma noktasina sahiptir.
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ispat x;,x’,... X} € X (3.1) sartim saglasm. B(X") Ch(X) oldugundan, her k >1

icin, (%), (X?),..., (X) € X dizileri asagidaki sekilde kurulabilir:

M%) = B(Xea X g1 Xa)

() = B(X 10 X1 X1 %)

(3.2)
(%) = B4 40 X100 X1
Bir sonraki adimda k >1 icin,
h(x_1) <h(x)
h(X; 1) > h(x)
: (3.3)

h(x ;) <h(x;) (Eger n tek ise)

h(x, ;) > h(x;) (Eger n gift ise)
oldugu gosterilecektir.
Bu gosterim tiimevarim yontemi kullanilarak yapilacaktir.
(3.3)’ teki siralamalar (3.1)’ den dolay1 k =1 i¢in saglanir. Yani;

h(x;) < B(Xg, X ,....xg) = h(x})
h(xZ) > B(X, XS, X], Xg) = h(x?)

h(x?) < B(X), X3, X2,..x" 1) = h(x") (Eger n tek ise)
h(x§) > B(X), X3, X2,y ) =h(x) (Eger n gift ise)

dir.

Siralamalarin kK =m icin, dogru oldugunu kabul edilsin:

h(x,.,) < B(x;,)
h(x;.) = B(x;)

h(x; ,) <B(x) (Eger n tek ise)
h(x: ;) > B(x:) (Eger n ¢ift ise)
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dir.

Siralamalarin K =m+1 i¢in de dogru oldugunu gosterirsek istenilen elde edilmis

olur. B karisik h-monoton 6zelligine sahip oldugundan,
h(X )_ B(Xm -1 m 10 m—l)

<B(x}
< B(x

m? m 11" m—l)

X X0

m? m' ml' m-1? *'m-1

< B(Xy XXy X0) = N(x31)

Benzer sekilde;

h(x ) = B(XZ, X5y seeei Xy X ) = W(X2 1)

h(x]) < B(X, X5, ... Xp ) = h(x7.,) (Egern tek ise)

h(x;) > B(x], x m,...,Xr?fl) =h(x;.,) (Eger n cift ise)

bulunur ve bdylece siralamalar tim k >1 icin saglanir. Asagidaki siralamalar

yazilabilir:

. >h(x)>h(x_,) >...>h(x) > h(x;)
w<h(x2) <h( ;) < ..<h(x’) <h(x)

> h() > h(X",) > ...> h(x") > h(x") (Eger n tek ise)
() h(K,) < ... <h() <h(x]) (Eger n cift isc)

(h(x;)), (N(X2)),....(n(x)) dizilerinin Cauchy dizileri oldugu gosterilecektir.
Bunun i¢in; once (h(X))’ in Cauchy dizisi oldugu gosterilsin.

RCO)

Fh(xi),h<xi+1>(¢(t)):FB(xi e X ) BOG

> mi
- mln{Fh( ) h(xk)(t)' h(X1).B (X1 X 1. xk—l)(t)’ B (X ) B (X X5 1o Xl?)(t)}

—pl- max{Fh(X D BOGXC xQ)(¢( ))'Fh(x&),B(xiflvxffl,-..vxk"fl)(¢(t))})

_mln{ h(x l)h(xk)( )’ h(xk l)h(xk)(t)’ h(Xk)h(Xk+1)( )}

—pmax{F, L (O0), Fg o (GO
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Fh(x)h(xk+1)(¢(t))>mm{ h(xt_. )h(x>(t)’ hOxt).h(xd )(t)}_ p-1)
Fh(xt),h(xiﬂ) (@) = mln{ )h(xk)( ).F h(x)h (%) ®}

Lemma 3.2’ den (h(X,)) bir Cauchy dizisidir.

WRC)

Fh(xf»h(x@) (@) = P08 1 2 1 B0E
Z m|n{Fh( 1) h(Xk)(t), h(xk ), B(Xk . Xk ”» Xk—lvxﬁ ) (t)! h(x )B(Xk Xk X xl)(t)}
B p(l—max{Fh(Xz B0 ,xE,xt)(gb(t))' Fh(x&>,B<x571,xﬁﬁl.‘.-,xk”fl,xifl)(gb(t))})

=min{F, . ety O Pz ooty O Py, O3

— P max{Fh(xf,l),h(fo) (#(1): Faornod) (#(1)})

Footrnoe.) @) ZMIE, o o O F ey npe.) O3 — PA-T)
Fh(x&),h(x§+1>(¢(t))me{F )h(x)(t)’ h().h(xE,. )(t)}

Lemma 3.2’ den (h(X})) bir Cauchy dizisidir.

Benzer sekilde (N(X.)),..., (N(X)) dizileri de Cauchy dizileridir ve X bir tam metrik
uzay oldugundan
lim h(x;) = x*

lim h(x?) = x*

n

kIim h(x,) =X

olacak sekilde X', ..., X" € X vardur.

h dontisiimii stirekli oldugundan,
lim h(h(x)) = h(x)
i!im h(h(x?)) = h(x?)

lim h(h(x7)) = h(x")

yazilabilir. (B,h) degismeli oldugundan,
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h(h(%,1)) = (B, X¢ - X)) = B(h(x), h(x), ... h(X())
: (3.4)

h(h(x¢,1)) = h(BOK, X X)) = B(W0K), h(X), . hOE)

dir. Gosterilmek istenilen asagidaki esitliklerdir:

B(x, x%,..., x") = h(x")
B(x%,..., X", x") = h(x%)

B(x",x',..., x" ) = h(x")

Oncelikle teoremin hipotezinde (a) ifadesinin saglandig1 durumu ele alalim.
(3.4)’ ten,
h(x') = lim h(h(x;,,)) = fim h(h(K . X))
= lim B(h(x),h(). .. h(X}))
= B(lim h(x), lim h(<).... lim h(x))

=B(x*, x%,..., X")

) = fim h(h(xE 1)) = Jim h(BOKE, . X7, X))
= lim B(h(x?), .., (x]), h(x}))
=B(fim (¢),..., im h(x), lim (<))

=B(x’,..., x",x")

Benzer sekilde,
h(x") = !im h(h(x.,)) = i!im h(B(X,, Xi X,fﬁl))
:klim B(h(x;),h(xi),..., h(X,?’l))
= B(!im h(xf),!im h(Xi),..., l!im h(XL"l))

=B(x",x%,..., x" ™)

esitlikleri elde edilir.

Simdi ise teoremin hipotezinde (b) ifadesinin saglandig1 durumu ele alalim:
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h(x) <x!
h(x¢) > x*

h(x;) < x" (n tek ise)
h(x.) > x" (n ¢ift ise)

dir. Her t >0, 0 <A <1 igin,

I:h(xl),B(xl,xz ,,,,, x") (¢(t))

.....

- p(l_ maX{Fh(h(xﬁ)),B(xl,xz IIII x”)(¢(/\t))’ Fh(xl),B(h(xﬁ),h(Xf) h()) (¢(/\t))})]

=min{lim F (), lim inf F oy O Fo e oy OO

RGICHNIES)

= min{Fh(xl),h(xl) (A1), Fh(xl),h(xl)()‘t)’ Fh(xl),s(xl,xz ..... x") (A}
—pA-—max{F .o o @OO)LF o (GO}

>Min{LE s (D= PEA-D)

(A1)

2 Fh(><1),|3(><1,><2 ,,,,, x")

A, (0,2)’de keyfi oldugundan A —1 iken F dagilim fonksiyonunun sol stireklilik

ozelligi kullanilarak;

Fh(xl),B(xl,xz ..... x”)(¢(t)) 2 Fh(xl),B(xl,xz, x")(t)

elde edilir.

¢ artan ve F dagilim fonksiyonu azalmayan oldugundan;

o) +0=¢(t) = Fh(xl),B(x1,x2 ..... x")(¢(t) +0)=> Fh(xl),B(xl,x2 ..... x“)((/b(t)) = Fh(xl),B(xl,xz ..... x”)(t)

olup Lemma 3.3’ den, h(x") = B(x', X?,..., X") elde edilir.
Benzer islemlerle,

h(x*) =B(xX%,..., X", X), ..., h(x") =B(x",x,,..., X" )
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bulunur.
Boylece B ve h dontisiimleri, X 'de n -li cakisma noktasina sahiptir.

Teorem 3.3’ de p =0 alindig: taktirde; asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 3.1 (X,<) kismi sirali bir kiime ve A minimum t-norm olmak tizere

(X,F,A) bir tam Menger olasiliksal metrik uzay1 olsun. Karisik h-monoton

ozelligine sahip B: X" — X ve h: X — X déniisiimleri olsun ve
h(x") > h(y")
h(x*) <h(y*)

h(x") >h(y") (Eger n tek ise)
h(x") <h(y") (Eger n cift ise)

esitsizliklerini saglayan her t >0, X, X, yl,..., y" € X icin;

(0}

FB(xl,xz,...,x”),B(yl,yz ..... y")(¢(t))Zmln{Fh(xl),h(yl)(t)’Fh(xl),B(xl,xz ..... x")(t)’Fh(yl),B(y1,y2 ..... y")

olacak sekilde ¢ € ® var olsun.

B(X")Ch(X), h’ nin siirekli, monoton artan ve B ile degismeli oldugu ve

asagidaki kosullarin saglandigi kabul edilsin:
Ayrica;

a) B siireklidir

veya

b) X asagidaki ozelliklere sahip olsun:

(i) Eger azalmayan (X,) dizisi X’ e yakinsak ise X, <X’ dir.

(ii) Eger artmayan (Y,) dizisi ¥’ ye yakinsakise y <, ’ dir.
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h(xg) < B(Xg, X2, X))

h(X3) > B(Xg, X5+ Xg4 Xp)
h(xg) < B(X), X5, X2,y X0 ) (Eger N tek ise)

h(x)) > B(X), X, X2 ..., X0 1) (Eger n gift ise)

1

olacak sekilde x;,X,..., X € X var ise

B(x", x*,x*,..., x") =h(x})

B(x*,%%,..., X", x') = h(x*)
B(x",x', x*,..., x"™) = h(x")

esitliklerini saglayan x',... X" € X vardur.
Yani, B ve h dontisiimleri n -li cakisma noktasina sahiptir.

Teorem 3.3’ de ¢(t) =ct, c€(0,1) alindigi taktirde; Sonug 3.2 elde edilir.

Sonu¢ 3.2 (X,<) kismi sirali bir kiime ve A minimum t-norm olmak tizere

(X,F,A) bir tam Menger olasiliksal metrik uzay1 olsun. Karisik h-monoton

ozelligine sahip B: X" — X veh: X — X déniisiimleri olsun ve

h(x") > h(y")
h(x*) <h(y?)

h(x") >h(y") (Eger n tek ise)
h(x") <h(y") (Eger n cift ise)

esitsizliklerini saglayan her t >0, X, X", yl,..., y" € X icin;

FB(xl,x2 ..... X", B(Y},¥?,..., y")(Ct)+p(l_maX{Fh(xl),B(yl,yz ..... y")(Ct)’Fh(yl),B(xl,x2 ..... x")(Ct)})

= mm{Fh(xl),h(yl)(t)’ Fh(xl),B(xl,xz ..... x")(t)’ Fh(yl),B(ylyy2 ----- y")(t)}

olacak sekilde p >0 var olsun.
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B(X")Ch(X), h’ nin siirekli, monoton artan ve B ile degismeli oldugu ve

asagidaki kosullarin saglandigi kabul edilsin:

Ayrica;

a) B siireklidir

veya

b) X asagidaki ozelliklere sahip olsun:

(i) Eger azalmayan (X,) dizisi X’ e yakinsak ise X, <X’ dir.
(ii) Eger artmayan (Y,) dizisi y’ ye yakinsakise y <Y, dir.

h(x) < B, X5, Xg)
h(x3) > B(Xg, X511 X4 %)

h(xg) < B(X, X5, X2,y X0 7) (Eger N tek ise)
h(xg) > B(X, X5, X2, X0 ) (Eger n gift ise)

1

olacak sekilde x;,X,..., Xj € X var ise,

B(x", x*,x*,..., x") =h(x})
B(x*,%%,..., X", x') = h(x®)

B(x",x!, x%,..., x™) = h(x")

esitliklerini saglayan X', X°,..,X" € X vardir. Yani; B ve h déniisimleri n-li

cakisma noktasina sahiptir.

Simdi bu sabit noktanin tekligini belirten teorem verilecektir.
X" lizerinde siralama asagidaki sekilde bir siralama bagintisi verilebilir:

Her (X, %%,..., x"), (X", x,...,x™) € X" icin,

(X X%, XD < (X X X)) e X< x> xT, L, X" < X™ (Eger n tek ise)

X" > x" (Eger n cift ise)

38



2 n n*

(X %%, o XD =X, LX) e xt =X =X, X=X

dir.
Teorem 3.4 Teorem 3.3’ lin hipotezine ek olarak,
her (X',..., x"), (X*,... x™) € X" icin,
(B Y ¥, BY s YT ¥, B Y y™)
N -lisinin
(B(X, X2, X"), B(X%, ..., X", xD),...B(X", x4,..., x" 1))

ve

(B(X*, x%,..., x™), B(x%,..., X", x¥),..., B(x™, x,..., x™" )

ile karsilastirilabilir olacak sekilde bir (yl,..., y") € X" elemaninin varhigini kabul

edilsin. Bu taktirde, B ve h doniisiimleri ortak tek bir N -li sabit noktaya sahiptir.

Yani,
X' =h(x') =B(x", x*,..., x")
x* =h(x*) = B(X?,..., x", x")
X" =h(x")=B(x",x",..., x" )
dir.

ispat Bir 6nceki teoremden dolayl, N-li cakisma kiimesi bos kiimeden farklidir.

(x',..., x") ve (x,..., X™) cakisma noktasi ise, yani eger;

h(x") = B(x', x%,..., X")
h(x*) = B(X?,..., X", x})

h(x") = B(x",x",..., x" )

ve
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h(x")=B(x",x",.... x™)
h(x*) = B(x",.... X", x"

h(x™) = B(x™, x",..., xX" ™)
ise
h(x) = h(X), h(x2) = h(xZ),...,h(x") = h(x™)

esitliklerinin saglandig: gosterilecektir.
Kabuliimiizden dolay1

(B(x', x%,..., X"), B(X%,..., x", x"),..,.B(x", x",..., X" ™))

ve

(B(X",x*, ..., x™), B(x", ..., x™, x*),...,.B(x™, X", ..., ")

elemanlan

ve

() = B(Yi_1: Vs Vi)
h(Ye) = B(Ye 10 Ve 1 Ve s)

h(Y$) =B(Yi 1 Ve arn Vit

olacak sekilde, (h(y;)),...,(h(y})) dizileri tanimlanabilir.

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.6) ve (3.7) denklemlerinin (3.8) ile karsilastirilabilir olma 6zelliginden dolayy,

((x"), h(x*),....h(x")) = (h(X), h(x?),..., h(x")) = ("(Y5), h(Yp). - h(Yo))
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oldugu varsayilsin.
Her K icin;

h(x") > h(y;),h(x*) <h(Y?),....h(x") > h(y;) (Eger n tek ise)
h(x") <h(y,) (Eger n ciftise)

yazilabilir.

Her bir k >1 igin;

Foonnitn @) =Fopie oypiist,.yn (P(0)
= min{Fh(xl),h(yﬁ)(t)' Fh(xl),B(xl,xz ..... x“)(t)’ Fh(yi),B(yiyyﬁ ----- yE)(t)}
—pl- max{Fh(xl),B(y&,yf,...,yk")(d)(t))’ P80 (@)
= min{Fh(xl),h(yi)(t)’ Fh(xl),h(x1>(t)’ Fh(yi),h(ym(t)}
— p=ma{F o (GO)F e GO

Z MIn{F o n0m O Frginon o O

Fh(xn)’h(y‘rg“) (¢(t)) = FB(X",xl,...,x"‘l),B(yE,yi ’’’’’ ykn—l) (¢(t))
= mm{Fh(X")yh(yE)(t)’ I:h(X")yB(X”,Xl,---Y><"’1)(t)’ Fh(yE),B(yE,yﬁ ----- yC’l)(t)}

—PA-MaX{F, 0 e (GO)Fy g e GEDD)

=MINEE oy noy O Fogeyngey (O: Fh(yE),h(yk"ﬂ)(t)}

= P max{F 0 GO F o (GO

> min{Fh(xn),hwk")(t)’ Fh(yE),h(vk"u)(t)}

elde edilir.

k — oo iken limit alinirsa, Lemma 3.2 ve Lemma 3.3’ den,

lim h(yy.,) = h(x)
lim h(y,'.;) =h(x*)

lim h(y; ;) = h(x")

elde edilir ve benzer sekilde,
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lim h(¥y,1) = h(x")
lim h(ys,,) =h(x*)
limh(y;,) = h(x")
oldugu da gosterilir.
Ucgen esitsizligi 6zelliginden,

Fh(xl)’h(xp) (t)y> A{Fh(xl), o) (t/2), Fh(y&ﬂ)yh(xp) t/2)}—1 (k— 00),

Foomny O MF o (2R, e (=1 (k= o),

Ry b (t) > A{F

h(x"), h(yks)

(t/2),F 0 ey M3 =1 (k= o)

elde edilir.

Baylece, h(x') =h(x"),h(x*) = h(x*),...,h(x") = h(x™) esitlikleri yazilir.

B ve h degismeli oldugundan,

h(h(xY)) = h(B(OE, X2, ..., X")) = B(h(XE), h(x2), .., h(x")),
h(h(x?)) = h(B(X2,..., X", x})) = B(h(X?), .., h(x"), h(x})),

h(h(x")) = h(B(X", X,..., X" 1)) = B(h(X"), h(x%), ..., h(x" %))

dir.
h(Xl) = Zl, h(XZ) = 22,---, h(x") =z" olarak alinirsa,

h(z')=B(z', 2°,..., "),
h(z?)=B(z%,..., 2", 7Y),

h(z")=B(z",7,..., 2" %)

elde edilir.

Baylece, (z',7°,..., 2") bir n -li cakisma noktasidur.
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X" =17'..,x" =7" kabulumiizden h(z') =h(x"),h(z*) =h(x?),...,.h(z") =h(x") olur.

h(z")=z',h(z*) =2%,...,h(z") ="
dir.

' =h(z")=B(Z,7%,.., "),
7 =h(z*)=B(z%,..., ", 1Y),

"=h(z")=B(z",z',.... 2" ")

olur ki; bu da (Zl,..., z")’ nin, B ve h déniisiimlerinin ortak bir n-li sabit noktasi

oldugunu verir.

Bu sabit noktanin tekligini gostermek icin; (ql,qz,..., q") baska bir n -li sabit nokta

olsun.

a'=h(a") =h(z),
q° =h(@*) =h(z%),

Q" =h(g") =h@")

bulunur. Bu da ortak sabit noktanin tekligini gosterir.
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4

NON-ARCHIMEDEAN MENGER OLASILIKSAL METRIK
UZAYLARDA BiR BUZULME DONUSUMU

4.1 Non-Archimedean Menger Olasiliksal Metrik Uzaylarda ~

Biiziilme Doniisiimii i¢cin Sabit Nokta Teoremleri

Sezen, 2019 yilinda Tanim 4.1" de belirtilen ozelliklere sahip +-buizilme

doniisiimiinii tanmimlayip, fuzzy metrik uzaylarda bu doniisiim i¢in sabit nokta

teoremlerini incelemistir [74]. Bu boliimde; +v-biliziilme doniisiimiiniin non-

Archimedean Menger olasiliksal metrik uzaylara uygulanan tanimi izerinde
calisilmistir. Non-Archimedean Menger olasiliksal metrik uzaylarda bu déniisiim
icin sabit nokta teoremleri incelenmis olup teoremlerin sonucunu destekleyen

ornek verilmistir. Ayrica, yine bu uzaylarda zayif 7-biizilme doéniisimi tanimi

verilip, sabit nokta teoremleri incelenmistir.

Tanmim 4.1 ~:[0,1) — R Kkesin artan, siirekli bir dontisiim ve her bir (a,),_, pozitif
say1l dizisi icin, r!LTo a,=1 gerek ve yeter kosul r!Lrg ~v(@,)=oc0 olsun. vy
fonksiyonlarinin ailesi I' olsun.

(X,F,A) bir non-Archimedean Menger olasiliksal metrik uzay ve bu Menger

olasiliksal uzay tizerinde tanimh T : X — X doénisimii olsun.

Her x,y € X ve y€ I igin,

FTXva (t) <1:> W(FTX,Ty (t)) Z W(ny(t)) +6 (41)

olacak sekilde bir 6 € (0,1) mevcutise T doniisiimiine 7 -biiziilme doéniisiimii denir.

Ornek 4.1 v €T olsun. 7 doniisiimiine ait baz1 6rnekler asagida verilmistir:
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1
%(Z)=E,
%(Z)zﬁﬂ,

1
D=2
10(2) ==

Her 7 dontistimi siirekli bir dontisumdiir [74].

Teorem 4.1 (X,F,A) bir tam non-Archimedean Menger olasiliksal metrik uzayi
ve T : X — X bir v-biizilme dénlistimi olsun. Bu taktirde, T doniisiimii X non-

Archimedean Menger olasiliksal metrik uzayinda bir tek sabit noktaya sahiptir.

ispat x, € X keyfi ve sabit olsun. Her neN igin, (x,) dizisi X,,, =TX, seklinde

tanimlansin. Eger, X =X oldugunu gosterirsek; T donilislimiiniin sabit

n-+1
noktasinin varhigi gosterilmis olur. Her ne N i¢in, X, = X, ; oldugunu kabul edelim.

7 -bliziilme dénlistimiiniin tanimindan,
f)/(FTx,H,Txn (t)) 2 V(Fxnkl,xn (t)) + 6

yazilir.

Tanim uygulanmaya devam edildiginde,

W(FTXHA,TX” (t)) 2 V(Fxnfl,xn (t)) + 6
=7(Fy ., (D) +6
>3 (F, )26 (42)

>7(Fy 5 (1)) +né

elde edilir.

(t)) = ocoolup v doniislimiiniin tanimi kullanilarak,

Xn —1 'TXn

n— oo iken, limy(F;
n—oo

limF
n—

5 TXy 1, TX,

t=1 (4.3)
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elde edilir ki; bu da sabit noktanin varligini belirtir.

Simdi (x,) dizisinin Cauchy dizisi oldugu gosterilecektir. Kabul edelim ki; (x,)

Cauchy dizisi olmasin. Bu durumda,

(t,) <l—e ve (t,) >1—e, m;>n;+1 olacak sekilde iki pozitif

Xm(j) %n(j) Xm(j)-1%n(j)

tamsay dizileri (m;), (n;) ve € €(0,1) ve t, >0 vardir. Her j€N icin,

l—e= FXm(J)vXn(j) (tO)
= A(Fxmuwxm(i)—l (to)’ Fxm(j>—1~Xn<j) (to)) (4.4)
> A(Fxmm X (j)-1 (to)a (1_ 8))

elde edilir.

(4.4) esitsizliginde j — oo iken limit alinip (4.3) kullanilirsa,

JILTO Fxm(i)’xn(i) (t)=1-¢ (4.5)
bulunur.
t-normun 6zelliginden,
Xm(j)41r%n(j)+1 (to) =z A(Fxm(j)ﬂ,xm“) (to)’ FXm(J')'Xn(i)H (tO))
= A(Fxm(nﬂ"(m(i) (%), A(Fxm(j)v’(n(n (%), FXn(j)!Xn(Jm ()

elde edilir.

] — oo iken limit alindiginda,

lim F (t,)=1—¢ (4.6)

jooo  TmGi ¥

elde edilir.
7 -blzlilme doniigiimii taniminda X=X,;, Ve y =X, ;, alinirsa,
VFe e O =AF o O) 46 (4.7)

olur.

46



(4.7) de ] — oo iken limit alimip (4.1), (4.5), (4.6) ve ~ donlsimiiniin stirekliligi
kullanildiginda, y(1—¢) >~v(1—¢)+6 elde edilir ki; bu da bir ¢eligki olusturur.
Boylece (x,) dizisi X' de bir Cauchy dizisi olup, (X,F,A) non-Archimedean
Menger olasiliksal uzay1 tam oldugundan, r!LTO X, =w olacak sekilde we X vardrr.

T’ nin stirekliliginden,

FTw,w (t) = Ilm I:Txn,xn (t) = Ilm FXHJA,XrI (t) =1

yazilir.
Son olarak, T’ nin sabit noktasinin tekligi gosterilecektir.
Kabul edelim ki; T’ nin w, vew, iki farkli sabit noktasi olsun. w,w, € X igin,
w=w,ve Tw, =w,Tw, =w,
olsun. Buradan,

V(R O) 27 (R 1, () +06

Y(F, 0, ) = (R, 1., ©) +0

bulunup, celiski elde edilir.
0 zaman, T doniisiimii tek bir sabit noktaya sahiptir.
Teorem 4.1’ i gercekleyen bir 6rnek verilecektir:

Ornek 4.2 X =[0,2), A(p,w)=min{p,w} olsun. F, ,(t), her t>0 icin;

1
—— . C
F.q (t) =11+ max{c,d}
1 c=d

=d

seklinde tanimlansin.

~v:10,) — R, fy(x)zli ve X lzerinde tanimhi T donlsimi, Vxe X icin,
—X

2
T(x)= 2% olsun.

(X,F,A) bir non-Archimedean Menger olasiliksal metrik uzaydir.
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T’ nin bir tek sabit noktaya sahip oldugu gosterilecek olup, bunu iki durumda

inceleyecegiz:
Durum 1: c¢,d €(0,1) i¢cin d >c oldugunu kabul edelim. Bu durumda,

c>c’ ved >d? olup max{c,d}> max{Tc,Td}’ dir. O zaman, 6 € (0,1) vardir dyle ki;

1
— +146<————+1
max{c,d} ~ max{Tc,Td}

11 +o< 11
1

1— = —
1+ max{c,d} 1+ max{Tc,Td}

olup,

4V & 8
1- Fc,d (t) 1- FTc,Td (t)

V(Fc,d t)+o6< ’Y(FTc,Td (1)
Y(Frera ) = v(F 4 (1) +6
elde edilir.

Durum 2: c=0ved €(0,1) olsun. c* =0 ved >d? olup, max{c,d}>max{Tc,Td} dir.

Buradan,
1 < 1
1+ max{c,d} 1+max{Tc,Td}
Fc,d (t) < I:Tc,Td (t)
bulunur.

0 zaman, ¢ € (0,1) vardir oyle Ki;

1 1
1- Fc,d (t) 0 = 1- FTc,Td (t)
V(Fc,d 1)) +6< /Y(FTC,Td ()
V(FTC,Td (t)) 2 V(Fc,d (t)) + 6

elde edilir.
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Bu da, her iki durum igin, T’ nin bir v-biiziilme doéniisiimii oldugunu gosterir.

Teorem 4.1’ in kosullar1 saglanmis olup, ¢ =0, T’ nin bir tek sabit noktasidir.

Tanim 4.2 (X,F,A) bir non-Archimedean Menger olasiliksal metrik uzay olmak

tzereT : X — X doniisimd, her X,y € X ve v €T igin,
Frory () <12 3(Fry 7y (0) = A(Min{F, , (1), Fyp, (), F, 1y (O3) +6 (4.8)

olacak sekilde bir 6 € (0,1) mevcut ise T doniisiimiine v -zayif biiziilme doniistimu

denir.
Her 7 -biiziilme donilistimii bir 7 -zayif biiziilme dontistimiidiir [74].

Teorem 4.2 (X,F,A) bir tam non-Archimedean Menger olasiliksal metrik uzay:
ve T : X — X bir vy-zayif biiziilme doniisimi olsun. Bu taktirde, T doniisiimi X

non-Archimedean Menger olasiliksal metrik uzayinda bir tek sabit noktaya

sahiptir.

ispat x, € X keyfi ve sabit olsun. Her neN i¢in, (x,) dizisi X,,, =TX, seklinde

tanimlansin. Eger, X =X oldugunu gosterirsek; T donilislimiiniin sabit

n+1
noktasinin varhigi gosterilmis olur. Her ne N i¢in, X, = X, ; oldugunu kabul edelim.

7 -biiziilme dénlistimiiniin tanimindan,

f)/(FTxn_1 TXq (t)) Z fY(min{Fxn_l,xn (t)1 I:xnkl,Tx,H (t)’ I:xn X, (t)}) + 0
=y(min{F, . (©.F . O.F, OhH+6 (4-9)

=y(min{F, , (). F . (O})+06

n-1:Xn

dir. Eger,
min{F,__, (1), Fxn,xn+l(t)}:|:xn,xn+1(t) olacak sekilde neN mevcut ise, (4.9) u

kullanarak;

’V(FTxn,l,Txn (t)) = ’Y(Fxn,xnﬁ (t))
>Y(F ., ) +6
>Y(F, ., (©)

n+1
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olur ki; bu da bir c¢eliski olusturur.
Dolayisiyla, her ne€ N igin,

minF, , O.F, ., O}=F_, © (4.10)

dir.
7 -biizilme doniisiminin 6zelligi, (4.9) ve (4.10) dan, F,_, ()>F_ , (t) elde
ederiz.

(4.9) kullanilarak, her ne N icin,

V(R s ) (R, (D) +6

1 n-1:%n

olup devam edilirse,

V(F, x.. ) =7(F , (1) +né

elde edilir.
Bu esitsizlikte n — o iken limit alindiginda,

lim~(F, . )= lim~(F, - (t))=oc olup 7 dénistiminiin tanimindan,

limF; (t) =1 elde edilir.

XnglvTXn
(x,) dizisinin Cauchy dizisi oldugu Teorem 4.1’ deki gibi gosterilebilir.

(X,F,A) non-Archimedean Menger olasiliksal metrik uzayr tam oldugundan

limx, =w olacak sekilde w € X mevcuttur.

n—oo

Simdi w’nin T donilisiimiiniin bir sabit noktas1 oldugu gosterilecektir:
Durum 1: Her bir neN i¢in, k, € N vardir oyle ki x_, =Tw ve k, =1, k, >k ,.
Buradan,

w=Ilimx ,=lmTw=Tw
n—oo n

n—oo

bulunur.
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Durum 2: n, € N vardir 6yle ki her n>n, i¢in, x,., = Tw’ dir; yani, her n>n; icin

F, . (t) <1’ dir. v fonksiyonunun 6zelligi ve (4.8)’ den,

'Y(Fxnﬂ,m ) =( FTxn 1.()
=>y(min{F,_ (t).F, 5 (). F 7. ()} +6 (4.11)
=y(min{F,_(t),F , OF O+
ifadesi elde edilir.

Eger F,; (t)<lise, limF_ (t)=1 olurve n N vardir 6yle ki her n>n, icin,

min{F, (). F, . O).F . O}=F_ ., (t) dr.
(4.11)’ i kullanarak, her n > max{n,,n} icin,

Y(F . O)>A(F. 7 (0)+6 (4.12)

bulunur.

Bu esitsizlikte n — oo iken limit alinirsa,

v(F, 1. (1) >~(F, 1, () +6 olup; bir geliski olusturur.

Boylece, F . (t) =1’ dir.

Durum 1 ve Durum 2 sonucunda w, T doniisiimiiniin bir sabit noktasidir.
Son olarak, T’ nin sabit noktasinin tekligi gosterilecektir.

Kabul edelim ki; T’ nin w, ve w, iki farkl sabit noktasi olsun.

wy,w, € X i¢in, w, =w, ve Tw, =w, Tw, =w,

olsun. Buradan,

V(F,,., ) =7(F 1., ©)
>y(min{F, ., (©,F, 7, ©.F, 7,0} +6
=~(min{F, ,(©.F,  ©.F, . OH+6
=7(F,.,[©)+6

(4.13)

bulunup, geliski elde edilir.
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0 zaman, F,  (1)=1 olup w, =w,’ dir. Bu da; T donisiminin tek bir sabit

noktaya sahip oldugunu gosterir.

4.2 Non-Archimedean Menger Olasiliksal Metrik Uzaylarda ~

Biiziilme Déniisiimii icin En Iyi Yaklasim Noktasi Teoremleri

Bu boéliimde, non-Archimedean Menger olasiliksal metrik uzaylarda +-biiziilme

doniisiimii icin en iyi yaklasim noktasi teoremleri verilecek olup; birinci ve ikinci

tipten +-yakinsal bizilme donlisimi kavramlarini tanimlanip, bu yakinsal

biiziilme déntlistimleri i¢in en iyi yaklasim noktasi teoremleri verilecektir. Ayrica,

sonuglar1 destekleyen 6rnekler verilecektir.
Bir (X,F,A) Menger olasiliksal metrik uzayinin bos olmayan iki alt kiimesi A ve

B olsun. Asagida verilen notasyonlar kullanilacaktir:

Fos(t) =sup{F, ,(t):xe A yeB}
At)={xeAbaznyeBicinF, (t)=F,5(1)};
B,(t)={yeB:bazixe AicinF  (t)=F,5()}.

Tanim 4.3 Bir X non-Archimedean Menger olasiliksal metrik uzaymnin bos

olmayan alt kiimelerinin bir cifti (A B) ve A)(t)= olsun. (A B) ciftinin zayif P-

ozelligine sahip olmasi i¢in gerek ve yeter kosul x,x, € A, ve y,,y, € B, icin,

Fxl,yl (t)= FA,B (t)

= F., O =F, (1)
sz,yz (t) — FAB(t) 11X Yi:Y2

olmasidir [62].

Ornek 4.3 X =RxR ve her xe X i¢in, d(X,y) =|x—Yy| olmak iizere, her t>0igin,

t :
F.,(t) = ———— seklinde tanimlansin.

t-+d(x,y)

(X,F,A) bir non-Archimedean Menger olasiliksal metrik uzayidir.

t t
t+d(AB) t+1

)

A={(0,0)} ve B={(1,0),(-10)} olsun. d(AB)=1 ve F,(t)=

dir. Buradan,
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Fov () =F,s(t)
sz,yz (t) = FA,B(t)

esitlikleri var ise,

(%, ¥1) =((0,0),(1.0)) ve K, (1) = Fy)000) (1) =1,

t

(%,¥,)=((0.0),(~1,0)) ve F, 2

(t) = F(1,0),(71,0) (t) =

2:Y2

elde edilir.

Buda F_, (t)>F, , (t) sonucunu verir.

Dolayisiyla, (A, B) cifti zayif P-6zelligine sahiptir.

Tanim 4.4 Bir (X,F,A) non-Archimedean Menger olasiliksal metrik uzayinin bos

olmayan iki alt kiimesi A ve B olsun. g:A— A doénlsimi her x,x, €A icin,

Fooo, ) =F, , (t) esitligini saglarsa izometri olarak adlandirilir [62].

Tanim 4.5 Bir (X,F,A) non-Archimedean Menger olasiliksal metrik uzayinin bos
olmayan iki alt kiimesi A ve B olsun. S: A— B dontlisimi ve g:A— A izometri

olsun. Eger; her x,x,eA icin, Fy o, (t)=F g () esitligi saglaniyor ise S

%1,5%

dontisiimi ¢’ ye gore izometrik uzakligi korur denir [62].

Ornek 4.4 X =[0,1]xR ve her xe€ X igin, d(x,y)=|x—y| olmak iizere, her t>0

icin, F, (t)= H—; seklinde tanimlansin.

d(xy)
A={(0,x):¥Yxe R} olmak iizere ¢g:A— A donisimi ¢g(0,x)=(0,—x) seklinde

tamimlansin. X=(0,x) vey=(0,y,) € A igin,

t

F ()=———=F
x,y() t—}—d(X, y) gx,gy

(t)’ dir. Boylece, g bir izometridir.

Teorem 4.3 (X,F,A) bir tam non-Archimedean Menger olasiliksal metrik uzay

olmak tizere, A ve B bu uzaymn bos olmayan alt kiimeleri ve A)(t) bos olmayan,
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kapali bir alt kiime olsun. T: A— B, T(A,(t)) CB,(t) olacak sekilde bir ~ -biiziilme
dontisimii olsun. (A, B) cifti, zayif P-6zelligini saglasin.

0 zaman, F. . (t)=F,s(t) olacak sekilde; T’ nin A’ da bir tek en iyi yaklasim
noktasi X noktasi vardir.

ispat Ispata A/(t)’ de bir X, elemani segerek bagslansin. T(A(t)) C B,(t)
oldugundan, F, _, (t)=F,,(t) olacak sekilde bir X € Aj(t) bulunabilir. Hatta,
T(A1)CB,(t) oldugundan, F, . (t)=F,,(t) olacak sekilde bir X, € A(t)
bulunabilir. Bu sekilde devam edildiginde, her n€ N igin,

Fan,Txn (t)= FA,B(t) (4.14)

esitligini saglayan (x,) € A,(t) dizisi elde edilir.
(A, B) cifti zayif P-6zelligine sahip oldugundan (4.14)’ den, her n€ N icin,

Fxn,x (t) Z I:TX,H,Txn (t) (415)

n+1

elde edilir. Simdi, (x,) dizisinin A)(t)’ de yakinsak oldugu gosterilecektir.

Eger, F, . (t)=1 olacak sekilde bir N, €N var ise, (4.15)" den F_ LH=1

>(n0

buluruz; buda x,=x,,, olmasini gerektirir. Buradan,

=F (t) =1 (4.16)

ny+1 TXng 1 g 41

Tx, =Tx

dir.
(4.15) ve (4.16)’ dan,

Fxn0+2’xn0+l (t) Z I:Txnoﬂ,Tan (t) =1= Xn0+2 = Xno+l

elde edilir.

Boylece, her n >0, igin, X, =X, olup (x,) dizisi A,(t)’ de yakinsaktir. Ayrica,

Fxm T (t) = Fx (t) = FA,B (t)

np+1 !Txng
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oldugu elde edilir.

Buda; X, "1mn T donigiminin en iyi yaklasim noktasi oldugunu gosterir ve ispat

tamamlanir. Bu nedenle, her neN icin, E

TXq 1, TX,

(t)=1 oldugunu varsayalim. -y -

biiziilme déntlisimii tanimindan ve (4.15)’ den,

Y(F, ., ) =(F, 1) +6
> V(FXH_Z,X'H (1) +26 (4.17)
> 7(F , (©) +né
elde edilir.
(4.17)" de n— oo iken limit ahmirsa; lim~(F, , (t)) =oco bulunur.
Dolayisiyla,
limF, ., (t)=1 (4.18)
dir.

Bu adimdan sonra (x,) dizisinin Cauchy dizisi oldugunu gosterelim. Kabul edelim

ki; (x,) Cauchy dizisi olmasin.

Bu durumda,

(t,)<l—cveF (t,)>1—¢ (4.19)

Xm(j)*n( ) Xm(j)-1%n ()

m; >n; +1 olacak sekilde iki pozitif tamsay1 dizileri (m;), (n;) ve €<(0,1) ve t; >0

vardir. Her j €N icin,

l-e=2 FXm(jMn(J) (tO)
Z A(I:xm(j),xm(j)f1 (to)' Fxm(j)fl,xn(j) (to)) (420)
> A(F (t,), L—¢))

Xm(j)Xm(j)-1

elde edilir.

(4.20) esitsizliginde j — oo iken limit alinip (4.18) kullanilirsa,
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t,)=1—¢ (4.21)

(i) Xn(j)

limF
J—00

bulunur. t-normun 6zelliginden,

(t,) > A(F

Xm(j)+1%m( j)

(). Fy, e ()
ZA(F (to),A(F (to)’ Fxn(j),xn(j)ﬂ(to)))

Xm(j)+1%m(j) Xm(j) %n(j)

Xm(j)+1:Xn( )+

elde edilir.

Bir 6nceki esitsizlikte j — co iken limit alindiginda,
limF (t,)=1—¢ (4.22)
]—0o0

Xm(j)+1:Xn(j)+

elde edilir.

7 -blzlilme donitisiimii taniminda X=X, Ve y =X, ;, alinirsa,

m(})

S(GGAN ) B0 (AN ) R (4.23)

Xm(j) *n(j)

olur.

(4.23) de j— oo iken limit alimip; (4.1), (4.21), (4.22) ve ~ donilisimiiniin
surekliligi kullanildiginda, v(1—¢) >~(@1—e)+6 elde edilir ki; bu da bir celigki

olusturur. Boylece, (x,) dizisi X’ de bir Cauchy dizisidir.

A, (t), tam non-Archimedean Menger olasiliksal metrik uzay1 (X,F,A)’ nin kapal

alt kiimesi oldugundan, lim x, = x” olacak sekilde x" € A (t) vardur.

n—oo
T’ nin siirekliliginden,

limF,_ ., O=IlimFE._.(t) yazilr.
n—oo N+l n n—oo XX

Buda, X’ in T déniisiimiiniin bir en iyi yaklasim noktasi oldugunu gésterir.
Son olarak, T’ nin en iyi yaklasim noktasinin tekligi gosterilecektir.

Kabul edelim ki; T’ nin w, ve w, iki farkl en iyi yaklasim noktasi olsun.

Wy, W, € A i(,‘il’l, w, = w, Ve le,Twl (t) = sz,'mz t) = I:A,B(t)
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olsun. (A B) cifti zayif P-6zelligine sahip oldugundan F,  (t)>F (t) ve

wy, Tw,

w =w, =F,  (t)=1" dir. Boylece,

V(R o, ©) 2 (R 1, ©) 2 (F,

1

& O)+6>~(F, (D)

bulunup, geliski elde edilir.
O zaman, T doniisiimii tek bir en iyi yaklasim noktasina sahiptir.
Teorem 4.3’ i gercekleyen bir 6rnek verilecektir:

Ornek 4.5 X =[0,1]xR ve (X,F,A), Ornek 4.4’ de tanimlanan metrik ve dagilim

fonksiyonu ile bir non-Archimedean Menger olasiliksal metrik uzay olsun.

A={(0,x):Vxe R} ve B={(L y):Vy € R} olacak sekilde A ve B kiimeleri verilsin.

t
A/(t)=A, By(t) =B olup, d(A,B)=1ve F,5(t)= =" bulunur.

7:[0,1) - R, her xe& X icin, ~(Xx)= % seklinde tanimlansin. T:A—B
—X
doniistimi T (0, x) = [1, %] olsun. Buradan, T (A,(t)) = B,(t)’ dir.

Fym () =Fas(®)
Faz T, v = FA,B ®

olsun. (a,x) :[[O,—%], 0,—b, ] veya (a,,X,) :[[O,—b—é], 0,—b, ] dir. (4.1)’ den,
t
(R, ., () =~|F o D=7 ——7
) =
6
B 1 N 1 B t
¢ T {t+bb)
t+|b1;b2| t+|bl—b2|
=v(F,,, ()

elde edilir.
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Yani; v(F, , (1) >~(F ()’ dir. Dolayisiyla, bir 6€(0,1) vardir oyle ki
Y(F, o M) >(F, , (1) +6" dir. T, bir ~ -biiziilme doniisimi olup, (0,0) da T
doniistimiiniin tek bir en iyi yaklasim noktasidir.

Tanim 4.6 A ve B, (X,F,A) non-Archimedean Menger olasiliksal metrik

uzayinin bos olmayan iki alt kiimesi olsun. T : A— B déniisiimii olmak iizere, her

U, U,, X, X, € A ve t >0 igin,

Ful,Txl t= FA,B ®
I:uz Xy (t) - I:A,B (t) = V(Fu
FULuz (1), FXI’X2 <1

() =~(F, ) +6 (4.24)

Uz 1, %2

ifadesini saglayan bir 6 €(0,1) var ise, T’ ye birinci tipten ~ -yakinsal biiziilme

doniisiimii denir.

Tanim 4.7 A ve B, (X,F,A) non-Archimedean Menger olasiliksal metrik
uzayinin bos olmayan iki alt kiimesi olsun. T : A— B doéniisiimii olmak iizere, her

U, U,, %, X, € A ve t >0 igin,

l:ul,Txl (t) - I:A,B (t)
P O=Fae® =Ry, )27 (R p, ) +6  (425)
I:Tul,Tuz (t)’ FTx1 X, (t) <1

ifadesini saglayan bir 6 €(0,1) var ise, T’ ye ikinci tipten ~ -yakinsal biiziilme

dontlisiimii denir.

Teorem 4.4 (X,F,A) bir tam non-Archimedean Menger olasiliksal metrik uzay
olmak tlzere, A ve B bu uzayin bos olmayan kapali alt kiimeleri olsun 6yle ki

At)=2 dir. T:A— B ve g: A— A dontsiimleri agagidaki kosullari saglasin:

(1) T(AM) SB,®),
(2) T: A— B siirekli birinci tipten bir + -yakinsal bir biiziilme dontisiimij,

(3) g birizometri,
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(4) A1) S g(A ).

0 zaman, A’ da tek bir X elemani vardir dyle ki F, ., (t) =F,5(t)’ dir.

ispat A’ da bir X, elemani segilerek ispata baslansin. T(A(t)) CB,(t) ve
A (t) € g(A (1)) oldugundan F, ., (t)=F,;(t) olacak sekilde bir X, € A(t) eleman
bulunabilir. Tx, € T(A()) S B,(t) ve A/(t) S g(A(t)) oldugundan Fy . (t)=F,;(t)

olacak sekilde bir X, € A/(t) bulunabilir.

Bu sekilde devam edilirse, her n€ N igin,

I:gan,Txn (t) = I:A,B (t) (426)

olacak sekilde, A(t)’ de bir (x,) dizisi elde edilir.

Bu (x,) dizisinin A/(t)" de yakinsak oldugu gosterilecektir. Eger, F, . (t)=1
olacak sekilde bir n, €N var ise dizinin yakinsaklig1 aciktir. Bu nedenle, her ne N

icin, F (t)=1 olsun. T, birinci tip bir ~ -yakinsal biiziilme dontsimii

0%y GXn 1

oldugundan,

V(Fy, g0, ) 2 7(F  (0)+6

V(R . D) >~ (F )+
> :
>(F ) +nd

(4.27)

elde edilir.
(4.27)’ de n— oo iken limit alinirsa;
lim~(F, ,  (t))=oco bulunur.

ispatin geri kalaninda, Teorem 4.3." iin ispatindaki yontemler ile devam edilirse

(x,) dizisinin bir Cauchy dizisi oldugu elde edilir. (X, F,A) tam non-Archimedean

Menger olasiliksal metrik uzay1 kapali alt kiimeye sahip oldugundan, limx, =X

n—oo
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olacak sekilde bir xe A vardir. T, g ve F strekli oldugundan (4.26)’ da n— o0

iken limit alinirsa; F

ox,Tx (t) - FA,B (t) blllunur.

Simdi bu X elemaninin tekligi gosterilecektir. Aksi kabul edilsin:

F o e (t) = F,5(t) esitligini saglayan x= X olacak sekilde bir X" € A vardir. g bir
izometri ve T birinci tipten -~ -yakinsal bir buzilme doéniisimi oldugundan
V(F - ©) =7(F, ;) = (F, . () +6>~(F, () bulunur.

Bu da bir ¢eligki olusturacagindan; x = x"’ dir.

Ornek 4.5 X =[-2,2]xR ve d:XxX —[0,00), d(X,y)=|x—y| olmak iizere her

t
t>0 icin, Fx’y(t):t-l— olsun. (X,F,A) bir non-Archimedean Menger

d(x,y)

olasiliksal metrik uzayidir.

A={(-2,x):vxeR}, B={(2,y):VycR} olsun. A(t)=A B,(t)=B, d(AB)=4 ve

olsun.

t
F,.(t)=——" tir. ~:[0,])) =R doéntisimi her xe X icin, v(x)=
A,B() t+4 Y [ )_> S (; ’Y() 1_X2

Ayrica, T:A—B ve ¢g:A— A donlsiumleri sirasiyla, T(—2,x):[2,§] ve

0(—2,x) =(—2,—x) seklinde tanimlansinlar. T(A(t)) =B, (), A{)=g(At)) ve ¢

bir izometridir.

I:al,Txl (t) = FA,B (t)
Fa2 Xy t)= FA,B (t)

o

oldugu diisiintliirse, (a1,><1)=[(—2,

E],(—Z, bl)] ve (aza Xz) = [[_2! b_22]1(_2, bz)]

bulunur.
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t
Ve O =7F oy o O1=7 =57
1042 72,5,72,52 M
RN e
_ 1 > 1 : (4.28)
t
Lot 1‘[t+|bl—bz|]
t+|b1;b2|
t
= m] = 7(FX1,X2 (t))

(4.28)" den ~(F,

4,3

() >~(F,

1%

(t)) bulunur.

Boylece, ~y(F,

q 18

(1)) >~(F, , (1) +6 olacak sekilde bir ¢ € (0,1) vardir.
Buradan, T birinci tipten ~ -yakinsal biizilme doéniisimi olup (—2,0), T
doniistimiiniin en iyi yaklasim noktasidir.

Eger, Teorem 4.4’ teki g donlsimi 6zdeslik doniisiimii alindiginda, Sonug 4.1

elde edilir:

Sonu¢ 4.1 (X,F,A) bir tam non-Archimedean Menger olasiliksal metrik uzay
olmak tlzere, A ve B bu uzayin bos olmayan kapali alt kiimeleri olsun 6yle ki

At)=@’ dir. T : A— B déntsiimii asagidaki kosullari saglasin:
(1) T(AM) SB,M),
(2) T: A— B stirekli birinci tipten bir ~ -yakinsal bir biiziilme dontsimidiir.

O zaman, T 'nin A’ da tek bir en iyi yaklasim noktasi vardir.

Teorem 4.5 (X,F,A) bir tam non-Archimedean Menger olasiliksal metrik uzay
olmak tlizere, A ve B bu uzayin bos olmayan kapali alt kiimeleri olsun 6yle ki
At)=2’ dir. A, B’ ye gore yaklasik kompakt olup T:A—B ve g:A— A

dontistimleri asagidaki kosullari saglasin:
(1) T(AM) SB(),

(2) T: A— B strekli ikinci tipten bir ~ -yakinsal bir biiziilme doniisiimd,
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(3) g bir izometri,

(4) A S g(A M),

(5) T doniisiimii, g donlistimiine gore izometrik uzakhigi korur.

0 zaman, A’ da tek bir X elemani vardir dyle ki F, ., (t) =F,5(t)’ dir.

Hatta, ng*’TX* (t)=F,g(t) esitligini saglayan A’ da bagka bir X eleman var ise,
TX=Tx"dir.

ispat T(A)’ da bir TX, elemam segilerek ispata baslansin. T(A,(t))CB,(t) ve
Ay (t) C g(A(t)) oldugundan F, ; (t)=F,;(t) olacak sekilde bir X, € Aj(t) elemam
bulunabilir. Tx, e T(A,(t)) SB,(t) ve A, (t) Sg(A)(t)) oldugundan F, . (t)="F,;(t)

olacak sekilde bir X, € A(t) bulunabilir. Bu sekilde devam edilirse, her n€ N igin,

Fyoam, (0= Fup () (4.29)

olacak sekilde B’ de bir (Tx,) dizisi elde edilir. Bu (Tx,) dizisinin B’ de yakinsak

oldugu gosterilecektir. Eger, F; (t)=1 olacak sekilde bir nyeN var ise

gxﬂo ’Tgxﬂo +

dizinin yakinsakhig1 agiktir. Bu nedenle, her neN i¢in, F, (t)=1 olsun. T,

an,Tan+1
ikinci tip bir ~ -yakinsal bilziilme déniisimi oldugundan ve T, g’ ye gore

izometrik uzakligi korudugundan,

W(FTgxn TO%0 41 (t)) Z ry(l:Tx,F1 X, (t)) + 6

fY(FTxn T t) > V(FTxH,Txn (t)+0
> :
Z ’Y(FTXO T (t)) + n(s

n+1

(4.30)

elde edilir.
(4.30)’ da n— oo iken limit alinirsa;
lim~(F, 5, () =occ bulunur. ispatin geri kalaninda Teorem 4.3." iin ispatindaki

sekilde devam edilirse (Tx,) dizisinin B’ de bir Cauchy dizisi oldugu elde edilir.
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(X,F,A) tam non-Archimedean Menger olasiliksal metrik uzay: kapal alt kiimeye

sahip oldugundan limTx, =y olacak sekilde bir yc B vardir. Uggen esitsizligini

n—oo

kullanirsak;
Fy,A(t) 2 I:y,gxn (t) 2 A(Fy,Ter1 (t)' FTxH,gxn (t))
=A(F 5, , (1), Fas®) (4.31)
> A(Fy g, (1), F, A1)
elde edilir.

(4.31)’ de n— oo iken limite gecilirse;

I|m Fy o O=F (1)

elde edilir.

A, B’ ye gore yaklasik kompakt oldugundan (gx,) dizisinin A’ da bir S elemanina

yakinsak bir (gxnj) alt dizisi vardir.

Boylece, F, (t)= I|m Foe, 1o, - (t)=F,A(t) olup; bu S€A(t) olmasim gerektirir.
A (t) € g(A(t)) oldugundan, s = gx olacak sekilde bir X € Aj(t) vardir. lim gx, = gx
jooo T

ve ¢ izometri oldugundan, lim X, =X elde edilir. T doniigtimii siirekli ve (Tx,)

JHDO

dizisi y elemanmna yakinsak oldugundan, [limTx, _Tx_y dir. Buradan,

j—oo

) =liMF,, . ©)=Fyo(0) elde edilir

gx TX gx Tgx

Simdi bu X elemaninin tekligi gosterilecektir. Aksi kabul edilsin:

F . .(t)=F,;(t) esitligini saglayan Tx =Tx olacak sekilde bir x" e A (t) vardur.

gx ,Tx

F _-(t) =1 olup; T ikinci tipten + -yakinsal bir biiziilme déniistimi oldugundan ve

T dontisimiu g’ ye izometrik uzaklig1 korudugundan
V(P e ) = 1(F o () 27(F, - (0) +6>(F, (1)) bulunur.

Bu da bir celiski olusturacagindan; Tx=Tx "’ dur.
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Teorem 4.5’ i destekleyen ornek verilecektir.

Ornek 4.6 X =R x[0,1] ve d: X xX —[0,00), d(X,y) = x—y| olmak iizere her t >0
icin, ny(t):; olsun. (X,F,A) bir non-Archimedean Menger olasiliksal
' t+d(xy)

metrik uzayidir.

A={(x,0): xR}, B={(y,1):VyeR} olsun. A(t)=A B,({t)=B, d(AB)=1 ve

olsun.

t
FA,B(t):m’ tir. v:[0,1) =R donisimi her xe X icin, v(X)=

1
J1—x
Ayrica, T:A—B ve (¢:A— A doOniisimleri sirasiyla T(x,O):[g,l] ve

g(x,0) =(—x,0) seklinde tanimlansinlar. T(A,(t)) =B,(t), At)=g(A/(t)) ve g bir
izometridir. Ayrica, F o, (t)=F;, 5, (t) olup, T donigimi g’ ye gore uzakhg

korur.

Fa1 X (t) = FA,B (t)
Fa2 X, (t)= FA,B (t)

oldugu diistuintlirse,

(ai,xo:[[%,O], 5,0

ve (az,xz):[[b—;,o], b2,0]

bulunur.

B S R S
(0] |
9
1 1
_ S (4.32)

v
|b1_b2|
t =

9 3

t
=7 b | V(Fr s, (1)
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(4.32) den v(F, 1o, (1)) > v(F 7, (1) bulunur.
Boylece, v(Fr, 1, (1)) = (R 5, (1)) +06 olacak sekilde bir ¢ € (0,1) vardur.

Buradan, T ikinci tipten ~ -yakinsal biiziilme doéntlisimii olup; (0,0) noktast T

donlisimiiniin en iyi yaklasim noktasidir.

Eger Teorem 4.5. teki g donlisimu 6zdeslik doniisiimii alindiginda Sonug 4.2.

elde edilir:

Sonu¢ 4.2 (X,F,A) bir tam non-Archimedean Menger olasiliksal metrik uzay
olmak tlizere, A ve B bu uzayin bos olmayan kapali alt kiimeleri olsun 6yle ki

A/(t) =@’ dir. T : A— B déniisiimii agagidaki kosullar1 saglasin:

(1) T(A1) S B, (1),
(2) T: A— B siirekli ikinci tipten bir ~ -yakinsal bir biiziilme dontsiimiidiir.

O zaman, T "nin A’ da tek bir en iyi yaklasim noktasi vardir.
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5

S-OLASILIKSAL UZAYLARDA BAZI DONUSUMLER
iCIN KUVVETLI YAKINSAKLIK TEOREMLERI

Su ve Zhang, 2014 yilinda yeni bir metrik uzay tanimlayip, ismine S -olasiliksal
metrik uzaylar adini1 vermislerdir [67]. Onlardan esinlenen Xu, Guan ve Su ise 2015
yiinda S -olasiliksal normlu uzaylar tanimini verdiler. Bu uzayda bazi dontisimler
icin yakinsaklik teoremlerini ¢alismislardir [73]. Bu doniisiimlerden biri olan

pseudocontractive dontistimler, hemicontractive doniisiimlerin bir alt sinifidir.

Bu béliimde, S -olasiliksal normlu uzaylarda hemicontractive ve demicontractive

dontisiimlere ait ¢alismalar yer alacaktir.

Teorem 5.1 H reel Hilbert uzay1 olmak tizere K, H’ in kompakt, konveks alt
kiimesi ve T : K — K siirekli hemicontractive doniisiim olsun. Baz1 A € (0,1) igin,
(v,) €[\, 1— 1] ifadesini saglayan (v,), [0,1]" de bir reel say1 dizisi olsun. Keyfi bir

X, € K ve K’da bir (x,) dizisi igin, > [[Tx, —x, [ < oo ifadesini saglayan (x,,,)

n>1

dizisi x,,, = (1—v,)x, +v,Tx, seklinde tanimlansin.

Bu durumda (x, ,) dizisi T’ nin bir sabit noktasina kuvvetli yakinsar [71].

Tanim 5.1 (X,F) olasiliksal normlu uzay olsun. Her x e X, we Fix(T), s €[0,c0)
icin,

I:Tx—Tw+x—w (S) 2 4Fx—w(s) + I:Txfx (S) (51)

esitsizligi saglaniyorsa, T:X — X donisimiine olasiliksal hemicontractive
doniisiim denir.

Teorem 5.2 (X,F) kosulunu saglayan bir olasiliksal Banach uzayi, X'’ in kapal,

konveks alt kiimesi K ve T:K — K siirekli bir hemicontractive doniisim olsun.

Bu durumda verilen herhangi bir x, € K i¢in,
Xy = A—v,)X, +v,TX,
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iterasyon dizisi T ’ nin bir sabit noktasina olasiliksal olarak yakinsar. Burada v, ,

Teorem 5.1’ deki sartlar1 saglayan bir reel say dizisidir.
ispat Burada dikkat edilmesi gereken nokta

I:T><—Tw+x7w (S)’ 4 I:x—w (S) + I:Txfx (S)

azalmayan ve

E

TX—TwW+X—W

(O) =0, 4Fxfw (O) + FTx—x (O) =0

olmasidir..

Olasiliksal hemicontractive olmasindan dolayi, her x € X, we Fix(T) igin,

deFTxfTWwLXfW (S) S 4f Sdefw (S) +deFTX7TW7(X7W) (S)
0 0 0

f Szd (FTxfTW+X7W (S) - FTx—wax+w (S)) S 4f52d|:xfw (S)

0 0

1 o0 o0
ZL[SZd (FTx—TW+x4W (S) - I:Tx—TW—X+W (S)) S 4_{‘52de~w (S)

(Tx—Tw, x —w) < ||x—w||2F

elde edilir.

Bu T: K — K dontiisiimiiniin (X,||.||F) Hilbert uzayinda siirekli hemicontractive bir
donisim oldugunu gosterir. Teorem 5.1° i kullanarak x, , =@—v,)x, +v,TX,
seklinde tanimlanan iterasyon dizisi ||||F normunda W’ ya yakinsar. ||||F

normundaki yakinsaklik olasiliksal yakinsakligi gerektirir. Bdylece verilen

iterasyon dizisi W’ a olasiliksal olarak yakinsar.

Teorem 5.3 H reel Hilbert uzay1 olmak tizere K, H’ in kompakt, konveks alt
kiimesi ve T : K — K siirekli demicontractive donlistim ve T ’ nin bir sabit noktasi

W olmak iizere T, W’ da Fréchet diferensiyellenebilir ve | —T '(W) terslenebilir

olsun. O zaman 0<a<u, <b>1—Kk kosulunu saglayan (uU,) kontrol dizisi ve
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X,.1 = (@—u,)x, +u,Tx, iterasyonu ile Uretilen (x,) dizisi W’ ya kuvvetli yakinsar
[71].
Tanim 5.2 (X,F) olasiliksal normlu uzay olsun. Her x € X, we Fix(T), s €[0,c0)
icin,

Fx—2Tx+w(s) Z (2 + 2k) I:X—Tx (S) + Fxfw (S) (52)

esitsizligi saglaniyorsa, T:X — X doOniisimiine olasiliksal demicontractive

doniisiim denir.

Teorem 5.4 (X,F) kosulunu saglayan bir olasiliksal Banach uzayi, X’ in kapali,

konveks alt kiimesi K ve T:K — K siirekli bir demicontractive déntisiim ve T’

nin bir sabit noktas1 we K olmak iizere; T, W’ da Fréchet diferensiyellenebilir ve

| —T'(W) terslenebilir olsun. O zaman 0<a<u, <b>1—k kosulunu saglayan
(u,) kontrol dizisi ve x,,, = (1—u,)x, +u,Tx, iterasyonu ile iiretilen (x,) dizisi w’
ya olasiliksal yakinsar.

ispat Burada dikkat edilmesi gereken nokta

I:><72Tx+w (8)7 (2 + 2k) Fxfo (S) =+ Fxfw (S)

azalmayan
ve

I:x72Tx+w (0) - 0, (2 + 2k) Fxfo (0) =+ I:xfw (0) =0

olmasidir.

Olasiliksal demicontractive olmasindan dolayi, her x € X, we Fix(T) igin,
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f Sd Fx—ZTx+w (S) S (2 + Zk)f Sd |:x—Tx (S) + de Fx—w (S)

0 0 0

[[$F, 10(9) < @4+ 2K) [S°0F, () + [ $%F, ()
0 0 0

2 4 T
s°d (FX—ZTX+W(S) - Fx—w (S)) S §(1+ k)[s de—Tx (S)

1+k)
2

0
Z[szd (FX—ZTX+W (S) - Fx—w (S)) S L!\SzdeTx (S)

(Xx=Tx,w—Tx) < @”x —Tx||2F

elde edilir.

Bu T : K — K dontiisimiiniin (X,||.||F) Hilbert uzayinda siirekli demicontractive bir
donisim oldugunu gosterir. Teorem 5.3’ U kullanarak x, ., =@—v,)x, +v,TX,
seklinde tanimlanan iterasyon dizisi ||||F normunda W’ ya yakinsar. ||||F

normundaki yakinsaklik olasiliksal yakinsakligi gerektirir. Bdylece verilen

iterasyon dizisi W’ ya olasiliksal olarak yakinsar.
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6

SONUC VE ONERILER

Bu calismada, tgciincii bolimde kismi sirali tam Menger olasiliksal metrik
uzaylarda biiziilme tipte doéntisiimler icin, ikili ve Ug¢li sabit nokta ve g¢akisma
noktasi varligini gostermek adina yapilan ¢alismalarin bir genellemesi olan n-li

sabit nokta ve ¢akisma noktasi lizerine ¢alisiimistir.
Farkl 6zelliklere sahip tam metrik uzaylar tizerinde benzer ¢alismalar yapilabilir.

Dordiincii boliimde, bir non-Archimedean Menger olasiliksal metrik uzaylarda - -

biiziilme doniisiimii olarak adlandirilan yeni bir biizilme doniisiimii tanimi

verilmistir. Ardindan -~ -zayif biiziilme doniisiimii tanimi verilmis olup bu iki

biiziilme dontstmlerinin tek bir sabit noktaya sahip olduklar1 gosterilmistir.

Birinci ve ikinci tipten ~ -yakinsal bliziilme tanimlar verilerek, bu déniisiimler icin
en iyi yaklasim noktasi teoremleri verilmistir. Sonuglar 6érneklerle desteklenmistir.
Yukarida belirtilen c¢alismalardan ilham alinarak, non-Archimedean Menger
olasiliksal metrik uzaylarda tanimlamis oldugumuz - -biiziilme doniisiimlerinin

cok degerli versiyonlar1 tanimlanip, bu ¢ok degerli donlisiimler i¢in sabit nokta

teoremleri galisilabilir. Ayrica, genellestirilmis ~ -yakinsal biiziilme donitisiimleri
tanimlanabilir.
Besinci boliimde ise S -olasiliksal normlu uzaylarda hemicontractive ve

demicontractive doéntiisiimler iizerine c¢alismalar yapilmistir. Doniisim tipi

degistirilerek, yeni calismalar yapilabilir.
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