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OZET

Hiperyiizeyler Uzerinde Egrilik Cizgilerinin Diferensiyel
Geometrik Ozellikleri

Fatih CELIK

Matematik Anabilim Dali

Doktora Tezi

Danisman: Prof. Dr. Mustafa DULDUL

Bu tez calismasi sekiz boliimden olusmaktadir.
Birinci boliim giris kismina ayrilmis olup, literatiir 6zeti ve tezin amacini icermektedir.

ikinci béliimde, bu tezde calisilan iic ve dort boyutlu Oklid uzaylarindaki egriler,

ylizeyler ve hiperyiizeyler ile ilgili temel kavramlar tanitilmistir.

Uciincii béliimde, parametrik denklemiyle verilen bir yiizey iizerinde bir egrilik
cizgisinin elde edilisi ve bu egrilik ¢izgisinin egriliginin ve burulmasinin hesaplanmasi
detayli olarak incelenmistir. Ayrica egriligi ve burulmay1 hesaplarken ortaya ¢ikan

singliler ve dejenere durumlar incelenmistir.
Dordiincii, besinci ve altinci boliimler tezin orjinal kisimlarini olusturmaktadir.

Dérdiincii béliimde, 4-boyutlu Oklid uzayinda parametrik denklemiyle verilen bir

hiperyiizey tizerindeki egrilik cizgisinin nasil elde edilecegi gosterilmistir.

Besinci boliimde, dordiincii boliimde elde edilen egrilik cizgilerinin Frenet egrisi
olmalar1 durumunda diferensiyel geometrik 6zellikleri, genisletilmis Darboux catisi
kullanilarak hesaplanmistir. Ayrica, egrilik cizgilerinin analitik olarak elde edilemedigi
durumlarda da bu egrilerin egriliklerinin nasil hesaplanabilecegi gosterilmistir.
Egrilikler, Frenet vektorleri ve genisletilmis Darboux vektorleri hesaplanirken

3-boyutlu uzayda ortaya cikan singiiler ve dejenere durumlar gézlenmemistir.
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Altinc1 béliimde, dért boyutlu Oklid uzayinda dayanak egrisi, ikinci ve iiciincii
egriliklerinin orani sabit bir Frenet egrisi olan bir regle hiperyiizey insa edilerek, bu
hiperyiizey lizerinde dayanak egrisinin egrilik cizgisi oldugu gosterilmistir. Buna ek

olarak, elde edilen hiperyiizeyin singiiler noktalari ile acilabilirligi arastirilmistir.
Yedinci boliimde, tezin orjinal kisminda yapilan ¢calismalar bir 6rnekle desteklenmistir.

Sekizinci boliimde, orjinal kisimdaki sonuclardan bahsedilmis ve gelecek calismalar
icin onerilerde bulunulmustur.

Anahtar Kelimeler: Frenet egrisi, hiperyiizey, genisletilmis Darboux catisi, egrilik
cizgisi, egrilikler
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ABSTRACT

The Differential Geometry Properties of the Lines of
Curvatures on the Parametric Hypersurfaces

Fatih CELIK

Department of Mathematics

Doctor of Philosophy Thesis

Advisor: Prof. Dr. Mustafa DULDUL

This thesis consists of eight chapters.

The first chapter is devoted to the introduction which includes the literature review

and the purpose of the thesis.

In the second chapter, basic concepts related to curves, surfaces and hypersurfaces in

three and four dimensional Euclidean spaces studied in this thesis are introduced.

In the third chapter, obtaining a line of curvature on a parametric surface and
computing the curvature and torsion of this line of curvature are examined in detail.
In addition, the singular and degenerate cases that occur while computing curvature

and torsion are examined.
The fourth, the fifth and the sixth chapters constitute the original parts of the thesis.

In the fourth chapter, it is shown how the lines of curvature on a parametric
hypersurface in the Euclidean four space are obtained.

In the fifth chapter, if the lines of curvature obtained in the fourth section are
Frenet curves, their differential geometric properties are computed using the extended
Darboux frame along the curve. Moreover, it is shown that how the curvatures of
these curves can be computed even when the lines of curvature cannot be obtained
analytically. While computing the curvatures, Frenet vectors and extended Darboux
vectors, the singular and degenerate cases appearing in 3-dimensional space were not
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observed.

In the sixth chapter, by constructing a ruled hypersurface whose base curve is a Frenet
curve with the ratio of its second and third curvatures is constant in Euclidean 4-space,
it is shown that the base curve is a line of curvature on the obtained hypersurface. In
addition, the singular points and developability of the obtained ruled hypersurface is

investigated.

In the seventh chapter, the studies in the original part of the thesis are illustrated by

an example.

In the eighth chapter, the results in the original part are mentioned and some future

projects arising from this thesis are suggested.

Keywords: Frenet curves, hypersurfaces, extended Darboux frame, line of curvature,

curvatures
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GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Yiizey tlizerindeki bir egrinin her noktasindaki hiz vektorti bir asli dogrultuya karsilik
geliyorsa o egriye yiizey lizerinde bir egrilik ¢izgisi denir, [[1]. Diferensiyel Geometri’de
onemli bir yere sahip olan egrilik cizgisi kavrami ilk olarak Diferensiyel Geometri'nin
kuruculari sayillan Monge ve Gauss (1796) tarafindan, dort adet umbilik noktaya sahip

bir elipsoidin egrilik ¢izgilerini hesaplarken kullanilmastir, [2]].

Egrilik cizgileri ile alakali 6zellikle uygulamali matematik, geometrik modelleme ve
miihendislik alaninda yayinlanmis bircok makale vardir, [[3-5]. R.R. Martin, [[3]], 1983
yilinda ilk kez ylizey tizerinde dort kenar1 da egrilik ¢izgisi olan yamalar tanimlamis
ve buna da asli yama (principal patches) demistir. Bu asli yamalar1 da “Bilgisayar
Destekli Geometrik Tasarim” icin kullanmistir.

3-boyutlu Oklid uzayinda bir parametrik yiizey R(u(s), v(s)) icin bir egrilik cizgisi ¢(s)
asagidaki diferensiyel denkleminin ¢6ziilmesi ile bulunabiliy, [|6]:

(EM—LF)(«')" +(EN —LG)u'v' + (FN —MG) (v')" =0.

Eger bu diferensiyel denklem analitik olarak c¢oziilebilirse, c(s) = R(u(s), v(s))
egrisinin egrilikleri ve Frenet vektorleri kolayca bulunabilir. Eger u(s) ve
v(s) fonksiyonlar1 analitik olarak c¢oziilemezse c(s) egrilik ¢izgisi yaklasik olarak
hesaplanabilir ve bu yaklasik egrinin egrilikleri ve Frenet vektorleri icin bagka
tekniklere ihtiyac vardir. W, Che vd., [7]], 2007 yilinda 3-boyutlu Oklid uzayinda kapali
ylizeylerin egrilik cizgilerinin diferensiyel geometrik Ozelliklerini incelemislerdir. T.
Maekawa vd., [8], 2014 yilinda 3-boyutlu Oklid uzayinda parametrik formdaki
ylizeyler icin ayni calismayir yapmuslardir. Bu calismada, parametrik bir yilizeyin
tizerinde elde ettikleri egrilik cizgilerinin diferensiyel geometrik 6zelliklerini inceleyen
bir yontem gelistirerek egrilik cizgilerinin birim teget vektoriini, egrilik vektoriini,

binormal vektoriinii ve burulma vektoriinii elde etmislerdir Ayni zamanda bu



yontemle burulma ve egriliklerin yiiksek mertebeden tiirevleri hem dejenere hem
de singiiler durumlarda hesaplanmistir, [9-12]]. Ayrica [8]'de egrilik cizgilerinin
egriligi ve onun birinci tilirevini gemi insasinda kavisli levhalarin olusturulmasi i¢in
kullanmuslardir. Ozellikle gemi insaati tasarimlarinda cok kullanilan egrilik cizgilleri

literatiirde 6nemli bir yer tutmaktadir.

4-boyutlu Oklid uzaymnda hiperyiizeyler icin egrilik cizgileri son yillarda
calisilmaktadir. 2015 yilinda D. Lopes vd., [13], 2016 yilinda ise J. Sotomayor
vd., [14], sirasiyla, E* uzayinda daldirilmis hiperyiizeyler ve tikiz olmayan kuadrik
hiperyiizeylerin egrilik cizgilerinin geometrik yapilarini olusturmuslardir. 2001
yilinda C. Gutierrez vd., [15], E* uzayinda 2-boyutlu daldirilmis yiizeylerin egrilik
cizgilerini veren diferensiyel denklemini kurmuslardir. Ayrica J. Sotomayor ve R.
Garcia tarafindan hazirlanan, [[16] makalesinde yiizeyler iizerindeki egrilik cizgileri
ve umbilik noktalarin geometrisi, egrilik cizgilerinin ilk calisildigi zamanlardan

glinlimiize kadar aktarilmaktadir.

1.2 Tezin Amaci

Bu tezin amaci; dért boyutlu Oklid uzayinda parametrik denklemiyle verilen bir
hiperyiizey tizerinde egrilik cizgilerinin nasil bulunabilecegini gostermek ve bu
egrilik cizgilerinin diferensiyel geometrik Ozelliklerinin nasil elde edilebilecegini
arastirmaktir. Ayrica, elde edilen yontemin dogrulugunun gosterilmesi icin dayanak
egrisini egrilik cizgisi kabul eden bir regle hiperyiizeyin nasil insa edilebilecegini

arastirmaktir.

1.3 Hipotez

Dért boyutlu Oklid uzayinda parametrik olarak verilmis bir hiperyiizey iizerinde
egrilik cizgilerinin bulunabilmesini ve bulunan egrilik cizgilerinin egrilikleri ile Frenet
vektorlerinin elde edilmesini saglayan metotlar tezin literatiire kazandirdig orijinal
katkidur.

Diger taraftan, E* uzayinda ikinci ve iiciincii egrilikleri orani sabit olan bir Frenet

Bu hiperytizey kullanilarak tezde elde edilen metotlarin yeterliligi gosterilmistir.



2

TEMEL KAVRAMLAR

Bu bolimde, calismada kullanilacak olan notasyon, tamim ve teoremlere
deginilecektir. R, ¢, u ve X gibi koyu harfler vektor, vektér alani1 veya vektor
fonksiyonlar1 icin kullamilacakti. R® vektér uzayinda a ve b gibi iki vektoriin ic
carpimu ve vektorel carpimi, sirasiyla, a-b ve a x b ile gosterilecektir. R* vektor
uzayinda x, y ve z gibi vektorlerin i¢ carpimi ve vektorel carpimlar, sirasiyla, (x,y)
ve X ® y ® z ile gosterilecektir. Tanim ve teoremler icin agirlikli olarak, [[1]], [|6]], [17]]

ve [[18] nolu kaynaklar kullanilmistir.

2.1 [E® Uzayinda Egriler Teorisi

Tanim 2.1. I € R bir acitk aralik olmak tizere a : I — E" diferensiyellenebilir

fonksiyonuna E™de diferensiyellenebilir egri denir.

Tanim 2.2. a : I — E" egrisi verilsin. Vs € I icin a’(s) # 0 oluyorsa, a egrisine regiiler

egri denir.

Tanim 2.3. a : I — E" egrisi verildiginde Vs € I icin ||a’(s)|| = 1 oluyorsa, a egrisine

birim hizli egri, s’ye de yay parametresi denir.

Tanim 2.4. a : I — E" birim hizh bir egri olsun. Eger {a’(s),a”(s),...,a" I(s)}

kiimesi egrinin her noktasinda lineer bagimsiz oluyorsa bu egriye Frenet egrisi denir.

Tanim 2.5. ¢ : I — E2 birim hizl bir egri olsun. Bu durumda s € I yay parametresi
olmak tizere t = ¢'(s) ile tammlanan t vektor alanina egrinin birim teget vektor alani

denir.

c”(s)
lle” (sl

ile tanimlanan n vektor alanina ¢ egrisinin asli normal vektor alani1 denir. Ayrica,

Tanim 2.6. ¢ : I — E3 birim hizl bir egri olsun. ||¢”(s)|| # O olmak iizere, n(s) =

b =t x n ile tanimlanan b vektor alanina ¢ egrisinin binormal vekt6r alani denir.

Tanim 2.7. ¢ : I — E2 birim hizli bir egri olsun. x : I — R, x(s) = [|c”(s)|| ile
tanimlanan fonksiyona ¢ egrisinin egrilik fonksiyonu, x(s,) reel sayisina ise egrinin

c(sy) noktasindaki egriligi denir.



Tanim 2.8. ¢ : I — E2 birim hizh bir egri olsun. 7 : I — R, 7(s) = —b'(s) - n(s) ile
tanimlanan fonksiyona ¢ egrisinin burulma fonksiyonu, 7(s,) reel sayisina ise egrinin

c(sy) noktasindaki burulmasi denir.

Tanim 2.9. ¢ : I — [ birim hizh egrisi boyunca tanimlanan t, n, b vektér alanlar egri
boyunca her noktada birbirine ortogonaldir. {t,n, b} {icliisiine ¢ egrisi boyunca Frenet

cat1 alani1 denir.

Uyar1 2.1: Burulma, Frenet catisinin teget vektorii etrafinda donme miktarinin
Olctistidiir. Birim teget vektorii ve asli normal vektorii tarafindan belirlenen diizleme
oskiilator diizlem denir. Burulma, aynmi zamanda, egrinin oskiilator diizlemden

uzaklagsma miktarinin da ol¢iisiidiir.

Tanim 2.10. « > 0 egrilikli ve T burulmali ¢(s) birim hizli egrisinin birim teget, asli
normal ve binormal vektorleri, sirasiyla, t, n ve b olmak tizere bu vektorlerin tiirevleri

alindig1 zaman elde edilen

t' = kn, (2.1)
n' = —«xt+ 7h, (2.2)
b’'=—1n (2.3)

formiillerine Frenet-Serret formiilleri denir.

Sonuc 2.1. c(s) egrisinin tiirevleri (2.4) — (2.6) denklemlerini saglar:

cd(s)=t, (2.4)
¢’(s) = xn, (2.5)
¢’(s)=«k'n+xn’ = —«k*t+«x'n+«x7b. (2.6)

2.2 [E3 Uzayinda Yiizeyler Teorisi

Tanim 2.11. D C E? bir baglantili acik kiime ve R : D C E? — [E? bir regiiler doniisiim
olsun. Eger R : D — R(D) doniisiimii bir homeomorfizm ise R(D) kiimesine E3
uzayinda bir regiiler yiizey denir. Diger bir deyisle, R : D C E? — [E* doniisiimii birebir,
regiiler ve R™! : R(D) — D fonksiyonu siirekli oluyorsa, R(D) c E? alt kiimesine E3
uzayinda regiiler yiizey denir, [19].



Tamim 2.12. M, E? uzayinda bir yiizey ve I C R bir acik aralik olsun. ¢ : I - M

diferensiyellenebilir fonksiyonuna M’de diferensiyellenebilir egri denir.

Tanim 2.13. M, E3 uzayinda bir yiizey olsun. Bir vp € Ty:(P) tanjant vektorii icin
a(0) = P ve a’(0) = V olacak sekilde M iizerinde bir a egrisi varsa vp’ye M tizerindeki
P noktasinda teget vektorii denir. M’nin P noktasindaki biitiin teget vektorlerinin
kiimesi T,,(P) ile gosterilir, [|18]].

Tamim 2.14. M, E3 uzayinda bir yiizey olsun. [E® uzayinda bir v vektoér alani
verildiginde VP € M icin v, € T,,(P) oluyorsa v vektor alanina M iizerinde teget
vektor alan1 denir. M {zerindeki tiim teget vektor alanlarinin kiimesi y (M) ile

gosterilir.

Tanim 2.15. M, E* uzayinda bir yiizey ve Np € Ty:(P) olmak iizere, eger Vv, € Ty, (P)
icin (Np,vp) = O oluyorsa, Ny’ye P € M noktasinda M’ye normal vektér denir. M
ylzeyi tizerindeki her bir noktaya bir normal vektor karsilik getiren vektor alanina M

tizerinde normal vektor alani denir.

Teorem 2.1. M, E* uzayinda f (x;,x,,x3) = c kapali denklemi ile verilen bir yiizey

olsun. Vf, M’nin her bir noktasinda sifirdan farkli bir normal vektér alamdir, [[18)].

Tanim 2.16. M, E® uzayinda bir yiizey olsun. M yiizeyinin her noktasinda
bir diferensiyellenebilir N normal vektor alani tanimlaniyorsa, M Yyiizeyine

yonlendirilebilir yiizey denir.

Tanim 2.17. M C E? regiiler yiizeyi verilsin. M yiizeyinin birim normal vektor alani
N olsun. E® uzayinda Riemann konneksiyonu D olmak iizere VX € y (M) icin S(X) =

—DyN olarak tanimlanan S : y (M) — y (M) doniisiimiine M nin sekil operatorii denir,
[1]].

Tanmim 2.18. M C E2 regiiler yiizeyi verilsin. S sekil operatorii olmak iizere,
K,(u)=S(u)-u

ile tanmimlanan x,(u) € R sayisina M ylizeyinin u birim teget vektorii dogrultusundaki
normal egriligi denir.
Daha genel olarak, herhangi bir v € T);(P) teget vektorii icin

S(v)-v

v-v

Kn(v) =

ile tamimlanir. Yiizey tiizerindeki P noktasindaki normal egrilik, v teget vektori
ile M'nin P noktasindaki birim normal vektorii Np'nin belirledigi diizlemin M ile

olusturdugu dik kesit egrisinin P noktasindaki egriligidir.
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Teorem 2.2. (Meusnier)
Yiizey iizerindeki bir P noktasindan gecen ve o noktadaki teget dogrulart ayni olan biitiin

egriler o noktada ayni normal egrilige sahiptir, [1)].

Tanim 2.19. M, E® uzayinda bir yiizey ve M’nin P noktasindaki sekil operatérii Sp
olsun. S,(vp) = Av, esitligini saglayan A sayilarina M yiizeyinin P noktasindaki asli

egrilikleri, v, vektortine de A’ya karsilik gelen asli dogrultu denir.

M tizerinde bir egri c olsun. Eger c egrisinin her noktasindaki hiz vektorii bir asli
dogrultuya karsilik geliyorsa c egrisine M {izerinde bir egrilik ¢izgisi (asli egri) denir.

Buna gore c egrisinin bir egrilik ¢izgisi olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
Sp(c)=Ac

olmasidir, [|18]. Kiirenin sekil operatorii birim oldugundan, kiire {izerinde her egri bir
asli egridir.
Teorem 2.3. M, E° uzayinda bir yiizey olsun. M yiizeyi iizerindeki farkl asli egriliklere

karsilik gelen asli dogrultular ortogonaldir, [18]].

Tamim 2.20. M, E® uzayinda bir yiizey ve M’nin P noktasindaki sekil operatorii S,
olmak tizere, S, = AI, oluyorsa, P € M noktasina M yiizeyinin umbilik noktasi denir,
[18].

Buna gore bir P noktasinin umbilik nokta olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
Ywe Tp(M), Sp(w)=Aw

olmasidir. Kiirenin tiim noktalar1 birer umbilik noktadir. Yiizey iizerindeki umbilik
noktalardaki tiim dogrultularda normal egrilikler esit olacagindan o noktalarda asli
dogrultular tanimlanamaz. Bu ylizden bu calismada ylizey tizerindeki noktalar

umbilik olmayan noktalar olarak secilecektir.

Teorem 2.4. M, R(u,v) parametrik denklemi ile verilen bir yiizey olsun. w = v;R,, +

voR,, vektoriiniin bir asli vektor olmast icin gerek ve yeter sart

V2 o=y, VP
E F G|=0 2.7)
L M N

olmasidir, []1]].



Ispat. w = w,R, + »,R, vektdriinii géz oniine alalim. Sekil operatorii lineer
oldugundan

S(w) xw=S(v;R, +v,R,) x (vR, + ©,R,))
=[nS(R,) +v,S(R,)] x (v;R, +V,R,)
=v2S(R,) X R, +vv, (S(R,) xR, +S(R,) xR)+V2S(R,) xR,  (2.8)

seklinde yazilir. Burada, S(R,) = aR, + bR, ve S(R,) = cR, + dR, alinirsa;

LG—MF ME —LF MG—NF NE—-MF
“EG-F2’ T EG-F*’ °T EG-F2’ ° EG-F?
olup,
S(R,) xR, =—bR, xR,, S(R,)xR,=aR, xR,
ve

S(R,) xR, =—dR, xR,, S(R,)xR,=cR, xR,
esitlikleri (2.8)’de yerine yazilirsa
S(w) x w=v(—bR, xR,) +v;v,(aR, xR, —dR, xR,) + vcR, xR,

veya diizenlenirse

MG—NF , LG—NE LF —ME
vy + ViV, + Vi
EG— F? EG — F2 EG — F?

S(w)xw=( )RuxRV (2.9)

elde edilir. Buna gore, R, x R, # 0 oldugu gbz 6niine alinirsa,

w vektori bir asli vektordir <= S(w) xw=20
MG-NF , LG-NE = LF—ME ,_
EG—F2 > EG—F?> '? EG—F2 !
v vy, V2
< |E F G|=0

L M N

bulunur. u

Uyar 2.2: Eger L —k,E =0, M —k,F =0, N—«,G = 0 ise (2.7) esitligi saglanir. Bu
durumda P € M noktas: umbilik nokta olur.

Uyar1 2.3: Eger L—k,E = Oise, E # 0 oldugundan, A # 0 iken, x, = £ = 2L eitlii

kullanilirsa
(EM—LF)A=0 = ME=LF



olur. Bu durumda;
i) F # 0ise M —x,F =0 olur. Yine x, = £ = X2 ecitlizi ile ME+ NEA = FL+GLA
olacagindan, FL — ME = (NE — GL)A = 0 bulunur. Bu durumda, N —,G = 0 olur.

ii) F = 0ise ME = 0 esitliginden M = 0 olur. Bu durumda M —« F = 0 bulunur. Ayn

sekilde x, = % = % esitligi ile de N — x,G = 0 elde edilir. Sonug olarak, A # 0 iken,
L—kx,E=0, M —«x,F =0veya N —«k,G = 0 esitliklerinden biri olmas1 durumunda
Teorem 2.4’den dolay1 P € M noktas1 umbilik nokta olur.

R (u, v) parametrik yiizeyi tizerindeki birim hizli olmayan bir egri ¢(s) = R (u(s), v(s))

olsun. c(s) egrisinin tiirevleri zincir kurali kullanilarak asagidaki gibi bulunabilir:

c(s)=R,u' +R,V, (2.10)

c’(s) =R, (u)?*+2R,u'v'+R,,(v)* + R u” +Ru”’ +R V", (2.11)

¢”’(s) =R, (W)’ + 3R, (W')*V' + 3R, u'(v')* +R,,,(v')?
+ 3[R u'u” + R, (u"v' +u'v"')+ R, v'V']+ R u"”
+Ru” +R V", (2.12)

¢ (5) =Ry (W) + 4Ry (U)3V' + 6R (W) (V')* + 4R, 1 (V)

+ R, (V) 4+ 6[R,, (1)U + Ry, 2u'u"v' + (u')v")
+R,,,2vV'u + (V' )Yu")+R,,, (v )V’ + R, (3(u")* + 4u'u")
+ R, (4u"v' +6u"v’' +4"u)+R,,(3(v)? + 4v'v")

+R,u® +R,v®, (2.13)

Tamim 2.21. M C E® regiiler yiizeyi verilsin. ¢ : I — M egrisi yiizey iizerinde birim
hizli bir egri olsun. c¢ egrisinin birim teget vektor alani t, yiizeyin ¢ egrisi boyunca
kisitlanmis birim normal vektor alani N(s) = N (c¢(s)) ve U = N x t olmak iizere c egrisi

boyunca tanimlanan {t, U, N} ortonormal sistemine Darboux cat1 alani denir.

Darboux cat1 alani, Frenet ¢at1 alani gibi sadece egriye degil ayn1 zamanda yiizeye de

baglidir. Darboux catisina gore tiirev denklemleri,

t =x,U+K,N, (2.14)

U =—k,t+7,N, (2.15)



N'=—x,t—1,U (2.16)

seklindedir. Burada «, ve k,, swrasiyla, ylizeyin normal ve jeodezik egrilikleridir.

g’
T, de ylizeyin jeodezik burulmasi olarak adlandirihr. Bir egrinin herhangi bir
noktasindaki jeodezik egriligi, egrinin o noktasindaki teget diizlemine dik izdiisim

egrisinin egriligidir. Buna gore, [[1]];

Kk, =0 & cegrisi ylizey lizerinde jeodezik egridir.
K, = 0 & c egrisi yiizey lizerinde asimptotik egridir.

T, = 0 & c egrisi ylizey lizerinde asli egridir.

R(u,v) = (x(u,v),y(u,v),z(u,v)) parametrik denklemi ile verilen yiizeyin birim

normal vektor alani asagidaki gibi tanimlanir:

_ R, xR,

N = ’ 2.17
IR, <R, | (@17)

R(u, v) yiizeyi tizerindeki ¢(s) = R(u(s), v(s)) egrisinin birim teget vektorii t ve asli
normal vektorii n olmak tizere, egrilik vektorti,

k—a—xn—kn+kg—KnN+KgU (2.18)
olarak yazilir. Burada, k,, normal egrilik vektorii ve k, ise jeodezik egrilik vektoriidiir.
k,, c(s) egrisinin k egrilik vektoriiniin ylizey normali dogrultusundaki bilesenidir. k,,

c(s) egrisinin k egrilik vektoriiniin U = N x t vektorii dogrultusundaki bilesenidir.

2.3 E* Uzayinda Egriler

4

Tanim 2.22. R* uzayinda standart baz {e,, e,,e,,e,} olmak iizere x = inei, y =
i=1

4 4
E ye vez= E z;€; vektorlerinin vektorel carpimi
i=1 i=1

e; e, € e,
X; Xy Xa X

X®y®z= L (2.19)
Yi Y2 Y3 Va

21 %y Zg 24

ile tanimlanir, [|20]:



Vektorel carpim asagidaki 6zellikleri saglar, [20]:

XQYy®Z=—yQ®XQZ=y®Z®X
(x,y® z@w) = det{x,y, z, w}
X+y)RZOW=XQZOW+Yy®ZQW.

Teorem 2.5. a=Xx, ®y, ® Z; ve b =X, ®y, ® z, olacak sekilde R* uzayinda iki vektor

alalim. a ve b vektérlerinin i¢ carpima,

(X1,X3)  (X1,¥2) (X1,25)
(a,b) =| (y1,X2) (Y1, ¥2) (V1,%Z2) (2.20)

(z1,X9) (21,Y2) (Z1,2Z)
olarak elde edilir, [21|].

Sonuc¢ 2.2.
(xx) (xy) (x.z)
Ixey®z|l*=| (v.x) (v.y) (.2 | (2.21)
(z,x) (zy) (z,2)

Tanim 2.23. a : I — E* birim hizh bir egri olsun. Bu durumda s € I yay parametresi
olmak tizere T = o’(s) ile tamimlanan T vektor alanina egrinin teget vektor alani denir.
lla”(s)|| # O olmak tizere, n(s) = % ile tanimlanan n vektor alanina a egrisinin asli
normal vektor alan1 denir.

Tanim 2.24. « : [ — E* birim hizhi bir Frenet egrisi i¢in

a(s)®@a’(s)®a”(s)

b:) = e as) @ "]

ile tanimlanan b, vektor alanina a egrisinin ikinci binormal vektor alani denir. Ayrica,
b,(s) = by(s) ® T(s) ® n(s) ile tamiml1 b, vektor alanina a egrisinin birinci binormal

vektor alani denir.

Tanim 2.25. a : I — E* egrisi boyunca tanimlanan T, n, b;, b, birim vektér alanlar1 her
noktada birbirine ortogonaldir. Bu durumda {T,n, b,,b,} dortliisii, a egrisi boyunca

bir cat1 alani olusturur. Buna Frenet cat1 alan1 denir, [[18]].

Teorem 2.6. Birim hizli bir a egrisi boyunca Frenet ¢ati alant {T,n,b,,b,} olmak iizere

a egrisinin egrilikleri

ky = ||a”(s) (2.22)
_ {by,a"(s))
k, = TG (2.23)
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_ (ba(s), a?(s))
= TR (224

ile elde edilir, [22]].

Teorem 2.7. a egrisi boyunca Frenet catt alant {T,n,b;,b,} olmak iizere a egrisi

boyunca Frenet formiilleri

T =k;n (2.25)

0 = —k, T+ k,b, (2.26)
b, = —k,n + k;b, (2.27)
b, = —k;b, (2.28)

ile verilir [23].

Sonuc 2.3. Bir a egrisinin yiiksek mertebeden tiirevleri asagidaki gibi yazilir:

a'(s)=T, (2.29)
a’(s) = kyn, (2.30)
a”(s)=—k>T+kin+k k,by, (2.31)

a®(s) = =3k KT+ (=K + k! — ki k2)n+ (2K ky + kK, ) by + kikyksby.  (2.32)

Birim hizli egriler i¢in yukarida elde edilen Frenet vektorleri ve egrilikler, birim hizli
olmayan egriler icin de elde edilebilir. Birim hizli olmayan egrilerin tiirevleri alinirken
a egrisinin birinci tiirevi icin @(t), ikinci tiirevi icin &(t) ve daha yiiksek mertebeden
tlirevleri icin de ayni sekilde notasyonlar kullanilacaktir.

Teorem 2.8. a : I — E* birim hizli olmayan regiiler bir egri olsun. a egrisinin Frenet

vektor alanlart ve egrilikleri asagidaki sekilde bulunur, [23|]:

_a(t) _a(t)®a(t)® a(t)
eI’ T lla() @ () @ @)l

11



_ by®a(t)®a(t) ne b, ® b, ® a(t)
Lolbyea(dea)l’  Iby®by®a(o)ll’
(n:d(t» (blba(t» k _ <b25a(t)>

ky =" k== ) =
Folle@lR” T ek 7 lla(o)ltkky

Geometrik olarak, bu egrilikler asagidaki sekilde 6zel egrileri karakterize eder [23]],
[22]];

o k, egriligi egrinin teget dogrultusundan ayrilma miktarinin 6lciisidir. k; = 0

olmasi durumunda egri bir dogru olur.

o k, egriligi egrinin oskiilator diizlemden uzaklasma miktarinin 6lc¢iisiidiir. k, =0

olmasi durumunda egri diizlemsel olur.

® k. egriligi egrinin ii¢ boyutlu altuzaydan uzaklagsma miktarinin ol¢iistidiir. k3 =0

olmasi durumunda egri E* uzayinin 3-boyutlu altuzayinda yatan bir egri olur.

2.4 E* Uzaymnda Hiperyiizey Uzerindeki Egriler

Tanim 2.26. U C E* bir acik kiime olsun. c sabit bir say1 olmak iizere
M = {(x1,%;,%3,%4) €EE*|f : U > R, f(x)=c}

alt kiimesinde YP € M icin Vf(P) # 0 oluyorsa M alt kiimesine E* uzayinda
3—boyutlu yiizey veya hiperyiizey denir, [18]].

Tanim 2.27. M, E* uzayinda bir hiperyiizey ve I C R bir acik aralik olsun. a : 1 —> M

diferensiyellenebilir fonksiyonuna M’de diferensiyellenebilir egri denir.

Tanim 2.28. M, E* uzayinda bir hiperyiizey olsun. Bir vp € T+(P) tanjant vektorii icin
a(0) = P ve a’(0) =V olacak sekilde M tizerinde bir a egrisi varsa vp’ye M tizerindeki
P noktasinda teget vektorii denir. M’nin P noktasindaki biitiin teget vektorlerinin
kiimesi T,,(P) ile gosterilir, [[18].

Tanim 2.29. M, E* uzayinda bir hiperyiizey olsun. E* uzayinda bir v vektor alani
verildiginde VP € M icin v, € T,,(P) oluyorsa v vektér alanina M iizerinde teget
vektor alani denir. M {izerindeki tiim teget vektor alanlarinin kiimesi y (M) ile

gosterilir.

Tanim 2.30. M, E* uzayinda bir hiperyiizey ve Np € Tg+(P) olmak iizere, eger Vv, €
Ty, (P) igin (Np,vp) = 0 oluyorsa, Npy’ye P € M noktasinda M’ye normal vektor denir.
M hiperyiizeyi lizerindeki her bir noktaya bir normal vektor karsilik getiren vektor

alanina M tizerinde normal vektor alani denir.
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Teorem 2.9. M, E* uzayinda f (xl,xz,x3,x4) = ¢ kapalt denklemi ile verilen bir
hiperyiizey olsun. Vf, M’nin her bir noktasinda sifirdan farkli bir normal vektor

alamdir,

Ispat. M bir hiperyiizey oldugundan YP € M icin Vf(P) # 0 dir. Vv, € Ty, (P) icin
(vp, Vf(P)) = 0 oldugunu gostermeliyiz. vp € T,,(P) oldugundan M hiperyiizeyi
tizerinde a(0) = P ve a’(0) = v olacak sekilde en az bir a : I — M egrisi vardir. Her
t €l icin a(t) € M oldugundan

fla(0) = f (1), ax(6), a5(6), ay(1)) = ¢
yazilir. Bu son esitlikten t’ye gore tiirev alinirsa

8f(a(t)).dal(t)+8f(a(t)).daz(t)+8f(a(t)).dag(t)+8f(a(t))_da4(t) _0
dx, dt dx, dt d x4 dt dx, dt

esitligi elde edilir. Burada t = 0 yazilirsa

(Vf(P),d'(0))=0
<Vf(P),VP) = O

olarak bulunur. O halde Vf(P) € T,,(P)* olur; yani, Vf'nin M {izerinde bir normal

vektor alan1 oldugu goriiliir. [ |

Sonug 2.4. f (xl,xz,xg,x4) = ¢ kapali denklemi ile verilen M hiperyiizeyinin birim

normal vektor alant N = ZF% dir.

Tanim 2.31. E* uzayinda regiiler bir hiperyiizey

R(u1>u21u3) = (X (u15u2; u3):y (ul,UZ,U3),Z(ul,uz,U3),W(u1,u2, u3))

parametrik denklemi ile verilsin. R; = %, i = 1,2,3 olmak {izere M regiiler

oldugundan, R, R, ve R; kismi tiirevleri her noktada lineer bagimsizdir. Bu nedenle

M’nin birim normal vektor alani

_ R;®R,®R,
IR; ®R, ® Rl

(2.33)

ile tamimlanir.

M, E* uzayinda R = R (u;,u,,u;) parametrik denklemi ile verilen bir hiperyiizey ve
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a : I — M bir egri olmak tizere egrinin ilk dort tiirevi asagidaki gibi yazilir:

3
o(s)= > R, (2:34)
=1
a’(s) = ZR u + Z R;u; ], (2.35)
i,j=1
a”(s)= ZR u’+3 Z Rjuu; + Z R TRTATAN (2.36)
i,j=1 i,j,k=1

a@(s) = ZR u® + 4 Z Ru/u, +3 Z R,u/u/

i,j=1 i,j=1
3
+6 Z Ry uuiuy + Z Rjuuuu). (2.37)
i,j,k=1 i,j,k,[=1
Burada
oR J°R
R, =—-—; ij = >
du; Ju;du;
9°R 'R
R,=—— R = © (i,j,k1=1,2,3
ik du;0u;duy Lkl du;0u;0u du, (@ )
seklindedir.

2.5 E* Uzayinda Herhangi Bir Hiperyiizey icin Sekil Operatorii
Tanim 2.32. D : x (E*)x y (E*) — y (E*), (X, Y) — DyY fonksiyonu, VX,Y,Z € y (E*)
ve Vf,g € C(E* R) icin

® DixeyZ = fDxZ+ gDyZ

o Dy(fY)=X[fIY+ fDxY,

ozelliklerini sagliyorsa D’ye E* uzayinda bir afin konneksiyon denir. Eger D afin

konneksiyonu

e D,Y—DyX=[X,Y]

o X[(Y,Z)] = (DxY,Z) + (Y, DyZ)

ozelliklerini de sagliyorsa D’ye Riemann konneksiyonu denir, [[18]].
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Tanim 2.33. M, E* uzayinda herhangi bir regiiler hiperyiizey ve M’nin birim normal
vektor alani N olsun. D, E* uzayinda Riemann konneksiyonu olmak iizere YX € y (M)
icin

S(X) = —DyN (2.38)
ile tanimhi S : y (M) — y(M) doniisiimiine M’nin sekil operatorii denir. YP € M i¢in
X € Ty (P) olup, Sp (Xp) = —Dx N seklindedir.

4
d
Vp € Tpe(P) ve X = Z fia—x €y (IE4) tiirevlenebilir bir vektor alan1 olmak {izere X'in
i=1 i

vp yontindeki kovaryant tiirevi D, X ile gosterilir ve bu tiirev D, X = %X(P + tv)| =0

seklinde tanimlanir.
4

v, = Zvi%

i=1 L

olmak tizere kovaryant tiirev

P

4
%)
D, X= v lfil —Ip

i

seklinde de yazilabilir. Burada {%
tp

}, i =1,2,3,4, Tps(P) vektor uzayi igin bir
bazdir. a, E* uzayinda bir egri ve X € y (IE4) olsun. X’in o’min o(t) teget vektorii

yoniindeki kovaryant tiirevi D, X = (Xa(t))/ ile verilir.

Teorem 2.10. M C E* bir hiperyiizey olsun. M’nin sekil operatérii S olmak iizere
i) S bir lineer operatordiir,

ii) S operatorii simetriktir.

Ispat. i) Verilen her X,Y € y(M) ve her f,g € C(M,R) icin
S(fX+gY) = DsxyoyN = f DyN + gDyN = fS(X) + gS(Y)

elde edilir. Bu durumda S operatorii lineerdir.
ii) S operatoriiniin simetrik oldugunu gostermek icin her X, Y € y (M) icin (S(X),Y) =
(X,S(Y)) oldugu gosterilmelidir. (X,N) = (Y,N) = 0 oldugundan

X[(Y,N)]= 0= (DyY,N) + (Y,DyN) = 0
Y[(X,N)]=0= (DyX,N) + (X,DyN) =0

—

bulunur. Buradan

elde edilir. [X,Y] € y(M) oldugundan (S(X),Y) = (X, S(Y)) elde edilir. [ |
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Teorem 2.11. M C E* bir hiperyiizey ve M’nin birim normal vektor alant N olsun. a,

(a”,N) = (S (a’),a').

M fiizerinde bir egri ise

Ispat. a’ € y(M) ve N € y(M)* oldugundan (a’,N) = 0 dir. Her iki tarafin tiirevi

alimirsa
(a”,N) + (a’, N’) =0
ise
(M) = —(/,N) = — (o', D) = (e, ()
olarak bulunur. [ |

Tanim 2.34. M C E* bir hiperyiizey ve M’nin sekil operatérii S olsun. 1 < q < 4 olmak
tizere, I7: y(M) x y(M) — C*(M,R), (X,Y) — (Sq_l(X), Y) seklinde tanimlanan I

fonksiyonuna M’nin q. temel formu denir.

Burada,

g=1=1XY)=(XY)

qg=2=>1I(X,Y) = (5(X),Y)

qg=3=>11I(X,Y) = (S(X),S(Y))

q=4=1XY) = (5%(X),5(Y)).

Eger g;; = <Ri,Rj> ve h;; = <S (Ri),Rj>, 1 <1i,j <3, alinirsa, {R;,R,,R;}, y(M) icin

bir baz olusturdugundan, X = a;R; + a;,R; + a;R; ve Y = b;R; + b,R, + b3R5 € y (M)
olmak iizere

I(X,Y)=(X,Y)
= (a;R; + a,R, + asRs, b;R; + bR, + b3Ry)
= 1101 b1 + 822505 + g33a3b5 + g15 (a1 b, + azb,)
+ &13(a1b3 + azby) + gp3 (azbs + asb,)

elde edilir. Bu durumda birinci temel form

I(X,X) = 8110} + 2205 + 83305 + 2815015 + 28130, a3 + 28530505 (2.39)
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olarak yazilir. Benzer sekilde ikinci temel form

(X, Y) = (S(X),Y)
= (S (a;R; + a,R, + a3R3), bR, + bR, + b3Ry)
= hy1a; by + hyya5b; + hazasbs + hyy (a1 by + ayby)
+hys(a;bs + azby) + hys (b5 + azb,)

olacagindan
II(X,X) = hy;a + hyya + hgsal + 2h15a,a, + 2h13a, a5 + 2hysa,a, (2.40)

seklindedir. Burada g;; ve h;;’ye, sirasiyla, birinci ve ikinci temel form katsayilar1 denir.

Tanim 2.35. M C E* bir hiperyiizey ve M’nin sekil operatorii S olsun. M {izerinde
herhangi bir v, birim teget vektori icin

Ky (Vp) = (S (vp), Vp) (2.41)
sayisina M’nin P noktasinda v, dogrultusunda normal egriligi denir.

Eger w, herhangi bir teget vektorii ise

(S (Wp),wWp) _ I1(Wp, wp)
{(Wp, Wp) I(wp,wp)

Ky (Wp) = (2.42)

olarak yazilir. w, = a;R; +a,R,+a;R; € T,(P) olmak iizere (2.39) ve (2.40) esitlikleri
(2.42)de yerine yazilirsa,

hy1G% + hyya + hasal + 2R ,a,a, + 2hy30,a5 + 2hy30,05

Ky (Wp) = (2.43)

2 2 2
81107 + 82205 + 3305 + 28150105 + 2813a,a3 + 28,530,505

elde edilir.

2.6 [E* Uzayinda bir Hiperyiizeyin Sekil Operatoriiniin Cebirsel
Degismezleri

Tanim 2.36. M C E* bir hiperyiizey ve M’nin sekil operatoérii S, : Ty(P) —
T\ (P) olsun. S, lineer doniisiimiine karsilik gelen 6zdegerlere M’nin P noktasindaki
asli egrilikleri, bu 6zdegerlere karsilik gelen 6zvektorlere asli dogrultular ve asli

dogrultulardaki birim vektore asli vektor denir.

Bu durumda eger v, herhangi bir teget vektori ise S (Vp) = Av, esitliginde A asli
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egrilik, vp asli dogrultudur. E* uzayinda herhangi bir hiperyiizeyin asli egrilikleri
K1, K9, K5 ile gosterilir. M hiperyiizeyinin P noktasindaki asli egrilikleri o noktadaki

normal egriligin “extremal ¢ degerleridir, [23].
Teorem 2.12. E* uzayinin bir hiperyiizeyi M olsun. M ’nin asli egrilikleri baz seciminden

bagimsizdur.

Ispat. Teget vektor uzayi T,,(P) nin iki farkli1 bazi ¢ ve ¢ olsun. S sekil operatériiniin
bu bazlara kargihik gelen matrisi, sirasiyla, S, ve S, ise bu iki matris arasinda dyle bir

Q regiiler matrisi vardir ki S, = QS¢,Q_1 olur. Buradan

P, (M) =|AL—S,|=|AL,—Qs,Q7"| =]1QQ " —Qs,Q |
=|(2Q-@as,)Q7Y| =@ (A, =S,) Q7Y =1l |AL, =S4 | [Q 7]
= AL, — S| = Ps, (2)

olacagindan 6zdegerler ayni olur. Bu durumda asli egrilikler aynidir. |
Teorem 2.13. E* uzayimin bir hiperyiizeyi M olsun. M’nin farkli asli egriliklerine

karsilik gelen asli dogrultular birbirine ortogonaldir.

Ispat. i, k, iki farkli asli egrilik ve bu asli egriliklere karsilik gelen asli dogrultular,
sirastyla, vp, wp olsun. Bu durumda S(vp) = kv, ve S(wp) = k,wp yazili. S

operatorii simetrik oldugundan (S (vp),w,) = (v, S (wp)) yazilir. Buradan

(K1Vp, Wp) = (Vp, KaWp) = K7 (Vp, Wp) — K (Vp, Wp) =0 = (k1 — K;) (Vp, Wp) =0
bulunur. k, ve k, iki farkli asli egrilik oldugundan (v,,w,) = 0 elde edilir. |
Tanim 2.37. M C E* bir hiperyiizey ve M nin sekil operatérii S olsun.

K:M—-R
P — K(P)=detS,

ile tanimlanan K fonksiyonuna Gauss egrilik fonksiyonu, K(P) reel sayisina M’nin P

noktasindaki Gauss egriligi denir.
Teorem 2.14. E* uzayinin bir hiperyiizeyi M olsun. M nin Gauss egriligi baz seciminden

bagimsizdr:

Ispat. ¢ ve g, T,,(P) vektér uzayi icin iki farkli baz olsun. Bu bazlara karsilik gelen S

sekil operatoriintin matrisi S, ve S,, ise iki matris arasinda dyle bir Q regiiler matrisi
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vardir ki S, = QS¢Q_1 olur. Buradan,
detS, = det(QS,Q ") =detQ- detS,, - detQ~" = detS,

elde edilir Bu durumda, S sekil operatoriiniin determinantiyla tanimlanan Gauss

egriligi baz seciminden bagimsiz olur. [ |

Teorem 2.15. E* uzayinin bir hiperyiizeyi M ve M’nin P noktasindaki farkli asli egri-

likleri k1, K, ve K5 ise K(P) = k,K,K5 olur.

Ispat. K, K, ve k5 asli egriliklerine karsilik gelen asli vektorler v,, v, ve v, olsun. v,,
v, ve v, vektorleri birbirlerine dik olduklar icin T,,(P) vektor uzayi icin bir ortonormal
baz olustururlar. Bu durumda, S (v;) = k;v;, 1 < i < 3, olmak {izere ¢ = {v;,V,,Vs}

ortonormal bazina gore yazilan sekil operatoriiniin matrisi

k; 0 O
S(P = 0 KZ 0
0 0 k4

seklindedir. Gauss egriligi baz se¢ciminden bagimsiz olacagindan,

K(P) =detS, = k;KyK3
elde edilir. |
Tanim 2.38. M C E* bir hiperyiizey ve M nin sekil operatérii S olsun.

H:M->R

1,
P— H(P)= glep

ile tanimlanan H fonksiyonuna ortalama egrilik fonksiyonu, H(P) reel sayisina M’ nin

P noktasindaki ortalama egriligi denir.

Teorem 2.16. E* uzayinin bir hiperyiizeyi M olsun. M’nin ortalama egriligi baz sei-

minden bagimsizdir.

Ispat. ¢ ve @, T,,(P) vektor uzay icin iki farkli baz olsun. Bu bazlara karsilik gelen S
sekil operatoriiniin matrisi S, ve S, ise iki matris arasinda 6yle bir Q regliler matrisi
vardir ki S, =QS;Q " olur. Buradan,

izS, =iz(QS,Q7") =iz(Q'QS,) =izS,
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elde edilir. Bu durumda, S sekil operatoriiniin determinantiyla tanimlanan ortalama

egriligi baz seciminden bagimsiz olur. [ |

Teorem 2.17. E* uzaymin bir hiperyiizeyi M ve M’nin P noktasindaki asli egrilikleri

K1, Ky ve Ky ise H(P) = 3(k, + Ky + K3) seklindedir.

Ispat. Teorem 2.15’in ispatinda elde edilen sekil operatoriiniin matrisinden kolayca
elde edilebilir. n

Tanim 2.39. M C E* bir hiperyiizey ve a, M iizerinde bir egri olsun. Eger M nin her
noktasindaki hiz vektorii bir asli dogrultuya karsilik geliyorsa a egrisine M tizerinde

bir egrilik cizgisi (asli egri) denir.

Bu durumda M iizerinde bir a egrisinin egrilik ¢izgisi olmasi icin gerek ve yeter kosul

olmasidir.

Tanim 2.40. M C E* hiperyiizeyinin P € M noktasindaki sekil operatérii S, olsun.
Eger S, = Al; oluyorsa, P’ye M’nin umbilik noktasi, S, = 0 oluyorsa, P’ye M nin flat
noktas1 denir.

Ornek
M c E* hiperyiizeyi R(uy,u,,u3) = (uq,Us,Us, uju,us) parametrik denklemi ile

verilsin. Bu halde,

R, =(1,0,0,u,u;) ve normlanmisi v, = R _ ! (1,0,0,u,yus)
1 — (L Y, U, M3 1 - s Uy, U, Uot3 ),
IR |l V1+udus
R,=(0,1,0 ) 1 R, ! (0,1,0 )
, =1(0,1,0,u,u;) ve normlanmisi v, = = ,1,0,uju;
IR, | V1+udu;
ve
R, =(0,0,1 ) icin v Ry ! (0,0,1 )
= > U, Luqu = = ,U, L,uqu
’ TR IR 1l o
bulunur.

Bu durumda, M’nin birim normal vektér alani, £ = 4/1 +u2u2 + u?u2 + u?u? olmak

uzere
_ (s, ujuis, u s, —1)

N
¢
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olarak bulunur. Eger M'nin P = (1, 1,0, O) noktasindaki teget vektér uzayindan v; =
(1,0,0,0),v,=(0,1,0,0) ve v; = (0,0, = f) vektorleri secilirse,

S(v;)=—Dy N=—N
! HRﬂlkl IR,
(00 —1 _1) 0-v, +0 1
e} 0, ——, —— — -V ‘V_—’V,
242 242 ! 22 7
-1
S(vy) = N=
2 HRAIRQ IR,
(oo —1 _1) 0-v,+0 1
= 5 ’—’_ —_— -V .V__.v’
242 242 ! 227
S (v3) ! p N=—_LN
V = — —
R |IRs|

1 (—1 —1 00) 1 1 40
= | = —F=Y, =—Qc V=2V 4
v2\v2' V2 2 127 °

olur. O halde, S sekil operatoriiniin matrisi icin

0 0 —

S=[ 0o 0 —
1 1

—3 3 0

elde edilir. Sekil operatoriiniin 6zdegerleri M’nin asli egriliklerine karsilik geldiginden,

A 0 —
1 s, A A
det| 0 -2 -1 [z0o=>-a+Z2+Z2=0
1 1 4 4
—3 —3 —A

esitliginden M hiperylizeyinin asli egrilikleri A; = 0,4, = % ve Ay = —% olarak

bulunur.

2.7 E* Uzayinda Darboux Catisi

M c E* bir hiperyiizey ve M’nin birim normal vektér alani N olsun. a, M iizerinde C"
sinifindan birim hizli bir Frenet egrisi olmak tizere, a’nin birim teget vektor alani T ve

hiperyiizeyin egriye kisitlanmis birim normal vektor alani N i¢in

T(s) = a’(s) ve N(s) = N(a(s))
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yazilir. Eger {N, T, a”} lineer bagimsiz bir kiime ise Gram-Schmidt metodu ile

a’ — <a//’ N) N
la” —{a”,N) N

E= (2.44)
olacak sekilde {N,T,E} ortonormal kiimesi elde edilebilir. Eger {N,T,a”} lineer
bagiml ise, yani a” ile N aym1 dogrultuda ise {N,T,a”} kiimesine Gram-Schmidt

metodu uygulanarak

a/// _ <a///’ N> N _ <a///, T) T

E=
”a/// _ <a///’ N> N — <a///, T) T”

(2.45)

elde edilir. Her iki durumda da D = N ® T ® E tanimlanarak, birbirine dik T, E, D
ve N birim vektor alanlan elde edili. Bu durumda, E* uzayinda a egrisi boyunca
genisletilmis Darboux c¢ati alan1 {T, E,D, N} kurulabilir. Eger {N, T, a”} kiimesi lineer
bagimsiz ise bu ¢atiya “birinci tip genisletilmis Darboux cat1 alan1”, {N, T, «”'} kiimesi

lineer bagimli ise bu catiya ‘ikinci tip genisletilmis Darboux cat1 alan1” denir, [24].

2.7.1 Genisletilmis Darboux Catisinin Tiirev Denklemleri

{T,E,D,N}, y (M) icin bir ortonormal baz oldugundan birbirine dik T, E, D ve N birim

vektorlerinin tiirevleri asagidaki gibi yazilir:

(2.46)

Birinci tip genisletilmis Darboux cati alan1 kurarken elde dilen (2.44) esitliginden,

T = ||T'— (T',N) N'||E + (T',N) N olarak yazilirsa, (T’, D) = 0 elde edilir.

ikinci tip genisletilmis Darboux cat1 alani icin {N, T, a”} lineer bagimli oldugundan,

a” = AN olarak yazilir. Bu durumda, (T',E) = (T’,D) = 0 olarak bulunur. Ayrica,
= AN+ AN’ esitligi (2.45)'de yerine yazilirsa (N’, D) = 0 olarak elde edilir.

Tanim 2.41. M C E* bir regiiler hiperyiizey ve a : I — M birim hizli bir egri olsun.
a egrisinin T; ve T§ birinci ve ikinci mertebeden geodezik burulmasi, sirasiyla, T; =
(E’,N) ve T; = (D’,N) olarak tanimlanir, [24].

Teorem 2.18. M C E* bir regiiler hiperyiizey ve a : I — M birim hizli bir egri olsun.
a egrisinin bir egrilik ¢izgisi olmast icin gerek ve yeter kosul birinci ve ikinci mertebeden

geodezik burulmalarinin her noktada sifur olmasidur, [24]].

Tamim 2.42. M C E* bir regiiler hiperyiizey ve a : I — M birim hizli bir egri olsun.

a egrisinin Kz ve Kz birinci ve ikinci mertebeden geodezik egrilikleri, sirasiyla, Kz =
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(T',E) ve Kz = (E/, D) olarak tanimlanur, [[24]].

(2.41)de tanimlanan normal egrilik x,, = (T’, N) kullanilarak, “birinci tip genisletilmis

Darboux cati alan1” ve “ikinci tip genisletilmis Darboux cati alani” icin tiirev

denklemleri matris formunda, sirasiyla, asagidaki gibi yazilir, [[24]]:

ve

1
4

23

0 x,
2 gl
g g
2
0 Ty
)
Ty 0
0 x,
k> 1!
g g
0 O
0 O

(2.47)

Z2 O m A

(2.48)

Z O @ =
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EGRILIK CiZGISININ DIFERENSIYEL GEOMETRIK
OZELLIKLERI

Bu boliimde 3-boyutlu Oklid uzayinda parametrik denklemi ile verilen bir
regiiler yiizey lizerindeki egrilik cizgilerinin [|8]de verilen diferensiyel geometrik
ozellikleri incelenerek, yiizey iizerinde belirli bir noktadan gecen egrilik cizgisinin
nasil bulunabilecegi ve elde edilen egrilik cizgisinin Frenet elemanlarinin nasil

hesaplanacag gosterilecektir.

E? uzayinda R(u,v) parametrik denklemiyle verilen herhangi hizli bir ¢(s) egrisi igin
c(s) = R(u(s),v(s)) yazilir. Bu egrinin ¢(s) teget vektorii dogrultusunda R(u,v)
ylizeyinin normal egriligi
ey S(E(s)) - €(s)
% (€)=

olacagindan,

)¢
Td(s)e(s)
SR +RY)- (R +R,Y)
-~ (Ru/+RV)- (R +R,V)
_ @SR+ VSR R +R,v)
R, R,(w)? + 2R, Ru'vV +R, R,(v)
(N —Nv)- (R +R,V)
~ E(W)?+2Fuv' + G(v')?
L)’ +2Mu'v' + N(v')?
"~ E(uw)?2+2Fu'v' + G(v')?

esitligi elde edilir. Burada

E:RuRu’ F:RuRvi G:RVRV
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birinci temel form katsayilar1 ve
L=-R,N,, M=-R,-N,, N=-R,-N,

ikinci temel form katsayilaridir. Yiizeyin P noktasindaki ve A = Z—Z dogrultusundaki

normal egriligi, [|6]
L+2MA+NA?
A)= 3.1
Kn(A) E+2FA+ GA2 -1

olarak diizenlenebilir. A = g—z, ylizeyin P noktasindan gecen c egrisinin o noktadaki

tegetinin dogrultusudur.

Normal egriligin maksimum ve minimum degerleri asli egrilikleri verir. Bu nedenle bu

egrilikler normal egriligin birinci tiirevini sifira esitleyerek hesaplanabilir. O halde

dx, (E+2FA+GA*)(INA+M)—(L+2MA+NA*)(GA+F)

0
dA (E+2FA+ GAZ2)2

esitliginden
(E+2FA+GA)(NA+M)—(L+2MA+NA*)(GA+F)=0 (3.2)

olup,
L+2MA+NA*> NA+M

E+2FA+GA2 GA+F

Kp(A) =

elde edilir. Ayrica (3.2) yeniden diizenlenirse,
(L+MA+(M+NMWA)(GA+F)—(E+FA+(F+GA)A)INA+M)=0

olacagindan
(L+MA)GA+F)—(E+FA)(NA+M)=0

elde edilir. Sonug olarak,

L+2MA+NA*> NA+M MA+L
E+2FA+GA2 GA+F FA+E

K,(A) = (3.3)

olur. Bu durumda normal egriligin maksimum ve minimum degerleri, asagidaki

homojen denklem sisteminin ¢éziimleri olur:

(L—x,E)du+ (M —x,F)dv=0

3.
(M —«k,F)du+ (N —x,G)dv=0. (3.4)

25



(3.4) esitligindeki birinci dereceden homojen denklem sisteminin du ve dv icin asikar

olmayan ¢6ziimiin olmasi icin gerek ve yeter kosul

L—x,E M-—x,F
=0 (3.5)
M-—-x,F N-—x,G
olmasidir. Determinant hesaplanirsa
(EG—F*)k>—(EN + GL—2FM)k, + (LN —M?*) =0 (3.6)

seklinde ikinci dereceden bir bilinmeyenli denklem elde edilir. Gauss egrilik (K) ve
ortalama egrilik (H), birinci ve ikinci temel formun katsayilar cinsinden asagidaki

gibi verilebilir:

LN —M? EN +GL—2FM
= g, F (3.7)
EG — F2 2(EG — F2)
(3.7)'deki esitlikler (3.6)'da yerine yazilirsa k,, i¢in ikinci dereceden denklem
k2—2HKk,+K=0 (3.8)

seklinde basitlestirilebilir. Bu ikinci dereceden denklem coziilerek denklemin kokleri
Kk, =H++VH?—-K, Ko=H—+VH?—-K (3.9)

olarak bulunur. Normal egriligin maksimum ve minimum degerleri asli egrilikleri
verdigi icin, k; maksimum asli egrilik, k, minimum asli egrilik olur, [1]]. Bu durumda
K1 = Kpax V€ Ky = K,,;, Yazilabilir. Yiizey tizerinde alinan bir noktadaki teget diizlemi
icinde normal egriligi maksimum ve minimum yapan dogrultulara asli dogrultular

denir.

3.1 Egrilik Cizgisinin Hesaplanmasi

Normal egriligin maksimum ve minimum degerlerinin (3.9)’da
Kmax =H+VH?—K, Kmin=H—VH?—K (3.10)

olarak yazilabildigi ve bunlarin da asli egrilikler oldugu biliniyor. Bu durumda,
maksimum asli egrilige karsilik gelen asli dogrultuya A,,,, ve minimum asli egrilige
karsilik gelen asli dogrultuya A,,;,, denirse, bu asli dogrultular (3.4)’den asagidaki gibi
yazilabilir:

M — K0 F L—x

Arnax = . 4> A'min = ¢ (311)
N-—x,,.G

max
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(3.4) esitligi yazilirken normal egriligin maksimum ve minimum degerleri olan asli
egrilikler kullanildig1 icin bu asli egriliklere karsilik gelen asli dogrultular (3.4)
esitligini saglar. Bu denklemin birinci ve ikinci esitliginden ve L—x,E # 0, M—«k,F # 0

oldugundan
,:—(M—KHF)V/’ ,:—(L—KHE)U/ (3.12)
L—x,E M —«,F
S —(N—KHG)V/’ = —(M —«k,F)u’ (3.13)
M —«x F N —x,G
olarak yazilir. Birim hizli bir egri icin birinci temel form, [[1]]
I=dc-de=E(u) +2Fuv +G(v/) =1
oldugundan, (3.12) esitliginden u’, birinci temel formda yerine yazilirsa
—(M — Kk, F)v"\? —(M —K,F)v'
E( (M x,F) v ) +2F( (M x,F) v )V/+G(V/)2:1
L—«.E L—K,E
olup,
M —«k,F
- Rn (3.14)
VE(M—x,F)*—2F (M —x,F)(L —,E)+ G (L —x,E)
L—x,E
V= fn (3.15)

VEM —«,F)*—2F (M —«,F)(L —«,E) + G(L —k,E)°
esitlikleri elde edilir. Aymi sekilde (3.13)’deki v’ esitligi birinci temel form esitliginde

yerine yazilirsa

N —x,G

W=+ (3.16)
VE(N —k,G)*—2F (M —«,F)(N —x,G) + G (M — k,F)>
) M —K,F
N (3.17)
VE(N —k,G)*—2F (M —x,F)(N —x,G) + G (M —«,F)>
elde edilir.

Egrilik cizgisini bulmak i¢in (3.14) —(3.15) ve (3.16) — (3.17) esitliklerinden birinin
secilip, yay parametresine gore integral alinmasi gerekir. Hangi esitligin secilecegi,
katsayilarinin biyiikliigiine bagli oldugunu sOyleyen bir algoritma ile bulanabilir
(Alourdas vd., [25]]). Bu algoritmaya gore, her iki esitlikte de M—« ,F ortak bulundugu
icin, |L —x,E| = |[N —«,G| ise (3.12), aksi takdirde (3.13)’iin kullanilmas1 gerekir.
Ayni algoritmadan dolayi, kullanilan esitligin isaret secimi [[9] ve [[10]’da detayli olarak
incelenmistir. Kullanilacak esitlik ve isaret se¢imi yapildiktan sonra, egrilik ¢izgisini

bulmak icin lineer olmayan adi diferansiyel denklem sistemi u(s,) = u, ve v(s,) = v,
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baslangi¢ sart1 ile ¢oziiliir ve elde edilen u(s) ve v(s) fonksiyonlar yiizey iizerinde
yerine yazilirsa, yiizey lizerinde c(s,) = R(u(sy),v(s,)) = P baslangic noktasindan
gecen c egrilik cizgisi, Runge-Kutta metodu gibi bazi niimerik tekniklerle elde edilir,
[26].

3.2 Egrilik
Egrilik cizgisi ylizey tizerinde bir egri olarak diisliniilebildigi gibi bir uzay egrisi olarak
da diistintilebilir. Bu durumda, egrilik ¢izgisinin ikinci tiirevi asagidaki gibi alinabilir:

c'(s)=x,N+x,U=Ru"+R,v" +a,. (3.18)

Burada
@, =Ry, (1)’ +2R,u'v' +R,, (v)° (3.19)
seklindedir. u’ ve v’ (3.12)de hesaplandigindan (2.10)’dan t hesaplanabilir. (3.18)

esitliginin her iki tarafi R, ve R, ile i¢ carpilirsa

Eu"+Fv"—x,(U-R,)=—a, R, (3.20)

Fu’+Gv"—k,(U-R,)=—a,"R, (3.21)

elde edilir. (3.20) ve (3.21)'de u”,v” ve k, bilinmeyenlerdir. Bu durumda denklem
sistemini ¢6zmek i¢in ti¢tincti bir denklem daha yazilmalidir. Bu denklemi elde etmek

icin (3.4)’iin ilk denkleminin tiirevi alinirsa
d " "
a((L—KnE)du+(M—KnF)dV) =0=>(L—k,E)u"+(M—x«,F)v'=p, (3.22)
elde edilir. Burada
B, =—(L/—K;E—K‘HE/) u/—(M/—K‘;F—K‘nF/) v (3.23)

seklindedir. (3.23)’de bulunan birinci ve ikinci temel formlarin katsayilarinin tiirevleri,

sirasiyla,
E'=2(R,u +R,V') R, F =2(R,u+R,V) R,
L' =(N,u' +N,v')-R,+N, - (Rt + Ry, V')
ve
M’ =(N,u +N,,v')-R, +N, - (R0 +R,,")

olarak yazilir. (3.20) — (3.22) esitlikleri bir arada yazilirsa
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Eu"+Fv'—x,(U-R,)=—a, R,
Fu’"+Gv"—k,(U-R,)=—a,"R,

(L—x,E)u”" +(M—xk,F)v'=p,

biciminde homojen olmayan lineer denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminin

matris formu asagidaki gibi yazilir:

E F —U-R, u” —a, R,
F G —U-R, v/ | =| —ay R, (3.24)
L—x,E M-—xk,F 0 Kg i

Eger (3.24)deki katsayilar matrisinin determinanti sifirdan farkli olursa sistemden u”,

v ve Kk, bulunabilir. Bdylece egrilik cizgisinin egriligi

K= ,/Kk2+ Kg (3.25)

denklemi kullanilarak elde edilir.

3.3 Burulma

Boliim 3.2'deki egrilik hesabinda kullanildig1 gibi egrilik cizgisinin burulmasi
hesaplanirken egrinin iiciincii tiirevi (2.6) ve (2.12) esitlikleri kullanilarak asagidaki
gibi elde edilir:

c’(s)=—«k*t+x'n+xtb=Ru"” +Rv" + a,. (3.26)
Burada

a; =R, (u’)3 + 3Ry (u’)2 v+ 3R,y (v’)2 u+R,,, (v’)3
+ 3[R u'u” + Ry, (1" +uv") + R, V'V ] (3.27)

seklindedir. (2.11) kullanilarak n hesaplanabilir. (3.26) esitliginin her iki tarafi R, ve

R, ile ic carpilirsa, sirasiyla,

Eu" + Fv" — (I'l . R'u) K —x (b . Ru) T=—03" Ru — Kzt . Ru (3.28)
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Fu”"+Gv"—(m-R)k'—«x(b-R,)T =—a; R, —k’t-R, (3.29)
elde edilir. Ayrica, (2.12) esitliginin her iki tarafi n ile i¢ carpilirsa
(n-R)u”"+(n-R)V'—x'"=—a;-n (3.30)
elde edilir.

(3.28)—(3.30) denklemlerinde u”’, v/, k¥’ ve T bilinmeyenlerdir. Bu durumda denklem
sistemini ¢6zmek icin dordiinci bir denklem daha yazilmalidir. Bu denklemi elde

etmek i¢in (3.22)'nin tiirevi alinirsa
(L—k,E)u"”" +(M—x,F)v'=—p, (3.31)

elde edilir. Burada

B, = Z(L/—K;E—KnEl)u/+2(M/—K;F—KHF/)V/+ (3.32)
2 | (L' =K"E—2KE' —k,E ) u' + (M" — k' F — 2K/ F' — k,F") v/ '
seklindedir.

(3.32)de bulunan birinci ve ikinci temel form katsayilarinin ikinci mertebeden

tlirevleri asagidaki gibi yazilir:

E'=2 (Ruuu (u ’) + 2Ruuvu V' +R,, (v’)2 + R, u” + Ruvv”) ‘R,
+ 2[R, + R, V|, (3.33)

F’'=2 (Ruuv (u')2 +2R,,, u'v' +R,, (v’)2 +R,u" + vav”) ‘R,

2[Ry + R (3.34)
( uuu u/) + 2Nuuvu/vl + Nuvv (v/)z + Nuuu// + Nqu//) ) R‘u

+ (N’ + N, v") - (Rt + Ry, v')

+ (Ruw (@) + 2R, v +R,,,, (v) +R,u” + R, ") N,

+ (Ru u'+ Rm’ ) (Nuuu/ + Nuvv/) > (3.35)
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M" = (Nuuv (@) + 2N, v +N,,, (v)" + N’ + va”) ‘R,
+ (Nt +N,,v") - (R’ + Ry V')
+ (Ruuv (u/)z +2R,,,u'v' +R,,, (V’)z +R,u” + RWV”) ‘N,
+ (Rt +Ryv') - (Nt +N,,v'). (3.36)

(3.28) —(3.31) esitlikleri ile elde edilen denklem sistemi matris formunda yazilirsa

E F  —(n-R) —«x(b-R) || u” —a;-R,—k’t-R,
F G —(n-R,) —«x(b-R)) v | | —a3-R,—K’t-R,
n-R, n-R, -1 0 K| —a;-n
L—x,E M-—«,F 0 0 T [V
(3.37)

elde edilir ve katsayilar matrisinin determinantinin sifirdan farkli olmasi1 durumunda
egrilik ¢izgisinin burulmasi hesaplanabilir.

3.4 Singiiler Durumlar

(3.24) ve (3.37)de katsayilar matrisinin determinantinin sifirdan farkli oldugu
durumlarda parametrik yiizey tizerindeki bir egrilik ¢izgisinin egriligi ve burulmasi
hesaplanabilir. Bu boliimde katsayilar matrisinin determinantinin sifir oldugu kosullar
incelenecektir.

3.4.1 Egrilik
(3.24)'deki A matrisinin determinanti hesaplanirsa
E F  —U-R,

detA = det F G —U-R,
L—x,E M-—«k,F 0

- ({—F(M—KHF)+G(L—KHE)}Ru+{EM—FL}RV) U

= (aR,+pBR,)-U (3.38)
Burada

a={—F(M—x,F)+G(L—x,E)}, B={EM—FL}

seklindedir.

Determinantin sifir olmasi icin @ = 3 = 0 ya da aR,+ R, ile U vektorlerinin birbirine

dik olmasi gerekir. Bu iki durum ayr1 ayr1 incelenecektir.
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Eger a = § = 0 ise EM = FL olacagindan L —k,E = 0 olur. a = 0 oldugunda
G(L—x,E) = F(M —x,F) elde edileceginden F # 0 ise M — k,F = 0 olur. Bu
durumda N — x,G = 0 olur. Uyar1 2.2’deki sonu¢ goz Oniine alinirsa, a = 8 = 0
durumu, P € M noktasinin umbilik olmasini gerektirir.

Eger (aR, + BR,) L Uise R(u, v) parametrik yiizeyi izerinde alinan bir P noktasi igin
{R,,R,}, Tp(M) icin bir bazdir. (aR,+ BR,) L N oldugu icin (aR,+ SR,) L U ise
aR, + BR,, P noktasindan gecen bir egrilik cizgisinin o noktadaki teget vektoriine
paralel olur. Bu durumda aR, + R, vektori bir asli vektér olur. Donel yiizeyler
icin u ve v parametre egrilerinin egrilik cizgileri oldugu biliniyor, [1]. Bu durumda
F =M =0ve L —«k,E # 0 oldugundan, (3.4)’den

u=0

olur. u ve v parametre egrilerinin teget vektorleri ile egrilik cizgisinin teget vektorleri

cakisacagindan u yoniindeki teget, bir ¢ sabiti icin
R,=c(Ru +R,)
esitligini saglar. Her iki taraf R, ile i¢ carpilirsa
F=cFu' +cGv =GV =0

olacagi icin

v =0

olur. Bu durumda, bir asli vektor eger parametre egrisine teget ise tanimsizdir. Sonug
olarak, (3.38)’deki durumun en azindan donel yiizeyler icin bir celiski olusturdugu
gosterilebilir.

3.4.2 Burulma

(8.37)deki B matrisin determinanti1 hesaplanirsa

E F —(n-R,) —«(b-R,)
detB = det G —(R) —x(b-R,)
n-R, n-R, —1 0
L—x,E M-—xk,F 0 0
=Kk [({F(M —x,F)=G (L —x,E)} R, +{—=E(M —K,F) + F (L —,E)}R,)-b]

(3.39)
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elde edilir. Burada (a-c)(b-d)—(b-c)(a-d)=(a x b)-(c x d) 6zelligi kullanilmistir.
Bu durumda
Yy =xk{F(M —x,F)—G(L—x,E)}

6 =xk{—E(M —«x,F)+F(L—x,E)}

yazilirsa, (3.37)'deki matrisin determinantinin sifir olmasi icin
(YR, +6R,)-b=0 (3.40)

olmasi gerekir. Eger x = 0 ise y ve & ayn1 anda sifir olur. Aksi takdirde, EG — F? # 0
oldugundan y ve & sadece umbilik noktalarda sifira esit olur. yR, + 6R, vektorii
ylizeyin hesaplanan noktasindaki teget diizlemin icinde oldugundan, (yR, + 6R,)-b =
0 esitligi o noktadan gecen egrilik cizgisinin diizlemsel oldugunu goésterir. Bu durumda
egrilik cizgisinin burulmas: sifira esit olur. (3.28) — (3.30) yeniden diizenlenirse
asagidaki denklem sistemi elde edilir:

Eu" + Fy" — (n- Ru) K = —a;-R,— K2t R,

Fu” +Gv”—(n-R)k'=—a;-R,—k’t-R,
(n-R)u”+(n-R)vV"—x'=—a;-n

Bu denklem sistemi matris formunda yazilacak olursa,

E F —(m-R) u"” —a,-R,—k’t-R,
F G —(n-R) v | =| —a;-R,—x’t R, (3.41)
n-R, n-R, -1 K’ —a;-n

elde edilir.

Diger taraftan YR, + 6R, vektorii asli dogrultuya paralel oldugu zaman Uyar1 2.2’deki
sonu¢ goz Oniline alinirsa bu vektortin asli dogrultu olmasi donel yiizeyler icin bir
celiski olusturur.

3.5 Dejenere Durumlar

Boliim 3.3’de egrilik cizgisinin burulmasi hesaplanirken Boliim 3.2’de bulunan «
egriliginin sifirdan farkli oldugunu kabul edilmistir. Bu boliimde x = 0 ve k¥’ # 0 iken
egriligin birinci tiirevi ve burulmanin nasil hesaplandig1 gosterilecektir. Daha sonra,
bu béliimde kullanilan yéntem, x = k’ = ... = k™™ = 0 ve x(™3 # 0 durumuna

genellestirilecektir.
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Eger k = 0 ve k' # 0 ise c(s) egrisinin Frenet catisi tanimlanamaz. Bu durumda (2.6)

esitligi ¢’(s) = x'n olarak ifade edilebilir. (3.26) esitligi yeniden diizenlenirse
"(s)=x'n=Ru”"+Rv" +a, (3.42)
elde edilir. (3.42)’nin iki tarafi t ile i¢ carpilirsa
(t-RYu”"+(t-R)v"'=—a,-t (3.43)

olur. (3.31) esitligi ile birlikte diistiniildiigiinde asagidaki matris sistemi elde edilir:

t-R, t-R, u”’ —as-t
e (3.44)
L—x,E M-—«,F v B,

t-R, t-R,
L—«x,E M-—«k,F
bulunabilir. Buradan ¢”’(s) hesaplanabilir. Eger determinant sifir ise @ = M — k,F
ve B = —(L—x,E) i¢cin (aR,+BR,) -t = O olur. Farkli asli egrilikler icin asli

dogrultular birbirine dik olacagindan ve t asli dogrultu oldugundan, aR, + SR, asli

det # 0 oldugu durumda bu matris sisteminden u”’ ve v"’

dogrultu olur. Donel ylizeyler icin bu durum bir celiski olusturur. Sonug olarak
¢”(s)-¢”(s) = k'n- k'n = (k') esitligini kullanarak x’ hesaplanabilir. Ayni zamanda

asli normal n = cﬂ;ﬁ ile bulunabilir.
Dejenere durumda burulmay1 hesaplamak i¢in egrinin dérdiincii mertebeden tiirevi
c¥(s)=«"n+2«'7tb = a, + Ru® + R,v® (3.45)

olarak yazilir. Burada

3

0y =Ry ()" + 4Ry (1) V' + 6R oy, (1) + 4R, (v ( Vu
+R,, (v’)4 +6 [Ruuu (u ’)2 u” + Ry, (Zu’u”v’ + v”)]
+6[Ruw (2v’v”u’+( ) ”)+RVW( ’) 1 +Ruu( (u’)2+4u’u“):|
+R,, (4u"V' + 60"y +4v"u') +R,, (3(v")" +4vv") (3.46)

seklindedir. (3.45) esitliginin iki tarafi, sirasiyla, R, R, ve n ile ic ¢arpilirsa

Eu® + Fv® —(n-R)k” —2«'(u-R) T =—a, R, (3.47)
) @ _(n. " _ 9l (- - —a. -
Fu'V + Gv (n-R,)k"—=2«'(n-R,)7 a, R, (3.48)
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(n-RY)u®+1n-R)v™W—«k"=—a, n (3.49)

elde edilir. Ayrica (3.4) denklem sisteminin ilk denkleminin {i¢lincii mertebeden tiirevi
alinirsa
(L -k, E)u® + (M —x F)v¥® = B, (3.50)

elde edilir. Burada
d®
Bs={(L—Kx,E)u® +(M—x,F)v*®}— = {(L —x,E)U +(M—x,F)v'}
s

seklindedir. Bu denklem sistemi matris formunda yazilirsa

E F —(n-R,) —2«’(b-R)) u® —a, R,
F G —(n-R,) —2«’(b-R y® —a, -
( v) ( v) p — 4 R’V (351)
n-R, n-R, —1 0 K —a,n
L—k,E M—k,F 0 0 T B
elde edilir.
Genel olarak, k =k’ =... = k™% =0 ve k(™3 £ 0 ise, 0 zaman
c™(s) = k™ Dn+(m—2)k" Db =R,u™ +R V™ + a,, (3.52)

esitligi elde edilir. (3.52) esitliginin iki tarafi sirasiyla R, R, ve n ile i¢ carpilirsa

Eu™ + Fv™ —(n-R) k™2 —(m—2)x™(b-R)T=—a, R, (3.53)

Fu™ + Gv™ —(n-R) k™2 —(m—2)x™(b-R,)T=—a,, R, (3.54)

(n-RY)u™+(n-R)v™W k™2 =_q .n (3.55)

elde edilir. Ayrica (3.4)1in ilk denkleminin (m — 1). mertebeden tiirevi alinirsa

(L —x,E)u™ + (M —x, F)vi™W =p (3.56)

m—1
olur. Burada

By ={(L—KE)u™ + (M — 1, F) v}
dm=1)

B ds(m—l) {(L - K'nE) u’ + (M — KnF) V/}

35



olup, bu denklem sistemi matris formunda yazilirsa

ve

icin

elde edilir.

E F —(n-R,)
F G —(n-R))
n-R n-R —1

36

—(m—2)x"3(b-R,)
—(m—2)xm3(b-R,)

0
0

(3.57)



4

E* UZAYINDA BIR HiPERYUZEY UZERINDEKI EGRILIK
GIZGILERININ DIFERENSIYEL GEOMETRIK
OZELLIKLERI

Bu ve bundan sonraki béliimler tezin orjinal kismini olusturmaktadir. Bu boliimde E*
uzayinda parametrik denklemi ile verilmis bir hiperyiizey iizerindeki egrilik cizgisi

[8]'de verilen yontemin genisletilmesi ile bulunmustur.

M, E* uzayinda R = R (u;,u,,u;) parametrik denklemi ile verilen bir hiperyiizey ve
a : I — M birim hizli olmayan bir egri olmak tizere a(s) = R (u;(s), u,(s), us(s)) yazihr.
Bu egrinin a’ teget vektorii dogrultusunda R (uy, u,, u;) hiperylizeyinin normal egriligi

S(a'(s)) - o'(s)
a’'(s) - a'(s)

o (0(5)) =

olacagindan,

(S (a'(s)),a'(s))
(a/(s), a'(s))
(S (Ryt, + Ry + Ryt ) , Ry + Ryt + Ryl)
(Ryuf + Ryus, + Ryus, Ryjuy + Ry, + Raus)
(u}S (Ry) +uyS (Ry) +usS (Rs), Ryuf + Ryuy, + Rayuy)

2 2 2
811 (u/1) + 281211/1“/2 + 281311/1“;, + 2823’1/2”/3 + 82 (u/z) + 833 (u;)
<_N1U?l - Nlulz - Nlug, Rlu?[ + Rzu/z + Rgu:/3>

- 2 2 2
&n (ull) + 285U Uy + 283U UG + 283U Us + €9) (ulz) + 833 (u;)
2 2 2
_ hy (u/l) + 2hy w4 2hy s’ ug + 2hysunus + hy, (u’z) + hg, (u;)
o /
1

2 2 2
811 (u ) + 281211/1“/2 + 2g13u’1ué + 2823’1/2”;, + 82 (u/z) + 833 (ué)

duy duy

esitligi elde edilir A = o b= (du; #0) olmak iizere hiperylizeyin P
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noktasindaki (A, u) dogrultusundaki normal egriligi, [[21]]

hyy + 2h1oA + 2hy3 4 2hp3 Au + hop A? + hyau?
811+ 28124 + 2813 + 2853 AU + 50 A2 + g33u?

K,(A,u) = “4.1)

olarak yazilir.
Normal egriligin ekstremal degerleri asli egrilikleri verdiginden, (4.1) esitliginin A ve

u’'ye gore kismi tiirevleri alinirsa,

oK, _ (2hyy + 2hg3p + 2Ry A) I—11(2815 + 2893 + 2825 A)

R . 2 4.2)
(811 + 28124 + 28131k + 2803 AU + €9 A% + g33u2)
ve
oK, _ (2h13 + 2R3 A + 2h53u) I—11(2873 + 28234 + 2g331) (4.3)
ou (811 + 28124 + 28131 + 2803 A + gop A2 +833M2)2
olup, 35'1" = aa;;: =0 icin

I hyg+hgyA+hogth  hys +hosA +hasp

Kn(A,u) =
I 12t 8opA+ a3k 813+ 8oz A + g3zl

elde edilir. Diger taraftan (4.2) esitligi yeniden diizenlenirse,

0 = (2hy5 + 2hp A + 2hy31) (8171 + A (812 + 8224 + &a3lh)

+1 (813 + 234 + ga3lh) + A&z + 1Ug13)
— (2812 + 28211+ 2855A) (hyg + A (hyy + hgp A + hos )
+u (hyz + hysA + hgau) + Ahyy + phys)

= (hiz +hypA + hys) (811 + Ag12 + Ug13)
+ A (hyy + hyp A + hysit) (812 + 8224 + 8a3h)
+ (R + hypA + hysit) (813 + 8234 + 833t)
— (812 + 82224 + &a3lh) (hyg + hypA + hysu)
— A(hyy + hopA + hysh) (812 + 8224 + gaslh)
— W (hyg +hysA + hgspt) (812 + 8234 + 8224)

= (hyp + hyoA + hostt) (811 + A&12 + &13)
— (812 + 82224 + &a3tt) (hyy + hypA + hysu)

yazilabilir. Boylece, M hiperyiizeyinin (A, u) dogrultusundaki normal egriligi icin

IT _ hip+hppA+hpspt  hyg+hysA +hgsp Ry +hipd +hysu

K,(A,u) = (4.4)
I 812t 8A+ 8l &3+ 8asAt+ gl &1t &1A + g1l
bulunur. O halde (Z—Zj, %) dogrultusu boyunca «, asli egriligi asagidaki homojen
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denklem sistemini saglar:

(hy; —x,811) duy + (hyy — K,812) duy + (hy3 — K, 813)dus =0
(h1s — K,812) duy + (hyy — K, 825) duy + (hys —K,,823) duz =0 (4.5)
(hy3 —x,813) duy + (hys — K, 823) duy + (h3s — K ,833) dus = 0.

Bu denklem sistemi matris formunda yazilirsa

hi; —x,811 hiy—K,812 hiz—x,813 du, R
his —x,812 hay—K,820 Moz —K,823 du, |=0 (4.6)
hi3—x,813 ha3 —K,823 N33 —K,833 dus

elde edilir. (4.5)’deki denklem sisteminin asikar olmayan ¢dziimlerinin bulunmasi i¢in
(4.6)'daki katsayilar matrisinin determinanti sifir olmalidir, yani

(gfzgsra + g%3g22 + g§3g11 —2812823813— g11822g33) Ki + (2h12813823
—2h1812833 + 213812803 + 2M23812813 + 132811833 — 23811822
+h11822833 — 2113822813 — 2h23811823 — hzsgfz 3 hzzgfg - hngﬁg) Ki
+ (2hy5h33812 — 2h15h03815 — 2Ryshysg1p + 2Ry 1 hysgas + 2Ry3hp0 813

—hy1hy833 — hoshgs 811 — hiihss€an —hiohi3gas + h%ggll + h22gfg

olmalidir. Burada Sonug¢ 2.2’den

IR, ® R, ® Ry|* = 852833 + gfggzz + g§3g11 — 2812823813 — §11822833

oldugu go6z Oniine alinirsa, (4.7)'nin baskatsayis1 sifirdan faklidir Bu da (4.7)

denkleminin ke gore iiclincii dereceden bir denklem oldugunu gosterir.

NOT: A # 0 olmak iizere, iiciincii dereceden Ax® + Bx? + Cx + D = 0 denkleminin
kokleri x,, x5, x5 ise

B C D
xl +xZ+X3:_Z, X1X2+XZX3+X1X3=Z, X1X2X3=——

olarak yazilir.
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Bu durumda (4.7) denkleminin kokleri «, k5, k5 asli egrilikleri olacagindan,

2hy5h13bo3 + hyhyshss — h%2h33 - h%3h22 - h11h§3
K1KoKg = —— 5 5 =K, (4.8)
812833 T 813822 + 853811 — 2812823813 — 811822833

2h15813823 — 2M12812833 + 2115812823 + 2h53812813
gf2g33 + gfggzz + 833811 —2812823813 — 811822833
h32819833 —N23811822 T N11822833 — 2M13822813
gfzgsg + gfggzz + g%ggll — 2812823813 — 811822833
—2h33811823 — hzsgfz - th%?, - hug§3
gfzgss + g%ggzz + 853811 — 2812823813 — 811822833
= K2

KKy + KoK3 +K1K3 =

=K,

K1+ Ky +K;3 L 2hy5h33812 — 2hy5R53813 — 2Ra3N53812 + 211 Rp3 803
3 3 (gfzgss + 813822 + 855811 — 2812823813 — gugzzgss)
—hgohss811 —Miilssgar + 2003M55813 — Rauthyp8ss
3 (gfzgss + g%ggzz + 833811 — 2812823813~ 811822833)
—hy5hy3805 + h%ggll + hzzgfg + hfzgss

3 (g12g33 + 875820+ €5:811 — 2812823813 — 811822833)

+

olmak tizere (4.7) denklemi

seklinde yazilir. Bu denklemde K; degeri hiperyilizeyin Gauss egriligi, K; degeri ise
hiperyiizeyin ortalama egriligidir.

4.1 Egrilik Cizgisinin Hesaplanmasi
Bu boliimde E* uzayinda parametrik olarak verilen bir hiperyiizey iizerindeki egrilik
cizgilerinin nasil elde edilecegi gosterilecektir. (4.5) denklem sisteminin katsayilar
matrisi

hip —x,811 hia— K812 Mz —Kn813

A= hyy—Kp&1 hyy—K,820 Moz —Kp&as (4.11)

his—Kn&13 has—K,823 Ns3—K&ss
icin rankA = 0 olmasi durumunda hiperyiizey tizerindeki tiim noktalar umbilik
olacagindan katsayilar matrisi i¢cin rankA = 1 veya rankA = 2 olmalhdir.

Bu tezde rankA = 2 kabul edilecektir. Bu durumda A matrisinin 2 x 2 altmatrislerinden

en az birinin determinanti sifirdan farkldir.
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d d o L .
A= ﬁ, u = d—Zf parametre secimi icin A matrisinin sifirdan farkl alt determinanti

olarak

(hiy —K,812) (hos — K,893) — (hoy — K,,820) (13 —K,813) # 0

kabul edilirse, (4.5) denklem sisteminin birinci ve ikinci esitligi icin

(h12 —x,812) ulz + (h13 —K,813) u; =—(hy; —K,811) ull

(hoy — Kn&a2) Uy + (hoy — K, 823) Uy = — (hyy — K, 812) U} (4.12)

yazilir.

a; = (hyy —K,812) (hys — K, 893) — (hoy — K,,825) (13 — K ,813),
ay = (hyy —x,815) (hy3 —x,813) — (hy; — K,811) (ho3 — K, 803),
az = (hy; —K,811) (hyy — K, 820) — (hyy — Knglz)z (4.13)

olarak alinir ve (4.12) denklem sisteminin ¢6z{imii i¢in Cramer kurali kullanilirsa,

| _(hu_Kngn)u/] hi3 —K,813 '

—(h1; —%,812) u’l hys — K, 823

U, =
hi, —x,812 hi3—K,813
hys —K,820 ha3 —K, 823
a
= 2y} (4.14)
a;
ve
hiy —Kk,812 —(hy1 —%,811) U/1
, hyy —K,820 — (12 —K,812) u/1
u. =
3

his —x,812 hi3—K,&13
hyy —Kn820 haz —K,823

=y (4.15)

elde edilir. Birim hizl regiiler egriler icin birinci temel form

2 2 2
811 (W) + 822 (1) + g3 (1)) + 282U, + 285U U, + 2855l = 1 (4.16)
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oldugundan u;, ve u;, esitlikleri (4.16)’da yerine yazilirsa,

a 2 as 2 a2a3
(u ) 811t 822 + 833| — +2g12 +2813 +2823 =1
a, a a a a?

1 1 1 1
()
(u ) (glla + gzza + g33a +281,a,a; +28130,a3 + 2g23a2a3)
aj
)

a2

()" = 1

81145 + 89005 + g33a3 + 281,105 + 28130103 + 28930505

esitligi kullanilarak

a;

2 2 2
\/gnal + 2815010y + 28130103 + 28930505 + 85505 + 83303

’_
(W =7

/ a2
< uZ = P) 2 2
\/811a1 + 28150105 + 28130105 + 28930505 + 85705 + 3305

u/ _ a3

2 ) 5}
\/811a1 + 28150105 + 28130103 + 28930503 + €50,05 + €3305

(4.17)

seklinde birinci dereceden lineer olmayan diferansiyel denklem sistemi bulunur.

(4.17) denklem sistemi, u;(so) = ul, uy(sy) = ud ve us(sy) = uj baslangic sarti

ile coziiliir ve elde edilen u;(s), u,(s) ve us(s) fonksiyonlar1 hiperyiizey {iizerinde

yerine yazilirsa, hiperyiizey iizerinde a(s,) = R (u;(sy), u5(so),us(sy))) = P baslangi¢

noktasindan gecen a egrilik cizgisi, Runge-Kutta metodu gibi bazi niimerik tekniklerle

elde edilir, [26]]. Boylece hiperyiizey lizerindeki egrilik cizgisi yaklasik olarak

hesaplanabilir.

Diger taraftan u) # 0 icin

(hyy —K,812) (h3s — K, 833) — (o3 — K, 803) (Ry3 — %, 813) 70

veya
(hyy — K,822) (h33 — K, 833) — (hy3 — Kng23)2 #0
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kabul edilirse, sirasiyla,

a; = (hyy —x,812) (h3s — k,833) — (h13 — K, 813) (Ma3 — K,,823)
a, = (hy3 — Kng13)2 —(hy; —x,811) (h33 — K, 833)
az = (hy; —x,811) (has — K,823) — (h1y — K, 815) (hy3 — %, 813) (4.18)

veya

a; = (hyy — K,895) (h33 — K, 833) — (hys — Kn823)2
ay = (hy3 —k,813) (hy3 — K,823) — (Myy — K,812) (h33 — K, &33)
az = (hyy — K,812) (hy3 — K,823) — (Myy — K,825) (13 — K, &13) (4.19)

olmak iizere (4.17) saglanir.

dll3

Uyar1 4.1: A = S—E;, b= (du, #0) olmak {izere hiperyiizeyin (A, u)

dogrultusundaki normal egriligi icin,

Ry + 2h oA + 2hosu + 2R 3 AU + Ry A% + hgau®

Ky(A,u) = (4.20)
822+ 28154 + 2853l + 2813AU + 811 A% + g3z
olacagindan benzer islemler yapilirsa
K (A, 1) = II _ hyy+hipA+hpspt  hys +higA+hgsp  hyp +hyyA+hysu (4.21)
I 8+t &uA+gusl 8zt &usA+gsl gt &uAtgisy
elde edilir.

Normal egriligin extremal degerlerini veren asli dogrultular (4.5) denklem sistemini

saglar. Bu durumda (4.11)’deki A matrisinin diger altmatrislerinin determinantlar1
(h11 — K,811) (hay — K, 823) — (M1 — K,812) (hy3 — K,813) # O

(h11 —K,811) (a3 —x,833) — (hy3 — Kng13)2 #0

ve

(hyy — K,812) (has — K, 833) — (ho3 — K, 803) (Ry3 — K, 813) # 0

/u/ u/

,sirastyla, (4.13), (4.18) ve (4.19) denklemlerini vereceginden elde edilecek u’,u,,u;

koordinat fonksiyonlarinin tiirevleri de ayni olur.

Uyarn1 4.2: A = %, u = ;%2, (dus #0) olmak {izere hiperyiizeyin (A, u)
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dogrultusundaki normal egriligi icin,

hys + 2h13 A + 2hos i + 2R 5 Au + Ry A% + hyyu®
833+ 28134 + 2803 + 2812 AU + 811 A2 + goou?

Kn( A, 1) = (4.22)

olacagindan

K (A ‘u,) — E _ h23 +h12k+h22‘U4 — h33 +h13).+h23‘u, _ h13+hlll+h12‘U/
n\’% I g23+g121+g22‘u’ g33+g13A+g23,U« g13+g11A’+g12,uf

(4.23)

elde edilir.
Normal egriligin extremal degerlerini veren asli dogrultular (4.5) denklem sistemini

saglar. Bu durumda (4.11)’deki A matrisinin diger altmatrislerinin determinantlari
(h11 —xn811) (hyy — K 822) — (hyp — Kng12)2 #0

(hiy —,811) (hys — K,893) — (hyy — K,812) (hy3 —K,813) # 0

ve

(hiy — K,812) (g3 — K,893) — (hoy — K,820) (Ry3 — K ,813) # 0

,sirastyla, (4.13), (4.18) ve (4.19) denklemlerini vereceginden elde edilecek egrilik

cizgisi degismez.
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E* UZAYINDA BIR HiPERYUZEY UZERINDEKI EGRILIK
CiZGILERININ EGRILIKLERI

Bu boliimde (4.17) denklem sisteminden elde edilen bir egrilik c¢izgisinin egrilikleri,
Frenet vektorleri ve Darboux vektorlerinin nasil elde edilebilecegi gosterilecektir. Ayni
zamanda bu egriliklerin hesaplanmasi sirasinda olusabilecek singiiler ve dejenere

durumlar da incelenecektir.

E* uzayinda R = R (uy,u,, u;) parametrik denklemi ile verilen bir hiperyiizey M ve
(4.17) sisteminden bu hiperyiizey iizerinde elde edilen egrilik c¢izgisi a olsun. a
egrisinin bir Frenet egrisi oldugunu kabul edelim. M hiperyiizeyinin a egrisi boyunca
birim normal vektor alani N ve a egrisinin birim teget vektorii T olsun. a egrisi hem
egrilik c¢izgisi hem de Frenet egrisi oldugundan {N, T, a”} kiimesi egri boyunca lineer
bagimsizdir. Bu durumda egri boyunca “birinci tip genisletilmis Darboux cati alan1”
kurulabilir, [24].

5.1 Birinci Egrilik (k;)
a egrisi boyunca birinci tip genisletilmis Darboux ¢at1 alanin1 g6z 6ntine alalim. «

3 3
egrisinin ikinci tiirevi i¢in a” = x!E + x,N ve a”(s) = E Ru/ + E :Ri-u’.u’. oldugu
g i ]
i=1 ij=1
kullanilirsa,

a” =k,E+Kk,N=Ruf +Ryuj +Ryuj + 0y (5.1)

olarak yazilir. Burada Q, = Zij:l R;uju; alinmustir
(4.17) denkleminden u, u;, ve u; bilindiginden, 2, hesaplanabilir. (5.1) esitliginin iki

tarafi, sirasiyla, R;, R, ve R ile ic carpilirsa,

k; (E,R;) = gt + gpoully + g13uy + (4, Ry) (5.2)
k; (E,Ry) = g1ou + goollly + gastty + (2, Ry) (5.3)
k; (E,R;3) = glsull/ + gzsu/z/ + gssué’ +(Q,R;) (5.4)
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elde edilir. Diger taraftan a’ = Zf’zl R;u} ve (E,a’) = 0 olacagindan, u/ # 0 icin

u’ E,R u’ E,R
(E,R,) = — 2(, 2) _ 3<, d (5.5)
u u
1 1

elde edilir. (5.5) esitligi (5.2)’de yerine yazilirsa

u k! (E,R,) ulk! (E,R;)

2 > V2 3 > N3

(_ gu/ - gu/ = g} + gty + g3ty + (24, Ry)
1 1

olacagindan, (5.3) ve (5.4) kullanilirsa

/ /
_= (g12t? + gaol + go3us + (21, R ))—E( U/ + gl + g5l + (4, Ry))
u,l 12Uy T ooy T &o3ls TR u,1 813Uy T 8a3ly T g33l4 1, g

= gllull/ 4 glzu/z/ + glsu;/ +(Q;,R)

olur. Son esitlikte yeniden diizenleme yapilirsa,
3 3 3
(Z uﬁgu) uf + (Z UZgZi) uy + (Z u:gsi) uy =— <Q1, a’> (5.6)
i=1 i=1 i=1

elde edilir. (4.5) denklem sisteminde ilk iki denklemin s parametresine gore tiirevleri

alinirsa, sirasiyla,

(hy — Kngll)ull/ + (h1y —K,812) u/2/ + (hy3 —K,813) u;’ =pP1 (5.7)
(hyp— Knglz)ull/ + (hyy — K,820) ulz/ + (hy3 — K,823) u;/ =P (5.8)

yazilir. Burada

P1= _(h/u — K& — Kngil)” - (hllz — K812~ Kngiz)”/z

/
1
/ / / /
- (h13 —K,813 Kngls) Uy
ve

/

P2 =—(h’12—K;g12—Kng12)u (hlzz_K;gﬂ_Kng;z)uz

/ —
1

/ / / /
- (hzs — K823 Kngzs)ua
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seklindedir. p; ve p, esitliklerinde yer alan birinci ve ikinci temel form katsayilarinin

yay parametresine gore tlirevleri, sirasiyla, 1 <1, j,k,l < 3 igin,

, d
gl] l’ J>

ve

d
=GR )+ (v gk
“\ds> Y ds Y
3
k=1

olarak yazilir. (5.6), (5.3), (5.4), (5.7) ve (5.8) esitlikleri, sirasiyla, bir arada yazilirsa

3 3 3
(Z uﬁgn) u/1/ + (Z u;gZi) u/zl + (Z UQgsi) u;’ = _<Ql, a’)

i=1 =il i=1

glzulll + gzzulzl + g23u’3' - k; (E,R,) = —(Q,Ry)
g13u’1’ + g23u’2’ + g33u’3’ - k; (E,R;3) = —(Q,Ry)
(hy — Kngll)ulll + (hyy— Knglz)ulzl + (hy3— Kngl?,)u:/g/ =P
(hiy —x,812) u/ll + (hyy — K,822) U/Z/ + (hy3 — K,823) u;’ =pP2

seklinde homojen olmayan lineer denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi

matris formunda yazilirsa

( Zl L U8 Zl 1 U;8ai Zl Uigi 0 0 \
812 822 823 -1 0
W= 813 823 833 o -1 1, (5.9)
hiy — k.81 hiz— K812 Mis—K,813 O

\ hiy—K,812 My — K82 Mys—Kp83 0 0 }
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[ ow ) [~ a) )

ulzl _(Qth)
k; (E7 RZ) P1

\ ki (ER) ) \ )

olmak tizere #X =Y seklindedir.

Simdi # matrisinin determinantinin sifir olup olamayacagini arastiralim.

2?21 Uiy Z?:l U8 2?21 u;gs O

812 822 823 -1

hiy — k.81 hia—Kp&12 Mis—K,813 O

hiy — K812 oo — K82 has—Kp823 O
Zil u;gli Zis=1 u;gZi Zil u;gSi
=det| hy;—x,811 hiz—Kp&12 Mz —Kn813

hiy—K,812 hoy—Kn82 Moz —K,803

det® = —det

olacagindan, son esitlikteki determinant birinci satira gore acilir ve (4.13) ve (4.17)
esitlikleri kullanilirsa,

3
hy, — hia—
det¥ = ( E uggli) det( 12— Kp812 M3 — K813 )

—1 hoy —Kn820 Moz — K823
3
hy, — K —K
—(Zuggzl)det( 12~ Kn812 M3 —Kn813 )
=1 hyy—Kn820 haz —K; 823
hy, —x,g —K,g
+ (Zugggi)det( h12 né12 h13 né13 )

=yl

=yl

=1 22 —Knp822 Moz —Kp&o3
= (ullgll + u/2g12 + u/ggls) a + (u/lgIZ + u/2g22 + u’3g23) a,
+ (ullgw + u/zgzs + u;gss) as
. gllaf + 281,010, + 28130,a5 + 28930505 + gzzai + g33a§

\/gna% +2815,0y + 28130103 + 28930503 + 89905 + g33a5

= :F\/gna% + 28150y + 2813013 + 28930503 + 89905 + g33a5 (5.11)

bulunur. Bulunan son esitlik birinci temel formun karekokii oldugu igin det# # 0

elde edilir. Bu durumda, katsayilar sayilar matrisi regiilerdir.

# matrisinin determinant1 sifir olmayacagindan uy, u}, uy, k; (E,R,) ve k; (E,R3)

2 J
bulunabilir. Bu durumda a”, E = % ve k; kolayca hesaplanabilir. Sonuc olarak
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(4.17) denklem sisteminden elde edilen egrilik ¢izgisinin birinci egriligi

k= 1/ (k)" + (k1) (5.12)

seklinde hesaplanabilir.

Ayrica k; = 0 oldugu zaman (4.12) esitliginden a egrisinin ikinci tiirevi sifir olur. O
zaman {a’,a”, a”’} kiimesi lineer bagiml olacagindan, bu durum a egrisinin Frenet

egrisi olmasi ile celisir. Boylece k; sifirdan farklidir.

5.2 ikinci Egrilik (k,)
ikinci egriligin hesaplanabilmesi icin a egrilik cizgisinin {iciincii tiirevinin bulunmasi
gerekir. o bir egrilik cizgisi oldugundan birinci ve ikinci mertebeden geodezik

burulmalari Té ve T; sifirdir, [24]. a egrisinin a” = k;E + x,N ikinci tiirevinin s

/
parametresine gore tekrar tiirevi alinirsa a”’ = (k;) E—KkIT+ k; k;D +x’ N elde edilir.
Diger taraftan, (2.59) kullanilirsa

/
(k) E— 2T+ KAk2D + &/ N = Ryue!” + Ryuf + Rautl’ + 9, (5.13)

elde edilir. Burada 5 5

i,j=1 i,j,k=1
olup, bilinmektedir. (5.13) esitliginin her iki tarafi, sirasiyla, Ry, R, ve R; ile ic
carpilirsa,

/

0Q = 09

g1oll) + Goplly + goslly — (k ) (E,R,) — k;k?g (D,R,) = _kf (T,Ry) — (Q2,,Ry) (5.15)

/

/
sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminde u””, u’’, u?’ (k;) ve k; bilinmeyenlerdir.

1 > 2 J 3 )
Bes bilinmeyenli bir denklem sisteminin tek bir ¢6ziimiiniin olmasi icin en az bes
denklem gerektiginden, bilinmeyenlerin bulunabilmesi icin (5.14), (5.15) ve (5.16)
ile beraber bu bilinmeyenleri iceren iki denklem daha bulunmas: gerekir. (5.7) ve

(5.8) esitliklerinin tiirevleri alinirsa,

(hy — Kngu)ull// + (h1y —K,812) ulzﬁ + (hy3— Kngm)u;” = pP3 (5.17)
(hyy— Knglz)u/{/ + (hyy — K,822) U/Z” + (hys — Kngzs)ug/ = P4 (5.18)
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esitlikleri elde edilir. Burada

_ /7 /! / / 17 / / / /!
P3=— (h11 — K&~ 2Kngu - Kng11)u1 —2 (h11 — K811~ Kngll) Uy
/! /! / / 1/ / / /
- (h12 — K, &2 2Kng12 - Knglz)uz —2 (hlz — K, 812~ Knglz)u
/
3

Y (5.19)
— (hy —Kl/g1s — 27,81, — K, 875 ) uy — 2 (hy — K. g13 — K833 U5,

pa=— (R, =K1 g1,— 2K, 81, — K81y ) Uy — 2 (R), — K &1p — K, &12) Uy
— (= K1/ 0n — 21,81, — K85, ) Uy — 2 (R, — K. 800 — K800 ) U] (5.20)
- (h/z/s — K 83— ZK;gés - Kng;’g) ué —2 (h/zs — K 83— KngZS) u;’

seklindedir.

ps ve p, esitliklerinde yer alan birinci ve ikinci temel form katsayilarinin yay uzunlugu
parametresine gore ikinci tiirevleri, sirasiyla, 1 <1i,j < 3 igin,

d 3 3
gl/; = ZRiku;, R] + Ri,ZRjku;(
ds k=1 k=1

S) 3 3 5
- <Z |:(Z Rikmu;n) u;< + Rikqu| 5 R]> +2 <Z Riku;, Z R]ku;<>
k=1 m=1 =1 =
3 3
4 <Ri’ Z [(Z Rjkmu;n) w + Rjku;::|>
k=1 m=1

ve
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olarak yazilir. (5.12) —(5.16) esitlikleri, sirasiyla, tekrar yazilirsa

gllu "+ glzu "+ glsum (k;) (E,R;) — k;k; (D,R;) = _k% (T,R;) — (Qy,Ry)
812Uy + goolly + gaslly — (k;) (E,R;) — k;k; (D,R,) = _kf (T,R;y) — (2, Ry)

813Uy + a3ty + gaslly — (k;) (E,Rg) — k1k2 (D,R3) = —k7 (T, R3) — (2, R;)

111

ng13)u =pP3

ng23)u

(hyy —x,g)u) + (hyy —
(h1z —x,812) ull// + (hyy —

Knglz)ulzﬁ + (hy3—
Kngzz)ulzﬁ + (hy —

///

denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminde katsayilar matrisi

( 811 812 813 —(E,Ry) _ké (D,Ry) \
812 822 823 —(E,R;) —ké (D,R,)
Q= 813 823 833 —(E,R;) —k; (D,R;)
Kn€11 Mz —Kn&12 M1z —K,813 0 0
\ h12 Kn&12 Nap — K82 Moz — K, 83 0 0 }
ve
[y ) —K2(T,Ry) — (2, Ry) )
' —k3 (T, Ry) — (2, Ry)
X = u;” | S= k% (T Rs) (QZ:R3>
(%) P

\ K Py )

alinirsa, bu sistem QX = S seklinde matris formunda yazilir.
matrisinin determinantinin sifir olup olamayacagini arastiralim.

determinant1 5. siituna gore acilirsa,

812 822 823 (E,R,)
E,R
detQ = k; (D,R,) 812 823 833 ( 3)
hy; —x,811 hip—K,812 hi3—K,813 0
his —x,812 hay—K,820 Na3 —K,823 0
811 812 813 (E,Ry)
E, R
. k; (D,R,) 813 823 833 (E,R;)
hy; —x,811 hin—K,812 M3 —K,813 0
hiy—Kn812 han— K820 Moz —K,823 0
811 812 813 (E,R;)
" k; (D,R,) 812 822 823 (E,R,)
hy1 —x,811 hia—K,812 hiz—K,813 0
hiy —x,812 hay—K,820 Moz —K,823 0

51

(5.21)

(5.22)

Simdi Q katsayilar

Q matrisinin



elde edilir. Son esitlikte yer alan 4 x 4’ liik determinantlar 4. siituna gore acilarak ayri

ayr1 hesaplanirsa,

812 822 823 (E,Ry)
813 823 &33 (E,Rs)
hy; —x,811 hia—K,812 hiz—K,813 0
hiy—Kn812 hap—Kp820 Moz —K,823 0
813 823 &33

=—(E,Ry) hiy —Kk,811 hin—K,812 hi3—K,813

hiy—K,812 Moy —K,82 Moz —K,803
812 822 823

+ (E,R3) | hy; —x,811 hia—x,812 his—x,813

hiy —K,812 Moy —Kn82 Moz —K,803

=—(E,R,) (813a; + &30, + g3303)
+ (E,R3) (81201 + 2205 + 823a3),

811 812 813 (E,R;)
813 823 833 (E,Rs)
hy; —x,811 hia—K,812 hi3—K,813 0
hi; — K812 hayy—K,820 ha3—K,823 0
&13 823 833
=—(E,Ry) hi1 —x,811 hia—K,812 Mz —K,813
hiy—Kn812 han— K820 ha3 —K,823
811 812 813
+(E,R3) | hyy —x,817 hia—K,812 hi3—K,8:3

hiy—K,812 Moy —K,82n Moz —K,823

=—(E,R;) (813a; + g23a, + g3303)
+ (E,R3) (g11a; + 81205 + £1303)
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ve

811 812 813 (E,R;)
812 822 823 (E,R,)
hy; —x,811 hia—K,812 hiz—K,813 0
hiy—K,812 Ny —Kn8a Moz —K,803 0
812 822 823

=—(E,R;) hy1—x,811 hia—K,812 hi3—K,813
hiy—K,812 Nay—Kn8a Moz —K,823

811 812 813
+(ERy) | hyy —x,811 hiy—K,g12 hiz—K,8:3

hiy—K,812 hay—K,8a0 ho3—K, €03

=—(E,R;) (812a; + 8220, + €2303)
+(E,R,) (811a; + 81205 + €1303)
bulunur.
A=a,813+a3853 +a3833

B =a;815,+a385; + 383
C=a1811 +a3812 +a3813

olmak iizere Q matrisinin determinanti i¢c carpimin bilineer olma o0zelliginden
asagidaki gibi yazilabilir;
detQ = k!( (D,R,) | (E,—AR, +BR;) | + (D, R,) [ (E,AR, — CR;) |
+(D,Ry)| (E,—BR; +CRy) |).

Son esitlik tekrar diizenlenirse, Q matrisinin determinanti i¢in

detQ = k}| A( (D,R,) (E,R;) — (D,Ry) (E,R,) )
—B((D,Ry) (E,R,) — (D, R;) (E,R) )
+C((D,Ry) (E,R,) — (D, R,) (E,R) )|
veya
A B C

detQ=k;det| (D,R;) (D,R,) (D,R;)
(E: RB) (E: RZ) (Es Rl)
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elde edilir. (4.17) ve (5.12) esitlikleri kullanilirsa

A=a,813+ay853 +a3833
= det”//(u’lg13 + U3 + u’3g33)
=det# (T,R;),

B=a,81;+a585 +0as83
= detw(u;gu + Ul gy + uégZB)
- detW (T, R2>

C=a,811 +a3812 + 03813
= det”fﬂ(u’lg11 +u,g,+ u’3g13)

yazilabileceginden,

(T: RS) (T, R2> <T3 R1>
detQ=k,det# det| (D,R;) (D,R,) (D,R;)
<E’ RB) <E: RZ) (E, Rl)

elde edilir. Teorem 2.5 kullanilirsa,

detQ=k,det# (T®D®E,R; ® R, ®Ry)
=k, IR; ® R, ® R det # (N, N)
= k; IR, ® R, ® R || det #

bulunur. Birinci tip genisletilmis Darboux cat1 alaninin tiirev denklemlerinden, (2.47),
T = k;E+KHN olacag icin eger birinci mertebeden geodezik egrilik k; sifir ise a egrilik
cizgisi ayni zamanda bir geodezik egri olur. Asli egri olan bir Frenet egrisi geodezik egri
olamayacagindan, k; sifir olamaz. O halde, Q katsayilar matrisi regiiler olup, sistemin
uy veuy

tiirevi elde edilir. Tanim 2.24’den egrilik ¢izgisinin b; ve b, birinci ve ikinci binormal

tek bir ¢6ziimii vardir. Boylece u bulunabileceginden egrilik ¢izgisinin a’”’

vektorleri hesaplanabilir. O halde, egrilik cizgisinin ikinci egriligi

<b1 , a///)

k., =

ile elde edilir. Ayrica, birinci egriligin ilk tiirevi k = (n, @) ile bulunur.
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Ayrica k, = 0 oldugu zaman (2.31) esitliginden a”’(s) = —k?t+k’n olur. Bu durumda
kia”'(s) = —k}a'+k,a” olacagindan {a’, a”, @’} kiimesi lineer bagimli olur. O zaman

a egrisinin Frenet olmasi ile celisir. Boylece, ikinci egrilik k, sifir olamaz.

5.3 Uciincii Egrilik (k)
Uciincii egriligin hesaplanabilmesi icin egrilik cizgisinin dérdiincii mertebeden
tirevini bulmaliyiz. a egrisinin o’ = (k;) E— KT + k;k;D + k/N tiirevinin s

parametresine gore tekrar tiirevi alinirsa
@_|_ r (1Y e o 1 221 1(2)?
@ = [ =2k, =KL (kL) = e, [ T [ (K1) —hed =kl () [
1Y 2.2 4 11 (22Y 2 "
+[2(kg) K2+ k! (k2) ]D+[—k11<n+Kn:|N (5.23)
yazilir. Diger taraftan
a®@ =Ryul? + Ryul? + Ryul? +

oldugu biliniyor. Burada

Q, =4 Z Ru/"u +3 Z Ryu/u/

i,j=1 i,j=1
3 3
i /101
+6 E R;jeu;uuy + E R;ju;u;up
i,j,k=1 i,j,k,l1=1

seklindedir. Boylece

4@ = [_zklk; —i (k1) =k, ] T+ [(k;)" — 2K k! (kg)z] E
+[2(02) K2+ kL (K2) D+ [k, + ) I

=R,ul” + RulY + RuP + 0 (5.24)
olup, (5.24) esitliginde her iki taraf, sirasiyla, Ry, R, ve Ry ile i¢ carpilirsa,

gllul + g12u(24) + g13u§4) k; (D,R;) (kg) —(E,Ry) (ké)

2 /
—[kfk;—k; (2) ](E,R1>+2(k;) K2 (D,R,),
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4

glzu(14) + gzzu(;) + 8231{%4) - k; (D,R,) (kz)/ —(E,Ry) (ké)

= = (O Ro) + [ ~2 K, — kL (k1) =1, | (T, R,) (5.26)
_ [kfk; —k! (kg)z] (E.R,) +2(Kk!) k2 (D,Ry),

81311(14) + g23u(24) + 833ug4) - k; (D,R;) (kz)/ —(E,R;) (k;)ﬁ

= —(Q3,Rs) + [—2k1k; —k! (K1) —xon, ] (T,R) (5.27)

_[kfk; —k! (kg)z] (E.Rs) +2(k!) k2 (D, R)

/ 17
denklemleri elde edilir Bu denklem sisteminde ug4), ug@, u(34), (kz) ve (k;)
bilinmeyenlerini bulabilmek icin (5.25) — (5.27) denklemlerinin yaninda iki tane
denkleme daha ihtiya¢ vardir. Bunun icin (5.17) ve (5.18) esitliklerinin tiirevleri

alinirsa,

(hy; —x,811) u(14) + (h1y — K,812) u(24) + (h13 —K,813) u(34) = Ps (5.28)

(hyy —K,812) u(14) + (hgyy —%,820) u(24) + (hys — K,823) ug” = Pe¢ (5.29)
esitlikleri elde edilir. Burada

111 111 /1 7/ / 1/ 17 /
h 17K, 81— 3Kng11 - SKngn - Kngn)u1
VZi 1/ / / / / Vs
3h11 — 3K, 811 — 4K g, — 2K &11 — 21<ng11) u;
117

1
3h/11 - 3K;g11 — 2K, 811 — Kngil) Uy
/

Ps = _(

—(

—(

—(hy; — K812 — 3781, — 3K7,81, — Kng o) Uy

— (BhY, — 3K}, 812 — 4K7,8}, — 2K,812 — 2K g}, ) U)
- (3h12 - BK;gu —2K,812— Kngiz) ulzﬁ

—(hys — K815 — 3781, — 37,815 — Kng1s) Us
—(Bhyy = 3K/g15 — 47,81, — 2K7,813 — 2K, 81, ) Uy
—(

3h), — 3K/ 813 — 2K, 813 — K81, ) Uy’ (5.30)
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h/// - ng_SK//giz 3K;g1/2_'<ng1/2)u/1
3hY,— 3Kng12 - 4Kng12 - ZK;glz - 2Kng;2) uy
111

3h,, — 3K’ glz_ZKnglz_Kngiz) Uy

h/// 111 /7! /

=— (]

—(

—(3n;

( K,y 822 = 3K, 85, — 3K, 85 — “g;;)uz
(Bh// 3K;822_4Kng22_2Kng22_2K”g;2)ug
(3 — 3« gzz_angzz_Kngéz) )y’

— (R — 7823 = 3K)/85, — 3K),85 — K83y ) U
(3h” 3K;g23—41<ng23—2Kng23—2Kng23)ug
—(

3h,, — 3K 823 — 2K, 803 —Kng;S) uy’ (5.31)

seklindedir. ps ve pg esitliklerinde yer alan birinci ve ikinci temel form katsayilarinin
yay parametresine gore iiclinci tiirevleri, sirasiyla, 1 <1i,j,k,l[,m < 3 igin,

<Zi ) [(23 L Rigmtt!, )u;<+leu”:|,Rj>
gi]’ = a +2 <Zk 1 lkuk’zk Jku

<R1 > 1[(2 ) Rjkmlt; ) k+Rjku/k/]>

ve

o d ( (—x’ T—KnT/,Rj>+<—KnT,Zi 1Rjku;<> )
U ds +<N/’22:1Rijku;<>+<N’22:1[(Z Rijimlt! ) +Rl]kuk]>

olarak yazilir.

(5.25) — (5.29) esitlikleri, sirasiyla, tekrar yazilirsa bes bilinmeyenli bir denklem

sistemi elde edilir ~Bu denklem sisteminde katsayilar matrisi (5.21)deki ile

aynidir. Bu katsayilar matrisinin determinanti sifirdan farkli olacagindan sistemin tek

¢Ozlimii vardir. Bu sistemden u(4) u(4) 54) bilinmeyenlerini bulunarak, (2.24) esitligi

yardimiyla

ks = <b2’ a(4)>
kiky

egriligi elde edilir.
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E* UZAYINDA OZEL REGLE HIPERYUZEYLER VE
ACILABILIRLIGI

Bu béliimde E* uzayinda alinan bir Frenet egrisini egrilik cizgisi kabul eden
bir regle hiperyiizeyin nasil insa edilebilecegi arastirilacaktir. =~ Boylece elde
edilen bu hiperyiizeyler bir 6nceki boliimde sunulan metodun 6rneklendirilmesinde
kullanilarak, sonuclarin dogru olup olmadiginin teyit edilmesi saglanacaktir. Buna ek
olarak, burada elde edilen hiperyiizey, 4-boyutlu Oklid uzayinda egrilik cizgileri ile
ilgili bundan sonraki yapilacak ¢alismalara da 6rnek sunmasi bakimindan 6nemlidir.

6.1 Regle Hiperyiizey ve Acilabilirligi

B : I c R — E* birim teget vektorii e, ve yay parametresi s olan bir egri olsun.
egrisi boyunca dogrultman uzayinin bir ortonormal bazi {e,(s), e,(s)} olmak {izere,

E* uzayinda dayanak egrisi 3 olan bir regle hiperyiizey
0:IxR*>EY,  @(s,u,v) = B(s) +ue(s) +vey(s),
seklinde parametrize edilir.

rank[ey, e, e, e, e, ]=4—k (6.1)

olmak {lizere, k = 1 ise regle hiperyiizeye acilabilir; k = O ise acilabilir degildir, denir
[27]. Acilabilir regle hiperyiizey, dogrultman uzayinin her noktasinda hiperyiizeyin
teget hiperdiizlemi ayni olan bir regle hiperyiizeydir, [28]].

p egrisi boyunca Frenet catisi {T,n,b;,b,} ve sifirdan farkl egrilikler k, k,, k5 olmak
lizere egri icin % degerinin sabit oldugunu kabul edelim. 3 boyunca Vs € I icin

2:(s) =by(s), D5(s) = kon(s) — k3b,(s) (6.2)
vektor alanlarini goz oniine alalim. {2, 2,} kiimesi lineer bagimsiz oldugundan, %,
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vektor alani normlanirsa

2,(s) N 1

121l /K2 + 2

elde edilir. Bu durumda {2,, 2,} kiimesi ortonormal olur. 9, vektor alaninin s’ye gore

Dy(s) = {kon(s) — k3b,(s)} (6.3)

tiurevi alinirsa

i k ' k
Fl(s) = (2—2) n(s) + ——2—n'(s)
V5 +k; k3 + k3
k, ) ks
—| ——= | by(s) — —=—=Db(s)
(,/k§+k§) igERe

K2k! — k. k. k' k
= | 2222 |n() + —=E= (hT(s) + b (5))

(k2 +k2)? Vs +kg

k2k! — k. k. k! k2
23—2?’22 b,(s) + 3 1(5)
(k3 +K3)°
k.k kzk’ kok, k’
=12 _1(5)+

Vg +k3 (k2 + k2)°

kzk’ ko k k’

+ /K2 + k2by(s) — : 22 22 | by(s) (6.4)

k +k

olarak bulunur.

Dayanak egrisi 3 : I C R — E* ve dogrultman uzayinin ortonormal baz1 {2,, 9,} olan
regle hiperyiizeyi 9,%,-regle hiperyiizeyi olarak gosterelim. Bu durumda bu regle
hiperyiizey

R(s,u,v) = B(s) +uz,(s) + v9,(s), u,veER (6.5)

seklinde parametrik olarak ifade edilebilir. Simdi bu regle hiperyiizeyin singtiler
noktalarini arastiralim ve 3 egrisinin bu regle hiperyiizey tizerinde bir egrilik cizgisi
oldugunu gosterelim.

Teorem 6.1. f3 : I C R — E* birim hizli bir Frenet egrisi ve egri boyunca ]]z—z sabit olsun.
Bu durumda,

i) (so, Uy, Vo) noktastmin B(s) egrisinin 9, 9,-regle hiperyiizeyi iizerinde singiiler olmast

VEks+k3

kik;

icin gerek ve yeter sart

Vo =

59



olmasidr.

ii) 3 egrisi 9,9,-regle hiperyiizeyi iizerinde bir egrilik cizgisidir.

Ispat. i) Vs €I icin 1;_2 sabit olan birim hizli bir 8 Frenet egrisi icin
R(s,u,v) = B(s) +u2,(s) +v2,(s), u,veR (6.6)

parametrik denklemi ile verilen 2,%,-regle hiperyiizeyini géz ¢niine alahm. (6.4)
esitligi kullanilirsa, R, kismi tiirevi

R, = B'(s) +u2;(s) +v2,(s)

= T(s) + u(—k,n(s) + k3b,(s)) — \/%T(s) + v/ k3 + k2b, (s)
2 T K3

k2k! — k,k,k: k2k! — koksk!
py| 22 28 ) —y| 22252 b,(s)

3

(k2 + k2)’ (k2 + 1)

olur. Bu denklem diizenlenirse

k. k k2k! — k ko k!
Rs:(l_l_zv)T(s)J, y[ 22285 e |n
3

7 12 3
katk (k3 +k3)
k2k! — koksk!
+vy/ ks + kb (s) + | uks—v 23—2322 b,(s)
(k3 +K3)°

elde edilir. Ayrica, hiperyiizeyin u ve v degiskenlerine gore kismi tiirevleri alinirsa,

sirasiyla,
1
R,=b;(s), R, = T {kon(s) — ksb,(s)}
V k5 + kg
olur.
SR, TN WY - Tl

> 2 3
Vs (k2 +k2)?

k2k! — koksk!
0'3:V1/k§+k§, 0'4: ukg_v 23—2332
(k3 +K3)*

ky ks

JE+re 0 Rk
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alinirsa,

R,®R, ®R,

= (01T(5) + 05n(s) + 31 (5) + 04by(s)) @by (s) ® (05n(s) + Tgby(s))

=0,05T(s)®b,(s) ®n(s) + 0,0,T(s) ® b;(s) ® by(s)

+ 0,0¢0(s) ® b;(s) ® by(s) + 0,05b,(s) ® by (s) ® n(s)
= 0,05by(s) —o,04n(s) + 0,0,T(s) —0,05T(s)
= (0206 — 0405) T(s) —o,04n(s) + 0,05b,(s)

=7,T(s) + yon(s) + y3by(s)
elde edilir. Burada

Y1 = 02060405
ks N kik, —koksk; N kyksu
VIETR \ (12+i2)? | VIETE
_ kkgu Ky £ K2k} — kyksk!,
VIB+IE I+ | (R+k2)°
(@@@—@g+@@@—@%)
v

(k3 +K2)"
(ks k)~ (R
(k2 +K2)°
(- () e
(k2 +K2)’
Y2 =—010¢
ks _ kikyksv

JIEFIE kK +k3

Y3 = 0105
k kyk2v

2
VEFE K+

(6.7)
(6.8)

seklindedir. (%) = 0 oldugundan, 2,9%,-regle hiperyiizeyi iizerinde bir noktanin
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singiiler olmasi icin gerek ve yeter sart y, = y3 = 0 olmasidir. Bu durumda,

VK + k3

0T Tk,

olur.
ii) B egrisinin noktalar: icin u = v = 0 oldugunu biliyoruz. Ancak, u = v = 0 olmas1
durumunda singiiler durum olusmayacagindan, her s € I icin 3(s) egrisi hiperyiizey

lizerinde regiilerdir. Bu durumda,

IR, ®R, ®R, || = /75 +73

olacagindan, 2, 9,-regle hiperyiizeyinin birim normal vektor alan
R,®R,®R,

Y2 Y3
N = = _—
IR; ® R, ® Rs| Vy%-i—}’% vV Y%"‘Y%

olarak bulunur. Birim normal vektor alaninin 3 egrisine kisitlanisi

n(s) + b,(s) (6.9)

k3 kZ
2 2 2 2
N r WV k5+k; n(s) " W K+k2 b (S)
BGs) ™ 2 K2 K2 22
22 T e TR

-5 )+ ——2b,(s)

VEks+ k3 VK5 + k3

oldugundan, s parametresine gore tiirevi

ks / ks,
N = | —=——= | n(s) + ——= (—k,T(s) + k;b; (5))
pe) (\/k§+k§) VEks+ k3 ! 20

k ’ k
+ (—2) b,(s) + 2—2 (—ks3by(s))

k3 + k3 Vi +k3
1 1 kiks
=| ———= | n(8) +| ———= | by(s) — ——=T()
2 2 2 2
1+(&) 1+(E) Vs +k;
k.k
— 1™3 T(S)
k3 + k2

olarak bulunur. Béylece, 3 egrisi 9, %,-regle hiperyiizeyi iizerinde egrilik cizgisidir.
|

Teorem 6.2. 3 : I C R — E* birim hizli bir Frenet egrisi ve Z—z orant egri boyunca sabit

olsun. f egrisi ile irtibatlt 9, 9,-regle hiperyiizeyi acilabilirdir.
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Ispat. 3 egrisinin birim teget vektorii T olsun. f3 egrisi ile irtibath 2,%,-regle
hiperyiizeyinin agilabilir oldugunu gosterebilmek icin rank[T, @1,@2,@1,%] =3

oldugunu gostermeliyiz. (6.4) esitliginde (Z—i)/ = (’;—2)/ = 0 oldugu g6z O6niine alinirsa,

ve
) ki k, k2 + k2

= T(s) + b,(s)
R ke

elde edilir. Bu durumda,

! 0 0 0o |
0 0 1 0
- Y 0 ky 0 ks
rank[T, 2,, 9,,9,,%,] = rank JiZi2 NG
—kiky 2 2
| e 0 ks + k3 0 |
1 0 o0 o0 ]
0 0 1 0
=rank | O e 0 —— | =3
- e O TvEm | T
0 0 0 0
| O 0 0 0 ]
olup, istenen elde edilir. |
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UYGULAMA

Bu boliimde daha 6nceki boliimlerde elde edilen sonuclarin uygulamasi gosterilecektir.
Parametrik denklemi verilen bir hiperyiizey tizerinde baslangic noktasi belli olan bir
egrilik cizgisi bulunarak, elde edilen egrilik ¢izgisinin egriliklerinin calismamizda
ortaya konan metot yardimiyla nasil bulunabilecegi gosterilecektir.

u,us ER, uy # % olmak tizere

R (uq,u,,u )—((1—\/—§u )cos(éu )+Lu sin(éu )
1L Uz Uz) = 3 2 /3 /3 /30
(1—Qu )sin(ﬁu )—iu cos(ﬁu )
3 /30 /3 /3
V2 1 V2. (1
(1+?uz)cos(ﬁul)—ﬁugsln(ﬁul),
(1 + guz) sin(%ul) + %% cos (%ul)) (7.1)

parametrik hiperyiizeyini g6z oOntine alalim.  Bu hiperylizeyin u;, u, ve u,
degiskenlerine gore birinci mertebeden kismi tiirevleri, sirasiyla,

R, :i( (—\/E+ %uz) sin (@ul) + @ug cos (th) >

73 3T\ E
(«/5— %uz) cos (%Lﬁ) + %ug sin (%”1) ’

— (1 + guz) sin (%ul) — %ug cos (%ul) ,

(1 + guz) cos(%ul)—%ug sin(%ul)), (7.2)
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i j k [
1 iﬁsm(‘/—Es) ‘/—Ecos(‘/—is) Jsin(is) Lcos(is)
R1®R2®R3:_§ Jios(‘/—zsa‘) ﬁsin ‘/—253) igcos(;js) fsin(%ﬁs
Zon( ) Leos(25) Foin(s) Feos(e)
i j k l
V2 —ﬁsin(%s) ﬁcos(%s) sm(%s) —cos(%s)
+u2ﬁ cos(%s) sin ‘/—gs) —cos(%s) —sm(%s
Zan{25) Eeos(F) Eoin(s) Feos(39)
i j k [
1| () Foos(B) Fonlde) sl
cos 7%5) sin %s) —cos %s) —sin(%s
0 0 ﬁsm(%s) %cos(%s)
j k l

= ? (cos (%ul),sin(%ul),cos(%ul),sin(%ul))
—iu (cos(éu ) sin(@u ) cos(iu ) sin(iu ))
272 v )\ )T\ )T \ys

(: '5)

olup, bu vektoriin normu

2 ﬁ)
27 3
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olarak elde edilir. u, # % oldugundan, hiperyliizeyin birim normal vektor alani

_ R;®R,®R,
IR; ®R, ® Ryl

2 (eos[ Y20 ) in (12 L) s L
—ﬁ(cos(ﬁul),s1n(1/§u1),cos(ﬁul),sm(ﬁul)) (7.6)

olur.

Hiperyiizeyin ikinci mertebeden kismi tiirevleri

R :((—%+2—ﬁu)cos(@u) 2 sm(ﬁu)
11 3 9 2 ‘/§ 1 3‘/— 3 ‘/— 1 3
(—%+£u )sm(ﬁu )+iu cos(ﬁu)
379 7 V3 ') 3v3 P \v3 )
(1+@u)cos( ! ) ‘/_u sm(iu)

— (% + guz) sin(%ul) 3{/__ Us s1n(%u1) ),

Ry, = %(\/—sm(g ) \/_cos(% ) —sin(%s),cos(%s)),
Ri;;= ? (cos (%s) ,sin(%s) ,—COS (%s) ,—sin(%s)) ,

Ry; =Ry3 =R33 =0

oldugundan, hiperyiizeyin birinci ve ikinci temel form katsayilari, sirasiyla, asagidaki

gibi yazilir:
L 2v2 2, 4, _ 4
gnu=1- Tuz + 9u + 9u3, 812 _9’13;
4 4
3=gUy 8n=73, 83=0, gu=1, (7.7)
9 9
ve
hy=2 L = hyy =gy =Ry = hyy = 0 (7.8)
11 9 \/E, 12 13 22 23 33 . .
Bu durumda, A = duz, d”3 (du1 # 0) olmak {izere hiperyiizeyin bir P noktasindaki
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(A, u) dogrultusundaki normal egriligi,

hyy + 2hp A + 2R 50 + 2R A + hyy A% + hayu?
811+ 28124 + 2813 + 2853 AU + 5o A2 + g33u?

Uy 1

- o (7.9)

(1 — %ﬁuz +2uZ+ gug) —Susd + Supp + 22+ 2

Kn(A, u) =

oldugundan, (7.9) esitliginin A ve u degiskenlerine gore kismi tiirevleri alinirsa,

sirasiyla,
Uy 1 8 8
oK, (E—E)(—éuﬁél)
oA 2
((1 - %ﬁuz +2u2+ gué) —Sus A + Supp+ EA2 4+ ,uz)
Uy 1 8
0Ky (3—5)(5u2+2u) 7.10)
ou 2 ‘
u ((1—2—g§u2+ 2u2 + gug)—§u3l+ Supp+ gAZ+,u2)
- 92 4
elde edilir. u, # == oldugundan,
oK, Z oK, 3
oL du
esitliklerinden A = u; ve u = —guz olur. Bulunan bu degerler (7.9) esitliginde yerine
yazilirsa,
Kn(A,u) = o 1)
2(2-%)

U
9

1 2/2 2., 4 —1(8u 2u?
hH—KngH=w——(1——1/_u2+—u2+—u2)=—( 24 2 (7.11)

elde edilir. Eger w = % olarak alinirsa,

20 9 92 93]  wl8l o9
2
hlz - Knglz = _u3 (7.12)
9w
2
h13 - Kng13 = __u2 (7.13)
9w
2
hyy —Kp8op = ——— (7.14)
9w
hys —K,803 =0 (7.15)
1
hy3 —K,833 = —7— (7.16)
2w

seklinde yazilir. Bu degerler (4.11) denklem sisteminin katsayilar matrisinde yerine
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yazilirsa

“1(84 23\ 2 2
P (81 + 5 w3 ool
o = 2 _2 7.17
9wu3 9w 0 ( )
2 1
5, U2 0 -

veya .¢/ matrisinde ikinci satir ug, {iclincii satir ise %4u2 ile carpilip, iki satir da birinci
satira eklenirse

0 0 0

ed ~ %u:g _9% 0
2 1
el 0 35

matrisi elde edilir. Yeni matrisin ikinci ve ti¢lincii satirlari lineer bagimsiz oldugundan

rank.e/ = 2 olur. Ayrica

1
(hyy —x,812) (a3 — K ,,833) — (hys — Kng23)2 - @

sifirdan farkli olacagi icin

ay = (hyy — K855) (has — K,833) — (hys — K,803)" = ﬁ
as = (h13 —K,813) (o3 — K,823) — (h1y — K,815) (ha3 — K, 833) = %
ile gosterilir ve
ay = (hiy —x,812) (M3 — K,823) — (hay — K,822) (hy3 — K 813) = _8?22

oldugu goz oniine alinirsa, (4.17) denklem sistemine karsilik gelen denklem sistemi

/ Cl4

u:

! \/ A%+ 281,00y + 281201 As + 28920505 + Z5,0% + goaa2
81147 812014y 813d,14d3 8230dod3 T 82005 T g3303

a1

v2 V2w
9w

u/: a5

2 \/ A%+ 28.5a1ay + 281201 Ax + 28520502 + 2o5a2 + g2na?
81147 812414y 813d,d3 823dod3 T 200y T g33d3
u

_ g3y U

V2 V20
9w

u/: al

° \/ % +28,,0,0y + 28120, As + 2820505 + Z5yA2 + Zaaa>
81147 812014y 813d,1a3 823dod3 T &20d5 T 833035
izz 4u
8lw 2
9‘/—3 972w

seklinde elde edilir Burada u; ve u) esitliklerinde +(—) isareti alindiginda u}
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esitliginde —(+4) isaretinin alinmasi1 gerekmektedir. Boylece (7.18) diferansiyel
denklem sistemi u,(0) = 0, u,(0) = 0, u3(0) = 0 baslangi¢ sart1 ile ¢oziiliir ve
elde edilen u,,u,,u; fonksiyonlar1 hiperyiizey iizerinde yerine yazilirsa, hiperyiizey
tizerinde $(0) = R(u;(0),u,(0),u5(0)) =(1,0,1,0) = P baslangic noktasindan gecen
p egrilik cizgisi
B(s) = R(uy(s), u(s), us(s))

seklinde elde edilir. Eger (7.18) esitliginde isaretler, sirasiyla, —, —, + olarak secilir ve
elde edilen sistem u;(0) = 0, u,(0) = 0, u3(0) = 0 baslangic sart1 ile birlikte MATLAB
R2014a’nin ode45 fonksiyonu yardimiyla ¢oziiliirse bir egrilik cizgisi elde edilir. Bu
egrilik cizgisinin ve hiperyiizeyin parametre yiizeylerinin w = 0 hiperdiizlemi iizerine

paralel izdiisiimii alinarak elde edilen izdiisiimler Sekil 7.1’de gosterilmistir.

e
s

Sekil 7.1 P = (1,0, 1,0) noktasindan gecen egrilik ¢izgisi

Bunun yanisira,

/

_ ]_ u3 / 4u2
u, =

_ U, =-— , U, =
V2w 2 V2w > 92w

sistemi icin u;(0) = 0, u,(0) = 0, u3(0) = 0 baslangi¢ sart1 gbz 6niine alindiginda,

u; =1, u;, = uj = 0, yani 8 egrisinin P noktasindaki birim teget vektorii '(0) =
R, (0) + Ryu(0) + Ryu4 (0) esitliginden

oy ew (o Y2, L
ﬂ(o)‘Rl‘(O’ 73 f)

olarak elde edilir.

Bu boéliimiin bundan sonraki kisminda bu egrinin (0) = (1,0, 1,0) noktasindaki
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Frenet elemanlar ve egrilikleri hesaplanacaktir.

Birinci egrilik

Birinci egriligi bulmak icin elde edilen sonuclar1 (5.9) denklem sisteminde yerine

yazmaliyiz. Ancak burada

(hyy —

Kn812) (h3z —

Kn833) — (hy3 — Kng23)2 = 9

oldugu g6z oniine alinirsa, (5.9) denklem sisteminin doérdiincii ve besinci denklemleri

yerine (4.5) esitliginin ikinci ve {iclincii esitliklerinin tiirevlerinin alinmasiyla elde

edilen esitlikleri kullanmaliy1z. Bu duruma karsilik gelen denklem sistemi

( Zl 1 1811 Z? 1 1g21 213 1 1831 0 O\ ( ulll \ —(Q,, 8" \
812 822 823 -10 Uy — (1, Ry)
&13 823 833 -10 uy =| —(2,Rs)
hip—Kn812 Moy —Kn82p hyz—K,83 0 0 k; (E,R,) P1
\ hi3—K,813 Moz —K,823 haz—K,833 0 0 } \ k; (E,Rs) ] P2 }

seklindedir. Buradaki katsayilar matrisinin birinci denkleminin katsayilari icin

3

Zuzgu =

i=1

/ / /
U 811 t U812 T U813

1 2v2 2, 4,
=— 1— Uy + —u;, + —u;
wv?2 9 9 9
— (5 ) 5 (5)
wv2\ 9 9v2
1 242 2 16
=— 1— [ st = u§+4u§—iu§——u§
wv?2 9 9 9 9 81
__L(l_ﬁu )
w2 9
__2(1)2
w2
3
ZUEgzi = ullglz + u'2g22 + u;,gz?,
i=1
__ ! (_‘-‘u +4u)
w2 I
=0 (7.20)
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ve

3
/ . / /
U;83; = U 813 T U,803 + U833

i=1
__L(ﬂu _iu)
AT 27 gt
=0 (7.21)

T . 3 o T
esitlikleri yazilir. Ayrica Q, = > =1 Ri jugu; oldugu goz oniine alinirsa,

(Q,R;) = <R11 (u’l)2 + 2Ruju, + 2Ry su us, R1>

2u
==, (7.22)
9w
(21, Ry) = (Ryy (1))” + 2Ryt + 2Ry, R, )
7 42
- —— ) 7.23
0w Yw? ( )
(Ql, R3) — <R11 (ull)z + 2R12u/1u/2 + 2R13u;u:/3, R3>
2u,
= 7.24
9w? ( )
seklindedir. k, = i oldugundan s parametresine gére birinci tiirevi x/ = 18;%w3 olur.

Ayrica, birinci ve ikinci temel form katsayilarinin birinci tiirevleri

r 2u3_ 4u2LL3 / _16u2 r —4LL3

1T 90 T 813’ 2T 813w S® 9viw

géz =0, g;:a =0, g;3 =0,

/ —Uj / / / / /
h, = 9v2w hl, =hjs =hy =hy, =h3; =0
oldugundan
p1=—(hy =K} 810 = K81, ) Uy — (o — K}, 820 — K83, ) Uy
- (hlzs — K 83— Knggs) ug

=K, (81218} + 8201ty + K, (87,17
s (5)(30) 5 (30 . s ) ()

4u
= 81633, (7.25)
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P2 = _(h/lg - K;gw - Kngig)

- (hgs — K833~ Kngés) u

/
1
/
3

= i) (g131) + &aauy) + 1, (15u7)
4uy
9

_ U
18+v/2w3

_ U

" 9w3

(

I

4u,

)"

1
+_
9x/§co) 2w

/ / /
- (hzs — K, 823 Kngzs) u,

/

9ﬁw)(

720)

(7.26)

degerleri elde edilir. Bulunan biitiin degerler yeni denklem sisteminde yerine yazilirsa

—wv2 0 0

—4u 4
49 * 9 0
272 0 1

u -2
5 o O
—2u —1
9w2 0 20

o o \[ w )
-1 0 Uy

0 -1 uy =
0 0 ké (E,R,)

0 0 J\ ki(ERs)

veya satirlarin yerleri degistirilirse

wv2 0
2us =2
9w 9w

_2112
9w 0
—hus 4
9w 9
4uy 0

9

denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminin ¢6ziimii

kl
g

kq (E,R3) =

seklindedir.

0
0

=1

2w

0
1

o o \[ w )
0O O uy

0O O uy

1 0 k! (E,R,)

0—1)

Us

17 71803
2

1/ —
2 18w3

u

2u,u
2U3
V2

37 8lws3

ER,) =L + 32

9w
2u,

9w?

B (Il = +/{B”(s), B”(s)) hesaplanmalidir.

u3_

9w? B 81w?2
2u,

9w?

2u,
9w?

2u,

9w?

8u,

us \
9v/2w?

=7

9w

(

\

1

4v2

9v/2¢?
4uy

81w3
us
9w3
=7 _ 42
9w 9w?
—2u3
9w?

9w

B”(s) = Ryuj(s) + Ry (s) + Ryuy (s) +
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(7.27)

)

(7.28)

(7.29)

(7.30)

(7.31)

(7.32)

PB(s) birim hizli egrilik cizgisinin birinci egriligini hesaplamak icin



esitligi kullanilarak elde edilen

(B”(5).B"()) = gn1 (1] ())” + 280, ()5 (5) + 2811, (5D )
+ 822 (u’z’(S))Z + &33 (ug’(S))z + zulll(s) {(Q,Ry)
+2u; (s) {Q4, Ry) +2u5(s) (1, Rs) + (24, Q) (7.33)

esitliginde u}'(s) ve (©;,R;), (i = 1,2, 3) bilindiginden birinci egriligi hesaplayabilmek
icin (Q4, ;) i¢ carpimini bulmaliyiz.

2
Q, =Ry, (1)) + 2R ulul + 2R 3u) U,

esitligi kullanilirsa

<91, Q1> = (u/l)4 (R11:R11> + 4(”;)3 u/2 (R11:R12> + 4(u’1)3 u; <R11:R13>

+4 (uxl)Z (ulz)z <R12)2 (Ry5,Ry,) +8 (Ull )2 ulzu/3 (Ry5,Ry3)
+4 (u/1)2 (ulg)z (Ry3,Ry3) (7.34)

olarak bulunur. Burada

5 22 10, 2,

(Ri1,Ryp) = 5 - Tuz + 8—1112 + §u3 (7.35)
2
(Ri1,Ryp) = —§u3 (7.36)
V2 2
(Ri1,Ry3) = ? + auz (7.37)
2
(Ry2,Rp) = 5 (7.38)
{(Ry2,Ry3) =0 (7.39)
4
(Ri3,Ry3) = 5 (7.40)
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seklindedir. Bu esitlikler (€2, ;) i¢ carpiminda yerlerine yazilirsa,

N4 5 2v2 10 2 2
(Ql,Ql)z(ul) [———u2+—u +9u]+4( ) 2[—§u3]

9 9 81 2
o)y 2 2 4 () 2] 4Gt [ 2]
9 9 9 9
1 5 2 2
~ 180 (E_guﬁ 8? §+u§) 740

elde edilir. Sonug olarak,
2
(B"(s), B"(s)) = (1 _2V2 2y iuz) ()

4 Us u§ 2u,
)
( 9“3) 1803 ( 1807  9w?

49 (4 ) )(2u1u3 2u, )
_u —
9 2 18w3 8lw3 9w?
4 2w, \ (2u2u3 2uy )2
+ = + -2
9 180)3 90)2 8lw3 9w?
) ) 2) (242
183 18w3 9w? 9w 9w?

9 (2u2u3 _ 2uy ) ( 2u, )
8lw? 9w? )\ 9w?
1 (5 v2 29, )

o u+ w4l
18w*\2 9 ' 81

[5u, —45v2] +

_ U
"~ 1458 w* (7.42)

bulunur. Boylece B(0) = (1,0,1,0) noktasindaki birinci egrilik k;(0) = % olarak

hesaplanir.
ikinci egrilik

PB(s) birim hizli egrilik ¢izgisinin ikinci egriligini hesaplamak icin (5.12) — (5.16)
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denklemleri ile elde edilen

/

gllu +g12u +813um (k E,R;)— k kz (D,R;) = (T7R1> —(Q,,Ry)

1

)

812Uy + goolly + gaslly — (k;) E,R,) kgk§ (D,R,) = _k1 (T,R;y) — (2, Ry)
/

g13u "+ g23u "+ g33u - (k ) E,R;) k;k2 (D,R3) = _k% (T,R3) — (2, R3)

(h1z —x,812) u1 + (hyy — K,822) uz + (hys —K,823) U5 = p3
(h13 —x,813) ull// + (hys — K,823) ulzl/ + (h33 — K,833) um

denklem sisteminin (0) = (1,0, 1, 0) noktasindaki katsayilar matrisini hesaplayalim:

s = 0icin u,(0) = 0, u,(0) = 0 ve u;3(0) = 0 olacagindan egrinin birinci ve ikinci temel

form katsayilari

4
gn=1 g3»=0, g3=0, gpn= 5’ 823=0, gu=1,

1
hy; = _E: hyy =hy3 =hyy = hys =h33 =0,
ve (4.11) matrisinin katsayilari
242
hi1—K,811=0, hjy—K,812=0, hy—K,800= T>
/2
hys —K,823 =0, hj3—K,813=0, h33—K,g33= 7 (7.43)
olur.
B"(0)=Q,=Ry; = ( ,0, _31, ) ve N(0) = (%,0, %, O) olup, bunlar E* uzayinda
ﬂ”—(ﬁ”,N)N

egrisi boyunca {T, E, D, N} genisletilmis Darboux cat1 alani i¢in verilen E = TF=(F7 NINT
ve D =N ® T ®E esitliklerinde yerine konulursa

1,0 (o Lo 12
13(0)_(7 \/_0) D(O)—(O,ﬁ,o, ﬁ)

elde edilir. Bu durumda (5.21) katsayilar matrisinin elemanlari,

R, = (O @,O, i), R, = (_@’0’ @’0)’ R, = (0’_i’0’ @)’

V33 3 3 V3 V3
oldugundan,
(E,R;) =0, (D,R;)=0, (T,R;)=1
(E,Ry) =2, (D,R,)=0, (T,Ry)=0 (7.44)
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olarak bulunur.
Q, = Ryp; (u’l)3 = R;;(0) = ( —% ,0 —?) esitligi kullanilirsa, (Q,,R;) = —2,

(Q,,R,) =0ve (Q,,R;) = £ olur. Bu durumda, tiim esitlikler yerlerine yazilirsa
1 0 0 0 o \( « \ [ o)
o 2 0 F o0 uy’ 0
o0 1 0 % uy =] =2 (7.45)
022 0 0 o0 (x!) 0
o0 200 )le ) o

olup, denklem sisteminin bilinmeyenleri

/ 2
u/=0, uy=0, u)=0, (kI)=0, K2=-2

olarak elde edilir. (2.36) esitliginden

ﬂ///(s) ZRu//+BZRl] i //+ Z Rl]ku/ / /

i,j=1 i,j,k=1
olarak yazilabileceginden, s = O i¢in
, 3 2/6 V3
B (0) =Ry1;(0) (ull) =0, = (OJ—T, 0,—?)

bulunur.

E* uzayinda birim hizl 8 : I — E* egrisi icin

M (OEYAOLY KO
2 IB(s) @ pr(s) @ (sl
ile tanimlanan ikinci binormal vektér alanimi (0) = (1,0,1,0) noktasinda
hesaplayalim:
V2 1
p’(0) = ( y—=0,— )
v3 V3
2 -1
"(0)={ —,0,—,0
p'0)=(50.5.0)
p0) = (0-22%.0.-27)
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olup,

e, ey, e3 ey
V2 1
o = 0 = 2
pO)ep Oep O)=|_, ¥ | B |= V2 (-1,0,2,0)
= 0 5 0 27
2/6 V3
0 -2 o ¥
olarak bulunur. Bu durumda
1 2
b = (__7 O) T = 0)
2 5 /5
seklinde elde edilir.
P egrisinin asli normal vektor alani ise n(0) = Hg:%gll = ;—%(2,0, 1,0) olarak ve
egrisinin birinci binormal vektor alan1 da
e, e, ey ey
1 2
— 0 = 0 1 6
O2 7 O1 - V3 3
-2 0 —% 0

olur. Sonug olarak, B(s) birim hizli egrilik ¢izgisinin $(0) = (1,0, 1,0) noktasindaki
ikinci egriligi
(b:(0),87(0)) _ =% _ 1,2

kOZ = 9_
2(0) k,(0) £ 3\5

olarak hesaplanir.
Uciincii egrilik

Benzer sekilde f(s) birim hizli egrilik cizgisinin ti¢lincii egriligini hesaplamak icin
(5.25) —(5.29) denklemleri ile verilen denklem sisteminin katsayilar matrisi (5.12) —

(5.16)'daki ile ayni oldugundan, sadece sabitler matrinin terimlerini bulmak yeterlidir.
Burada,

\4 4 1
Q23 =Ry11:(0) (ul) =Ry111(0) = (6, 0, >’ 0)
olup,
3v2
(Qs: Rl) =0, <93:R2> = _2—7, (QS’RIS) =0

elde edilir. Diger taraftan 3 birim hizl egrilik cizgisinin 3(0) = (1, 0, 1, 0) noktasindaki
birinci egriligi, birinci egriliginin tiirevi, birinci jeodezik egriligi, birinci jeodezik

egriliginin tiirevi, ikinci jeodezik egriligi, normal egriligi ve normal egriligininin tiirevi,
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sirastyla,

V2
, k;:o, kl =—, (kl)/:o, kZI—— Kn:_]" K/ =0
& 6 4 n

olur. Bu durumda, (5.25) —(5.29) denklemleri ile verilen denklem sistemi

(10 0 0 o)\[w)) (o
o 2 o F o u;” 0
00 1 0 2 i =] o
022 0 o o || (k)

2 0 0

\ (k) \3

\ 0 ©

olup, bu sistem c¢oziiliirse

W=o0, =0, u=0, (K)=0 (k) =0

olarak elde edilir.
(2.37) esitliginden,

Bs) = ZRuw b4 S R 43> Ryl

i,j=1 i,j=1

+6 E Rllku:u’ u + E Rllklu;u’u’u;

i,j,k=1 i,j,k,j=1

oldugundan, s = 0 i¢in

/3(4)(0) = R1111(0) (ull)4 = R1111(0) = (g, 0, é, 0)

elde edilir. Sonug olarak, egrilik ¢izgisinin $(0) = (1,0, 1,0) noktasindaki {iciincii
egriligi
(bo(0).80)  —555 2

ko(0) = k1(0)k,(0) :%ﬁ(_%\/g): 5

olarak hesaplanir.

Uyar1 7.1: (7.18)deki diferensiyel denklem sistemininde u}, u, ve uj icin isaret

secimini —, —, + olacak sekilde alalim:

/ 1 / u3 / 4u2

U =—— u = , U= .
! V2w 2 V2w > 942w
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u, ve u; esitliklerini, sirastyla, guz ve u, ile carpar ve taraf tarafa toplanirsa

guzu/2 —+ u3u; = O (746)
elde edilir. (7.46) denkleminde iki tarafin integrali almirsa, 2u2 +u2 = c, ¢ > 0 bir

sabit, bulunur. u;(0) = 0, u,(0) = 0 ve u3(0) = 0 baslangic sart1 ile birlikte ¢ = 0

uy(s) 1
Y
esitliginde u,(s) = 0 yazilirsa w = —% bulunur. Sonug olarak, (7.18) denklem

olacagindan, Vs € I icin u,(s) = 0 ve u5(s) = 0 elde edilir. Bu durumda, w =

sisteminin ilk denkleminden v} = 1 elde edilir. iki tarafin integrali alinir ve u;(0) =0
baslangic sart1 ile yerine konulursa u,(s) = s olur. Boylece, (7.1) parametrik denklemi
ile verilmis hiperytizeyin (0) = R(u;(0),u,(0),u3(0)) = (1,0,1,0) noktasindan
gecen egrilik cizgisi

_ Meos[ Y2 sin[ Y2 L) an( L
ﬂ(s)—R(s,0,0)—(cos(ﬁs),sm(ﬁs),cos(ﬁs),sm(ﬁs)) (7.47)

olarak elde edilir. (7.47)’de bulunan egrinin egrilikleri ve Frenet vektorleri [29] nolu
makalede verilmistir. Elde edilen sonuclar [29]] nolu makalede verilen sonuclarla
karsilastirildiginda sonuglarin birebir uyumlu oldugu, bu da tez calismasinda
sunulan metodun yeterince dogru oldugunu gostermektedir. Sadece ikinci egrilik
hesaplanirken ortaya ¢ikan isaret farkliligi [29]’da bulunan birinci binormal vektoriin

calismamizda bulunan vektor ile zit yonde bulunmasindan kaynaklanmaktadir.

Uyar1 7.2: Ortaya ¢ikan degisimlerle matematiksel yapilarin lokal ve global 6zellikleri

arasinda anlaml iliskiler vardir.
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Bu tezde, 3-boyutlu Oklid uzayinda parametrik bir yiizey iizerinde [8]'de verilen
yontem ve teknikler ile elde edilen egrilik cizgilerinin diferensiyel geometrik
ozellikleri, 4-boyutlu Oklid uzayinda parametrik bir hiperyiizey icin genisletilmistir.
Bu yapilirken, umbilik noktalarda asli dogrultular tanimlanamayacag: icin, elde
edilen egrilik cizgilerinin hiperyiizey tizerindeki umbilik olmayan noktalardan gecmesi
onemlidir. Boylece parametrik denklemiyle verilen bir hiperyiizey tizerinde baslangic
noktasi1 bilinen bir egrilik cizgisinin nasil bulunabilecegine yonelik bir metot
verilmistir Bu metodun uygulanabilmesi i¢in hiperyiizey {izerinde genisletilmis
Darboux catisina ihtiya¢ duyuldugundan, aranilan egrilik cizgisinin bir Frenet egrisi
olma sart1i konmustur. Ayrica egrilik cizgisini elde etmede kullanilan denklem
sisteminin 3 x 3 katsayilar matrisinin rankinin 2 olmasi hali géz oniine alinmistir.
Bunun yamsira, E* Oklid uzayinda ikinci ve {iciincii egrilikleri orani sabit olan
bir Frenet egrisini tlizerinde egrilik cizgisi kabul eden 6zel bir regle hiperyiizey
tanimlanmistir. Tanimlanan bu 06zel hiperyiizeyin singiiler noktalar1 ve acilabilirligi
arastirilmistir. Elde edilen teorik bilgiler yardimiyla, egrilikleri ve Frenet vektorleri
daha onceden bilinen bir egri {izerinde uygulanarak, bulunan metodun yeterliligi

ortaya konmustur.

Bu yapilan calismaya ek olarak, 4-boyutlu Oklid uzayinda egrilik cizgisini elde etmede
kullanilan (4.5) denklem sisteminin 3 x 3 katsayilar matrisinin rankinin 1 olmasi
hali goz oniine alinarak benzer metot arastirilabili. Ayrica, E* uzayinda kapal
denklemiyle verilen bir hiperyiizey veya E* uzayinda bir yiizey iizerinde de egrilik
cizgilerinin nasil bulunabilecegi ve bu egrilerin diferensiyel geometrik 6zellikleri

incelenebilir.
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