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OZET

Biiyiik Olcekli Riccati Denklemleri icin Krylov
Yontemleri

Yaprak DERICIOGLU

Matematik Anabilim Dali

Doktora Tezi

Danigsman: Do¢. Dr. Muhammet KURULAY
Es-Danisman: Prof. Dr. Khalide JBILOU

Bu tezde, biiyiik Olcekli matris diferansiyel denklemlerin Krylov altuzaylarinin
bir dizisine izdisiiriilerek elde edilen disiik rankli problemin BDF(Backward
Differentiation Formula) yontemi kullanilarak c¢éziimiinii iceren yeni bir yaklasim
tanitildi. Bu yaklasim, kismi diferansiyel denklemlerin ve lineer kontroliin sayisal
¢oziimiinde yer alan biiyiik 6lcekli matris diferansiyel Riccati, simetrik ve simetrik
olmayan diferansiyel Stein denklemleri i¢in incelendi ve elde edilen sonuclar
problemlerin diisiik rankli yaklasik ¢6ziimlerini olusturmak icin kullanildi. Bu
denklem tipleri icin, problemin yaklasik ¢6zliimiinii hesaplamadan, yaklasimdaki
hatanin hesaplanabilir oldugu goriildii ve bu hatanin biiylik matrislerin carpimlarini
hesaplama gereksinimi olmadan basit bir ifadesini veren bir teorik sonucu verildi.
Problemlerin yaklasik c¢oztimleri MATLAB programi kullanilarak verildi ve bu

yaklasimin diger yontemlere gore performansi karsilastirmali testlerle dogruland.

Anahtar Kelimeler: Genisletilmis blok Krylov, genisletilmis global Krylov, diistik
rankli yaklasim, matris diferansiyel Riccati denklemi, diferansiyel simetrik Stein

denklemi, simetrik olmayan diferansiyel Stein denklemi
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In this thesis, a new approach that consisting in projecting a large-scale differential
problem onto a sequence of extended block Krylov subspaces and solving the projected
matrix differential equation by a backward differentiation formula is proposed. This
approach is examined for the large-scale matrix differential Riccati, symmetric and
nonsymmetric Stein equations involved in the numerical solution of partial differential
equations and linear control, and the results are used to build a low-rank approximate
solutions of the problem. For these type of equations, it is seen that the error in
the approach can be computable without calculating the approximate solution of the
problem and a theoretical result is given which give a simple expression without the
need to calculate the multiplication of the large matrices. Approximate solutions of the
problems are given by using MATLAB program and the performance of this approach

with regard to other methods is confirmed by comparative tests.
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Giris

1.1 Literatiir Ozeti

Biiyiik Olcekli (large-scale) matris diferansiyel denklemler; kismi diferansiyel
denklemlerin ayristirilmasi, biiyiik matrislerin 6zdeger problemleri, lineer zamanla
degismeyen dinamik sistemler (linear time invariant dynamical system (LTI)) ve biiyiik
Olcekli lineer ve lineer olmayan optimizasyon problemleri gibi pek cok uygulamada
ortaya cikmaktadir [1-4]. Biiyiik olcekli matris diferansiyel denklemlerin niimerik
olarak ¢6ziimii, niimerik analizde ve bircok uygulamada 6nem tasiyan giincel bir
problemdir. Yaygin olarak kullanilan matris diferansiyel denklemlerden bazilari matris
Riccati diferansiyel denklemleri, matris Lyapunov diferansiyel denklemleridir. Matris
Riccati ve Lyapunov diferansiyel denklemleri daha cok lineer kuadratik regiilator
(linear quadratic regulator) ve lineer kuadratik Gauss tasarimi, lineer zamanla degisen
sistemlerin H., kontrolii, optimal filtreleme, diferansiyel oyunlar, lineer zamanla
degisen sistemlerde model indirgeme ve kontrol problemlerinde ortaya cikar [4-7]
ve bu denklemler sirasiyla asagidaki sekilde tanimlidir.

Matris Riccati diferansiyel denklemi (MRDE),

. _ T _ T T
{X(t)—X(t)A+A X()—-X(t)BB"X(t)+C"C, telto,T;] (1.1)

X(to) = Xo,

seklindedir. Burada A € R™", B € R™!, C € R**" ve X(t) € R™™dir.

Matris Lyapunov diferansiyel denklemi,

{X(t):AX(t)+X(t)AT—BBT, ety T;] (1.2)

X(to) = Xo,

seklinde verilir Burada A € R™", B € R™, [,s << n ve X € R™"dir. Ayrik

zaman Lyapunov denklemi, matris simetrik Stein diferansiyel denklemi (MSSDE)



olarak bilinir ve bu denklem

. _ _ T T
{X(t)_X(t) AX(t)A" —BB', teltoT;] (1.3)

X(to) = X,

seklinde verilir.

Simetrik olmayan matris Stein diferansiyel denklemi (NMSDE) ise

{x(r)=X(t)—AX(t)B+EF *teltoT)] (1.4

X(to) = Xo,

seklinde verilir ve X, n x p tipinde verilen bir matris, A ve B matrisleri seyrek ve reel
matrisler olup sirasiyla n x n ve p x p, s << n, p, tipinde kare matrislerdir. E ve F

matrisleri de sirasiyla n x s ve p x s matrislerdir.

Katsayr matrisleri i¢cin eger n > 1000 ise bu durumda denkleme biiyiik 6lcekli

diferansiyel denklem denir.

Katsay1 matrisleri, belirli bir yapiya sahiptir ve genellikle biiyiik Olcekli olup
elemanlarinin cogu sifirdir yani seyrektir. Genel olarak ortaya c¢ikan diferansiyel
denklemlerin niimerik ¢oziimleri kararsizdir ve bu durumu verimli bir sekilde ele alan
yontemler gerektirir. Matris diferansiyel denklemlerin niimerik olarak ¢6ztimii, klasik
yontemler (Jacobi, Gauss-Seidel) ve Krylov altuzay yontemleri gibi iteratif yontemlerle
mimkiind{r.

Bu tezde biiytik 6lcekli simetrik MRDE ve ayrik zaman Lyapunov denklemleri olarak da
bilinen biiyiik 6l¢ekli simetrik Stein (MSSDE) ve simetrik olmayan Stein diferansiyel
denklemleri (NMSDE) ele alinacaktir.

MRDE ile ilgili literattirde 1970’li yillardan itibaren bir¢ok ¢alisma bulunmaktadir ve
bu denklemin ¢6ziimii icin bircok yontem ileri siirtilmiistiir. Bu yontemlerden bazilari
asagida ozetlenmistir.

WM. Wonham 1968’de (1.1) denkleminin ¢oziimiiniin varlik ve teklik teoremini
vermistir [8]. PB. Molinari 1972 yilinda bu ¢ozlimlerin kararliligini arastirmistir
[9]. D.R. Vaughan [10] , E.J. Davison ve M.C. Maki [11] ve C.S. Kenney ve R.B.
Leipnik [12] verilen denklemi birinci mertebeden lineer matris diferansiyel denkleme
dontstiirmiislerdir ve bu yonteme lineerlestirme demislerdir. H. Chandrasekhar ise
1976’da bu denklemi iki ¢ift nonlineer diferansiyel denkleme doniistiirmiis ve bu
yonteme “Chandrasekhar yontemi” demistir [13]. D.W. Rand, P Winternitz [14] ve
M. Sorine [15], bu denklem i¢in superposition yontemlerini ileri stirmiislerdir. J.M.

Sanz-Serna ise 1992’de denklemi, klasik bir 6zdeger yaklasimi ile ¢cozmeye calisarak



Hamiltonian yontemini onermistir [16]. L. Jodar ve E. Ponsoda (1.1) denklemini
¢ozmek icin B-spline matris fonksiyonlarini kullanarak Spline method adini verdigi
bir galisma yapmistir [17]. Ancak bu yontemler biiyiik 6lcekli diferansiyel denklem
tiplerini ¢c6zmede belli bir niimerik adimdan sonra hesaplamadaki karmasiklik
nedeniyle elverigli degildir. (1.1) denklemi icin son yillarda yapilan calismalardan
bazilar1 su sekildedir; S. R. Nekoo ve M.I. Rahaghi [18] Taylor seri agilimina bagh
rekiirsif bir yontem tanimlayarak yaklasik ¢oziimii elde etmeye calismis ve C. H. Guo
ve B. Yu [19] ise (1.1) denklemi icin, denklemin katsay1 matrislerinden olusturdugu
bir M-matrisinin katlama yontemi olarak adlandirilan bir yéntem yardimiyla ¢6ziime
yakinsamasini arastirmisti.  [20]'de (1.1) denklemine trigonometrik bir yaklasim
Onerilmistir. Matris Riccati diferansiyel denklemini ¢6zmek icin son yillarda yapilan

diger calismalardan bazilarini [21-23]'de gérmek miimkiindiir.

Biiyiik 0lcekli matris diferansiyel denklemin kesin ¢6ziimiinii veren bilinen bir yontem
heniiz mevcut olmadigindan niimerik yontemler kullanilmaktadir. Biiyik o6lcekli
MRDE'yi ¢6zmek icin P Benner ve H. Mena, 2004’de Geri fark yontemi (Backward
Differentiation Formula(BDF)) kullanmistir [24]. Denkleme dogrudan uygulanabilen
bu yontem sayesinde MRDE'yi, matris Riccati cebirsel denklemine dontistiirmiis
ve Newton yontemi [3, 4, 25, 26] yardimiyla denklemin bir yaklasik ¢6ziimiinii
elde etmislerdir BDF ve Rosenbrock yontemlerinin iyi kararliik ozellikleri bu
yontemleri diferansiyel Riccati denklemlerini ¢ézmede pratik bir alternatif haline

getirir. Literatiirde bu yontemler integrasyon semalar1 olarak yer almaktadir.

Biiyiik 0Olcekli MRDE denkleminin ¢o6ziimii icin bir baska yaklasim T. Stillfjord
tarafindan 2015 yilinda ileri siiriildii [27]. Bu yaklasima gore Stillfjord denklemi,
Lie ve Strang ayristirma semalar1 yardimiyla afin ve nonlineer olmak tizere iki ayri
denkleme boldii ve bu denklemleri Runge-Kutta ve Gauss yontemleri yardimiyla ¢6zdi
[28, 29].

Krylov altuzay yontemi, ilk olarak Rus matematik¢i Alexei Krylov tarafindan
1931 yilinda yazilan bir makalede ortaya c¢ikmistir ~ Yontem, 19507 yillarda
C. Lanczos [30] ve Arnoldi [31] tarafindan gelistirilmistir. Lanczos yontemi iki
karsilikli ortogonal vektor dizisine dayanir ve 6zdeger problemlerini ¢c6zmeyi amaclar.
Bu baglamda yontemin en belirgin 6zelligi, ortogonal matrisi {iclii kdsegen forma
indirgemesidir. Lanczos daha sonra lineer sistemleri, Ozellikle simetrik olanlar
¢ozmek icin kendi yontemini uyguladi. Hestenes ve Stiefel tarafindan yapilan calisma,
lineer sistemlerin ¢6ziimii icin eslenik gradyan (conjugate gradient) yonteminin klasik
tanimidir [32]. Hata azaltma 6zelliklerine ragmen, eslenik gradyan yontemi iteratif bir
yontem yerine dogrudan bir yontem olarak sunulur. Eslenik gradyan yontemi, Reid

tarafindan seyrek matris sistemlerinde 6nemli bir uygulama olarak ifade edilmistir



[33].

Arnoldi tarafindan yapilan bir ¢alisma, Lanczos’un ortogonallestirme yontemini daha
ayrintili olarak ele alir ve Lanczos, Hestenes/ Stiefel yontemlerinin 6zelliklerini
birlestiren yeni bir yontem ileri siirer [31]. Bu yontem, Lanczos yontemi gibi simetrik
olmayan sistemlere uygulanir. Yontemin ticlii kosegen forma uygulanmasini degil, bir
ist Hessenberg formuna indirgenmesini ifade eder. “Galerkin yonteminde minimize

edilmis iterasyonlar” olarak sunulan bu algoritma, Arnoldi algoritmas: olarak bilinir.

Daha sonraki yillarda, Arnoldi yonteminin bir {ist Hessenberg matrisini kullanan yeni
yontemler gelistirilmistir. Simetrik olmayan sistemler icin bu ortogonal izdiisiim
yontemlerinin genel bir karakterizasyonu Manteuffel ve Saylor [34], Saad ve Schultz
[35] tarafindan verilmistir. Krylov altuzay yontemlerinden iyi bilinenleri; Arnoldi
yontemi, genellestirilmis minimum rezidii yontemi (generalized minimal residual
method), simetrik Lanczos algoritmasi (symmetric Lanczos algorithm), eslenik
gradyan yontemi, blok Krylov (block Krylov), genisletilmis blok Krylov (extended
block Krylov) ve genisletilmis global Krylov (extended global Krylov) yontemleridir.

Tezin kalan boltimleri su sekilde diizenlenmistir. B6liim 2’de kontrol sistemlerin teorisi
ve biiylik olcekli matris diferansiyel denklemlerin ortaya ¢iktig1 model problemlerden
ornekler verilmistir. BOlim 3’de Krylov altuzay yontemlerinden bazilar1 ve BDF
yontemi ayrintili olarak aciklanmistir. Boliim 4’de biiyiik 6lcekli MRDE ve biiytik
Olcekli MSSDE igin yeni bir yaklasimdan bahsedilmis, bu yaklasimin denklemlere
nasil uygulandig1 gosterilmis ve buna baglh bazi teorik sonuclar verilmistir. Bolim
5te NMSDEnin ¢6ziimii icin global Arnoldi algoritmasina bagh bir yaklasimdan
bahsedilmis ve yonteme dair bazi teorik sonuclar verilmistir. Boliim 6’da ise tanitilan
yeni yontemlerin, ele alinan problemlerdeki performansi sayisal 6rnekler iizerinde
incelenmistir. Her bir 6rnek, MATLAB programi kullanilarak ¢6ziilmiis ve elde edilen
sonuglar tablolar ve sekillerle gosterilmistir.

1.2 Tezin Amaci

20. ytizyilda bilim ve miihendisligin gelisimi ve pratigi tizerindeki etki bakimindan,
Krylov alt uzay yontemleri en 6nemli niimerik yontemlerden biri olarak kabul
edilir. Bu yontemler biiyiik 6lcekli problemlerin ¢oziimiinde hesaplama zamani ve
bilgisayar hafizas1 kullanimi bakimindan etkilidir ve yakinsak sonuclar vermektedir.
Bu yontemlerin dogrudan bir integrasyon semasi (BDF) ile kombinasyonuna dayanan
yeni bir yaklasim ile biiyiik 6lgekli MRDE, MSSDE ve NMSDE gibi diferansiyel
matris denklemlerinin ¢oziimiinde etkili ve yakinsak sonug¢ vermesi, bu sayede

yontemin farkli tipteki biiylik matris diferansiyel denklemlerine uygulanabilmesi
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amaclanmaktadir.

1.3 Bulgular

Bu tezde, Krylov altuzay yontemi ve iyi bilinen bir integrasyon semasi olan BDF
yontemi kullanilarak tanimlanan yeni niimerik yaklasgimin biiylik Olcekli matris
diferansiyel denklemlerinin ¢6ziimiinde etkili ve yakinsak sonuclar verecegi ileri
siiriilmektedir. Yontemin, MRDE, MSSDE ve NMSDE denklemlerine uygulama siireci

gosterildi ve yakinsak sonuclar verip vermedigi incelendi.



2

Matris Diferansiyel Denklemlere Giris

Bu boéliimde lineer zamanla degismeyen (LTI) sonlu horizon kontrol sistemleri
teorisinin 6nemli 6zellikleri ve bunlarin sonuclar1 hakkinda kisa bir giris yapacagiz.

Lineer zamanla degisen sistemler icin gerekli temel bilgileri veren genel bir bakis
[36]da bulunabilir.

2.1 Lineer Zamanla Degismeyen Sistemler

Bir lineer zamanla degismeyen (LTI) sistem [37];

{ x(t) =Ax(t)+ Bu(t), (2.1)

y(t) =Cx(t)+ Du(t),

denklemlerinden olusur. Burada A € R, B € R™™, C € RP*" ve D € RP*™
matrislerine sistem matrisleri denir. Ayrica A matrisine durum uzay matrisi, B ve
C matrislerine sirasiyla girdi ve ¢ikti matrisleri ve D matrisine de dogrudan iletim
doniisimi denir. x € R", y € R? ve u € R™ vektorlerine sirasiyla sistemin durumu,
ciktis1 ve kontrolii denir. Ayrica ilk denkleme durum denklemi, ikinci denkleme ¢ikt1

denklemi denir.

LTI sistem (2.1), dogrudan bir uygulamanin modellenmesinden ya da lineer olmayan
bir modelin lineerlestirilmesinden ortaya c¢ikar. Bu sistemi herhangi bir sistemden
ayiran en 6nemli 6zellik cikis sinyalinin giris sinyali cinsinden matematiksel olarak
ifade edilebilir olmasidir. Zaman degismezlik; bir sistemin girisinde t, kadar gecikme
oluyorsa ¢ikisinda da t, gecikme olmasidir. Bir baska deyisle zaman degismezlik;
sisteme x(t) sinyali girildiginde y(t) elde ediliyorsa, x(t — t,) sinyali girildiginde
y(t —t,) elde edilmesidir.

Lineer zamanla degisen bir sistem, sistem matrislerinin zamana bagli olabilecegi bir
sistemdir. Sistem matrisleri x durumuna veya u kontroliine bagliysa sistemin lineer

olmadig1 s6ylenir. Burada LTI sistemine odaklanilacaktir ve uygulamalarin ¢cogunda



D = 0 alinmistir.

Simdi optimal kontroliin varligin1 ve tekligini garanti etmek i¢in ihtiya¢ duyacagimiz
onemli 6zellikler olan sistemin kararliligi, belirlenebilirligi, kontrol edilebilirligi ve
gozlenebilirligi tamtilacaktir [37].

Eger bir matrisin tim 6zdegerleri kompleks diizlemin sol ag¢ik yarisinda(open left
half) bulunuyorsa bu matrise Hurwitz kararlidir denir yani A € A(A) = A € C_, dir..
Genellikle Hurwitz kararl bir matris basitce Hurwitz veya kararh olarak adlandirilir.
Eger A — BF kararli olacak sekilde bir F € R™" matrisi var ise (2.1) sistemine
kararli kilinabilirdir denir. Kisaca (A, B) kararli kilinabilir de denilebilir. YA € C i¢in
rank([A— AI]l,B) = n ise (A, B) matris ¢iftine kontrol edilebilirdir denir.

{ x(t) =ATx(t) + CTu(t), (2.2)

y(t)=BTx(t) +DTu(t),
sistemine (2.1) sistemi i¢in adjoint sistem denir.

Eger adjoint sistem (ya da (A", C") matris cifti) kararl kilinabilir ise (2.1) sistemine
(va da (C,A) matris ciftine) belirlenebilirdir denir. Benzer sekilde eger adjoint sistem
(veya (AT, CT) matris cifti) kontrol edilebilir ise (2.1) sistemine (veya (C,A) matris
ciftine) gozlenebilirdir denir.

Burada tanimlanan kontrol edilebilirligin sonlu boyutlu sistemler ile sinirli olduguna
dikkat edilmelidir. Belirlenebilirlik, kararli kilinabilirlik ve g6zlenebilirlik 6zellikleri

ise sonlu ve sonsuz boyutlu sistemler icin aynidir.

2.2 Sonlu Horizonda Lineer Kuadratik Regiilator Problemi

Lineer kuadratik regiilator (LQR) problem optimal kontrol teoride iyi bilinen bir
modelleme teknigidir. ~ Sistem dinamikleri bir dizi lineer diferansiyel denklem
tarafindan belirlenir ve maliyet fonksiyonu kuadratik bir fonksiyondur. Bir LQR
problemi asagidaki sekilde ifade edilir; [1, 38, 39]

x(t) € R" durum vektorii, u(t) € R? kontrol vektorii, y(t) € R® ¢ikt1 vektorii olmak
tizere her bir x, baslangic durumu icin bir LQR problemi, (2.1) dinamik kisitlamalar:

altinda

Ty
J(xg,u) = inf f (y(O) y(O) +u(t) u(t))de |, (2.3)
0

optimal maliyetinin hesaplanmasina denktir. = Buradan bir minimum mevcut



oldugunda, bu minimum seviyeye ulasan bir (t) optimal kontrol girdisi bulunmalidir.
Yani (2.1) denklem sistemini saglayan bir X optimal durum ve buna karsilik gelen y

ciktist icin
Ty
J(x0,0) = f ()" 9(0) +a(e) " a(r))dt, 2.4
0

dir. (A,B)nin kararli kilinabilir, (C,A)nin belirlenebilir oldugunu kabul ederek
J(x,,u) fonksiyonelini minimize eden optimal (t) girdisi ve a(t) = Kx(t),
K = —BTP(t) olacak sekilde bir K geri bildirim operatériiyle belirlenir ve burada
P(t) e R™™",

P(t)+A" P(t)+P(t)A—P(t)BB" P(t)+C" C =0, P(T;) =0, (2.5)

seklindeki MRDE'nin bir tek c¢oziimidir. ~ Ayrica optimal durum yoriingesi,
£(t) = (A—BBTP(¢)) (t)'yi saglar ve

t
2(t)=e"%, + f e(t_T)ABu(T)dT, (2.6)
0
seklinde ifade edilebilir.

X, baslangi¢c durumunun optimal maliyeti asagidaki kuadratik fonksiyon ile verilir
[40]:
J(xo, 1) = x P(0) x,. (2.7)

Eger X(t) = P(T; —t) ve X, = O denilirse o zaman
P(t) =X(T; —t), (2.8)
olduguna dikkat edilmelidir. Buradan MRDE denkleminin X ¢6ziimii elde edilir ve
J(xp, 1) = ng(Tf)xo, (2.9)
olur.

MRDE’nin varlik ve tekligi izerinde daha kapsamli bir ¢alismaya [1, 38, 40, 41]'de yer

verilmistir.

Teorem 2.1. (A, B)’nin kararli kilinabilir, (C,A)’nin belirlenebilir oldugunu kabul ede-
lim. O zaman (1.1) ile verilen MRDE'nin [0, T, ] iizerinde tek bir pozitif X ¢oziimii vardir



ve her x, baslangi¢c durumu igin J(x,, 1)’nun optimal maliyeti

J(x0,0) = x ) X (Tf)x,, (2.10)
olup buradan optimal kontrol
a(t) =—B"X(T; — t)%(t), (2.11)
ve optimal yoriinge ise
%(t) = (A—BB"X(T; —t))x(t), %(0)= x,, (2.12)

ile belirlenir [40].

Not. Sonsuz horizon durumunda optimal maliyet ,

J (X, Uoo) = J (YO y(@®) +u(®) u(®))dt } = xoX o X, (2.13)
0
ile verilir. X,
ATX o + X A—X . BB'X +C'C=0, (2.14)

cebirsel Riccati denkleminin bir tek kararl ve pozitif ¢6ziimiidiir. Burada optimal geri
bildirim u., = —BTX . %(t) ile verilir [40].

Not. Ayrik durum i¢in LQR sonlu horizon problemi,

{ X1 = Axy + Buyy, (2.15)
Yk = ka)
ayrik dinamik kisitlamalar: altinda
N
J(xg,u) = igf{Z(ykTyk+quuk)}, (2.16)
0

ile tanmimlanir.
Optimal kontrol

u, = —Fu, F, = (R+B"Z,,B) 'B"Z,,,A ile verilir ve Z,,, asagidaki ayrik zaman



matris Riccati cebirsel denkleminin ¢6ziilmesiyle hesaplanir;

Z,=A"7, ,A—A"Z,,BR+B"Z,_,B)"'B"Z A+ C"C. (2.17)

N sonsuza giderken, sonsuz horizon ayrik zaman LQR elde edilir ve bazi varsayimlar

altinda Z, , Z, = lim Z,

k—o00

Zoo=A"Z. A—A"Z B(R+B"Z.B)'B"Z A+C'C, (2.18)

ayrik zaman cebirsel Riccati denkleminin bir tek pozitif tanimli ¢oziimiidiir [40].

Bu calismada, ilgili biiyiik 6l¢cekli MRDE’ye yaklasik ¢oziim saglayan etkili niimerik

yontemlerin gelistirilmesini gerektiren “siirekli” durum dikkate alinacaktir.

Biiyilik Olcekli problemlerin baslica kaynagi kismi diferansiyel denklemlerdir. Matris
diferansiyel denklemler kismi diferansiyel denklemlerin ayristirilmasindan elde edilir.

Simdi bununla ilgili model problem 6rnekleri verilecektir [37].

2.3 Model Problemler

2.3.1 Sonlu Farklar Yontemi: Yari-Ayriklastirilmis Is1 Denklemi

(0,1) x (0,1) birim karedeki sonlu farklar yari-ayriklastirilmis 1s1 denklemi, en temel

modelleme Orneklerinden biridir. Bu modelin avantajlar1 su sekilde siralanabilir;

o Keyfi biiyiikliikteki basit test problemlerinin olusturulmasini saglar.

e Sonlu farklar yontemi ile denklemlerin ayriklastirilmasi kolaydir.

Sonlu farklarin bir baska onemli 6zelligi ise sonlu elemanlar yonteminin aksine
zamana bagli tiirevin katsayisi olarak yogun bir matris {iretmez yani standart durum

uzayi temsilinde biiyiik olgekli seyrek bir matris olusturur.

Bu problemin iki ¢esidi olan difiizyon denklemi ile konveksiyon-reaksiyon denklemleri

sirastyla
X Ax = FIu0), (2.19)
t
ve
dx
E—v.Vx—Ax—qx = f(y)u(t) (2.20)

ile verilir. Modeller, merkezi sonlu fark kullanilarak tiretilir.
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2.3.2 Kimyasal Reaktorler: Akan Reaktifin Sicakligin1 Kontrol Etme

Bu 6rnek, bir tiip icindeki bir akiskan akisinin optimum 1sitilmasinda / sogutulmasinda
ortaya cikan bir sistemdir. Kimyasal reaktorlerde belirli reaktif girislerinin sicaklik

diizenlemesi bunun bir uygulamasi olabilir. Model denklemleri;

%,

a—’;—mxw.w = 0, Q bolgesinde, (2.21)
X = X, [ smirinda, (2.22)
ox
an = o(u—x), Licnix1 YLiicakiiz simrinda,  (2.23)
0
ax - 0, [y, smrinda, (2.24)
an

seklindedir. Burada ), Sekil 2.1 ile verilen dikdortgensel alandir.

370

= TEEEE .
= 3 3 350

340

0 330
320

EEEEE 0

_0.2 - = -+ -» i 300
290

12 -1 08 06 -04 02 0 02 04 06 08 1 12  Mn2s8

Sekil 2.1 Ice akis icin Q alani: dairesel bir tiipte t = 2 icin ice akisin 2-boyutlu dik
kesiti

ice akis I}., s sol kismi ve disa akis T;, sinirin sag kismudi.  Kontrol ise
iist ve alt sinirlar araciligryla uygulanir. Dalgasiz akisin baskin oldugu dairesel simetri
varsayimiyla model 2 boyutlu olarak sinirlanabilir. Dairesel simetri nedeniyle sistemin
ist ve alt sinirlarina uygulanan tek bir girdisi vardir ve ciktilar disa akistaki sicaklik
degerleridir.

Burada bir sonlu eleman ayristirmasi uygulandigindan yari ayriklastirilmis model

Mx = Ax+Bu, (2.25)

seklindedir.
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2.3.3 (Celik Profillerin Secici Sogutulmasi: Bir Demiryolu Haddehanesinde
Sogutma
Bu boliimde bir haddehanede c¢elik profillerin optimum sekilde sogutulmasi problemi

ele alinacaktir. Bu problem [42]'de daha ayrintili bir sekilde tartisilmistir.

2.3.3.1 Model Altyapisi

Bu problem, bir haddehanede {iiretim siirecindeki farkli islemlerin ham maddenin
farkli sicakliklarini gerektirdiginde ortaya cikar. Yiiksek iiretim hizi elde etmek igin
ekonomik ¢ikarlar gézoniinde bulundurularak bir sonraki iiretim asamasina girmeden
once sicaklik miimkiin olan en hizli sekilde istenen seviyeye diistiriilmek istenir.
Ayni zamanda, sogutma akiskanlarinin ylizeye piiskiirtiilmesi ile gerceklestirilen
sogutma islemi, dayaniklilik veya gozeneklilik gibi malzeme o6zelliklerinin belirli
kalite standartlarina ulasmasi i¢in kontrol edilmelidir. Celik profil i¢indeki sicaklik
dagilimlarindaki biiyiik degisimler istenmeyen deformasyonlara, kirilganliga, rijitlik
kaybina ve diger istenmeyen malzeme Ozelliklerine yol acabilir ~ Bu nedenle,

miihendisin hedefi, tercihen esit bir sicaklik dagilimina sahip olmaktir.

2.3.3.2 Model Denklemi

[43, 44]de oldugu gibi, celik profilin z yoniinde sonsuz bir sekilde gerildigi
varsayllmaktadir. Bu varsayimla z yoniinde sabit bir 1s1 dagilimi oldugu da kabul
edilir yani séz konusu modelin sekil 2.2’de goriildiigii gibi Q € R? profilinin dik
kesitleri tizerinde 2 boyutlu bir 1s1 yaymnim siireciyle sinirlandirilabilecegi anlamina
gelir. Bu nedenle, Sekil 2.2’de gosterilen profilin 2 boyutlu kesitleri hesaplama alani
olarak diisiiniilebilir. Kesit geometrisini tanimlamak icin 6l¢iimler [43]’den alinmustir.
Sekil 2.2’de goriilebilecegi gibi etki alani, simetri ekseni iizerinde yapay bir I, sinir

olusturan profilin simetrisinden faydalanir.

[43, 44]de tamitilan durum denkleminin lineerlestirilmis versiyonuna
odaklanilacaktir. Lineerlestirme; p, A ve ¢ malzeme parametreleri kullanilarak
elde edilir Bu islem p, A ve ¢ degisikliklerinin kiiciik oldugu ve malzemede cok
fazla faza ve faz gecisine sahip olunmadig: yaklasik 700-800°C iizerindeki sicaklik
rejimlerinde calisildigi stirece (kullanilan celigin tiiriine bagl olarak) kabul edilebilir.
Q’nin sol kismindaki yapay sinirla birlikte sinir 8 kisma ayrilir (ayrintilar icin bkz.

Sekil 2.2). u kontroliiniin sabit oldugu kabul edilerek t zamaninda £ noktasindaki
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x(&,t) sicakligi icin asagidaki model elde edilir:

cp% — V(AVX(E, 1), 2x(0,T) bdlgesinde, (2.27)

—Aw g:i(t,x,u), i=1,...,7 icin T; siirinda, (2.28)
n

x(£,0) = x0(&), 2 bolgesinde, (2.29)

=

Iyl

1
T

Sekil 2.2 Celik Profillerin Secici Sogutulmasi icin Etki Alani: en aza indirme ve
karsilastirma noktalarina sahip ilk ag (solda) ve sinirin béliinmesi (sagda)

Burada g;, sogutma sivisi ile profil ylizeyi arasindaki sicaklik farkidir. Malzemenin
ylizeyi arasindaki 1s1 transferi yani sinir kosullari, Newton’un sogutma kanununa gore

asagidaki gibi verilir;

ox(&,t) Ki _
_T - 2 (x(i, t) xext,k(t))- (230)

Xyt x(t)nin T lizerinde sabit oldugu varsayilir ve boylece x,,, . (t), &’ye bagh degildir.

Bu model problemde kontrol olarak dis sicaklik alinir.

13



3

Krylov Altuzay ve Geri Fark Formiilii (BDF) Yontemleri

Bu boliimde biiyiik lineer denklem sistemlerini ¢6zmek icin bazi iteratif izdiisim
yontemlerinden [45-49] ve BDF yonteminden [38] bahsedilecektir. lk olarak Krylov
altuzay yontemlerinde kullanilan izdiisiim cesitlerinden bahsedelim.

3.1 Genel izdiisiim Yontemleri

3.1.1 Egik izdiisiimler
Bir P izdiisimii
pP?=p (3.1)

sartini saglayan R”den R™"e taniml bir lineer dontistimdiir. Eger P bir izdiisiim ise
I — P’de bir izdiisiimdiir ve

Ker(P)=Range(I —P), (3.2)

dir. Burada Ker(P) = {x € R"|P(x)=0} ve Range(P) = {y =Px|x € R"}dir.
Vx € R"icin x = Px + (I —P)x ve Ker(P)NRange(P) = {0} oldugundan

R" = Ker(P) ® Range(P), (3.3)

yazilabilir. R" = M & L' olacak sekilde M ve L, R™in altuzaylar1 olsun. M iizerine,
L’ya ortogonal bir izdiisiim asagidaki gibi tanimlanir:
VYx € R"icin y € M ve z € L olmak iizere

X=y+z, (3.4)
dir. M {izerine, L'’e paralel bir P izdiisiimii

Px =y, (35)
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seklindedir.
Egik bir P izdiistimii :

PxeM s
- (3.6)
x—Px1L,
ile verilir. P’ye; M {izerine, L* boyunca bir izdiisiim de denilebilir ve
Range(P)=M ve Ker(P)=1L" (3.7)

olduguna dikkat edilmelidir. P izdiisiimiiniin bir matris temsili asagidaki gibi verilir:

M ve L altuzaylar1 m boyutlu olsun ve {u;,u,,...,u,} ile {w,,w,, ...,w,,} sirasiyla M
ve L’nin tabanlari olsun.

U=[uy,uy,..,u,]ve W =[w;,w,,...,w,,] olmak lizere
Px €M < Px=Uy, y€R", (3.8)
dir. Diger taraftan diklik sart1 (Galerkin ortogonallik sart1)
x—Px1llL < W' (x—Px)=0, (3.9
seklinde ifade edilir.
(3.8) ve (3.9) ifadelerinden P’nin matris gosterimi
p=uwTu)ywr, (3.10)
olarak elde edilir. Eger tabanlar biortonormal ise yani <ui, w;j >2 = §;; ise bu ifade
P=UW", (3.11)
ifadesine indirgenir. Burada dikkat edilmelidir ki P’nin matris gosterimi tek degildir

ve secilen tabana gore degisir.

3.1.2 Ortogonal izdiisiimler

M = L olsun. Bu durumda P ortogonal bir izdiisiimdiir ve

(3.12)

PxeM,
x—Px1M,
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ya da denk olarak
PxeM ve (I—P)x,y)=0, VyeM, (3.13)
dir. P ortogonal izdiisiimiintin matris gosterimi
p=UuUTU)UT, (3.14)
ile verilir. Eger {u,,u,,...,u,,} ortonormal bir taban ise
P=UU", (3.15)

dir.

3.2 Krylov Altuzay Yontemleri

Krylov altuzay yontemleri, lineer ve lineer olmayan denklemlerin biiyiik sistemlerini ve
biiyiik 6zdeger problemlerini ¢6zmekte kullanilan popiiler ve kullanisl yontemlerdir.
Bu yontemler, yogun matris problemlerini ¢6zmek icin kullanilan daha maliyetli
yontemlere verimli ve giivenilir bir alternatif olarak son yillarda giderek daha ¢ok
benimsenmistir. Krylov altuzay yontemleri katsayr matrislerinin ayrisimi yerine
matris-vektér islemleri gerektirdiginden (> 108) bilinmeyenli biiyiik problemler i¢gin
uygundur [45].

Bu teknikler, p bir polinom olmak iizere p(A)v vektorleri tarafindan gerilen
altuzaylarin olusturdugu Krylov altuzayi tizerine hem dik hem de egik izdiisiimlere
baglhidir. Ozetle bu teknikler p bir polinom olmak iizere Ax = b lineer denklem sistemi
icin A" b’ye p(A)b ile yaklagr.

v € R" herhangi bir vektor ve A € R™" olmak tizere (A, V) cifti icin bir m. Krylov
altuzayi
K, (A V) =span{v,Av,...,Am_1v}, (3.16)

ile tamimhidir [45].

Simdi Ax = b lineer denklem sisteminin Krylov altuzaylar kullanilarak yaklasik bir
¢Oziimiiniin nasil elde edildiginden bahsedilecektir.

P4, Anin karakteristik polinomu olsun. Cayley-Hamilton teoremine gore p,(A) = 0
olup
al +a,A+...+a,A"=0, a,#0, (3.17)
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seklinde ifade edilebilir.

Her iki taraf a,” a boliiniirse

a a
I+ 2A+..+ LA 1 =0, (3.18)
Qg Ay

elde edilir. Buradan esitligin her iki tarafi A~! ile carpilirsa

e ST U (3.19)
Qo Qo
=A'=byl +b,A+...+ b, A"}, (3.20)

elde edilir. Burada tam ¢éziim x = A™'b € K, (A, b)dir. Yani tam ¢oziim n. Krylov
altuzayindadir. Bu bize yaklasik ¢oziimlerin Krylov altuzaylarinda aranabilecegini

gosterir [45].

3.2.1 Arnoldi Yontemi

Bu boéliimde V,, = [vy, Vs, ..., v,,] tabaninin se¢imine dair hesaplamay1 kolaylastiracak
bir yontem tanitilacaktir. Bu yontem, {rO,ArO, . U ro} Krylov tabanina
Gram-Schmidt yonteminin uygulanmasiyla elde edilen Arnoldi algoritmas: olup bu
algoritma sonunda K,,(A, r,) Krylov altuzayinin bir ortonormal tabani elde edilir. Bu
yontemle yogun bir matris {initer bir doniisiimle Hessenberg forma indirgenebilir.
Arnoldi, elde edilen Hessenberg matrisin, orjinal matrisin baz1 6zdegerlerine tam
yaklasim saglayabilecegini ifade etmistir. Arnoldi yontemi, Krylov altuzay: iizerine

ortogonal bir izdiisiimdiir =~ Arnoldi algoritmasi asagidaki gibi tanimlanir [45]:
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Algoritma 3.1: Arnoldi

o v, =10/llroll,,

e j=1,2,...,micin,

w = Av;yi hesapla,

e i=1,2,...,jicin,

(a)hi,j = (W, ),

(b)w = W_hi,jvi:

i icin dongtiyl sonlandir,

hj1; = |lwll,. Eger hj,, ; = 0 ise iterasyonu durdur, degilse,

Vit1 = w/h;,, ; hesapla,

j icin dongiiyii sonlandir.

Yontemin her adiminda algoritma bir 6nceki v; Arnoldi vektoriiyle A matrisini ¢arpar
ve standart Gram-Schmidt yontemine gore elde edilen w’leri algoritmadaki tiim v;’ler

icin ortonormallestirir.

Sonucg 3.1. V,, = [v;,V,,...,,,] ve H, = [hij], (m + 1, m) tipinde bir iist Hessenberg
matris ve H,, matrisi, H,’in son satirinin silinmesiyle elde edilen m x m tipinde bir iist

Hessenberg matrisi olsun. Buradan asagidaki Arnoldi bagintilart elde edilir.

e,! =[0,0,...,1] € R™"olmak iizere

H, =V AV,, (3.21)

ve
AVm = Vm+1 Hm = Vm Hm + hm+1,m Vim+1 e;: (322)

dir.

Bu bagintilar Arnoldi algoritmasindan dogrudan elde edilir. Eger A matrisi simetrik

ise 0 zaman H,, list Hessenberg matrisi ticlii kosegen matrise indirgenir.
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3.3 Blok Krylov ve Genisletilmis Krylov Altuzay Yontemleri

Bu boliimde A € R™" nonsingiiler matris, B € R"* ve X € R™, s << n, olmak iizere
AX =B (3.23)

problemi ele alinacaktir.
Bazi1 durumlarda tek bir vektor yerine bir vektor blogu ile ¢alismak istenir. Blok
yontemlerinin amaci (3.23) problemini daha hizli ¢c6zmektir.

3.3.1 Blok Krylov Altuzay Yontemleri

(A,V) matris cifti icin m. blok Krylov altuzayr R™nin bir altuzay1r olup
V,AV,A?V,..., A"V V matrislerinin siitunlariyla iiretilir ve

K,,(A, V) =Range{V,AV,...,A" 'V} CR" (3.24)

ile gosterilir [47]. K, (A, V) blok Krylov altuzay1 s tane basit Krylov altuzayinin
toplamidir:
K, (A V)=K, (A bY)+K (A bP)+..4+K, (A bY). (3.25)

3.3.1.1 Blok Arnoldi Yontemi
Blok Arnoldi, klasik Arnoldi algoritmasinin K,,(A,V) blok Krylov altuzayinin

bir  ortonormal tabaninin elde edilmesini saglayan  genellestirilmis
halidir ve bu yontemin algoritmast Arnoldi algoritmasinin bir blok

versiyonu olan Algoritma 2 olarak asagidaki gibi tamimlanir [47].
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Algoritma 3.2: Blok Arnoldi

e Veriler: A€ R™" matrisi ve V € R" blogu,

V = VPR, (QR ayrisimu) hesapla,

e j=1,2,...,micin,

W = AV hesapla,
e i=1,2,..,jicin,

(@H,,; = (v?)'w,

1

— b
(b)W —_— W - ‘/] Hi,jJ

i icin dongiiyl sonlandir,

W = Q,R; (QR ayrigimi) hesapla,

le_’H =Q;;Hj;1; =R; hesapla,

j i¢in dongiiyii sonlandir.

Blok Arnoldi algoritmasi ile iiretilen Vlb , Vzb yeees Vrs bloklari, st t¢gen Hj,,
Hessenberg matrisleri maksimum rankli olacak sekilde siitunlar1 birbirine
ortonormaldir.

H_, sifirdan farkhh blok girdileri Hi;; 1= 1,2,.,m+1), j = 1,2,..,m olan
(m+1)s x ms iist blok Hessenberg matrisini temsil etsin. .#,,, H,’in son s satirlarinin
silinmesiyle elde edilen ms x ms matrisi olsun. Vib ,i=1,2,...,m blok Arnoldi ile elde
edilmis i. bloklar olmak tizere ¥ rfl’ = Vlb , Vzb, - Vn’j ] olsun. Buradan asagidaki blok
Arnoldi bagintilar elde edilir.

V=V A + VP HpmEL ¥vE=v9P H,, (3.26)
ve
Sy =(VYTAYVE (v v =1, (3.27)

olup burada E,,, ms x ms tipindeki I,,; birim matrisin son s siitunudur.

6, matrisi bir Hessenberg matris degil, bant Hessenberg matristir. Yani bir tane
kosegen yerine s tane altkosegen icerir. Ayrica ¢6ziimiin arandig1 uzayinin boyutunun

m degil ms olduguna dikkat edilmelidir.
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3.3.1.2 Global Arnoldi Yontemi

K¢ (A, V) uzayinin bir F ortonormal {VE,VE, ..., V¢} tabaninin elde edilmesini saglayan
global Arnoldi algoritmasi asagidaki gibidir [49]:

Algoritma 3.3: Global Arnoldi

e Veriler: A€ R™" matrisi ve V € R blogu,

VE# =V/||V||p hesapla,

e j=1,...,micin,

W = AV# hesapla,
e i=1,2,..,jicin,
(a)hi,j = <Vig:W>F,

(bW =W — nghi,j:

i icin dongtiyl sonlandir,

hj+1,j = [[W||r hesapla,

g
Vi

= W /h;,, ; hesapla,

j icin dongiiyii sonlandir.

Global Arnoldi algoritmasi, (., b), (.« = Ig®A, b = vec(B)), matris ¢iftine uygulanan
standart Arnoldi algoritmasidir. s = 1 olmasi durumunda algoritma, Arnoldi
algoritmasina indirgenir. Global Arnoldi algoritmasinin bir j adiminda durmas: i¢in
gerek ve yeter kosul h;, ; = 0 olmasidir. .#,, ;, reel n x s matrislerinin bir uzay1 olmak
lizere global Arnoldi algoritmasinin K¢(A,V) € .#,’in bir F ortonormal tabanini
uretir.

yE = [VEVE,..,VE] ve HE, h; ; girdileri global Arnoldi yontemi ile tanimlanan
(m + 1) x m st Hessenberg matrisi ve HS , m x m matrisi I:If1 ‘nin son satirinin
silinmesiyle elde edilen matrisi temsil etsin. Bu durumda ®-Kronecker carpim olmak

lizere asagidaki ozellikler saglanir [18]:

AYE =VE(HE QL) + Ry VL EL, (3.28)
ve
AVE=vyE (AS®I,), (3.29)
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olup burada E! =[O, ...,0,, I, ]'dir. F ortogonallik 6zelligi
(V3 o v8 = [(Vl-g, ng>F] =1, (3.30)

ile tanimhidir ve burada ¥ nf matrisine F ortonormal denir.

Not. e Blok Arnoldi algoritmasi, K,,(A, V) blok Krylov uzaymnin bir ortonormal
tabanim olustururken global Arnoldi algoritmasi, K& (A,V) € ., /nin bir F

ortonormal tabanini olusturur.

e Global Arnoldi algoritmasindaki H® matrisi, m X m boyutlu iken blok Arnoldi
algoritmasindaki blok Hessenberg matrisi £, , ms x ms boyutlu olmasi global

ve blok Arnoldi algoritmalar1 arasinda biiyiik bir farkliliktir.

3.3.2 Genisletilmis Krylov Altuzay Yontemi

A € R™" nonsingiiler ve V € R™ olmak iizere (A, V) matris cifti icin genisletilmis
Krylov altuzay1 2/ (A, V) € R" su sekilde tanimlanir [50]:

H(A,V)=Range([V,A' VAV, A2V, A*V, .., A" Dy,Am DY) CRY.  (3.31)
H7(A,V) altuzay iki blok Krylov altuzaymin toplami olarak da ifade edilebilir:
HEAV)=K,(AV)+K, A LATY). (3.32)

Genisletilmis Krylov altuzayi, genisletilmis Arnoldi yontemi araciligiyla ilk olarak
V. Druskin ve L. Knizhnerman tarafindan tanitildi [50] ve V. Simoncini bu yontemi

Lyapunov denklemine uyguladi [51].

3.3.2.1 Genisletilmis Blok Arnoldi Yontemi

Biiylik matris denklemlerini ¢c6zmek icin kullanilan Arnoldi ve blok Arnoldi yontemleri
yaklasik ¢oziimii hesaplarken genellikle cok sayida iterasyon gerektirir ve bu durum
tahmini hesaplama zamanini ve bellek gereksinimini 6énemli 6l¢iide arttirir. Blok
Arnoldi algoritmasinin bu dezavantajlarini gidermek icin matris denkleminin kararl
¢ozlimiine diisiik rankli yaklasimlar hesaplamamizi saglayan bir izdiisiim yontemi
tanitildi [50, 51]. Bu yonteme gore baslangic problemi A ve A™! ile olusturulan
genisletilmis Krylov altuzayi tizerine izdiistiriliir ve elde edilen diisiik boyutlu problem

¢oziiliir.

Asagidaki algoritma #‘(A,V) genisletilmis Krylov altuzaymnin bir ortonormal
tabaninin hesaplanmasini saglar. Bu taban hem A hem de A~! matrislerini icerir.
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m tamsayisi hesaplanan tabanin boyutu olmak tizere genisletilmis blok Arnoldi

algoritmasi asagidaki gibi tanimlanir [50].

Algoritma 3.4: Genisletilmis Blok Arnoldi (EBA)

e Veriler: A€ R™" bir matris, V € R bir matris ve m bir tamsayi,

[V,A'V] =V, A, QR ayrisimin hesapla, ¥, =[],

e j=1,2,...,micin,

le; V/nin ilk s siitunu, VJ.2 ; V/nin ikinci s siitunu olmak iizere,
. D 41,
¥ = V1, Vi 1 Via = [AV, A7 VP hesapla,

Vi,y'i elde etmek iginf/j +1'1, ¥;’ye gore ortogonallestir, yani

i=1,2,...,jicin,

(a)Hi,j ~ ViT ‘A/j+1;

A

(BYVj1 = Vjsa = ViHy,

i icin dongliyl sonlandir.

\7j+1 =V,,1Hj;, ;’in QR aynigimim hesapla,

j i¢in dongiiyii sonlandir.

seklinde verilir. Bu algoritma bir Gram-Schmidt yontemini icerdiginden algoritma ile
elde edilen
v =V, V,,..., V. ], (V. € R™%) (3.33)

blok vektorleri birbirine ortogonal siitunlardir. Bu algoritma ile m adim sonrasinda
;. (A, V) Krylov altuzaymin bir ¥, ortonormal tabani ve sifirdan farkli bloklar1 H, ;
olan bir blok tist Hessenberg matrisi 5¢,, matrisi elde edilir. 5, matrisinin herbir H, ;,
(1 <£i <£j < m) altmatrisinin boyutu 2s’dir.

A matrisinin ¢ (A, V) genisletilmis Krylov altuzaymna bir kisitlamas1 J,, € R>™**™
yani J,, = "l/an"f/m olsun. J,, matrisi 2s x 2s bloklu bir {ist blok Hessenberg matrisidir.

Asagidaki ozellikler altuzay kavraminin bir sonucudur:

Sonug 3.2. Her m = 1 igin, X uzayt

A=Ky (A, A™V) (3.39)
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ozelligini saglar. Burada K,,, bir blok Krylov altuzaydir ve

AXCC e

m m+1

(3.35)
dir [50].

Sonug 3.2, j = 1,2,... olmak iizere k > j + 1 i¢in ¥ A¥; = 0 oldugundan J,’in bir
blok iist Hessenberg matrisi oldugunu garantiler .

Sonuc3.3. 7, = v AV, oldugu ve Algoritma 3.4’iin m adim saglandigi kabul edilirse

AV, = Y1 T (3.36)
= YT+ Vs Tns1m EL, (3.37)

yazilabilir. Burada T; ;, Z,, matrisinin 2s x 2s(i, j) blogudur ve E,, = [Ostz(m_l)s, IZS]T

»J?
matrisi ise I,,,, birim matrisinin son 2s siitunudur [50].

Ispat. ¥pi1 = [, Vinsr] oldugundan,

T1 = VAV, (3.38)

[ VIAY, YAV |
= m A (3.39)

| Vm+1An1/m Vm+1AVm+1 A

A VAN
= | . mo (3.40)

| Vm+1An1/m Vm+1AVm+1 A
elde edilir. In+1 bir  blok st Hessenberg matris oldugundan

VI AV, =Ty, ELdir ve
Tn = VI AY, (3.41)
T
1]
Tm+1,mEm

|

di. AXS € X

- m+1

AY,, = VY, L olacak sekilde bir L matrisi vardir. Buradan ¥'  AY¥, = L ve
L = 7, dir. Dolayisiyla A¥,, = ¥,,,,-Ts, dir.

oldugu ve ¥,,.;’in ortogonal oldugu g6z oOniine alindiginda
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3.3.2.2 Genisletilmis Global Arnoldi Yontemi
Genisletilmis global Krylov altuzay:

A8 (A V) =span([V,AV,AV,A2V,.., A" V,A™V]), (3.43)

seklinde tammlamr. 48 (A, V) nin, {W;,W,,...,W,}, W; € R™?" bir F ortonormal
tabanini hesaplayan genisletilmis global Arnoldi algoritmasi asagidaki gibidir [46]:

Algoritma 3.5: Genisletilmis global Arnoldi (EGA)

e Veriler: A€ R™" bir matris, V € R™ bir matris ve m bir tamsayz,

[V,A'V]=W, (2®1,), global QR ayrisimini hesapla, W, =[],
e j=1,2,...,micin,
le; W nin ilk r situnu, sz ; Wynin ikinci r stitunu olmak iizere,

= Wy 4150 = [ AW 4w s,

W'l elde etmek i¢in U matrisini W;’ye gore F ortogonallestir. Yani

i=1,2,...,jicin,

H;;=WoU,

U=U-W,(H,;®I),

i icin dongtiyl sonlandir.

Unun global QR ayrigimini hesapla, yani U = W, 4 (H 41, ®1 ,,) ,

j icin dongiiyii sonlandir.

Global Arnoldi algoritmas: ile m adim sonrasinda .7 (A, V) Krylov altuzaymnin bir #,
ortonormal tabani ve H,,, ;, 2 x 2 {ist iggen matris olmak lizere H, = [Hi’j] bir st
blok 2(m + 1) x 2m Hessenberg matrisi elde edilir.

A matrisinin, % %(A,V) genisletilmis global Krylov altuzayma bir kisitlamasi
TE& € R*™? yani 78 = W o (A#,,) = [T;;] olsun. Burada T,; = V. o (AV)),
(i,j =1,...,m) matrisi 2 x 2 bloklu bir matristir.

»J

Tn= WUTI 1 ¢ (A7) oldugu ve EGAnin m adiminin saglandig1 kabul edilirse

AW, = Wp(T,®I) (3.44)
= W(Tn®L)+ Wyt (TpiimEl ®1,) (3.45)
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yazilabilir. Burada E! = [Oy,o(n_1), [, dir.

3.4 BDF Yontemi

Bu boliimde BDF yontemi icin tiiretilmis sabit ve degisken katsayili formiillerden
bahsedilecektir [38]. BDF yontemleri, iterasyonunun her adiminda ortaya ¢ikan
lineer olmayan cebirsel denklemleri ¢6zmek icin genellikle bir Newton iterasyonuyla
birlikte uygulanir. ¢ (t), {tk, i1y e tk_p} noktalarinda {x; ~ x(t;)}yi interpole eden
p. dereceden bir polinom olsun. Buradan ¢(t), Newton boliinmiis fark formiilii

kullanilarak

-

p j—1

o(t)= Z (t =t )[Xps Xp—15 e Xk—j]: (3.46)

j=0 i

Il
o

seklinde ifade edilebilir. Buradan boliinmiis farklar rekiirsif olarak

[x ] = xy, (3.47)
Xy X 15 eees Xtein ] — [ X0y Xpgerns X
[Xk’xk_1’ .”’xk_i] — [ k k—1 k l+1:| [ k—1 k—2 k l]’ (3,48)
b — Ly

seklinde tanimlanir. BDF yontemleri

¢ () = f (ti, X1, (3.49)

seklindeki bir denklemi ¢6zmek icin tanimlanir. Burada ag araliklarinin esit uzunlukta

olmasina gerek yoktur. ¢ (t)'nin diferansiyellenmesiyle

i1 i
$(t) _Z(Z (t—tr z)) Xiey Xp—15 -0 Xi—j ], (3.50)
0

i=0 l#i,l=

elde edilir ve t, noktasinda ¢ (t)'nin hesaplanmasiyla

j—1

p
Z (tx — L)Xk Xpm1s es Xpj 1 = f (815 X0), (3.51)

j=1 i=1

olarak yazilabilir. Esit ag araliklari icin yani sabit bir h adim sayis1 kullanilarak (3.51)
denklemi V?f ~ hPf®) olmak iizere asagidaki p adim sabit katsayili BDF yéntemini

olusturur;

)4
> %Vixk = hf (t, x0). (3.52)
i=1
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Burada geri farklar rekiirsif olarak

Vox; = x, (3.53)
Vi, = V7% -V, (3.54)
ile tamimlanir. Bu genel bir p adim yontem olarak
P
Z a;Xe_; =hBf(te, x3), (3.55)
i=1

seklinde yazilabilir ve burada a;, 8 yontemin katsayilaridir. Bu katsayilar p = 5 icin

asagidaki tabloda verilmistir. Bu yontem p > 6 icin kararh degildir.

Esit aralikli olmayan aglarda calisirken (3.51) denklemini (3.55)’e benzer sekilde
yeniden yazarak

P
Z @i = by f (1, %1, (3.56)
i=0

degisken katsayili BDF'i tiiretebiliriz. Burada &;, 8 katsayilar1 gecmis p — 1 adima
baghdir. Yani

(3.57)
(3.58)

a; = a;(hg, by, .o hk—p+1):

/3 = /‘;(hk’ hk—l: (X3} hk—p+1):

dir.

Bu tezde sabit katsayili BDF yontemi g6z oniine alinacaktir.

Tablo 3.1 p adim BDF yontemi katsayilari p < 5

p B %o aq A2 A3 Ay

1 1 1

2 2/3 4/3 -1/3

3| 6/11 18/11 -9/11 2/11

4| 12/25 48/25 -36/25 16/25 -3/25
5(60/137 | 300/137 | -300/137 | 200/137 | -75/137 | -12/137
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4

Biiyiik Olcekli Matris Riccati Diferansiyel ve Simetrik
Stein Diferansiyel Denklemleri i¢in Diisitk Rankl1

Yaklasik Coziimler

4.1 Biiyiik Olcekli Matris Riccati Diferansiyel Denklemleri
Bu boliimde biiyiik 6lcekli MRDE ele alinacaktir. Bu denklemler genellikle BDF

veya Rosenbrock gibi herbir zaman araliginda biiytik 6lcekli matris Riccati cebirsel
denklemlerinin ¢ozlimiinii gerektiren yontemlerle ¢oziiliit. Bu yontemlere alternatif
olarak integrasyondan Once problemin boyutunu indirgemeye dayanan yeni bir
yaklasim tanitilacak, problemin boyutunun indirgemesinin ardindan elde edilen
matris diferansiyel problemi BDF ile ¢oziilecek ve orjinal problem icin yaklasik bir

¢Oziim bulunacaktir. Bu yonteme dayanan bazi teorik sonuclar verilecektir.

[0, Tf] zaman araliginda taniml bir siirekli zaman MRDE;

{X(t)=X(t)A+A XO=XOBEXO+CC cror] @

X(to) = Xo,

dir. Burada X, , n x n tipinde verilen bir matris, A € R™" matrisi biiyiik boyutlu,
seyrek ve nonsingiiler bir matris, B € R™* ve C € R**™dir. B ve C matrislerinin
full rankli ve s << n ozelligini sagladig1 kabul edilir Bu denklemler kontrol
teoride, model indirgeme problemlerinde, diferansiyel denklemlerde ve robust kontrol
problemlerinde [1, 3, 4] 6nemli rol oynar. MRDE'ler ayrica dalga yayilimi ve oyun
teorisinde de yer almaktadir [1, 52]. Son yillarda biiyiik 6l¢ekli matris Riccati cebirsel
denklemlerinin yaklasik ¢oziimiinti hesaplamak icin bircok niimerik yontem ortaya
atildi [41, 47, 48, 51, 53].

Genellikle A, B ve C matrisleri sonsuz boyutlu altuzaylar iizerinde tanimh
operatorlerin ayristirilmasiyla elde edilir. Ayristirma sonucu elde edilen A matrisinin

elemanlarinin cogu sifirdir dolayisiyla A seyrektir. A matrisinin elemanlar1 kdsegene
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paralel belirli bir sirada yer aldigindan dolay1 A matrisi bant matristir ve boyutu ¢ok
biiyiiktiir [24, 38].

Bu boéliimde baslangi¢ Riccati diferansiyel denkleminin genisletilmis blok Krylov
altuzayma izdisiiriilmesi ve elde edilen diisik boyutlu diferansiyel matris
denkleminin ¢oziilerek baslangic matris denklemine yaklasik ¢ozlimler elde edilmesi

amaclanmaktadir.

(4.1) denkleminin ¢6zlimiiniin bir ifadesi A, B ve C katsay1 matrisleri {izerinde bazi
varsayimlar altinda mevcuttur. (4.1)’in ¢6ziimii ile ilgili temel teorem asagidaki gibi

verilir;

Teorem 4.1. (A, B) matris ¢ifti kararli kilinabilir, (C,A) matris ¢ifti gozlemlenebilir ve
X(0) > 0 olsun. Bu durumda (4.1) denkleminin bir tek X ¢oziimii vardir ve

X(t) =X +eA [ehZeA +(X,—X) 1 —Z] e, (4.2)
seklinde olup burada X ,

ATX +XA—XBB™X +C"C =0,

- . (4.3)
A=A-BB'X,
Riccati cebirsel denkleminin ¢coziimiidiir ve Z ise
AZ +ZA—BB" =0, (4.4)

Lyapunov denkleminin pogzitif tanimlt ¢oziimiidiir [54 ].

(4.2) denklemi ile verilen ¢6ziim, ¢esitli matris carpimlarini ve bir matrisin tersinin
eksponansiyelinin hesaplanmasin1 gerektirdiginden biiyiik Olcekli problemler icin

uygun degildir.
Bu boliimde su notasyonlar kullanilacaktir ;

2-norm ve F normu sirasiyla ||.|| ve ||.|[z ve I, , O,,; matrisleri sirasiyla r x r tipinde

birim matris ile r x [ tipinde sifir matrisini temsil eder.

4.1.1 Matris Riccati Diferansiyel Denklemi C6ziimii icin BDF Yontemi

Bu bolimde MRDE'leri ¢c6zmek icin yaygin olarak kullanilan BDF yonteminden
bahsedilecektir. Literatiirde integrasyon yontemleri(BDE Rosenbrock) dogrudan (4.1)
denklemine uygulanabilirdir [24, 55]. Her bir t, zamaninda X, (4.1) denkleminin
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¢ozlimii olmak iizere X(t,)min X, yaklasimi bir Riccati cebirsel denkleminin
cozlimiiyle elde edilir [4, 24]. (4.1) denklemine p adim BDF yontemi uygulansin.
BDF’in her bir adiminda X (¢t,,,)'in X, yaklasimi

p—1

X1 = Z ;X +hBF (Xi11), (4.5)

i=0

ile verilir ve burada h = t,,; — t, adim boyu, & (X) fonksiyonu;

FZ(X)=A"X +XA—-XBB'X +C'cC, (4.6)

seklinde verilir ve a;, 8 katsayilar1 p adim BDF katsayilar1 olup bu katsayilar Tablo
3.1’de gosterildigi gibidir.

X,.+1 vaklasimi asagidaki matris denkleminin ¢6ziimiidiir;

p—1
—X, 1 +hB(CTC+A" X, + X 1A — X BB X1 + Z a;X;_; =0, 4.7)
i=0

Bu denklem siirekli zaman Riccati cebirsel denklemi formunda yazilabilir;

VQfTXkH + X1 A =Xy B ‘%TXkH + (ng+1

(€k+1 == O (48)

Her bir zaman araliginda X;, Z, € R™™, m; << n olmak tizere X; ~ Z, Z; disiik

rankli carpimi olacak sekilde yazilabilir [23] ve (4.8) denkleminin katsayilar matrisi

1
o =hPpA— EI, B = hPB Ve G1=[VhBC,/AoZ, s /Ay 1Z 5,105 (4.9)
dir.

(4.8) ile verilen Riccati denklemleri, problemin diisiik boyutlu oldugu durumlarda
Schur ayristirmasina dayanan dogrudan yontemlerle ya da genellestirilmis
Hamiltonian 6zdegerlerine [4, 56, 57] bagh yontemlerle ¢oziilebilir ancak problem
biiyiik Olcekli oldugunda bu yontemlerle yaklasim hesaplama zamani ve bellek
kullanim1 acisindan zorlu olur. Bu durumda Krylov altuzay yontemleri ve Newton
yontemleri [3, 41, 57-59] gibi iteratif yontemler veya ADI-tip yontemler [39, 47, 53,

60, 61] problemin ¢éziimiinde alternatif birer secim olabilir.
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4.1.1.1 BDF+Newton+EBA Yontemi

Bir onceki kisimda verildigi gibi her bir t, zamaninda X (¢,,,)'in X,_, yaklasim1 (4.8)
ile verilen biiyiik Olcekli Riccati cebirsel denklemini ¢6zerek hesaplanabilir. (4.8)

denklemi lineer olmayan bir denklem olarak

Fi(X41) =0, (4.10)

seklinde ifade edilir. Burada F,

FiXis1) = & Xje1 + X1 I — X1 BB Xis1 + 6,1 Grins (4.11)
ile taniml1 matris degerli bir fonksiyon olup,
1
X, =77, o =hpBA—=I, % =+/hBB,
B 2 (4.12)

ve G =[VhBC, \/aoZ, ..., \Ja, 1 2, i Y

dir. (4.10) ile verilen simetrik Riccati denkleminin diisiik boyutlu olmasi durumunda
bu denklem Bartels-Stewart gibi dogrudan bir algoritmayla c¢oOziilebilir.  Biiyiik
Olcekli problemler icin ortak bir yaklasim; Newton algoritmasinin her bir ic
iterasyonunda ortaya cikan biiyiik 6l¢ekli Lyapunov denkleminin ntimerik ¢6ziimii i¢in
Newton-Kleinman yontemi ile iteratif bir yontemin kombinasyonunun uygulanmasi

veya blok Krylov izdiisiim yonteminin (4.10)’a dogrudan uygulanmasina baglidir.

X,.41'e bir yaklasim dizisi asagidaki gibi tanimlansin:

0
° Xk+1 =X
. (Xk+1)p€N dizisi;

xPth = xP

k+1 k+1 DFXP (F(Xkﬂ)), 4.13)

esitligini saglasin. Burada DF ifadesi F'nin X ,’de Fréchet tiirevi olup

DFyr (H)= (o — R RB'X,, V' H+H(o — BRB'X,., ), (4.14)
ile verilir. Ardisik hesaplamalarla XfL 'in asagidaki Lyapunov denkleminin ¢6ziimii

oldugu goriiliir;

(o —BRB' X, )X +X(oA —BB'X, BRB'X,, +EC,

ko) T X

%1 = 0. (4.15)

k+1
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Crsilerin icerdigi tim X, _/lere X,_; ~ Z,_;Z,_;" diisiik rankh faktorlerin ¢arpimi
seklinde yaklasim yapilabilir ve buradan (4.15) denklemine EBA yontemi [51, 60]
uygulanarak niimerik olarak ¢oziiliir. [24]'de bahsedildigi gibi karmasik aritmetikten
kacinmak icin (4.15) denkleminin sabit terimi, pozitif a,’leri negatiflerinden ayirarak
iki terim haline boéliinebilir. Bu durum, Newton iterasyonunun her bir adiminda
¢oziilmesi gereken [L;] ve [L,] seklinde bir c¢ift Lyapunov denklemini olusturur.

Buradan (4.15) denkleminin X lfill ¢oziimi [L, ] ve [L,] nin ¢oziimlerinden elde edilir.

Niimerik ¢6ztimlerde bu yaklasimdan BDF+Newton+EBA olarak s6z edilmistir.

4.1.2 Diisiik Rankli Matris Riccati Diferansiyel Denklemi’nin Izdiisiimii ve
Coziimii

(4.1) denklemine dogrudan integrasyon semasi uygulamak yerine 6ncelikle izdiistirme

ile problemin boyutu indirgenecektir. A matrisinin singiiler olmadig1 kabul edilerek

(AT, CT) matris ciftine EBA uygulayandiginda ¥, 7 ,, elde edilir. (4.1) denkleminin

VIR, ()Y, =0, (4.16)
Galerkin ortogonallik sartin1 saglayan bir yaklasik ¢oziimii X,,(t) olsun ve bu ¢6ziim
Xn() =V, Yo (), (4.17)

olarak verilsin. R,,(t) =X, (t)—AT' X, (t)—X,(t)A+ X, (t)BBT X, (t)—CT C , X,,(t)
ile ilgili rezidiidiir. Buradan (4.16) ve (4.17) denklemlerinden

Y, ()= T, Y (0) - Y, () T +Y,(6)B, B! Y, (t)-CL C,, =0, (4.18)

diisiik rankli MRDE elde edilir ve B, = ¥'B, C! = ¥ C = A, seklinde olup
€ = [IS,OSX(Zm_l)S]T matrisi I, birim matrisinin ilk s siitunudur. A;; matrisi QR

ayrisimi yardimiyla

Ay A
[cT,ATCTl=V,A, A=| ~°F 2, (4.19)
0 AZ,Z

seklinde elde edilir.

(4.18) diisiik boyutlu diferansiyel denklemini ¢6zmek icin BDF(p) yoOntemi
uygulandiginda her bir zaman adiminda ¢o6ziilmesi gereken diisiik boyutlu siirekli
zaman Riccati cebirsel denklemi ortaya ¢ikar. Bu denklemin bir tek simetrik, yari

pozitif tanimli, kararli bir Y,, ¢6ziimii oldugu kabul edilerek denklem dogrudan bir
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yontem(Schur yontemi) uygulayarak ¢oziilebilir. m arttik¢a X, ve R,,’'in hesaplanmasi
zor oldugundan A matrisini iceren fazladan matris ¢arpimlarini hesaplamadan EBA
iterasyonlar1 durdurulabilir. Bunun icin € secilmis bir durdurma sinir1 olmak iizere
IR, |l < € testi kullanilabilir. Asagidaki sonug X,, yaklasik ¢6ziimiinii hesaplamadan

R,, rezidii normunu hesaplar.

Bu boliimde bahsedilen yontem EBA-BDF(p) olarak adlandirilir.

Teorem 4.2. X, (t) = “VmYm(t)"VT:, EBA-BDF(p) yénteminin m.adiminda elde edilen
yaklasik ¢oziimii ve Y,,(t), (4.18) ile verilen diisiik boyutlu MRDE'nin ¢oziimii olsun. Bu

durumda R,,(t) rezidiisii asagidaki esitligi saglar;
IR (O = || T Vo)) - (4.20)

Burada Y, (t), 2s x 2ms tipinde bir matris olup Y, ’in son s saturidur.

Ispat. (4.17) ve (4.18) ile verilen denklemler kullanilarak

R, (t) =X, (O)-A" 4, Y, () V) =4, Y, () V] A+, Y, () ¥ BB" 4, Y, (t) ¥ —C" C,
4.21)
elde edilir. Vl(l) matrisi V;’in ilk s stitununun olusturdugu matris olmak iizere (4.19)

ile tammli A, ; matrisi ve (4.17) kullanilarak

Rm(t) = nj/m Ym(t) /‘Vr: _(dym gm + Vm+1 Tm+1,m Eg,;) Ym(t)nj/nj; _/Vm Ym(t) (9,73 Al/nf
FEp Tt m V1) Y V() B BL Yo () Y = VEOA, AT Vi,

m fm+1,m VYm+1 m~m-m

= Tm+1 jm(t)/yni_l: (422)
seklinde yazilabilir. Burada

(Ym(t) _gm Ym(t) - Ym(t)gnf

()= | +Y,()B, Bl V() =& Ay A 6] Yo (DE,Tr ) |, (4.23)
T
Tm+1,mEmYm(t) 0

dir.
C, =&\ ve Y, (t), (4.18) ile verilen indirgenmis MRDE'nin ¢6ziimii oldugundan

0 Ym(t)Em Tm+1,m ,,VT
T, ETY (t) 0 ml

m+lm*~m *m

Rp(t) =V (4.24)
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dir. ¥, (t) = Erfl Y, (t) matrisi Y,,(t)'in son 2s satir1 olmak {izere

T ET Ym(t)“ =

m+1l,m "m

IR (0]l = T Y (O] (4.25)

dir. [ |

Teorem 4.3, herbir iterasyonda X, (t) yaklasik ¢c6ziimiinii hesaplamadan, yakinsaklik

saglandiginda iterasyonu durdurmamizi sagladigindan dolay1 pratikte 6nemlidir.

Asagidaki algoritma ile yontem 6zetlenebilir:

Algoritma 4.1: MRDE icin EBA-BDF(p) Yontemi

e Veriler: A€ R™", B € R™, C € R**" katsay1 matrisleri, X(0) =0, tol >0
tolerans degeri, m,,,, bir tamsay1 ve bir h adim boyu nbstep = T; /h,

® Xi,...,X, ; degerlerini X; ~ Z ijT (*) seklinde diisiik rankli carpimlar olarak
hesapla,

e m=1,..., Myax igin, %:I(A, CT) ES Range[CT’A_lc, __.’A—(m—l)cT’Am—lcT]
altuzayinin bir
v, =[V,..., V,,] tabanini hesapla,

e B,=v,"B, C=v,"C" ve Z,=¥!AY, olsun,

e YV.() =7, Y, () +Y, ()7 —Y,(t)B, Bl Y, (t) + CT C,, izdiisiiriilmiig
MRDE’ye BDF(p) yontemini uygula,

e Y, (T;) hesaplandiginda eger ||Rm(Tf)|| —

zaman m,,,, = m’di,

T ET lAfm(Tf)H < tol ise o

m+1l,m "m

e m icin dongiiyii sonlandir,

o X, (T;)~ Z,(T;) Z! (T;) hesapla, (X,,(T;) = ¥, ¥,,(T;) ¥,F (**) carpimim
hesaplamadan).

Bu algoritma ile ilgili baz1 6nemli noktalara deginilirse;

(*) BDF(p) integrasyon semasini baglatmak icin X1, ..., X,_;, p — 1 yaklasimlan disiik
dereceli integrasyon semalariyla hesaplanabiir. Bu testte p = 2 secildi ve X; ~ Z,Z]
diisiik ranklh faktorlerin carpimi olarak BDF(1) ile hesaplandi.

(**) BDF(p) yonteminin uygulanmasinda sabit terim olan C; herbir t;, zamaninda
yeniden hesaplanit. X, ~ Z,Z] yaklasiminin icerdigi ./a,Z; diisiik rankli ¢arpani

her bir t; zaman adiminda yeniden hesaplanir. Dolayisiyla C; terimi her bir zaman
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adiminda yeniden hesaplanir. Yaklasik ¢o6ztim, diisiitk boyutlu matrisin kesikli deger
ayrigimu (truncated singular value) kullanilarak elde edildiginden X, (t) = % Y, (t) %
hesaplamasina gerek yoktur. Y, (t) = UX(t)U" tekil deger ayrisiminda ¥ matrisi,
Y, (t)nin tekil degerlerinden olusan bir kdsegen matrisidir. U; matrisi U matrisinin
ilk [ siitunundan olusan 2k x [ matrisi olsun. Y, (t)'nin kesikli tekil deger ayrisimi
>, = diaglo,,0,,...,0;] olmak iizere Y, (t) ~ U, 2x(t) UIT olarak yazilr.
Z(t)= "VkUlZI(t)ll/z denirse

Xe() ~ Z(6) Z ()T, (4.26)

yazilir.
Asagidaki sonug X,,(t) yaklasiminin pertorb edilmis MRDE'nin tam ¢6ziimii oldugunu

gosterir.

Teorem 4.3. X,,(t), (4.17) denklemi ile verilen bir yaklasik ¢oziim olsun. Bu durumda
Xp()=(A—F ) X, (0)+X,(t)(A—F _)—X,(t)BB" X, (t)+C"C, (4.27)

elde edilir ve burada F,, =V, T, vI dir.

m+1m Y m+1

Ispat. X,,(t)=V,, Y, (t)V olsun. (4.18) ile verilen denklem soldan V,, sagdan V! ile
carpilir ve (3.36) kullanilirsa

Xm(t) = [AT /‘Vm - Vm+1 Tm+1,m E,,];] Ym(t) nj/,}; + /‘Vm Ym(t) [AT nf/m - Vm+1 Tm+1,m Ei r
—, Y ()¥ BB" ¥, Y, () ¥ +C"C, (4.28)

elde edilir. Buradan F,, = V,, T

m “m+1,m

V!  ve¥,E, =V, oldugu kabul edilirse (4.3) ile

verilen denklem elde edilir. [ |

Teorem 4.4. X(t), (4.1) denkleminin tam ¢oziimii ve X,,(t), m. adimda elde edilen
yaklasik ¢oziim olsun. R, (t) =X, (t)—AT X, (t)—X,.()A+ X, (t)BBTX, (t)—C'C
rezidii olmak tizere E, (t) = X (t) — X,,(t) hatast asagidaki denklemi saglar:

E (t)=A"—X(t)BBNE (t)+E, (t)(A—BB"X(t))+E_(t)BBTE, (t)+R,(t).
(4.29)

Ispat. (4.1) probleminden rezidii denkleminin ¢ikarilmasiyla;

X()—R, () = X()A+ATX(t)—X(t)BBTX(t)+CTC—X, (t)+ATX, (t)
+X,(t)A—X,(t)BB" X, (t)+C'C, (4.30)
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denklemi elde edilir. Buradan

X(t)—X,(t) = X()A+ATX(t)—X(t)BB"X(t)+CTC+R,,(t)—AT X, (t)
—X,(t)A+X,(t)BB"X,(t)—C"C, (4.31)

yazilabilir. (4.31) denkleminin diizenlenmesiyle

X(t)=X,(t) = X(6) =X (NA—=BB"X(t)]+[A" —X(t) BB"J(X(t) —X,(t))
X () =X, ())BB" (X(t)—X,,(£)) + R, (1), (4.32)

elde edilir. (4.32) denkleminde X(t)—X,,(t) = E,,(t) yazilirsa (4.29) denklemi elde
edilir. [ |

4.1.3 Izdiisiiriilmiis Lineer Kuadratik Regiilatér Problemi

Bu boliimde (2.3) ile verilen denklemin EBA yontemiyle yaklasik bir maliyeti
hesaplanacaktir.

EBA algoritmasinin m. adiminda (2.3) orjinal dinamik sisteminin %;(AT, ch)
genisletilmis blok Krylov altuzayi {izerine izd{isiim yapilarak elde edilen diisiik boyutlu
dinamik sistem asagidaki gibi olsun:

%,.(8)=T,%,.(t)+ B, i, (t), -
{ Fm(t) = C . %, (2), » Xm(0) = Xm0, (4.33)

(¢ )

Burada B, = ¥!B, CI = ¥I'C = & Ay, ve %,(0) = ¥!x, dir. Burada
X, (t)=,,x,,(t), x(t) durumuna bir yaklasimdir.

Sonug 4.1. EBA algoritmasinin m. adiminda elde edilen (7,,, B

r—m

)’ in kararli kilinabilir
ve (C,,, Z,,)'in kontrol edilebilir oldugu kabul edilsin. Diisiik boyutlu sonlu LQR problemi

Ty
I (X 05 U ) = J (T Fu() + (D) L ())dE, (4.34)
0

(4.33) dinamik kisitlamalart altinda minimize edilmesi olarak ifade edilir. Bu durumda

(4.34) maliyet fonksiyonunu minimize eden bir tek i, ,, optimal geri bildirimi;
Ly () = =By, ¥ (£) 2 (2), (4.35)

ile verilir ve burada Y, (t) = Y, (T; — t)dir ve Y,, (4.18) denkleminin kararli bir tek
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coztlimiidiir.

Ispat. Y,,(t)in (4.18) ile verilen izdiisiiriilmiis Riccati denkleminden elde edilmesi ve
ayni genisletilmis Krylov altuzayi tizerine (2.15)denkleminin izdiisiiriilmesinden elde

edilen (4.33) dinamik sistemi g6z ontine alinarak yapilabilir. |

Optimal izdiistiriilmiis kontrol,

t
Xn(t) = "%, 0+ J enp fi, .(7)dT, (4.36)

0

ile ifade edilebilen X,(t) = (A— BB” Y, (t))%,(t)yi saglar ve optimal maliyet x,

baslangic durumunun asagidaki kuadratik fonksiyonuyla verilir:

Xn(t) = V, Y, (t)V], (4.1) denkleminden elde edilen yaklasik ¢6ziim olmak iizere
X,(t) =P, (T; —t) oldugundan

Jm(xm,Oﬂ ﬂm) = x,z;’o ?m(o) Xm,O = Xp /ym ?m(o) /1/,,7; Xo, (437)
= Xy Pm(o) Xo = ngm(Tf)XO:

ile verilir. Bu da indirgenmis maliyetin, minimal maliyetin bir yaklasimi oldugunu

acikca gosterir.

X, (t) = ¥, X,,(t) orjinal durum vektorii x(t)’ye bir yaklasimdir. Bununla ilgili geri
bildirim kurali u,,(t) = —BT P, (t) x,,(t) ile belirlenir ve P, (t), (2.5) matris Riccati
diferansiyel denkleminin bir yaklasik ¢6ztimiidiir. Buradan

Ty

:
J(xgoty) = inf{ | (3nu(6) CTCxp(t) +un(t) un(t))dt ¢,
J

0
Ty
r

(4.38)

= inf{ | (Zu(O) ¥ICTCHxn(t) + %0(t) ¥ P () BBT P (£) ¥ %m(t)) dt ¢,

dir.
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P.()=v, 7Y, (t) ”an oldugu kullanilarak ve i, ,,(t) = —B,, Y (t)%,,(t) olmak iizere
Ty

J(xo,u,) = inf J(?m(t)Tf/m(t)+am(t)Tam(t))dt (4.39)
0
= Jm(xm,O: a*,m:

yazilir.

Sonug 4.2. (A, B) kararli kilinabilir olsun. X(t), (4.1) denklemini saglayan simetrik,

pogitif matrislerin bir kiimesi olsun. Her x, baslangi¢c durumu igin
x5 X(£)xg < M||xoll*, Vt=0 (4.40)

olacak sekilde bir M skaleri vardir ve her t icin ||X(t)|| < M’dir.

Dolaystyla t — o0 icin, asagidaki Riccati cebirsel denklemini saglayan bir X o, ¢Ozilimiine

t—o0

yakinsar [ X, =1limX (t)) ve X oo bu denklemin tek pozitif ve kararli ¢oziimiidiir.

ATX o +XooA—XooBB" X +CTC=0. (4.41)

4.2 Biiyiik Olcekli Matris Simetrik Stein Diferansiyel Denklemleri

Bu boliimde biiyiikk 6lcekli MSSDE ele alinacaktir.  Baslangic deger problemi,
genisletilmis blok Krylov altuzaymna izdiisiiriilerek diisitk boyutlu MSSDE elde edilir.
izdiisiimle elde edilen diisiik boyutlu matris problemi BDF yontemi kullanilarak

¢oziilecek ve orijinal problem i¢in yaklasik bir ¢c6ziim bulunacaktir.

[0, T; ] zaman arahginda tanimh bir simetrik Stein diferansiyel denklemi

. _ _ T T
{X(t)_X(t) AX(t)AT +BB e[0T, (4.42)

X(to) =X,

ile verilir ve X, n x n tipinde bir matris, A € R™" matrisi biiylik boyutlu, seyrek,
singliler olmayan ve B € R™*, s << n , full rankli bir matristir.

(4.42) matris denklemi ayrica ayrik zaman Lyapunov denklemi olarak da bilinir.
MSSDE lineer kontrolde ve ayrik zaman biiyiik Olcekli dinamik sistemler icin
filtreleme teorisinde 6nemli rol oynar [39, 62]. Son zamanlarda biiyiik Olcekli

diferansiyel matris denklemleri biiylik dikkat ¢cekmis ve ¢oziimleri i¢in bazi niimerik

38



yontemler(izdiisim yontemleri [63], ayristirma semalar1 [27]) ileri siiriilmiistiir.
(4.42) denklemindeki matrisler eger diisiik boyutlu iseler Bartels-Stewart ya da
Hessenberg-Schur yontemleri kullanilarak denklem ¢6ziilebilir. A ve B matrisleri kismi
diferansiyel denklemler tarafindan modellenen kontrol problemlerinden elde edilen
biiyiik sistemin katsay1r matrisleridir.

(4.42) problemi,

43
x(0) = vec(X,), (4.43)

{ x(t) = o x(t) + b(1),
lineer adi diferansiyel denklemine denktir. Burada .o = A(t) ® AT(t) — I, ve
b(t) = vec(BB") dir. (4.43) probleminin diisiik boyutlu oldugu durumlarda problemi
bir integrasyon yontemi kullanarak ¢ozmek miimkiindiir. Ancak bu yaklagim biiyiik
problemler icin uygun degildir.

Bu calismada (4.42) denklemini ¢c6zmek icin EBA-BDF(p) yontemi kullanilacaktir.
Ilk olarak baslangic MSSDE genisletilmis blok Krylov altuzay {izerine izdiisiiriilecek
[48, 50, 51, 64], elde edilen diisiik boyutlu diferansiyel matris denklemi ¢o6ziilecek
ve baslangic denklemine yaklasik coziimler elde edilecektir. Istenen dogruluk elde

edilemedigi siirece izdiistim altuzayinin boyutu arttirilir ve iterasyon tekrar baslatilir.

4.2.1 Matris Simetrik Stein Diferansiyel Denklemi’nin Izdiisiimii ve Coziimii

(A,B) matris ciftine EBA uygulayarak ¥, ve 7, = V'A%, elde edilsin. (4.42)
denkleminin

7/”? Rm(t) /ym = 0, te [tO) Tf]: (4-44)
Galerkin ortogonallik sartini saglayan bir yaklasik ¢6ziimii olsun ve bu ¢6ziim

Xn(t) =, Y () V], (4.45)

ile verilsin. Burada R,(t) = X,,(t) + AX, (t)AT — X (t)— BB ile tammh rezidiidiir.
(4.44) ve (4.45) denklemlerinden

Y, (0) =Y, ()— 7, Y, ()T +B,B!, (4.46)

diisiik rankli MSSDE elde edilir ve burada 7, = “l/n{ AV, ve B, = ’VJ B = g;A;; olup
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A, , matrisi

Ay, A
[B,A'B]=V,A, A=| """ P, (4.47)
1
0 A2,2

dir.

Elde edilen (4.46) diisiik boyutlu MSSDE, BDF gibi iyi bilinen bir integrasyon semasi
ile ¢oziilir. Bununla birlikte m arttikca X,,(t) ve R,,(t)in hesaplanmasi giderek
zorlagsmaktadir ve bazi secilmis durdurma sinir1 degerleri icin beklenen yaklasim elde

edildiginde, izdiisiim altuzayinin boyutunun artirilmasi durdurulur.
Yaklasik ¢coziim, diistik rankli faktorlerin carpimi olarak ifade edilecektir.

Asagidaki sonu¢ MSSDE i¢in X,,(t) yaklasik ¢oziimiinii hesaplamadan R,,(t) rezidii

normunu hesaplar.

Teorem 4.5. X,,(t) = ¥,,Y,,(t) ¥, EBA-BDF(p)’nin m. aduninda elde edilen yaklasik
coziim ve Y, (t), (4.46) diisiik ranklt MSSDE’nin ¢oziimii olsun. Bu durumda R,,(t)
rezidiisii asagidaki esitligi saglar;

m

2 2
IRn(OI = 2| F5 Yiu(£) Ey T | + HTm+LmET Yu(OE,To, R (4.48)

Burada T;;, 2s x 2s bir matris olup 7, matrisinin (i,j) blogudur ve

L

E, = [Oggxaqm-1)s o5 1" matrisi ise I, birim matrisinin son 2s siitunudur.

Ispat. (4.45) ve (4.46) ile verilen denklemlerden
R (t)=X, (t)+AX, ()AT —X (t)—BBT, (4.49)

elde edilir. Vl(l) matrisi, V;” in ilk s siitunundan olusan matristir ve (4.47) ile tanimh
A, ; matrisi ve (4.45) kullanilarak

Rm(t) = ’ym Ym(t) nyn]; + (”Vm 9m + Vm+1 Tm+1,m E},;) Ym(t) (9nz 'an + Em Tm+1,m Vrz+1
Y Y)Y = VIV A AT VT,
= Vi1 In(O V], (4.50)

elde edilir ve

Ym(t) - Ym(t) + 9m Ym(t)gnz —& Al,l A{l 8{ 9m Ym(t) Em Trz;-kl,m

Tm+1,m EZT; Ym(t) 9"1T Tm+1,m Er7r; Ym(t) Em Tnj‘;—k—l,m
(4.51)

Iu(t) = ,
dir.
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B, =&, Ay ; ve Y, (t) (4.46)'in ¢oziimii oldugundan

0 .Y (t)E, T
R(t) = Yia [ ; " "}( VEn e ] T, (452)
Tm+1,m Em Ym(t) gm Tm+1,m Em Ym(t) Em Tm+1,m
olup bu ifadenin normunun hesaplanmasiyla
2 T 2 T T 2
R (O = 2|25 YulO En TE |+ [T ED RO B TE | 453)
elde edilir. [ |

Bu teorem herbir iterasyonda X,,(t) yaklasik ¢oziimiinii hesaplamadan yakinsaklik

saglandiginda iterasyonu durdurmamizi sagladigindan dolay1 pratikte 6nemlidir.

Teorem 4.6, X,,(t) yaklasiminin pertorb edilmis MSSDE’nin bir tam ¢6ziimii oldugunu
gosterir.

Teorem 4.6. X, (t), (4.45) ile verilen bir yaklasik ¢oziim olsun. Buradan
X(t) =X(6) = (A= F,) X (6) (A= F,,)" + BB, (4.54)

elde edilirve F,, =V, T vI dir

m+1,m Ym+1

Ispat. X, (t) = ¥,Y,(t) ¥ olsun. (4.46) ile verilen indirgenmis MSSDE denklemi
soldan ¥, sagdan ¥ ile carpilir ve (3.36) kullanilirsa

X(0) =X () = [AY — Vi1 Toiam EL 1Y [AY — Viit Toiam EL 1T +BB', (4.55)

bulunur. Buradan F,, =V, T' = VI ve ¥ E_=V,_ oldugu kabul edilirse

m “m+1,m "m+1

Xm(t) =X () — (A—F,) X,,(t)(A—F,)" +BB”, (4.56)

elde edilir. [ |

Teorem 4.7. X(t)'nin (4.42) denkleminin tam ¢oziimii ve X,,(t)’nin m. adimdan elde
edilen yaklasik ¢oziim oldugu kabul edilsin. R, (t) = X, (t) — X, (t) + AX, (t)AT —BB”
rezidii olmak iizere E,,(t) = X(t) — X,,(t) hatast asagidaki denklemi saglar;

E.(t)=E,(t)—AE,(t)A" +R,(t). (4.57)
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fspat. (4.42) probleminden rezidii denkleminin cikarilmasiyla;

X(t)—R,(t) = X(t)—AX(t)AT +BB" —X, (t)—AX, (t)AT (4.58)
+X,.(t)+BB”,

denklemi elde edilir. Buradan
X()—X,(t)=X(t)—AX(t)A" + BBT +R,,(t) +AX, (t)AT — X, (t)—BB", (4.59)
yazilabilir. (4.59) denkleminin diizenlenmesiyle
X(t)—X,(t)=[X(t)—X, ()] —A[X(t) —X,,(t)]AT + R, (), (4.60)
elde edilir. (4.60) denkleminde X(t)—X,(t) = E,,(t) yazilirsa (4.57) denklemi elde

edilir. [ |

4.2.2 Diisiik Boyutlu Simetrik Stein Diferansiyel Denklemi’nin Coziimii

X(t), (4.42) denkleminin ¢6ziimii olmak tizere X (¢, )'nin X, yaklasimini hesaplamak
icin her bir t, zamaninda (4.46) denklemine p adim BDF yontemi uygulanacaktir.
BDF’in her bir iterasyonunda Y, (t;,,)'in Y;, x4, yaklasimi

p—1
Yo = Z ;Y i ThBF (Vi pi1)s (4.61)
i=0

ile verilir ve burada h; = t;,,;—t; adim boyu, a; ve 3 katsayilari p adim BDF katsayilari
olup bu katsayilar tablo 3.1’de verilmistir. % (Y) fonksiyonu;

FY)=Y-9,Y," +B,B!, (4.62)

ile tammhdir. Y,, 1, asagidaki matris denkleminin yaklagik bir ¢6ziimiidiir;

p—1
_Ym,k+1 + hﬂ (B B" — gm Ym,k+1 9mT + Ym,k+1) + Z aiYm,k—i =0. (4.63)
i=0

Bu denklem MSSDE formunda yazilabilir;
Yog1 — T Ypir T’ +Q=0. (4.64)

Burada, Z,, € R™™ ,m; << n olmak tizere Y, ;. her bir zaman adiminda diisiik

rankli fakt6rlerin carpimu olarak Y, ~ Z,,Z, " seklinde yazilabilir ve katsayi

42



matriSIeri
T —\ k g Q= ! h, B BT+pE_1aY (4.65)
m 1— hkﬁ m hkﬁ —1 KEm S i=0 s '

Not. X, (t) yaklasik ¢oziimii diisiik rankl1 iki matrisin carpimi olarak ifade edilebilir.

dir.

Bunun icin Y,(t) = UZUT tekil deger aynsgimi dikkate alinsin. Burada X,
Y,,(t) nin tekil degerlerinin bir kosegen matrisidir. U; matrisi U matrisinin ilk
[ stitunundan olusan 2m x [ matrisi olsun. Y,,(t)'nin kesikli tekil deger ayrisimi
Y, = diag[o,,0,,...,0,] olmak iizere Y, (t) ~ U, %, U/’ olarak yazhr
Z,.(t)="Y,U, %, '/* denirse

X() R Z,y(£) Z,(6)"
yazilir.

Asagidaki algoritma ile yontem 6zetlenebilir:

Algoritma 4.2: MSSDE icin EBA-BDF(p) Yontemi

e Veriler: A€ R™", B € R™ katsay1 matrisleri, s << n, X(0) = X,, tol bir
tolerans, m,,,, bir tamsayi,

e m=1,..,m,,, icin,

e Genisletilmis blok Arnoldi algoritmasi uygulayarak
H°(A,B) =range[B,A"'B,...,A""B,A" 'B] uzaymmn bir ¥, = [V}, V,, ..., V]
ortonormal tabanini ve st blok &, Hessenberg matrisini hesapla,

e B, =7¥!Bolsun ve

Ym(t)_Ym(t)+9m Ym(t)gnf _BmB,Z; = O: te [tO) Tf]

diistik boyutlu simetrik Stein diferansiyel denklemini ¢c6zmek icin BDF yontemi

kullan,

2
T T
| T B YO En Ty

m+lm "m "~ m

2
e Eger [R,(0)]2 =2 ) T V(OB T, <ol

ise iterasyonu durdur ve X i(t) yaklasik ¢c6ziimiinii hesapla.
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5}

Simetrik Olmayan Matris Stein Diferansiyel

Denklemleri

Bu boliimde simetrik olmayan matris Stein diferansiyel denklemi (NMSDE) ele
alinacaktir. Bu denklemler dinamik sistemler icin kontrol ve filtreleme teorisi
problemlerinde 6nemli bir rol oynar [1, 4]. NMSDE'nin ¢6ziimii icin integrasyondan
once problemin boyutunu indirgemeye dayanan EGA-BDF(p) yaklasimi uygulanacak
ve problemin boyutunun indirgemesinin ardindan elde edilen matris diferansiyel

problemi BDF ile ¢oziilecek ve orjinal problem i¢in yaklasik bir ¢6ztim bulunacaktir.

[0, T; ] zaman arahginda bir NMSDE

{X(t)zX(t)—AX(’f)BJrEFT ,te[0,T;], (5.1)

X(tg) =X,

ile verilir. X, n x s tipinde verilen bir matris, A ve B matrisleri seyrek, reel matrisler
olup sirasiyla n x n ve s x s tipinde kare matrislerdir. E ve F matrisleri sirastyla n x p

ve s X p, p << n,s, matrislerdir.

(5.1) baglangi¢ probleminin sirasiyla (A, E) ve (BT, F) matris ciftlerinin olusturdugu
H (A E) ve #3(B",F) genisletilmis global Krylov altuzaylar tizerine izdiistiriilmesi
ile ¥& =[V},...,VE]ve w& =[W,...,WE], F ortonormal tabanlari elde edilir[49].

Buradan
AVE = 92 (TAe1), (5.2)
= VE(TR O L)+ Vi Tny o(ES" ©1),
ve
B"wE = Wi, (TBeI), (5.3)
= Y (grf ®I,)+ Wr§+1 TnB;+1,m (EfnT ®1,),

44



olup burada
Th=vE" o (AY2), (5.4)

ve

TE=wE" o (BTW2), (5.5)
dir. V?# ve W ilk bloklan sirasiyla [E,A™ E] ve [F,B~" F] matrislerinin global QR
ayrigimiyla elde edilir yani [E,A'E] =V’ (w*®I,) ve [F,B~"F] = W} (w” ®,) olup
' = [w])]

QR ayristminin 6zelliklerinden

ij=12 Ve 0¥ = [wlf,j]i,jzl,2 matrisleri 2 x 2 iist ticgensel matrislerdir. Global

T _ 2m T _ ...B 2m
AR W?,le1 ve W oF =w] e, (5.6)

elde edilir [49]. Buradan (5.1)’in istenen diisiik rankl1 yaklasik ¢c6ziimii
X8()=vE(YE()®I,)WE", (5.7)
ile verilir ve Y£(t) € R*™?™, asagidaki diisiik boyutlu NMSDE'nin ¢6zimidiir;
YE(O) = YE(t) = Tu V()T + B E] (5.8)
Burada E,, = ¥8" 0 Eve F,, = #2&" o Fdir.

X (t) yaklagik ¢oziimii igin rezidii RS (t) = Xrgn(t) —X8(t) + AXE(t)B — EFT ile

tamimhdir.

(5.8) diisiik boyutlu denklemi Hessenberg-Schur gibi bilinen yontemler araciligiyla
¢oziilebilir.

Hesaplamay1 sinirlandirmak ve X & (t) yaklasik ¢6ztimiinti hesaplamadan iterasyonu

durdurmak i¢in rezidii normuna bir {ist sinir asagidaki teoremle verilebilir:

Teorem 5.1. R (t), m. adimda elde edilen rezidii olmak iizere

2 A BT 2 A T T
||R§n(t)||F S ’ r9.m Yng(t)Er‘%l Tm+1,mHF + ’ Tm+1,m Em erl(t)gm F (59)
2
A T BT
o ||ra v TE
Ispat. (5.2), (5.3) ve (5.7) denklemleri kullanilarak
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_ y T . .. .
RE(t)=X8(t)—XE(t)+AXE(t)B—EF" rezidiisii

RE(L) = VE(VE(DSL)WE —¥E(YE()® L) WET +[ V8 (T e1,)
Vi1 T (B @ LI (VE(O) L) [ (7, 1)

+wE, T2, (E8'®I,)]—EF", (5.10)

m+1 “m+1,m

dir. Buradan Y$(t)'nin diisiik boyutlu (5.8) probleminin ¢6ziimii oldugu géz 6niine

alinirsa rezidii

A B
RS (t)=“l/g (|: 0 . gm Ynf(t)Ei Tm+1,mT Q1 :| w8 T
m m+1 A T B A T B P m+1
Tm+1,m Ergn er(t) ‘7m Tm+1,m Ergn er(t) Ergn Tm+1,m ( )
5.11

olur. Buradan Sonug A.2 uygulanirsa her t € [t,, Ty ] i¢in asagidaki ist sinir elde edilir:

2 2
2 A BT A T T T
||R§1(t)||F S ‘ gm Ynf(t)Efi Tm+1,mHF + ‘ Tm+1,m Efl Yng(t)E;i Tm+1,m HF (512)
2
A T BT
+ ’ Tm+1,m Er%l Yn%(t) Er%l Tm+1,mHF :

5.1 Diisiik Boyutlu Simetrik Olmayan Stein Diferansiyel
Denkleminin Coziimii

Herbir t, zamaninda Y, (5.8)’nin ¢6ziimii olmak tizere Y,,%(t,)'nin yaklagimi erl' . ile

gosterilsin. Buradan (5.8) denklemine p adim BDF yontemi uygulansin.

BDF’in her bir iterasyonunda Y$(t,,,)in Y, . yaklagim
p—1
Ynik+1 = Z aiYnik—i + hkﬁg(yﬁ’kﬂ), (5.13)
i=0

ile verilir ve burada h; = t;,;—t; adim boyu, a; ve 3 katsayilari p adim BDF katsayilari

olup bu katsayilar tablo 3.1’de verilmistir. % (Y) fonksiyonu;
FY)=Y-T4Y " +E,F'BT, (5.14)

ile tamimlidir, Y?

nii1» asagidaki matris denkleminin yaklagik bir ¢oztimtdir;

—y?

m,k+1

p—1
+BYE o —hBTAY TE + nPELFT+> a7, =0, (5.15)

m, k—i
i=0
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Bu denklem NMSDE formunda yazilabilir;

o —TAYE TP 4E FL =0. (5.16)

m,k+1

Burada, ffm,k € ]R"X’"k,f/m € RP*™ m, << n,p, olmak iizere Y k+1’ her bir t, zaman
adiminda diisiik rankli faktorlerin carpimi olarak Y?*, ~ Um’ s k seklinde yazilabilir

ve katsay1 matrisleri

hkﬂ g.A TBT _ hkﬂ

T = 5.17
hB—1"" " \hp—1 G17)

. hp - .
Em,k+1 = |: hkﬁk— 1 Em: vV Ao Um,k’ LRSIV} P 1 mk+1—p:| E] (518)

) hep
Fm,k+1 :|: hkﬁk 1 m’ V mk"' ENY/ P 1 mk+1—p:|5 (519)

dir. Asagidaki algoritma ile yontem 6zetlenebilir:

Algoritma 5.1: Simetrik Olmayan Stein Diferansiyel Denklemi icin
EGA-BDF(p) Yontemi

o Veriler: Ac RV, BE R, E € R"P, F € R**P, p << n,s, katsay1 matrisleri,
X(0) = X,, tol bir tolerans, m,,,, bir tamsayu,

e (A E)ve (B', F) matris ciftlerine genisletilmis global Arnoldi algoritmasi
uygulayarak ¥> = [V, V), ..., V2], wb =[wWp, wp,..., W’], F ortonormal
tabanlarimi ve 74 ve 7° {ist blok Hessenberg matrisini hesapla,

YE(O)—YE()—TAYE() TP — K, FT
diisiik boyutlu problemi ¢6zmek icin BDF yontemi kullan,

e Eger ||Rm(t)||12D < tol ise iterasyonu durdur ve X¢(t) yaklagik ¢oziimiinii
hesapla.
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6

Sayisal Ornekler

6.1 Biiyiik Olcekli Matris Riccati Diferansiyel Denklemi icin
Sayisal Ornekler

Bu boliimde

{ X(t) =X(t)A+ATX(t)—X(t)BBTX(t)+ C’ C, 6.1

X(to) :X09

ile verilen MRDE icin ele alinan sayisal oOrneklerde EBA-BDF(p) ile
BDF(p)+Newton+EBA yontemlerinin sonuglari yazildi ve karsilastirildi.  Ayrica
[27]de Stillfjord tarafindan tanitilan diisiik rankli ikinci dereceden ayristirma semasi
(LRSOP) ile [24]de Benner ve Mena tarafindan tanitilan BDF+LR+ADI yontemi
ile EBA-BDF(p) yonteminin kiyaslandig1 bir érnek verildi. Ilk ii¢ érnekte, BDF(p)
integrasyon semasinin adim sayist p = 2 olarak alindi. Tiim uygulamalar Intel Core
i7 islemci ve 8 GB Ram hafizali bir bilgisayarda yapildi. Algoritmalar MATLAB
R2014b’de yazildi.

Ornek 1

Bu 6rnekte konveksiyon 1s1 akis modeli incelenmistir.

x(t) =Ax(t)+ Bu(t), 6.2)
y(t) = Cx(t)+ Du(t), '
LTI sistemi g6z Oniline alinsin. A matrisi, [0,1] x [0,1] birim Kkaresinde

u(x,0) =u(x,1) =0veu(0,y)=u(1, y) =0, homojen Dirichlet sinir kosullari altinda
u du
LA:Au_f1(x>}’)_+f2(X,J’)_+g1(x;J’), (63)
ox oy

operatorlerinin 5 nokta merkezi fark ayrisimi ile elde edilir Her bir yondeki

ic grid noktalarinin sayis1 n, ve A matrisinin boyutu ise n = ng’dir. Bu o6rnek
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icin fi(x,y) = 10xy, fo(x,y) = e’V ve g:(x,y) = 20y alinsin. B ve
C matrisleri [0,1] araligindan secilen rastgele degerlerden olusan matrisler ve
situn sayllann r = s = 2 olsun. Z, € R™? olmak {izere baglangi¢ sarti
X, = X(0), Xy = ZyZ, olsun. Genisletilmis blok Krylov altuzaymna izdiisiirme ile
BDF yontemlerinin kombinasyonu ile olusan yontem uygulansin. Rezidii tizerindeki
iterasyonu durdurma testi icin dogruluk sinir1 10710 secildi ve bu testte sabit zaman
adimu h ile 2 adim BDF semas1 uygulandi. X; ~ X(t, + h) yaklasimi kapali Euler
semast ve EBA ile hesaplandi [26]. Literatiirde biiyiikk 6lcekli MRDE'lerin tam
¢Ozlimii yoktur. EBA-BDF(2) yontemi ile 6nerdigimiz yaklasimlarin giivenilir sonuclar
verip vermedigini kontrol etmek amaciyla bu yaklasimlar, MATLAB1n diferansiyel
denklemleri ¢ozmesi icin tasarlanmis "ode23s" c¢oziiciisti ile karsilastirildi. MRDE'yi
vektorize ederek cozen ve Rosenbrock integrasyon semasina dayanan bu yontem,
biiyiik 6l¢ekli problemler icin uygun degildir. MATLAB c¢6ziiciisii, ode23s yontemi i¢in
hafiza sinirlamasi nedeniyle en fazla 100 x 100 tipinde bir A matrisini ¢6zebilir.

EBA-BDF(2)/ode23s x g-a BDF(2)+Newton+EBA /ode23s 5! 50-3
I T e e e R o I e e K
3 I" 125 E 125
a {2 . {2
i 115 0 115
Jr {1 - {1
I ode23s ||°° I ode23s 108

+ + EBA-BDF + +  BDF(2)+Newt.+EBA
1 1 n n D 1 1 n n I 0
02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1

Sekil 6.1 t € [0,1] zaman aralif1 i¢in X, ;(t) degerleri

Sekil 6.1 ile verilen grafiklerlerde A matrisi 49 x 49 tipinde t € [0,1], adim sayis1
h = 107® alinmis ve EBA-BDF(2), BDF(2)+Newton+EBA yéntemleriyle elde edilen
coziimlerin X, ;(t) bilesenleri ile ve ode23s yontemiyle elde edilen ¢6ziimiin X, ;(t)

bilesenleri karsilastirilmistir.

Dogruluk bakimindan tiim yontemlerin benzer sonuclar verdigi gdzlemlenebilir. Sekil
6.2’de X;z,, EBA-BDF yOntemi ile elde edilen ¢6ziimii temsil etmek iizere t = 1
zamaninda EBA yonteminin iterasyon sayisina karsilik Xz, — X, 4003s farkinin normu
karakterize edilir. Bu tablodan izdiisiim uzayimnin makul bir boyutu (m = 7) icin
iki yaklasik ¢oziimiin ¢ok yakin oldugu anlasilir. Bu testte ode23s ¢oziiclisii 510
saniyede yaklasik ¢oziimii hesaplarken EBA-BDF(2) yontemi 7 saniyede yaklasik

¢ozlimii hesaplamistir.

49



| XERA — Xode2as ||

Sekil 6.2 m genisletilmis blok Arnoldi iterasyon sayisti i¢in ||X £A(T7) — X den3s (T f)” v
hata normu

Tablo 6.1 ode23s,EBA-BDF(2), BDF(2)+Newton+EBA(2) icin hesaplama zamanlari

size A ode23s | EBA-BDF(2) | BDF(2)+Newton+EBA
49 x 49 30.2 6.5 37.1
100 x 100 | 929.3 12.3 41.6
900 x 900 — 45.2 926.1

Tablo 6.1’de denklemin [0,1] zaman araliginda h = 1le — 3 secilerek elde edilen
hesaplama zamanlar yer alir. Tablodan problemin boyutu arttikca integrasyondan
once problemin boyutunun indirgenmesinin tercih edilebilirligi anlasilir. ~ Yine
de BDF(2)+Newton+EBA yontemi, EBA-BDF yontemine gore hesaplama siiresi
bakimindan daha cok zaman alsa da biiyiik 6lcekli problemler icin bir alternatif

olabilir.

Ornek 2

Bu problemde Ornek 1'in katsaylr matrislerinin biiyitk boyutlu hali ele alindi
ve EBA-BDF(2) yontemi uygulandi. Tiim testler i¢cin zaman araligi [0,1] ve
h = 0,001’dir. Bu Ornekte Tablo 6.2’de hesaplama zamani, rezidii normu ve A

matrisinin farkli boyutlar1 i¢in genisletilmis Arnoldi iterasyonu sayisi belirtilmektedir.

Sekil 6.3, n = 6400 boyutlu bir A matrisi icin EBAnin m iterasyon sayisina karsilik

gelen R,, rezidii normunu gosterir.

Bu grafikten de goriildiigii gibi m iterasyon sayisi arttik¢a yaklasik ¢oziimiin kesinligi

de artar.
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Tablo 6.2 EBA-BDF(2) yontemi i¢in hesaplama zamanlari, rezidii normlari ve
genisletilmis Arnoldi iterasyonu sayis1 m

size A Hesaplama zamani(s) | Rezidii normu | Iterasyon sayisi (m)
100 x 100 12.3 3.1x107° 9
900 x 900 45.2 3.2x1078 15

2500 x 2500 85. 4.8x107° 19
6400 x 6400 159.7 1.8x 1077 24
10000 x 10000 195.3 3.7x1078 26
10° —
- +y
10° o o
++
*
10" ++
—_ .+-"~+
E RN
i 10? "’--\.4_‘.\
= ._.4.\.\4\\-‘—
Sk
10° ++
10t 2 4 [ 8 10 12 14 IIS 18 20 2 24
m

Sekil 6.3 m genisletilmis blok Arnoldi iterasyon sayisina karsilik gelen ||Rm(Tf)||
rezidii normu

Ornek 3

Bir boyutlu 1s1 akisinin otonom lineer kuadratik optimal kontrol probleminden gelen
bu 6rnek [24]'den alindi.

G 2*
Ex(t’ n) = a—nzx(t, n) + b(n)u(t),

x(t,0)=x(t,1)=0, t>0,

X(07 77) = XO(n)J n € [0: 1]:

1
y(x) = J c(n)x(t,n)dn, x>0

0
Birinci dereceden B-spline’larina dayanan standart sonlu eleman yaklasimi

kullanilarak asagidaki adi diferansiyel denklem sistemi elde edilir.

{ Mx(t) = Kx(t)+ Fu(t), (6.4)

y(t) = Cx(t).
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Burada M ve K matrisleri,

(41 \ (2 -1 \

1 41 -1 2 -1

i;11 '—'12—1
\ 14 ) \ -1 2 )

dir. Yari-kapali Euler yontemi kullanilarak asagidaki ayrik dinamik sistem elde edilir.

(M — AtK) 'x, 1 = Mx, + AtFu,.

A = —(M—AtK)M ve B = At(M—AtK)F olsun. n x s, F matrisi ve
s x n, C matrisinin girdileri; [0,1] lizerinde diizgiin dagilmis rastgele degerler
olsun. Baslangic kosulu X, = 0.,,=Z0Z;, Zy = 0,., olarak secilsin.
Bu Ornekte s =2, At = 0.01, a = 0.05 alinmistir.

Sekil 6.4’de EBA-BDF(2), BDF(2)+Newton+EBA ve ode23s ¢oziiciisii ile elde edilen

yaklagik ¢oziimlerin [0, 2] aralig: tizerindeki X, ; ilk bilesenleri isaretlendi.

EBA-BDF/ode23s BDF+Newton+EBA/ode23s
r 0.12 T 0.12
101 3 10.1
10.08 3 10.08
10.06 F 10.06
40.04 F 40.04
10.02 10.02
ode23s ode23s
+ EBA-BDF + BDF+Newt.+EBA
. 0 L 0
0 1 2 0] 1 2

Sekil 6.4 size(A) = 49 x 49 ve t € [0, 2] icin hesaplanan X ,(,) bilesenleri ode23s ve
EBA-BDF(2)(solda), ode23s ve BDF(2)+Newton+EBA (sagda)

Sekil  6.5de, belirli ~ sartlar  altinda, tlg(r)lo X(t) = X oo, X oo UN
ATX + XA—XBB"X + CT"C = 0 cebirsel Riccati denkleminin tek pozitif ve
kararli ¢oziimi oldugunu iddia eden Sonu¢ 4.2 Orneklendirilmistir Bunun icgin
t € [0,50] olmak iizere X, = 0, baslangic degeri olmak tizere X5,(t) — X, farkinin
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normu t zaman parametresinin bir fonksiyonu olarak cizildi.

Xepa»  EBA-BDF(2) yontemiyle hesaplanan  matristir. Bu oOrnekte
1X£pa(50) — X oo || & 4 x 10™>dir.

1 1 1 1 1 1 1 1
V] 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Sekil 6.5 size(A) = 400 x 400 ve t € [0,50] i¢in || Xgpa_ppr(t) —X oo || hata normlari

Tablo 6.3, [0,1] zaman aralig1 {izerinde cesitli boyutlardaki katsayr matrislerinin
hesaplama zamanlari, rezidii normlar1 ve Arnoldi iterasyonlarinin sayisini gosterir.
Burada hesaplama zamani agisindan BDF(2)+Newton+EBA yonteminden acikca daha
iyi olan EBA-BDF(2)’den elde edilen sonuclar verildi. Ornegin, BDF+Newton+EBA
yontemi size(A) = 1600 x 1600 oldugu durumda 521 saniye, size(A) = 2500 x 2500

durumunda 5000 saniyeden daha fazla hesaplama gerektirir.

Tablo 6.3 EBA-BDF(2) yontemi hesaplama zamanlari(s), rezidii normlari ve Arnoldi
iterasyonlar1 sayisi(m)

size A Hesaplama zamani(s) | Rezidii normu | Iterasyon sayisi (m)
1600 x 1600 14.2 3.2x 10712 10
2500 x 2500 17.1 7 x 1071 9
4900 x 4900 25.6 1.3x107" 9
6400 x 6400 42.2 8.5 x 10712 10
10000 x 10000 43.9 45x 101 8
Ornek 4

Son oOrnekte EBA-BDF(1) yontemi, iyi bilinen celik profillerin optimal sogutma
problemine uygulandi.  Matrisler IMTEK! koleksiyonundan alindi. [0,250]
zaman araliginda EBA-BDF(1) yontemiyle LRSOP ayristirma yontemi [27] ve

Thttps:/ /portal.uni-freiburg.de/imteksimulation/downloads/benchmark
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BDF(1)+LR+ADI [24] yontemleri, n = 1357 ve n = 5177 i¢in kiyaslandi. X,
baslangic degeri, Z, = 0,,; olmak tizere X, = ZOZOT olarak secildi. BDF(1)+LR+ADI,
BDF(1) integrasyon semasinin MRDE’ye uygulanmasina dayanir. 4. Boliimde tanitilan
BDF(p)+Newton+EBA yontemi her zaman adiminda biiytik 6l¢ekli cebirsel bir Riccati
denkleminin niimerik ¢6ziimiini belirtir. Bu c¢6ziim LR-ADI yontemiyle uygulanir
ve M.E.S.S.% paketinde mevcuttur. LRSOP ve BDF(1)+LR+ADI icin siitun sikistirma
yontemlerinin iterasyonu durdurma sinir1 1078 olarak belirlenmistir. Zaman adimi
h = 1 ve EBA-BDF(1) yéntemi icin Arnoldi durdurma testi simir1 1077 olarak segildi.

Izdiisiiriilmiis denklemler MATLAB’In "care" ¢oziiciisii ile niimerik olarak hesaplandi.

Tablo 6.4 Celik profillerin optimal sogutma problemi i¢in hesaplama zamanlari(s)

size n | EBA-BDF(1) | LRSOP | BDF(1)+LR+ADI
1357 48.9 129.2 | 135.77
5177 165.24 2051.3 | > 10.000

Tablo 6.4de T r = 250 icin elde edilen hesaplama zamanlar verildi. EBA-BDF(1)
yontemi icin m Arnoldi iterasyon sayis1 olmak tizere T, = 250 zamanindaki rezidi
normu n = 1357, m = 20 i¢in ||R,,|| = 2.8 x 1077 ve n = 5177, m = 30 icin
IR,,|| = 3.7 x 10~¥dir. B’nin siitun sayis1 s = 7 olarak secilmistir.

Bu 6rnek EBA-BDF yonteminin Ozellikle biiyiik 6lgekli problemler icin hesaplama
zamani bakimindan etkili oldugunu gostermektedir.

6.2 Biiyiik Olcekli Matris Simetrik Stein Diferansiyel Denklemi icin
Sayisal Ornekler
Bu boliimde
X(t)=X(t)—AX(t)AT + BBT

, t€[ty, Tr] (6.5)
X(ty) =X, -

ile verilen MSSDE denklemi icin EBA-BDF(2) yontemi ile "ode23s" ¢oziiciisii kiyaslandi
ve tiim uygulamalar Intel Core i7 islemci ve 8 GB Ram hafizali bir bilgisayarda yapildi.
Algoritmalar MATLAB R2014b’de yazildi.

Ornek 5

{ x(t) = .o/x(t) + b(t), (6.6)

x(0) = vec(X,).

2http://www.mpi-magdeburg.mpg.de/projects/mess/
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sistemi goz Oniine alinsin. A matrisi

du du
LA:Au_f1(X:J’)_+f2(X,J’)_+g1(x;J’), (67)

ox oy
operatorlerinin [0,1] x [0,1] birim karesinde u(x,0) = u(x,1) = 0 ve

u(0,y) = u(1, y) = 0 homojen Dirichlet sinir kosullar1 altinda 5 nokta merkezi fark
ayrisimi ile elde edilir. Her bir yonde i¢ grid noktalarinin sayisi n, ve A matrisinin
boyutu ise n = n¥dir. Bu érnek i¢in fi(x,y) = x + 10y?, fo(x,y) = v/2x2+y?2,
g:(x,y) = x* — y? alindi. B matrisi, [0, 1] araligindan secilen rastgele degerlerden
olusan bir matris ve siitun sayisi s = 2 olsun. Bu problem i¢in zaman araligi [0, 2] ve
baslangi¢ kosulu, Z, = 0,,, olmak {izere X, = Z,Z_ , X, = X(0) olarak alinsin. p = 2
icin EBA-BDF yontemi uygulansin. Burada rezidiiyii hesaplamak i¢in kullanilan sinir
deger tol = 107'°) zaman adimi h = 103 olarak secilsin.

Literatlirde biiylik 6lcekli MSSDEnin tam c¢o6ziimi yoktur. EBA-BDF(2) yontemi
ile bulunan yaklasimlarin giivenilirligini test etmek amaciyla MATLAB'In ode23s
¢oziiciisiiyle karsilastirilacaktir. ode23s ¢Oziiciisii icin en fazla 100 x 100 tipinde bir A

matrisi ele alindi.

Sekil 6.6 ile verilen grafikte A matrisi 49 x 49 tipinde, t € [0,2], h = 1073
alinmig ve yukanida bahsedilen yontemlerle elde edilen ¢6ziimiin X, bileseni ile
ode23s yontemiyle elde edilen ¢6ziim karsilastirilmisti. EBA-BDF(2) yonteminde testi
durdurmak i¢in kullanilan sinir degeri 5.107 ve kesikli tekil deger ayrigimi icin esik
degeri 107! olarak secildi.

Sekil 6.6’da goriildiigii gibi iki niimerik yontem de benzer sonuclar vermektedir.
Hesaplama zamani bakimindan EBA-BDF(2) yonteminin ode23s yonteminden daha

hizli oldugu (hesaplama zamanlari sirasiyla 3.6s ile 915.5s) goriilmektedir.

Tablo 6.5’de hesaplama zamanlari, T,;’deki rezidii normlan ve A matrisinin farkh

boyutlari icin EBA iterasyon sayisi verilmektedir.

Tablo 6.5 A'nin boyutu, hesaplama zamanlari(s), rezidii normu ve Arnoldi
iterasyonlar1 sayisi(m)

size A Hesaplama zamani (s) | Rezidii normu iterasyon sayislt m
2500 x 2500 4.82s 4.85x 10713 5
6400 x 6400 5.96 s 7.98 x 1013 6
14400 x 14400 5.74 s 27.93 x 10711 6
40000 x 40000 21.13s 4.79 x 10712 10

Tablo 6.5’deki sonuclara gore EBA-BDF(2) yontemi hesaplama zamani bakimindan

55



0.4~ -

Sekil 6.6 t € [0,2] zaman aralig1 icin X, ; degerleri

avantajli sonuclar vermektedir.

Sekil 6.7°7de n = 6400 x 6400 icin rezidii normunun EBA iterasyon sayisina bagh
degisimi goriilmektedir.

I

Sekil 6.7 (n = 6400) i¢in rezidii degerleri

Ornek 6

Bu o6rnekte A matrisi IMTEK® koleksiyonundaki celik profillerin optimal sogutma
probleminden alindi. [0,20] zaman araliginda size(A) = 1357 ve size(A) = 5177
durumlar icin EBA-BDF(2) yontemi uygulandi. Baslangi¢ sart1 X, = X(0) ve h = 0.1
olarak alindi. EBA testini durdurmak icin sinir tol = 107! secildi ve izdiisiiriilen
diistik boyutlu MSSDE denklemleri MATLAB "dlyap" komutuyla ¢ozildii [19].

3https://portal.uni-freiburg.de/imteksimulation/downloads/benchmark
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Tablo 6.6’da, hesaplama zamanlari, Arnoldi iterasyon sayis1t m ve T, zamanindaki

rezidiiniin ||Rm(tf)|| . Frobenius normu verildi.

Tablo 6.6 A'nin boyutu, hesaplama zamanlari(s), rezidii normu ve Arnoldi
iterasyonlari sayisi(m)

size A Hesaplama zamani (s) | Rezidli normu | Iterasyon sayisi m
1357 x 1357 8.2s 2.13x 107" 4
5177 x 5177 237.45 s 5.7 x 10713 5

Sekil 6.8’de size(A) = 5177 x 5177 durumu i¢in T; zamanindaki rezidii normunun

EBA iterasyon sayisina bagl degisimi verilmistir:

10 T

Sekil 6.8 Celik profillerin optimal sogutma problemi (n =5177), t € [0,20] zaman
aralig icin X, ;(t) degerleri

6.3 Simetrik Olmayan Matris Stein Diferansiyel Denklemleri icin
Sayisal Ornekler
Bu boliimde

{x(t)=X(t)—AX(t)B+EFT , teltoT;] (6.8)

X(to) =X,

NMSDE denklemi i¢in ele alinan sayisal 6rnekte EGA-BDF(1) ile ode23s ¢oziiciisli
ile elde edilen sonuclar karsilastirildi.  EGA-BDF(1) yontemi ile o6nerdigimiz
yaklasimlarin giivenilir sonuclar verip vermedigini kontrol etmek icin elde edilen
sonuglar MATLAB'In "ode23s" ¢oziiciisii ile elde edilen sonuclarla karsilastirildi. Tim
uygulamalar Intel Core i7 islemci ve 8 GB Ram hafizali bir bilgisayarda yapildi.
Algoritmalar MATLAB R2014b’de yazildu.
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Ornek 7
A ve B matrisleri, [0,1] x [0,1] birim karesinde u(x,0) = u(x,1) = 0 ve
u(0,y)=u(1,y) =0, homojen Dirichlet sinir kosullar1 altinda sirasiyla

{ Ly=Au—fi(x, )5 + 06, 3) 55 + 81(x. ), 6.9)

Ly = Au— fo(x, )34 + f,0x, )8 + g5(x, ¥),

operatoOrlerinin 5 nokta merkezi fark ayrisimi ile elde edilir Her bir yondeki ic
grid noktalarinin sayis1 n, ve A matrisinin boyutu ise n = ng’ dir. Bu Ornek icin
Aley) = x4 10y% fiole,y) = V2x2+y2, folx,y) = x + 2y,
falx,y) = e, g(x,y) = x> —y?* ve gy(x,y) = y* — x? almsin. E ve
F matrisleri [0,1] araligindan secilen rastgele degerlerden olusan matrisler
ve sltun sayillari r = s = 2 olsun. Genisletilmis global Krylov altuzayina
izdiisirme ile BDF yontemlerinin kombinasyonu ile olusan EGA-BDF(p)
yontemi uygulansin. Rezidii tizerindeki iterasyonu durdurma testi i¢in dogruluk
sinir1 10712 secildi ve bu testte sabit zaman adim h ile 1 adim BDF semasi
uygulandi. Sekil 6.9 ile verilen grafikte A matrisi 25 x 25 tipinde t € [0,1],
h = 0.1 alinmigs ve EGA-BDF(1) ile ode23s yontemleriyle elde edilen ¢oziimlerin
X ,(t) bilesenleri karsilagtirilmistir.

Dogruluk bakimindan her iki yontemin benzer sonuclar verdigi gézlemlenebilir.

Sekil 6.10’da t = 1 zamaninda EGA-BDF yonteminin iterasyon sayisina karsilik X;;,

¢Ozlimiiniin normu karakterize edilir.

Xpca-poray/Xodess
| | i

T T
EGA-BDF(1)
+ o0de23s

+ + + + + + + + +

10'5 L L L L L L L L L
0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 06 0.7 08 0.9 1

Sekil 6.9 t € [0, 1] zaman aralig1 icin X, ;(t) degerleri

Tablo 6.7°"de m = 7 icin elde edilen hesaplama zamanlari verildi.
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Residual norm vs m, size(A) = 25 x 25

(B |

I
1 1.5

L I
2 2.5
m

I I
3 3.5

rezidii normu

4

Sekil 6.10 m genisletilmis global Arnoldi iterasyon sayisina karsilik gelen ||Rm(Tf)||

Tablo 6.7 ode23s,EGA-BDF(1) icin hesaplama zamanlari

size A | ode23s | EBA-BDF(1)
25x 25| 1.2856 0.00963
49 x 49 | 25.0990 0.1561
64 x 64 | 126.03 0.226

Tablo 6.7 gozoniine alindiginda EGA-BDF(1) yoOnteminin hesaplama zamani

bakimindan etkili oldugu goriilebilir.
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7

Sonuc ve Oneriler

Bu calismada matris diferansiyel denklemlerin sayisal ¢6ziimii icin EBA-BDF(p)
ve EGA-BDF(p) yaklagimlari 6nerildi. Onerilen yaklagimlar, integrasyondan &nce
verilen matris denklemin boyutunun indirgenmesine dayanir. Buna gore MRDE,
MSSDE ve NMSDE denklemleri 6nce genisletilmis Krylov altuzayi tizerine izdiistirildi
ve elde edilen disiik boyutlu denklemlere BDF yontemi uygulanarak bulunan
coziimler, orjinal problemin bir yaklasik ¢6ziimiinii elde etmede kullanildi. Bu
islem secilen bir tol dogruluk simirina kadar izdiisim altuzayinin boyutunu
artirarak tekrarlandi.  YOntemlerin uygulamasina yonelik bazi teorik sonuclar
ve yontemlerin algoritmalar1 verildi. Ozellikle X,(T¢) yaklagik ¢oziimiint agik
bir sekilde hesaplamadan ||Rm(Tf)|| rezidii normunun belirlenebilecegi sonucu,
biiyiik Olgekli problemlere uygulanan standart niimerik yontemlerin gereginden
cok bilgisayar ve hafiza islemleri gerektirmesi nedeniyle EBA-BDF ve EGA-BDF
yontemlerinin diger yontemlere gore daha kullanish oldugunu gosterir. Ayrica
bu sonug, Arnoldi iterasyonlar1 icin bir durdurma testi olusturulmasini saglar.
Bu test icin secilen bir dogruluk degeri elde edilir edilmez iterasyon durdurulur.
Bu tezde biitiin niimerik Ornekler icin EBA iterasyonunu durdurma sinir degeri
tol < 107® alind1 ve yaklasima gore m iterasyon sayisi arttikca ||Rm(Tf)|| rezidli normu
kiiciildiigiinden yaklasik ¢6ziimiin kesinliginin artti§1 goriildi. Biiyiik 6l¢ekli orijinal
probleme 6nerilen bu yontemler ile bilinen yontemler uygulanarak yaklasim, MATLAB
programi yardimiyla diger yontemlerle karsilastirildi ve bu testlerin sonucunda p = 2
icin EBA-BDF(p) yaklasiminin hesaplama zamani acisindan daha etkili oldugu ve

yakinsak sonuclar verdigi gorildi.

Sonu¢ olarak, niimerik Orneklerde goriildiigii gibi dogru sonuglar saglayan
yaklasimlarimizin biiyiik 6lcekli problemler icin kayda deger oldugu goriilmektedir.
Dolayisiyla elde edilen sonuclar, EBA-BDF(p)ve EGA-BDF(p) yontemlerinin farkl
tipteki matris diferansiyel denklemlerine uygulamasinin incelenmesi gerektigi

kanaatini dogurmustur.
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Temel Tanim ve Kavramlar

Tanmim A.1 (Bir Matrisin Vektorizasyonu). A € R™" olmak {izere A'nin vektorizasyonu,
— T .
vec(A) = (aq1,A915 +er Q1> Q125 Aoy ooy Aoy ooy A1y Aoy +oes Ayy) - ile tanimlidir [45].

Tanim A.2 (Kosegenlestirilebilir Matris). Bir A, n x n kare matrisine
A = Pdiag(Aq,...,A,)P~! olacak sekilde bir P nonsingiiler matrisi varsa A matrisine
kosegenlestirilebilir matris denir [45].

Tanim A.3 (Seyrek ve Yogun Matris). Seyrek bir matris, elemanlarinin cogunun sifir
degerine sahip oldugu bir matristir. Yogun matris ise elemanlarin cogunun sifirdan
farkli bir degere sahip oldugu matristir. Seyrek matrisler, yogun matrislerin tersidir ve
bu matrisler bilgisayar bilimlerinde belirli sekillerde kullanilir ayrica kullanimlariyla
ilgili farkli veri analizi, depolama protokolleri ve tekniklerine sahiptir [45].

A.1 Matris Carpimlari

A.1.1 ® - Kronocker Carpim
A = (a;;) € R ve B = (b;;) € RP* matrislerinin Kronecker carpimi
A®B =[a; ;B] € R™*" olarak tanimlanir ve

anB a,B ... a,B
A®B az}B az.zB ... ay,B
aq B a.,B .. a,,B

dir [65].

Bu carpim asagidaki 6zellikleri saglar;

e (A®B)(C®D)=(AC®BD)

e (A®B)I =AT @ BT

A.1.2 o-Garpim
A = [ALA,,..,A)] € R ve B = [By,B,,..,B]] € R”" olmak iizere bloklar

A,B; € R™, (i = 1,...,p;j = 1,..,1) olsun. AT o B = [tr(Al.TBj)]{:ll,’;'_"’; olarak
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tanimlanir ve burada A” ¢ B, p x [ matristir.

(Al: Bl>F (AIJ B2>F
(AZ) Bl)F (AZ) B2>F

AT oB =

(Aanl>F (An:BZ>F

(AlaBl)F
<A27B1)F

(An’BZ>F

A=[A;,A,,...,A,] matrisi F ortonormaldir SAToA=1 o dir.

Yani
0
T _ _ 5
tr(AiA]-) = 5i,j = { 1.
dir [46].
A.2 Matris Normu ve Ozellikleri
A.2.1 Matris p ve ¢ Normu
Bir A € R™™ matrisinin normu

[|Ax]|

1]l

||A||pq = MaX ern—o

L7 ]
i=j

p

olarak tanimlanir. Bu normlar p = g olmasi durumunda

1ABI[, < IAll, lIBII,

esitsizligini saglar. Eger A matrisi kare matris ise o zaman

A4, < DAl k=1,2,..

dir. Ayrica
ILl, =1

dir [45].

A.2.2 Frobenius Norm
Bir A matrisinin Frobenius normu

1Al =

ile tamimhdir. Ayrica

Il = v/n
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dir. X,Y € R™™ matrislerinin Frobenius carpimi
(X,Y)p = tr(X"Y)

seklindedir. Bu durumda

Al = VX, Y)p = V er(XTY)
yazilabilir [49].

A.3 Matris Ayrisimlari

A.3.1 Tekil Deger Ayrisimi

Asagidaki teorem her matrisin ortogonal matrisler ile bir kdsegen matrisin ¢arpimi
seklinde ayristirilabilecegini gosterir:

Teorem A.1. A matrisi n x m tipinde reel bir matris olsun.  Bu durumda
U = [u,uy,...,u,] € R™"ve V= [vy,Vv,,...,v,] € R™™ olacak sekilde iki ortogonal
matris ve bir £=diag(oy,...,0,), 01 = 0y = ... 2 0, =2 0, p = min{n, m} kdsegen
matrisi vardir 6yleki A= U 2 V" dir. Bu ayristma A'min tekil deger ayrisimi denir. Burada
o; degerlerine A'nin singiiler degerleri denir [21 ].

A.3.2 QR Ayrisimi
A matrisi n x m tipinde reel bir matris ve n > m olsun. A matrisinin QR ayrisimi

A=QR

olacak sekilde bir Q € R™ " ortogonal matrisi ile bir nxm tipinde iist ticgen R matrisinin
hesaplanmasidir [45].

A.3.3 Global QR Ayrisimi

Z=12,,2,,...,2,] € R™P" (Z, € R""), i =1,...,k olsun. Z’nin global QR ayrisimi,
global Gram- Schmidt islemine dayanir ve bir n x pr F ortonormal matrisi olan
Q = [Q,...,Q,] ile bir r x r st liggen R = [r;;] matrisi iretir Oyleki
span{Q;,Qy,...,Q,} =span{Z,,Z,,...,Z,} ve

Z=Q(R®I,)
dir [46].

Sonuc A.1. Z, e R™P, (i =1,2,...,m), olmak iizere & = [Z1,Z5,....,Z,] bir n x mp
matrisi olsun. Buradan, & matrisi

#=7Z(R®I,)
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olarak faktérize edilir. Burada Z = [Q;,...,Q,,] matrisi Z" ¢ Z = I, esitligini saglayan
bir n x mp boyutlu F-ortonormal matris ve R matrisi m x m boyutlu bir iist ii¢gensel
matristir [49].

Sonucg A.2. ¥, =[V;,...,V, ] matrisi n x mp boyutlu bir F- ortonormal matris olsun.
Z = [z;;] ve G = [g;;] matrisleri sirastyla m X r ve mp x q boyutlu matrisler olsun.
Buradan

[#(Z ® 1)||, = 11Z1l¢

ve
17.Gll < Gl

dir [49].
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