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OZET

Sabit Devirli Kodlardan Maksimum Uzakliga
Ayrisabilen Kuantum Kodlarin Insasi

Mustafa SARI

Matematik Anabilim Dali
Doktora Tezi

Danisman: Doc. Dr. Emre KOLOTOGLU

Kuantum mekaniginin klasik mekanige teorik olarak istiinliigii kuantum hesaplama
ve iletisim {izerine calismalar1 yogunlastirmistir. Fakat bu durum iyi kuantum hata
diizelten kodlarin insas1 problemini ortaya cikarmistir. Bu tez calismasinda lineer
kodlarin bir sinifi olan sabit devirli kodlardan iyi parametrelere sahip kuantum kodlar

elde edilmistir.
Boliim 1’de literatiir 6zeti, tezin amaci ve hipoteze yer verilmistir.

Bolim 2’de sonraki boliimlerde ihtiyac duyulan lineer kodlar, sabit devirli kodlar ve

kuantum kodlar hakkinda temel tanim ve sonuclar verilmistir.

Bolim 3’te literatiirde var olan kuantum kodlarin parametreleri iyilestirilmis ve
maksimum uzakliga ayrisabilen kuantum kodlarin bir sinifi icin farkli bir insa

verilmistir.

2 2
Boliim 4’te q tek asal kuvveti olmak tizere sabit devirli kodlardan % ve % uzunluklu

maksimum uzakliga ayrisabilen kuantum kodlar elde edilmistir.

Boliim 5te ¢ = 3 (mod4) olmak iizere g + 1 ve q{T_l uzunluklu maksimum uzakliga

ayrisabilen dolaniklik destekli kuantum kodlar elde edilmistir. Ayrica, elde edilen

q%T_l uzunluklu maksimum uzakli§a ayrisabilen dolasik destekli kuantum kodlarin

literatiirde var olanlardan daha iyi parametrelere sahip oldugu gosterilmistir.

Boliim 6’da sonuc ve Onerilere yer verilmistir.
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ABSTRACT

The Construction of Quantum Maximum Distance
Separable Codes from Constacyclic Codes

Mustafa SARI

Department of Mathematics

Doctor of Philosophy Thesis

Advisor: Assoc. Prof. Dr. Emre KOLOTOGLU

Theoretical superiorities of quantum mechanics to classical mechanics have increased
the studies on quantum computation and communication. However, this has led to
the problem of construction of efficient quantum error correcting codes. In this thesis,
efficient quantum codes from constacyclic codes which are a class of linear codes are

constructed.

In Section 1, the literature summary, the purpose of the thesis and the hypothesis are

given.

In Section 2, fundamental definitions and results about linear codes, constacyclic codes

and quantum codes that are needed in the following sections are given.

In Section 3, the parameters of quantum codes existing in the literature are improved
and a different construction for a class of maximum distance separable quantum codes

is presented.

2 2
In Section 4, maximum distance separable quantum codes of length % and %, for

odd prime power q, from constacyclic codes are constructed.

In Section 5, for odd prime power q satisfying ¢ = 3 (mod4), entanglement assisted
maximum distance separable quantum codes of length g% + 1 ve qu_l are obtained.
Moreover, it is proved that entanglement assisted maximum distance separable
quantum codes of length # which are constructed in this section have better

parameters than the ones existing in the literature.

Xiv



In Section 6, the findings in this thesis and some recommendations for future studies

are given.

Keywords: Constacyclic code, defining set, quantum MDS code,

entanglement-assisted quantum MDS code
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Giris

1.1 Literatiir Ozeti

ik kuantum hata diizelten kod R W. Shor tarafindan bulunmustur [1]. Calderbank
ve arkadaslarinin dort elemanli sonlu cisim (F,) iizerindeki toplamsal (additive)
kodlardan ikili (binary) kuantum kod elde eden makalesinin [2] ardindan kuantum
hata diizelten kodlar iizerine calismalar giderek yogunlasmistir. ~Bu calismaya
gore ikili kuantum hata diizelten kod bulma problemi F, iizerinde belli bir ic
carpima gore dualini iceren toplamsal kod bulmaya donistiirtilmistiic. ~ Andrew
M. Steane, [2] calismasinda verilen kuantum kod ingasini gelistirmis ve yeni ikili
kuantum kodlar elde etmistir [3]. Daniel Gottesman bir kuantum kodu ikili kubitler
tizerindeki Pauli matris grubunun degismeli bir altgrubunun sabit biraktig1 kompleks
vektor uzay: olarak tanimlamis ve bu alt grubun cebirsel yapisindan yarararlanarak
kuantum hatalar1 simiflandirmistir [4]. Alexei Ashikhmin ve Emanuel Knill, ikili
olmayan kuantum kodlar1 tanimlamis ve bu kuantum kodlarin nasil elde edilecegini
gostermislerdir [5]. Avanti Ketkar ve arkadaslari, [F, tizerinde Pauli matrislerini
tanimlamig ve ikili olmayan kuantum kod bulma isini dnce F, tizerinde iz-simplektik
(trace-symplectic) i¢ carpimina goére dualini iceren toplamsal kod bulmaya sonra
da F,. lzerinde iz-alternatif (trace-alternating) i¢ carpimina goére dualini iceren
toplamsal kod bulmaya dontistiirmiistiir [6]. Ayrica, F. iizerindeki lineer kodlarin
Hermit i¢ carpimina gore duali ile iz-alternatif (trace-alternating) i¢ ¢arpimina gore
dualininin aym oldugu gosterilmistir [6]. Bu ise F. iizerindeki lineer kod ailerinin
Hermit i¢ carpimina gore dualini (Hermityen dualini) icerme kosullarinin ¢calisiilmasini
gerektirmistir. Salah Aly ve arkadaglari, Fg. tizerindeki BCH kodlarin Hermityen
duallerini icerme sartlarini arastirmis ve bu kodlardan elde edilen kuantum kodlarin

parametrelerini belirlemistir [7].

Lineer kodlar icin verilen Singleton sinir1 kuantum kodlar icin de belirlenmistir.
Kuantum Singleton simirini saglayan bir kuantum koda maksimum uzakliga
ayrigabilen (MDS) kuantum kod denir [6]. F.. lizerindeki lineer kodlarin Hermityen

dualinden kuantum MDS kodlarin insasi tizerine yogun bir sekilde calisiimaktadir



[8-21]. Lingfei Jin ve arkadaslari, genellestirilmis Reed-Solomon (GRS) kodlarin
Hermityen duallerini icerme durumlarini incelemis ve kuantum MDS kodlarin bazi
siflarini elde etmistir [8]. La Guardia, ¢ = 2' olmak iizere F,. {izerindeki
devirli kodlardan [[q2 +1,q>°—2d + 3,d]]q, 3 < d < g+ 1 parametrelerine sahip
kuantum MDS kodlar insa etmistir [9]. Xiaoshan Kai ve Shixin Zhu, F,. iizerindeki
nega-devirli kodlarin tanimlayici1 kiimelerinden yararlanarak g = 1 (mod4) denkligini
saglayan tek asal kuvveti q icin [[q2+1,q2—2d+3,d]]q, 2 < d(cift) < g+1
ve [(¢%+ 1)/2, (¢®+ 1)/2—2d +2,d:|]q, 3 < d < q kuantum MDS kodlarimi elde
etmistir [10]. Xiaoshan Kai ve arkadaslari, sabit devirli kodlardan Hermityen insasi
ile kuantum MDS kodlarin bazi siniflarinin parametrelerini ortaya koymustur [11].
Lingfei Jin ve Chaoping Xing, GRS kodlardan Hermityen insasi ile minimum uzaklig
en az q/2+ 1 olan kuantum MDS kodlar1 elde etmistir [12]. Weijun Fang ve Fang-Wei

Fu, kuantum MDS kodlarin iki yeni ailesini insa etmistir [20].

Kuantum kodlarin 6nemli siniflarindan bir tanesi dolasik destekli (entanglement
assisted) kuantum kodlardir. ilk olarak Todd Brun ve arkadaslar1 tarafindan sunulan
bu kuantum kod ailesi, gonderici ile alic1 arasinda 6énceden paylasilan belli sayidaki
(c sayis1) dolasik haldeki kuantum durumunu kullanarak daha fazla kuantum hata
diizeltmeyi amaclar [22]. Dolasik destekli kuantum kodlar icin de Singleton siniri
belirlenmistir [22]. Bu sinir1 saglayan dolasik destekli yeni kuantum kodlarin
(kuantum MDS kod) insas1 ayri bir problemdir [23-29]. Lineer kodlardan dolasik
destekli kuantum kodlar elde edilmesinde dualini icerme sarti aranmadigindan bu
durum tiim lineer kodlarin bir kuantum koda doéniistiiriilebilmesine imkan tanimistir
[22]. Fakat lineer kodlardan elde edilen dolasik destekli kuantum kodlar icin ¢ sayisini
belirlemek kolay degildir. Bir [n,k,d], lineer koddan ¢ = rank (HHT) olmak {izere
[n,2k —n+c,d;c], parametrelerine sahip dolasik destekli kuantum kodun insasi
gosterilmistir [30]. Rui-Hu Liu ve arkadaslari, devirli kodlarin tanimlayici kiimeleri
icin bir ayrisim tanimlayarak c¢ sayisini belirlemis ve bazi dolasik destekli kuantum
kodlar elde etmistir [31]. Jianzhang Chen ve arkadaslar1 devirli kodlar tanimlayici
kiimeleri icin verilen ayrisim tanimini nega-devirli kodlarin tanimlayici kiimelerine
tasimis ve minimum uzakliklar1 en az q + 1 olan dolasik destekli kuantum MDS

kodlarin yeni siniflarini insa etmistir. Yang Liu ve arkadaslari, bu tanimi sabit devirli
-1
r 2

kodlarin tanimlayici kiimeleri icin vermis ve minimum uzakli1 en az q + 1 olan
r = 3,4,5,6,7 uzunluklu dolasik destekli kuantum MDS kodlarin insasini vermistir
[23].



1.2 Tezin Amaci

Bu tezde, sonlu cisimler iizerindeki sabit devirli kodlarin tanimlayici kiimeleri izerine
calisarak literatiirde var olan kuantum kodlarin parametreleri iyilestirilecek, kuantum
MDS kodlarin bir sinifi i¢in yeni bir insa verilecek ve yeni dolasik destekli kuantum

MDS kodlar elde edilecektir.

1.3 Hipotez

Sabit devirli kodlarin zengin cebirsel yapiya sahip olmalar1 bu kod ailesi ile dualleri
arasindaki iliskinin belirlenmesini kolaylastirdig1 gibi kuantum MDS kodlarin ve

dolasik destekli kuantum MDS kodlarin insasina da imkan tanimaktadir.



2

Temel Bilgiler

Bu boliimde sonlu cisimler {izerinde tanimli lineer kodlar, sabit devirli kodlar, kuantum
kodlar ve dolasik destekli kuantum kodlar hakkinda temel bilgiler verilecektir. Aksi
belirtilmedigi stirece F;, q elemanl sonlu bir cisim ve IF‘Z, bilesenleri F, sonlu

cisminden olan n-li vektorlerin kiimesidir.

Dijital ortamda bilgi birimi O ve 1 bitleridir. Bilgi ise bitlerin bir dizisinden olusur.
Bilginin iletilmesi esnasinda bit veya bitlerde meydana gelen degisiklige hata denir.
Iletisim kanalinda bilginin iletilmesi sirasinda olusabilecek hatalar1 farkeden ve
diizelten yapilarin insasi iletisim teorisinde 6nemli bir problemdir [32]. Bu problemin
¢Ozlimii icin gelistirilen matematiksel yapilara kod denir. Genel olarak kod tanimi
asagidaki gibidir.

A= {al,az,...,aq}, g elemanl bir kiime ve A" = AX --- x A olsun. A iizerinde n
~——

n defa
uzunlugunda bir kod, A" kiimesinin bostan farkli bir alt kiimesidir. A’ya kod alfabesi,

A" kiimesinin bir elemanina A iizerinde n uzunlugunda bir s6z ve kodun elemanlarina
da kodsozler denir [33].

C. E. Shannon (bkz. [32]) tarafindan ortaya konulan yukaridaki problemin ilk
sistematik ¢ozimii R. W. Hamming tarafindan verilmistir [34]. R. W. Hamming

tarafindan tanimlanan Hamming kod, bir x;x,x5x, dizisini

X1+ X3+ x5+ x;, = 0(mod2)
Xy + X3+ Xg + X, = 0(mod2)

X4+ X5+ X¢ + x;, =0(mod2)

denklem sistemini saglayan x5, x4 ve x, bitlerinin sona eklenmesiyle x;x,x5X,X5X¢X-
seklinde kodlayan yapidir. Yukaridaki denklem sisteminin ¢6ziim kiimesi, F/ vektor
uzayinin bir alt vektor uzayini olusturdugundan genel olarak ]F;’ vektOr uzayinin bir
alt vektor uzayinin kod olarak goriilmesini saglamis ve lineer kodlarin tanimini ortaya

cikarmistir.



2.1 Lineer Kodlar

Bu alt baslik altinda lineer kodlar hakkinda detayl bilgiler verilecektir.

Tanmim 2.1. [35] I, {izerinde n uzunlugunda bir toplamsal kod ]FZ vektOr uzayinin

toplamaya gore kapali bir alt kiimesidir.

Tamim 2.2. [33] F, iizerinde n uzunlugunda k boyutlu bir lineer kod IB‘;‘ vektor
uzaymin k boyutlu bir alt vektor uzayidir ve [n, k], ile gosterilir. Kodun elemanlarina

kodsozler denir.

Tanim 2.3. [33] Bir x = (x,X5,...,X,) € IE‘Z vektoriiniin Hamming agirhigi x

vektoriiniin sifirdan farkli bilesenlerinin sayisidir ve wy, (x) ile gosterilir:
wo(x)=Hi:x; #0,1<i<n}. 2.1)

Tamm 2.4. [33] x = (x,X,,...,x,) € Fy ve y = (¥1,¥5,...,¥,) € Fy vektorleri
arasindaki Hamming uzaklikligi farkli bilesenlerinin sayisidir ve d;, (x, y) ile gosterilir:

d (6, y) =i x #y, 1Si<n}| =w, (x—y). (2.2)

Tamim 2.5. [33] C, F, tizerinde n uzunlugunda bir kod olmak tizere C kodunun
minimum (Hamming) uzakligi C kodundaki farkli kodsozlerin arasindaki en kiiciik

Hamming uzakligidir. Bu uzaklik d ile gosterilirse
d=min{d, (x,y):x,y€C,x # y} (2.3)

olur.

Bundan sonra aksi belirtilmedik¢e bir kodun minimum uzaklig: ile o kodun minimum

Hamming uzaklig1 kastedilecektir.
Bir kodun hata farketme ve diizeltme kapasitesi o kodun minimum uzaklig: ile
yakindan iligkilidir.

Teorem 2.1. [33] C, F, iizerinde minimum uzakligt d olan bir kod olsun. Bu durumda

agsagidakiler saglanir:

1. C, t hata farkeden bir koddur ancak ve ancak d > t + 1.

2. C, t hata diizelten bir koddur ancak ve ancak d > 2t + 1.

Tamim 2.6. [33] F,
uzakhgina sahip bir lineer kod [n, k,d], notasyonu ile gosterilir. Burada n, k ve d

tizerinde n uzunlugunda k boyutlu d minimum (Hamming)

sayilarina C kodunun parametreleri denir.



Tamm 2.7 (Lineer Kodlar I¢in Singleton Sir). [33] [n,k,d], parametrelerine sahip
bir C kodunun minimum uzaklig1 icin d < n—k + 1 sinir1 vardir ve bu sinira Singleton
sinir1 denir. Eger d = n—k + 1 ise C koduna maksimum uzakliga ayrisabilen (MDS)
kod denir.

x = (X1, X9,...,X,) € Fpvey = (Y1, Y25+ Yn) € F, vektorlerinin Oklid ic carpimu
(x,y) ile gosterilir ve

(6, y)=x1 71+ x5, + -+ X, (2.4)
seklinde tanimlanir.

Tamim 2.8. [33] C, F, iizerinde n uzunlugunda bir kod olsun. C kodunun OKlid ic

carpimina gore duali C* ile gosterilir ve
CL={y€1FZ:(x,y>=0, Vxec} (2.5)

olarak tanimlanir.

C, bir [n, k], parametreli lineer kod ise ct, [n,n— k], parametreli lineer koddur.

Fge, q> elemanli sonlu cisim olmak iizere x = (x;,X5,...,X,) € IE‘Z2 ve

Y=01,Y2->Yn) € IFZZ vektorlerinin Hermityen i¢ carpimi
(0, ¥ ) =x157 + X055+ x, ] (2.6)

seklindedir.

Tanim 2.9. C, F,. lizerinde n uzunlugunda bir kod olsun. C kodunun Hermit ig

carpimina gore duali (Hermityen duali) C** ile gosterilir ve
CLhz{yE]FZZ:(x,y)h=O, VXEC} 2.7)
seklinde tanimlanir.

Tanmim 2.10. [33] C, F, iizerinde bir lineer kod olsun.

1. C kodun baz vekorlerini satir kabul eden matrise C kodun iirete¢ matrisi denir.

2. Ct kodun baz vektorlerini satir kabul eden matrise C kodun kontrol matrisi

denir.
Ornek 2.1. ¢ = {00000,11100,00111,11011} < IE‘; lineer kodu,
[5,2,3] parametrelerine sahip ve 1-hata diizelten bir koddur. ct =
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{00000, 10101,01101,11000,00011,10110,01110,11011} lineer kodu ise [5,3,2]

parametreli, 2-hata farkedebilen bir lineer koddur. C kodun tirete¢ ve kontrol matrisleri

strastyla
11100
G=
00111
ve
1 0101
H=] 0 1 01
00011
seklindedir.

2.2 Sabit Devirli Kodlar

Lineer kodlarin 6nemli bir simifi, zengin cebirsel yapisindan dolay: sabit devirli
kodlardir. Bundan sonra aksi séylenmedikce IE‘; = F,\{0}, a € IB‘; ve r, a’nin

carpimsal mertebesidir.

Tamim 2.11. [35] C, F, iizerinde n uzunlugunda bir lineer kod olsun. Eger her
¢ = (cp>C15---5¢41) € C kodsozil icin (ac,_q,Co,...,C,z) € C oluyorsa C koduna F,
{izerinde n uzunlugunda bir a-sabit devirli kod denir. Ozel olarak a = 1 ise C koduna

devirli kod, a = —1 ise C koduna nega-devirli kod denir.

Fqlx]

fi—a)’
©((CosC1sevesCrg)) = Co+ X + ... + cpqgx™? dénﬁgﬁmi]iF bir F, vektor uzay
izomorfizmasidir ve C kodunun ¢ altindaki goriintiisi ¢ (C), b9 p51iim halkasinda

{(xn—a)
bir idealdir.

C, F, tzerinde n uzunlugunda bir a-sabit devirli kod olsun. ¢ : IFZ —

Teorem 2.2. [35] F, iizerinde n uzunlugunda a-sabit devirli kodlar ile (ii[j) béliim

halkasindaki idealler arasinda birebir bir iliski vardir. Dahast x™ — a’y1 bolen bir g (x)

polinomu i¢in ¢ (C), g (x) polinomu tarafindan tiretilen bir idealdir.

Teorem 2.2, F, lizerinde n uzunlugunda bir a-sabit devirli kodun (]i?]—[_xi) bolim
halkasinda bir ideal olarak goriilmesini saglar. ii—[j) halkasinin idealleri x™ — a’nin
bélenleri tarafindan tiretilen idealler oldugundan x"—a’nin F, tizerindeki indirgenemz

carpanlar1 6nemlidir.

(n,q) = 1 olsun. Bu durumda F /nun bir cisim genislemesinde y" = a olacak
sekilde birimin rn ninci ilkel koki vardir ve x" — @’'min F, tizerindeki tiim kokleri
v, Y, Y seklindedin. O, = {1,1+r,...,14+r(n—1)} olsun. 0 <

j < n—1 olmak iizere modrn’ye gére 1 + ri’yi iceren g>-devirsel koset C, i =
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{(1+rj)q¥ (modrn) : i € N} kiimesidir. Bu durumda O, baz1 q-devirsel kosetlerin
birlesimidir.
Teorem 2.3. [35]Her 0 < j <n—1icin n;(x)= [] (x—y') polinomu katsayilart

ieC1+rj
FF, cisminden olan T, tizerinde indirgenemez bir polinomdur. Dahast x" — a, baz1 0 <

j < n—1 tamsaylart i¢in 7; (x) polinomlarimin ¢arpumidr.

IF, tizerinde n uzunlugunda bir a-sabit devirli C = (g (x)) kodunun tanimlayici kiimesi
Z= {1 +rj:g (y”rj ) =0,1+rje€ Or,n} olarak tanimlanir. Sonlu cisimler izerindeki

sabit devirli kodlarin minimum uzakliklarina dair bir alt sinir belirlenmistir.

Teorem 2.4 (Sabit devirli kodlar i¢in BCH simir1). [36, 37](n,q) = 1 olsun. a, F 'nun
¢arpimsal mertebesi r olan sifirdan farkli bir elemani ve y, F,'nun bir geniglemesinde y" =
a esitligini saglayan birimin rn ninci ilkel kokii olsun. C, F, lizerinde n uzunlugunda
tanimlayict kiimesi Z olan bir a-sabit devirli kod olmak iizere eger bir u tamsayist igin

{1+rj,u<j<upu+d—2}CZise C kodun minimum uzakligi en az d kadardur.

IF, lizerinde bir a-sabit devirli kodun Hermityen duali F . izerinde bir a™?-sabit devirli
koddur. Asagida FF. lizerinde bir a-sabit devirli kodun Hermityen dualini igerme sarti

verilmistir.

Lemma 2.5. [11](n,q) = 1 ve C, Fp. iizerinde tarumlayict kiimesi Z olan bir sabit

devirli kod olsun. Bu durumda, C** C C ancak ve ancak Z N—qZ = § olmasidir:

Ornek 2.2. C, F iizerinde 11 uzunlugunda bir a = 2-sabit devirli kod olsun. Bu du-
rumda r = 2 olur ve Fy iizerinde y'! = 2 olacak sekilde birimin 22 nci ilkel kokii y vardir.

1+ 2j’yi iceren mod22’ye gore tiim 9-devirsel kosetler asagidaki gibidir:

Cl = {133)559)15}3
c, = {7,13,17,19,21},
Cn = {11}.

Burada —3C; = C; oldugu goriilii= C, tamimlayict kiimesi Z = C; olan bir 2-sabit
devirli kod olsun. C; devirsel koseti aralarindaki fark 2 olacak sekilde 3 ardisik eleman
icerdiginden C kodun minimum uzakligi BCH stnurindan en az 4'tiin. Ayni zamanda

—3C, N C, = C,N C, =@ sart1 saglandigindan Lemma 2.5’ gére C*+ C C olur.

2.3 Kuantum Kodlar

Klasik mekanigin kurallarina gore calisan bilgisayarlar yerine giiniimiizde kuantum

mekaniginin kurallarina gore calisan bilgisayarlar diisiniilmektedir. Bu durum
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kuantum bilginin iletilmesi sirasinda meydana gelebilecek kuantum hatalan
diizeltebilen yapilarin insa edilmesi problemini ortaya cikarmistir. Bu yapilara
kuantum kodlar denir. Kuantum kodlarin insasindan 6nce kuantum bilginin temel

birimi olan kuantum bitlerin (kubitlerin) bilinmesi gerekir.

2.3.1 Kuantum Bitler ve Kuantum Hatalar

Klasik hesaplamanin ve klasik bilginin temel birimi bitler iken kuantum hesaplamanin
ve kuantum bilginin temel birimi ise kubitlerdir [38]. g bir asalin kuvveti olmak iizere
bir kubit, g boyutlu kompleks vektér uzayindaki bir vektor ile temsil edilir. C9, g
boyutlu kompleks vektor uzay: ve |.) notasyonu bir siitun vektoriinii temsil etmek
tizere bir kubit

Ix) =(ad)gx1>» @ €C

olarak yazilir.

Bir |x) € C? kubitinin kendisinden farkl bir |y) € C? kubitine déniismesine kuantum
hata denir. Dolayisiyla, bir kubit iizerinde meydana gelen bir kuantum hata, C? vektor
uzay1 lizerinde bir lineer doniisiim olarak disiintilebilir. C? vektor uzay: tizerindeki
lineer dontistimlerin kiimesi, C? {izerinde ayrica bir vektor uzay: (kuantum hata uzay1)
belirttiginden bu vektor uzayi icin bir taban olusturulabilir. {Ix) eCl:xe IE‘q} kiimesi

C? vektor uzayinin ortonormal bir tabani olsun. w, birimin p ninci ilkel koki ve iz :
m—1 .

F, > F,iz(x)= ; xP',q=p™olsun. Hera,b € IF, i¢in X, ve Z, lineer doniisiimleri

X, |x) = |x+a), (2.8)

Zylx) = P |x) (2.9)

seklinde tanimlanansin. Bu durumda {XaZ p:a,be ]Fq} kiimesi bir kubit tizerindeki
kuantum hata uzay i¢in bir tabandir [6].

Ornek 2.3. ¢ = 2 olsun. Bu durumda w = —1ve iz : F, —» F,, iz (x) = x olur. C% icin
bir ortonormal taban {IO) = ( (1) ), 1) = ( (1) )} secilebili. X,, X,, Z, ve Z; lineer
doniisiimleri i¢in

Xo|0) = 10), X, 1) =11),

X;10) = [1), X;[1) =10},

Zyl10) = 10), Z,[1) =1},

Z,10) = 10}, Z,|1) =—1),
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saglandigindan X,, X,, Z, ve Z lineer doéniistimleri I, = X, = Z, = ( 0 1 ):

0 1 1 O
X, = ( - ) ve Z; = ( 0 _1 ) olarak ifade edilebilir. {I,X,,Z,,X,Z,} kiimesi

C? ugayindaki bir kubit iizerinde meydana gelebilecek kuantum hatalar icin bir taban

olusturur.

a=(ay,...,a,) € Fy olsun ve ®, matrislerin tensor ¢carpimini ifade etsin. X, ,...,X,
matrislerinin tensor carpimi X, ® --- ® X, kisaca X (a) ve Z, ,...,Z, matrislerinin
tensor ¢arpimi Z, ® -+ ® Z, ise kisaca Z (a) olarak yazilir. Cc? = CleCle---®C?

n defa
olsun. CY uzay: iizerinde bir n kubit, CI" kompleks vektor uzayindaki bir vektordiir.

C? uzay1 lizerinde bir n kubit {lizerinde olusabilecek kuantum hatalar i¢in bir
taban, bir kubit iizerinde meydana gelen kuantum hatalarin taban elemanlarinin
tensor carpimindan olusur. Yani, {X (aA)Z(b):a,be IE‘Z} kiimesi, n kubit tizerindeki
kuantum hatalar icin bir tabandir [6].

Ornek 2.4. ¢ = 2 ve n = 2 olsun. Bu durumda IF% ={(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)} olmak

ligere

X(0,0) = X,®X,,
X(0,1) = X,®X,,
X(1,0) = X,®X,,
X(1,1) = X,®X,,
Z(0,0) = Z,®Z,,
7(0,1) = Z,®7,
Z(1,0) = 7,82,
Z(1,1) = Z,8Z,

olarak hesaplanir. Ayrica, X (1,0) dontisiimiiniin |00) 2 kubitinde meydana getirdigi
hata asagidaki gibidir.

X(1,0)(100)) = (X;®X,)(|0)®]0))
= X,|0) ®X,0)
= [1)®]0)
= |10).
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2.3.2 Stabilizer Kuantum Kodlar

Tamim 2.12. [6] F, {izerinde n uzunlu§unda M boyutlu bir kuantum kod, c
kompleks vektor uzaymnin M boyutlu bir alt uzayidir ve ((n, M)), ile gosterilir. Ozel
olarak, M = g* ise bu kuantum kod [ n, k], ile gosterilir. Kuantum kodun elemanlarina
kuantum kodso6z denir.

Kuantum kodlarin bir smnifi olan stabilizer kuantum kodlar Daniel Gottesman
tarafindan tanimlanmustir [4]. Stabilizer kuantum kodlarin tanimi i¢in hata grubunun
tanimi gereklidir. Her a,b € F, icin X, ve Z, lineer dontisiimleri (2.8) ve (2.9)’daki
gibi tanimlasin.

G, = {wCX(a)Z(b) ra,be T, ¢ e]Fp}

olarak tamimlanan G,, pq** elemanli bir sonlu gruptur. =~ G, sonlu grubuna,
{X (a)Z(b):a,be ]FZ} hata tabanina bagh hata grubu denir [6].

Tanim 2.13. [6] S < G, olsun. S alt grubuna bagh Q stabilizer kuantum kodu
Q= {Ix) €C? : Elx)=|x), VEGS}

olarak tanimlanir.

Tanim 2.14. [6] Bir (a|b) € IF(ZI” vektoriin simplektik agirligi
swt((alb))={ie{1,...,n}: (qb;) #(0,0)}
olarak tanimlanir. Bir E = w°X (a) Z (b) elemaninin agirligi
w(E) =swt ((alb))

olarak tanimlanir.

Bir kuantum kodun minimum uzakli§1 farkedemedigi hatalarin en kiiciik agirligi
olarak tanmimlanir. Diger bir ifade ile bir Q kuantum kodu d minimum uzakligina
sahiptir ancak ve ancak Q, G, grubundaki agirligi d’den kiiciik tiim hatalar
farkederken d agirlikli bazi hatalari farkedemez [6]. 2 < G, olmak iizere bir
kuantum kod 2 kiimesindeki hatalar1 farkedebiliyorsa 2 kiimesinin gerdigi uzaydaki
tim hatalar1 da farkedebilir. Ayrica, d minimum uzakligina sahip bir kuantum kod

agirlig Ld%lj ve L%J’den kii¢iik olan tiim hatalar1 diizeltebilir [6].

Tanim 2.15. [6] C? kompleks vektér uzaymin d minimum uzaklikli M boyutlu alt
vektor uzayna F, tizerinde ((n,M,d)), parametreli bir kuantum kod denir. Ozel

olarak, M = q* ise bu kuantum kod [[n, k, d ], ile gosterilir.
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S € G, olsun. S alt grubuna bagh olarak verilen Q stabilizer kuantum kodun
farkedemedigi hatalar, G, grubunda S’deki elemanlarla degismeli olup Q stabilizer
kuantum kodun kodsozlerinde hataya sebep olan elemanlardir [6]. S alt grubunun

G, grubundaki merkezleyeni
Cg (S)={F €G, : EF =FE, YE €S}

alt grubudur. Z(G,), G,'in merkezi olmak {izere S ve Z (G, ) tarafindan {iretilen alt
grup SZ (G,) olsun.

Lemma 2.6. [6]Q, S C G, alt grubu ile verilen bir stabilizer kuantum kod olsun. Bir
E € G, hatasini Q stabilizer kuantum kodu tarafindan farkedilebilir bir hata olmast igin
gerek ve yeter kosul E € SZ (G,) ya da E ¢ C;_(S) olmasidir.

Lemma 2.6’ya gore S C G, alt grubu ile verilen bir stabilizer kuantum kodun
farkedemegi hatalar, C; (S) \ SZ(G,) kiimesindeki elemanlardir. Bir E =
wX (a) Z (b) € G, elemanini (a|b) € ]Fj” vektoriine karsilik getiren doniisiim altinda

SZ(G,) alt grubunun goriintiisii F, iizerinde 2n uzunluguna sahip
¢ ={(alb) e F*": X () Z (b) €52 (G,)}

toplamsal kodudur [6]. C; (S) alt grubunun goriintiisiinii belirlemek icin asagidaki

tamima ihtiyag vardir. (a|b), (a’|b’) € an vektorlerinin iz-simplektik i¢ carpimi

((alb), (a’|b’)>s =try, (ba’—b’a)

olarak tanimlanir [6]. Burada ab, a ve b vektérlerinin Oklid i¢c carpimidir. Bu durumda

Cg, (S) alt grubunun goriintiisti C kodun iz-simplektik i¢ ¢arpimina gore duali olan
ct = {(alb) e F" : X (a) Z (b) € Cg, (5)}

toplamsal kodudur. Bir sonraki teorem F, tizerindeki 2n uzunlugundaki toplamsal

kodlar ile stabilizer kuantum kodlar arasindaki gegisi verir.

Teorem 2.7. [6] ((n,M,d)), parametrelerine sahip bir stabilizer kuantum kod vardir
ancak ve ancak M > 1 iken swt (Cls \ C) =d, M =1 iken swt (CLS) =dveCCCh
sartlarin saglayan |C| = j/[—n elemanli bir C < Fi” toplamsal kodu vardur.

C, ve C,, F, lizerinde CzL C C; olacak sekilde [n, k;,d, ], ve [n,k,,d,], parametreli
iki kod olsun ve C = Cll X CZl olarak tanimlansin. Bu durumda C € C* oldugundan
Teorem 2.7'den minimum uzakligi d = min{w, (c):c € (C;\ CL)U(C,\Ci)} olan
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[n,k, + k, —n,d], parametreli bir stabilizer kuantum kod vardir. Ozel olarak, Cll C
C, ve C, = C; secilirse asagidaki insa elde edilir [6].

Teorem 2.8 (CSS Insas1). [6] C bir [n, k,d], parametreli kod olsun. Ct C C ise

[n,2k —n, > d], parametreli bir kuantum kod vardir:

Fe'nin F, tzerindeki bir tabami {f,$?} olmak iizere v,w € ]FZ2 vektorlerinin
iz-alternatif i¢ carpimlari

ywl — vqw)

(viw)a = iz (W

olarak tanimlanir. ¢ : IFE” — IE‘ZZ, ¢ ((alb)) = Ba+ BIb doniisiimii tanimlansin. Bu
durumda, swt ((alb)) = w; (¢ ((a|b))) olur ve ayrica (a|b), = (¢ (a)|¢ (b)), esitligi
saglanir [6]. Teorem 2.7 asagidaki gibi yeniden diizenlenebilir.

Teorem 2.9. [6] ((n,M,d)), parametrelerine sahip bir stabilizer kuantum kod vardir
ancak ve ancak M > 1 iken w;, (C*«\ C) =d, M = 1 iken w,, (C*<) = d ve C C C*«

sartlarint saglayan |C| = Mn elemanli bir C < ]FZ2 toplamsal kodu vardur.

F,. tizerinde bir C lineer kodu icin C 1w = Cle esitligi vardir. Bu durumda Teorem
2.97un bir sonucu olarak F. tizerinde Hermit i¢ carpimina gore dualini igeren lineer
kodlardan stabilizer kuantum kodlarin bir insasi verilmis ve elde edilen stabilizer

kuantum kodlarin parametreleri asagidaki gibi belirlenmistir.

Teorem 2.10 (Hermityen Insasi). [6] C bir [n, k,d],. parametreli kod olsun. cthCC

ise [n, 2k —n, > d], parametreli bir stabilizer kuantum kod vardur.

Lineer kodlarda oldugu gibi stabilizer kuantum kodlarin parametreleri iizerine de sinir

vardir.

Tamim 2.16 (Stabilizer Kuantum Kodlar icin Singleton Simir1). [5, 6] Bir [n, k,d],
stabilizer kuantum kodu icin k < n—2d + 2 dir. k = n—2d + 2 esitligini saglayan
stabilizer kuantum koda maksimum uzakliga ayrisabilen (MDS) stabilizer kuantum
kod denir.

Ornek 2.5. q = 2 icin bir kubit iizerindeki I, = X, = Z,, X, ve Z, lineer doniisiim-
leri Ornek 2.3’teki gibi olsun. Notasyon kolayligi olarak I = I,, X, = X, Z; =
Z ve Y = X,Z, olarak tamimlansin. 3 kubit iizerinde G, hata grubunun bir alt
grubu S = {E,=IQIQLE,=ZQ®ZQLE,=X®XQ®L,E;,=YQ®Y®I}veQ, S alt
grubuna bagl stabilizer kuantum kod olsun. G; — IFS’, (—1)'X (a)Z (b) — (alb)
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déniistimii altinda E,, E,, E, ve E; elemanlarinin gériintiisii

I®I®I — (000]000)
Z®Z®I — (000]110)
X®X®I — (110/000)
YeY®I — (110/110)
seklindedir. S alt grubunun bu doniisiim altindaki goriintisi C =

{000/000,000[110,110|000,110|110} € FS bir lineer koddur ve C*:
{000]000, 000|110, 000|001,000|111,110|000,110|110,110/001,110|111,001|000,
001|110,001|001,001|111,111]|000,111|110,111|001,111|111} elde edilir. Buradan
C C C* oldugu gériiliir. swt (001|001) = 1 oldugundan swt (CLS \ C) =1 olur. Teorem

2.7'den [[3,1, 1], parametreli bir stabilizer kuantum kod vardir.

2.3.3 Dolasik Destekli Kuantum Kodlar

Kuantum kodlarin 6nemli bir sinifi da dolasik destekli (entanglement-assisted)
kuantum kodlardir. Ilk olarak Brun ve arkadaslar tarafindan gelistirilen bu kuantum
kod gonderici ile alici arasinda dolasik haldeki kuantum durumlarindan yararlanip
kodun performansini arttirmay: amaclar [22]. Daha detayh bilgi icin [22, 30, 39, 40]
referanslarina bakilabilir.

Tanim 2.17 (Dolasik Destekli Kuantum Kod). [22] Bir [n,k,d;c], dolasik destekli
kuantum kod, ¢ dolasik haldeki kuantum durumunu kullanarak k kubitini n kubitine

kodlayan d minimum uzaklikli bir kuantum koddur.

Dolasik destekli kuantum kodlar icin Singleton sinir1 asagidaki gibi verilmistir.

Tamim 2.18 (Dolasik Destekli Kuantum Kodlar Icin Singleton Simir1). [22] Bir
[n,k,d;c], kuantum kodu icin k < n—2d + 2 +c dir. k =n—2d + 2 + c esitligini
saglayan dolasik destekli kuantum koda dolasik destekli kuantum maksimum uzakliga
ayrisabilen (MDS) kod denir.

Ayrica, ¢ = n — k esitligini saglayan dolasik destekli kuantum koda maksimum
dolasiklikli dolasik destekli kuantum kod denir.

Sonlu cisimler tizerindeki lineer kodlardan dolasik destekli kuantum kodlarin insasi
verilmis ve elde edilen kuantum kodlarin parametreleri belirlenmistir. Bu insaya
gore Fp. lizerindeki bir lineer kodun Hermit i¢ ¢arpimina gore dualini icerme sarti
aranmadigindan bu insa F,. tzerindeki tim lineer kodlarin bir kuantum koda

dontstiirtilebilecegi imkanini saglar.
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Teorem 2.11. [30]C, [n, k,d ], parametreli ve kontrol matrisi H = (hi,j) olan bir

(n—k)xn
kod olsun. Bu durumda c = rank (HH') olmak iizere [n,2k —n+c,d; c]]q parametreli
dolasik destekli bir kuantum kod vardir. Burada H' = (h;l i) ) matrisidir.
2 nx(n—

15



3

Gelistirilmis Minimum Uzaklikli Kuantum Kodlar

[41]de F, iizerinde bir devirli kodun tanimlayic1 kiimesinin en az iki ardigik eleman
icerme sart1 verilmis ve bu sart1 saglayan dualini iceren devirli kodlardan CSS insasi ile
kuantum kodlar elde edilmistir. [42]'de ise IF, tizerinde cift uzunluklu bir nega-devirli
kodun tanimlayici kiimesinin en az iki ardisik eleman icerme sart1 verilmis ve bu
sart1 saglayan dualini iceren nega-devirli kodlardan CSS insasi ile elde kuantum
kodlarin parametreleri verilmigtir. Bu boliimde ise I lizerinde bir sabit devirli kodun
tanimlayici kiimesinin en az ii¢ ardisik eleman icerme sart1 verilecek, Hermityen insasi
ile kuantum MDS kodlarin bir sinifi yeniden elde edilecek ve [41]'de elde edilen
kuantum kodlarin minimum uzakliklari arttirilarak daha iyi kuantum kodlar elde

edilecektir.

3.1 Kuantum MDS Kodlarin Bir Siifinin Insasi

Asagidaki onermede [41]'de F, iizerinde devirli kodlarin ve [42]de F, {izerinde
nega-devirli kodlarin tanimlayici kiimeleri igin verilen sonug F . tizerinde sabit devirli
kodlarin tamimlayic kiimelerine genellestirilmis ve bir g?-devirsel kosetin m ardisik

eleman icermesi i¢in yeter kosul verilmistir.

Onerme 3.1. q, bir asalin kuvveti ve n, (n,q) = 1 esitligini saglayan bir pozitif tam-

q2a}-+1 -1 -1 . q2a1 -1
r r

-1
) — jr olmak fiizere

sayt olsun. 1 < j < m—2i¢in A; = (
n| (A, Ay, ..., A,_p) sartint saglayan 1 < ay,a,,...,0,_1 < 0,, (qz), m > 3 tamsayilart
varsa F . iizerinde [n,n—06,d = m + 1], parametrelerine sahip bir a-sabit devirli kod

vardir. Burada &, m ardisik elemant iceren q>-devirsel kosetin eleman sayisidir:
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Ispat. m > 3 olmak iizere

kq* =k+rmodrn
(k+7r)g*2=k+2r mod rn
(k+2r)q*s =k +3r mod rn

(k+(m—2)r)q** 1 =k+(m—1)r mod rn

kongriians denklem sistemi saglansin. Bu denklem sistemi her 0 < j < m — 2
2a;
q j+1—1

icin (k + jr) (T) = 1 mod n denkligini gerektirdiginden asagidaki denk denklem

21 _ 1\
kz(q ) mod n
r

2&3_1 _1
kz(q ) —2r mod n

sistemi elde edilir.

2am— —1 i
kE(q—) —(m_Z)rmOdn
r

Bu sistem bir ¢6zlime sahiptir ancak ve ancak heri,j =1,2,...,m—2 icin

q2aj+1 -1 -1 ) qzai+1 -1 -1 )
—— | —jr=|—| —irmodn
r r

veher j=1,2,...,m—2igin

q2a1 -1 -1
r

2aj41_1\ "} a _
olur. Bu durumda her j = 1,2,...,m — 2 icin nl(w) — (q21 1) —jr

2aj11 —1 -1
(L) —jr mod n
r

r r

q2a]-+1 -1 -1 . q2a1_1
r r

-1
oldugundan j = 1,2,...,m—2 i¢in A; = ( ) — jr olmak iizere

n| (A, Az, ..., Apn_) elde edilir. C, F,. lizerinde tanimlayici kiimesi Cg ,, (k) olan
bir a-sabit devirli kod olsun. Yukaridaki insadan Cp ,, (k), m ardisik eleman icerir.
|qu’m (k)| = & ve BCH simnirindan istenen parametrelere sahip bir kuantum kod
vardir. |

Lemma 3.1. k > 1 bir tamsay1 olsun. Asagidakiler saglanir.

1 (2+1,2%+1)=1.

2. (2k—1,2%+1)=1
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Ispat. 1. (28+1)(2% —2%1—2k141) = 1+ (2F—2"1)(2%* +1) esitliginden

(2k+1) (2% —2%1—2k14+1) = 1mod (2% +1) elde edilir Bu durumda
(25 +1,2% +1) = 1 saglanir.

2. (2k—1)(2k—1)2"" = 1 + (2¥'—=1)(2%*+1) esitliginden
(2f—1)(2k—1)2%! = 1mod(2%*+1) elde edilir. Bu durumda
(25 —1,2%* +1) = 1 saglanit

Lemma 3.2. k > 1 olmak iizere q =25, r =q+1ven= qZTH > 5 olsun. Asagidakiler

saglanir.

1. 0<j<q—1icin Cp,,(1+rj)={1+rj,1+r(@—1—j)}

2. —qCpn (1+9) £ Cp (1 +9452),

Ispat. 1. ¢’>r = —r mod rn denkliginden ¢?(1+rj) = 1+ r(g—1—j)mod rn
oldugu gortlir. o,, (qz) = 2 oldugundan 0 < j < q—1igin Cp,,(1+71j) =
{1+rj,1+r(q—1—j)} elde edilir.

2. —qCq (1 + @) = Cgz,rn (1 + @) olsun. Bu durumda —q (1 + @) =

1+ @ mod rn veya —q (1 + @) =1+ W mod rn durumlarn vardir.

—q (1 + @) =1+ @ mod rn olsun. Bu durumda 1+ @ =0 mod n elde
edilir. (2,n) =1 oldugundan gq*+q+2 = 0 mod n ve dolayisiylag+1 =0 mod n
olur. Bu ise Lemma 3.1 1. ile celisir.

—q (1 + @) =1+ W mod rn olsun. Bu durumda @ = 0 mod n elde
edilit. (2,n) = 1 oldugundan g? + g = 0 mod n ve dolayisiyla g —1 = 0 mod n

olur. Bu ise Lemma 3.1 2. ile celisir.

Teorem 2.10 ve Lemma 3.2’nin bir sonucu olarak kuantum MDS kodlarin bir sinifi insa
edilebilir.

Teorem 3.3. k > 1 olmak iizere ¢ = 2* olsun. qz_+1 > 5 olacak sekilde g> + 1 in her A
boleni igin [[u Cina g 4, 3]] parametrelerine sahlp bir kuantum MDS kod vardir.
Ispat. qZTH = 5ver =q+1olsun. C, Fp {lizerinde n uzunluklu qu,m(l-f—r%)

tanimlayict kiimesine sahip bir a-sabit devirli kod olsun. Lemma 3.2 2.’den
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—qCpm(1+72) # Cprn(1+7%) ve Lemma 2.5ten C** < C olur. Lemma 3.2
1.’den Cp ,, (1 + r%) ardisik iki elemanl bir kiimedir. Bu durumda Teorem 2.10’den
[n,n—4,3], parametreli kuantum MDS kodu elde edilir. [ |

3.2 lyilestirilmis Parametrelere Sahip Kuantum Kodlar

Burada Fg. tizerindeki devirli kodlar1 ve kuantum kodlar i¢in Hermityen insasini
diisiinerek literatiirdeki bazi kuantum kodlardan daha iyi parametrelere sahip

kuantum kodlar insa edilecektir.

q bir asalin pozitif kuvveti, (n,q) = 1 ve 0,(q) = 2m, m > 1 olsun. Bu durumda
0, (qz) = m ve dolayisiyla eger bir i icin |Cq,n (i)| = 2t, t|m ise |Cq2,n (i)| =t olur.
Cyn (1), —C,, (1) # Cy, (1) esitsizligini saglayan ve d ardisik terim iceren devirsel koset
olsun. C, FF, iizerinde n uzunlugunda tamimlayici kiimesi C, , (i) olan bir devirli kod
olsun. Bu durumda C* < C ve d(C) > d + 1 olur. CSS insasi ile C devirli kodundan
[n,n—4t,>d + 1], kuantum kodu elde edilir. Ayrica C,. , (i) = {i,ig?,...,iq* 2} ve
Cpn(iq) = {iq,ig?...,ig* '} oldugundan C, , (i) = Cp, (1))UC,,, (iq) esitligi vardir
O zaman F; lizerinde Cp. , (i) U Cp , (iq) tammlayici kiimesine sahip devirli koddan
Hermityen insasi ile [n,n—4t,> d + 1], parametreli kuantum kod elde etmek icin
—Cyn () N Cy, (1) = O esitliginin —qC,, (i) N C,, (i) = 0 esitligini gerektirdigini

gostermek yeterlidir.

Onerme 3.2. —C_ ()N C,, (k) =@ ancak ve ancak —qC,, (i) N C,, (k) = 0.

Ispat. (n,q) =1 ve iki devirli koset ya ayrik ya da ayn1 oldugundan —i = kq’ (modn)

ancak ve ancak —qi = kq’*! (modn) énermesi saglanir. [ |

Onerme 3.2’de 6zel olarak k = i alinirsa —C,.(1)NC,, () =0 <= —qC,,(I)NC,, (1) =

() onermesi elde edilir. Bu ise F, iizerinde dualini iceren devirli kodlardan CSS

q
ingasi ile tiretilen kuantum tiim kodlarin ve dolayisiyla [41]’de verilen tiim kuantum
kodlarin F . lizerinde Hermityen dualini iceren devirli kodlardan Hermityen insasi ile
elde edilebilecegini garanti eder. ileride Cyn (D) UC, , (k) yerine C, , (i, k) notasyonu

kullanilacaktir.

Ornek 3.1. ¢ = 7ve n = 65 olsun. Bu durumda 65| 7°+1 dir ve Onerme 3.2’ten her i icin
—Cy 65 (1) = Cy65 (i) esitligi saglanir. Dolayistyla F, iizerinde 65 uzunlugunda dualini
iceren devirli kod yoktur ve [41 [de verilen yontemle bu kodlardan kuantum kod elde
edilemez. Fakat —7C; ¢5(2) = Cy2 65 (9) ve C2 65 (2) = {2,8,32,33,57,63} oldugundan
Cr2,65 (2) tamumlayict kiimesine sahip F,. iizerinde 65 uzunlugunda bir C, devirli kodu
ClL " < C, sartini saglar. Hermityen ingast ile [ 65,53,d > 3], kuantum kodu elde edilir.
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—7Cr265(6) = Cr265(22) ve Crags5(6) = {6,24,31,34,41,59} dur. F,. iizerinde 65
uzgunlugunda C: 5 (2,6) tamimlayict kiimesine sahip bir C, devirli kodu igin CzL "< G,

dir ve Hermityen ingast ile [65,41,d > 5], kuantum kodu vardur.

Eger 2| |Cq’n (i)| ise 2 |Cq2,n (i)| = |Cq,n (i)| oldugu aciktir. Bu durumda F, tizerinde
bir devirsel koset IF . tizerinde iki devirsel kosetin birlesimi olacagindan daha ytiksek

boyutlu ve minimum uzaklikli Hermityen dualini iceren devirli kodlar bulunur.

Ornek 3.2. ¢ = 11 ve n = 63 olsun. [41]de [63,39,d>4],, kuan-
tum kodu elde -edilmistir. Cy, TFyy2 iizerinde uzunluklu Cpp265(3,8,9,10) =
{3,8,9,10,11,12,13,18,23,36,48,61} tanimlayict kiimesine sahip devirli kod olsun.
Bu durumda Cll " < C; oldugundan Hermityen ingast ile [63,39,d > 7], elde edilir ki bu
kod yukaridaki kuantum kodun minimum uzakligini artirmistir. Ayrica, Fy, tizerinde du-
alini iceren devirli kodlar ile bulunabilen en iyi kuantum kod [63,45,d > 4], iken Fy;2
lizerinde Cy;243(3,8,10) = {3,8,10,11,12,13,23,48,61} tammlayict kiimesine sahip
C, devirli kodu C2L " < C, sartint sagladigindan Hermityen ingast ile [63,45,d > 5],
elde edilir.

Tablo 3.1 [41]'de elde edilen kuantum kodlar ile bir kiyaslama

[41] [n,k,d], Tanimlayici Kiime

[[63: 39,d = 4]]11 [[63: 39:d = 7]]11 C'112,63 (3: 8: 9: 10)
[63,39,d = 4];; [63,45,d=5]1; Ci1243(3,8,10)
[35,19,d > 4],, [35,19,d >5],, C272,35(1,2,3,4)

Bir sonraki tablo ise [41]'de verilen insa ile elde edilemeyen fakat Hermityen insast ile

turetilebilen kuantum kodlarin bazilarinin bir listesidir.

Tablo 3.2 [41]'deki insa ile elde edilemeyen kuantum kodlarin bazilar

n q k Kuantum Kod Tanimlayic1 Kiime
17 7 2 [17,1,d >4], Cy2.17(3)

25 13 5 [25,5,d=3];3 Ci3255(2)

37 23 3 [37,13,d>=5],3 Cy323,(1,9)

41 32 2 [[41,29,d>4]5; C3p24,(1,2,3)

73 17 6 [73,25,d>7]y; Cir273(4,13)
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4

2 2
1 ve % Uzunluklu Kuantum MDS Kodlar

13

Lineer kodlar icerisinde onemli ailelerden bir tanesi de sabit devirli kodlardir.
Sabit devirli kodlar devirli kodlarin bir genellestirmesi olup zengin cebirsel yapiya
sahiptirler. Sonlu cisimler iizerindeki lineer kodlardan Hermityen insasi ile kuantum
kodlar elde etmek icin bu lineer kodlarin Hermityen duallerini icermeleri yeterlidir.
Sabit devirli kodlarin cebirsel yapilari bu kodlarin Hermityen duallerini icerme
kosullarini belirlemekte kolaylik saglar. Bu bodliimde sabit devirli kodlarin cebirsel
yapilarindan faydalanarak qzl—;l ve qzl—;l uzunlugunda kuantum MDS kodlarin bir sinifi
icin literatiirden farkli bir insa verilecektir.

p bir asal ve q, p|q® + 1 olacak sekilde tek asalin pozitif kuvveti olsun. a, [, lizerinde
birimin (q + 1). ilkel kékii yani r = g + 1 olsun. Bu durumda g2 nin mod rn ye gore
carpimsal mertebesi en fazla 2 dir.

Lemma 4.1. Mod rn ye gore tiim q>-devirsel kosetler asagidaki gibidir.

I Crygery = {1+(@+1)j, 1+(@+1)(g—1-j)}, 0<j< 5.
2. Cryqey =11+ (@ +1)j} j =17

3. Crge={1+(@+1)j,1+(@+1)(n+q—1—j)}, q—1 <j<T+

NS

4. Crygen;={1+(@+1D)jL j=5+1%

4.1 qzl—;l Uzunluklu Kuantum MDS Kodlar

q, 13m+5 ya da 13m+ 8 formunda tek asalin kuvveti ve n = % olsun. ¢ =13m+5
g-1

2
i¢in O,, nin bir alt kiimesi Z; = [ Ci4(q+1); V€ ¢ = 13m + 8 igin ise O, , nin bir alt
j=4m+2
= =
2 .
kiimesi Z, = |J Cj,(g41y; olarak tanimlansin. Iki durum icin de asagidaki gecerlidir.
j=4m+3

Lemma 4.2. Z, N—qZ, =0 ve Z,N—qZ, = 0.
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Ispat. ¢ = 13m +5 ve Z; N —qZ; # P olsun. Bu durumda —q(1+(q+1)j) =1+
(q + 1) k mod rn denkligini saglayan bazi 4m + 2 < j,k < 9m + 2 vardir. Bu denklik
ayni zamanda 1 + k + gj = 0 mod n denkligini gerektirir 4m+2 < j,k < 9m + 2
oldugundan ‘127+1—(q+ DT <1+qj+k< qZTH +(q+1) 2 elde edilir. ¢ = 13m+5
oldugundan 52m*+50m+13 < 1+qj+k <117m*+80m+13 ve n = 13m*+10m+2
elde edilir. Ayrica, 4n < 52m? + 50m + 13 < 5n ve 8n < 117m? + 80m + 13 <
9n esitsizlikleri 1 + ¢j + k nin tiim miimkiin degerlerinin nz, 5 < z < 8 olmasim
gerektirir. 4m+3 <14+ k <9m+3 < 13m+5 = q oldugundan 1+ qj + k nin q ile
boliimiinden kalan 14k oldugu goriiliir. 5n, 6n, 7n ve 8n sayilarinin q ile boliimiinden
kalanlar sirasiyla 12m+5, 4m+2, 9m+4 ve m+1 olur fakat bu kalanlarin higbirisinin

[4m + 3,9m + 3] araliginda olmamasi celiskidir.

q = 13m+8ve Z,N—qZ, # @ olsun. Budurumda —q (1 + (¢ +1)j)=1+(q + 1) k mod
rn denkligini saglayan bazi 4m + 3 < j,k < 9m + 4 vardir. Bu denklik ayn1 zamanda
1+ k+gj = 0 mod n denkligini gerektirir. Yukaridaki hesaplamalara benzer olarak
14 qj + k nin tiim miimkiin degerlerinin nz, 5 < z < 8 oldugu goriilir. 4m + 4 <
1+k <9m+5 < 13m + 8 = q oldugundan 1 + qj + k nin g ile boliimiinden kalan
1+ k oldugu goriiliir. 5n, 6n, 7n ve 8n sayilarinin q ile boliimiinden kalanlar sirasiyla
m+1, 9m+6, 4m+3 ve 12m+ 8 olur fakat bu kalanlarin hicbirisinin [4m + 4,9m + 5]

araliginda olmamasi celiskidir. [ |

Teorem 4.3. g, 13m+5 ya da 13m+ 8 formunda tek asalin kuvveti olsun. ¢ = 13m+5

durumunda her 2 < d (¢ift) < 5m + 2 ve ¢ = 13m + 8 durumunda her 2 < d (¢ift) <

2 2
Sm+3igin [%, % —d+1, d] , barametrelerine sahip ve Hermityen duallerini iceren
q

a-sabit devirli kodlarin bir sinift vardir.

-1
. 2
Ispat. ¢ =13m+5olsun. Her0 <i < 57’” icinS; = Ci4(q+1); klimesi tanimlansin.
. -1 .
j=—i
Bu durumda S;, Z; in ardisik eleman iceren bir alt kiimesidir ve |S;| = 2i + 1 olur.
C;, tamimlayici kiimesi S; olan bir a-sabit devirli kod olsun. Bu durumda C; istenen
parametrelere sahip MDS koddur. Ayrica, S; € Z; oldugundan Lemma 4.2’ten —gS; N

S; = ve Lemma 2.5’ten CiLh C C; elde edilir. ¢ = 13m + 8 durumu benzerdir. |

Teorem 4.4. q, 13m+5 ya da 13m+ 8 formunda tek asalin kuvveti olsun. ¢ = 13m+5
durumunda her 2 < d (¢ift) < 5m+ 2 ve ¢ = 13m + 8 durumunda her 2 < d (¢ift) <
?+1 ¢?+1

S5m+3igin [[T’ T —2d+2, d]] parametrelerine sahip kuantum MDS kodlarin bir
q

ailesi vardir.

Ispat. Teorem 4.3de insa edilen a-sabit devirli kodlar Hermityen duallerini
icerdiginden Teorem 2.4 kullanilarak istenen parametrelere sahip kuantum kodlar
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elde edilir. Ayrica, bu kuantum kodlar kuantum Singleton sinirini sagladigindan MDS
kodlardir. |

Lingfei Jin ve arkadaslar1 tarafindan [8]'de insa edilen kuantum MDS kod ailesi

Teorem 4.4te farkl bir sekilde yeniden insa edilmistir.

Ornek 4.1. ¢ = 31 = 13m + 5 olsun. Bu durumda n = 74, r = 32 ve m = 2 olur.
0 < j <30icin 1+32jiiceren mod 2368’ gore 312-devirsel kosetler asagidaki gibidir:

j = 0,30, C,=1{1,961}
j = 1,29, Ca;={33,929}

= 9,21, Cye = {289,673}
= 10,20, Ciy, = {321,641}
= 11,19, Csss = {353,609}
12,18, Cags = {385,577}
= 13,17, C,, = {417,545}
= 14,16, C, = {449,513}
= 15,  Cu = {481}

S Y
Il

Ayrica asagidaki esitlikler saglanir.

—31Co80 = Cugo
—31C3 = Cuam
—31C353 = Cgs
—31C385 = Ciosy
—31C47; = Crm
—31C40 = Cogo
—31C41 = Ciges

15

—31Cyg9 = Cyyo Oldugundan her 0 <i <5icin S; = | Ci432; olarak tamumlanir. a,
j=15—i
F} . grubunda ¢arpumsal mertebesi 32 olan bir eleman olmak tizere 6;, Fs,» lzerinde

S; tamimlayict kiimesine sahip bir a-sabit devirli kod olsun. Bu durumda —qS; N'S; =
0 oldugundan <€, Hermityen dualini iceren [74,74 —2i + 1,2i + 2]5,2 parametreli bir
koddur. Hermityen insast ile [ 74,74 —4i — 2, 2i + 2]|5; quantum MDS kodu elde edilir.

Teorem 4.4 ile elde edilen bazi kuantum MDS kodlar Tablo 4.1’de verilmistir.
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Tablo 4.1 Teorem 4.4 ile elde edilen bazi kuantum MDS kodlarin parametreleri

q m [nkd], d (cift)

31 2 [74,74—2d+2,d],, 2<d<12
47 3 [170,170—2d +2,d],, 2<d <18

4.2 (121_;1 Uzunluklu Kuantum MDS Kodlar

q, 17m+4 yada 17m+13 formunda tek asalin kuvveti ve n = ‘121—;1 olsun. ¢ =17m+4

q—1
2
i¢in O,,, nin bir alt kiimesi Z; = | J Ci4(q+1)j V€ ¢ = 17m+ 13 i¢in ise O, , nin bir alt

j=6m+2
q—1

2 .
kimesiZ,= |J C 1+(¢+1); 0larak tanimlansin. ki durum igin de asagidaki gecerlidir.
j=6m+5

Lemma 4.5. Z;N—qZ; =0 ve Z,N—qZ, = 0.

Ispat. ¢ = 17m + 4 ve Z; N —qZy # @ olsun. Bu durumda —q(1+(qg+1)j) =1+
(g + 1) k mod rn denkligini saglayan bazi 6m + 2 < j, k < 11m + 2 vardir. Bu denklik
ayni zamanda 1 + k + qj = 0 mod n denkligini gerektirir. 6m+2 < j,k < 11m+ 2
oldugundan qzz—ﬂ—(q +1)82 < 14qj+k < quH-f-(q +1) 22 elde edilir. ¢ = 17m+4
oldugundan 102m?*+64m+11<1+qj+k <187m*+72m+6ven =17m*+8m+1
elde edilir. Ayrica, 6n < 102m? + 64m + 11 < 7n ve 10n < 187m? + 72m+6 < 11n
esitsizlikleri 14+qj+k nin tim miimkiin degerlerinin nz, 7 < z < 10 olmasin gerektirir.
6m+3<1+k<11m+2 < 17m+4 = q oldugundan 1+ qj + k nin q ile boliimiinden
kalan 1 + k oldugu goriilir. 7n, 8n, 9n ve 10n sayilarinin q ile boliimiinden kalanlar
sirasiyla 11m + 3, 15m + 4, 2m + 1 ve 6m + 2 olur fakat bu kalanlarin hicbirisinin
[6m + 3,11m + 2] araliginda olmamas: ¢eliskidir.

q =17m+ 13 ve Z, N —qZ, # @ olsun. Bu durumda —q(1+(¢g+1)j) = 1 +
(q + 1) k mod rn denkligini saglayan bazi 6m + 5 < j,k < 11m + 7 vardir. Bu denklik
ayni zamanda 1 + k + ¢j = 0 mod n denkligini gerektirir. Yukaridaki hesaplamalara
benzer olarak 1+ ¢qj +k nin tiim miimkiin degerlerinin nz, 7 < z < 10 oldugu goriiliir.
6m+6 <14+k <11m+8 <17m+13 = q oldugundan 1+qj+k nin q ile béliimiinden
kalan 1 + k oldugu goriilir. 7n, 8n, 9n ve 10n sayilarinin q ile boliimiinden kalanlar
sirastyla 6m + 14, 2m + 2, 15m + 12 ve 11m + 9 olur fakat bu kalanlarin higbirisinin
[6m + 6,11m + 8] araliginda olmamasi celigkidir. |

Teorem 4.6. q, 17m+54 ya da 17m+13 formunda tek asalin kuvveti olsun. ¢ = 17m+4

durumunda her 2 < d (¢ift) < 5m+ 1 ve ¢ = 17m + 13 durumunda her 2 < d (¢ift) <

2 2
Sm+4icin [%, % —d+1, d] , parametrelerine sahip ve Hermityen duallerini iceren
q

a-sabit devirli kodlarin bir sinift vardir.
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1
p)

Ispat. ¢ = 17m + 4 olsun. Her 0 < i < 221

>~ P lgin Si = U C1+(q+1)]‘ kun’leSi

._gq—1 .
J=F

tanimlansin. Bu durumda S;, Z;'tin ardisik eleman iceren bir alt kiimesidir ve |S;| =
2i + 1 dir. C;, tanmimlayic1 kiimesi S; olan bir a-sabit devirli kod olsun. Bu durumda
C; istenen parametrelere sahip MDS koddur. Ayrica, S; € Z; oldugundan Lemma
4.5ten —qS; N S; = @) ve Lemma 2.5’ten CiL" C C; elde edilir. ¢ = 17m + 13 durumu

benzerdir. u

Teorem 4.7. q, 17m+4ya da 17m+13 formunda tek asalin kuvveti olsun. ¢ = 17m+4

durumunda her 2 < d (¢ift) < 5m+ 1 ve ¢ = 17m + 13 durumunda her 2 < d (¢ift) <

5 .. q2+1 q2+]_ . . .
m+4 i¢in [[1—7, T —2d+2, d]]q parametrelerine sahip kuantum MDS kodlarin bir

ailesi vardir.

Ispat. Teorem 4.6te insa edilen a-sabit devirli kodlar Hermityen duallerini
icerdiginden Teorem 2.4 kullanilarak istenen parametrelere sahip kuantum kodlar
elde edilir. Ayrica, bu kuantum kodlar kuantum Singleton sinirini sagladigindan MDS
kodlardir. |

Lingfei Jin ve arkadaslan tarafindan [8]'de insa edilen kuantum MDS kod ailesi

Teorem 4.7’de farkl bir sekilde yeniden insa edilmistir.

Ornek 4.2. ¢ = 47 = 17m + 13 olsun. Bu durumda n = 130, r = 48 ve m = 2 olur.
0<j<46icin mod 6240’a gire 47*-devirsel kosetler asagida verilmistir:

j = 0,46, C; ={1,2209}
j = 1,45, C,={49,2161}

= 16,30, Cye ={769,1441}
= 17,29, Cg, ={817,1393}
= 18,28, Cg = {865,1345}
= 19,27, Cop5 ={913,1297}
= 20,26, Cos ={961,1249}
= 21,25, Cyp00 = {1009,1201}
= 22,24, Cyps, = {1057,1153}
= 23,  Cys = {1105}

I
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Ayrica asagidaki esitlikler saglanir.

—47Cr69 = Cor3
—47Cs17 = Csie9
—47Cs65 = Cs02s
—47Co13 = Crg9
—47Co61 = Cseg7
—47C1000 = Cagg7
—47C1057 = Cap
—47C110s = Caoos

23

—47Cr69 = Coy3 Oldugundan her 0 <i <6 icin S; = | Cy,4g; olarak taumlanir: a,
j=23—i
IB‘:72 grubunda ¢arpimsal mertebesi 48 olan bir eleman olmak iizere 6;, F,, iizerinde

S; tanmumlayict kiimesine sahip bir a-sabit devirli kod olsun. Bu durumda —qS; NS; = 0
oldugundan 6, Hermityen dualini iceren [130,130 —2i + 1, 2i + 2],,2 parametreli bir
koddur. Hermityen ingast ile [130,130 —4i —2,2i +2],, quantum MDS kodu elde

edilir.

Teorem 4.7 ile elde edilen baz1 kuantum MDS kodlar Tablo 4.2’de verilmistir.

Tablo 4.2 Teorem 4.7 ile elde edilen bazi kuantum MDS kodlarin parametreleri

qg m [nk,d], d (cift)

47 2 [130,130—2d +2,d],, 2<d<14
89 5 [466,466—2d+2,d]gy 2<d <26
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5)

Dolasik Destekli Kuantum MDS Kodlarin Insasi

Dolasik destekli kuantum kodlarin insas: tizerine yogun bir sekilde calisiimaktadir.
Lineer kodlardan dolasik destekli kuantum kodlarin insasinda gerekli olan paylasilan
ciftlerin sayisini (¢ sayisini) belirlemek kolay degildir. Jianzhang Chen ve arkadaslari
nega-devirli kodlarin tanimlayici kiimelerinin bir ayrisimi tanimlamis ve bu ayrisimdan
yararlanarak F,. lizerindeki nega-devirli kodlardan elde edilen dolagik destekli
kuantum kodlarin dolasik ciftlerin sayisi (c) belirlemistir [23]. Daha sonra Yang
Liu ve arkadaslar1 bu ayrisim tanimini sabit devirli kodlarin tanimlayici kiimelerine
tagimig ve g, lizerindeki sabit devirli kodlardan elde edilen dolagik destekli kuantum
kodlarin dolasik giftlerin sayisi (c) belirlemistir [24]. Bu boliimde sabit devirli kodlarin
tanimlayici kiimeleri icin tanimlanan ayrisim kullanilarak dolasik destekli kuantum
MDS kodlarin bazi aileleri elde edilecektir.

F,. sonlu cismi iizerinde tamimlayici kiimesi Z olan sabit devirli bir C kodu igin
Zg={i€Z:—qi€Z}veZs ={i €Z:—qi ¢ Z} kiimeleri tammlansin. Bu durumda
Z =17Z3UZs, ZgNZs =0 ve Zg = ZN—qZ olur. Burada Z = Z; U Z5 ayrisimina
Z’nin bir ayrigimi denir. Zg ve Zs bazi q*-devirsel kosetlerin birlesimi oldugundan
tamimlayicilar: kiimeleri sirasiyla Zg ve Zs olan Cgz ve Cs kodlari F. iizerinde birer
sabit devirli kodlardir ve C = CgNCj esitligi saglanir. Ayrica, Zs kiimesinin tanimindan
—qZs N Zs = ve Lemma 2.5’ten C;h C C; elde edilir.

Onerme 5.1. [24] (n,q) = 1 olmak iizere C, Fg. lzerinde n uzgunluklu Z tarimlayict
kiimesine sahip bir sabit devirli kod ve Z = Zg U Zs, Z’nin yukaridaki gibi bir ayrisumt
olsun. C’den elde edilen dolastk destekli kuantum kod icin dolasik ¢iftlerin sayist ¢ = |Z 3 |
kadardur.

5.1 g%+ 1 Uzunluklu Dolasik Destekli Kuantum MDS Kodlar

Jianfa Qian ve Lina Zhang tarafindan q = 1(mod4) denkligini saglayan tek asal
kuvvetleri icin g% + 1 uzunluklu dolagik destekli kuantum MDS kodlar insa edilmis
fakat ¢ = 3(mod4) durumu disiiniilmemistir [25]. Burada ¢ = 3 (mod4) olmak
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lizere q> + 1 uzunluguna sahip dolasik destekli kuantum MDS kodlar insa edilecektir.

Lemma 5. 1 m > 1 olmak iizere ¢ = 4m + 3 bir asal kuvveti, n =q*+1ves = 5 olsun.

0<i< q L icin mod2n’ye gére s — 2i’yi iceren q>-devirsel kosetler asagidaki glbldlr

1. Gy ={s—2i,s+2i},0<i< <L

2. C,={s}.

Ispat. o,, (qZ) = 2 oldugundan mod2n’ye gére bir g2-devirsel kosetin eleman sayisi
en fazla 2 olur. ¢?(1 +2j) =1+ 2(‘12—_1— j) mod 2n denkligi saglandigindan

> (s—2i) = (1 +2( ) 1+ 2(— +1) = s + 2i mod 2n elde edilir.
Dolayisiyla, C,_,; = {s —2i, s + 2i} ve 0zel olarak, i =0 ise C, = {s} olur. [ |

Lemma 5.2. m > 1 olmak tizere ¢ = 4m + 3 bir asal kuvveti, n = q*>+ 1 ve s = § olsun.
Asagidakiler saglanir:

1. —qC, =C..

2. —qC_5g-1) = Csa(q1)-

A
3. Hor 1< A<q—1icn Z = | JC,_, tamumlayict kitmesi —qZ N Z = @ esitligini
i=1
saglar.

4. —qu_z = CS—Zq'

Ispat. 1. (@g+1)&~ “1 = 0mod 2n denkliginden —qu = u mod 2n elde edilir.

Dolayisiyla, —qu = C, esitligi saglanir.

2.q> = —1mod2n ve —gs = smod2n denklileri saglanir. Buradan

—q(s—2(q—1)) =s—2(q+ 1) mod 2n ve dolayistyla —qC;_5,_1) = Cs_n(411)
elde edilir.

3. Lemma5.1’denZ ={s—2(qg—1),s—2(q—2),...,s—2,s+2,...,s+2(q—2),
s+ 2(q—1)} yazilabilir. —qZ N Z # @ olsun. Bu durumda baz11<1i,j <qg—1
tamsayilari icin —q (s £ 2i) = (s £ 2j) mod 2n denkligi saglanir ve buradan +qi+
j =0mod n elde edilir. Fakat 1 < qi—j<n—q—2veq+1<qi+j<n—2
oldugundan hicbir 1 < i,j < g — 1 tamsayilar i¢in £qi £ j = 0 mod n denkligi

saglanmaz. Bu ise kabul ile celisir.

4. —gs =smod 2n ve C,_,, = {s —2q,s + 2q} esitliklerinden elde edilir.
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q—1
Z, = CGUC_,UC_,, ve Z = Z; U (U Cs_zi) olsun. Lemma 5.2'den —qZ; = Z;
i=2

q-1 q-1
ve (—q U Cs—2i) N (U Cs_zl-) = () elde edilir. Bu durumda |—qZ NZ| =5 olur. C,
i=2 i=2

F,. tizerinde q*> + 1 uzunlugunda Z tanimlayici kiimeli bir nega-devirli kod olsun. Bu
durumda C bir |:q2 +1,9>—2q,2q + Z]q2 koddur. C kodu icin Teorem 2.11 ve Onerme
5.1 uygulanirsa dolasik destekli kuantum MDS kodlarin bir sinifi elde edilir.

Teorem 5.3. m > 1 olmak tiizere her ¢ = 4m + 3 asal kuvveti icin
[[q2 +1,q> —4q+4,2q + 2; 5]]q parametreli dolasik destekli kuantum MDS kod vardir.

Teorem 5.3 ile elde edilen bazi1 dolasik destekli kuantum MDS kodlar Tablo 5.1’de

verilmistir.

Tablo 5.1 Teorem 5.3 ile elde edilen bazi dolasik destekli kuantum MDS kodlarin
parametreleri

q n [nkd;c],

7 50 [50,25,16;5],
11 122 [122,81,24;5];
19 362 [362,289,40;5],

Teorem 5.4. m > 1 olsun. q = 4m + 3 asal kuvveti olmak iizere her ¢ +1 < A <
2q—2 tamsayist igin [[q2 +1,¢*— 41+ 8,24 + 2; 9]]q parametrelerine sahip bir dolasik
destekli kuantum MDS kod vardur.

A 1
Ispat. Her ¢ +1 < A < 2q — 2 tamsaysi igin Z, = |JC,_y; ve Z' = (U Cs_zl) U
i=0 i=0

q+1 B q—2
( U Cs—Zj) kiimeleri tammlansin. Ozel olarak A =q+1i¢in Z,,; = Z'U (U CS—Zi)
j=q-1 i=2
olur ve bu durumda Lemma 5.2’den |Zq+1 N Zq+1| =9elde edilir g+1 <A <2g—2

q—2 A
tamsayilan icin Z, = Z' U (U Cs—Zi) ul U Cs_zj) olur. Lemma 5.2’den —qZ’ = Z’
i=2 j=q+2

q—2 A
oldugundan —qZ, = Z' U (—q U Cs_zl-) U (—q U Cs_zj) elde edilir. Z’ € —qZ, NZ,
i=2

J=q+2
oldugundan |—qZ, N Z,| = 9 dur. |—qZ, N Z,| = 9 esitligini elde etmek icin asagidaki

esitlikleri ispatlamak yeterlidir:
q—2 q—2
(_q U Cs—Zi) N (U Cs—Zi) =0, (5.1
i=2 i=2
q—2 A
(_q U CS—Zi) N ( U Cs—Zj) =0, (5.2)
= J



q—2 A
(U Cs—zi) n (—q U Cs_z,-) =0, (5.3)

i j=q+2
A A
(_q U Cs—Zi) N ( U Cs—Zi) = @ (54)
i=q+2 i=q+2

q—2 A

Lemma 5.2’den (5.1) esitliginin saglandig goriiliir. (—q U Cs_zl) N ( U Cs_zj) #0
i=2 Jj=q+2

olsun. Budurumda 2 <i < qg—2ve q+2 < j < A tamsayilari i¢in dort durum vardir:

1. —q(s—2i) =s—2jmod 2n : Bu durumda qi + j = Omod n olur. Buise 0 <
3q+2<qi+j<q?—2<nolmas ile celisir.

2. —q(s—2i)=s+2jmod 2n : Bu durumda qi —j = 0 mod n olur. Buise 0 <2 <
qi —j < q*—3q—2 < n olmasi ile celisir.

—q(s+2i) = s —2jmod 2n ve —q (s +2i) = s + 2j mod 2n durumlarinda 6nceki
iki durumda elde edilen celiskilere benzer sekilde celiski elde edilir. Dolayisiyla

q—2 A q—2
(—q U CS_Zi) N ( U Cs_zj) = @ olur ve (5.2) esitligi saglanir. (U CS_Zi) N
i=2 i=2

Jj=q+2

2 2
(—q U Cs_zj) = @ oldugundan (5.3) esitligi de saglanmus olur. (—q U Cs—zl') N

j=q+2 i=q+2

2
( U Cs_zl-) # 0 olsun. Bu durumda q + 2 < i,j < A tamsayilar icin asagidaki
i=q+2

durumlar vardir:

1. —q(s—2i) = s —2jmod 2n : Bu durumda gi + j = O mod n dir. Bu ise n <
q>+3q+2<qi+j<2qg*>—2 < 2n olmast ile gelisir.

2. —q(s—2i) = s+ 2jmod 2n : Bu durumda qi —j = Omod n dir. Bu ise n <
g’ +2<qi—j <2q%>—3q—2 < 2n olmasi ile celisir.

—q(s+2i) = s —2jmod 2n ve —q(s+2i) = s + 2j mod 2n durumlarinda 6nceki
iki durumda elde edilen celiskilere benzer sekilde celiski elde edilir. Dolayisiyla

2 A
(—q U CS_Zi) ﬂ( U Cs—Zi) = () oldugundan (5.4) esitligi de saglanmis olur. Sonug

i=q+2 i=q+2
olarak |—qZ, NZ,| =9 elde edilir.

Herq+1 < A < 29 —2 i¢in 6, Fp. lizerinde q*> + 1 uzunlugunda Z, tamimlayici
kiimesine sahip bir nega-devirli kod olsun. O zaman %, bir [q2 +1,q°—2A,24 + Z]qz
parametreli koddur. |—qZ, NZ,| = 9 oldugundan Teorem 2.11 ve Onerme 5.1’den

istenen parametrelere sahip dolasik destekli kuantum MDS kodlar vardir. [ |
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Ornek 5.1. q = 7 olsun. Bu durumda n = 50 olur ve 0 < j < 24 icin 1+ 2j’i iceren
mod100’e gore 49-devirsel kosetler asagida verilmistir.

= 0,24, C,=1{1,49}
= 1,23, C,={3,47}
= 2,22, C;={5,45}
= 3,21, C,={7,43}
= 4,20, C,=1{9,41}
= 5,19, C;; ={11,39}
6,18, C;3={13,37}
= 7,17, Cys ={15,35}
= 8,16, C,,={17,33}
= 9,15, Cpo={19,31}
= 10,14, C,, = {21,29}
= 11,13, Cps = {23,27}
= 12, C,={25}

S S S S N T
I

Ayrica asagidaki esitlikler saglanir.

=7C, = Gy
—7C; = Cpy
—7Cs = Cgs
—7C; = C5
—7Cy = Ci3
—7C = Cyp
—7Ci3 = G
—7Ci5 = Css
—7C; = Ce
—7Cy = Ce;
—7Cxn = Cs3
—7Cy; = Cp
—7Cs = Cys

2

Burada her 8 < A < 12 tamsayist igin Z, = | J Cps_y; olmak tizere |—=7Z, NZ,;| = 9
i=0

oldugu goriiliir.  6,, F,y tlizerinde 50 uzunlugunda Z, tamimlayict kiimesine sahip
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bir nega-devirli kod olsun. Bu durumda €,, parametreleri [50,49 — 22,27 + 2],
olan bir koddur. |—7Z,NZ,| = 9 oldugundan her 8 < A < 12 tamsayist igin
[50,49 —4A +8,2A + 2; 9], parametreli dolasik destekli kuantum MDS kod vardur.

Teorem 5.4 ile elde edilen bazi dolasik destekli kuantum MDS kodlar Tablo 5.2’de

verilmistir.

Tablo 5.2 Teorem 5.4 ile elde edilen bazi dolasik destekli kuantum MDS kodlarin
parametreleri

q n [nkd;c], A

7 50 [50,57—42,21+2;9], g<A<12
11 122 [122,129—424,24+2;9],; 12<2A1<20
19 362 [362,369—4A,21+2;9],, 20< A <36

5.2 qiT_l Uzunluklu Dolasik Destekli Kuantum MDS Kodlar

2_ .
q = 4m + 3 > 3 esitligini saglayan bir tek asal kuvveti, n = % ve a, [, lizerinde

birimin r = 4’lincti ilkel kokii olsun. F. izerinde an_l uzunluklu a-sabit devirli kodlar
kullanilarak qiT_l uzunluklu dolasik destekli kuantum MDS kodlar insa edilecektir. 1+
4j’yi iceren modrn’ye gore g*-devirsel kosetler Cy,,; = {1+4j}, 0 < j < n—1 olarak
belirlenmistir [13].

Lemma 5.5. [13] m > 1 olmak iizere ¢ = 4m + 3 bir asal kuvveti ve n = qu_l olsun.
93

Eger Z= |J Cyp4jise —qZ NZ = esitligi saglamr.

—3
j=2=

7

Ayrica 1 + 4(n— (%)) = 4n —q = —g mod rn denkliginden asagidaki sonuc elde

edilir.

Lemma 5.6. m > 1 olmak iizere q = 4m+3 bir asal kuvveti, n = fT—1 ve r =4 olsun. Bu

durumda mod rn’ye gore C; ve C_, q>-devirsel kosetleri icin —qC, = C_, esitligi saglanur.

Teorem 5.7. m > 1 olsun. q = 4m + 3 asal kuvveti olmak iizere her %9 <d < q tam-
sayist igin [[#’ # —2d +4,d; 2]] parametrelerine sahip bir dolasik destekli kuan-
q

tum MDS kod vardir.

_g+l

. 6 4
Ispat. Her 0 < A < % ve0<86<2icinZ,5= J Ciap Za= U Cri

q+1 _ g+l

J=="7 J=="7

5
veZs= | Ci44; kiimeleri tammlansin. Z; 5 = Z, U Z; oldugundan Z, s N —qZ, s =
. q—3

==
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(Z,UZ5)N(—qZ, V—qZs) = (2, N—qZ;)U(Z, N—qZ5)U(Zs N —qZ;) U(Zs N —qZ5)
elde edilir. C; € —qZ; N Z5 ve C_% C€ Z, N —qZs oldugundan |ZA’5 ﬂ—qZ,wl =2

esitligini elde etmek icin asagidaki esitlikleri ispatlamak yeterlidir.

Zs N—qZs = 0. (5.5)
7,1 —qZ, =0. (5.6)
Zl N —qZ5 = C_q. (58)

Lemma 5.5’ten (5.5) esitliginin saglandig: goriiliir. Z, N—qZ, # 0 olsun. Bu durumda
—q (1 +4i) = 1+4j mod rn denkligini saglayan bazi —%—l <i,j< —% tamsayilar1
vardir. —q (1 + 4i) = 1+4j mod rn denkligi %+qi+ j = 0 mod n denkligini gerektirir.
2
—i ST -A <, <~ esirsizliginden —1 1 g Ty j < -y
esitsizligi vardir. Bu durumda —2n < —% + % < % +qi+j < —@ + % <-n
esitsizligi % +qi+j = 0 mod n denkligi ile celisir ve dolayisiyla (5.6) esitligi saglanir.
(5.7) esitliginin ispat1 i¢in —% < j < 6 olmak lizere —q (1 + 4i) = 1+4j mod rnyada

denk olarak % +qi +j = 0 mod n denkligini saglayan —% —A<i< —% tamsayisi
U g+l 48 < 1 e 38 -3

ya da tamsayilari sa;nlacaktlr. 5 <=3 ? <i<—"Fve—r<j< 25 <5

esitsizliklerinden =42 < T2 4 gi + j < =22 elde edilin —2n < 52 ve

% < 0 oldugundan % + qi + j sadece —n olabilir. Bu durumda % +qi+j=

—n esitliginden j = 0 mod q elde edilir. —? <j<o< % oldugundan j = 0
ve dolayisiyla i = —% olur. O zaman (5.7) esitligi saglanir. Ayrica, Z, N —qZ5 =
—q(—qZ, N Zs) = —qC; = C_; oldugundan (5.8) esitligi de ispatlanmig olur. Sonug

olarak |Z A5 N—qZ A’5| = 2 elde edilir.

Her0 <A < % ve0<o6 < % tamsayilari igin 6, 5, F 2 iizerinde qiT_l uzunluklu Z, 5
tanimlayic1 kiimesine sahip a-sabit devirli kod olsun. Bu durumda 6, ;, d = % +
A+ 6 olmak tizere [an_l, q{T_l —d+1, d]qz parametreli bir koddur. |Z, s N—qZ, 5| =
2 oldugundan Teorem 2.11 ve Onerme 5.1’den istenen parametrelere sahip dolasik

destekli kuantum MDS kodlar vardir. |
Teorem 5.7 ile elde edilen bazi dolasik destekli kuantum MDS kodlar Tablo 5.3’de
verilmistir.

Lemma 5.8. m > 1 olmak iizere ¢ = 4m+3 bir asal kuvveti, n = q{T_l ver =4 olsun. Bu
durumda modrn’ye gore C,_, ve Cyq_4 q>-devirsel kosetleri icin —qCq_p = Cyq_; esitligi

saglanir.

Teorem 5.9. m > 1 osun. q = 4m + 3 asal kuvveti olmak tiizere her BqT:q <d <
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Tablo 5.3 Teorem 5.7 ile elde edilen bazi dolagik destekli kuantum MDS kodlarin
parametreleri

qg n [nkd;c], d

7 12 [12,16—2d,d;2], 4<d<7

11 30 [30,34—2d,d;2],;, 5<d<11
19 90 [90,94—2d,d;2],, 7<d<19
23 132 [132,136—2d,d;2],; 8<d <23
27 182 [182,186—2d,d;2],, 9<d <27
31 240 [240,244—2d,d;2],, 10<d <31

5q+ *—1 ¢ —1
=5 tamsayistigin || “—, 5~ —2d + 6, d; 4]] parametrelerine sahip bir dolasik destekli

kuantum MDS kod vardir.

q+1 _ g+l

+6
Ispat. Her 0 < 4,6 < L2 icin Z, 5 = U Croajp Zo = |J  Crsj ve Zs =
g q+1 : q+1
j=— j=—222
Hlys
U Ci4+4; klimeleri tamimlansin. Z; 5 = Z; U Zs oldugundan Z; s N —qZ; s =

=1
(Z,UZs)N(—qZ, V—qZs) = (2, N—qZ;) U (Z, N —qZ5) U (Z5s N —qZ;) U(Z5s N —qZ5)
elde edilir. |Z 26 N—qZ; 5 | = 4 esitligini elde etmek icin asagidaki esitlikleri ispatlamak

yeterlidir.
Z,N—qZ, =0. (5.9)
—qZ, NZs =C;. (5.10)
Z,N—qZs =C_,. (5.11)
ZsN—qZs=CyyUCyy ;. (5.12)
(5.6) esitliginin (5.9) esitligini sagladig: goriiliir. (5.10) ispat1 igin ———A <i<— q“

olmak tizere —q (1 +4i) = 1 + 4j mod rn ya da denk olarak % +qi+j=0 mod n

denkligini saglayan—ﬁ < j < q_l +6 tamsaylsl ya da tamsayilari sayﬂacaktlr. —% <

—% —A<i< —% ve -2 << u + & < 32 egitsizliklerinden — i 2q—2 < qzl +
2_ — —
qi+j < —# elde ed1l1r. —2n < — 2q —2 ve —q 3q+4 < 0 oldugundan £~ Lyqi+j

sadece —n olabilir Bu durumda ﬂ +qi+j=-—n e§1t11g1nden j=0modgq elde edilir.
—23 < j < 33 gldugundan j = O ve dolayisiyla (5.10) esitligi saglanir. Ayrica, Z; N

—q25 =—q (—qZ ZNZs)= —qu C_, oldugundan (5.11) esitligi de ispatlanmis olur.
(5.12) esitliginin ispat1icin — =2 < i < u+6 olmak iizere —q (1 + 41) = 1+4] mod rn
ya da denk olarak q+1 +qi + j = 0modn denkhglm saglayan LB <cj<Llys
tamsayist ya da tamsayllarl sayilacaktir. —L= P j< Ly < e§1ts1zl1g1nden
% q+1+ql+]<3q —q—4

—n<— < 3n elde edilir. Bu durumda ol gi+ j nin

34



miimkiin degerleri 0, n ve 2n tamsayilaridir.

1. ﬂ—i—ql+]—Oise4j+1EOmodqolur. —(q<-—q+4<4j+1<3q—4<3q

oldugundan 4j + 1 in miimkiin degerleri O, q ve 2q diir. Bu ise ¢ = 3 mod 4 ve

j bir tamsay1 oldugundan bir celigkidir.

2. qﬂ +qi+j=nise4j+2=0modqolur -q<—q+5<4j+2<39q—3<3q
oldugundan 4j + 2 nin miimkiin degerleri 0, q ve 2q dir. ¢ = 3 mod 4 ve j bir
tamsay1 oldugundan 4j + 2 = 2q diir. Buradan j = 1 ye i = L2 elde edilir.

3. qul+ql+]—2nlse4j+3 Omod g olur. g <—q+6<4j+3<39q—2<3q
oldugundan 4;j + 3 iin miimkiin degerleri O, g ve 2q diir. ¢ = 3 mod 4 ve j bir

tamsay1 oldugundan 4j + 3 = q diir. Buradan j = 2 ve i = —1 elde edilir.

Cyn Ve Cyy g % + qi + j nin miimkiin durumlarindan Z; N —qZ; = C,_, U C,,_; elde

edilir ve dolayisiyla (5.12) esitligi saglanir. Sonug olarak (Z, s N —qZ, 5| = 4’tiir.

Her0<A,6 < L= tamsayﬂarl icin 6 5, Fe iizerinde £ uzunluklu Z 2,5 tanmimlayici
kiimesine sahip a-sablt devirli kod olsun. Bu durumda (gk,ﬁ» d= 3q+7 + A + 6 olmak
lizere [u i S | d] , parametreli bir koddur. |Z, 5 N —qZ, 5| = 4 oldugundan

Teorem 2.11 ve Onerme 5.1’den istenen parametrelere sahip dolasik destekli kuantum
MDS kodlar vardir. |

Ornek 5.2. ¢ = 7 ve r = 4 olsun. Bu durumda n = 12 olur ve 49 = 1(mod48)
oldugundan 0 < j < 11 i¢cin 1+ 4j’yi icren mod48’e gore 49-devirsel kosetler asagidaki

gibidir.
j =0, ¢;={1}
j =1 G={5}
J =2, CG={9}
Jj = 3, Ci3={13}
j = 4, C,={17}
Jj =5 Cxn={21}
Jj = 6, Cys={25}
J = 7, Cyp={29}
Jj = 8, Cy3={33}
j =9, C5={37}
j = 10, C,; = {41}
j = 11, C;5 = {45}
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Ayrica asagidaki esitlikler saglanir.

—7C, = Cyu

—7Cs = Cy3

—7Cy = Cas3

—7C3 = Cs

—7C1; = Cys

—7Cy = Cgs

—7C;s = Cyy

—7Cy = Cg

—7C33 = Gy

—7C3; = Cy

—7Chn = G

—7C;s = Cy

4+5

Burada her 0 < A,6 < 1 tamsaylart i¢in Z;5 = |J Ci44j olmak iizere
|Zx,5 ﬂ—qZA,5| = 4 oldugu goriiliiz. 6, 5, F49 lizerinde 121uZL2m?ug”unda Z, s tamum-

layict kiimesine sahip bir a-sabit devirli kod olsun. Bu durumda 6,5, d =7+ A+ 0
olmak tizere [12,12 —d + 1,d ],y parametreli bir koddur. Her 0 < A,6 < 1 tamsayilart
icin |ZA’5 N —qZ;L,5| = 4 oldugundan [[12,18 —2d,d;4]],, 7 < d < 9 parametrelerine

sahip dolasik destekli kuantum MDS kodlarin bir ailesi vardur.

Teorem 5.9 ile elde edilen bazi dolasik destekli kuantum MDS kodlar Tablo 5.4’de

verilmistir.

Tablo 5.4 Teorem 5.9 ile elde edilen bazi dolasik destekli kuantum MDS kodlarin

parametreleri

q n  [nkd;cl, d

7 12 [12,18—2d,d;4], 7<d<9
11 30 [30,36—2d,d;4]1; 10<d<14
19 90 [90,96—2d,d;4] 16<d<24
23 132 [132,138—2d,d;4],; 19<d <29
27 182 [182,188—2d,d;4],, 22<d <34
31 240 [240,246—2d,d;4];; 25<d <39
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5.3 Kiyaslama

) -1
[13] te qT

edilen q{T_l uzunluklu dolasik destekli kuantum MDS kodlarin minimum uzakliklar1

uzunluklu kuantum MDS kodlar elde edilmistir. Boliim 5.2’de elde

dolayisiyla hata diizeltme kapasiteleri [13]'te insa edilen kuantum MDS kodlarin
minimum uzakliklarindan daha yiiksektir. Tablo 5.5 bu kiyaslamay1 gostermektedir.
Ornegin, ¢ = 7 icin [13]e gore [12,8,3],, [12,6,4], ve [12,4,5], kuantum
MDS kodlar1 insa edilirken Teorem 5.7’ye gore aymi uzunluk ve boyutlara sahip
[12,8,4;2],,[12,6,5;2],ve [12,4,6;2], dolasik destekli kuantum MDS kodlar elde
edilir.
Tablo 5.5 [13]’te elde edilen kuantum MDS kodlar ile Boliim 5.2’de elde edilen
dolasik destekli kuantum MDS kodlarin bir kiyaslamasi

Dolasik destekli kuantum MDS kod Kuantum MDS kod referans
T —2d +4,d52]) T 2d+2,d] (18]

P <d<q 2<d <=

q =3(mod4),q >3

[, ——1—2d+6d4] [52 S2 —2d +2, d]] [13]

3q+7 5q+1 3q—1

L <d <A 2<d<==

q =3(mod4),q>3

Ote yandan Boliim 5.2'de elde edilen dolasik destekli kuantum MDS kodlar [24]'te
elde edilen dolasik destekli kuantum MDS kodlar icerir ve dolayisiyla daha genis
bir siiftir. Tablo 5.6'da bu kiyaslama yapilmustir. Ornegin, ¢ = 11 icin [24]e
gore [30,34—2d,d;2]y, 9 < d < 11 ve [30,36—2d,d;4]y, 12 < d < 14
dolasik destekli kuantum MDS kodlar insa edilirken Teorem 5.7 ve Teorem 5.9’a
gore ayni uzunluk icin daha genis sinif olan [30,34—2d,d;2];;, 5 < d < 11 ve
[30,36—2d,d;4];, 10 < d < 14 dolasik destekli kuantum MDS kodlari elde edilir.

Tablo 5.6 [24]'te ve Boliim 5.2’de elde edilen dolasik destekli kuantum MDS
kodlarin bir kiyaslamasi

Dolasik destekli kuantum MDS kod Bu c¢alisma [24]
[[E u—2d+4d2]] P <d<gq MR <d<gq
[[%,%—2d+6,d;4]]q M7 cg<Ml gy1<d< i
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6

Sonuc ve Oneriler

Bu tez calismasinda sabit devirli kodlarin cebirsel yapilarindan faydalanarak kuantum
MDS kodlar ve dolasik destekli kuantum MDS kodlar insa edilmistir. Sabit devirli
kodlarin 6zel bir sinifi olan devirli kodlar kullanilarak literatiirde var olan kuantum
kodlarin parametreleri iyilestirilmis ve kuantum MDS kodlarin bir sinifi yeniden insa
edilmistir. Sabit devirli kodlarin tanimlayici kiimeleri {izerine calisilmis ve kuantum
kodlar icin Hermityen insasi ile (121_43-1 ve qzl—;l uzunluklu kuantum MDS kodlar i¢in ayri
bir insa verilmistir. Sabit devirli kodlardan q = 3 (mod4) denkligini saglayan tek asal
kuvveti q icin g*+ 1 uzunluklu yeni dolasik destekli kuantum MDS kodlar elde edilmis
ve bazilarinin parametreleri tablolandirilmistir. Ayrica, an_l uzunluklu dolagsik destekli
kuantum MDS kodlar tiiretilmis ve literatiirde var olan kuantum kodlarla kiyaslamasi

yapilarak onlardan daha iyi parametrelere sahip oldugu gosterilmistir.

Daha iyi parametreli kuantum kod bulma veya yeni kuantum kod bulma problemi
her zaman acik problemdir. Bir kuantum MDS kodun uzunlugunun g + 1’den daha
fazla olamayacagi gosterilmistir [6]. Dolayisiyla lineer kodlarin sabit devirli kod ailesi
diginda diger siniflarindan da yararlanarak uzunlugu g + 1 ve ¢* + 1’den daha kiiciik
olmak tizere yeni kuantum MDS kodlar bulmak ilgi ¢ekici bir problemdir. Ayrica hem
maksimum dolasikli hem de maksimum uzakliga ayrisabilme sartini saglayan yeni
dolasik destekli kuantum kodlar insa etmek diger bir problemdir.
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