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ONSOz

Bu tezde ilk olarak, tezin basliginda yer alan Bézier egrileri ile ilgili detayl bilgilere yer
verilmistir. Ayrica, tasarimda énemli bir yere sahip olan bu egrilerin Tasarim Egrileri
sinifinda bulunan diger tirlerinden de bahsedilmistir. Bununla birlikte, Miihendislik ve
alani ve Uygulamali Matematik acisindan onemli ¢calismalarda yer bulan bu egrilerin,
diferansiyel geometri acisindan incelenmesi amaglandigindan, bir egrinin karakteristik
ozelliklerine dair bilgi veren Serret-Frenet elemanlari literatiirde eksik kalan yani ile E?
Oklid diizleminde ve E* Oklid uzayinda incelenmistir. Son olarak, bir algoritma tanimi
verilerek Bézier egrilerinin algoritmik tanimina yer verilmis ve bu tanim kullanilarak
egrinin her noktasinda Serret-Frenet elemanlari diizlemsel ve uzaysal olarak
incelenmistir. Ayrica, algoritma kullanilmadan bulunan sonuglar ile algoritma tanimi
yardimiyla bulunan sonuglar karsilastiriimis ve bu sonuglarin ayni oldugu 6rneklerle
gosterilmistir.

Tez galismalarim boyunca her 6grencisine gosterdigi ihtimami esirgemeden bana da
gosteren, “hayatimin bir dénemini gegirmek isterim” diyerek ilk kez ailemden
ayrilisimin biletini kestigim istanbul’daki gurbetimde hem maddi hem manevi destegini
esirgemeyen; bir “Egitim Sevdalisi” olarak nitelendirdigim ve bu sevdasinin bitmek
bilmeyen enerjisiyle bitlinleserek nice 6grenciye i1sik tutacagina inandigim saygiya
deger danisman Hocam Prof. Dr. Salim YUCE’ye;

Bir bor¢ oldugu ve 6demenin en uygun zamaninin bu satirlar oldugu distncesiyle, en
derin duygularla tesekkirlerimi, saygi ve sevgilerimi sunarim.

Nisan, 2019

Esra ERKAN
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OZET

OKLID DUZLEMINDE VE OKLID UZAYINDA BEZIER EGRILERI

Esra ERKAN

Matematik Anabilim Dali

Doktora Tezi

Tez Danismani: Prof. Dr. Salim YUCE

Bu tezde genellikle Bilgisayar Bilimleri ve Uygulamali Matematik’te kullanilan temel bir
algoritma yardimiyla ve bu algoritma olmaksizin E? Oklid diizlemi ve E® Oklid
uzayinda Bézier egrilerinin roliinii incelenmistir. E* Oklid diizlemi ve E* Oklid
uzayindaki birim hizli olmayan egrilerin Serret-Frenet elemanlarina ait formdller igin
2016 yilindaki Gray ve digerlerinin eserinden vyararlanilmistir. Dlzlemsel Bézier
egrilerinin ug noktalarda ve her t €[0,1] parametresi igin Serret-Frenet elemanlarini
bulmada bu formiiller kullaniimistir. Ayrica, bu elemanlar, ara noktalari temel alan
algoritma yardimiyla tanimlanan diizlemsel Bézier egrisi igin tekrar ele alinmistir. Son
olarak, literatiirde sadece ug¢ noktalarda bahsedilen uzaysal Bézier egrilerinin bu
elemanlar, her t €[0,1] parametresiigin ele alinmistir. Ek olarak, bu elemanlar, uzaysal

icin ele alinmistir.

Anahtar Kelimeler: Bézier egrisi, Serret-Frenet gatisi, de Casteljau algoritmasi

YILDIZ TEKNiK UNIVERSITESI FEN BiLIMLERi ENSTITUSU
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ABSTRACT

BEZIER CURVES IN EUCLIDEAN PLANE AND EUCLIDEAN SPACE

Esra ERKAN

Department of Mathematics

PhD Thesis

Adviser: Prof. Dr. Salim YUCE

In thesis, it is analyzed the role of Bézier curves in Euclidean plane E? and Euclidean

space E® by the help of the fundamental algorithm which is widely preferred in
Computer Science and Applied Mathematics and without using this algorithm. The

Serret-Frenet elements of non-unit speed curves in the Euclidean plane E® and

Euclidean space E® are given by Gray et al. in 2016. We handled these formulas to find
Serret-Frenet elements of planar Bézier curve at the end points and for all parameters
t €[0,1]. And then, we rearranged these elements for a planar Bézier curve, which is

defined with the algorithm that is used intermediate points.

Finally, in the literature, the spatial Bézier curve only given at the starting and ending
points, so we improve these elements for all parameters t[0,1]. In addition, we
compute these elements for all parameters t €[0,1] using algorithm that is before
cited for spatial Bézier curve.

Keywords: Bézier curve, Serret-Frenet frame, de Casteljau algorithm
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GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES

Xiii



BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Parametrik kibik egrileri tanimlamak amaciyla kullanilan interpolasyon teknikleri, ilk
defa Fransiz araba sirketi Renault’da mihendis olan Pierre Bézier tarafindan
kullanilmig, onunla bilinir hale gelmis ve yine interpolasyon tekniklerinden daha fazla
esneklik saglamasi icin Bézier egrilerine temel olusturan De Casteljau algoritmasini

gelistirmistir, [1].

Egri ve ylzey tasariminda kolaylik saglamasi icin, Paul de Casteljau 1959 yilinda bir
formul UGzerinde c¢alismaya baglamistir. Ayni amagla, Pierre Bézier, Paul de
Casteljau’nun calismasindan bagimsiz ve habersiz olarak ayni formuliu gelistirdi.
Bézier'in 1968 yilinda yayinlanan bu calismalarinin bir sonucu olarak, teori Bézier’in
ismi ile bilinir hale geldi. Bu galismalarin bir sonucu olarak, Bézier’in formuli, sirali bir

nokta kiimesine ait olan b,,b,...,b, kontrol kdéseleri ya da kontrol noktalarinin
kullanilarak orijinal egriye yaklagimi saglayan bir metoda dayanir, [1]. Bylece, bu egri
itme-cekme etkisiyle kontrol noktalarinin davranisindan etkilenir, [2].

Bézier egrisi, (n+1) kontrol noktasina sahip n.dereceden P(t) parametrik egrisidir ve

b, degerleri, E" Oklid uzayinda kontrol noktalarini temsil etmek tizere,

P(t) :ism(t)bi ,0<t<1

i=0



ile tanimlanir, [3]. Yani, Bézier egrileri, kontrol noktalari adi verilen vektor degerli
katsayilara sahip Bernstein polinomlari adli baz fonksiyonlarinin lineer kombinasyonu

ile verilir, [2].

Bézier egrilerinin teorisi, BDT alaninda onemlidir. Clnki Bézier egrisi, bu alanda
kullanilan polinom bazlari arasinda niimerik olarak en kararl yapiya sahip olandir ve
parcali polinom egrileri icin ideal bir geometrik gosterimi vardir, [4]. Parcali polinom
egriler ya da fonksiyonlar, diferansiyel denklemlerin nimerik ¢6ziminde yaklasik
¢6zumi vermesi igin siklikla kullanilir. Bézier egrileri, dinamik sistemleri, diferansiyel

denklemleri ve 1si-dalga denklemlerini cozmede kullanilir, [5].

Bézier egrileri, BDT/BDU alaninda serbest form egrileri insa etmek icin giicli yapilardir.
Diger taraftan, eksiklikleri de vardir; baz fonksiyonlarinin secimiyle Bézier egrilerinin
sekli, kontrol noktalari ile belirlenir. Bu eksikligi gidermek igin, ¢ogu bilim adami Bézier

egrilerine benzer yeni egriler olusturmustur, [6,7].

Bézier egrileri, Tip ve Mihendislik alanlarini igine alan ¢esitli uygulamalarda
yararlanilan sirekli egrilige sahip tipik parametrik egrilerden biridir. Bir Bézier egrisinin
iki pargasini olusturma ya da pargali yéntem, egrilik ve burulma gibi 6zel bir seklin
gereksinimlerini yerine getirerek o sekli olusturma ve surekliligini koruma yoniinden ilgi
cekicidir, [8]. Oklid geometrisindeki egrilik ve burulma gibi diferansiyel invaryantlarin

ozellikleri, [9,10,11] calismalarinda incelenmistir.

BDT alaninda sagladiklari kolaylik agisindan ¢ogunlukla ilgi gbren egri tipleri; Bézier, B-
Spline, Rasyonel Bézier egrileri ve en gelismisi oldugunu sdyleyebilecegimiz NURBS
egrileridir. Bu sebeple, calismamizda anlasilabilirligi acisindan bu egri tiplerini temel

olarak ele alan [1,4,12] ¢alismalari incelenmistir.

Ayrica, Bézier egrileri icin ug noktalarda tanimlanan egrilik ve burulma form{llerinin yer
aldigi [4,13] eserleri, diferansiyel geometri acisindan geometrik anlamlarina yer veren
[14] eseri ile birlikte Serret-Frenet elemanlarina acgikca yer veren [15] calismasi

incelenmistir.



1.2 Tezin Amaci

E® Oklid uzayinda Bézier egrilerinin ug noktalari icin Serret-Frenet elemanlarinin ele
alindigi [4,13,14,15] calismalari 1siginda, dncelikle E® Oklid diizlemindeki birim hizli

olmayan Bézier egriler icin Serret-Frenet elemanlarinin, her te[O,l] parametresi igin

ve 6zel durum olarak ug noktalarda bulunmasi amaclanmistir. ilaveten, bir algoritma

yardimiyla algoritmik Bézier egrisi tanimi verilerek her te[O,l] parametresi ve ozel
durum olarak t =0 ve t =1 i¢in bu elemanlari bulmak amaglanmistir.

Ayrica, literatirde E® Oklid uzayinda ug noktalar igin verilen Serret-Frenet

elemanlarinin her te[O,l] parametresi i¢in bulunmasi ve bir algoritma yardimiyla yine

bu elemanlarin her t e [0,1] parametresi icin bulunmasi amaglanmistir.

1.3 Hipotez

Bu ¢alismada, oncelikle tezimizin bashginda yer alan Bézier egrileri hakkinda gerekli

bilgiler verilip, diizlemsel ve uzaysal Bézier egrilerinin her t € [0,1] parametresine bagli

olarak Serret-Frenet elemanlari incelenecektir. Ayrica, algoritma ve bu algoritma

yardimiyla verilen Bézier egrisinin tanimi hem E? Oklid diizleminde hem de E® Oklid

uzayinda incelenecektir. Ek olarak, algoritma ile tanimlanan Bézier egrileri igin bu
uzaylarda Serret-Frenet elemanlari her te[O,l] parametresi igin incelenecektir.
Boylece, literatiire her t e [0,1] parametresi icin Serret-Frenet elemanlarinin yer aldig

diizlemsel ve uzaysal Bézier egrileri ile ilgili detayh bir incelemeye yer veren bir kaynak

kazandirilmis olacaktir.



BOLUM 2

TEMEL KAVRAMLAR

Bu bolimde [1,4,12,13,14,15] calismalarinda yer alan interpolasyon, interpolasyon
yardimiyla verilen algoritmalar, Bézier egrisi ve derecesine baglh olarak tirleri, Bézier
egrisinin matris formu, Bézier egrisi taniminda dnemli yeri olan Bernstein polinomu ve
Ozellikleri, Bézier egrisinin tlrevleri, u¢ noktalardaki Serret-Frenet elemanlari ayrica
Bézier egrilerinin genellestirmesi olan Rasyonel Bézier egrisi gibi diger tasarim egrileri

incelenmistir.
2.1 interpolasyonlar

Mihendislik alaninda, genellikle veri degerleri kiimesine uydurulan keyfi bir egri bulma
problemi ile karsilasilir. Bu problem ile deneysel verilerin kiimesine bir egri uydurmaya
calisildiginda karsilagilir. Popiler ¢6zim yontemi, en kiglk kareler yaklagimidir. Bu

yaklasim, gozlemler dizisini tanimlayan en iyi egriyi verir.

Yayilmis veriler igin interpolasyon problemleri, mihendislik alaninda yaygindir. Bu
yontem, hesaplamalarda kullanilan gercek noktalara uzanmayan fonksiyon degerlerini
bulmak icin siklikla gereklidir. interpole etme (uydurma), komsu noktalari kullanan bu
degerleri bulmak igin kullanihr. Sekil 2.1’de veri interpolasyon &rnekleri

gosterilmektedir.



¢ %
(a) (b)
Sekil 2.1 (a) Parcali lineer interpolasyon. (b) Uglincii mertebeden Lagrange

interpolasyon.
Eger kesinlik (hassasiyet), temel degerlendirme ise, parcali lineer interpolasyon uygun
¢Ozliim olabilir.

f(x)= f(Xi)+[f(Xi+l)_ f(Xi)][(X_Xi)/d] P d =X, —X (2.1)

ile verilen lineer interpolasyon formull, keyfi X, ve X, noktalari arasindaki X

i+1

degerinin herhangi degeri i¢in f (x) fonksiyonunu hesaplar.

Diger bir popller interpolasyon tiril, polinom fonksiyonlarini kullanir. Lagrange

polinomlari, bu interpolasyon polinomlarinin en basitleri arasindadir, [1].
2.1.1 Lagrange Polinom interpolasyonu

(X0s Yo)s - (X,,Y,) ile tanimlanan duzlem noktalari dizisini ele alalim. Burada

X <X; (i< j) olmak uzere n.dereceden interpolasyon polinomu,

f.(xX)= Zn: YL, (X) (2.2)

seklinde hesaplanir. Burada,

L ()_ (X_XO)""'(X_Xi—l)'(X_Xi+1)""'(X_Xn
" - (Xi _Xo)'---'(xi _Xi—l)'(xi _Xi+1)‘---'(xi _Xn)

seklinde verilir. Formulin kisa gdsterimi,



fn(x)=iyif[( % ] (2.3)

ic0 j=0\ X —Xj

seklinde yazilabilir. Burada, [I, j=i durumu disinda 0’dan n’ye degisen |j ile elde
edilen n tane elemanin carpimini gosterir. X=X, oldugunda, Yyile carpilan kismin 1

sayisina esit oldugu gortlebilir. Fakat X, herhangi bir baska koordinata esitlenince

sonug sifir gelir. iki nokta arasindaki bir dogrunun denklemi, n=1 yazilmasiyla,

0 1 0 0 1

f,(%) = YoLos (¥) + Y, L, (X) = ¥, ;_Xl YRy (Y- Yg) (2.4)

elde edilir. Birinci dereceden en yakin denklem ya da bilinen teget dogru denklemi elde

edilir.

Lagrange polinomu, derecesi kullanilan noktalarin sayisina bagl olan polinoma sahip
olmanin bir dezavantajina sahiptir. En az hatayi arastirmak icin, eger kullanilan
noktalarin sayisi arttirilirsa, sonug, Sekil 2.2’de gosterildigi gibi asiri salinimlara bagh
olan daha yiiksek dereceli bir polinomdur. Cogu miihendislik uygulamasinda bu

salinimlar, kabul edilemezdir, [1].

T X va

Sekil 2.2 Lagrange interpolasyon igin asiri salinimlar

Ornek 2.1 P, =(11), P =(2,2), P,=(3,3), P,=(4,2), P, =(5,1) noktalarini interpole

etmek igin Lagrange polinomunu kullaniniz.

4
Goziim interpolasyon polinomu, f,(X) = z YL 4(X) olmak Uzere,
i=0



f,(%) = YoLo s (X) + Y1 Lo (X) + Y, L, , (X) + Vs Ls 4 (X) + Y, Ly 4 (X)
Ly X)X =X)X=K) (KX X)X ) (K= X,)
(Xo - X:L)(XO - X1)(Xo - Xl)(XO - X1) (X1 - Xo)(X1 - Xz)(X1 - X3)(X1 a X4)
XXX =X)L (K= X) (X=X (X=X )(X = X,)
(% = %) (% = X) (X, = X5)(X;, —X,) (X5 = %) (%3 = X, ) (X5 = %, ) (%3 = X;)
. (X — Xo)(x — X1)(X — Xz)(X — X3)
(X4 - Xo)(x4 - Xl)(X4 a Xz)(x4 - Xs)
f.(x) = (x=2)(x=3)(x=4)(x-5) L. (x=1)(x—=3)(x—4)(x—-5)
) (1-2)1-3)(1-4)(1-5) (2-1)(2-3)(2—-4)(2-5)
3. (x=1)(x—-2)(x—4)(x-5) L. (x=1)(x—-2)(x—3)(x-5)
(B-1)(B-2)(3-4)(3-5) (4-1)(4-2)(4-3)(4-5)
1. (Xx-1(x-2)(x—3)(x—4)
(5-1)(5-2)(5-3)(5-4)

seklinde yazilir. Verilen noktalari interpole eden bu fonksiyon icin lineer ve Lagrange

interpolasyon grafigi, Sekil 2.3’de gosterilmektedir, [1].

YA

X
Sekil 2.3 Verilen noktalar icin lineer ve lagrange interpolasyon

2.1.2  Parametrik Kiibik (Hermit) interpolasyon

Bir parametrik kubik egri,

P(t):iaiti, 0<t<1 (2.5)

i=0

seklinde tanimlanir. Burada P(t), Sekil 2.4’de oldugu gibi egri Gzerindeki bir noktadir.



P(t)

><V

"

z

Sekil 2.4 Parametrik kiibik egri Gizerindeki nokta

(2.5) esitliginin acihimi,
P(t)=at’ +a,t*+at' +a, (2.6)
seklindedir. Bu esitlik,

X() =3’ +a,t° + 3,1 +a,
y(t) =a,t° +a,t* +a,t' +a,, (2.7)

z(t)=a,t’+a,t’+a,t' +a,

olacak sekilde P(t) egrisinin denkleminin Ug bilesenine ayrilabilir.

(2.7) denklem sistemini ¢dzebilmek igin, 12 bilinmeyen (cebirsel katsayilar olarak
bilinen) a; katsayilari belirlenmelidir. a; degerlerinin degismesiyle bir egrinin seklini
kontrol etmek zordur. Daha sezgisel bir yaklasim, geometrik kisitlamalari saglayan

uygun sinir  kosullarini  olusturmaktir.  Sinir  kosullari, 12 cebirsel katsayinin

hesaplanmasi icin gerekli 12 denklemin dizenlenmesine izin verir.

Problemin ¢ozllmesi, interpolasyonlardan biri oldugundan bu noktalarin

koordinatlarinin bilindigini varsaymak mantikhidir.

Olasi ¢6ziim, pargali sekildeki interpolasyonun uygulanmasidir. Yani, iki nokta

parametrik kiibik egriyle birlikte Sekil 2.5’de gosterildigi gibi interpole edilir.



Sekil 2.5 Parcali parametrik kibik interpolasyon

Her parganin bilinen sonug¢ koordinatlari yardimiyla, 12 denklemden gerekli olan 6
tanesi ara noktalardan elde edilir. Diger 6 denklem, Sekil 2.6’da gosterildigi gibi her

parcanin iki ucundaki teget vektorlerin kullanilmasiyla elde edilir.

P1 deki teget

Po Po daki teget

Sekil 2.6 Bir parcanin ug noktalarindaki teget vektorler

Teget vektorlerin dogrultusu, egrinin uc noktalarindaki egimini (dogrultu kosinislerini)
olusturur. Vektorlerin buyukliklerindeki degisimler, egrinin seklin degisimine izin verir.
Ornegin; uc¢ noktalardaki sabit egim icin, teget vektorlerin biyikligiindeki degisim,
Sekil 2.7'de gosterildigi gibi parametrik kibik egri (izerinde degisikliklere sebep

olacaktir.

Sekil 2.7 Teget vektorlerin buylkligindeki degisimin egri Gizerindeki etkisi

Bir kiibik egriyi tanimlamak, u¢ noktalari ve teget vektorleri kullanmak igin segilen bu
yontem, Hermit interpolasyonun bir tiridir. Her kiibik egri parcasi, 0 degerinden 1
degerine parametrelendirilir. iki u¢ nokta, t parametre degerinin limit degerlerine;

9



yani P(0) ve P(1) degerlerine karsilik gelir. t =0 ve t =1, (2.6) esitliginde yazilarak, iki

ug vektor ve katsayilar arasinda

P(0)=a,

(2.8)
PQ)=a,+a, +a +a,

iliskisi bulunur. Teget vektorleri bulmak icin, (2.6) esitligi, t’ye gore tlrevi alinarak,
P'(t) =3a,t’ + 2a,t +a, (2.9)

elde edilir. iki u¢ noktadaki teget vektérler, t=0 ve t=1 degerlerinin son esitlikte

yazilmasiyla

P'(0) =2, (2.10)
P'(1) =3a,+2a, +a, '

elde edilir. (2.6) esitligindeki a, katsayilari, sinir kosullari (u¢ noktalar ve teget

vektorler) cinsinden

a, = P(0)

a,=P'(0)

a, =—-3P(0)+3P(1)-2P'(0)-P'(D)
a,=2P(0)-2P(1)+P'(0)+P'()

(2.11)

seklinde agik¢a yazilabilir. @, katsayilari, (2.6) esitliginde yazilarak ve terimler tekrar

duzenlenerek
P(t) = (2t° = 3t* + )P (0) + (-2t + 3t*)P(1) + (t° — 2t* +t)P'(0) + (t* —-t*)P'() (2.12)

seklinde elde edilir.

P(0), P@), P'(0),P'(1) degerleri, geometrik katsayilar olarak adlandirilir ve (2.12)

esitligindeki vektor buylkliuklerini temsil eder. Bu vektor buylkliklerinin polinom
katsayilari, genellikle karma (blending) fonksiyonlar olarak bilinir. Bu karma

fonksiyonlardaki t parametresinin 0’dan 1’e degismesiyle egri parcasi Uzerindeki

10



birkag nokta bulunur. (2.12) esitliginin Sekil 2.5’deki pargalar kiimesinin herhangi

parametrik kiibik parcasi icin gecerli olduguna dikkat ediniz.

Ozetle; parametrik kiibik egriler, konum ve egim sirekliligine sahip parcali kiibik
polinomlar ile gosterilir. Parametre degeri, her parca icin 0 degerinden 1 degerine

degisir, [1].
2.1.2.1 Matris Yaklagsimi

(2.6) ve (2.12) esitlikleri,

G
3 2 a2

P)=[t" t* t 1] (2.13)
&
a‘0

ve
2 -2 1 11/ PO
-3 3 -2 -1|| P(1

P(H)=[t° t* t 1] @ (2.14)
0O 0 1 0| PY(0)
1 0 0 0| P(@®

matris formunda ya da daha kisa olarak

P(t)=[t|-|A]| cebirsel form

© =[t]-[A] (2.15)

P(t)=[t]-[M]-[G] geometrik form

seklinde yazilabilir. Ayrica, geometrik modellemede kullanilan ikinci esitlik, tektir.

[t] ve [M] matrisleri, herhangi kiibik egri iin invaryanttir. Sadece [G]| matrisi, ug
noktalari ve teget vektorleri 6zellestirerek yeni bir parametrik kibik egri Gretme
amaciyla degistirilebilir. [M ]

e matrisi, Hermit matris olarak bilinir. Bu matrisi

digerlerinden ayirmak igin [M ], ve [G], [G], ile ifade edilecektir. (2.15) esitliginde,
[A]: cebirsel katsayilar matrisi

[G],, : geometrik katsayilar matrisi

11



seklindedir. (2.15) esitlikleri karsilastirilirsa

[A]=[M], [G], (2.16)
ve tersi alinirsa

(6], =[M],[A] (2.17)

sonuglari elde edilir. Son esitlikte,

(2.18)

N O —, O
R P B O
o O KR K

seklindedir, [1].
2.1.3  Kibik Spline interpolasyon

BDT alaninda karsilasilan interpolasyon problemleri, Spline fonksiyonlari yardimiyla
uygun sekilde ¢ozulebilir. Spline fikri, verilen nokta dizisinden gegen duiizglin bir egri
cizmek icin kullanilan ince ve esnek bir serit kullanimina dayanir. Fiziksel olarak Spline,
Sekil 2.8’de gosterildigi gibi esnek bir seride sebep olan uygun agirliklarin eklenmesiyle

sekillenir.

Sekil 2.8 Fiziksel Spline

Bu, Bernoulli-Euler denklemi uygulamalari icin ince ve elastik bir kiris olarak
duslintlebilir. Bu takdirde, kiiclik sapmalar dikkate alinirsa, egrilik varsayilan egrinin

ikinci tlrevine yaklasir.

Fiziksel Spline’daki agirliklar, basit destek vazifesi goriirse, parcal kibik polinom egrisi,
her destekte ikinci tireve gore sureklilik, yani konum, teget ve egrilige gore sureklilik

olusturur.

12



Muhendislik alanindaki problemlerde, veri degerlerinin sayica fazla oldugu durumda
parcali kubik Spline’larin 6zelliklerinin kullanimi avantajlidir. Standart polinom
interpolasyonu (6rnegin Lagrange interpolasyonu) interpole edilmis egri Gzerinde olasi

salinimlara neden olarak yiiksek mertebeden polinomlar olusturur.

Kubik Spline interpolasyon, ¢ok kesin (hassas) degerlerin genis kiimesine bagl olan
cogu mihendislik uygulamasinda tercih edilir. Ornek olarak materyal 6zelliklerinin
bayaklukleri (kahinlik, esneklik katsayisi vb.) ya da gesitli mihendislik sistemlerinin

simulasyonundan elde edilen sonuglar verilebilir.

Bilgisayar grafikleri ve geometrik modellemedeki Spline terimi, parametrik sireklilige

sahip geometrik yapinin pargali parametrik gosterimini ifade eder.

Bir kibik Spline, parcalar arasindaki baglanti noktalarinda ikinci mertebeden tiirev

strekliligine sahip pargal kiibik polinom ile temsil edilir.

Parcali slireklilik, sayisal Gist simgeye sahip C harfi ile temsil edilir. Surekliligin en basit
formu, C° surekliligidir. Bu ise, egride bosluk ve atlamalarin olmayacagini ifade eder.
C' surekliligi icin egri, birinci turev surekliligine sahip veya egimlidir. C? strekliligi icin
egri, ikinci tiirev sirekliligi veya egrilige sahiptir. Sekil 2.9, bu durumlarin o6rneklerini

gostermektedir. Bu sirekliliklere ihtiyacin sebebi, parametrik formuller ile ilgilidir.

e N~

Baglanti Baglanti

(a) (b) (c) (d)
Sekil 2.9 Parametrik siireklilik drnekleri: (a) Siireksizlik; (b) C?; (c) C*; (d) C*
Buradaki siireklilik terimi, daima parametrik siirekliligi ifade etmektedir. Daha genel

streklilik ihtiyaci olan siirekliligin bagimsiz 6lciim parametrelendirmesi olan geometrik

stireklilik, [4] numarali eserde tanimlanmaktadir.

Kibik Spline parcalari, ayri ayri parametrelendirildiginde t parametresi her parca icin
0 ve 1 arasinda degisir. O halde, normallestirilmis kiibik Spline, pargalar arasindaki

birinci mertebeden sirekliligi saglayan Hermit interpolasyonun 6zel bir durumudur.

13



Bir kubik Spline’da, birinci tirev degerleri, ikinci tiirevlerle uyumlu olacak sekilde
secilir. Karma fonksiyon (blending) matrisi, normallestirilmis kiibik Spline icin

(0<t<1), Hermit interpolasyonda kullanildigi gibi

2 2 1 1
3 3 -2 4

[t3 G 1] o 0 1 0 (2.19)
1 0 0 O

seklindedir. Her parga igin kibik Spline fonksiyonu, (2.14) esitligi ile

2 -2 1 1][P(0)

. 3 3 -2 -1|| PQ
PO=[ v 1] 0 0 1 0]/ P(©)

1 0 0 0] PO
ya da
Pt) =[t]-[M], -[G], (2.20)

seklinde yazilabilir. Parametrik kiibik formiilasyonda oldugu gibi, [t] ve [M] matrisleri,

tim kibik Spline pargalari icin invaryanttir. Degisim sadece bir parcadan digerine

degisen [G], geometrik matrisinde olusur. [G], matrisindeki ug nokta vektérleri,

herhangi kiibik parga igin bilinir fakat teget vektorler bulunmalidir. Béylece, ikinci tirev

strekliligi uygulanmis olur.

Bir egri pargasinin herhangi bir noktasinda, P, degerleri devamindaki parganin

baslangi¢c noktasinin ikinci tlireviyle, bir egri parcasinin bitis noktasindaki ikinci tirevi

cakisacak sekilde segilmelidir. Bu sart,

R",()=R"(0) (2.21)
ile ifade edilir.
R(t)=a,t* +a,t” +at +a, (2.22)
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ile tanimlanan kibik polinom igin ikinci tiirev,
Pi” (t) = 6a3it+2a2i (2.23)

seklindedir. Uygun parametre degerleri icin, bu ifade (2.21) esitliginde yazilirsa,

6a3(i—1) + 2a2(i—1) = 2a2i (2.24)
%/—/ . ..
(i-1). parcas: igin t=1 i-parca icin t=0

esitligi elde edilir. (2.11) esitliklerindeki

a, =—3P(0) +3P(1) — 2P'(0) - P'(1)
a, = 2P(0)—2P(1) + P'(0) + P'(1)

degerleri, (2.24) esitliginde yazilabilir. Bu yazimi gerceklestirmeden 6nce notasyonu

basitlestirmek amaciyla, i’nin tim degerleri icin P, P.(0) ile P’, P'(0)ile gosterilsin.

Ayni zamanda, C° konum sirekliliginden, tim i degerleri icin, Sekil 2.10'da

gosterildigi gibi
RO =PR..00)

esitligi gecerlidir.

P (i-1)- parca

i-1
!
P

P

i-1

B i- parca

P’

o B
Pl
R

Sekil 2.10 iki kiibik Spline parca

Son esitlik ile birlikte, a, ve a, degerleri (2.24) esitliginde yazilarak ve P(1) ile

P.,(0) tim durumlari géz 6niinde bulundurularak
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6(2P.,(0)-2R, 1)+ R, (0)+P.,(1))+2(-3R.,(0) +3P_, (1)~ 2R, (0)- P, (1)
~2(-3P,(0)+3%,()-2%(0)-P; 0) 229
elde edilirve P.(2) =P.,(0) (veya P_,(1) =P(0)) yazilirsa

R’1(0) +4R1(0)+ R:,(0) =3(R.,(0) - R_,(0)) (2.26)

sonucu elde edilir. Son esitlikte, t=0 degeri, tim terimleri ifade eder. Daha 6nce
belirtildigi gibi notasyonu basitlestirmek icin gozardi edilmistir. (2.26) esitliginin tim
kibik Spline pargalar Gzerindeki iteratif (tekrarli) uygulamasi, i¢ tegetlerinin timinin

hesaplanmasini saglar.

Bir kiibik Spline’in, P, noktasindan P, , noktasina; m tane noktaya interpole edilen
(m-1) pargaya sahip oldugunu varsayalim. Bu durumda, (2.26) esitligi gibi (m—2)
tane denklemi beraberinde getirerek, (m—2) tane i¢ baglanti noktasi bulundurur. m

tane teget vektore ihtiyac duyuldugundan fazladan sinirlandirmalar, kiibik Spline

egrisini sinirlamaktadir. Ortak olarak kullanilan iki sinirlama,

e Bilinen ug teget vektorler; P ve P, ;

e P, ve P, _, ug¢noktalarindaki ikinci tiirevlerin sifira esit olmasi (P,'=0, P, , =0)
seklindedir. Bu, dogal kibik Spline egrisini ifade eder.

Birinci durum: Tam Spline parcalari Gizerinde (2.26) esitliginin iteratif (tekrarh) kullanimi

ve kiibik Spline’in iki ug teget vektora,

10 . . . "] P/

1410 . .|PF | 3PR-P)

01410 .|[F|_ . .27
R - .
01 4 1||P/| [3(P,-P.)

i 0 1[R] | P |

seklinde matris formunda temsil edilebilir. Bu matris denkleminin ¢6zimd, tim teget

vektorlerin degerlerini verir. Cozim,
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PT Lo . . .. P
Pl 1410 . .|| 3R-P)
Pl lo1410. .
| = (2.28)
S .
P4' ... 01 41 3( P - mea)
_PS'_ I 0 1_ i anfl ]
ya da
[R]=[M].[C]., (2.29)

seklinde ifade edilir. [M ]CS matrisinin t¢gensel olduguna dikkat ediniz. Yani, sifirdan

farkli degerler, sadece kosegen Uzerinde (alt ve Ust kdsegenler) olusur. Bu matrisin
tersi, hesaplanabilirligi agisindan daha az islem gerektirir. m bilinmeyenli bu denklem

sistemin ¢6zlimU, Gauss yok etme metodu ile elde edilir, [1].
Ornek 2.2 P=@12 ve R/ =(-11) teget vektorleri ile
P, =(0,0), P, =(2,1), P,=(4,4), P,=(6,0) e E* nokta vektérlerini ele alalim. Kiibik

Spline interpolasyon i¢in gerekli olan P, ve P, noktalarindaki teget vektérleri bulunuz.

Coziim (2.27) esitligi kullanilarak

10 0 0P 1 1 101
1 4 1 0P| [34-0) 34-0)| |12 12
01 4 1P| [36-2) 30-1)| |12 -3
000 1P 1 1 101

elde edilir. Buradan, tegetlerin yer aldigi situn matrisi icin katsayisinda yer alan 4x4

tipindeki matrisin tersi alinirsa

-1

P 1 000 1 1 15 0 0 O 1 1 1 1
R’ B 1 410 12 12 1 -4 4 -1 1 (|12 12 B 31/15 48/15
P, 1o 1 4 1 12 -3| 15/ 1 -1 4 -41|12 -3| |41/15 -27/15
P 0 0 0 1 -1 1 0 0O 0 151 -1 1 -1 1
elde edilir.
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ikinci durum: (2.26) esitligi tekrar kullanilir ve ikinci tirevler, kiibik Spline’nin ilk ve son

noktalarinda sifira esitlenir. ilk noktada, yani P, noktasinda (t=0 igin), ikinci tiirev

sinirlamasi, (2.23) esitliginin

2a, =0

veya

a, =0 (2.30)
seklinde olmasini gerektirir. a,, degeri, (2.11) esitliginde yazilirsa
3(R-PR)-2F-PF'=0 (2.31)
ya da

2P +PB/'=3(P,-PR)

elde edilir. Son nokta, yani P, , noktasi (t =1 igin) ikinci tiirevi sifira esit olacak sekilde

segilerek (2.23) esitligine yazilir ve dlizenlenirse
Prr'1—2 + 2Pn,1—l = 3(Pm—1 - Pm—2) (2.32)

elde edilir. m bilinmeyenli m denklemin matris formu

2 1 . Pl [ 3P-P) |
1 41 3(P,-P)
1 41 . . .| . |= : (2.33)
1 4 1] . 3(P,,—P. )
i : 1 2]|Ra] [3(R-PF.s)

seklindedir. P" degerleri, birinci veya ikinci durum ile elde edildiginden (2.20) esitligi,

kiibik Spline lizerindeki noktalari verir, [1].
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Ornek 2.3 Dogal kiibik Spline kullanarak Ornek 2.2’deki problemi ¢dziiniiz. Ayrica, her
. - 1 2 o e S .

Spline pargasi igin tzg ve t:§ degerleri icin kubik Spline Uzerindeki noktalari

bulunuz.

Cozim (2.33) esitligi, teget vektorlerini bulmak icin kullanilir. Boylece,

2 10 0|[P] [6 3

1 4 1 0||PF/| |12 12

01 4 1||P/| |12 -3

0 01 2||P| |6 12
yazilir ve

P 26 -7 2 -1][6 3
Pl 1|-7 14 -4 2|12 12
P/| 45| 2 -4 14 -7|12 -3
4 -1 2 -7 26||6 -12
‘Pl [2 0

Pl |2 3

Pl |2 0

P |2 -6

elde edilir. ilk parcada t:% ve tzé degerleri ile egri Gzerindeki noktalari bulmak igin

(2.19) ve (2.20) esitlikleri kullanilir.

1
t == degeriicin;
3 geriic

2 -2 1 1jl0 O

IO R
3 3 3 3 0 0 1 0|2 0

1 0 0 02 3

P(%j =[0.666 0.0372] (Birinci parga igin)

elde edilirve t =§ degeri icin;
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(@ @ 57 0 T

P(%) =[1.332 0.2964](ikinci parga icin)

SO O N -
N N N O
w O +— O

elde edilir. (2.19) ve (2.20) esitlikleri, ikinci ve Ucglncl parcalara uygulanir. Her iki
durumda sadece, geometrik matris degisir. Her parametrik deger igin, ilk iki matris ayni

kalir.

ikinci parca icin,

S w b~

ve egri degerleri,

P(%} =[2.666 2.223](ikinci parga icin)

P(%) =[3.333 3.444](ikinci parga igin)
seklindedir.

Uglincii parca icin,

ve egri degerleri,

P(%) =[4.666 3.407] (Ugincti parga igin)

20



P(%) =[5.333 1.925] (Ugtincii parga igin)

seklindedir.

Ozetle; kiibik Spline, parcalar arasindaki baglanti noktalarinda ikinci tiirev sirekliligine
sahip pargali kibik polinomlarla gosterilir. 0 ve 1 arasinda normallestirilmis
parametreye sahip olan kiibik Spline, Hermit interpolasyonun 6zel bir halidir. Her
parcanin sonunda birinci tlirev degerleri, ikinci tlirev sirekliligini saglayacak sekilde

segilir, [1].

2.1.4 interpolasyon ve Yaklasim Karsilastirmasi

BDT alanindaki egrilerin gosterimi igin yapilan matematiksel yaklasimlar ya
interpolasyon ya da yaklasim teorilerine dayanir. Egri tasarimi problemi, bir veri
uydurma problemi ise, klasik interpolasyon ¢o6zimleri kullanilir. Diger tipteki
problemlerde, bu ¢oziimler kullanilmaz. Bir arabanin tamponu, bir ucagin govde ve
kanatlari arasindaki gecis, geminin govdesi, bir kahve kupasinin kulpu, bir insanin
bacagindaki uyluk kemigi gibi goriiniste ilgisiz olan nesneler, ortak bir 6zelligi paylasir:
Bunlar, duzlem, silindirik veya kiresel ylzeyler tiirinden temsil edilemeyen, serbest

form ylizeylerle tanimlanir. Sekil 2.11, ilgili birkag 6rnek gostermektedir.

B Z

P/ —

Sekil 2.11 Serbest form sekillerin érnekleri

Serbest formlu egri ve vylizeylerin tasarimi, bu tirin muihendislik alanindaki
problemlerinde son derece onemlidir. Bilindigi (izere bu tasarim problemleri, tasari

geometri yontemleriyle ele alinmistir. Ornegin; araba govdeleri, birkag belirli 6zelligi
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olan dogrular ve dizlem kesitleri ile tanimlanan dig ylzeylere sahiptir. Bu bilgiyle, daha
yiksek modeller, stamp bilgisayar programinda olusturulur ve prototipler (kaliplar),
frezeleme makinalarn yardimiyla Uretilir. Bilgisayar kullanma avantaji, bu yontemi
tamamen degistirdi. Oncelikle, bilgisayar komutlariyla yonlendirilen frezeleme
makinalar gelistirilmistir. Bilgisayarli modeller, var olan egri ve ylizey tanimlarindan
sayisal bir yontemle olusturulmustur. Kisa siirede, daha yiiksek model ya da cizim
yapmak yerine kavramsal olarak serbest form sekli tasarlamak igin bilgisayar kullanmak

muimkin olmugtur. Boylece, BDT ¢agi dogmustur.

BDT alaninda 0Ozellikle tasarim problemlerinde en 6nemli kriter, egri ya da yizeyin
diizglinlGgu ile ilgilidir. Bir tasarimin basarili olmasi icin gerekli olan; interpolasyon
kalitesini distnmeksizin tasarimin goriniminiin tasarimcinin  degerlendirmesine

uygunlugudur.

Tasarimdaki degisimlerin sinirlandiriimasi  6nemlidir. Bu ylizden, sinirli alanda
gercgeklestirilen degisimler, egrinin ya da ylzeyin seklini tamamen etkilemez. Yaklasim
metodlari, bu ihtiyaclari gidermek icin (en azindan kismen) tasarlanmistir. Egrilerin
temsili igin yapilan bu yaklasimlar, Sekil 2.12’de gosterildigi gibi orijinal noktalara
yaklasan fakat bu noktalardan tam olarak gegmeyen diizglin sekli saglar.

V2

-

I
I
I
I
I
I

I

I

Sekil 2.12 Egrinin verilen noktalara yaklagimi

Son zamanlarda BDT alaninda en ¢ok kullanilan iki yaklasim metodu, Bézier ve B-Spline

olmustur, [1].
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2.2 Algoritmalar

De Casteljau algoritmasi, egri ve ylizey tasarimi alanindaki en temel olanlardan biri
olmasina ragmen sasirtici sekilde basittir. Temel cazibesi, geometri ve cebir arasindaki

glzel bir etkilesimdendir: cok sezgisel geometrik bir yapi, gliclii bir teoriye gotirir.

Tarihsel olarak, bu durum, 1959 yilinda Paul De Casteljau’nun basladigi algoritma ile
ilgilidir. Tek yazili kanit, her ikisine kolayca ulasilamayan teknik raporlar olan “P. De
Casteljau. Outillages méthodes calcul. Technical report, A. Citroen, Paris, 1959” ve “P.
De Casteljau Courbes et surfaces a poles. Technical report, A. Citroen, Paris,1963”
calismalarinda yer almaktadir. William Boehm, 1975 yilinda raporlarin kopyalarini elde
edene kadar De Casteljau’nun galismasi gézden kagmistir. O zamandan itibaren, De

Casteljau’nun ismi daha da popiilerlik kazanmuistir, [4].

2.2.1 Paraboller

Bir parabolii Giretmek icin basit bir yapi ele alacagiz ve basit bir genellestirme bizi Bézier

egrilerine gotirecektir. by, b, b,, E2uzayinda herhangi tic nokta ve t e R olsun.

be = (L-t)b, +tb,
bl = (L-t)b, +tb,
by (t) = (1~ 1)loy (1) +tb; (1)

(dogrunun barisantrik koordinatlari da diyebilecegimiz) esitliklerini olusturalim. ilk iki

esitligi, Uclnci esitlige ekleyerek
bZ(t) = (L-t)°b, + 2t(L—t)b, +t’b, (2.34)

esitligi elde edilir. Bu, t parametresine gore diizenlenmis kuadratik ifadedir (st simge

dereceyi gdsterir) ve bdylece b?(t), t parametresi -oo’dan +o0’a degisirken bir parabol

cizer. Bu parabolii b? ile gosterecegiz. Bu yapi, tekrarli lineer interpolasyon ile tretilir.

Geometrik yorumu, Sekil 2.13’de gosterilmektedir.
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Sekil 2.13 Paraboller: Tekrarli lineer interpolasyon ile kurulan yapi
0<t<l igin, b*(t), by, b, b, ile sekillenen iggenin igerisindedir. Ozel olarak
b*(0) = b, ve b*(1) =b, dir.
Sekil 2.13’deki noktalarin oranlarinin
oran(b, b, b,) = oran(b,, b, b, ) = oran(bi, b2, b?) =ﬁ
seklinde oldugu gorilir. Boylece, parabol yapimiz afin olarak degismezdir. Clnki,

parcali lineer interpolasyon, afin olarak degismezdir.
Bir paraboliin ayni zamanda diizlemsel bir egri olduguna dikkat ediniz. Giinki, b?(t), ¢
noktanin barisantrik kombinasyonudur. (2.34) esitliginin incelenmesiyle

b (t) = (1—1)° by + 2t —t) b, + 2 b, = (1) + (1) + (1) =1
T T )

oldugu goralir.

Son olarak, parabol yapimizla yakindan iliskili olan analitik geometriden bir teorem
ifade edelim. Bir parabol lGizerinde Ug ayrik nokta a, b, c olsun. b noktasindaki teget,
sirastyla, e ve f noktalarinin Gizerinde bulundugu a ve ¢ noktalarindaki tegeti kessin.

a ve c noktalarindaki tegetler, d noktasinda kesissin. Sekil 2.14, egri Uzerindeki Uc¢

noktaya ait olan tegetlerin kesisim noktalarini gdstermektedir.
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Sekil 2.14 Ug teget teoremi

Oyleyse, oran(a,e,d)=oran(e,b, f)=oran(d, f,c) seklinde yazlabilir. Bu iic teget
teoremi, parabollerin bir 6zelligini tanimlar: De Casteljau algoritmasi, yapisal esi olarak

incelenebilir, [4].

2.2.2 De Casteljau Algoritmasi

Paraboller, dizlemsel egrilerdir. Bununla birlikte, cogu uygulama gercek uzaysal egrileri
ihtiyac duyar. Bu amag dogrultusunda, bir parabol icin olusturulan bir 6nceki yapi, keyfi

Nn.dereceden bir polinom egrisini Gretmek igin genellestirilebilir:

by,by,....0, € E® ve tel verilsin.

b' (t) = @-t)b™ () +tb’'(t); r=1,..,n, i=0,..,n—r (2.35)

i+1

ve bio(t) =b, yapisini kuracagiz. Oyleyse, by (t), b" egrisi Uzerindeki t parametre degeri
ile bir noktadir.
by, b,,...,b, ile sekillenen P cokgeni, b" egrisinin kontrol ¢cokgeni ya da Bézier kontrol

¢okgeni olarak adlandirilirt. Benzer sekilde, b. cokgen koseleri, kontrol noktalari ya da

Bézier noktalari olarak adlandirilir. Sekil 2.15, De Casteljau algoritmasi icin t=1/4

parametre degeri igin kibik durumu gosterir.

1 Dért kontrol noktasinin oldugu kiibik durumda: Bu noktalar, ti¢ boyutta bir tetrahedron olusturur. Bu
tetrahedrondan ilk kez 1923 yilinda William Blaschke (W. Blaschke. Differential geometrie. Chelsea,
1953. Reprint of the original 1923 edition) bahsetmistir: O, bunu “oskdiilator tetrahedron” olarak
adlandirmistir.
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Sekil 2.15 Kubik durum igin De Casteljau algoritmasi

by (t), by (t)=B[b,,b,,....,b,;t]=B[P,t] ya da kisaca b" =B[b,,...,b,]=BP seklinde de

yazilir. Bu notasyon, kontrol ¢okgeni ile Bézier egrisini birlestiren (lineer) operatér
olacak sekilde B'’yi tanimlar. Yaklasim teorisinden alinan bir terminoloji olarak;

B[b,,....b,] egrisinin, kontrol cokgenine Bernstein-Bézier yaklasimi oldugu sdylenebilir.

b (t) ara katsayilari, noktalarin tiggensel dizisi igerisine kolayca yazilir. De Casteljau

semasi diyecegimiz bu tggensel dizi igin kiibik durum 6rnegi su sekildedir:

bO
bs
b, bg
b, b2
b
b3

Bu Uggensel nokta dizisi, De Casteljau algoritmasi icin olusturulan yazilim kodunda iki-
boyutlu dizinin kullanimini 6nerir gibi gorliintr. Bu, bilgisayar bellegi icin gereksiz
olacaktir. Ancak, sadece sol siitunu yazmak igin ve uygun bir sekilde diizeltme yapmak

icin yeterlidir. Uygulama icin Ornek 2.4’e bakiniz, [4].

Ornek 2.4 Diizlemsel kibik durum ve t=1/2 degeri icin De Casteljau semasi

yardimiyla Bézier egrisi Uizerindeki noktayi hesaplayiniz, [4].
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C6ziim Dogrunun barisantrik koordinatlari olarak da ifade edilen esitlikler t=1/2

degeri icin yazilirsa, yani

be = (L-t)b, +tb,

bl = (L-t)b, +tb,
by = (L-t)b, +1th,

esitliklerinde verilen t degeri yerine yazilirsa

bgzb“z’bl ~(0,1)
=22 - (4.2)
b;=b22b3 = (6,1)

elde edilir. (2.34) esitligi yardimiyla b2 ve b® bulunur ve béylece b} icin (2.35) esitligi

kullanilir. Bulunan degerler, li¢cgensel nokta dizisi seklinde (2.36) esitligi ile verilen
yaplya benzer olarak asagidaki gibi gosterilir:
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2.3 Bézier Egrileri

Bu boliimde [1] eserinde yer alan Bézier egrileri ile ilgili bazi temel bilgiler verilecektir.

Bolim 2.1'de parametrik kibik egrileri tanimlamak igin kullanilan interpolasyon
teknikleri, Fransiz araba sirketi Renault’da mihendis olan Pierre Bézier ile bilinirdi.
1960’ yillarin baslarinda, Bézier, tasarimciya interpolasyon tekniklerinden daha biyiik
bir esneklik vermek icin matematiksel bir formil Gzerinde c¢alismaya basladi. Bu
matematiksel formilin rastlantisal ve bagimsiz olarak Citroén araba sirketinde
muihendis olan De Casteljau tarafindan gelistirilmis olmasi ilgingtir. Clinki, Bézier'in
calismasinin hesaplamalari, ki simdilerde kendi adiyla bilinen teorisi, birka¢ yayinda

ortaya cikmistir.
Bézier egrileri, Sekil 2.16’da gosterildigi gibi egriye yaklasimi saglayan (noktalardan
gecme sarti olmaksizin) ve sirali noktalar kiimesi olan (b,,...,b,) kontrol noktalari ya da

kontrol késelerini kullanir. Bu noktalar, grafik ekraninda temsil edilebilir ve kullaniciya
egrinin seklini kontrol imkani verir. Bézier egrileri, serbest sekilli egrilerin temsilinde
kullanilan polinom fonksiyonlarini baz almistir. n.dereceden Bézier egrisi, n+1 kontrol

noktasina sahip bir parametrik fonksiyondur, [1] ve

P(t) = Z B, (b, (2.37)

ile verilir. Burada, b. notasyonu kontrol noktalaridir, [3].

b3
Sekil 2.16 Bézier egrisinin noktalara yaklagimi

B, ., (t) fonksiyonu Bézier gésterimi icin, karma fonksiyondur ve Bernstein polinomlari,

N polinomun derecesi olmak lizere
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B, (1) :[?jti(l—t)”‘, 0<t<1

ile tanimlanir ve

(nJ:n—l, iZO,...,n
i) i(n=i)!

binom katsayilaridir. Bu karma fonksiyonlar,

B, (t)=0,tlim i degerleriicin 0<t<1

ve

> B, (t)=1 0<t<1

i=0

sartlarini saglarlar.

(2.38)

(2.39)

Bu esitliklerden ikincisi, normallestirme 6zelligidir. Bu sartlar, egrinin timduyle kontrol

noktalari tarafindan olusturulan konveks tekne icinde kalmasina zorlar (Sekil 2.17).

Sekil 2.17 Bézier egrisinin konveks tekne 6zelligi

Konveks tekne, kontrol noktalari arasina gerilmis bir lastigin olusturdugu cokgen olarak

dustndlebilir.

Bezier karma fonksiyonlari, n+1 kontrol noktasiyla n.dereceden polinom dretir.

Ayrica, egriyi ilk ve son noktalari arasinda interpole olmaya zorlar (Sekil 2.18).
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b3
Sekil 2.18 Bézier egrisinin ilk ve son noktalar arasinda interpole olmasi

Aradaki kontrol noktalari, sadece egriyi kendilerine dogru ceker ve egrinin istenen
sekle ulagmasi igin kullanilirlar. Sekil 2.19, bir kontrol noktasinin hareketiyle Bézier

egrisinin seklinin degisimini géstermektedir.

Sekil 2.19 Bir kontrol noktasinin degisimi ile Bézier egrisindeki degisim

Karma fonksiyonlarin kullanimina bir érnek olarak b,,b;,b,,b, kontrol noktalarini géz

online alahm. n+1=4 oldugundan polinomun derecesi n=3 tir. (2.37) esitligi

actlirsa,
P(t) = Bols(t)b0 + Bm(t)b1 + les(t)b2 +B;, (t)b, (2.40)
elde edilir. (2.38) esitliginde verilen Bernstein polinomlarina gore

3

|

Bys(t) = ﬁto(l—t)3 =@ty

3' 1 2 2
51,3(t)=ﬁt 1-t)? =3t(1-t)

31 (2.41)
Bz’s(t):ﬂt (1-t) =3t (1—t)

3!
By, (1) =ﬁt3(1—t)° =t°
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seklinde doért karma fonksiyon vardir. Normallestirme 6zelligi, karma fonksiyonlara

uygulandiginda,
[(1-1)°]+[3t(1-t)*]+[3t*(1-t)]+t3 =1 (2.42)

elde edilir. Yani karma fonksiyonlarin toplami 1’e esittir. Bu fonksiyonlar (2.40)

esitliginde yazilirsa,
P(t) = (1-t)°b, +3t(L-t)*b, + 3?1 -t)b, +t°0, (2.43)
elde edilir. Bézier egrisinin ilk ve son kontrol noktalarindan gectigi bilinir. Buna gore,

t =0 icin P(0) = b,

. (2.44)
t=1icin P(1) =h,

yazilir. Bu degerler icin karma fonksiyonlar,

t=0i¢inBy, =1

t=1i¢inB,,=1veB,,=B,,=0

seklindedir.

Kibik Bézier egrisi icin karma fonksiyonlarin ¢izimi Sekil 2.20’de gosterilmistir.

1

BO,S BB,

Bi,3 B
Bl‘?) 2,3

0 t 1

Sekil 2.20 Kubik Bézier egrisi icin karma fonksiyonlar

Her bir kontrol noktasi, bu nokta ile birlestirilen karma fonksiyon tarafindan agirliklanir
ve her bir noktanin etkisi, t parametre degeri 0’dan 1’e artarken degisir. Karma
fonksiyonlar, ayni zamanda Bézier egrisini ilk iki ve son iki kontrol noktalarini birlestiren

dogrulara teget olmasi igin zorlar.
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Kapal egriler, Sekil 2.21’de gosterildigi gibi kontrol noktalarinin ilk ve son noktalarinin

cakistirlmasiyla elde edilir.

«
b by b b

Sekil 2.21 Kapali egriler
Bézier egrileri igcin karma fonksiyonlar olarak kullanilan Bernstein polinomlari, tek bir

polinom egrisiyle kontrol noktalari dizisine yaklasim gosterir. Sonuclanan seklin

derecesi, bu ylzden kontrol noktalarinin sayisina bagli olarak degisir.

Bézier egrilerinde lokal kontrol saglanmaz. Yani, bir kontrol noktasinin degismesi tim

egri pargasinin seklini degistirir (Sekil 2.22).

b5

Sekil 2.22 Bézier egrisinin lokal kontrol saglamamasi

2.3.1 Lineer Bézier Egrisi

Lineer Bézier egrisi, iki b, ve b, kontrol noktalarini birlestiren dogru pargasidir.
n.dereceden (n+1) kontrol noktasina sahip Bézier egrisi icin verilen (2.37) esitliginde

(n+1) = 2 yani iki kontrol noktasi alinmasiyla, n =1 yani birinci dereceden Bézier egrisi

denklemi
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PL(t) = i B, ()b, = (L—t)b, +1b; (2.45)

i=0

ile verilir.

2.3.2 Kuadratik Bézier Egrisi
Kuadratik yani ikinci dereceden Bézier egrisi, (2.37) esitlig§inde (n+1)=3 vyani Ug
kontrol noktasi alinmasiyla, n =2 yani ikinci dereceden Bézier egrisi denklemi
2
P2(t) =Y B, (t)b, = (1—t)’b, + 2(1-t)th, +t’b, (2.46)
i=0

ile verilir.

2.3.3  Kibik Bézier Egrisi
Kibik yani Ug¢lincii dereceden Bézier egrisi, (2.37) esitliginde (n+1)=4 yani dort
kontrol noktasi alinmasiyla, n =3 yani liglincl dereceden Bézier egrisi denklemi
3
P3(t) =B, (t)b, =(1—1)°b, +3(L—t)th, +3(L—t)th, +t°b, (2.47)
i=0

ile verilir.

2.3.4  Bilesik Bézier Egrileri

lyilestirilmis bir tasarim esnekligi icin cok sayida kontrol noktasina ihtiya¢ vardir. Bu
durumda, polinomun vyiksek derece ile sonuglanmasi, seklin kontrolind

zorlastiracaktir.

Egrinin derecesini diisiirmek ve ihtiya¢ duyulan tasarim esnekligini elde etmek icin cok
sayida kontrol noktasi olan egriler, disuk dereceli birkag parganin birlestiriimesiyle

elde edilir (Sekil 2.23).
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Sekil 2.23 Bilesik (pargali) Bézier egrisi

Sekil 2.23'te gésterildigi gibi bbb,bb, ve bbbbb, olmak izere iki parca
kullanilmistir. C* siirekliligi, genelde C° siirekliligini (baglantili olma) saglayan parcali
Bézier egrilerine uygulanir. Bu sartin saglanmasi icin, baglanti noktasinda birlesen
kontrol gokgeninin kenarlari, bir dogruyu sekillendirmelidir. Yani, iki pargayi birlestiren
kontrol noktasi, bunun 6ncesi ve sonrasindaki noktalari birlestiren noktalar ile dogrusal
olmalidir. Sekil 2.23, bu sartlari gosterir. Ornegin; Sekil 2.24 (a), C° sirekliligine sahip
ve kontrol gokgenleri, bybb,b,,bb,b.b, olan iki Bézier parcasinin birlestiriimesiyle
olusturulan bir airfol (kanat) egrisini gdstermektedir ve parcalar icin kontrol cokgenleri,
bbb,b, ve bb,bb, seklindedir. Sekil 2.24 (b), C'sirekliligi ile birlesen birkag kiibik
Bézier egrisi ile sekillenen araba gévdesinin egri similasyonunu goéstermektedir. Ayni
zamanda by olan b, baglanti kontrol noktasi, b, ve b, kontrol noktalarini bir dogruda

birlestirir.

Bézier formilinin uygulamasi, Sekil 2.24 (a) ve Sekil 2.24 (b)'de gosterilmektedir, [1].

Sekil 2.24 (a) Airfol (kanat) egri temsili. (b) Araba gévdesinin egri similasyonu
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2.3.5  Bézier Egrisinin Matris Formu

Kiibik Bézier egrileri, matris formunda uygun olarak ifade edilebilirler. Ornegin;
P(t) = (1-t)°b, +3t(L—t)*b, + 3t*(L-t)b, +t°0,

ile verilen kibik Bezier egrisini dlisiinelim. Bu esitlik matris formunda,

by
P(t)=[(1-t)° 3t@1-t)> 3t°(1-t) tg’]llj1 (2.48)
2
b,
yada
by
P(t)=[1-3t+3t>-t> 3t—6t>+3t® 3t>-3t° ts]s1 (2.49)
2
b,
seklinde yazilabilir. Bu ifade,
-1 3 -3 1||b,
3 6 3 0}b
Pt)=(t® t* t 1 2.50
® [ ]—3 3 0 0fb ( )
1 0 0 O0Ofhb
veya daha kisa formda,
P(t) = [t]1><4 [M ]B(4><4) [b]B(4><l) (2.51)

seklinde indirgenerek yazilabilir, [1].

Ornek 2.5 Bézier egrilerinin C' siirekliligi ihtiyaci, iki egriyi ortak bir noktada ayni
parametrik egimi paylasmaya zorlar. Asagida kontrol noktalari dizisi ile tanimlanan iki
Bézier egrisi verilsin.

1.egri A(2,3,4), B(3,1,5), C(x,y,2), D(3,4,3)
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2.egriD(3,4,3), E(2,6,0), F(5,7,5), G(5,2,3)

X, Y,z degerleriigin C* sirekliligini saglayan cebirsel sartlari bulunuz.

Coziim (2.48) esitligi, teget vektorleri bulmak icin t parametresine gore tirevlenebilir:

bO
by
b2
b3

P'(t) =[-3(1-t)* 3(3t*—4t+1) -3t(3t-2) 3t°]

Parcalar arasindaki C* siirekliligini saglamak amaciyla ilk parca icin t=1 degerindeki

P’(t), ikinci parga igin t =0 degerindeki P'(t) degerine esitlenmelidir.

e lk parcaicin t =1 degeri;

P@W=[0 0 -3 3]| _ |=3(D-C)

U0 w >

e kinci parcaicin t =0 degeri;
D
E
. Pz'(O):[—B 3 0 0] . =3(E-D)
G
C* strekliligi geregi P/(1) = P;(0) esitligi saglanmalidir.
Teget vektor icin degisken blyukllkleri hesaba katilarak bu esitlik,
P(®)=k-P)(0) (k:sabit)
seklinde yazilabilir. Degerler yerine yazilarak,

3(D-C) =3k(E - D)
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3[(3,4,3)- (x,,2)] =3 [(2,6,0) - (3,4,3)]

esitligi elde edilir. Buradan islemler sonucu,

x=3+k
y=4-2k
z=3+3k

cebirsel sartlari elde edilir, [1].
2.4 Bernstein Polinomu ve Uygulamalari

2.4.1 Bernstein Polinomunun Ozellikleri

(2.38) esitligi ile ifade edilen Bernstein polinomlari, Bézier  egrilerinin ozelliklerini

meydana getiren birkag dnemli 6zellige sahiptir, [13].

. Birim béliintii: n.dereceden Bernstein polinomlarinin toplami 1’dir.

Zn“Bi,n(t) =1, te[0,1] (2.52)

i=0

Birim bollntl 6zelligi asagidaki sekilde ispat edilebilir:

n(n

(A-t)+t)" =1 olmak tzere, Vne N ve Vx,yeR icin (x+y)" = ( jx” 'y' Binom
=i

teoreminin uygulanmasiyla,

n

(@-t)+t)° Z[ jl t)niti=Zn:Bi’n(t)=l

i=0

elde edilir.

° Pozitiflik: Bernstein polinomlari, [0,1] aralig1 Gzerinde pozitiftirler.
B, (t)>0, te[0,1] (2.53)

o Simetri: B, (1)=8B,,(1-t), i=0,..,n

n—i,n
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Boylece, B, .(t) fonksiyonunun grafigi, B, (1-t) fonksiyonunun grafiginin

yansimasidir. Bu, ikinci, Uc¢linci ve doérdinclii dereceden Bernstein polinomlarinin

grafiklerini gosteren Sekil 2.25, Sekil 2.26 ve Sekil 2.27’ de gozlemlenebilir.

10
08

06
04 \\\\\\
- \

02 04 Q6 08 10

Sekil 2.25 ikinci dereceden Bernstein polinomlari

Sekil 2.26 Uglincii dereceden Bernstein polinomlari
10
08
06

04 \\\

02

a2 4 06 08 10

Sekil 2.27 Dordiinci dereceden Bernstein polinomlari

° Rekiirsiyon (Ozyineleme): n.dereceden Bernstein polinomlari, (n—1) dereceli

polinomlar cinsinden
B, ,()=@1-1)B () +tB_, (), i=0,..,n (2.54)
seklinde ifade edilebilir. Burada, B, ,(t)=0 ve B, ,(t)=0"dur.

Ozyineleme 6zelligi de asagidaki sekilde ispat edilebilir:
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Bernstein polinomunun (2.38) esitligi kullanilarak,
n-1 n-1-igi
Ba=] a0t
5 ="y
i-1,n-1 - i—l
yazilabilir ve i=0 icin, B, (t) =0 oldugundan
n n— n n—
B, (1) =(Oj(1—t) 0= (1-t)" = (L-)(A-1)"" = (1-1)B,,, (V) +1B ., (1)
bulunur. Benzer sekilde, i =n icin B, ,(t) =0 oldugundan
n n-n
B, (t) =(nj(1—t) t"=t"=(1-t)-0+t-t"" =(1-1)B, () +tB ., (t)

bulunur. 1<i<n-1 igin,

(1-1)B () +1B () = (n I_lj (1-t)"'t'+ (T__llj (1-t)"'¢

(o
e (-5 et () ]

1-1)B,,, () +tB,,,, (0 = - |(1—t)"t' =B, @)
-8, 0="]a =g,

bulunur.

Birim bolintl ve pozitiflik 6zelligi, Bézier egrisinin dénldsimler altinda invaryant olma
ve konveks tekne 6zelligi olan iki dGnemli 6zelligini meydana getirir. Simetri 6zelliginin
bir sonucu olarak, bir simetrik kontrol ¢cokgeni, simetrik bir egriyi meydana getirir.

Rekirsiyon 6zelligi, de Casteljau algoritmasini meydana getirir.

Teorem 2.1 n.dereceden B, (t) Bernstein polinomlarinin birinci ve ikinci tiirevleri

, o (i—nt)
B/, () ST B, ®), (2.55)
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B&a):[ﬂi—n—2$2;2;+Mn—Dtija)’ 2.56)
B/, (1) =n(B,,,(t)-B, () (2.57)

esitliklerini saglar, [13].

. ny . .
Ispat B, (t) =(_jt' (@—1t)"" Bernstein polinomunda ¢arpim kuraliyla tirev alinarak,
! i

B.(1) = [Tj(—(n —)L-0)"" M+ i(l_t)n—iti—l)

i—nt }(n n-i i
=@a_0]&]@—0 t

_(i—nt)
- t(l—t) Bln(t)

(2.55) esitligi ispatlanir.

(2.55) esitliginin tlirevinin alinmasiyla,

) v [ i—nt ' (i-nt) _,
Bln(t)_[t(l_t)j Bln(t)+ t(l—t) Bln(t)

~ (2it-nt* i) (i-nt)’
TR B..(0)+ ) B, (1)

B&a):(“i_”_2$2;2;+“”_nﬁ]8ma>

(2.56) esitligi ispatlanir.

(2.57) esitligini ispatlamak icin (2.55) esitliginin sag tarafinda Bernstein polinomu
tanimi kullanilarak elde edilen B, ,(t) ve B ,(t) Bernstein polinomlarinin

farklarinin alinmasiyla,
n-1 iy (n-1 o
81080 oo " oo

__ (Dt e (D ey

~(i-1)Y(n-i)! il(n-i-1)!
:( (-9t (n-D! _]a_onw
tin—-D!G-H! @A-t)(n—-i-1)'!
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a (n=1)! B (n=1)!
- t(n—-)(n=-i-D!i-! @-t)(n-i-D'i@i—-1)!

S M L .j(l—t)“"t‘
(n=i=-D1ai-n!) \t(n=i) @-ti
'(n—l)'! M 1. M i —nt j(l—t)”‘ti
(n=i=-D1ai-!) \ (n=1)i ) | Q-1
— (n _1)| j( i—nt ](l_t)niti
(n=0hi) { 1-)t
elde edilir. Son ifade n ile carpilip bolindrse

_( (n-=D! i—nt n-igi
Bil'nl(t)_Bi’n1(t)_[(n—i)!i!].((l—t)tJ(l_t) t

( (n_l)l j( I_nt j(l_t)n—ltl
(n=Dht){ 1-t)t

I —nt n noigi
(EIUEE

](1—t)”it‘

S| S|

bulunur ve

Bi—l,n—l(t) - Bi,nfl (t) = 1 . (I — nt)

n tl-t) B0

seklinde yazilir. Buradan da,

n(Bi—l,n—l (t) - Bi,n—l(t)) = (ﬁj Bi,n (t)

ve (2.55) esitligi ile
n(Bi—l,n—l(t) - Bi,n—l(t)) = Bi',n (t)
ya da

B, (t)=n(B_,,,(t)-B;,,(t)) elde edilir. Béylece, (2.57) esitligi ispatlanir. o

2.4.2  Bézier Egrisinin Tiirevleri

Tegetleri ve normalleri belirleme gibi egrileri kapsayan birgok uygulama, tlrevlerin

hesabini gerektirir. Bézier egrilerinin tlrevleri, Bernstein polinomlarinin turevlerinden
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elde edilir. Ornegin; kibik Bernstein polinomlarinin turevleri,

Bo,3 (t)= (1—t)3, Bl,3 (t)= 3(1—'[)2'[, Bz,a (t)= 3(1_t)t21 B3,3 )= t?
olmak Gzere,

By 4 (t) =—3(1—t)* =3B, (t)

B, (t) =3(1-t)* —6t(1—t) =3(1— 4t +3t*) =3B, (t) - 3B,,(t)
B, ;(t) =3t(2-3t) =3B,, (t) - 3B, ,(t)

B, (t) =3t* =3B, (t)

seklindedir.

3
Boylece, P(t) = Z B, ; ()b, kiibik Bézier egrisinin tiirevi,

i=0

P'(t) =3B, , ()b, +3(B, , (t) — B, ,(t))b, +3(B, , (t) — B, ,(t))b, + 3B, , (t)b,
= 3B0,2 (t)(bl - bo) + 381,2 (t)(bz - bl) + 382,2 (t)(ba i bz)

seklindedir, [13].

n.dereceden Bézier egrileri icin yukarnidaki formilinin  genellestirilmesi

Teorem 2.2'de ifade edilir, [13].

Teorem 2.2 n.dereceden bir Bézier egrisinin birinci tirevi, A'h, =b, —b olmak tzere
n-1

P'(t) = nz Bi,nfl(t)Albi (2.58)
i=0

seklindedir, [13].
ispat Teorem 2.1’deki (2.57) esitligi ve B,,.(t)=B,,;(t)=0 oldugu gercegi

kullanilarak,
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PO = 3 B, (00, = Y n(Bryy s (0~ B,,,(O)b

=3 N8, (b~ YN8, (O
i=0 i=0

n n-1
:Z N8 ()b — Z n-B;,. ()b
i=0 i=0
elde edilir. Son satirin ilk toplami tekrar numaralandirilarak
n-1 n-1 n-1 n-1 )
P'(t) = Z n 'Bi,n—l(t)bﬁl - Z n 'Bi,n—l(t)bi = z n- Bi,n—l(t)(bi+l _bi) = nz Bi,n—l (HA bi
i=0 i=0 i=0 i=0

sonucu elde edilir. Burada A'b, =b,, —b, olup ileri fark operatérii olarak adlandirilir. o

P(t) Bézier egrisinin ikinci ve daha yiksek mertebeden tilrevleri, birinci tlrev

formulinin tekrarh uygulanmasiyla elde edilir. Bu formdl, diizlemsel Bézier egrilerinde

oldugu gibi uzaysal olaninda da gecerlidir, [13].

Sonug 2.1 n.dereceden bir Bézier egrisinin ikinci turevi,

A’b = (A'b,, —A™) =(b,, —2b, +b) olmak lizere

P"(t) = n(n -1)§ B, (DA%, (2.59)

seklindedir, [13].

r (r
Sonug 2.2 n.dereceden bir Bézier egrisinin r.tiirevi, A'b, :Z(—l)”(_) b, fark
=0 J

denklemi olmak Gzere,

PO(t) =

: i!r)!gAfbi B, (t) (2.60)

seklindedir. Ayrica, A'b; = A"™'b, , —A"™'b; esitligi vardir, [13].

Sonug 2.3 n.dereceden bir Bézier egrisinin r. tirevinin t =0 ve t =1 baslangi¢ ve bitis

noktalarindaki degerleri,
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n!
i —1,n— r(t)|t =0 — Arb0
( - )I -0 (2.61)

n!
P™) (¢ =—'§:Arb.B. t =—'A’b
( )|t:1 (n—r)li= I |,n—r( )|t:1 (n—r)! o

POt)], =

seklindedir, [13].
Ispat (2.60) esitligi daha acik olarak,

n-r

© _nl r
P (t)|t:0_ (n_r)! i:oA bIBIn r(t)|t 0~ )

= n! r n- n—r40 n—r-1;1 n-r Oanor
_m[Abo[ j(l t) t+Ab1( j(l )"t +..+Ab, [n—rj(l_t)t j

seklinde ifade edilir. Boylece, t =0 ve t =1 degerleri son ifadede yazilarak,

(AbBOn r(t)+AblBl (t)+ +Abn an r,n- r(t))

1 n-r n!
PO®)| = L BB, (t)]o =—Ah
= _ | 4 1 —i,n—r t=0 _l I 0
(r) _ r il - r
P (t) |t:l - F )l ~ A bi Bi,n—r (t) |t:l - (n _ r)!A bnfr
elde edilir.

Sonug 2.3 ile t=0 baslangic ve t=1 bitis noktalarindaki birinci, ikinci ve Uclnci

tarevler,

. t =0 baslangi¢ noktasi igin

P'(t)] = 1) ——— A'h, = nA'h,
”()|t0 2) ——— A%, =n(n-1)(A'y, - A'h,) (2.63)
P"(t)] = 3) ——— A%y, =n(n-1)(n—2)(A’D, - A%y ) = n(n—-1)(n—2)(A'b, - 24D, +A'h,)

° t =1 bitis noktasi i¢in
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P'(t)],y = ) ——Ab_, =nAh

"()|t1 2) ——— A%, , =n(n-1)(A%,,-A'b, ,)

(2.64)

P"'(t>|t:1=—(n_'3)!A3

b, , =n(n-1)(n-2)(A%, , - A%, ;) =n(n-1)(n—2)(A', , — 24D, , + A, ;)
seklinde elde edilir, [13].

Sonug 24 N .dereceden bir Bézier egrisinin Uclnci tdrevi,

A%, = (A%, —A’h) = (A%, —A'h,) - (A'h, — A )) = (A'h,,, 24D, + A'h) olmak

i+1

Uzere
n-3

P"(t)=n(n-1)(n- 2)2 Bi'nf3 (t)A3bi (2.65)
i=0

seklindedir, [13].

243 E® Oklid Uzayinda Bézier Egrilerinin Ug¢ Noktalardaki Serret-Frenet

Elemanlan

P(t) Bézier egrisinin baslangic ve bitis noktalarindaki {T,N,B} ortonormal Serret-

Frenet elemanlarini hesaplayalim ([4,13,15]):

Ortonormal gati olmasindan,
(T,T)=1, (N,N)=1, (B,B)=1
(T,N)=0, (T,B)=0, (N,B)=0

sartlari saglanir.

P(t) Bézier egrisinin hiz vektori,

I

ile yay parametresinin uzunlugu,
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dP(t)HOIt
dt

t
s=|
t

ile verilir.

Teorem 2.3 b €E® kontrol noktalari olmak {zere, birim hizl olmayan n.
dereceden P(t) Bézier egrisinin t=0 baslangic noktasindaki {T,N,B}|t:0 Serret-

Frenet catisi,

1
Tl = ”ilgz , (2.66)
A'b A'b
N |t_0:Mcsc¢—Mcot¢, (2.67)
B| Ay x A, (2.68)

esitlikleriyle verilir. Burada, ¢, A'b, ve A'h, arasindaki agidir, [15].

ispat P(t) Bézier egrisinin t=0 baslangic noktasindaki Serret-Frenet catisi

{T,N,B}|_, hesaplandiginda teget vektér, (2.63) esitliklerinden

P'(t) nA'h,  A'b,

Pl o] [+

o

seklinde elde edilir. Binormal vektor, (2.63) esitliklerinden

P'(t) x P"(t) o [nat, xn(n-1)A%, | [nAh,xn(n-1)(a'b, - A'b,)]
[P'®)xP"@®]"™ " |nath, xn(n-1)a%, |~ [na', xn(n-1)(a'y - A'h))]
_ A'byx(A'h, —A'hy)  A'byxAlb
Ay x (A%, - at)] A%, x A%

-0

ve asal normal vektor
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A'b, x A'b, Albo _ (A'by xA™h) x A'hy

N8 Tleo = [t ] [ [, < ] [

seklinde elde edilir. Son satirda E* uzayinda verilen Lagrange 6zdesligi kullanilarak

(A, A'hy) A, — (A, A'hy ) A'h, ||A1b || A'b, — | Ao |[[A"b, | cos g,
T ] |2y x| A'b|

yazilir. Burada, @, Albo ve Alb1 arasindaki acidir. Ayrica,

”Alb0 x A1b1|| = ”Albl””Alb()”sin ¢ yerlestirilerek diizenlenirse

I Y N Y T S S
[onf[an[sng  [vb]sng [

Ab A'b,
N|_= CSCo— cot¢
o] fas]

elde edilir. o

Teorem 2.4 b < E® kontrol noktalari olmak {izere, birim hizli olmayan n.dereceden

P(t) Bezier egrisinin t =1 bitis noktasinda {T, N, B}|t=l Serret-Frenet ¢atisi

A'b,
T |t:1 = ”Alb ol (2.69)
n-1
A", , A'b,
N|_= ||Alb coty — ”ATCSCI//, (2.70)
1 1
Bl A'b, ,xAb, (2.71)

S A, xah,

esitlikleriyle verilir. Burada, y, A'h_, ve A'h_, arasindaki agidir, [15].
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Ispat P(t) Bézier egrisinin t=1 bitis noktasindaki Serret-Frenet catisi {T,N,B} |y

hesaplandiginda teget vektor, (2.64) esitliklerinden

P'(t)
P(t)

nA'b,, _ A,
[na'b, .| A%,

T |t:1:

| |t:1:

seklinde elde edilir. Binormal vektor, (2.64) esitliklerinden

PM)xP'()  [nADxn(n-1)A%h, , | [na'h,  xn(n-1)(A%, ,—A', ;)]
P')xP"®)] " [na', ,xn(n-1a%, | [na’, ,xn(n-1)(a', ,— A%, )|

B |t:1=

_ A, x (A, -Ah,)  Ab,xAb,
[a%, . x (A%, , - A, )| A, xA, ,

ve asal normal vektor

A'b_ xA', y A'b,, _ (Al ,xA%, ) xA,
[A%, <A, | A, .| A%, <A, ,|-[A,,

N|_,=BxT| =-

seklinde elde edilir. Son satirda E*® uzayinda verilen Lagrange 6zdesligi kullanilarak

i Albn—z

A%, ,

A'b, , cosy — ||A1bn71

N| (A'b, ., A, ) A, —(A'D,,,AD, ) A, , A%,

1= ” A, xA'D,_, ”Albn,l

|a%, < A%, ,

..

seklinde de vyazilir. Burada, w, A'b_, ve A'0 , arasindaki agidir. Ayrica,

”Albnflele :”Albml ”Albm2 siny vyerlestirilerek diizenlenirse
_ ath, A%, .| ah, , cosy —[ath, .| A'b, , _AD v A, cscy
Iy [Ty TR TN A

seklinde de elde edilir. O

Teorem 2.5 b,,..., bneE3 kontrol noktalari olmak {zere, birim hizli olmayan n.

dereceden P(t) Bézier egrisinin t =0 baslangi¢ noktasinda egrilik ve burulmasi
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(2.72)
_ n—2det(A'h,,A'b,, A'b,)

" e

Tl

seklindedir. Burada, ¢, A'b, ile A'h arasindaki agidir, [15].

ispat t=0 baslangic noktasinda birim hizl olmayan n. dereceden P(t) Bézier

egrisinin egriligi

_PoxP] [ xn-n(at-ab)| pn-p [ ab)

I 0 [nath, | " |aty
ile verildiginden buradan,

o= ”Albolx A:bln (2.72a)

" |
elde edilir. Ayrica,
_n-afabfjatf . n-1fat

A T R T

seklinde de ifade edilebilir.

Birim hizli olmayan n. dereceden P(t) Bézier egrisinin t =0 baslangi¢c noktasindaki

burulmasi,
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. det (P'(t), P"(t), P"(t))
= [P't)x P"(t)|°
(nA'by, n(n—=1)(A'b, - A'h, ), n(n—1)(n - 2)(A', — 2A', + A'h,))
[na't, xn(n 1) (a'h, - ', )|

o

_(na'y,n(n-1)(A'; - A, )xn(n-1)(n-2)(A'h, ~ 24", + A'h, )
) [na’t, xn(n 1) (a'h, - A'b, )|

n—2 (A, (A%~ A ) x (A%, -2, + A'h, ))
oo [, (8%, — &', )|

n—2 (A'Dy, (A% x A'D, )+ (A%, x A, ) - (A%, x A'b, )+ 2( Ay x A'h;))
n |ath, x Al
-2 (A%, A’ x A'b, )
N At <At

seklinde elde edilir. Buradan,

_n-2det(A'h,A'b, A, )

2 (2.72b)
n ||Alb0 x Albl”

Tli=0

seklinde de ifade edilir. o

Sonug 2.1 (2.72a) ve (2.72b) esitlikleri ile verilen

_n-1 ||A1bo x A1b1||

o

" Jan
ve
| _n-2 det(A'by, A'by, A'b, )
P Aty xab
ifadelerinin
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_,n—1 Alan(b,,b;,b,)
" bl

t=0

ve

. :En_zHacim(bo,bl,bz,b3)
2 n [Alan(by,b,b,)T

seklinde yazilmasiyla da geometrik bir yorum kazandirilmis olur, [14] (Sayfa 86-87).

Teorem 2.6 b,,...,b, € E® kontrol noktalari olmak tizere, birim hizli olmayan n.

dereceden P(t) Bézier egrisinin t =1 bitis noktasindaki egrilik ve burulmasi

K| L ”Albn 3 siny
1=
RN ]
X . y (2.73)
I n—2det(Ab, ,,Ab, ,,AD, ;)
T A, xat, |

seklindedir. Burada, y, A'b_, ile A'b_, arasindaki agidir, [15].
Ispat Birim hizli olmayan n. dereceden P(t) Bézier egrisinin t =1 bitis noktasindaki

egriligi,

_[Prey<Pr)] [na'h, ; xn(n-1)(a%, , - A%, , | _n*(n-1) &', xa%,,
P'@) N i ath,.,[

¥ :

| _ (n-1) ||Albn—1 X Albn—z
=T ”Albn_l 3

(2.73a)

seklinde elde edilir. Ayrica,

seklinde de ifade edilebilir.
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Birim hizl olmayan n.dereceden P(t) Bézier egrisinin t =1 bitis noktasindaki burulmasi

_ det(P'(t), P"(t), P"(t))
= IP'@)x P

_det(nA'b,,,n(n-1)(A'b,, —A'b,,),n(n-1)(n—2)(A'b, , —2A'D, , +A'D, ,))

2

||n Alb  xn(n-1) (Albn_1 -A'D,, )|

_(nA'b, ,,n(n-1)(A'b, , —A'h, ,)xn(n-1)(n-2)(A'b, , —2A', , + A'b, ,))
[nah, ,xn(n-1)(a'b, , - a', )

n—2 (A, ,,~2(A'b, ;xA'b, ,)+(A'D, , x A'b, ;) (A'h, , xA'D, )~ (A'D, , xA'b, ;)
l HAlbn—l X (Albn—l - Albn—z )Hz

n-2 <Albn—l' _(Albn—z x Albn—S )>
n ”Albn—l x Albn—z i

seklinde elde edilir. Ayrica,

n—2 det(A'b,_,A'b,_, A, )
n |ath, ,x A, |

Tl =~

(2.73b)

seklinde de ifade edilebilir. O

Sonug 2.2 (2.73a) ve (2.73b) esitlikleri ile verilen

_(n-1) ||A1bIH xA'D,

3

i

s
ve
n— 2 det (Albn—lf Albn—z ! Albn—S)
T|t:l =- 2
N A, <A, ,
ifadelerinin
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_,n-1Alan(b_,.,b,,.b))
. n ”bn—l _bn—2||3

ve

;| -_3n-2 Hacim(b, ,,b,,.b,,,b,)
T2 0 [Alan(b,,.b,,.b)]

seklinde yazilmasiyla da geometrik bir yorum kazandirilmis olur, [14].

Ornek 2.6 b, =(2,2,1), b, =(3,0,4), b, =(6,-3,2), b, =(4,2,3) e E* kontrol noktalari
ile verilen Gglinci dereceden Bézier egrisinin t =0 baslangic noktasi ve t=1 bitis

noktasindaki {T, N,B,K‘,T} Frenet elemanlarini bulunuz.

n!

= olmak Uzere
(n—i)kn!

Céziim Oncelikle, B, ()= (?Jti 1-t)", (Tj

3 . .
P(t)= z B, ,(Dt' (1-t)" "D, ile verilen Bézier egrisinin denklemi agikca ifade edilirse,

i=0

P(t) = Bo,s (t)to (1_ t)3_0 bo + Bl,s (t)tl (1_ t)s_lbl + B2,3 (t)tz (1_ t)3_2 bz + Bs,a (t)t3 (1_ t)s_3 bs

3 . (3 3\, 3\,
_(Oja—t) bﬁ[ljt(l—t)bl +(2jt (1—t)b2+(3jt b,

=(1-1)%(1,2,2) +3t(1-t)(3,0,4) + 3t*(1-t)(6,-3,2) + t*(4,2,3)
elde edilir. Boylece, liclincl dereceden Bézier egrisi denklemi
P(t) =((1—t)3+9t(1—t)+18t2(1—t)+4t3,2(1—t)3 —9t2(1—t)+2t3,(l—t)3+12t(l—t)+6t2(1—t)+3t3)

seklinde elde edilir. Simdi de Frenet elemanlari icin ihtiya¢c duyulacak olan asagidaki

hesaplamalar yapilirsa,

A'by=b—by = (1-2,3), (A'h,A'h) =14, [A'hy] =A%, A',) =14
A'b =b,~b =(3,-3,-2), (AT, A'h) =22, [A'h|=fath,At) =22
A'b, =b, —b, =(-2,5,1), (A',,A'b,)=30, [A%,]=y(A',,A'b,)=+/30

53



i j ok
Albyx Al =[1 -2 3[=(1311,3), [Al, xA%,|=+/209
3 -3 -2
i ]k
Al xA'b, =|3 -3 -2/=(7,19), [A',xA'b,| =131
2 5 1
1 -2 3
det(A'h, A'hy, A'h,) =|3 -3 —2|=7+(-2)+27=32
2 5 1

elde edilir. Ayrica, A'b, ile A'h, arasindaki agi ¢ ve A'b, ile A'h, arasindaki ag v igin,

. . . +J299
R ”AlboXAlb1||:||Alb0||”Alb1”S'n¢ — 299 =14+/225sin ¢ :>sm¢:m
bulunur. Boylece,
M __ 3 _ 308
cosg =1 %" Jaos! cot ¢ Toss’ ) N
bulunur.
¢ o o siny = 5 - 22 BOsiny = siny - EEL

bulunur. Boylece,

131 /529 /529 /660

COSy = —_—=——, cot =——, CSC
v \/ 660 vo60 . 31 V" a1

bulunur. Buradan,

e t =0 baslangi¢c noktasi icin Frenet elemanlari (n =3 ile),

A'b, 1
T|o=r2o=—(1,-2,3
|t—0 |Alb0| \/]I( )
A'b, A'h V14 3
N|_ = CSCP——2-COoth = —— 3,-3,-2)—————(1,-2,3
e A'h| ¢ ' ¢ \/299( ) @\/299( )
B| = by <Ay 1 (13,11,3)
Ay x Ay V299 T
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_n-t sl o 24224299 (299
" n oo, 314 308 2114

o

n—2det(A'b,,A'b,A'b,) 1 32 32

N b, x| T3299 897

T |t:0

seklinde elde edilir.

e t=1 bitis noktasi igin Frenet elemanlari (n=3 ile),

_Ab,  Ab
o ]
_ A'b, A'b, Al_bl
e e v iy iy
:LE( 2,5 ) 1 \/ﬁ( — _2)
30 V131 V22 V31

Bl = A'b xAb,, ~ AbxAh,  Abxab, 1 (7.1,9)
= ] A'b,x A A xAt,| 131

iy 288 2422 Vi3l _ Vi3l
220V = 3H1bu "' =330 660 45430

o,

n—2—det(A'b, ,, A'D, , A'b, ) _1-det(A'h, A, A'b,) _ 1det(A’h, A'h,A'h,) 32
" e S famean] 3 anan o3

7ly=

seklinde elde edilir.

Sekil 2.28 Ornek 2.6’daki tigclincii dereceden Bézier egrisi
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2.5 Rasyonel Bézier Egrileri

Serbest form egri ve koniklerin birlesmesine olanak sagladig! icin rasyonel egrilere
ihtiyag duyulur. Rasyonel kavrami, bilindigi Gizere bu iki polinom fonksiyonun oranindan
elde edilmesi anlaminda kullanilir. Bu tip egriler, projektif donlsimler altinda
invaryanttir. Ornegin; bir rasyonel egrinin perspektif projeksiyonu, kendi basina bir
rasyonel egridir. Fakat, rasyonel olmayan egriler icin bu saglanmaz. Bu gosterimin BDT
uygulamalari, homojen koordinat kavramini kullanir. Yani, n-—boyutlu uzaydaki

noktalarin izdGstimlerinin (n—1) —boyutlu uzayda temsil edilen noktalarin olmasidir.

U¢ boyutlu Oklid uzayinda tanimlanan bir nokta, 4-boyutlu homojen uzayda
Q” =(wX,wy,wZ,w) noktasina karsilik gelen bir gosterime sahiptir. Burada

o > 0 olmak tzere, gogunlukla agirlik olarak bahsedilen homojen koordinattir.

indirgenemez koniklerin {i¢ tipi; yani, hiperbol, parabol ve elips oldugu bilinir.
Paraboller, polinom fonksiyonlarla parametrelendirilir. Oysa, hiperbol ve elipsler
rasyonel fonksiyonlarla parametrelendirilir. Bylece, polinom parametrelendirilmesine
sahip olan kuadratik Bézier egrileri, hiperbol ve elipsleri kapsamaz. Bu tip egrileri temsil

etmek icin, rasyonel Bézier egrileri tanitmak gerekir, [13].

Tanim 2.1 n.dereceden by,...,b, kontrol noktalarina sahip ve @, skaler agirliklarina

karsilik gelen rasyonel Bézier egrisi,

Za)l i |n(t)
P(t) = ':2 , 0<t<1 (2.74)
@B, ,(t)
veya
=0 Za)IB,n(t)
ile tanimlanir.
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o, =0 ise, wb ile b yer degistirir. Bu, tim agirliklarin sifir olmadigini varsayar.

b e E* (i=0,...,n) oldugunda egri diizlemsel ve b € E® oldugunda egri uzaysaldir.

integral Bézier egrisi kavraminin rasyonel olmayan Bézier egrisini tanimlamak igin

kullanildigina dikkat ederek asagidaki tanimi verebiliriz, [13].

Tanim 2.2 b, = (X, Y;, Z;) olsun ve b homojen kontrol noktalari

- (wX, @Y, 07), o #0
b= { (X, ¥, 2), @ =0 (2.76)

ile tanimlansin. Homojen koordinatlarda rasyonel Bézier egrisi

P(t) = Zb. B, (1) (2.77)

ile verilir. Bu son denklem, integral Bézier egrisinin homojen kontrol noktalarina sahip
n

formunu verir. ZBi'n(t) =1 oldugundan, integral Bézier egrileri, w,=w =...= o,
i=0

oldugunda elde edilir, [13].

Tanim 2.3 Bir rasyonel Bézier egri,
P(t) = Zb. Rin (D) (2.78)

seklinde yazilabilir. Burada,

I |n(t)

, @ #0
ij Bjn(V)
R,(®)=1" Te (2.79)
ij ,n(t)

seklinde verilir, [13].
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Ornek 2.7 b, =(-1,0), b, =(2,1) ve b, = (4,—1) € E*kontrol noktalarina ve bu kontrol
noktalarina karsilik gelen @, =1, @, =1, @, =2 agirliklarina sahip rasyonel kuadratik
Bézier egrisi Sekil 2.29 (a)'da ve w, =1, o, =0.6, w, =2 agirlklarina sahip rasyonel

kuadratik Bézier egrisi Sekil 2.29 (b)'de gosterilir, [13].

1t
1
1 0 1 2 4 -1 0 ! S *
05 0.5
| L

(b)

Sekil 2.29 Farkli agirliklara sahip dizlemsel rasyonel Bézier egri

Ornek 2.8 b, =101, b=(2,1,-1), b,=(5,4,2), b, =(2,-31) € E?kontrol noktalarina
ve o, =1 o, =2, w,=2, w,=2 agirliklarina sahip uzaysal rasyonel Bézier egrisi, Sekil

2.30’da gosterilmektedir, [13].

3
ob B, (t
P(t) = iZ_O: 0B y @50, By 5 (1) + @B, B, 5 () + 0,0,B, 5 () + w,b;B; 5 (1)

Z @B (1) @y BO,S (t)+ a)lBl,S )+ @, Bz,g 0+ W3 Bs,s ®)

1-_(1,0,1) (1-1)*+2-(2,1,-1)-3(L-t)*t +2- (5,4, 2) - 3L t)t* +1- (2, -3, D)t°

1-(1-t)°+2-3(1-t)’t +1-t°

Sekil 2.30 Uzaysal rasyonel Bézier egrisi

2.5.1 Rasyonel Bézier Egrilerinin Ozellikleri

° Konveks tekne ézelligi: Her i =0,...,n i¢in @ >0 oldugunu varsayalim. Oyleyse,
egri Gizerindeki her nokta, kontrol cokgeni ya da konveks tekne igcinde uzanir.
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° Afin doniisiimler altinda invaryantlik: T, bir afin donlsim ise

T

> 0B, | YaTb)B,®
n B, (t) _Zn:a’i B, (1)

i=0
yazilir.

. Ug nokta interpolasyonu: P(0)=Db, ve P(1)=b, vardir. Yani, egri baslangic ve

bitis noktasindan geger.

e Ugnokta tegeti: P'(0) =n<L (b, —b,)ve P'()=neL (b —b ) yazilir.
@, o,

n

. Projektif déniisiim altinda invaryanthk: T (26. Bi,n(t)] = ZT (Bi)Bi‘n(t) , [13].
i=0

i=0

2.6 Diger Tasarim Egrileri
2.6.1  B-Spline Egrileri

2.6.1.1 Spline Kavrami

1960’larin sonunda Amerika Otomobil Sanayi’nde popdllerlesmistir. 1972 yilinda
Richard F. Riesenfeld ve William J. Gordon (1972) tarafindan kullanilmistir. Fiziksel

olarak, ingaat ve gemi yapiminda kullanilan ince tahta ya da metal seritlerdir.

Kullanim amaci ise bir egriyi, birbirine baglanmis parcali basit polinom fonksiyonlarin

kiimesi olarak tanimlamaktir.

Sekil 2.31 Spline 6rnekleri
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Serit boyunca dagitiimis birgok kigtk agirlik, ¢izim masasinda sabit konumda duran bir

egri olusmasini saglarlar. Spline egrileri de temelde bu yolla olusturulur.

Sekil 2.32 Agirliklarla Spline gosterimi

Spline’lar matematiksel olarak C? sirekliligine sahip kubik polinom fonksiyonu ile

tanimlanir.

Bilgisayar grafiklerinde Spline egriler, pargalarin sinirlarinda sdreklilik sartlarini

saglayan polinom kisimlari tarafindan bigimlendirilen bilesik egrilerdir.

Spline egrileri, kontrol noktasi adi verilen koordinat konum kimeleri verilerek
tanimlanip degistirilebilirler. Yeni kontrol noktalari eklenebilir veya varolan kontrol

noktalari silinebilir.

Kontrol noktalari, egrinin genel seklini belirler ve sirekli parametrik polinom fonksiyon
pargalarinda kullanilir.  Bunun iki yolu vardir: Birincisi, egrinin tim kontrol
noktalarindan gectigi aradegerleme Spline’laridir. ikincisi, egrinin tim kontrol

noktalarindan gegme sartinin olmadigi yaklagim Spline’laridir, [12].

Sekil 2.33 Aradegerleme ve yaklasim Spline’lari

2.6.1.2 Bases-Spline (B-Spline) Egri

Bézier karma fonksiyonlari, kontrol noktalari sayisina bagl olan Bernstein polinomlarini
kullanir. Bu egriler, global kontrole sahiptirler. Yani, bir tek kontrol noktasinin hareketi

tim egriyi etkiler. Yiiksek dereceli polinomlardan kacinmak ve global etkiyi azaltmak
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icin Bézier egrileri, diistik dereceli birkag parganin birlestirilmesiyle olusturulur. Bu hem
lokal kontrolli hem de sirekliligi saglayarak derece degistirme serbestligi saglar.
Sonuglanan Bézier egrisinin her pargasi, daha once ifade ettigimiz 6zelliklere sahiptir.
Fakat bilesik egri, farkh 6zelliklere sahiptir. Parcalari birlestirmek icin secilen yontem,
istenilen stireklilik derecesine baglidir. Parcalar, u¢ noktalari paylasirsa, C° surekliligi
olusur. Daha yliksek mertebeden sireklilik sadece ug¢ noktalarin bulundugu yere

geometrik sinirlamalarin getirilmesiyle elde edilir.

Bernstein polinomlarina bir alternatif, herhangi sayidaki kontrol noktalari araciligiyla
tek pargali geometrik polinom egrisi Ureten B-Spline karma fonksiyonlarinin
kullanimidir. Polinomun derecesi kontrol nokta sayisindan bagimsiz olarak tasarimcinin
istegine bagl olarak secilir. Karma veya baz fonksiyonun derecesi elde edilecek olan B-

Spline egrisinin derecesini kontrol eder.

B-Spline egrileri, lokal kontrol gbsterir. Yani, eger bir nokta hareket ettirilirse sadece

bazi parcalar etkilenir, diger kisimlar degismeden kalir (Sekil 2.34).

yio
A b’ b':1 Egrisi
4
b, Egrisi
4 EB
bg
! _
/
b, /o
+
Py ’ QB
V] =~ ¢
‘bz bs Q; Tby ® Digum
& Kontrol Noktalari

> x(1)

Sekil 2.34 B-Spline egrinin lokal kontrol etkisi
B-Spline pargalari arasindaki sireklilik, karma (baz) fonksiyonun derecesinin bir
fonksiyonudur. Boylece stireklilik, derecede segeneklerin daraltilmasinda, tasarimci igin
ana faktordlr. Serbest form egrilerin tasarimi gibi uygulamalar igin -ki burada
dizgiinlitk 6nemli bir faktordiir- kibik B-Spline ile garantilenen ,C? egrilik surekliligi
tercih edilir. B-Spline egrileri de Bezier egrileri gibi karma fonksiyonlarla temsil edilirler,

[1].
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Ozetlersek; Bézier temsilinin iki dezavantajindan dolayi, B-Spline temsili verilmis ve

karsilasilan problemler ¢oziilmustir:
° Kontrol noktalarinin sayisinin egrinin derecesiyle dogrudan iliskili olmasi.

Boylece, kontrol noktasinin eklenmesiyle egrinin seklinde olusan karisikligi azaltmak
icin egrinin derecesini azaltma ya da bilesik egrinin ardisik pargalari arasindaki streklilik

sartini saglama ihtiyaci dogar.

° Bir kontrol noktasinin degisiminin tim egriyi etkilemesi. Bu, 6zel bolgelerin

tasariminin yapilmasini zorlastirir.
B-Spline egri kullaniminin avantajlarini da iki maddeyle 6zetleyebiliriz:
° Kullanici, kontrol noktalarinin sayisindan bagimsiz olan derece’yi tanir.

. Ozel dereceli tek parcali egri iretir. Bdylece, baglanti noktalarindan ayrilmis

egrileri biraraya getirmeye gerek kalmaz.
° Sureklilik serbest hale getir.

B-Spline egriler, Bézier egrilerinde oldugu gibi kontrol noktalarinin lineer birlesimi

olarak tanimlanir. Karma fonksiyonlar, B-Spline baz fonksiyonlariile tanimlanir, [12].

Tanim 2.4 b,..., b, ’ler kontrol noktasi ve N, (t), (k—1).dereceden karma fonksiyonlar

olmak Uzere B-Spline egrisi,

i — Ytk

P(t) =Zn:biNi’k(t), t <t<t (2.80)

ile tanimlanir, [1].

2.6.1.3 B-Spline Karma Fonksiyonlar

1972 yilinda Cox-de Boor rekirsif algoritmasi yardimiyla Gglncli derece ile sinirli

olmayan Spline egriler icin karma fonksiyonlar tanimlanir.
N, (t), karma fonksiyonu [t;,...,t., | dugim vektorii ile tanimlanir.

w0 bk

N;, (t), k dereceli B-Spline icin i.karma fonksiyon olmak {izere 6zyineleme
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1, t<t<t
Ni,O(t) = {0 dliv i+1

t' t get L (2.81)
Ni,k(t) = It Ni,k—l(t)"{_LNiﬂ,k—l(t)

i+k ~ N i+k+1 "~ Yiel

ile tanimlanir, [12].

N;, (t), karma fonksiyonu asagidaki 6zellikleri saglar:

o Pozitiflik: N; (t)>0; t, <t<t,,

n
. Normallestirme: Z N, ()=1 telt,t,, ..l

i=0
e Sireklilik: N;, (t), her dugiim noktasinda C*? siirekliligine sahiptir.
N;, (t) karma fonksiyonlarinin tanimlandigi diigim vektérlerinin secimi ise asagidaki
sekildedir:

o 0<t<1 parametre araligiyerine t , <t , <t <..<t _, <t_ araligi kullanilir.

min — — “max

. DiGgum noktalari, egri pargalari arasindaki baglanti noktalaridir. Her biri digim

degerine sahiptir. n+1 nokta icin n—1 dtgiim vardir, [12].

70 b 9 bs

¢ \‘ ) ® Digim

b 0 b 5 & Kontrol Noktasi

» X(1)

Sekil 2.35 B-Spline egri i¢in dUglim noktalari
k mertebeli veya (k—1) dereceli B-Spline egriyi n+1 kontrol noktasi ile tanimlamak

icin gerekli diigiim sayisi hesabi,

Digiim sayisi= (n+1) +(k-1) =n+k (2.82)
N

—
kontrol nokta sayus: derece
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seklindedir, [1].

. Digum vektorlerinin siniflandirilmasi, digiim vektorlerinin dagilimina gore
e Esit/Periyodik dagihmh
e Periyodik olmayan dagilimli
e Esit olmayan dagilimli

seklinde olusur, [1].

Dugum vektorleri, B-Spline egrisinin seklini etkilediginden, egri bu siniflandirmaya goére

isimlendirilir. Bu konu ile ilgili daha genis bilgi [4,12] calismalarinda yer almaktadir.

Digum segimiyle birlikte egri Gzerinde olusan etkiler, Sekil 2.36’da verilmistir, [12].

0012345678

Sekil 2.36 Parametrik olarak dagilim gésteren diglimlerin egri Gzerindeki etkisi

2.6.2 NURBS (Non-Uniform Rational B-Spline) Egriler

Tanim 2.5 Bir rasyonel B-Spline egrisi by, ...,b, kontrol noktalari, N, (t), k dereceli

I.karma fonksiyon ve @, ..., @, agirliklar olmak lzere,
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P(ty=12— t <t<t,
Za)iNi,k(t)

i=0

(2.83)

ile tanimlanir, [1].

Rasyonel egriler, BDT alaninda popdilerlik kazanmis ve bugilin cogu ticari sistem, Bézier
ve Ozellikle tim B-Spline tiplerini (esit dagilimli/periyodik, periyodik olmayan ve esit

dagihimli olmayan) iceren gosterimleri kullanmaktadir, [1].

Sekil 2.37, periyodik olmayan kiibik rasyonel B-Spline 6rnegi gostermektedir.

digim:[000012222]
0=[1 4111

Sekil 2.37 Periyodik olmayan kiibik rasyonel B-Spline

Bununla birlikte, en yaygin sekilde kullanilani NURBS olarak bilinen esit dagiliml
olmayan (non-uniform) rasyonel B-Spline’dir. Popiler olmasinin sebebi, bu gosterimin
B-Spline ve Bézier egrilerini kapsamasidir. Ayrica, NURBS egriler konikleri kapsayan ve

kanonik formlari kullanan sekillerin genis bir araligini temsil etme kapasitesine sahiptir.

Tanimda verilen rasyonel B-Spline denkleminde dugim vektorini esit dagiliml
olmayan (non-uniform) olarak se¢me sinirlamasi ile NURBS egrilerin denklemi ifade

edilmis olur.

w=[1515.1]
— digim=[000012222]
——— digim=[000017777]
— —dugim=[000078888]

Sekil 2.38 Kibik NURBS 6rnekleri
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Konik kesitlerinin temsilinde, rasyonel B-Spline egrilerin serbest form egrilerle konikleri
birlestiren tek bir gosterimi sagladigini ifade etmistik. Bununla birlikte, hesaplamada
verimliligi saglamasi igin bu gosterime uygunlugu agisindan rasyonel kuadratik B-

Spline’lar (n=2, k =3) segilir. Clnku, en disik mertebeli olma durumunu saglarlar,
[1].
Uc kontrol noktasi ve 0<t<1 olmak tzere [t]=[000111] digim vektéri ile
kuadratik rasyonel B-Spline,

2

baoN. ,(t
P(t) = ; N ) _ By@, N5 (1) + by N, (1) +b,a,N, 4 (t)
: @,Ng 5 (t)+ N, 1)+, Ny, (t)
0

(2.84)
za)iNi,s(t)

seklinde ifade edilir, [1].

Bu ifade, Sekil 2.39’da gésterildigi gibi [byb,] ve [bb,] kirislerine teget ve by, ile b,
noktasindan gegen her konikle, bir parametreli konik ailesini; elipsler, paraboller ve

hiperbolleri temsil eder.

w, =, =1 ise (2.84) denklemi

_ by N0,3 (t) + b1601N1,3 (t)+b, N2,3 (t)

P Nos (t)+ @ Ny, (t)+ Ny, ®)

(2.85)

sekline indirgenir.

@, agirhginin degeri, ne tiirden bir konik elde edilecegini belirler (Sekil 2.39), [1].

b,

o =[1,4,1] hiperbol

«=[1,1,1] parabol
o =[1,4,1] elips

b,

AN

W= [l, O,l] (dogru)

Sekil 2.39 Koniklerin kuadratik NURBS temsili
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2.7 Tasarim Egrileri Arasindaki iliski

Bézier egrileri, B-Spline egrilerinin 0zel halidir. Bu iki egri, parametrik polinom
egrileridir ve parametrik polinom formlar, basit egrileri temsil edemezler. Sonug olarak,
Bézier egrileri ve B-Spline egrileri, sadece parametrik polinom egrileri temsil ederler.
Parametrik polinom formlar, rasyonel hale getirilerek homojen koordinatlarin da
tanitilmasiyla, Bézier ve B-Spline egrileri, Rasyonel Bézier egrilere ve esit dagiliml
olmayan (Non-Uniform) Rasyonel B-Spline egrilere ya da kisaca NURBS egrilere
genellestirilebilir.

Rasyonel Bézier egrileri, Bézier egrilerinden daha gigllidir. Benzer sekilde, NURBS

egriler, B-Spline egrilerinden daha gliclidr, [12].

/ B-Spline

Rasyonel Bézier

Beézier

e — "

Sekil 2.40 Tasarim egrileri semasi
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BOLUM 3

E2 OKLID DUZLEMINDE BEZIER EGRILERI

Bu bolimde, daha énce de tanitilan P(t)=> B, ()b, denklemine sahip Bézier egrisi
i=0

diizlemsel olarak yani kontrol noktalari, b, € E? ile ele alinacaktir. Oncelikle Vvt €[0,1]

icin sonrasinda t =0 baslangic ve t=1 bitis noktalarindaki {T, N} ortonormal Serret-

Frenet catisi ve x egriligi verilecektir.

Ortonormal c¢ati olmasindan,
(T.T)=1 (N,N)=1 (B,B)=1
(T,N)=0, (T,B)=0, (N,B)=0

sartlari saglanir.

P(t) Bézier egrisinin hiz vektord,

PO

-

ile yay parametresinin uzunlugu,

[
s = [Pt
fo

ile verilir.
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Tanm3.1 J:R? 5> R? lineer donustimu verilsin.
(pll pz) _>(_p21 pl)

Bu dénlUsim geometrik olarak, orijin etrafinda saat yoéninin tersine z/2 acili
dénmedir. J donisimine R’’nin kompleks yapisi denir. J? = —1 (1:R? — R?

birim déntstim olarak distintilmistir.) J donisimi, p,qe R’ olmak izere

0 (3.1)

ozelliklerine sahiptir, [16].

Burada,  ilk  ozelik  kullanilarak, |90]| = \/(3p, 3p) = /(p. p) = P

oldugu verilebilir.

Ayrica, J dénlsiminin lineer oldugu, Vp,q,reR* ve q=(q,,q,) ve r=(r,r,)

olmak tzere, p =aq+brigin
p =aq+br =(aq, +br,aq, +br,)

Jp=J(aq+br)=J(aq, +br,aq, +br,)
=(—aqg, —br,,aq, +br,)
=a(=0,,q,) +b(-r,,1)
=aJq-+hbJr

seklinde gosterilir. Buradan,

[9Cp+a)] =[3p +Ja] =[P +af

yazilir, [16].
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Tanim 3.2 p ve q, R*’de sifirdan farkli vektérler olsun.

cosf = (p, q>

Tol T -
sing = (p.J)

RIE

0<80<2r olacak sekilde bir tek & sayisi vardir. Buradan 6, q’dan p’ye

yonlendirilmis acidir, [16].

Tanim 3.3 «:1 — E? birim hizh olmayan diizlemsel bir egri olsun. VteR icin «

egrisinin {T, N} Serret-Frenet catisi ve x egriligi,

T(t) = “—(t) (3.3)
o' @)

N(t) = J“'_(t) (3.4)
o' @)
a"(t),Ja'(t

K(t) = <()’—3()> (3.5)

| @)
ile tanimlanir, [16].
3.1 E? Oklid Diizleminde Kuadratik Bézier Egrileri i¢in Serret-Frenet Elemanlari

Tanim 3.4 by, b ,b,, E* Oklid dizleminde dogrudas olmayan ii¢ nokta olsun. by, b,,b,

kontrol noktalarina ve

P2(1)= 3 B,,(0b, = B,,(0)b, +B,, (0 + B, (0, 56)

=(1-t)?b, +2(L-t)th, +t%b,

parametrik denklemine sahip egriye E? Oklid diizlemindeki birim hizl olmayan

kuadratik Bézier egrisi denir.
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Teorem 3.1 Oklid diizleminde (3.6) denklemine sahip birim hizli olmayan kuadratik

Bézier egrisinin Vt €[0,1] igin {T, N} Serret-Frenet gatisi ve k., egriligi

(1-t)A'b, +tA'D

TO= T ya, +ta] 37
_(1-t)JAh, +tIA'D,

NE)= |@-t)A', +ta'h| 3.8)

‘., 1 (A, JA,) (3.9)

2 |@-t)ath, +tat

esitlikleriyle verilir.
ispat Oncelikle (3.6) ile verilen P2(t) egrisinin tiirevleri, ileri fark operatérii cinsinden
P2'(t) =2(1-t)(-1)b, + (-2tb, + 2(1-t)b,) + 2th,

=2(1-t)(b, —by) +2t(b, - b,)
=2(1—t)A'h, + 2tA'h,

P2'(t) = -2A'b, + 2A'0, = 2(A™h, - A'b,) = 2A°h,

seklinde vyazilabilir. Bu durumda, P2(t) egrisinin {T,N} Serret-Frenet catisi ve
x egriligi asagidaki sekilde bulunur:

Teget vektor alani,

P2'(t)  2(1-t)A'b,+2tA'h,  (1-t)A'h, +tA'h
P2 [2-t)ah, +2ta'y | [a-t)At, +tah|

T =

seklinde elde edilir. Ayrica, bu sonug

(1-t)A'b, +tA'D
((@-t)A', +tA';, (L-1)A', +tA1b1>)l/2
(1-t)A'b, +tA'D,
B (@-1)* (A%y, A%y )+ 2(1- )t (A'hy, A ) + 1 (A, Alb1>)m
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seklinde de ifade edilebilir.

Asal normal vektor alani,

JP2(t) _J (2(L-t)A'b, +2tA'h)
[P2®)]  [2(L-t)A'h, +2tA'h|

N(t) =

seklinde elde edilir. Ayrica, bu sonug

1-t)JA'D, +tIA™,
(<(1—t)Albo +tA'b, (L-t)A'b, +tAlb1>)U2
1-t)JA™D, +tIAD
((1_02 (A'by, Alby )+ 2(L—t)t (A, A'hy ) +1° (A'h, A1b1>)m

N(t) =

seklinde de elde edilebilir.

Egrilik ise

Kp, (1) = (P2(0). P2(V) __ (20°hy, J (2(L-1)A'b, + 2tA'h)))
P2 (<P2'(t), P2'(t)>)3/2 ((2(1—'[)A1b0 y ZtAlbl, 2(l—t)Alb0 N 2tA1b1>)3/2

AL t)(A%Dy, JAD,) + 4t(A%0,, JA™D,)
(40— 1) (A'by, A%,) + 8L KA, A'B,) + 467 (AlD,, A'D,))

ya da Ay =A'h-A , Vp,qeR? icin (Jp,p)=0 ve (Jp,q)=—(p,Jg) oldugu

kullanilarak,

4(1-t)(A'b, — A'h,, JAD,) + 4t(A™D, — A'h,, JA'D)
(4L-1)*(A'h,, A'b,) + 8L-D)t(A'y, A'h)) + 4t%(AThy, A'hy) )

Kp, (1) =

_ 4(L-t)(ATDy, JATD,) —4(L-1)(A',, JAT) + 4KATD, JAD) — 4t(ATD,, JATD)
(4@-t)2(a%h,, A%h,) +8(L- Ay, A'Dy) + 43 (Alhy, A'D)) ™

ya da
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A(1-t)(A'Dy, JA'D,) — 4t(A™D,, JAT,)
(40— (A'h,, A", + B(L— KDy, A'D,) + 4t (A%D, A'D) )

Kp, (1) =

4(A",, JA'D,) — 4t(A™D,, IA™D,) — 4t(—(A'b,, JA'D,))
(4@-t)2(ah,, A'h,) +8(L- (A, A'hy) + 43 (ATl Ah))

seklinde elde edilir. Boylece

4(A'b, JA'D,)
(40— (', A%,) +8(L—)t(A'D,, A'hy) + 46 (A", A'by) )

K, (1)=

yada

e XA IAh) 1 (A JAh)
B T R

seklinde bulunur.o

Ozel Durum 3.1 Oklid diizleminde (3.6) denklemine sahip birim hizli olmayan kuadratik

Bézier egrisinin t=0 baslangi¢ noktasi igin {T, N} Serret-Frenet catisi ve x,, egriligi

T(t)|t=o = Hiing (3.10)

N (t)|t:0 = ‘\‘]AAllli)I:T‘ (3.11)
1 1

sz(t)It:o:lM (3.12)

2 o

esitlikleriyle verilir.

ispat t=0 baslangic noktasindaki Serret-Frenet catisi ve egrilik icin Teorem 3.1’de

verilen esitlikler icin t =0 degeri yazilarak, teget vektor
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(1-t)A'b, +tA'D, | A'b,
@—t)a', +tat " || ',

’

T()| = |

asal normal vektor

NG| _ (1-1)JA', +tJA1b1| :JAlbo
= ||(1 t)Alb, +tA1bl|| =0 ||A1b0||
ve egrilik
1 A'h,JAD 1(A'h,JA™Y
KPZ(t)|t=0:E < bl 0> 3| -0~ <bl—>

||(1—t)A1b0 +tAlbl|| ||A1b0||

seklinde elde edilir.o

Ayrica, (3.2) esitlikleri kullanilarak, a, A'b, ve A, arasindaki agi olmak tizere, egrilik

BULWILY _1[atlatysina 1 [t

X 2 - =S sina (3.12a)
2 || | |

KPZ(t)|t -0~

seklinde de yazilabilir.

Ozel Durum 3.2 Oklid diizleminde (3.6) denklemine sahip birim hizli olmayan kuadratik

Bézier egrisinin t =1 bitis noktasi igin {T, N} Serret-Frenet gatisi ve x egriligi

_ Ab
T(t)|t=1 - ||Alb1|| (3-13)
JA'D,
N = [ Alblu (3.14)
1
PZ(t)|t a= 1% (3.15)

esitlikleriyle verilir.
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ispat t=1 bitis noktasindaki Serret-Frenet catisi ve egrilik icin Teorem 3.1’de verilen

esitliklerinde t =1 degeri yazilarak, teget vektor

_ (@-t)A'b +tAy, |, A'b
- |a-t)a%, +tat, | - IS

T(t)]

asal normal vektor

NG| :(1—t)JA1bO+tJA1b1| _JA
T la-nat, At T At
ve egrilik
1 (A'h,JAD,) 1(A'h,JA'D,)
KPZ(t)|t:1 = |t:l =5

2a-pat,+ta " 2 [an[

seklinde elde edilir.o

Ayrica, (3.2) esitlikleri kullanilarak, «, AlbO ve Alb1 arasindaki agi olmak Uzere, egrilik

o't Intpy) 1 [abathsine 1 fat]
[vnf 2 fan] 2fanf

1
KPZ(t)|t:1:E (3.15a)

seklinde de yazilabilir.
Ornek 3.1 b, =(-1,4), b =(2,0) ve b, =(4,3) e E* kontrol noktalari ile tanimlanan
kuadratik Bézier egrisinin Vt €[0,1], t=0 baslangig ve t =1 bitis noktasi icin {T, N}

Serret-Frenet catisi ile x, egriligini bulunuz.

n!

=———— olmak Gzere
(n=1)kn!

¢oziim Oncelikle, Bi’n(t)=[?jti(1—t)”‘i, [TJ

2 . .
P(t) = z B, ,(t)t' (1—t)*"'b, ile verilen Bézier egrisi denklemi agikga ifade edilirse,

i=0

P(t) = By, (t)b, + B,, (t)b, + B, , ()b,
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23, 2-0 2\, 21 2] 2 2-2
{Ojt 1-1) b0+(ljt 1-t) bl{zjt 1-1)7"b,

=(1-1)*(-1,4) + 2t(L-t)(2,0) +t*(4,3)
yazilir ve béylece,
P(t)=(—(1-t)* +4t(1—t) +4t°, 4(1-t)* +3t%)
elde edilir. Simdi de ihtiyag duyulacak olan asagidaki hesaplamalar yapilirsa,
A'b, =by —b, = (3,-4), (A, A'hy) =25, [|A'h,| = (A'b,, A'h,) =5
A'b =b, b =(2,3), (A, A)=13, [Ath|=a',at) = Vi3
JA', = (4,3) ve JA'D =(-3,2)
(A', JA'D,) =((2,3),(4,3)) =17
(A'y, IAD) =((3,-4),(-3,2)) =-17
ve

(A, IA'D,) = A%y A0 sin e =17 = 5. V18- sin @ = sine = ——

513
(A'b,, JAYD,) = ||A1b0||||Alb1||sin B=-17=5-/13-sin f=sin B = —%

elde edilir.

. Vvt €[0,1] icin Frenet catisi ve egrilik

@-t)A'b, +tAD,  (1-t)(3,-4)+t(2,3)  (3-t,—4+Tt)

Th)= |a-t)at, +tas]|  [Q-)GE-4)+t23)] @t —4+70)
N(t)_(l—t)JAlbOHJAlbl_ (1-1)(43)+1(-3,2)  (4-71,3-1)

~ Ja-vab, +tat] a-043)+1-3,2)]  J(4-7t3-1)
.., _1 (A'D, A 17

_5||(1—t)Albo o[ 2@t -4+ 70
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° t =0 icin Frenet catisi ve egrilik

_ A'b, _(3,—4)_(§ _ij
T(t)|“’_||A1b0||_ 5 |5 5
_JAY, _(4,3)_(& gj
N(t)|t=o—||Albo||— 5_— 5,5
1(Ah,JAY 117 17
KPZ(t)|t:0:_< 2 30>__' =

2 [on]

° t =1 icin Frenet catisi ve egrilik

h Albl 3 2 3
T = ”Albl” _(\/ﬁ : \/Tsj

_JAlbl_ r 3 2
N(t)|t=1_||A1bl||_( JE’JEJ

1 (Albl,JAlb()): 17
T

Kp, (t)|t:1 =

seklindedir. Verilen kuadratik Bézier egrisinin grafigi asagidaki sekildedir.

A

Sekil 3.1 Kuadratik Bézier egrisi
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3.2 E? Oklid Diizleminde Kiibik Bézier Egrileri igin Serret-Frenet Elemanlari

Tanim 3.5 b,,b,b, ve b,, E* Oklid diizleminde dogrudag olmayan dért nokta olsun.
by, b, b,, b, kontrol noktalarina ve

P3(t) =3B, (), = By(0)h, 4B, (0 + By, ()b, + By, (0

i=0

= (1-t)°h, +3(1—1t)’th, +3(1—-t)t*0, +t°b,

(3.16)

parametrik denklemine sahip egriye E? Oklid diizlemindeki birim hizli olmayan kiibik
Bézier egrisi denir.
Teorem 3.2 Oklid diizleminde (3.16) denklemine sahip birim hizli olmayan kiibik Bézier

egrisinin Vt €[0,1] icin {T, N} Serret-Frenet gatisi ve i, egriligi

()= (1-t)*A'h, +2(L-t)tAD, +t°A'b, (3.17)
|@—1)? A%, + 2(1-t)tA'b, +t*A'h, |
N () = 1-t)2JA, + 2(L-t)LIA'D, +t°JA'D, (3.18)
|@-1)° A", + 20— t)tath, + A, |
_2(1-t)*(A'hy, JA'D,) + (L-)t(A™D,, JA'D,) +t*(A'D,, JA™D)
Kps (1) 3 (2) 1 ] 1 02 y P : (3.19)
|@-1)° A%, + 21~ t)ta't, +°A'h, |

esitlikleriyle verilir.

Ispat Oncelikle P3(t) egrisinin tiirevleri, ileri fark operatérii cinsinden
P3'(t) = 3(L-t)*(-1)b, + 6(L—t)(=1)tb, +3(L—t)*b, —3t°h, + 6(1—t)th, + 3t°h,

= 3(1_t)2 (b1 - bo) + 6(1_t)t(b2 - bl) +3t* (bs - bz)
=3(1-t)*A'b, + 6(1—t)tA, +3t*A'h,

P3'(t) = (3— 6t +3t*)A'h, + (6t —6t*)A'h, +3t*A'h, (3.20)
ya da
P3'(t) = 3A™0, + 6t(A'h, — A'b,) +3t*(A'b, —2A'D, + A'b,) (3.21)
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ve ikinci tirevi,
P3"(t) = 6(A'h, — A'h,) +6t(A'h, — 2A'D, +A'h)

seklinde yazilir. Bu durumda, P3(t) egrisinin Serret-Frenet g¢atisi ve egriligi asagidaki

sekilde bulunur:

Teget vektor alani,

P3(t)  (3—6t+3t*)Ah, + (6t —6t*)A'h, +3t°A',

TMH= [PF®)]  [[(3—6t+3t")A'D, + (Bt —6t2)A'h, +3t°Alb, |
_ (1-1)°A'b, +2(1-t)tAD, +t*A'b,
~[@a-07a', + 2(1-t)ta'h, +t°A'h, |

ya da

Tt = (1-t)°A'b, + 2(L-t)tA™, +t°A'D,

(<(1—t)2A1b0 +2(1-t)tA™, +t°A'b,, (1-t)*A'b, + 21— t)tA'D, +t*A'b, >)1/2

seklinde bulunur.

Asal normal vektor alani

P3()  I((3-6t+3t")Ah, + (6t —6t*)A'D, +3t°A'h, )

N(t) = =
® [P3®)] |3, +6t(Ah, — A'by) +3t* (A'b, — 2, + A'b )|
_ (3-6t+3t)IA'D, + (6t —6t°)JA'D, +3t?IA'D,
|(3—6t+3t")A'h, + (6t — 6t°)A'D, +3t°A',|
_ (1-t)2 A, +2(1-t)tIA'D, +t2 I A,
|17 I, +2(1-)tI A'b, + 12 A, |
ya da
N () = (L-1)?JAD, +2(1-t)tIA™D, +t°JA'D,

(-t 38%, + 20 - A%, +£23 A%, L-1)? IA'D, + 20D A'D, + 2IAT, )
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yada (3.21) ile

3J A, +6tJ (A, — A'h,) +3t°J (A'b, — 2A'D, + A'b,)

N(t) =
({38, +6t(A'h, — A'hy) +3t7 (A'b, — 2%, + A'b,), 34D, + 6t(A'h, ~ A'h,) + 3t (A'b, —24%h, + A'D,)))

JAD, + 2t (Al — A',) + 123 (Alb, — 2Ah, + A'h,)
1 I Al 20 ALl _ AL 1 1 Iy Al 20 Al _ oAl 1 vz
(A, +2t(A%D; — A'by) +17 (A'h, — 2A%h, + A'h,), A'b, + 2t(A'D, — A'hy) +7 (A'h, — 20D, +A'D,)) )

N(t) =

seklinde de yazilir.
Egrilik

(P3"(t), IP3(1))
((P3(t), P3(t)))"”

Kps(t) =

_ (6(A'b, —A'hy) +61(A™h, —2A°D, + A'b, ), J (3A'D, +6t(A'y, — A'hy) + 37 (A'h, — 24", +A'h,)))
(((3-6t+3t)A'h, + (Bt - 62)A'b, + 3t°A'h,, (36t + 3t2)A'h, + (Bt ~ 6t2)A'b, + 3t°A'D,))) "

{18(A'h, — A'h,, JA'D,) +18t(A'h, —2A'b, + A'b,, JA'D,) +36t(A'b, — A'b,, J (A'h, — A'h,))
+18t%(A'o, — A'hy, I (A'b, —2A'D, + A'b,)) +36t°(A'b, —2A'D, + A'b,, J (A'b, — A'b,))
+18t3(A'b, — 2A'0, + A'b,, J (A'h, —2A'D, + A'b,))}

(((3—6t+3t2)A'h, + (6t — 6t*)A'h, +3t°A'h,, (3— 6t + 3t%)A'h, + (6t — 6t2)A'b, +3t°A%D,)))”

yada A’h) = A"y - Ay, Vp,qeR? igin (Jp, p)=0 ve (Jp,q)=—(p,Jq) oldugu kullanilarak

{18(A'b,, JA™,) — 36t(A'D,, JA™,) +18t(A'b,, JA'D,) +18t*(A'h, JA'h,) +18t*(A'h,, JA™D,)
-36t°(A'h,, JA™D,) +18t°(A'b,, JA'D,) +36t*(A'b,, A'h,) — 36t*(A'h,, JA'™D,) — 36t*(A'h,, JA™D, )}
(¢(38—6t+3t2)A'h, + (6t —6t2)A'b, +3t?A'h, , (3— 6t + 3t*)A'h, + (6t —6t)A'h, + 3t°A'h, ))) "

Kps(t)=

elde edilir. Boylece, egrilik

(18— 36t +18t2)(A'h,, JA'h,) + (18t —18t2)(Alh,, JA'h, ) +18t*(A'h,, JA'D,)
(((3-6t-+3t%)A'h, + (6t~ 6t2)A'h, + 3t°A'h,, (3— 6t + 3t%)A'h, + (6t ~ 6t7)A'D, +3t°A'h,)) )

Kpg(t) =

18 (L-2t +t°)(A',, JA™,) + (t—t*)(A'h,, JA'D,) +t°(A'h,, JA'D)
27 (-2t +1%) A, + 2(t —t*) Al +1°A'h,, (1- 2t +17)A'h, + 2(t —t*)A'hy +1°A'h,))

KPS (t) = 3/2
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2 1-1)*(A™0,, JA™,) + (L-t)t(A"D,, JA™,) +t*(A'b,, JA'D)

Kes (1) :§ 241 1 251 241 1 241 \ 2
(((1—'[) A'by +2(1-t)tA'D, +t°A'b,, 1-t)°A'b, + 2(1-t)tA'D, +t°A bz))
yada
o () = 2 (1-t)°(A'h, IAD) + (L-t)i(A'D,, JAD) +t7(Ah,, JATh)
P3

3 |-t &', +20-tra's +t'as, ]

seklinde bulunur.o

Ozel Durum 3.3 Oklid diizleminde (3.16) denklemine sahip birim hizli olmayan kiibik

Bézier egrisinin t=0 baslangig noktasindaki {T, N} Serret-Frenet catisi ve x,, egriligi

T(t)|t:0 = HiiEZH (3.22)

N()| o = ||JAA1:‘|’| (3.23)

Kp3 (1) o %% (3.24)
0

esitlikleriyle verilir.
ispat t=0 baslangic noktasindaki Serret-Frenet catisi ve egrilik icin Teorem 3.2'de

verilen (3.17), (3.18) ve (3.19) esitliklerinde t =0 degeri yazilarak, teget vektor

_ (1-1)°A'h, +2(L-t)tA™, +t°A'b, o = A'b, ,
[a-1)*A'b, + 20— t)ta'h, +°A', [ A"

T

asal normal vektor,

_(1-t)2JAD, + 2(1-t)tIA™D, +t2JATD

JAD
- a-n2at, + 20ty +t2A1b2H2 o =TT

Ol "l

ve egrilik,
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| _2 (1-t)*(A'h, JAD,) + (L-t)t(A™,, JA™, ) +t (Albz,JAlbl)| :g<A1b1,JA1bO>
fralo -ty a'h, +21-tta, + 4%, | I TN |

seklinde elde edilir.o
Ayrica, (3.2) esitlikleri kullanilarak, «, AlbO ve Alb1 arasindaki agli olmak Uzere, egrilik

_2(at, a8t _2[ab|[ayfsing 2 |ab] -
SRR Y Y Y

seklinde de yazilir.

Ozel Durum 3.4 Oklid diizleminde (3.16) denklemine sahip birim hizli olmayan kiibik

Bézier egrisinin t =1 bitis noktasindaki {T, N} Serret-Frenet catisi ve x,,; egriligi

A'b,
T = (3.25)
o]
JA'D,
N, = (3.26)
[,
Pa(t)|t 4= ZM (3.27)

3 fanf

esitlikleriyle verilir.
ispat t=1 bitis noktasindaki Serret-Frenet catisi ve egrilik icin Teorem 3.2’de verilen

(3.17), (3.18) ve (3.19) esitliklerinde t =1 degeri yazilarak, teget vektor

(1-1)* A, + 2(1-t)tA™, +t*A'b, | A'b,
|@-1)° A'hy + 2(1- t)tA', + 1A', H” [ab, H

T()]s = ‘
asal normal vektor

N(®)]. =

(1-t)?JA'D, +2(L-t)tJ A, +t2J A", 3] _JAD,
|a-t)° A%, + 20 -tyta'h, + A%, | " A%,
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ve egrilik

s = 2 (1-1)°(A'y, JA) + (L-1)t(AD,, JAThy) + t*(A'D,, JA1b1)| _2(A'h,, JA)
e |@-t)?alh, +2-tyea's, +2ah, | TS
seklinde elde edilir.o

Ayrica, (3.2) esitlikleri kullanilarak, 3, A'b, ve A'h, arasindaki agi olmak {izere, egrilik

_2(ah,, daty) _2[abat;[sing 2 [at) sin

3.27
3 el 3 e 3janf B

KP3(t)|t:1

seklinde de yazilir.
Ornek 3.2 b,=(10), b =(2,3), b,=(54)ve b,=(2,1)E® kontrol noktalari ile
verilen kibik Bézier egrisinin Vte[0,1], t=0 baslangic ve t=1 bitis noktasi igin

{T, N} Serret-Frenet catisi ve x egriligini bulunuz.

n!

n =
i ~(n—i)kn!

¢oziim Oncelikle, Bi’n(t)z[ jti(l—t)”—‘, [TJ

olmak tzere

3
P3(t) = Z B, ,(t)t' (1—t)°*'b; ile verilen Bézier egrisi denklemi acikca ifade edilirse,

i=0

P3(t) = Bo,s (t)to(l_t)3_0 bo + Bl,3 (t)tl(l_t)g_lbl + Bz,3 (t)tz (1_t)3_2 bz + B3,3 (t)ta(l_t)a_sbs

3 3 3 2 3 2 1 3 3 0
—(0](1—0 bo+(1jt(l—t) b1+(2jt (1-t) b2+(3jt (1-1)°b,

= (1-1)°(1,0) +3t(1-1)*(2,3) + 3t*(1-1t)(5,4) +t°(2,1)
yazilir ve boylece kiibik Bézier egrisi denklemi
P3(t) = (1-1t)* + 6t(1—t)* +15t>(1—t) + 2t°,9t(1—t)* + 12t (1—t) +t°)

seklinde elde edilir. Simdi de ihtiyac duyulacak olan asagidaki hesaplamalar yapilirsa,

Ay =b by =(1,3), (A, Aty =10, [A'by|= /A%y, A'hy) =

A, =b,—b =(31), (A'b,Al) =10, ||A1b1|| = (A, A'h) =+/10
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A'b, =b, ~b, =(-3,-3), (A'h,,A'h,) =18, |A'h,|= (A%, A'b,) =312
JA'h, = (-3,1), JA'D, = (-1,3) ve JA'h, =(3,-3) olmak iizere

(A', JA'D,) =((3,1),(-3,1))=-8

(A", JA™,) =((3,1),(3,-3)) =6 veya (A", JAD) =6

(A%, Ay =((-3,-3),(-3,1)) =6

elde edilir.

. Vvt €[0,1] icin Frenet catisi ve egrilik

L-t)?A'b, +2(1-t)tA'h +t?°A',  (1-1)*(L,3) +2(1-t)t(3,1) +t*(-3,-3)

T= |@—1)? A%, + 2(1-t)tA'D, + A, - |a-1@3)+20-0)tE,1) +t*(-3,-3)|
B (-8t* +4t+1,-2t* — 4t +3)
- ||(—8t2 +4t+1, -2t — 4t +3)||
N (D) = @L-1)? A, +2(1-t)tIA™, +t2JAD,  (1-1)?J(L,3)+2(1-t)tI(3,1) +1t°J(-3,-3)
O a-t a2t A, [@-1)@3)+2@-t)rE1)+t*(-3,-3)|
B (2t* +4t-3,-8t° + 4t +1)
- (2t + 4t—3,-8t* + 4t +1)|
o (t) = 2 (1-1)*(A'h, JAD) + (L-1)t(A'h,, JA'D) +t7(AD,, JAD,)
PT3 -ty ath, + 2 tytats, +t2a%,
2 (1-t)*-(-8)+ (1—-t)t-6+1t*-(-6) 2 (-8+ 22t — 20t?)
3[@-t)2ath, +2(L-titath, + A, [ 3 (-8t + 4t+1 -2t~ at+ 3)||3
seklindedir.

e 1 =0 baslangi¢ noktasi igin Frenet gatisi ve egrilik

A'b 1 3
T@)| =—20 — ,
O] A'b, [\/10 \/1oj
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N(t)|t:O:JAbO ( 3 1]

[a',| VA0 Vio
@], = 280300 2 (A IAL,) 16
p3\t/|t=0 3 ||A1bo||3 3(<A1b0,Alb0))3/2 3'(10)3,2
seklindedir.

e t=1 bitis noktasi icin Serret-Frenet catisi ve egrilik

A'b, 1

o] 2

T(t)|t=l =

1,
72

JAh, 1 1

N(t)|t:1 = ”Ale” - (ﬁa_ﬁ)

y (t)| :g(Albz,JAlbl):g —6 _ 4
O S T

seklindedir. Verilen kubik Bézier egrisinin grafigi asagidaki sekildedir.

A

Sekil 3.2 Kiibik Bézier Egrisi
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3.3 E? Oklid Diizleminde n.dereceden Bézier Egrileri icin Serret-Frenet
Elemanlari
Tanim 3.6 by, b,...,b, E? Oklid diizleminde dogrudas olmayan (n+1) nokta olsun.

by,b,,..., b, kontrol noktalarina ve

(D)= 3B, (1)b, = By, ()b, +B,, ()b, +...+ B,, (O, (3.28)

i=0
parametrik denklemine sahip egriye E® Oklid diizlemindeki birim hizli olmayan
N. dereceden Bézier egrisi denir.
Teorem 3.3  Oklid dizleminde (3.28) denklemine sahip birim hizli olmayan

n.dereceden duzlemsel P(t) Bézier egrisinin Vte[0,1] igin {T,N} Serret-Frenet

catisi ve x egriligi

n—

1
Bi,n—l (t)Albl
0

s i 2 (3.29)
Z Bi,n—1 (t) Bj,n—l (t) <Albi y Albj >]
i,j=0
58,034,
o - vz (3.30)
(z Bi,n—l (t) Bj,n—l (t) <A1bi , Albj >]
i,j=0
n-1 Z Bi,n—2 (t)z Bj,n—l(t) <A2bi ) J Albj >
k(t) = - "07 i=0 ~ a1
[ B, (1)B; . ;(t)(A';, A'b, >j
i,j=0

esitlikleriyle verilir.

ispat P(t) Bézier egrisinin birinci ve ikinci tiirevlerinin, sirasiyla (2.58) ve (2.59)

esitliklerinden
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n-1
P'(t) = nz B4 (DA™D
i

n-2
P"(t)=n(n-1)> B, (t)A%D,
i=0
oldugu kullanilarak, teget vektor alani

n-1 n-1
nz Bi,n—l(t)Albi Z Bi,nfl (t)Albl
— _i=0

T(t) — P’(t) — i=0 —
[P Lmab] 3B,
n71 | n-: 1(t)A1b _nl Bi,n—l(t)Albi
(<Z B, (A, S B, (DA >J (Z B4 (1B, u() (A%, A%, >}
asal normal vektor alani,
N (t) _ JP!(t) _ ; Bi,n—:l_(t)‘]A bi B — Bi,n—l(t)‘:JA bi
P/ t n-1 . N1 1/2
POl Zol B 1 (DA, [Z Biynl(t)Bj'nl(t)<Albi,Albj>J
ve egrilik
A-DS B (1A%, 0S B (1)AD
()= PO < %5 25 ‘>

(P'(),P'(t)) ( <”i B (DA, ”_ni B (O >J

yada
- 1§B.n IOWMCHSEILY
K(t) ) 3/2
[z [ n—1(t)BJ () <Abi , Abj >j

seklinde elde edilir. o
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Ozel Durum 3.5 Oklid diizleminde (3.28) denklemine sahip birim hizli olmayan
n.dereceden dizlemsel P(t) Bézier egrisinin t=0 baslangic noktasindaki {T,N}

Serret-Frenet gatisi ve x egriligi,

T(t)|t:0 = HiiE:H (3.32)

N(®)|_ = ﬂ] ﬁ:ﬂ (3.33)
_ 1 1

()] o = Lo, JAb,) (3.34)

" Janf
esitlikleriyle verilir.

ispat P(t) Bézier egrisinin t =0 baslangic noktasindaki {T, N} |t:0 Serret-Frenet ¢atisi ve
K‘(t)|t:0 egriligini bulmak icin, Teorem 3.3’de verilen esitliklerde t =0 vyazilarak ve
(2.63) esitlikleri kullanilarak, teget vektor

P'(t) nA'b,  A'b,

T(t) |t:0= ”P,(t)” |t:0 = ||nA1b0|| = ||Alb0||

seklinde elde edilir. Asal normal vektor

CIP(t), J(nA'h,)  JAb,

N L TN R IV

seklinde elde edilir. Egrilik ise

w(®)] o = <P"(t),JP’(t)>| _(n(n—=1)A%b,, J(nAby))  (n(n—1)A%,,nJAby)

(P'(t), P'(1))** """ ((nAb,,nAb,))*? - ({nAb,, nAb))¥?

n*(n=1) (A%, IAM,) n-1 (A%h, JA')
n3(<Alb0,Alb0>)3/2 N (<A1b0,Alb0>)3/2
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seklinde elde edilir. Ayrica, A% =A'h-A'hy ve VpeR? igin (Jp,p)=0 oldugu

kullanilarak,

n—1(A —A'by, JA,) n-1(a', Ja,) (A, JATD,)

K‘(t)|t:0 = n (<A1b0,Alb0>)3/2 ~Th (<AlbO,A1b0>)3/2

_n-1 (a'b,Ja) _n-1(A'b, IA,)
" ()TN [

seklinde de elde edilir. o

Ayrica, (3.2) esitlikleri kullanilarak, «, Alb0 ve Alb1 arasindaki agl olmak Uzere, egrilik

n-1{a,98%) n-a[afjatsina o1 o]
S L

k()]0 = o (3.34a)

seklinde de yazilir.

Ozel Durum 3.6 Oklid diizleminde (3.28) denklemine sahip birim hizli olmayan
n.dereceden dizlemsel P(t) Bézier egrisinin t=1 bitis noktasindaki {T, N} Serret-

Frenet gatisi ve x egriligi

T(t)|t—1 = HAlbn_l (3.35)
n-1
JAD
N(®)|. = [ (3.36)
n-1
n-1(A'b_.,JAb
k(t)], = G s 3“‘2> (3.37)

oAb,

esitlikleriyle verilir.
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ispat P(t) Bézier egrisinin t=1 bitis noktasindaki {T,N}|t=l Serret-Frenet catisi ve
K(t)|t=l egriligini bulmak igin, Teorem 3.3’de verilen esitliklerde t=1 yazilarak ve

(2.64) esitlikleri kullanilarak, teget vektor

P'(t)

s = nA'b,,  A'b,,
PO [na®,,

n

[t

T(t)|t:1 =

seklinde elde edilir. Asal normal vektor
JP'(t) J(nA'b,,)  JAD,

N (t) |t=1 = ||nAlbn7 ”Albnfl

t=1 —

seklinde elde edilir. Egrilik ise,

(P'(), Py | _(n(-DA’,,, I (nA’b, )
POPON™™  ((nat, ,nab, )"

K(t)|t:1 =

_ nz(n—1)<A2bn_2,JAlbn_l> : I’l—l_ < har JAD, 1>
0 (At a,)) " M ((at,,ab,,) "

yada A%, =A%, -A'h,, ve VpeR? icin (Jp, p)=0 oldugu kullanilarak,

~1(A'b,,—A, ., JA, ) n-1¢a'h, , JAY, ) - (A%, ,, A, )

K(t)|t:l S 3z 312
(a7 ()

n-1 (A'b,_,,JAM, )
" (a4,

seklinde de elde edilir.o

Ayrica, (3.2) esitlikleri kullanilarak, £, Albn ve Albml arasindaki agl olmak Uzere, egrilik

Sinﬂ _ n-1 ||A1bn—2
" .,

n-2

1 1
K(t)|121=—nr:1<A tinl!\]A bn—2> - _ r: || sinﬁ (3373)

2

seklinde de yazilir.
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34 E? Oklid Diizleminde Bézier Egrileri igin Algoritma Metodu ve Bu Metod

Yardimiyla Bézier Egrilerinin Serret-Frenet Elemanlari

by, by,....b, € E* kontrol noktalari yardimiyla elde edilen P, (t) ara noktalar igin

asagidaki esitligi yazabiliriz (Sekil 3.3):

P,M=YB ,(Mb. , te[0.1] (3.38)
=0

Sekil 3.3 i =0 ve n=4 igin ara noktalar

Bu esitlik yardimiyla, P, ,(t) =b, ve
Ron () =P(t) (3.39)

oldugu aciktir.

Boylece, (3.39) esitligi
P(t) = Z Bi,n (t)bi
i=0

ile verilen n+1 kontrol noktasina sahip n.dereceden Bézier egrisinin algoritmik

formull olarak ifade edilir.

P . (t) ara noktalari igin
Px®)=A-1)R () +1R.,,, (1) (3.40)
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ile verilen 6zyinelemeli formil elde edilir.

Lemma 3.1 (3.39) esitligi ile verilen n+1 kontrol noktasina sahip n.dereceden

algoritmik Bézier egrisinin birinci tirevi
Py () =P'®)=n(R, ()P, ,(t)) (3.41)

ile verilir.

ispat P(t) Bézier egrisinin birinci tiirevinin (2.58) esitliginden
n-1
P'(t) = nz Bi,n—l (t)Albi
i=0
oldugu biliniyor. Bu esitlik kullanilarak
n-1 n-1
P'(t)=nY. B, ()AL =nY B, ()b, ~b)
i=0 i=0

elde edilir. Boylece gerekli diizenlemeler yaplilirsa,

n-1 n-1
P’(t) =N (Z Bi,n—l (t)bi+l - Z Bi,n—l (t)bi j

i=0 i=0
elde edilir. Sonuc olarak, (3.38) esitligi kullanilarak
Pra® =P'®) =n (P, () - P,. (1)

elde edilir. o

I B¢

Sonu¢ 3.1 P, (t)'nin b,..,b,, kontrol noktalarina sahip Bézier egrisi oldugunun
gozlemlenmesiyle herhangi k e{l,..,n} ve i€{0,...,n—k} degerleriyle verilen bir

bagka P, (t) formild
P (1) =k(PLp, ()P, (1) (3.42)
olarak elde edilir.
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Lemma 3.1 (3.39) esitligi ile verilen n+1 kontrol noktasina sahip n.dereceden

algoritmik Bézier egrisinin ikinci tlrevi
Fon (©) =n(n=D[(P,, (1) P, (1) = (R (1) =Ry, ()] (3.43)

ile verilir.
ispat (R, (t))'=FR),(t)=P"(t) olmasindan ve (3.41), (3.42) esitliklerinin

kullaniimasiyla,

(P ®) = ((R1a(®) =Py ())
=n(R,. ()P, ()
=n((n=D) (P, (=P, ()= (=D (P, , () =Py, , (1))
=n(N-D(R, . )~ Ry o) = (R, o (1) =Ry, o (1))]

ikinci tlrevi elde edilir. o

Teorem 3.4 Oklid diizleminde (3.39) denklemine sahip birim hizli olmayan n.dereceden
dizlemsel Py (t) algoritmik Bézier egrisinin Vt €[0,1] icin {T, N} Serret-Frenet catisi

ve x egriligi, sirasiyla

I:>1,n—1 (t) - PO,n—l (t)

T(t)= (3.44)
||P1,n—1(t) - PO,n—l (t)”
NS G Rl PENC) (3.45)
[GROETING]
ﬂozm4«&ﬂarﬂmeuaﬂm—%wﬁ»%(mﬂm—%wmxuaﬁm—%ﬁm»N34@

n [P =Py O

esitlikleriyle verilir.

ispat Oklid diizleminde Serret-Frenet catisi ve egriligi icin bilinen formdiller kullanilarak,

(3.41) esitligi ile, teget vektor alani
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P’n (t) n(Pl,n—l (t) - PO,n—l (t)) I:)l,n—l (t) - I:)O,n—l (t)

T(t) =2 = =
® 1P @] [P ®=Pa @) |Raa® =Py )

seklinde bulunur.

Asal normal vektor alani, (3.41) esitligi ile

‘]Po',n (t) _ nJ (Pl,n—l(t) - Po,n—l(t)) . J (Pl,n—l(t) - PO,n—l(t))
|‘]Po’,n (t)” ||n(Pl,n—l(t) - Po,n—l(t))” | RL,n—l(t) - PO,n—l(t)”

N(t)=|

seklinde bulunur.

Egrilik ise (3.41) ve (3.43) esitlikleri ile

(P (), 3R, ) (P, (), IR, (1))
(@O [R.f
(=) ((Pre® =R a ) = (Rre O Prrs ), 3 (n(Rra (0 - By, 0))
_ (R Py )

- n-1 <( P2,n—2 (t) - I:)l,n—z (t)) i ( I:?L,n—z - PO,n—Z (t)) ) J ( Pl,n—l (t) - PO,n—l(t) )>
P () = P O

" |

"1 ((Par 2 =Ps®), 3 (R s =P s 0)) (R . =P (), 3 (R (0 = P 1))
n [P ®© =P O

seklinde bulunur. o

Sonug¢ 3.2 Teorem 3.3 ile Teorem 3.4’Un sonuglari aynidir. Cliinki (3.44) esitliginde

(3.38) esitligi kullanilarak,

LN

n—

n-1
P P Bj,k—l(t)bj+1_ZBj,k_l(t)bj
1,n-1"~ Ton-1 j= j=0

Pl n-1"— I:>0 n-1 - nt
| ' Bj ()b — D B, (Db
=0

o

T)=

J
n—

i

i=0
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n-1 n-1 k-1
Y Bjat)(b,—b) Bj (DA, B; . (DA,
_ _i=0 _ _i=0 _ i=0
" lna " a1 . - n-1 172
OB,k L0y, - b)H _OB,-,k_l(t)A bj‘ (Z Bi’k1(t)Bjykl(t)<Albi,Albj>j
i= I= i,j=0

ya da k yerine n yazilarak, Teorem 3.3’deki (3.29) esitligi

nz_l Bi,n—l (t)Albl
T(t) B = = 1/2
[Z Bi,nf1 (t) Bj,n,1 (9] <Albi , Albj >J
elde edilir.

Benzer sekilde, (3.45) esitligi icin de (3.38) esitligi kullanilarak

J( ) _Po,n_l) J ZBjk l(t)bj+l ZBJk 1(t)b j

ik 1(t)b1+1 ZBJ k 1(t)b H

n-1 n- k-1
J (Z BJ K l(t)(bj+l b )] J ( Bj,k—l(t)Albj] Bj’k_l(t)JAlbj
—_\J=0 =0 _ j=0
- n—l - n-1 . - n-1 1/2
i (00, b, )H 2, B (1 ()AD [Z Bi’k_l(t)Bj’k_l(t)<Albi,Albj>]
1=0 I= i,j=0

ya da k indisi yerine n yazilarak, Teorem 3.3’deki (3.30) esitliginin elde edilir.

Ayrica, (3.46) esitligi icin de (3.38) esitligi kullanilarak

n-1 (<P2,n—2 - Pl,n—zl J (Pl,n—l - PO,n—l)> _<P1,n—2 - F)O,n—2’ J (Pl,n—l - PO,n—1)>)

K(t) =
||Pl,n—1 o I:)O,n—l i
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n-2 n-2 n—l n-1
Bj n—2b1+2 - Bj n 2b1+1’ Jn l j+l Z j.n l ]
i=0 j=0 j=0 i=
n-2 n-2 n-1
- ZBJH—Zle BJn 2b1"](ZBJnl i+ ZBJn J
j=0 j=0 = j=0
k()= - - -
n-— n-—
Z Bj,n—lbju - Z Bj,n—lbj
j=0 j=0

1 (<n2 B2 (0. Djs). (E B (b _bi)> _<HZZ: Bin-2 (050 =0y (E it _bj)>J
n—- 0 -
K(t) =

j=0 j=0

3
n-1

Z Bj,n—l(bj+l _bj)
=0

n-2 n-1 n_2
n-1 [< i Bj’n_zAlbj+1' J z Bj!”‘lAlbi>_< BJ n— 2A1bj J Z BJ n— 1Alb >J

K‘(t) _ j=0 j=0 g j=0 g j=0
B, ..AD,
j=0
S 1 1 1
B,..(A'b,, —AD)), JZBJn LA,
n-1 j=0
k(t) = 3
n n-1 L
z Bj,nflA bj
j=0

n-2 n-1
B <Z;‘ B, ,A%;,J z B, A, > . <Z B\, >, B, .1 (A%, JA, >>
K( ) - n-1 s - n-1 s
,Z? B, ,.A'D; ,Z? B, ,.A'b;

Teorem 3.3’deki (3.31) esitliginin elde edildigi gorulir.

Ozel Durum 3.7 Oklid diizleminde (3.39) denklemine sahip birim hizl olmayan

N.dereceden dizlemsel P, (t) algoritmik Bézier egrisinin t=0 baslangic noktasindaki
{T, N} Serret-Frenet catisi ve x egriligi

A'b,

(3.47)
[

T(t)]o =
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JAY,

(3.48)
ot

N(t)|t=0 =

K(t)L:O:n—l(A b, JA'h,) (3.49)

" anf

esitlikleriyle verilir.
ispat (3.38) esitligi ile verilen P,.(t) algoritmik Bézier egrisinin t=0 baslangic

noktasindaki Serret-Frenet {TaN}L:o catisi ve 1<(t)|t=0 egriligini bulmak icin (3.41)

esitligi ve Teorem 3.4’de t =0 yazilmasi ile, teget vektor

POI,n (t) _ Pl,n—l (t) o Po,n—l (t)

Po',n(t)|||‘=° Paa®- Po,n_l(t>|||‘=°

T() |t=0= |

seklinde elde edilir. Buradan, (3.38) esitligi kullanilarak,
n-1

Pl,n—l(o) = Z Bj,n—l(o)bjﬂ 3 BO,n—l(o)bl +ot Bn—l,n—l(o)bn = bl
j=0

ve benzer hesaplama ile P, (0) =b, oldugundan,

Pl,n—l(t)_ PO,n—l(t) | _ Albo
[P ® =P ® ™ A

T =

bulunur.

Asal normal vektor, (3.41) esitligi ve teget vektor icin yapilan yukaridaki hesaplamalar

ile

JPI,k (t) | _ J (Pl,n—l(t) - PO,n—l(t)) N \]Albo

N _ _ =
(1')|t=0 ”F::,k (t)” =0 ||H_,n—l(t)_Po'n_l(t)|| |t=o ||A1b0||

seklinde elde edilir.

Egrilik, (3.41) ve (3.43) esitlikleri ile
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(R (8), IRy, (1)) |
(< |:)0',n (t)! POI,n (t)>)3/2 =

=1 (P2 O =P 2 IR0 =P s )~ (R o O = P2 (0. I (R s () = Ry 1 (1))
n IR =Py

K(t)|t:0 =

i

seklinde yazilir. Buradan, (3.38) esitligi kullanilarak,
n-2
PZ,n—z (0) = Z Bj,n—2 (O)bj+2 = BO,n—l(O)bz tot Bn—l,n—l(o)bn = b2
i=0
bulunur. Benzer hesaplama ile P, ,(0)=b,, R, ,(0)=b,,R,,,(0)=b,ve P ,(0)=b

oldugu kullanilarak,

n—1((b,=b., I (b, —b,))— (b, b, I (b, ~b,)))
o by

K(t)|t:0 -

bulunur. Ayrica, ¥Yp e R? igin <Jp, p>:0 oldugu kullanilarak,

_n-1(A'"h, JA™h,)
K(t)|t:0 n HAlboug

seklinde bulunur. o
Sonug 3.3 Ozel Durum 3.5 ile Ozel Durum 3.7 esitlikleri aynidir.

Ozel Durum 3.8 Oklid diizleminde (3.39) denklemine sahip birim hizli olmayan

n.dereceden diizlemsel P, (t) algoritmik Bézier egrisinin t=1 bitis noktasindaki

{T, N} Serret-Frenet gatisi ve x egriligi

T(t)|t—1 = HAlb:_i‘ (3.50)
N(t)|,s = HJ AAl;b“‘ (3.51)
n-1
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n—-1(A'b_.,JAb
k()] = (4D, |3“‘2> (3.52)

n |a®,

esitlikleriyle verilir.
ispat (3.39) esitligi ile verilen P, (t) algoritmik Bézier egrisinin t=1 bitis noktasindaki
{T,N}L:lSerret—Frenet catisi ve K(t)|t=1 egriligini bulmak icin (3.41) esitliginde veya

Teorem 3.4’de t =1 yazilmasi ile teget vektor,

P (1)
T(t = =
( ) |t:l ||PO’,n (t)” |t:1

Plvnfl(t) B PO,n—l(t)
||Plu”—1(t) - PO,n—l(t)”

i

seklinde elde edilir. Buradan,
n-1

Pl,n—l(l) = Z Bj,n—l(l)bj+1 = BO,n—l(l)bl +.t Bn—l,n—l(l)bn = bn
j=0

ve benzer hesaplama ile R, (1) =b,_, oldugundan,

n-1

[,

T®) =

bulunur.
Asal normal vektor, (3.41) esitligi ve teget vektor icin yapilan yukaridaki hesaplamalar

ile

IR (®) s = (R, (M- Po,n,l(t))| _JA',
R [P ®@-PRoa®] ™ Aty

N®) .= |

seklinde elde edilir. Egrilik, (3.41) ve (3.43) esitlikleri ile

<P0’,,n (t)1 ‘]PO,,n (t)> |
(< I:)0,,n (t)’ Por,n (t)>)3/2 =

K(t)|t=1 =

=1 ((Por s =P ®. I (s () =Py s )= (Pr o () =P, (0, 3 (R () = By s (1))
n IPs =P

|
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yazilir. Buradan
n-2

Pz,nfz (1) = z Bj,n—z (1)bj+2 = BO,n—l(l)bz +ot Bn—l,n—l(l)bn = bn
=0

ve benzer hesaplama ile P, ,(1)=b,R, ,@0)=b _,, R, @ =b_ve P, ,(0)=hb

oldugu kullanilarak,

1 (<bn - bn—l’ J (bn - bn—1)> _<bn—l - bn—21 J (bn - bn—l)>)
o, ~b,..[]

K] ="

bulunur. Ayrica, ¥p,qeR? icin <Jp, p>=0 ve <p,Jq>=—<q,Jp> oldugu kullanilarak,

n-1(A'b, ,,JA'D, ;) n-1(A'b ,,JAD, )
N |a,f N |at,|

K(t)|t=1:_

seklinde bulunur. o

Sonug 3.4 Ozel Durum 3.6 ile Ozel Durum 3.8 esitlikleri aynidir.

3.4.1 E? Oklid Diizleminde Kuadratik Bézier Egrileri icin Algoritma ile Serret-

Frenet Elemanlari

Bolim 3.4’de verilen her bir teoremde n=2 degeri yazilarak yani lg¢ kontrol noktasi

secilerek kuadratik Bézier egrisi icin benzer teoremler elde edilebilir.

Bu bollimde Bézier egrisinin denklemi, (3.38) esitligi ile
2

P (t) =Y B, (b, te[0]] (3.53)
j=0

seklinde alinacaktir.
Teorem 3.5 Oklid diizleminde (3.53) denklemine sahip birim hizli olmayan P,,(t)

algoritmik kuadratik Bézier egrisinin Vt €[0,1] igin {T, N} Serret-Frenet catisi ve «

egriligi
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Pl,l(t) - Po,l(t) (3.54)

"0, 0 R0
N (t) _ J (Pll(t) o PO,l(t)) (3.55)
||P11(t) - PO,l(t)”
e L PO RO IR0 R ()) (R O-RuOICORD)) (o
2 ||P11(t) - PO,l(t)”

esitlikleriyle verilir.
Ispat Teorem 3.4’de n =2 alinarak esitlikler gdsterilir.o

Sonug 3.5 Teorem 3.5’de yer alan (3.54) esitliginin, (3.38) esitligi kullanilarak,

P.(t)— PRy, (1) B ; Biyl(t)bhl - ; Bj,l(t)bj ; Bj,l(t)(bj+1 - bj)

T(t)= = = 1 =
[ROEL0) Zijl(t)bm—ZBj’l(t)ij 2B ()b, ~b))

T(t) = ; BM (t)Albj _ Bo,l(t)Albo + Bl,l(t)Albl _ (l—t)AlbO +tA1b1
35, un] [PuO3 808 [a-0sb, b

bulunur ve Teorem 3.1’deki (3.7) esitligi ile ayni sonucu verdigi gorilir.

Ayrica, (3.55) esitliginin, yine (3.38) esitligi kullanilarak,

(le Bj,l(t)(bj+l _bj)j

J (Pl,l(t)_ PO,l(t)) J (; ijl(t)bj+l_;Bj,1(t)bjj J

N= P.O-P.0O] < 1 e
’ ' ZBj,l(t)bj+l_ZBj,l(t)bj ZBj,l(t)(bj+l_bj)
i Bj‘l(t)JAlbj B,,(t)JA'D, + B, (1) JA 1 1
N (t) = =0 _ 0a(t) o + B () JAD _ (1-t)JAD, +tIAD,
3B, (A, ‘ |Bos(AD, + B, (DA [(L-t)at, +tA'h|
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bulunur ve Teorem 3.1’deki (3.8) esitligi ile ayni sonucu verdigi gorulir.
Benzer sekilde, (3.56) esitliginin, yine (3.38) esitligi ve P, (t)=b,, P (t)=bh,

R0 (t) = b, oldugu kullanilarak,

((Po® = Po®), IR (®) = Py (0)) = (Pro(®) = Py (1), I (Ps (1)~ Py, (1))
” Pl,l (t) - Po,l (t)”3

Kk(t)= %

[<b2 5,338,000, -5.)) (-5, (3 B,—,l(t)(b,-+1—b,-))>j

K('[) :% i=0 1 3
2 B;1(0(b;.:—b;)
K‘(t) _ 1 (<A1b1, J ((1—t)A1b0 +tAlb1)> _<A1b0’ J :f(l_t)Albo +tA1bl)>)
g |a-t)ab, +ta'h|

bulunur. Son esitlikte, Vp,qeR* igin <Jp,p>=0 ve <p,Jq>:—<q,Jp>oIduéu

kullanilarak

© _i((l—t)<A1b1,JA1b0>—t<A1bo,JAlbl>) _£<Alb1,JA1b0>—t<A1b1,JA1b0>+t<Alb1,JA1b0>
2 [@-tat, +tath| 2 [a-vat, +tatn|
c(t)=1 (A'hy, JA™hy)

2|@-t)a, +ta

elde edilir. Boylece, Teorem 3.1’'deki (3.9) esitligi ile ayni sonucun elde edildigi goriliir.
Ozel Durum 3.9 Oklid diizleminde (3.53) denklemine sahip birim hizli olmayan R, (1)
algoritmik kuadratik Bézier egrisinin t=0 baslangi¢ noktasindaki {T,N}|t:O Serret-

Frenet catisi ve K‘(t)|t:0 egriligi

A'b,
2%

T = (3.57)
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JA'D,

(3.58)
ot

N (t)|t=0 =

K(t)|t:0 :EM (359)

2 |anf
esitlikleriyle verilir.

ispat Ozel Durum 3.7’de sirasiyla (3.47), (3.48) esitliklerinin (3.57), (3.58) ile ayni

oldugu ve (3.49) esitliginde n =2 alinarak (3.59) esitliginin elde edildigi gorilir.o
Sonug 3.6 Ozel Durum 3.1 ile Ozel Durum 3.9’da yer alan esitlikler aynidir.

Ozel Durum 3.10 Oklid diizleminde (3.53) denklemine sahip birim hizli olmayan B, ,(t)
algoritmik kuadratik Bézier egrisinin t=1 bitis noktasindaki {T, N}|t:1 Serret-Frenet

catisi ve zc(t)|t:1 egriligi

T :ﬁ (3.60)

N = ﬁ (3.61)
1 1

k(t)] = %W (3.62)

esitlikleriyle verilir.
ispat Ozel Durum 3.8’de n=2 alinarak esitlikler gdsterilir.o

Sonug 3.7 Ozel Durum 3.2 ile Ozel Durum 3.10’da yer alan esitlikler aynidir.

3.4.2 E? Oklid Diizleminde Kiibik Bézier Egrileri icin Algoritma ile Serret-Frenet

Elemanlarn

Bolim 3.4’de verilen her bir teoremde n =3 degeri yazilarak yani dort kontrol noktasi

secilerek kiibik Bézier egrisi icin benzer teoremler elde edilebilir.
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Bu bolimde Bézier egrisinin denklemi, (3.38) ile
3

Ps() =B, ,(t)b;, t€[0,1] (3.63)
j=0

seklinde alinacaktir.
Teorem 3.6 Oklid duzleminde (3.63) denklemine sahip birim hizli olmayan P, ,(t)

algoritmik kiibik Bézier egrisinin Vt €[0,1] igin {T, N} Serret-Frenet gatisi ve x egriligi

_ I:)1,2 (t) - Po,z (t)
B CRGRCNG) (364
NP GE ORI HO) (3.65)
” P1,2 (t) - Po,z (t)”
-2 (P2 () =P (). I(RL () = Py, ())~(P1 () =R (1), I (R, - P, (1)) .66

3 [P P ®

esitlikleriyle verilir.
Ispat Teorem 3.4’de n =3 alinarak esitlikler gdsterilir.o

Sonug 3.8 Teorem 3.6’da yer alan (3.64) esitliginin, (3.38) denklemi kullanilarak,

2 2 2
P P ZBj,z(t)bj+1_ZBj,2(t)bj ZBj,z(t)(bj+1_bj)
1,2 0,2 i=0 i=0

T(t) =202 —_i=0 =
TSP 1
1,2 0,2 ZBj,z(t)bjﬂ_ZBi,Z(t)bJ Zijg(t)(bJ}l_bj)H
i=0 i=0 i=0

2
2. B;(DAb B, , ()A'hy + By, (t)A'b, + B, , (t)A'b,

i=0 —
S5 0an| P8+ BLOND < B, 0N,
i-0

T@®)=

_ (1-1)*A'b, + 2(1-t)tA, +1*A'b,
|@—1)? A%, + 2(L-t)tA'h, +t*A'h, |
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yazilir. Bu sonucun gerekli sadelestirmeler ve dizenlemeler yapildiginda Teorem

3.2’deki (3.17) esitligi ile ayni oldugu goralir.

Ayrica, (3.65) esitliginin, yine (3.38) denklemi kullanilarak,

~ J (Plz (t) _ P0,2 (t)) ~ J (Z Bj,2 (t)bj+1 - Z Bj,z (t)bJJ _ J (Zo Bj,2 (t)(bj+1 - bj)j

N(t) = =0 -0 =
[ROEING) Z B,,(t)b;,, — Z B, , ()b, Z B, ,(t)(b,., ~b;)
ZZ: B;2(0IA; B,,(t)JA, + B, ,(t)JAD, +B,,(1)JA
N(t) = ‘:g - 02(1) s + B, ()JAD +B,, (1) )

> B,,(t)A', ) ||Bo,2(t)A1bO + By, (t)A'b, +B,, () A'b, ”

i=0

_ (1-1)?JA™D, +2(1-t)tIAD, +1?JA'D,
|@=1)? A%, + 2(1-t)tA", +t*A'h, |

elde edilir ve Teorem 3.2’deki (3.18) esitligi ile ayni sonucu verdigi gorilar.

Benzer sekilde, (3.66) esitligi, yine (3.38) denklemi kullanilarak,

ey 2(PaO-PLO IR0 R0)~(RuO-R (0. I(RL 0 - R 1))
3 PP

yazilir. Boylece,

<le Bj,l(t)bj+2 _le Bj,l(t)bj+1’ J (Z Bj,z (t)bj+1 - Z Bj,Z (t)bi)>

—<_1 B,-,l(t)b,-ﬂ—iB,-,l(t)b,-,J(_iBj,z(t>b,-+1—i8,-,z(t)bj)>

x(t) = %

3

2 2
Z Bj,Z(t)bj+1 _Z Bj,z (t)bj
j=0 j=0
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<Z j 1(t)(bj+2 - bj+1)’ J (Z Bj,z (t)(bjﬂ - bJ' )>

=0

<Z l(t)(bj+1 _bj)! J (Z Bj,z (t)(bj+l _bj)>

K( ) == 5 3
- j.2 (t)(bj+1 - bj)
[<Z B,.(t)A',.;,J (Z B, ,(t)A'D > <le B,.(H)A'D;,J 22: B, ,(t)A'b, >J
K(t) = 2 =0 : =0
j.2 (t)Albj
<z B,.(t)(A'b,,, —AD)), J(z B, ,(t)A'b, > <z B,.(t)A%;, ZBJ ,(1)JAD, >
k(t)=—= 3 = % 3
jyz(t)Albj jvz(t)Albj
02 (Boy(1)ADy + By, (1)A%D;, By , (1) I A, + By, (1) IA'D, + B, , (1) JA'D, )
() =<
3 B, (DA, + B, ())A, + B, ,(t)a'D,|
2 (1-)A%, +tA%D;, (1- 1) JA'D, +2(1- I A', +1*J A'b, )
K'(t) = E

||(1—t)2 Albo + 2(1_t)tAlb1 n tzAle ||3

elde edilir. Boylece,
2 ((L-1)A%,, (1-1)° IA'D, + 21— )t A'hy +1° I A'D, ) + (1A%, (1-1)? JA', + 21~ t)tI A'D, +1JA'D, )
@~y 2%, + 20 -tyta's, + 2%,

k(t)=

ve A’hy=Ab-Ah, ve A’h=A"H,-Ab, ve VpeR® icin (Jp,p)=0 oldugu

kullanilarak,

((L-t)(A"D, — A'b,), (1-1)* IA'D, + 21~ )L A'hy +° I A'D, )

. 2 +{t(A'h, - A'h,), (L-1)* J A'h, + 2(L- )t A, +1°J A'D, )
x(t)=—
3 |@-t)2 A, + 21~ tyta'h, +t2a%, |
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(@-1)A%;, (1-1)° JAD, )+ (- ) A, 17 I A'h, )~ (- 1)A'hy, 2(L- )t A'ly ) - ((L-t) Ay, 1 I A'b, )
~2+(tA,, (1-1)° JA"D, )+ (tA'h,, 2011t A'hy ) — (tA'D;, (1-t)* I A'D, ) —(tA'hy, P IA'D, )
"3

x(t) 3
|@-1)° ', + 20— t)ta'h, + D, |

(L-1)* (A%, JA'D, )+ (L-t)t* (A, JAD, ) - 2(1-1)°t (A'Dy, JA'D, ) — (L-t)t* (A'hy, JA'D, )
2 +(1-1)°t(A'D,, JAT, )+ 2A-1)t* (A'D,, JAT, ) — (L-t)’t (A, JATy, ) —t* (A, JA'D, )

w0 3 241 1 2414 |
|@-1)° A%, + 20— t)tA'D, + A%,

(@=1)° + 211t = (1-1)’t) (A'hy, JA'y )+ (=(L-t)* + 20— 1)t* +1°) (A'h,, JA'D, )
0 2 (-1 +1-1)°t)(A'h,, JAD,)
() =2
3 |@-1)2 A, +2(L-tyta'h, +t2A'b,

(L-1)° (A'hy, A, ) +1* (A'h,, JA'D, )+ (L-t)t (A'h,, IA™D, )

2
w(1) ZE 2 A1 1 251h [P
|@=1)? A%, +2(1-t)tA'h, +t*A'h, |

2 (L-2t+1°) (A'hy, JA'D, ) +7 (A'h,, JA', )+ (L- 1)t (A'h,, JA'h )

w(1) 3 2 A1 1 241 |13
|@—1)? Ay + 21— t)tA', + A, |

seklinde vyazilir. Bu sonucun gerekli sadelestirmeler ve dizenlemeler yapildiginda

Teorem 3.2’'deki (3.19) esitligi ile ayni oldugu gorilir.
Ozel Durum 3.11 Oklid diizleminde (3.63) denklemine sahip birim hizli olmayan
P, ;(t) algoritmik kiibik Bézier egrisinin t=0 baglangigc noktasindaki {T, N}|t=o Serret-

Frenet gatisi ve K‘|t=o egriligi,

T(t)|t:0 = ”iiEO” (3.67)
o
1
N ()] = |r AAlbsz| (3.68)
K(t)|t:0 =EM (3.69)

e
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esitlikleriyle verilir.

ispat Ozel Durum 3.7’de sirasiyla (3.47), (3.48) esitliklerinin (3.67), (3.68) ile ayni
oldugu ve (3.49) esitliginde n =3 alinarak (3.69) esitliginin elde edildigi gorulir.o

Sonug 3.9 Ozel Durum 3.3 ile Ozel Durum 3.11 esitlikleri aynidir.

Ozel Durum 3.12 Oklid diizleminde (3.63) denklemine sahip birim hizli olmayan
P, 5 (t) algoritmik kiibik Bézier egrisinin t=1 bitis noktasindaki {T, N}|t:1 Serret-Frenet

catisi ve K|t:1 egriligi,

T@)|= ”ii—in (3.70)
JA'D,
N (t)|t:l = ”Albl” (3.71)
_2(A'%h,,JAD)
k(t)| iy = 3 —||Zlb2 ”3 (3.72)

esitlikleriyle verilir.
ispat Ozel Durum 3.8’de n =3 alinarak esitlikler gdsterilir.o

Sonug 3.10 Ozel Durum 3.4 ile Ozel Durum 3.12 esitlikleri aynidir.
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BOLUM 4

E® OKLID UZAYINDA BEZIER EGRILERI

Bu bdliimde, daha &nce de tanitilan P(t)=> B, (t)b, denklemine sahip uzaysal Bézier
i=0

egrisi yani kontrol noktalari, b, € E?® ile ele alinacaktir. Oncelikle, literatiirde yer

almayan Vte[0,1] igin {T,N,B} ortonormal Serret-Frenet catisi, x egriligi ve 7

burulmasi verilecektir. Sonrasinda bu elemanlarin Bolim 2.4.3’te verilen t=0

baslangic ve t =1 bitis noktalarindaki esitlikleri hatirlatilarak ifade edilecektir.

{T,N,B} nin ortonormal ¢ati olmasindan,
(T.T)=1, (N,N)=1, (B,B)=1
(T,N)=0, (T,B)=0, (N,B)=0

sartlari saglanir.

P(t) Bézier egrisinin hiz vektord,

v=|

PO

ile yay parametresinin uzunlugu,
Y

s = [[[P't)fat
to
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ile verilir.

Tanm4.1 «o: | — E?, egriligi sifirdan farkli (« # 0) ve birim hizli olmayan uzay egrisi

olsun. a egrisinin {T,N,B} Serret-Frenet catisi, x egriligi ve 7 burulmasi asagidaki

sekilde verilir, [16]:

Ty=20 a1

(t) (0 (4.1)
N(t)=B(t)xT(t), (4.2)
)= 20x’O (23]

e yxa"@)’

o) x 2" @)
() =", (4.4)
T el
() = S .20, 2" V) (4.5)

le'®)xa" )

4.1 E*® Oklid Uzayinda Kuadratik Bézier Egrileri i¢in Serret-Frenet Elemanlari

Tanim 4.2 b,,b, ve b,, E® Oklid uzayinda dogrudas olmayan g nokta olsun. b,,b,,b,

kontrol noktalarina ve

P2(t)= 3 B, ()b, = By, (t)b, +B,, (1), + B, ()b,

=(1-t)’h, + 2(1-t)th, +1°b, (4.6)

parametrik denklemine sahip egriye, E* Oklid uzayindaki birim hizli olmayan kuadratik
Bézier egrisi denir.
Teorem 4.1 Oklid uzayinda (4.6) denklemine sahip birim hizli olmayan kuadratik Bézier

egrisinin Vt €[0,1] icin {T, N, B} Serret-Frenet gatisi, x,, egriligi ve 7,, burulmasi
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1 1
(1—t)Alh, +tA'h, )

T(t) = ||(1—t)A1bo +tA1b1|| ,
[ sty st

N(t) = ||A1bo x Alb1||'||(1—t) Alb, +1 Alb1|| ) (4.8)
_ Ay xAy

"0 ||Albz x Al (4.9)

1 [atx<a'y , (4.10)
. ||(1—t)A1b0 +tAlb1||3
"N (4.11)

esitlikleriyle verilir.
ispat Oncelikle (4.6) esitligi ile verilen P2(t) kuadratik Bézier egrisinin tirevleri, ileri

fark operatorii cinsinden

P2'(t) = 2(1-t)(~1)hb, + (~2tb, + 2(1-t)b,) + 2th,
=2(1-t)(b, —b,) + 2t(b, b))
=2(1-t)A'b, + 2tA'b,

P2"(t) = -2A'0, + 2A'b, = 2(A'b, - A'b,) = 2A%D,

P2"(t) = (2(A', - A'h,)) =0

seklinde yazilir. Bu durumda, P2(t) kuadratik Bézier egrisinin {T, N, B} Serret-Frenet
catisi, x,, egriligi ve 7,,burulmasi (4.1)-(4.5) esitlikleri yardimiyla asagidaki sekilde

bulunur:

Teget vektor alani,
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T(t) = P2'(t) _ 2(1-t)A'by+2tA'y _ (L-t)A'h +tA'D
[P2®)]  [20-t)Ath, +2tath, | |@-t)A, +tA'h|

seklinde elde edilir. Ayrica, bu sonug

(1-t)A'D, +tA'D
((@-t)ah, +tahy, (1-)at, +tat, )
(1-t)A'b, +tA'D

T(®)=

(@-t)? (A, A%, )+ 20-t)t (A, A, ) +£2 (A, A%))
seklinde de elde edilebilir.
Binormal vektor alani,

P2(t)xP2(t)  {2@-1)A'D, +2tA'D | x{2(A'h, — A'hy)]

B = P20 =P2'®)]  [{21-t)A', + 2t} x {2(a%, - A'b,)

{@-t)A%, + A, {(A'h, — A'h))}
||{(1—t)A1b0 +tA™ | x{(A'h, - Albo)}”

_ (1-1)(A'hy xA'h) +t(A'h, x A'h)
|a-t)(A, x A') + (A, x A,

_ A'b, x A'b,
A%, x A%
seklinde elde edilir.

Asal normal vektor alani

A'byx A, (L-t)A'h, +tAD,

MO =BT Oy an] Ja—yas, - o)

(@) {(Aly x Al) x Alby f +t{(A', x ') x A, |
- ||A1b0 X A1b1|| - ||(1—t)A1b0 +tAlb1||
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seklinde elde edilir.
Egrilik

[P2t)xP2'(t)] _[{20-DA'D, + 2ta't, | < {2(A', - A'by)]|

t) =
Kp, (1) ||P2'(t)||3 ||2(1—'[)A1b0 + 2tA1b1||3

4 |@-1)(A"0, x A') + (A, x A'y)|

23 |@-t)A', +ta'h
1 [wbxatn
2@t +tA'y)

seklinde elde edilir.

Burulma ise

det(P2'(t), P2'(t), P2"(t))
|P2'(t)x P2"(t)|

Tp, (1) =

ile hesaplandigindan ve P2"(t) = (2(A'b, - A',))' =0 oldugundan ., (t) = 0 bulunur.o

Ornek 4.1 b, =(-13,2), b=@00,4) ve b,=(532)¢€ E® kontrol noktalari ile
tanimlanan kuadratik Bézier egrisi icin Vt €[0,1], t =0 baslangi¢ ve t =1 bitis noktasi

icin {T,N, B} Serret-Frenet catisini, x,, egriligini ve z,, burulmasini bulunuz.

Go6ziim Oncelikle, (4.6) esitligi ile verilen kuadratik Bezier egrisi b,, b, ve b, kontrol
noktalari ile

P2(t) = (1-t)*b, +2(1-t)tb, +t°b,
=(1-1)*(-13,2) + 2(1-1)t(1,0,4) +1*(5,3,2)

yazilir ve boylece,

P2(t) = (— (1-t)* + 2t(L—t) + 5t*,3(1—t)* + 3t*, 2(1—t)* +8(1 - t)t + 2t?)

elde edilir. Simdi de ihtiya¢c duyulacak olan asagidaki hesaplamalar yapilirsa,

A'b, =b, —b, = (2,-3,2), (A", A'hy) =17, A%k, || = A%y, A%D) = V17
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Al =b, —b, = (4,3,-2), (A'b, A'hy) =29, [A'hy] = (A%, A'h) =+/29
(A'h,, A'b,) = -5

A'b, x A'b, = (0,12,18),

A'by x A'hy | = 613
(A'b, x Ath,) x Alh, = (78,36,-24)

(A'b, x Alb,) x Al = (~78,72,-48)

ve
(A, A'b,) = [ A", A'5sin @ = —5 = V17 -V28-sine = sine =_%

elde edilir.

o Vte[0,1] igin {T,N, B} Frenet catisi, x,, egriligive z,, burulmasi

@L-t)A'b, +tA'S,  (1-1)(2,-3,2)+1(4,3,-2)  (2+2t,-3+6t,2-4t)

T(t)= = - ;
© la-tat, +tats| [@-1)(2,-3,2)+1(4,3,-2)] [(2+2t,-3+6t,2-41)
. (L-1){(A'hy x A'b) x A'hy |+t {(A'hy x A'hy) x A'hy
®= Ay x Aty |A-t)A'h, + ta'h ’
N (t) = L0(78,36,-24) +1(-78,72,-48) _ (78-156(,36+36t,-24 - 241)
6v13-|(2+2t,~3+6t,2-4t)|  6v13-[(2+2t,~3+6t,2—4t)|

By ABxAl _(01218) (023,

|A', <A 6413 N/

1 Ay x Ay 3\13
Kpp (1)== ” : ” = \/_

2|a-tyatb, +taip|  J2+2t-3+6t.2-4)[ ;

seklinde elde edilir.
Burulma icin

P2(t) = (— (1-t)* + 2t(L—t) +5t,3(1—t)* + 3t?, 2(1—t)* + 8(1—t)t + 2t?)
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P2'(t) = (2(L—t) + 2(1—t) — 2t +10t, ~6(1—t) + 6t, ~4(L—t) + 8(L—t) — 8t + 4t)
P2"(t) = (-6+10,12,4—8—-8+4) = (4,12,-8)
P2"(t) = (0,0,0)

oldugundan z,,(t)=0dir.

e t=0 baslangi¢ noktasi icin {T, N, B} Frenet gatisi, k,, egriligive 7., burulmasi

)., - (2+2t,-3+6t,2-4t) | (2,-3,2)
T |@+2t,-3+6t,2-40))"° [(2,-3,2)|"
(78-156t,36+36t, —24 — 241) (78,36,—24)
N(t)|t:0_ =

~ 613 [(2+ 2, 3+6t, 240 | 613-[(2-3.2)]’

B, - A'byx Ay (0,12,18) (0,2,3)
Y A, <Al 6v13 VA3

1 6413 1 613
KPZ(t)|t:O =7 3 |t:0 T
2[@r 2, Brou2-a0f 2|32

ve 7,,(t) degeri t parametresine baglh olmadigindan 7, (t) =0 elde edilir.

e t=1 bitis noktasi icin {T, N, B} Frenet gatisi, x,, egriligive 7., burulmasi

T, - (2+2t,-3+6t,2-4t) | (43-2)
T +2t,-3+6t,2-4t)'" [4,3-2)

N, - (B-156L36+36,24-24D) (787,48
o6V13(2+2t,-3+6t,2—-4t) T 6413:|(4,3-2)|

Ol = 6113 Lt 613

P 2| @42t -3+6t,2-4) T 2]4.3 -2

ve 7,,(t) degeri t’ye bagli olmadigindan 7,,(t) =0 elde edilir.
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Verilen kuadratik Bézier egrisinin grafigi asagidaki sekildedir.

Sekil 4.1 Kuadratik Bézier egrisi

4.2 E*® Oklid Uzayinda Kiibik Bézier Egrileri igin Serret-Frenet Elemanlan
Tanm4.3 b ,b,, b, ve b,, E® Oklid uzayinda dogrudas olmayan dért nokta olsun.

b, ,b,, b, ve b, kontrol noktalarina ve

P3(t) = ZS: B, 5 ()b, = B, 5 ()b, +B,;(t)b, + B, 5 ()b, + B, (t)b,

i=0
= (1-1)°h, +3(1-t)*th, +3(L—t)t°h, +t°b, (4.12)

parametrik denklemine sahip egriye, E® Oklid uzayindaki birim hizli olmayan kiibik
Bézier egrisi denir.
Teorem 4.2 Oklid uzayinda (4.12) denklemine sahip birim hizli olmayan kiibik Bézier

egrisinin Vt €[0,1] icin {T, N, B} Serret-Frenet catisi, x,;egriligi ve z,, burulmasi

(1-t)*A'b, +2(L-t)tA™, +t°A'b,

[L-t)2a, +20-tta’, +t2a%,’ (4.13)

T()=
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(L-t)*((A'b, xA'b) x A'by) +2(1-t)*t((A'h, x A'b,) x A'hy) + (L t)*t* ((A'b, x A'b,) x A'b,)
+L-1)’t((A'b, xA'b,) x A'by) + 2(1-t)*t?*((A'h, x A'b,) x A'hy) + (L-t)t* ((A'b, x A'b,) x A'b,)
+L-1)*t? (A, x A'h, ) x A'hy ) + 2(L—t)t* ((A™h, x A™,) x A'h, ) +t* ((A'h, x A'h,) x A'b,) ,(4.14)

MO 07 0, )« (@O, ) (0%, x ) [[ A7 8%, + 200, + 0%

(1-1)*(A'b, x A'h) + 1-t)t(A'b, x A'b,) +t*(A'h, x A'b,)

, (4.15)
|(1—1)* (A", x A'hy) + (1 t)t(A'D, x A'h, ) +t* (A’ x A'b, )|

B(t) :|

=2 @) (A, x A'y) + (L 1)t (A", x A'h, )+ t*(A'D, x A'D,)|
Kpall) =7 ’

: (4.16)
3 Ja-t)2 A, + 20~ tya’t, + At

1 (1-1)* (A, A'by x A'h, ) - 2(1—t)t(A'hy, Al x A'h, ) +1* (A'h,, Ay x A'p;)
Tos(t) ==

- (4.17)
3 |@-1) (A", x A'y) + (L= t)t(A', x A'D,) +* (A'D, x A'b, )|

esitlikleriyle verilir.

Ispat Oncelikle P3(t) egrisinin tiirevleri, ileri fark operatérii cinsinden

P3'(t) = 3(L-t)*(-1)b, + 6(L—t)(-1)tb, + 3(L—t)*b, —3t°h, + 6(L—t)th, + 3t°h,
=3(1-t)?(b, —b,) +6(1-t)t(b, —b,) +3t* (b, —b,)
=3(1-1)*A'b, + 6(1—t)tA', +3t*A'h, (4.18)
P3'(t) = (3— 6t +3t*)A'h, + (6t —6t*)A'b, + 3t*A'h,

ya da

P3'(t) = 3A'0, + 6t(A'b, — A'b,) +3t°(A'b, —2A'h, + A'b,)
ve ikinci tirevi,

P3'(t) = 6(Alb1 - Albo) + 6t(A1b0 - 2Alb1 + Albz)

ya da

P3"(t) = -6(1-t)A'b, + 6(1—2t)A'b, + 6tA'D, (4.19)

ve
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P3"(t) = 6A'h, —12A'b, + 6A'D, (4.20)

seklinde yazilir. Bu durumda, P3(t) egrisinin Serret-Frenet catisi, x,;egriligi ve 7.,

burulmasi (4.1)-(4.5) esitlikleri yardimiyla asagidaki sekilde bulunur:

Teget vektor alani

P3(t)  (3—6t+3t*)A'h, + (6t —6t°)A'b, +3t*A'h,

T(@t)= =
® [P®)] |(3-6t+3t*)AD, + (6t —6t*)A'h, +3t°A'h,

_ (1-t)*A'h, +2(L-t)tA'b, +t°A'b,
|@—1)° ', + 21— t)tA'y, +t*A'b, |

seklinde bulunur. Ayrica, bu sonug

(1-t)*A'b, +2(L-t)tA'D, +t*A'h,

T(t)= -
((@—1)° Ay + 21— 1)tA'D, + A, (1-1)° A'b, + 2(1-)tA'D, +1°A'D, )|

seklinde de yazilir.

Binormal vektor alani, (4.18) ve (4.19) esitlikleri kullanilarak

P3'(t) x P3"(t)

0= 1pg )< Pa ()]

B {3(L—1)* A'b, + 6(1—t)tA'D, +3t°A'h, | x {(-6(1— 1) A'h, +6(1— 2t)A'h, +6tA'h, |
- ||{3(1—t)2A1b0 +6(L-t)tA’, +3t*A'h, | x {(-6(L—))A'h, +B(1- 2t)A'h, + 6tA'D, }||

_18(1-1)*(A'h, x A'h) +18(1—t)t(A'h, x A'h,) +18t% (A'h, x A'b,)
[18(L—1)° (A%, x A'hy) +18(1- t)t(A'h, x A'b,) +18t° (A'D, x A'h, )|

~(1-t)*(A'h, x A™h) + (L-D)t(A'h, xA'h,) +17(A'h, x A'h,)
[@-1)? (A, xA') + (L-t)t(ah x A'h, ) + (AT, x A'b, )|

seklinde bulunur.

Asal normal vektor alani,
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N(t) = B(t)xT ()

_ (L-t)*(A'b, x A™) + (L—t)t(A'b, x A'h,) +t*(A'b, x A'b,) y (L-t)*A'b, +2(1—t)tA™o, +t°A'b,
[@=1)7 (A%, % A') + @— )t (A%, x A'h, ) +1°(A'hy x A'h, )| [|(L-1)° A'h, + 21— t)tA', +°A'h, |

(L—t)* (A", x A'b,) x A'hy ) + 2(L—t)*t((A™o, x A'b,) x A™hy) + (1—t)*t* ((A'h, x A'b,) x A'b,)

+(L-1)°t((A"b, x A'b, ) x A'h,) +2(L—t)°t* ((A'b, x A'h,) x A'b, ) + (L t)t*((A'h, x A'b,) x A'h,)
_ +(- t)%t% ((A™o, x A™h,) x A, ) + 2(L—t)t* (A'h, x A'b,) x A'b) +t* ((A'b, x A™b,) x Ab,)

||(1—t)2(A1b0 x Alb ) + (1 —t)t(Alb, x Atb,) + 2 (Alb, x Albz)”"(l—t)zAlbo +2(1-t)tA%h, +t2A1b2||

seklinde bulunur.
Egrilik,

o (1) = IP3(t) x P33"(t)||
[P

[18(L-1)? (A'b, x A'hy) +18(1—t)t(A'h, x A'b,) +18t° (A'hy x A'b, )|
[3@-1) A%, +6@-t)ta's, +3t2A%,

18 (1) (A", x A'ly) + (L—t)t(A%D, x A'h, ) +17 (A'h, x A'D, )|
3 |@-1)? A%, + 20~ t)talh, +£2A%, [

2 (=) (A%, x A'hy) + (L- 1)t (A%, x A'h, ) +17 (Al x A'b )|
3 [@-1)2 A%, +2@-t)ta's, +t2a%, [

seklinde bulunur.

Burulma, (4.18), (4.19) ve (4.20) kullanilarak

det(P3'(t), P3"(t), P3"(t)) _ (P3(t), P3"(t) < P3"(t))
IP3 ()< P3'(t)[" IP3 () x P3'(t)[*

Tps(t) =

<3(1— )2, + 6(L—t)tA', +3t2A'h,, (~6(L—1)A'D, +B(L—2t)Ah, +6tA™D, ) x (6A'D, ~12A%h, + 6A1b2)>
[18(1-1)? (A", x A'hy) +18(1—t)t(A'h, x A'b, ) +18t° (A'h, x A1b2)||2

119



(3(1—1)*A'b, +6(1—)tA'D, +3t°A'h,, 36(A'h, x A'h) —36(A'h, x A'h,) +36(A'h, x A'D,))
18 |(L-1)* (A", x A'by) + (L-1)t(A', x A'h, ) +* (A'b; x Ale)H2

(L) (A, Alby x Ay ) — (L—1)° (Alby, A'hy x A'h, ) + (L—1)° (A'hy, A'by x A'D, )
+2(L-t)t (A'h, Ay x A'hy ) - 2(1-t)t (A'l, A'b, x A'h, ) + 2(1— )t (A'h,, A'by x AD, )
108 +t° (A'b,, Ay x A'ly ) —t* (A'h,, Al x A'h, ) +1* (A'h,, A'by x A'D, )

18° [@-1)? (A, x A'hy) + (L t)t(Ath, x A'D,) +t2(A%D, x A,
10t (A'by, Ay x A', ) - 2(1- 1)t (A'h, A, x A'b, ) +1° (A'h,, A'by x A'h )
3 |@—1)* (A, x A'y) + (L- 1)t (A", x A'h,) + 1 (A'b, x A1b2)||2

seklinde bulunur.o

Ornek 4.2 b, =(0,2,1), b =(3,3), b,=(4,7,3) ve b,=(5,9,5) € E? kontrol noktalari
ile tanimlanan kibik Bézier egrisi icin Vt €[0,1], t=0 baslangi¢ ve t =1 bitis noktasi

igin {T, N, B} Serret-Frenet catisini, x,, egriligini ve 7., burulmasini bulunuz.

Goziim Oncelikle, (4.12) esitligi ile verilen kuadratik Bezier egrisi b, b, b, ve b,
kontrol noktalari ile

P3(t) = (1-t)*h, + 3(L—t)’th, +3(L-t)t*b, +t’b,
=(1-1)%(0,2,1) +3(1-t)*t(1,3,3) + 3(1—t)t*(4,7,3) +t°(5,9,5)

yazilir ve boylece,

P3(t) = (3(1—1)’t +12(1-t)t* + 5t*, 2(1-1)° + 91— ) t + 21(1—t)t* + Ot°, (1-1)° + 9(1—1)*t + 91— 1)t* + 5t°)
elde edilir. Simdi de ihtiya¢ duyulacak olan asagidaki hesaplamalar yapilirsa,

Alby =l —by = (L1,2), (A'h,, A'hy) =6, A’y = (A%, A'hy) =6,

A'b, =b, —b, =(3,4,0), (A'b, A'h) =25, A’y =(Ah, A'D) =5,

A'b, =b, ~b, =(1,2,2), (A'b,, A'h,) =9, [A',[=/{Ah, AD,)=3,

<A1b0’Alb1> = 7’ <A:LbO’Ale> = 7! <Alb11Alb2> :11r
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A'byxA'b, = (~8,6,1), A, xA'h, =(~2,0,1), A'b, xA'h, =(8,-6,2),

(A'h, x A'o) x A, = (11,17,-14), (A'b, x A'b,) x A'b, = (=1,5,-2), (A'b, x A'b,) x A'b, = (~14,-14,14),
(A'b, xA'b) x A'b, = (10,17,-22), (A'b, x A'b,) x A™b, = (-2,5,—4), (A'b, x A'h,) x A'b, = (-8,6,50),
(A'b,xA')x A, = (4,3,-50), (A'o,xA'b,)x A'b, = (—4,3,-8), (A'b, xA'h,)x A'b, = (-16,-14,22),

(A, A’y x A'b, ) =6, (A'hy, A'by x A'h, ) = =6, (A'h,, Al x A'b,) =6

elde edilir.
e Vte[0,1] icin Frenet catis, xp; egriligi ve Tpy  burulmasi

()= @A-t)*A'b, +2(1-t)tA'D, +t°AD,  (1-1)°(L1,2) +2(1-1)t(3,4,0) +1°(1, 2,2)
a-t2at, +2a-iath + A, [a-1*@12)+20-10)1(3,4,0)+1°@1,2,2)|

C(@-t)P+6A-t)t+t3, (1-t)* +8(1L—t)t+ 2t 2(1—t)* + 2t%)
[@-17 +6@-tyt+ £, @-1)* +8a-t)t+ 2t°, 20-1)* + 26%) |

(L-t)* (A, x A'h) x A'hy) +2(1— 1)t ((A'h, x A'hy) x A™o,) + (1—t)*t* ((A'b, x A'b,) x A'h,)

+HL-1)°t((A'h, x A™,) x A'h,) + 2(L—t)°t* ((A'h, x A™b,) x A'h)) + (L t)t3((Ah, x A'b,) x A'b,)
0 = +HL-1)t° (A, x A'b,) x A'hy) + 2(1—t)t* (A, x A'b,) x A'b,) +t* ((A'h, x A'b,) x A'b,)

a=1)7 (A%, x A'y) + L-t)t (A, x A'h,) +t*(A'hy x A'D,)||(1-1)* A", + 21— )tA', +t°A'b, |

(1-1)*(11,17,-14) + 2(1-t)*t(4,3,-50) + (1-t)*t?(10,17,-22)
+(1-1)%t(-1,5,-2) + 2(1-t)*t*(—4,3,-8) + (L-t)t*(-2,5,-4)
+(L-1)?t?(~14,-14,14) + 2(1-t)t? (-8, 6,50) + t* (—16, —14, 22)

||(1 £)(-8,6,1) + (L-t)t(-2,0,2) +1°(8,-6,2)[[| A-1)° (1.1, 2) + 2(1-1)t(3,4,0) +1* (1.2, 2)||

(1-1)*(A'b, x A'b) + 1-t)t(A'b, x A'b,) +t*(A'h, x A'b,)

B(t) =
|@—1) (A, x A'hy) + (- t)t(A'D, x A'D, ) +* (A" x A'b, )|
~ (1-1)*(-8,6,1) + (1-t)t(-2,0,1) +t*(8,-6,2)
[a-v°-8.6.1+@-t)t(-2,01+t*@,-6,2)|’
iy _2a-1°(-8,6.0)+ @-t)t(-2,0,) +°(8, 62)”

3 Ja-t@12)+20-1)1(3,4,0)+£°1.2 2)”
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_1 6(1—t)? — 2(1—t)t(6) + 6t
3a-v%(-8.60)+@-1)t(-2,01) +2(8,-6.2)[

Tp3 (t)

seklinde elde edilir.

e  t=0 baslangig noktasiigin {T, N, B} Frenet catisi, x;, egriligive z,, burulmasi

T = @-1)’@L12)+2Q-1)t(3,4,0)+t*@2,2) | _ (@L2) _(1L2)
T a-v’ i+ 2a-0t3,4,0+°w2,2)| ' @) e
(1-1)* (11,17, ~14) + 2(1-1)t(4,3,-50) + (1~ 1)*t*(10,17,~22)
+(1-1)°t(=1,5,-2) + 2(1-t)*t*(-4,3,-8) + (1-t)t*(-2,5,-4)
N(®)o = +(1-1)°t*(-14,-14,14) + 2(1-t)t*(-8,6,50) + t* (-16,-14,22) |
7 ]a-12(-8.6,0) + (1-1)t(-2,0,) +1*(8,-6,2)[ | A-1)° (1.1, 2) + 2(1-V)t(3,4,0) + *(1,2.2)
veya
N(t)| _ (11,17,-14) :(11,17,—14)
o fcesnjjera]  Jeos
B(t)| _ (1-1)%(-8,6,1) + (1-t)t(-2,0,1) +t%(8,-6,2) ~ (-8,6,1) (-8,6,1)

2 a0 (8.6, + L-1)t(-2.0.1) +t*(8, 6, 2)|||“0 86 Vot

O], - 2[@-1)*(-8,6,0)+ (L-1)t(-2,0,2) +1*(8,-6,2)|

T8 a-vreL o) e 203,40 + 8@ 2.2
_2|(-86] _2vi01

3|2 3%36

1_6 _2
3s.snf 101

o

Tps(t) | t=0 =

seklinde elde edilir.

e t=1 bitis noktasi icin {T, N,B} Frenet catisi, x,, egriligive 7., burulmasi

C(1-1)2(LL2)+2(1-1)t(3,4,0) +1°(1, 2,2) o = 12,2 _(l 1 EJ
ST e el v2a-0iE a0+ 2] Ja22)] \3'3'3)

T(t)|
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(1-1)*(11,17,~14) + 2(1-t)°t(4,3,-50) + (L-t)*t*(10,17,-22)
+(1-1)%t(-1,5,-2) + 2(1-t)*t*(-4,3,-8) + (1-)t*(-2,5,-4)
N = +(1-1)°t?(~14,-14,14) + 2(1-1)t*(~8,6,50) + t* (16,14, 22) B
a7 -8.6.0)+ A-1)t(-2.0.0) +°(8,-6,2)||@-1)* 1.1, 2) + 21— 1)t(3 4,0) +t* (1. 2.2)|

veya

(1)) = (-16,-14,22) _ (-16,-14,22)
v le-s2)flw22)]  svion

50|, - 1-0°(-8,6D)+(1-i(-2,0)+t’8,-6,2) | _ (8,-6,2) _(8,-6,2)
© a0 8,60+ a-0r(-2,00)+t°6,-6,2) " |@.-6.2)] +ioa

0| 2[@-1)*(-8,6,0)+ (L-1)t(-2,0,2) +1*(8,-6,2)|
Kps\U|te1 =7 3
3 ”(1—'[)2(1,1,2)+2(1—t)t(3,4,0)+t2(1,2,2)||

|

_2|6-6.2)] _ 24101
3|w22f 3o

Tos (1] _1 6(1—t)° —2(1—t)t(-6) + 6t
T3] a1)2(-8,60) + (1-1)t(-2,0,1) +2(8,-6,2)|

[

16 2
3||(8,_e,,2)||2 104

seklinde elde edilir.

Sekil 4.2 Kuibik Bézier egrisi
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| | | |
Sekil 4.3 Serret-Frenet gatisi ile kiibik Bézier egrisi

4.3 E® Oklid Uzayinda n. dereceden Bézier Egrileri igin Serret-Frenet Elemanlar

Tanm4.4 b, b, ..., b, E® Oklid uzayinda dogrudas olmayan (n+1) nokta olsun. by

b, ..., b, kontrol noktalarina ve

P() =By, (b, = B, (OB, +B,, (O +..+ B, , (), (4.21)

i=0

parametrik denklemine sahip egriye E® Oklid uzayindaki birim hizli olmayan

N.dereceden Bézier egrisi denir.

Teorem 4.3 Oklid uzayinda (4.21) denklemine sahip birim hizli olmayan n.dereceden
uzaysal P(t) Bézier egrisinin Vt €[0,1] igin {T, N,B} Serret-Frenet catisi, x egriligi ve

7 burulmasi,

n-1
Z Bi,n—l (t)Albl
T(t) =72 , (4.22)
Hz Bi,n—l (t)Albl
j=0
n-1 n-2 n-1
> By, (1)B; . (DB, (D)(A™D, x A’h;) x A'b,
N(t) =y , (4.23)
B 1(t)B 2 (t)By s (t)(A'D, x Azbj ) x A'b,
i=0 j=0 k=0
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LN

n-1n-2

> Bina(1)B; o ((A'D xAD))

BI n—1(t)BJ n— z(t)(Alb XA b. )
i=0 j=0
n-1n-2
Bl,n—l(t)Bj,nfz(t)(Albi XAZ i
K(t) = =0 j-0 : , 425
i,n—l(t)Albi
n-1n-2 n-3 l 2 3
n-—2 <44 ZB' —1(t)BJ,n—2(t)Bk,n-s(t)<A b x A bj,A b,
0= - k=(: 1n-2 2 (4.26)
Bl,n—l(t) Bj,nfz (t)(Albl XAij)
i=0 j=0

esitlikleriyle verilir.
ispat  P(t) Bézier egrisinin birinci ve ikinci tirevlerinin, sirasiyla (2.58) ve (2.59)

esitliklerinden
n-1

P'(t)= nz Bi'n_l(t)Albi
i=0

n-2
P"(t)=n-(n —1)2 B> (t)A%D,
i=0
ve (2.60) esitliginden r =3 yazilarak tGglnci tiirevin

P(H)=n-(1-D-(1-2)3. B, (O’

i=0

oldugu kullanilarak, teget vektor alani

P(t) _ n2.B0a0AB D By (04D

n-1 ~||n-1
nZ Bi,n—l (t)Abl H
i=0 i=0

T(t)=

i,n-1 (t)Abl H
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seklinde bulunur.

Binormal vektor alani,

n-1 n-2
nz B, (1)A'D xn(n —1)_20 B, 2 (t)A%;
J=

P'(t)x P"(t) =0
B = =
(t) | P/(t) « Pn(t)” n-1 . n_2 ,
Ny B, (AL xn(n-1)>"B, ,(t)A’D,
i=0 j=0
n-1 n-2

> B, (t)B;, . (1)(A'b, x A%D;)
0 j=
-1

T
o

>
S |—.
N

B.

-1 (t) Bj,n—z (t)(Albi X Azbj )H

i=0 j=

o

seklinde bulunur.

Asal normal vektor alani,

n-1 n-2 n-1
Z in-1 (t)Albi x Bj,n—z (t)Aij Z Bi'nfl('[)Abi
0 i=0

j=

B
N(t) = B(t)xT(t) = ‘i =
2B (AD X 3 B; (DA,

n-1
> B, (t)Ab H
i=0

iR
£

N
-

n—:

=}

B na(t) Bin2 (t) Bk,n—l(t)(Albi X Aij )x Ab,

o
I
o

LN
S |—

N | O

k
n

>
|
LN

B (t) Bino2 (t) Bk,n—l(t)(Albi X Aij ) x Ab,

o

k=

o

i=0 j=

seklinde bulunur.

Egrilik,
n-1 ) n-2 ,
, y B, () A, x > B, ,(t)A’D,
o [P _[Es% 020 5P 02
[P'of :
Z Bi,n—1 (t)AbI
i=0
n-1 n-2
n_1 B.,.(t)B;, . (1)(A'b, xA%D,)
_N—=1]i=0 j=0 .
a n n-1 3 )
> B L (hAD,
i=0
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ve burulma,

() = (P'(t)x P"(1), sz(t»
IP'(t)x P"(t)|

(nni B, ..(t)A'b, xn(n —1)nz_i B,..(t)A’D,,n(n—1)(n— 2)53 B, .s(t)A%),)
— i=0 j=0 j=0

2

n-1 n-2
n_zol B, . (t)A™, xn(n —1)_2(; B, .. (t)A%D,
i= j=

H
l\)

n-—.

n-21

— j
n

n-2 n-3

D B (t)B,, (1)B, s (D)A™ x A%h;, A%h,)

k=0

Iy
o
I
o

2
n-1n-2

B a(t) Bjn2 (t)(Albi i Azbj )

i=0 j=0

seklinde elde edilir. o

t=0 baslangic ve t=1 bitis noktalari icin Serret-Frenet elemanlar [4,13,15]

calismalarinda verilmistir:

Ozel Durum 4.1 bo,...,bneE3 kontrol noktalari olmak (zere, birim hizli olmayan

n.dereceden P(t) Bezier egrisinin t =0 baslangi¢c noktasindaki {T,N,B}|t:0 Serret-

Frenet catisi,

A'b,
T(t)|t 0= ||A b0|| (4.27)
Alb1 A'b,
N(t)|,_,= ———=COot ¢ (4.28)
[w] %7 ]
BOL o= i& 4,29
0

esitlikleriyle verilir. Burada, ¢ acisi Ab, ve Ab, arasindaki agidir.
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ispat P(t) Bézier egrisinin t=0 baslangic noktasindaki {T,N,B} |, Serret-Frenet

catisi hesaplandiginda teget vektor, (2.63) esitliklerinden (Bézier egrisinin tlirev

ifadeleri)

PO i, A
[POI™ na'hy| ot

T() |t:0 =

seklinde elde edilir.

Binormal vektor, (2.63) esitliklerinden

P'(t)x P'(t
B0 o= 7P

| nA'by xn(n—1)A%, |

nA'o, x n(n —1)A2b0||

[ nA', xn(n-1)(A'b, - A'b;) |
nA'D, x n(n—1)(A', — A%,
Ay x (A'b, — A'b,)

A, x (A", - A'hy)|

Alb, xA'by

A, x A'h |

seklinde elde edilir.

Asal normal vektor,

A'byxA'h,  A'b,  (A'b,xA'b) x A'b,

[ <] [] " [, <% [

N() | _o=BxT|,, =
seklinde elde edilir.

Son satirda E® uzayinda verilen Lagrange 6zdesligi kullanilarak

(A'by, A'by ) A'by —(A'b;, A'by ) A, _ ||A1b0||2 A', || A%y A%, | cos g,
|2y & |- A’ |4, x &' |- A’

N(t) |t=0:
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yazihr. Burada, ¢  agisi Albo ve arasindaki

A'b,
||A1b0 x A1b1|| = ”Albl””Alb(,”sin ¢ yerlestirilerek diizenlenirse

N (t) | — ”Abo”2 Albl - ||Alb1||| Alb0||COS ¢A1b0
[l ||, sin g

_AB 1 A
= ||A1b1|| sin g ||A1bz cot ¢

ve boylece
N Ay

B I 5

elde edilir.o

Ozel Durum 4.2 by,...b

acidir.  Ayrica,

, kontrol noktalari olmak Uzere, birim hizli olmayan

n.dereceden P(t) Bezier egrisinin t=1 bitis noktasinda {T,N,B}|t:1 Serret-Frenet

catisi

A'b,
T(t)|t:1 = ”Alb -

n-1

A'b A'b

N(t)]_= nl_coty ——=2-CSC
() [ ” A, 4 ” A'b, 4
A'b . xA'p

B(t) |t:1= n-1 n-2

A, x4, ,

esitlikleriyle verilir. Burada,w, A'b,_, ve A'b_, arasindaki agidir.

(4.30)

(4.31)

(4.32)

Ispat P(t), Bézier egrisinin t=1 bitis noktasindaki Serret-Frenet catisi {T, N, B} |y

hesaplandiginda teget vektor, (2.64) esitliklerinden

P'(t) - nA'b,,  A'b
[P@]™ [na’, ,

n-1

[,

T =
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seklinde elde edilir.

Binormal vektor, (2.64) esitliklerinden

POXP'M) |
IP'tyxP @)
nA'b,, xn(n-1)A%, , |

nA'b_, xn(n —1)A2bn_2||

[nA'b,, xn(n-1)(A'b, , —A'b, ,) |
nA'b, , xn(n-1)(A%, , - A'b, )|
A, x (A", ,—A'D, )
|At, , x (A, , —A'b, )|
o Ao, xA'D,_,
[, xab,,

B(t) |t:l =

Asal normal vektor,

A'b  xAD , A, (Ab_,xAb _)xAD

N(t) |,=B@)xT(t) |_,=— |

seklinde elde edilir.
Son satirda E®uzayinda verilen Lagrange 6zdesligi kullanilarak

<Albn—2 ) Albn—1> Albn—l - <Albn—1’ Albn—1> Albn—z

N(t)|,= ” Alb_ XA, ” A, ,

ath, , “A'b,

A%, [ A'b, , cosy — A", ,
|A%, , x A'b, |- |A", |

yazihr.  Burada, w, A _, ve Ab_, arasindaki

||Albn_1 X Albn_2|| = ”Albn_l””Albn_z”sin ¢ yerlestirilerek diizenlenirse

|A1bn_l A'b 0031//—||Albn_1 ’ A'b, _ Ay,
|atb,.,|[ A%, . sinw |a%,

A'b
N () |u= X
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- cscCy




seklinde de elde edilir. o

Ozel Durum 4.3 By,...,D, kontrol noktalarina sahip n. dereceden P(t) Bézier egrisinin

t =0 baslangi¢c noktasindaki egrilik ve burulmasi,

n-1 4]

" [

k() o= sing (4.33)

n—2 det(A'h,, A'b,, A'b,)
S

7(0) o= (4.34)

seklindedir. Burada, ¢, Ab, ile Ab, arasindaki agidir.

ispat t=0 baslangic noktasinda birim hizli olmayan n. dereceden P(t) Bézier

egrisinin egriligi,

_ IP'(t) < P"(t)|
[Pef
||nA1b0 xn(n-1)(A'b, - A, )||
e
_n2(n-1) [A%; <A’
BN

k(1) |0

t=0

seklinde oldugundan buradan,

_n-1 ||A1b0 x A1b1||
"

K(t)] o (4.33a)

elde edilir. Ayrica,

-1|A : 1 :
k()] o= sing = ~sing
A'b A
seklinde de ifade edilebilir.
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t =0 baslangic noktasinda birim hizli olmayan n.dereceden P(t) Bézier egrisinin

burulmasi,

det (P'(t), P"(t), P"(t))
P'(t)x P"(t)[

z(t) |t:0:

h-o

B det(nA'b, n(n-1)(A'h, — A'by ), n(n-1)(n—2)(A'b, — 24", + Ay ) )
[nah, xn(n-1)(A'h, - a'h, )|

_(nA%y, n(n=1)(A', — A'hy) xn(n=1)(n - 2)(A', — 2A", + A'h,))
[nab, xn(n-1)(a%, - ', )|

_n—2 (A%, (A, - A'by) x (A'b, — 24", + A'h,))
n |ty (A%, — A, )||2

n—2 (Alby, (A% x A, )+ (A, x A'hy) — (A" x A'h, )+ 2(A'h, x A'hy))
n |ath, x Al

n—2 (A, (A xA%,))
S0 At xay

seklinde elde edilir. Buradan,

_odet(Ah , A, A'b
()], 0= al 1°Mf : 2 (4.342)
n ”Aquq”

seklinde de ifade edilir. o

Sonug¢ 4.1 (4.33a) ve (4.34a) ile verilen

_1[Ah, xA'b,
sl =2 ] |
0

ve
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n— 2 det(A'b,, A'by, A'b, )
" [

z'(t)|t:0:

esitliklerinin
n-1 Alan(b,,b,,b,)
o, b

x(t) |t=0 =2

ve

(0], n=2 Hacim(b, .0,
t=0 2 n [A|an(bo,b1’b2)]2

seklinde yazilmasiyla da geometrik bir yorum kazandirilmis olur, [14] (Sayfa 86-87).

Ozel Durum 4.4 By,...,0, kontrol noktalarina sahip n. dereceden P(t) Bézier egrisinin

t =1 bitis noktasindaki egrilik ve burulmasi

siny (4.35)

n—2 det(A'b, ,, A ,,A'D, ;)

; (4.36)
N A%, <A, |

z(t) |t:1: -

seklindedir. Burada, w, Ab, , ile Ab, , arasindaki agidir.

Ispat Birim hizli olmayan n.dereceden P(t)Bézier egrisinin t=1 bitis noktasindaki

egriligi,
_Pe<P)
K(t) |t:1_ ” P(t)”3
At xn(n-n(at, -, )|
[nab, [
_n’(n-1) |a%, A, |
" el
ve
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—1) |A',_, x A", _
K(t)lt_1=(nnl) ” ||A11;_13 : (4.35a)

seklinde elde edilir. Ayrica,

—1[|A%, . [[|A™
k()] = nn1|| ||nAib|l —lsiny =

n-1[a®, .
n [,

> siny

seklinde de ifade edilir.

Birim hizl olmayan n.dereceden P(t) Bézier egrisinin t =1 bitis noktasinda burulmasi,

@] _= det(P'(t), P"(t), P"(t))
T PoxPof
= det (nAlbnfl’ n(n _1)(Albn71 - Albnfz), n(n —1)(n — 2)(Albn,1 - 2Albn,2 + Albn—s))

2

||n A'h xn(n—1) (Albm1 —-A'D, )|

(nab, ,,(n(n=1)(A'b, , - A, , )xn(n-1)(n-2)(A'h, , 2%, , +A'D, ,))

|2

[na'h,  xn(n-1)(a%, , - A%, ,)

n-2 <Albn—1' _(Albn—Z X Albn—:3)>
A%, ,xA'b, |

n

seklinde elde edilir. Ayrica,

n—2 det(A'b,_,A'b,_,,A', )
n ||Albn—l xA'b, 2

Tl =~

(4.362)

seklinde de ifade edilir.o

Sonug 4.2 (4.35a) ve (4.36a) ile verilen

(n—l) Albn— XAlbn—
KOs = n " ”Allbnl o
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ve

n—2 det(A'b,_,A'b,_, A", ;)

()|, =—
|t 1 n ||Albn_1 xAlbn_ZHZ
esitliklerinin
n—1 Alan(b, ,,b. ,,b.)

t = 2 n-2?!">n-1'"%n
K'( )|t—1 n ||bn_1 _bn_2||3
ve
T(t)|t:1=_§ n-2 Hacim(b,_;,b, ,.b,,.b,)

2 n [Alan(bn_z,bn_l,bn)]2

seklinde yazilmasiyla da geometrik bir yorum kazandirilmis olur, [14].

4.5 E® Oklid Uzayinda Bézier Egrileri igin Algoritma Metodu ve Bu Metod

Yardimiyla Bézier Egrisinin Serret-Frenet Elemanlari

by, 0,,...,0, kontrol noktalari yardimiyla elde edilen P, (t) ara noktalar icin asagidaki

denklemi yazabiliriz (Sekil 4.4):

Pi,k (t) :ZBj,k (t)bi+j (4.37)
j=0

Sekil 4.4 1 =0 ve n=4 icin ara noktalar
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Bu denklem yardimiyla, P, (t) =D, ve
R..(1)=P() (4.38)

oldugu aciktir.

Boylece, (4.38) denklemi
P(t) = Z Bi,n (t)bi
i=0

denklemiyle verilen n+1 kontrol noktasina sahip n.dereceden Bézier egrisinin

algoritmik formuili olarak ifade edilir.

P . (t) ara noktalari icin,
Pi,k (t) = (1_t)Pi,k—1 (t) +tpi+1,k—1 (t) (4.39)

ile verilen 6zyinelemeli forml elde edilir.

Sonu¢4.3 P, , (t) ve P, ,(t) ara noktalar farkiigin (4.39) formili yardimiyla

P ® =P (1) = A=) (P11 (O =P s (1)) +t( Py s () =Py s (1) (4.40)

denklemi elde edilir.

ispat P, (t) ara noktasi, (4.39) formili yardimiyla

Rax(®)=@A-)PR. () +tR., ()
seklinde elde edilir. Bu esitlik ve (4.39) formillintin farki alinarak

Pk =P (©) = Q=1 py () + 1Py, () = L=)P, 4 (1) +1P, (1)
= (1) (P.ys ) =Py ) + (P, = Py s (1)

elde edilir. o
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Lemma 4.1 (4.38) denklemi ile verilen n+1 kontrol noktasina sahip n.dereceden

algoritmik Bézier egrisinin birinci tirevi,
Pia(® =P'®) =n(Pus () =Py (V) (4.41)

ile verilir.

Ispat P(t) Bézier egrisinin birinci tiirevinin (2.58) esitliginden
n-1
P'(t) = nz Bi,n—l(t)Albi
i=0
oldugu biliniyor. Bu esitlik kullanilarak
n-1 n-1
P'(t) = nz Bi,n—l(t)Abi = nz Bi,n—l(t)(bi+1 - bi)
i=0 i=0

elde edilir. Boylece, gerekli diizenlemeler yapilirsa

n-1 n-1
P'(t) =N [Z Bi,n—1 (t)bi+1 - Z Bi,n_1 (t)bi j

i=0 i=0
elde edilir. Sonuc olarak, (4.37) denklemi kullanilarak
Prn® =P'®) =n (P, ()P, (1)

elde edilir. o

Sonug 4.4 (4.40) ve (4.41) esitlikleri kullanilarak
Py ) =n{A-1) (P o0 =Py )+ (PO - P, )] (4.42)

elde edilir.

Sonug 4.5 (4.40) ve (4.41) esitlikleri kullanilarak
P () =n{@-1)? (P 5 () =Py 5 (1) + 20—t (Py, 5(0) = By 5 (1) + (P, 50 = Py, (1))} (4:43)

elde edilir.

137



Sonu¢ 4.6 P (t)’'nin Db,..,b, kontrol noktalarina sahip algoritmik Bézier egrisi

1 Mgk
oldugunun goézlemlenmesiyle herhangi ke{l,...n} ve ie€{0,..,n—k} degerleriyle

verilen bir baska P/, (t) formiili

P (t) =k(P.y () - P, (®) (4.44)

elde edilir.
Lemma 4.2 (4.38) denklemi ile verilen n+1 kontrol noktasina sahip n.dereceden
algoritmik Bézier egrisinin ikinci tlrevi

PO’,'n (t) = n(n _1) [( Pz,nfz (t) - Pl,n—z (t)) - ( Pl,n—z (t) - Po,nfz (t)):l (4-45)

ile verilir.

ispat (P, (t))'=P,,(t)=P"(t) olmasindan ve (4.41), (4.44) esitliklerinin

kullaniimasiyla,

(P ®) = (R =P ()
=n(R,. ()P, ()
=n((n=D) (P, (=P o (1) = (=D (P, () =Py, , (1))
=n(N-D(P, 1) = Po o) = (P, o (1) =Py, o (1))]

ikinci turevi elde edilir. o
Sonug 4.7 (4.40) ve (4.45) esitlikleri kullanilarak

Fon () =n(n=D{A-(R, (1) = R, (1) = (R1s (1) = Ky s ()]

(4.46)
+ t[( P3,n—3 (t) - Pz,nf3 (t)) - (P2,n—3 (t) - Pl,n—a‘ (t))]}

elde edilir.

Lemma 4.3 (4.38) denklemi ile verilen n+1 kontrol noktasina sahip n.dereceden

algoritmik Bézier egrisinin Uglnci tlrevi
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Fon () =P"(1)

(4.47)
= (=2 =2)[ (P s® = Prs ) =2(Pr s = Pya )+ (Prs (= Ry 1)) |

ile verilir.
ispat (4.44) ve (4.45) esitlikleri yardimiyla
R (1) =P"(t)
={n(n-D[(R,, () - P, (1) = (R, (t) - R, ()]}
=n(n=DI(R;,, () - R\ () — (B, () = Ry, (1))]
= n(n _1)(n - 2)[( Pz,nfs (t) - Pz,nfs (t)) - 2(F)z,nfs (t) - Fi,nfs (t)) + (RL,n—S (t) - I:)o,nfz (t))]
elde edilir. o

Lemma 4.4 P/ (t) ve P/ (t) vektdrlerinin vektérel carpimi

R xR, @) =n*(n—2{(R, . = Pon o) X (P — B2)} (4.48)

ile verilir.

Ispat (4.42) ve (4.45) esitlikleri kullanilarak,

R )% Py ) =n{@L-1)(R,,®) =Py, ®) +t (P, O =P, (1)}
(=D (P20~ P s )~ (P2 (0= Py 0) ]}
=1* (=D {(P, O =Py, ®)x(P )~ P, , ()]

elde edilir. o

Sonug 4.8 (4.48) ile verilen vektorel carpim, (4.40) esitligi kullanilarak

P'®)xP"(t) =n*(n=1){(P, (1) =Py, (1) x (P, () - P, )}
=n*(n— 1){(1 ) (B s (V) =Py s () +t(Py s =P, (1)
X(1=) (P, =P s () +(Py 5 (1) = Py0 5 (1)}
=’ (=)A= [(Rrs ) =P s )% (P s~ Rs®) ]
+ A= (R 5 (0 =Py )% (P s =By 5 (1) ]
H2[(Pyps ()= Py s ()% (P s =Py s (t))]}

(4.49)
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seklinde elde edilir.

Sonug 4.9 (4.47) ve (4.49) esitlikleri kullanilarak
(P (t)xP"(1),P"(t)) = N{(Pirs = Pons)X(Pons—Prns ) (Prns—Pons))  (4.50)

elde edilir. Burada, N =n*(n—1)*(n-2) dir.

4.5.1 E® Oklid Uzayinda n. dereceden Bézier Egrileri icin Algoritma Metodu ve Bu

Metod Yardimiyla Bézier Egrisinin Serret-Frenet Elemanlari

Bu bolimde, (4.37)-(4.50) esitlikleri ve ara noktalar yardimiyla Bézier egrisinin Serret-

Frenet elemanlari tekrar elde edilecektir.

Teorem 4.4 (4.37) ile verilen P, (t) ara noktalari kullanilarak, (4.38) denklemine sahip
by, b;,...,b, kontrol noktasina sahip n.dereceden birim hizli olmayan P, (t) algoritmik

Bézier egrisinin Vt €[0,1] icin T birim teget vektor alani

Pl,n—l (t) - PO,n—l (t)

T(t) = 4.51
( ) ||Pl,n—1 (t) - PO,n—l (t)” ( )

veya

T (t) _ (l_ t) ( Pl,n—z (t) - PO,n—Z (t)) +1 ( P2,n—2 (t) - Pl,n—z (t)) (452)
[P o® =Py o)+ (PO =R, )]

gecerlidir. B birim binormal vektor alani

B(t) = (Pl,n—z (t)- PO,n—Z (1)) x (Pz,n—z t) - I:)1,n-2 1) (4.53)
(P2 =Py o )% (P, () =R, ()

gecerlidir. N birim asal normal vektoér alani

N () = {(P1,n-2 (t)- Po,n—z (1)) x (Pz,n—z t) - Pl,n—z (t))}x{Pl,n—1 (t)- PO,n—l (9)3 (4.54)
KR o) =Py o (0) % (P 0 = P, ()IAR,, () =Py s (O]

veya
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{(Pr o =Py ()% (P (=P )< {01 (P, ) =P, (1) + (P, () =Py, ()} (4.55)
{(Poa® =P o) (P2 =R )} < {A=1) (R O = P 0) 4Py o (0 - R 0)}]

N(t):‘

gecerlidir. x egriligi

=1 (P o =Py o )% (P, () =R, (1))

x(t) = . (4.56)
n [P ® =Py )

veya

e "7 [P =Py ()% (P, (©) = Py ()] 3 .57
N @A-1)(P, (O =Py, 1)+ (P, ()R, . (1))

gecerlidir. 7 burulmasi

T(t) _ n-2 <(P1,n—3 (t) r I:)O,n—3 (t)) X (Pz,n—3 (t) r I:)1,n—3 (t))! (P3,n—3 (t) _2 Pz,n—3 (t))> (458)
n (P2 =Py o )X (P, () =R, ()

veya

7(t) = n-2 <(Pl,n—3 (t)- Po,nfs 1) (Pz,nfs t)- Pl,n—s ®), (PS,n—S (t)- PZ,”*3 (t))> (4.59)
n ’(<1—t>(a,n_3 ()~ Py s (0) +(Py o (®) — P ()} )‘ '

X{(l_t)(Pz,n—s t)- Pos (1) + t(Ps,n—s (t)- Pons ()

gecerlidir.

Ispat Teorem 4.4’deki esitlikler, birim hizli olmayan egriler icin verilen Serret-Frenet

catisi, egrilik, burulma formiilleri ve (4.37)-(4.50) esitlikleri kullanilarak elde edilir.o

Sonug¢ 4.10 Teorem 4.3 ile Teorem 4.4’Gn sonuglari aynidir. Clinki (4.37) ve (4.38)
denklemleri arasindaki iliskiden yararlanilarak her iki teoremde verilen denklemler

arasinda gecis saglanir.
Ornek 4.3 Kibik Bézier egrisi icin b, =(10,1), b,=(2,3,2), b,=(5,4,2) ve
b, = (2,1,3) € E® kontrol noktalari verilsin. Bu kiibik Bézier egrisini kullanarak, Teorem

4.3 ile Teorem 4.4 sonuglarinin ayni oldugunu gercekleyiniz.
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Coziim (4.37), (4.38) denklemlerini ve Bernstein polinomu tanimi kullanilarak, verilen

kiibik Bézier egrisi denklemi
Pya(t) = (A-1)° +6t(1—t)* +15t*(1—t) + 2t°,9t(1—t)* +12t*(1—t) +t°, (1-t)* + 6t (1—t)* + 6t (1—t) + 3t°)

seklinde bulunur (Sekil 4.4).

Sekil 4.5 E® uzayinda Kibik Bézier egrisi

Teorem 4.4’de n =3 vyazilarak, algoritmik Bézier egrisi icin {T, N, B,K,z'} Serret-Frenet

elemanlari, Vt €[0,1] igin

P1,2 (t) - Po,z (t)

! (t) ) ||P12 (t) - Po,z (t)”
B(t) = (P11 (t)- P0,1 (1)) x (Pz,l t)- I:)1,1 (1)
|(PL(®) =Py, () x (P, ()P, (1)
N(t) = {(Pll (t)- Po,l (1)) x (P2,1(t) - I:)1,1 (t))}x{PlZ (t) - Po,z ()}
K(PL () =P ) x (P1 (1) — P )P, (6) — P, )}
] (GHORLAOLIGRORLHO)

3 ||P12 (t)_ F’o,z(t)”3

142



-t ((PLo®) = Poo )% (P (1) = Po (), (Poo () =Py (1))

3 [P~ Py, () % (P, () - PO

seklinde elde edilir.

(4.37) denklemi kullanilarak

P,(t)—P,,(t) = @-t)*A'h, + 2t(1-t)A'b, +t°A"D,
P.(t)— Py, (t) = @—t)A™b, +tA™D,

P, (t)— P, (t) = @—t)A™, +tA'D,
Po(t)—Po(t)=b,~Db, = A'b,

P,o(t)—Po(t) =b, —b, = Ay

Po(t) =Py, (t) = b, —b, = A’y

esitlikleri elde edilir. Boylece,

Tt = 1-t)°A'b, +2t(1-t)A'D +t°A'h,  (-8t® +4t+1,-2t° —4t+3,1-2t+2t%)
|@—1)? A%, + 2@ t)A', + AT, | [(-8t° +4t+1,-2t* — 4t +3,1- 2t + 2t°)

1-1)*(A'b, x A'b) +t@L-t)(A'b, x A'b,) +t*(A'b, x A™h,)
|@—1)? (A, x Ay + t(L—t)(A'Dy x A'D, ) +* (A", x A'b, )|
(—6t? + 8t —1,4t> —10t + 3, -20t* + 22t —8)
|(~6t7 + 8t —1,4t* ~10t + 3, ~20t" + 22t -8)|

B(t) =

N(t) = B(t)xT (t)
_(32t* +64t° —142t% +114t — 27,172t* — 284t° +156t> — 20t — 7, 20t* — 72t° + 36t — 28t + 6)
H(—8t2 +At+1, -2t — 4t +3,1—2t+2t2)HH(—6t2 +8t—1,4t2 —10t +3,-20t? + 22t—8)”

2 (-6t +8t—1,4t* ~10t +3,-20t" + 22t - 8)|

K(t)=3 2 2 2\|I°
|(-8t7 +4t+1, -2t — 4t + 3,12t + 2t°)|

<Alb0 x Alblv Alb2>
|6t +8t~1,4t> ~10t + 3,20t + 22t -8
14
|6t +8t~1,4t> ~10t + 3,20t + 22t -8

() =

Wl Wk
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bulunur.

Simdi, Teorem 4.3’de n =3 yazilarak, algoritmik Bézier egrisi igin {T, N, B,K‘,T} Serret-

Frenet elemanlar, Vt €[0,1] igin

3 B, (A’
T() =15

12 (DA™,

ii B,,(1)B;,(t)(A'h, x A’D))

B(t) = iz jl
2. 2B, (0B;, (1A', x A%,
ZZ: Zl‘, Zz: B.,(1)B; () B, , (t)(A'b, x A%b; ) x Ab,
N (t) |:20 jIO kZO
z Z Z B, (t) Bj,l(t) By » (t)(Albi x Azbj ) x Ab,
[S58.08,
K(t) = =0 1=0 .
i,z(t)Albi
1 i i i Bi,z t) Bj,l(t) Bk,o (t)<A1bi X Azbj , A3bk N
rt)== i=0 j=0 K :
3

Zzlzll B, () |3j,1('[)(Albi X Azbj)

i=0 j=0

seklinde elde edilir.

Ayrica, (4.21) denkleminde n =2 yazilarak,

2
2B (DA™, = (1-1)" A%, + 2t(1-t)A'D, + A,

i=0

= (—8t? + 4t +1,—2t* — 4t + 3,1 2t + 2t?)
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elde edilir. Buradan

ZZ: _1 B, (1)B;, (t)(A'h, x A%D;) = (1— 2t +t?)(A'h, x A'hy) + (t—t?)(A'h, x A'h,) +t% (A, x A'h,)

= (-6t* +8t —1,4t* —10t + 3,-20t* + 22t —8)

elde edilir. Boylece

(-8t* +4t+1,-2t* — 4t +3,1- 2t + 2t%)
|(-8t> + 4t +1,-2t* -4t +3,1-2t + 2%) |’

T(t)=

(-6t +8t —1,4t* —10t + 3,—20t* + 22t - 8)
|(~6t” +8t 1,4t —10t +3,-20t" + 22t -8)|

B(t) :|

N(t) = B(t) T (t)
(32t + 641> —142t +114t — 27,172t — 284t° + 156t — 20t — 7, 20t* — 72t° + 36t — 28t +6)
|(-8t> + 4t +1,—2t* — 4t +3,1- 2t + 2t%)| | (6t* + 8t —1, 4t* ~10t + 3,~20t° + 22t -8)|

2 |(-6t* +8t -1 4t* ~10t +3,~20t" + 22t -8)||

x(t) = 2 2 AP
3 (-8t +4t+1,-2t* —4t+3,1-2t+ 2t°)|
1 ~14

r®=3 2 2 2 2
3 (-6t* +8t 1, 4t* ~10t +3,~20t" + 22t - 8)|

elde edilir.

Boylece, Ornek 4.3'de verilen kiibik Bézier egrisi icin Teorem 4.3 ile Teorem 4.4’ln

sonuglarinin ayni oldugu goralir.
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BOLUM 5

SONUC VE ONERILER

Bézier egrileri, ¢ogunlukla BDT alaninda kullanilir ve tasarim agisindan avantajhdir.

Tezimizde, bu egrileri diferansiyel geometri acisindan ele aldik. Bir egrinin temel

elemanlari olan Serret-Frenet elemanlarini, Bézier egrisi icin  E? Oklid dizlemive E®
Oklid uzayinda ele aldik. Literatiirde bu elemanlar, uzaysal Bézier egrileri icin sadece

uc¢ noktalar; baslangic ve bitis noktasinda ele alinmistir. Biz ise bu elemanlari, bu
egriler igin E® Oklid dizleminde her t<[0,1] parametresinde ve ug noktalarda
hesapladik. Ek olarak, bu elemanlari E* Oklid uzayinda her t €[0,1] parametresi icin

hesapladik.

Dahasi, ara noktalari ele alan algoritmik Bézier egrisinin tanimi verilerek E® Oklid
dizlemi ve E® Oklid uzayinda, her t €[0,1] parametresi igin bu elemanlari tekrar ele

aldik. Algoritma ile yapilan hesaplamalarda, tiirev hesabi daha az zaman kaybina sebep
olur ve daha kararli bir yapi olusturur. Kararhlik ve zaman, egri ve ylizey tasariminda

onemlidir. Sonuc olarak, algoritma kullanilarak yapilan hesaplamalar daha avantajlidir.

E? Oklid duzleminde ve E® Oklid uzayinda ele alinan bu elemanlari, yine birim hizli
olmayan Bézier egrileri icin E* Oklid uzayinda bulma da acik bir problemdir.

Devaminda da, yine bu elemanlari, algoritma tanimi verilen Bézier egrisi icin E* Oklid

uzayinda ele almak ikinci bir acik problem olarak distintlebilir.
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