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OZET

STOKASTiK DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN SAYISAL COZUMLERI
Giilsen ORUCOVA BUYUKOZ

Matematik Anabilim Dali

Doktora Tezi
Tez Danismani: Prof. Dr. Mustafa BAYRAM

Bu tez calismasinda stokastik diferansiyel denklemlerin (SDD) tirleri tanimlanarak
analitik (kesin) ve numerik ¢6ziim yontemlerine ¢alisilmistir. Tez yedi bdlimden
olusmaktadir.

Birinci béliimde SDD ile ilgili literatiir 6zeti, tezin amaci ve hipotez verilmistir.

ikinci bélimde tezde kullanilacak olan temel kavramlardan, tanimlardan bahsedilmis
ve deterministik diferansiyel denklemlerden SDD’e gegis anlatiimistir.

Uglincli bélimde SDD’in genel hali tanitilarak ¢éziimleri icin varlik teklik sartlari
verilmistir. Lineer, lineere indirgenebilir SDD ve stokastik diferansiyel denklem
sistemleri (SDDS), bu denklemlerin analitik c¢6zimlerinin elde edilisinden
bahsedilmistir.

Dordincl bolimde Ito Taylor agilimi ve bu acilimdan EM, Milstein semalarinin elde
edilisi verilmistir. Yaklasik ¢ozimler bulmamiza yardimci olacak diger nimerik
metodlarin semalari Gzerinde durulmustur.

Besinci bolimde ise gecikmeli stokastik diferansiyel denklemler (GSDD) tanitiimis ve
gecikmeli lineer stokastik diferansiyel denklemlerden (GLSDD) bahsedilmistir. Bu
denklemlerin analitik ¢ozliminiin elde edilisi verilmistir.

Altinci bolim uygulamalardan olusmaktadir. Bélimin ilk uygulamasinda 10000 vyol
Gzerinden lineer olmayan SDD’in analitik ve nimerik ¢c6zimu elde edilerek ortalamasi
alinmistir. Bu ortalama ¢6zim, 50 6rneklem yol Gzerinden bulunan ¢ézimlerle ayni

Xi



grafikte cizilmistir. Farkli adim uzunluklari icin modelin analitik ve nimerik ¢éztimleri
MATLAB programlama dilinde yazmis oldugumuz kodlar yardimiyla hesaplanmistir.
Cozumlerin ortalama karesel hata tablosu, hata grafikleri verilmistir. Bunun disinda
lineer SDD’e indirgenebilir, SDDS, Stratonovich SDD’i ile ilgili birer problem analitik ve
niimerik olarak ¢6zlilmustiir. Son olarak gecikmeli lineer stokastik diferansiyel denklem
modeli analitik ve nimerik olarak hesaplanmistir. Batlin ¢ozimler grafiklerle ve hata
tablolariyla desteklenmis ve yorumlanmustir.

Yedinci bélimde ise bu ¢alismadan ¢ikan sonuglar 6zetlenmistir.

Anahtar Kelimeler: Stokastik diferansiyel denklemler, lineer olmayan stokastik
diferansiyel denklemler, gecikmeli stokastik diferansiyel denklemler, sayisal ¢déziimler,
orneklem yol.

YILDIZ TEKNiK UNIVERSITESI FEN BiLIMLERi ENSTITUSU
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ABSTRACT

NUMERICAL SOLUTIONS OF STOCHASTIC DIFFERENTIAL EQUATIONS

Giilsen ORUCOVA BUYUKOZ

Department of Mathematics

PhD Thesis

Adviser: Prof. Dr. Mustafa BAYRAM

In this thesis, the types of stochastic differential equations are defined and analytical
(exact) and numerical solution methods are studied. The thesis consists of seven
chapters.

In the first chapter, the literature summary, the purpose and the hypothesis of the
thesis are given.

In the second chapter, the basic concepts, definitions and the transition from
deterministic differential equations to stochastic differential equations are explained.

In the third chapter, the general form of stochastic differential equations is introduced
and the existence, uniqueness conditions for their solutions are given. Linear,
reducible stochastic differential equations, systems of stochastic differential equations
and their analytical solutions are mentioned.

In the fourth chapter, Ito Taylor expansion is given and EM, Milstein schemes are
obtained from this expansion. Schemes of other numerical methods are given.

In the fifth chapter, delayed stochastic differential equations are introduced and
delayed linear stochastic differential equations are mentioned. The analytical solutions
of these equations are given.

The sixth chapter consists of applications. In the first application of the chapter,
analytical and numerical solutions of non-linear stochastic differential equations are
obtained over 10000 sample paths and averaged. This average solution is plotted in

Xiii



the same graph as the solutions found over 50 sample paths. The analytical and
numerical solutions of the model for different step size are calculated by using the
codes written in MATLAB programming language. Mean square error table and error
graphs of the solutions are given. In addition, reducible stochastic differential
equations, problems related to Stratonovich system of stochastic differential equations
are solved analytically and numerically. Finally, the model of the delayed linear
stochastic differential equation is calculated analytically and numerically. All solutions
are supported and interpreted with graphs and error tables.

In the seventh chapter, the results of this study are summarized.

Keywords: Stochastic differential equations, non-linear stochastic differential
equations, delayed stochastic differential equations, numerical solutions, sample path.

YILDIZ TECHNICAL UNIVERSITY
GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES
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BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Bircok bilim alaninda sistemleri modellerken adi diferansiyel denklemlere ihtiyac
duyulmustur. Ancak bu modellerde dis etkenlerin rassalligi veya parametrelerin
degiskenligi cogu zaman goz ardi edilmistir. Eger adi diferansiyel denklemlere rassallig
gosteren terim eklenirse SDD’in elde edildigi bulunmustur. Bu rassalligi ilk olarak 1827
yilinda Robert Brown gozlemlemistir. Bu sebeple bu terime Brown hareketi denilmistir.
Brown hareketi tanimi geregi diferansiyellenemez oldugundan SDD’in integral hali
calisiimigtir. SDD’in analitik ¢6zimi normal analiz yontemleriyle bulunamamistir. Japon
matematikgi Kyoshi Ito 1951 yilinda “lIto lemmasini” tanimlayarak stokastik analize
blyldk bir katki saglamistir. Bu lemma ile birgcok SDD’in analitik ¢6zimi
bulunabilmektedir. 1966’da Rus fizik¢i Ruslan Stratonovich Ito stokastik integralini
modifiye ederek Stratonovich integralini tanimlamistir. Bu iki integral arasindaki iliski
sayesinde Ito SDD’i ve Stratonovich SDD’i birbirine donistiurilerek analitik ¢6zim
bulunabilmektedir. SDD hisse senedi, poplilasyon blylimesi gibi modellerde karsimiza
cikarken Stratonovich stokastik analizi dinamik sistemlerde ve parcacik hareketini
modellerken fizik, miihendislik alanlarinda karsimiza cikar. 1978’de Boyce rassal adi
diferansiyel denklemler icin niimerik metod gelistirmistir [1]. Ancak bu metodun SDD’e
uygulanisi denklemin katsayilarina bagh olarak degistiginden kullanish olmamistir.
[2]’de Kushner zaman ve degiskenleri diskretleyerek vyaklasik ¢o6zim bulmayi
amaclamistir. Kullandigi dontisiim matrisleri ¢ok boyutlu oldugundan hesaplamalar
ugrastirict olmustur. Daha sonra SDD’i ¢ozerken kullanilan 6rneklem vyollarin

similasyonu bilgisayarda hesaplanmistir. Similasyonlarla ilgili ilk calismalar [3], [4],



[5]'de arastiriimistir. Boylece SDD birgok alanda etkili ve genis uygulamalara sahip
olmustur. [6] calismasinda lineer olmayan stokastik diferansiyel denklemlerin analitik
¢6zUmuU Uzerine uygulamalar yapilmigtir. [7]’de Yoshihiro Saito ve Taketomo Mitsui
analitik ¢6zimin yerine reellestirilmis analitik ¢d6zim adi verdikleri seri toplami

kullanmiglardir.

Adi diferansiyel denklemlerde analitik ¢6zimiin bulunmasi zor oldugunda veya analitik
¢O6ziim bulunamadiginda niimerik metodlara basvurulmustur. Bu niimerik metodlarin
¢ogu Taylor seri acilimindan elde edilmistir. Benzer olarak SDD icin kullanilan niimerik
metodlar da Ito Taylor agihmina dayanmaktadir. [8]'de Ito Taylor agilimi ve nimerik
metodlarin elde edilisinden ayrintili olarak bahsedilmistir. [9]'da Euler Maruyama veya
EM metodu olarak bilinen metodun Ito Taylor acilimindan elde edilisi verilmistir.
Grigori N. Milstein ise Ito Taylor agilimini ikinci basamaktan keserek Milstein metodunu
elde etmistir [10]. Ito Taylor agilimini yine farkli basamaklardan keserek 3/2.
mertebeden Taylor semasi, 2. mertebeden Taylor semasi gibi nimerik metodlar elde
edilmistir [8]. SDD i¢in Runge Kutta metodu 1987’de Chang, C. C. tarafindan ¢alisiimistir
[11]. Daha sonrasinda Burrage, P. M. 1999°'da tez calismasinda SDD icin 4. mertebeden
Runge-Kutta metodunu elde etmistir [12]. [13]'de lineer SDD icin Monte Carlo
metodundan bahsedilmistir. Higham [14] calismasinda EM ve Milstein metodlarinin
yakinsakligini incelemistir. [15]'de ise Higham ve Mao yerel Lipschitz sartlari altinda
SDD’in EM ve Milstein yaklasik ¢éziimlerinin kuvvetli yakinsakhgini arastirmislardir.
[16]'da Mao [15]'deki calismayi gelistirerek kesik EM metodunu elde etmistir. [17]'de
EM ve Milstein metodlari dizenlenerek parcali adim metodlari elde edilmistir.
Riemelin [18])'de SDD igin Heun metodunu vermistir. SDD’in ¢6zim{iinlin varhg tekligi
ile ilgili sartlar ve teoremler [19], [20], [21], [22], [23]'de ayrintili olarak verilmistir.

[24]’de SDD icin tahmin yontemleri verilmistir.

Stokastik osilatorler beyaz guriltiide ekstra dizensizlik oldugu durumlari modellemek
icin kullanilir. [21], [25]’de stokastik osilatorlerin analitik ¢c6ziim, [26], [27], [28]'de ise
yaklasik ¢6zimu incelenmistir. Stratonovich SDD sistemi olan Kubo osilatori niikleer
manyetik resonans, molekiler spektroskopi alanlarinda karsimiza c¢ikmaktadir. [29],
[30]'da Kubo osilatorii test denklemi olarak kullanilmis, EM ve orta nokta metodu ile

yaklasik ¢oziimleri elde edilmistir.



GUnlik hayatimizda gecikme her zaman karsimiza ¢ikmaktadir. Fiziksel bir sisteme
disardan etkide bulunuldugunda tepkinin olusmasi icin kisa da olsa bir siireye ihtiyag
vardir. Benzer sekilde biyolojik sistemlerde canlinin disardan yapilan etkilere verdigi
tepki icin bir siire gerekmektedir. ilag tedavisi géren bir hastanin ilaci alir almaz
iyilesmedigi tedaviye bir siire sonra cevap vermesi de gecikmeye ornektir. Bir elektrik
devresini calistirmak icin digmeye bastigimizdan ¢ok kisa bir siire sonra devrenin
calismasi da yine gecikme ornegidir. Gercekci bir model kurmak icin sistemtemdeki
gecikmelerin modele yansitiimasi gerekmektedir. Bu durumda gecikmeli stokastik
diferansiyel denklemlere (GSDD) ihtiya¢ dogmaktadir. GSDD’in biyoloji ve genetik
uygulamalarina [31], [32], [33], [34], finans uygulamalarina [35], [36] ve sinir aglariyla
ilgili uygulamalarina [21], [37]'dan ulasilabilir. Gecikmeli stokastik diferansiyel
denklemlerinin ¢6zimi icin varlik teklik sartlari X. Mao’nun [21] kitabinda etrafli olarak
verilmektedir. Ayrica GSDD’in Milstein metodu icin nimerik uygulamalari [38], [39]'de
incelenmistir. [40]'da GSDD’in ¢ok adim EM yaklagimi verilmistir. [41]’da GSDD igin

Taylor metodlari anlatiimistir.

1.2 Tezin Amaci

Bu calismada stokastik diferansiyel denklem cesitleri tanitilarak, bu denklemler icin
analitik ve nimerik ¢6zim ydntemleri verilecektir. Lineer, lineer olmayan stokastik
diferansiyel denklem modelinin analitik ve nimerik ¢ozliimleri elde edilerek, hata
tablolari ve grafiklerle ¢o6ziimler yorumlanacaktir. Ayrica Stratonovich SDD’inden
bahsedilerek uygulama olarak Kubo osilatoriiniin analitik ve nimerik ¢ézlimleri grafik
ve hata tablosu yardimiyla incelenecektir. Son olarak gecikmeli lineer stokastik

diferansiyel nimerik olarak ¢ozilecektir.

Tezin amaci analitik ve nimerik ¢dzimler arasinda hatalari incelemek, yorumlamak,

coklu yol Gizerinden lineer olmayan SDD ¢6zmektir.

1.3 Hipotez

Stokastik diferansiyel denklemlerin niimerik ¢6ziimleri genelde tek bir 6érneklem vyol
Uzerinden hesaplanmaktadir. Oysa olasilik uzayinda bircok o6rneklem yol oldugu

bilinmektedir. Bu calismada lineer olmayan stokastik diferansiyel denklem modeli
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10000 yol Uzerinden EM ve Milstein metodlari ve MATLAB programi yardimiyla
¢Ozllecektir. Ayrica Ito analizi kullanilarak analitik ¢6zim bulunacaktir. Daha sonra
farkli adim uzunluklari icin bu ¢6ziimlerin karesel ortalama hatasi hesaplanacaktir. Elde
edilen cizelgeler ve grafiklerle ¢ézimler yorumlanacaktir. Lineere indirgenebilir SDD
analitik ve nimerik olarak ¢ozlilecektir. Bu ¢dziimlerden ortalama mutlak hata gizelgesi
elde edilecektir. Bunun disinda stokastik diferansiyel denklem sisteminin ¢ozimleri
analitik ve nimerik olarak hesaplanacaktir. Ayrica literatiirde sik olarak kullanilan Kubo
osilatéru Milstein ve ikinci mertebeden basitlestirilmis Taylor semasi ile nimerik olarak
cozulecektir. Son olarak gecikmeli lineer stokastik diferansiyel denklem ile ilgili bir

uygulama verilecek, grafik ve hata tablosu ile ¢6zim yorumlanacaktir.



BOLUM 2

TEMEL KAVRAMLAR VE TANIMLAR

Cozumleri stokastik suire¢ olan stokastik diferansiyel denklemler olasilik uzay Gzerinde
tanimlandigindan bu bélimde olasilikla ilgili kavramlar, stokastik stireglerle ilgili 5nemli

tanim ve oOzelliklerden bahsedilecektir.

2.1 Olasilik Teorisi

Olasilik, bir olayin olmasinin veya olmamasinin matematiksel degeridir. Olasiligin
gecmisi 17. ylzyila kadar gitmektedir. Olasilik tarihi Pascal ile Fermat arasinda 1654’de

yapilan mektuplasmanin icerigine dayanmaktadir. Olasilik,
P : {olaylar kiimesi} —[0,1]

biciminde bir kiime fonksiyonudur. Bu fonksiyonun tanim kiimesi, deneyin bitiin

olaylarindan olusan kiime, deger kiimesi ise [0,1] arahgidir [42]. Fonksiyonun yapisi

1933 yilinda Rus matematik¢i A. N. Kolmogorov tarafindan ortaya atilan aksiyomlarla

sekillenmistir. Bu aksiyomlardan bahsetmeden 6nce bazi notasyonlari verelim.

~

Tanim 2.1 Q verilen 6rnek uzay, J ise Q’nin alt kiimelerinin ailesi olmak lzere

1. Je3

2. A3 iken A°e3

3. A,A,..eJiken [ JA €3
i=1

kosullari saglaniyorsa, 3 kimeler ailesine Q Uzerinde o -cebiridir denir [20].
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Tanim 2.2 Q verilen 6rnek uzay, 3 ise Q (zerinde o -cebiri olsun. O halde (Q,S)

~

ikilisine ol¢ilebilir uzay, 3 kimeler ailesindeki herbir kiimeye él¢iilebilir kiime denir

[20].

Tanim 2.3 (Q, J) olgilebilir uzayr olsun. Bu uzayda verilen P:J—[0,1] fonksiyonu

1. P(2)=0, P(Q)=1

2. A,A,,...e T ve {A} ] kiimeleri kendi aralarinda ayrik iken P[OAJ:EP(A)

i=1 i=1

~

sartlarini sagliyorsa P fonksiyonuna olasilik él¢iisii denir. (Q, 3, P) Uglusiine olasilik

uzayi denir [22].

Tanim 2.4 Q 6rnek uzayinin alt kimelerinin ailesi U olsun.

H, =("){H :H,Q'nm o —cebiridir,U < H }

kimesine U ailesini kapsayan en kii¢iik o -cebiri denir. H, kimesine U ailesi

tarafindan lretilen o -cebiri de denir [20].
Tanim 2.5 U ailesi, Q topolojik uzayinin (6rnegin Q=R") tiim acik alt kiimeleri ailesi
ise

B=H, =[){H :H,Q'nino —cebiridir,U c H }
kiimesine Borel o -cebiri denir ve B € B elamanlarina Borel kiimesi denir [42].

2.1.1  Olasilik Aksiyomlari

Verilen bir deneyin 6rnek uzayr Q olsun. O halde ©Q uzayindaki bir A olayinin P(A)

olasiligiyla ilgili asagidaki aksiyomlar vardir:

Al. P(A)>0

A2. P(Q)=1



A3. A,A,,..e I ve {A} " kiimeleri kendiaralarinda ayrik iken P(OAJ:EP(A)

i=1

Tanim 2.6 X:Q—R" fonksiyonu icin VYUcR ack olmak (zere
X*l(U):{a)eQ:X(a))eU}eS ise X fonksiyonu 3 -él¢iilebilirdir denir. Burada

U < R Borel kiimeleri de alinabilir.

Tanim 2.7 (Q,S,P) tam olasilik uzayinda, 3J-6lgulebilir X :Q — R" fonksiyonuna

rassal degisken denir [20].

Tanim 2.8 X rassal bir degisken olmak tizere, X ’in alabilecegi degerlerin sayisi sonlu

veya sayilabilir ise X “e kesikli (diskret) rassal degisken denir.

Ornegin bir araba satis yerinde aylik veya haftalik araba satislarinin sayisi, bir futbol

takiminin maglarda oyundan oyuna kaydedilen gol sayisi kesikli rassal degiskendir.

Tanim 2.9 X rassal bir degisken olmak lizere, X bir ya da birden ¢ok aralikta her

degeri alabiliyorsa X e siirekli rasal degisken denir.

Belli bir bilesigin icindeki alkol ylizdesi gibi.

Tanim 2.10 X sayilabilir sayida X,X,,...,X,,... degerlerini f(x)=P(X=x),
i=12,..,n,... olasiliklari ile alan kesikli rassal degisken olsun. Asagidaki sartlari

saglayan f (X)'e X rassal degiskeninin olasilik fonksiyonu denir.

1. f(x)=0 tim x degerleri iin

Tanim 2.11 X rassal degiskeninin X’den kiicik ya da esit olma olasilig

F(x)=P(X<x)=> f(x)

ile bulunur ve F (X) 'e X rassal degiskeninin dagilim fonksiyonu denir.
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Tanim 2.12 X,(—oo,+oo) araliginda tanimlanan surekli rassal degisken olsun.
F(x)=P(X <x), —o<x<+wo seklinde tanimli F(x)'e X rassal degiskeninin

dagilim fonksiyonu denir.

F(x) fonksiyonu monoton aratan, sagdan sirekli ve lim F(x)=0, lim F(x)=1

X—>—0 X—>+0

sartlarini saglayan fonksiyondur.

Tanim 2.13 X, F(x) dagilim fonksiyonuna sahip siirekli rassal degisken olsun.
F(x)=P(X <x)= I- f(s)ds, —o<Xx<+oo sartini saglayan f(x) fonksiyonuna
X rassal degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu denir.

f (x) fonksiyonu asagidaki 6zelliklere sahiptir:

1. hemen hemen her noktada f (x)=F'(x) dir.

2. f(x)=0, —0<x<+0

3. Tf(x)dx=1.

2.1.2  Bir Rassal Degiskenin Beklenen Degeri
X kesikli rassal degisken ve f(x) X’in olasilik fonksiyonu olsun. X ’in beklenen
degeri

E(X)=xf(x)+%f(%)+. .+X,f (xn)+...:Zxi f (%)

seklinde tanimlanir. E(X) sayisina X rassal degiskeninin ortalamasi da denir.
pu=E(X) ile gosterilir. X bir boyutlu sirekli rassal degisken, f(x) X'in olasilik

yogunluk fonksiyonu olmak Gzere, X ’in beklenen degeri



seklinde tanimlanir.

2.1.3 Beklenen Degerin Ozellikleri

1. X =c bir sabit olmak iizere E(X)=E(c)=c
2. a ve b sabit olmak iizere E(aX +bY)=aE(X)+bE(Y)

3.Bagimsiz X, Y rassal degiskenleriicin E(XY)=E(X)E(Y) dir.

2.1.4  Bir Rassal Degiskenin Varyansi

X rassal degisken, ortalamasi (beklenen degeri) ise E(X ) = 4 olsun. X ’in varyansi
Var(X)=o? =E| (X -x) |

seklinde tanimlanir. X kesikli rassal degiskeninin varyansi

0

Var(X) =3 (% - u)" f(x)

i=1

ile hesaplanir. X sirekli rassal degisken ise varyansi

+00

Var(X)= I(X—,u)z f (x)dx

—00

seklinde bulunur.

X rassal degiskeninin standart sapmasi
o, =var(X) = [E| (X )]
ile tanimlanir.

2.1.5 Varyansin Ozellikleri

1. X =c bir sabit olmak tzere Var(X)=Var(c)=0

2. a ve b sabit olmak tizere Var (aX +b)=a2\/ar(x)



3.Bagimsiz X,Y rassal degiskenleriigin Var (X +Y)=Var(X)+Var(Y) dir.

2.2 Stokastik Analiz

Olasilikla ilgili bazi temel kavramlarin tanimini verdikten sonra bir model lizerinden
deterministik diferansiyel denklemlerden stokastik diferansiyel denklemlere gegisi ele

alalim.

Diferansiyel denklemlerin katsayilarindaki rassallik géz énine alinirsa, birgok problemin
matematiksel modellemesi gercege daha yakin olacaktir. [20], [21] ¢alismalarinda

verilen populasyon bliyime modeli olan

B _t (1)), s(0)=5,

dt

diferansiyel denklemi dikkate alinmistir. Burada t anindaki popiilasyon boyutu S(t), t
anindaki bagil biiydme orani f (t)’dir. f(t) fonksiyonunun agik olarak bilinmedigi

ancak bazi rassal dis etkenlere bagli oldugu diistinlildigiinde;
f(t)=r(t)+"guralta"

seklinde yazilmaktadir. Burada "gurultu™ teriminin davranigi tam olarak bilinmemekte

sadece olasilik dagihmi bilinmektedir. r(t) fonksiyonunun rassal olmadigi varsayilir ve
f (t) popilasyon blylime modelinde yerine yazilirsa

ds

P r(t)S(t)+"guralti"s(t)

elde edilir. integral formunda yazildiginda;
t

S(t)=5, +jr(u)8(u)du +jS(u)"gUrUItU"du

0

olur. Buradaki "gurultd" terimi ve S(u)"gurilti"du integrali nasil

[ ———

yorumlanmaktadir?
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Literatirde "gurdlti" teriminin matematiksel yorumu Brownian hareketinin (Wiener

dw (t
Sureci) turevi olarak yapilmaktadir ve d—t() ile gosterilmektedir. O halde

" gUriilti " dt = dw (t) ve

[ ——

t
S (u)"guraltii"du = [S (u)dW (u) olmaktadr.
0

Tanim 2.14 (Q, 3, P) olasilik uzayi olsun.

X:TxQ->R

donlstimiine stokastik siire¢ denir. teT, w e Q olmak lizere X (t, a)) stokastik slireci

iki degiskenli reel degerli bir fonksiyondur [22]. T genelde zaman olarak yorumlanan
parametre kiimesidir. Eger T bir aralik ise stokastik slirece siirekli zamanli stokastik

stireg, sayilabilir bir klime ise ayrik (kesikli) zamanli stokastik siire¢ denir.

Stokastik strece iki bakis agisi vardir:

1. Sabitlenmis bir t e T igin X, (a)) rassal degiskendir. Dolayisla {Xt(a))}teT kiimesine

t parametresine bagl rassal degiskenlerin ailesi olarak bakilabilir.

2. Diger bir yorum @ ’nin tespit edilmesi ile ortaya ¢ikar. Bu durumda Xt(a)), t

degiskenli bir fonksiyon olur. Bu fonksiyona sabit bir @ icin stokastik siirecin yériingesi

(trajectory path) denir.

Tanim 2.15 (Q,S,P) olasilik uzayinda tanimlanan t>0 olmak Uzere asagidaki

kosullari saglayan reel degerli stirece W (t) Wiener slreci denir [19].
1.W(0)=0

2. 0<s<t igin verilen W (t)—W (s) artimi, 0 beklenen degerli t—s varyansl normal

dagiima W (t)-W (s)~ N (0, t—s)=+t—s N (0,1) gibi denktir.

3.0<s<t<u<Vv<T igin W(t)-W(s) ve W(v)-W (u) artimlari bagimsizdir.
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Wiener siireci veya diger bir adiyla Brownian hareketi, sivida ylzen pargaciklarin rassal
hareketi olarak agiklanmaktadir. Bu rassal hareketleri inceleyen ilk bilim insani biyolog,
fizyolog ve kimyager Jan Ingenhousz’dur. Ancak Brownian hareketinin botanikgi Robert
Brown tarafindan bulundugu kabul edilmektedir. Brown, suda ylzen polen
parcaciklarini mikroskop altinda incelerken bu parcaciklarin rassal olarak hareket
ettigini fark etmistir. Hareketin sebebinin polenlerin canli olmasindan kaynaklandigini
varsaymistir. Brown, ayni incelemeyi toz parcaciklari Gzerinde gerceklestirmis ve ayni
rassal hareketin toz pargaciklarinda da meydana geldigini farkedince, polenlerin canli
olmadigi kanaatine varmistir. Ancak hareketin kaynagini belirleyememistir. Albert
Einstein rassal hareketin sebebinin mikroskop ile goremedigimiz c¢ok kicgulk
parcaciklarin bombardimani oldugunu kanitlamistir ve bu hareketi Robert Brown
anisina Brown Hareketi olarak tanimlamistir. Bu hareketin matematiksel modelinin
temelleri Albert Einstein ve Norbert Wiener tarafindan atildigindan Wiener sireci
olarak literatiire gegmistir. Bu model 1s1 transferi, borsa degisimleri gibi alanlarda da

kullaniimaktadir.

Wiener silrecinin  6nemli bir 06zelligi diferansiyelenemez olmasidir. Stokastik

diferansiyel denklemlerde sadece sembolik olarak dW(t) kullanilir. Bu sebeble
t
J.S(u)dW(u) integrali  analizden  bildigimiz  belirli  integraller  gibi
0

hesaplanamamaktadir. Bu integral ilk olarak 1949 yilinda Kiyoshi Ito tarafindan

tanimlanmistir ve /to integrali olarak bilinmektedir.

Tanim 2.16 (Q,S, P) olasilik uzayr olsun. 3 o -cebirinin artan alt o -sigma

~

cebirlerinin {3} _  ailesine filtrasyon denir (3, <3, =3I, Vt,s:0<t<s<w). Eger

3, :ﬂSs,Vt >0 oluyorsa filtrasyon sagdan stireklidir denir. Olasilik uzayl tam iken

s>t

~

filtrasyon sagdan surekli ve 3, tim P(A):O olan Ae 3 kumelerini iceriyor ise

filtrasyon uygun kosullari sagliyor denir.

Aksi belirtilmedikce (Q,S, P) tam olasik uzayinda uygun kosullari saglayan {St}tzo

filtrasyonu ile calisilacaktir.
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2.2.1 Stokastik integraller

a<t<b olmak uUzere stokastik sireglerin Hibert uzayi Hg,, rassal degiskenlerin

Hilbert uzayr Hy, ile gosterilirse

stokastik integralleri sirasiyla Hg, - Hp, ve Hg — Hg, seklinde doénugiimlerdir.
Cunkl ilk integralin degeri rassal degisken iken ikinci integralin degeri stokastik

sirectir. Hg,'da [O,T] araliginda verilen A fonksiyonunun normu

b 1/2
1Al :“E‘A(t)‘zdt] seklinde verilmistir. Stokastik integrallerin tanimi geregi A

a

stokastik streci asagidaki G¢ kosulu saglar [22]:

K1. A(a)eHg, dir. Buyiizden k; pozitif sabiti icin HA(a)HZRV = E‘A(a)‘2 <Kk,

2

K2. W, t,e[a,b] icin [A(L)-A(L)], =EJA(L)-A(t)] <k, ~t| olacak sekilde

RV =
K, pozitif sabiti vardir.
k3. [a,b] araliginda A tahmin edilemeyendir (nonanticipating).

Riemann integralinin yaklasik degerinin Riemann toplami olmasi gibi stokastik

integralin yaklasik degeri
AeHg, a=t <t <..<ty=b parcalanmasi, At=(b—a)/N adm uzunlugu,

1=0,1...,N i¢in t, =a+IiAt olmak tzere

seklindedir.
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2.2.2 Ito Stokastik integralleri

a<t<b igin

L(A) (1) =1 (A)(t @)= [A(s,0)dW (s, 0)

a
integralleri Ito stokastik integrallerdir. Bu integraller sirasiyla Hg, - H;, ve
Hsp = Hgp seklinde doénlsimlerdir ve A stokastik sireci K1, K2, K3 kogullarini

saglamaktadir.

b
AeH,, ve A yukandaki i¢ sarti sagladigi varsayilirsa IA(s)dW (s) Ito stokastik

, . (b-a "
integrali 5™ = a+|(— olmak iizere
m

lim A () (W (52 -w (5 1)

A i=0

b
L(A)=lim | A, (s)dW (s)=lim
seklinde tanimlanir ve Hy, 'de yakinsaktir [22].

2.2.3 Ito Stokastik integrallerinin Bazi Ozellikleri

A,0 e Hg, ve C sabit olmak Uzere Ito stokastik integrallerinin bazi 6zellikleri agagidaki

gibidir [21]:
) 1(A+8)=1(A)+1()
i) 1(cA)=cl(A)

iii) E(1(A))=0

iv) E\l(A)\zziE\l(A)\zds.

a
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Bu 6zellikler kullanilirsa A € H, ve A yukaridaki K1, K2, K3 sartlarini saglamak sartiyla

t
s™ = a+i [t—_aj olmak lizere IA(S)dW (s) Ito stokastik integrali
m

a

|(A)(t) = lim t A, (s)dW ()= rmi,\(sim)(w (s)-w (s)

a

seklinde tanimlanir ve H, "de yakinsaktir [22].

2.2.4 Stratonovich integrali

1966 da Rus fizikg¢i Ruslan Stratonovich Ito stokastik integralini diizenleyerek

Stratonovich integralini tanimlamistir. Ito stokastik integralinin taniminda verilen (2.1)

esitligine dikkat edilirse Si(m) — a+i[Ej alt araliklarin sol ug noktasidir. Eger (2.1)'de
m

(m) (m)
si + Si+l

alt araliklarin orta noktasina gore A[ j alinirsa Stratonovich integrali

karsimiza gikar [44] ve a<t <b olmak Uzere

jA(s)odW (s):#ﬂfz\(%}(w (s)-w (s™)) (2.2)

seklinde tanimlanir.
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BOLUM 3

STOKASTIK DIFERANSIYEL DENKLEMLER

Stokastik diferansiyel denklemler rassalligin kaynagina bagh olarak siniflandirihir.

Rassalligin baslangic degerinden kaynaklandigi stokastik diferansiyel denklemler Ito

analizi gerektirmeyen denklemlerdir. X(t) stokastik sireg, Y(a)) rassal degisken

olmak Uzere

diferansiyel denklemi rassal diferansiyel denklemdir. Bu denklem bildigimiz analiz
yontemleriyle ¢ozilur. Bu tiir denklemler radyoaktif madde bozunmasi, popilasyon

nifusu gibi baslangi¢ degerleri kesin bilinmeyen durumlarda kullanihr.

Rassallik sadece baslangi¢ sartindan degil, 6lciimlerdeki belirsizliklerden ve hatalardan

da kaynaklanabilir. Bu rassallik “beyaz giiriilti” (white noise) ile ifade edilirse t, >0

olmak Uizere

dX (t,w) = f (t, X (t,@))dt+g(t, X (t,w))dW (t,0), te[t,T] (3.1)

Ito stokastik diferansiyel denklemi ile karsilasilir. Burada f fonksiyonuna denklemin
yigilma (drift) katsayisi, g fonksiyonuna ise difiizyon katsayisi denir. (3.1) denkleminin

Ito integrali ile gosterimi;
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X (t,w)=X (to,a))+j f (s, X (s,@))ds +_t[g (5, X (5,0))dW (s,) (3.2)

)

seklindedir.

[45], [46] ¢alismalarinda gostermistir ki

X (t,w)=X (to,a))+j f (s X (s,a)))ds+jg(s, X (s,0))edW (s, )

to
Stratonovich integral denkleminin géziimi olan X (t) stokastik stireci

o9 (s, x)
OX

X (t, )= X (to,a))+j f (s, % (s,a)))ds+%j‘g(s, X (s,0)) ds

+j'g(s,x(s,a)))dw(s,a))

t
Ito stokastik integral denkleminin de ¢6zimuddr.

3.1 Stokastik Diferansiyel Denklemler igin Varlik-Teklik Teoremi

T>t,>0 olmak uzere te[to, T] icin (3.1) stokastik diferansiyel denklemi verilmis
olsun. Burada f:[t, T[xR">R", g:[t, T|xR" >R™™ &lciilebilir fonksiyonlari

asagidaki sartlari saglarsa (3.1) stokastik diferansiyel denkleminin t-strekli ¢6zimi var

ve tektir [21], [22], [23] denir.

i. (Lipschitz Sarti): Vx,y e R", Vt e[t T] icin
[f(tx)—f(t,y)<Mx-y]
l9(t.x)-g(ty)[<Mx-y|

olacak sekilde M > 0 sabiti vardir.

ii. (Lineer Biiyiime Sarti): vxeR", vt e[t,,T] icin

ki (t,x)‘2 < K(1+|x|2)
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la(t, x)‘2 <K (1+|x|2)

olacak sekilde bir K >0 sabiti vardir.

Burada || Oklid normudur.

3.2 Ito Formiilu

[t,,T] araliginda (3.1) stokastik diferansiyel denklemi verilsin ve F(t,x) ikinci

mertebeden siurekli kismi tirevlere sahip (plrlizsiz veya reguler) olsun.

Y(t,x)=F (t, X (t)) olmak tizere Ito formulii asagidaki gibidir (Kyoshi Ito 1951):

2
dY(t,X)ZFF(t,X) PPN ) I W il () ]dt
a s (1) 2 X=X (t) 2 OX X=X (t)
oF (t,x)
dw (t
+[9( o XX(J (t)

3.3 Lineer Stokastik Diferansiyel Denklemler

Lineer stokastik diferansiyel denklemlerin genel formu t € [to, T] olmak Uzere
dX (t)=(a, (t) X (t)+a,(t))dt+ (b, (t) X (t)+b,(t))dW, (3.3)

seklindedir [8]. Burada &,,a,,b,,b,, t degiskeninin belirli fonksiyonlari veya sabitlerdir.
(3.3) denkleminde a&,,a,,b,,b, sabit ise stokastik diferansiyel denklem otonomdur

denir. &, (t)=0 ve b, (t) =0 olursa verilen denklem
dX (t)=a,(t) X (t)dt+b (t) X (t)dW (t) (3.4)

homojen lineer stokastik diferansiyel denkleme donisir. (3.3) denkleminde bl(t)EO

oldugunda denklem

dX (t)=(a, (t) X (t)+a,(t))dt+h, (t)dw (t) (3.5)

18



olur ve kisith lineer (narrow-sense) stokastik diferansiyel denklem denir. (3.3)
denklemini analitik olarak ¢dézmek igin (3.4) homojen denkleminin ¢tc’t0 =1 kosulunu
saglayan ¢, temel (fundamental) ¢6zimiiniin bulunmasi gerekmektedir. Cunki
analitik ¢ozim temel ¢6ziim cinsinden ifade edilebilir. (3.5) SDD’i ele alinirsa bu

denklemden elde edilen homojen denklem (@, (t)=0 ve b, (t)=0durumu)

t
t, = exp(jai(S)dS]
tO
temel ¢6ziimii bulunur [6], [8]. Ito formiiliinde F(t,x) :(ﬁt}ix alinirsa;

d t_tl 1
dF(t,X)Zd(ﬂ}iX)Z %X +[a1(t)x+a2 (t)]ﬂjto‘x:x(

x=X(t)

)+O dt

t

+b, (t) 4, dW (t)

elde edilir.

dt dt

L, d [exp[jai(s)dsﬂ t
d(dr) g _ _ai(t)exp(—_[ ai(s)ds} = -a, (1)}

fo

oldugundan

d (e X (1) = 2 (D) X () +[ (1) X () +2, (t) g Jdt+b, (t) oW (t)
=8 (t)di, dt+b, (t) AW (1)
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denklemi elde edilir. Verilen denklemin integrali alinirsa

t t

BoX (1)=4" X (t)+ [a,(s) st ds+ [b, () gt dW (s)

t t

X(t)=4,, {QO}% X (t0)+j[a2 (s)¢:, ds +.t[b2 (s)¢, AW (s)}

f

bulunur. ¢t01t0:l baslangi¢c kosulu g6z onilinde bulundurulursa (3.5) denkleminin

¢6zimd

X(t)=d,, {X (to)+j‘a2 (s)¢:, ds +ij (s)g, dw (s)} (3.6)

%

seklindedir. Genel haliyle lineer stokastik diferansiyel denklemi ¢6zmek daha zordur.

Clinki (3.3) denkleminden elde edilen homojen denklem
dX (t)=a, (t) X (t)dt+b,(t) X (t)dW (t)

seklinde olup stokastik diferansiyel denklemdir. (3.5) denkleminin temel ¢6ziminin

d(ln¢mo):a1(t)dt denklemini sagladigi ipucu kullanilirsa (3.3) denkleminin temel

¢Ozimi ¢5t’t0 ve Ito formiliinde gecis fonksiyonu In(¢t,t0) alinirsa
a1 _ _
d(Ing,,) {ai(tm,m; —5 (O, ]dt+b1(t)<4,to¢t,édw (t)

elde edilir. Gerekli islemler yapilirsa,

d(|n¢mo):(ai(t)-%w(t)jdubl(t)dw (t)

¢, =1 oldugundan

t

g = [[a(5)- 350 Jos+ i s)aw

B, :exp[j(al(s)_%blz(s)jds+j'b1(s)dw(S)J (3.7)

f
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(3.3) denkleminin temel ¢6ziim olur. Yine Ito formuliinden;

(g2 ) = (-2, (1) b2 (1) -ty () 20w (1) 38)

elde edilir [8]. (3.8) esitligindeki d ((Iﬁ)) ve (3.3) denklemindeki dX (t) ayni W (t)’ye

baglidir. Bu iki denklemi sistem gibi diisiindr yani X' ( )=die ( )=X(t) alinir

ve Ito form{ll uygulanirsa,

d(ﬂféx(t)) [( a, (1) +b7 (1)) X (t)+a, (1) X (1) +a, (t) | dt
()b (1) X (1) +b, (1) :|¢tt0dt
[ t)de X (t)+(b.(t) X _l)JdW(t)
=(a(1)-b ()bz(t))¢(3dt+b ( )¢;3dW(t)

elde edilir [8]. ¢ , =1 oldugu kullanilirsa;

¢t,;X(t>=x<to>+j<az<s>—bl< )b, (s) ¢stds+fb ()62 0w (5)

X(t):ﬂ’to{x(t0)+j(a2(s)—q( )b, (s) ¢stds+jb ()4 dW (s )} (3.9)

¢O6zUmu bulunur.

3.4 Stokastik Diferansiyel Denklem Sistemleri

Stokastik diferansiyel denklem sistemlerinin genel hali asagidaki gibidir [8],[22],[23]:

dX (t)=f(t, X (t))dt+g(t, X (t))dW (), t[t,,T] (3.10)
Burada m ve d pozitif tam sayr olmak Wiener slreci m-boyutlu bir
W={W(t):t020} surectir ve bilesenleri W(l)(t),W(z)(t) ..... W(m)(t) birbirinden
bagimsiz skaler Wiener suregleridir. f fonksiyonu d -boyutlu f:[tO,T]de — R

vektor fonkisyonudur. g fonksiyonu ise g :[tO,T]xRd — R™™ seklinde d xm-matris

fonksiyonudur. (3.10) denklemini stokastik integral olarak
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t

X (t)=X (to)+j f(& X (5))d§+jg (&,X(£))dw (&) (3.11)

t

seklinde yazabiliriz. Bu durumda (3.11) denkleminin g’ncu bileseni g =1,2,...,d olmak
Uzere asagidaki gibi olur:

t

XW(t)= XD (t,)+ [ £9(& X (&))de+ ij g™ (& X (&))dw™ (&) (3.12)

t k=1,

Stokastik diferansiyel denklem sistemleri, vektor degerli durumlari tanimlarken ortaya
cikar. Ayrica bazi skaler stokastik denklemler (3.10) formunda olmadigindan bu forma

getirmek icin yeniden diizenlenir ve sistem halinde yazilir. Ornegin,
dy (t)=f (t,Y (t),W (t))dt+g(t,Y (t),W(t))dw (t)
seklinde verilen denklemi (3.10) formunda yazmaya calisalim.

X ® (t)=Y(t) ve X @ (t)=W (t) déniisimii yapilirsa verilen denklem

dX (t) =[f (t.X (t))}dn[g (X (t))]dw (t)

0 1

gibi 2-boyutlu SDDS'ne donismiis olur. Benzer sekilde f(t) beyaz glrulttli 2.

mertebeden
Vi()= (LY ()Y '(0) +9 (LY (1).Y (D))

diferansiyel denklemi X(l)(t):Y(t), X (t)=Y'(t) dénisimi yapilirsa 2-boyutlu

SDDS’i olarak

X(Z) (t) 0
> “):{f<t,x<t>>}’”£g<nx<t>>]dw ©

seklinde yazilir.
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3.4.1 Stokastik Diferansiyel Denklem Sistemleri igin Ito Formiilii

W[ty T]xR? — R diizgiin (regiiler) fonksiyon ve X (t), (3.10) denkleminin ¢éziimi
olmak Uzere Y(t)z‘P(t,X(t)) k -boyutlu stokastik siirectir. Bu siirecin her bir g
bileseni igin Ito formli g =1,2,...,k olmak lGizere asagidaki gibidir [21]:

(a)

a\P(q) d , a\{;(Q) 1 d m i . azT
v (1) S f“axm+zZZg“)9“”W
i=1 i,j=11=1 (313)
m d
(i.h)
+IZ_1:Z_1:9 dw " (t)

3.4.2 Lineer Stokastik Diferansiyel Denklem Sistemleri
d -boyutlu lineer stokastik diferansiyel denklem sistemlerinim genel formu asagidaki
gibidir:

~[F(1)X (1) ]dt+2[ t)+g"(t) |aw" (1) (3.14)

Burada F(t), G(l)(t),G(z)(t) ., G (t) dxd-boyutlu matris fonksiyon, f(t),
g® (t),g(z) (t)..., g™ (t) ise d- boyutlu vektdr fonksiyonlardir. G(')(t)'lerin timi
sifir ise (3.14) denklemine kisith lineer (narrow) durumundadir denir. Eger f(t) ve

g(')(t)’lerin tima sifir ise (3.14) denklemine homojendir denir. LSDD’in ¢6zimini

bulurken kullanilan yontemi LSDDS’ne uyarlarsak (3.14) denkleminin ¢6zimi asagidaki

gibi bulunur: [8]

X (t)=4, {x (t0)+j¢sjo [f (s)_zm:(;(l) (s)g(l) (S)Jd“ij%log“) (s)dw(l> (s)}

1=1 1=1 to

(3.15)

Burada ¢, dxd - boyutlu temel matrisi, ¢ , =1 olacak sekilde

dg,, =F( ¢”dt+ZG ¢nodw () (3.16)

denkleminin ¢ézimuddr.
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Skaler homojen durumun aksine (3.16) denklemi, bitiin matrisler sabit olsa bile
cozilememektedir. Eger F,GY,G?,...G™ sabit degerli ve degismeli ise yani

vk,1=12,...,m igin FG" =GYF ve GMG"Y =G"G™ ise temel matrisin acik sekli

b, = exp[(F —%Zm:(e“>)2j(t—to)+zm:e“> (w<'> (t)-w® (to))j (3.17)

1=1

dir. Ozel olarak (3.14) denklemi kisitli lineer durumda ise temel matris
¢ =exp(F(t—t,))

halini alir.

3.5 indirgenebilir Stokastik Diferansiyel Denklemler

Bazi lineer olmayan stokastik diferansiyel denklemler gerekli donlisim ile lineer

stokastik diferansiyel denklemlere indirgenir. Uygun bir X (t)=U (t,Y(t)) déniisiimii

ile [8], [23]

dY (t)=a(t,Y (t))dt+b(t,Y (t))dw (t) (3.18)
lineer olmayan stokastik diferansiyel denklemi

dX (t)=(a,(t) X (t)+a,(t))dt+(b (t) X (t)+b,(t))dW (t) (3.19)
formunda X (t) degiskenine gore lineer stokastik diferansiyel denkleme déniisiir.

ou (t,y)
oy

y =V (t,x) fonksiyonu vardir. O halde x=U (t,V (t,x)) ve y:V(t,U (t,y)) seklinde

#0 esitsizligi varsa ters fonksiyon teoreminden X:U(t,y)'nin tersi olan

olur. Dolayisiyla (3.18) lineer olmayan stokastik diferansiyel denkleminin ¢6zimu

Y(t):V(t,X(t)) formunda olur. Buradaki X(t) sireci (3.19) denkleminin
¢Oziimiddr. (3.18) denklemi icin Ito formild kullanilirsa

dt+(b(t,y)%j

u

du (t,Y(t)):( =

a(t,y)ﬁﬁbza,y)az“} aw (t)

oy 2 oy’

y=Y (t) y=Y(t)
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elde edilir. X (t)=U (t,Y(t)) oldugu ve (3.19) denklemi dikkate alinirsa katsayilarin

esitliginden,
WM(Ly)%%bz(t,y)%:q(t)u (ty)+a,(t) (3.20)
b(t, ) 8”;;' Y) b, (6)U (t,y)+b, (1 (3.21)

esitlikleri elde edilir. a,(t)=b(t)=0 durumu dikkate alinirsa ve a,(t)=c(t),

b, (t) = (t) olmak iizere (3.20) denkleminin y ye gore kismi tiirevi;

U (Ly) _ﬁ[a(t1y)m+lbz (ty)w} (3.22)

ooy oy oy 2 oy

seklinde bulunur. (3.21) denkleminde Yy ’ye ve t’ye goére kismi tlrev alinirsa sirasiyla

0 ouU

—|b(t,y)=—|=0 3.23

ay( ( y)ayj 523
U adb(t,y)ou

b(t’y)atay+ - E—ﬂ(t) (3.24)

elde edilir.

b(t, y) # 0 oldugu varsayilarak (3.24) denkleminde U tiirevleri yok edilirse

' 1 ob(ty) o a(t,y)] 10°(t,y)
t)=4(t)b(t,y)| - P 3.25
§ ()= A1)b( y)[b o ay(b(t,y) s (3.25)
elde edilir [8]. Buldugumuz denklemin sol tarafi y degiskenine bagh olmadigindan
1 ob(ty) o (a(ty) 16b(t,y)]
t,y)= —b(t,y)— -= 3.26
Y5y a (y)ay[b(t,y) 2 oy 3.2
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olmak Uzere

=0 dir. Bu esitlik (3.18) lineer olmayan stokastik diferansiyel

oy (t,y)
oy

denklemini

dX (t)=a(t)dt+4(t)dW (t) (3.27)

denklemine indirgemek igin yeterli sarttir. (3.20) ve (3.21) esitliginden

ou (t,y) ou(ty) 1., oU(ty)
— +a(t, y)—ay +2b (t,y)—8y2 =a(t) (3.28)
oU

b(t,y)—= .
(t.y) oy A(t) (3.29)

yazilabilir. Buradan

B ()=AO)r(ty) (3.30)
B(t)=C epry(s, y)dsj (3.31)
U(t,y):Cexp(Iy(s,y)dstﬁdf (3.32)

olarak bulunur. Burada C keyfi sabittir.

3.6 Stratonovich Stokastik Diferansiyel Denklemler

(3.10) ile verilen SDDS’nin ¢dziimii olan X (t)

dX (t) = (t, X (t))dt+g(t, X (t))odW (t), te[t,,T]

Stratonovich stokastik denklem sisteminin de ¢ozimudir [8]. Burada f ‘nin q. bileseni

£ (@) (t, X (t)) - §@ (t, X (t))—

>

j=1

N |-

m 8g(q'k)
=

29" (X (1) o) (t.X (1)) (3.33)

1

seklindedir.
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BOLUM 4

STOKASTIiK DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN NUMERIK COZUMLERI

Deterministik diferansiyel denklemleri ¢ézmek igin kullanilan niimerik metodlarin
Taylor seri acilimindan elde edildigi bilinmektedir. Stokastik diferansiyel denklemlerin
yaklasik ¢oziimlerini bulurken kullanilan bazi niimerik metodlar da benzer sekilde Ito

Taylor aciimina dayanmaktadir.

4.1 Ito Taylor Agilimi

dX (t)=f (X (t))dt+g(X(t))dW (t), te[t,T] (4.1)

otonom stokastik diferansiyel denklemi verilsin. Burada f ve (g yeterince
tirevlenebilen fonksiyonlardir. F ikinci mertebeden sirekli kismi tireve sahip

fonksiyon olmak (izere [tO,T] araliginda (4.1) stokastik diferansiyel denklemine Ito

formild uygulanirsa

(4.2)
elde edildiginden (¢linci bolimde bahsedildi.
L°, L' operatorleri asagidaki gibi tanimlanirsa [8],[48];

C= X)L 2o [x ]

L'=g[X(t) %
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(4.2) denklemi

OF [X ()] = LF [ X (1) Jat+ LE[X () ]ow (1)

sekinde yazlabilr. (4.3) denkleminin integral form

FIX(t)]=F[X (to)]+j0L°F[>< (6)]d§+jOLlF[X (£)]dw (£)

pigimindedr. (4.4)esitiginde F(x)=x, F ()= f (x), F(x)=g(x) airsa;
=)+ [ 10X (e))az  [alx (e)]ow (2

D)= X @[ e [Ui[x e)]aw )

o[X (10X )]+ Lo [x (@)]az oL x (¢ ]aw ()

elde edilir. (4.6) ve (4.7) esitlikleri (4.5) de yerine yazilirsa;
=X (to)+£(f [ (to)}{ft‘)f [X(&)]dé, +f[tlf [X(&)]dw (52)}1;
g [g[x )+ 1ol x () Joe o[ <52>]dvv<gz>}dvv (@)

oulunur, (4.8) esiigindet it kath ntegraller ayr i

X(0)=X ()¢ 1[X ()] 00X ()] fow (&) -

elde edilir. Burada

R

Il
5:_,~

L°F[ X (¢, ]d§2d§1+”ﬁf[x &) ]dw (&,)dé,

+

Lg[X(&)]d& dw (& +Hng[x £)]dW (&)dw (&)

!
!

5"—r'
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(4.3)

(4.4)

(4.5)

(4.6)

(4.7)

(4.8)

(4.9)

(4.10)



seklindedir. (4.10) denklemindeki son integrali hesaplamak igin (4.7) esitligi kullanilirsa;

i ?Eg[x<:2>de<ez)dvv(a)=ﬁu{g[x<to>]+ffwg[x<§3>]d§3

b [

*T Lg[ X (53)]dW(5s)}dW(§z)dW(5l)

elde edilir. L'g = gg' oldugu kullanilirsa
X (t) =X (t,)+ f [ X (to)]jd§1+g[x (to)]jdw(gl)

o[ X ()]0 X ()] oW (&)W (5) <R

foto

elde edilir. Buradaki yeni kalan terim R”

[LF]x (fz)]dfzdiﬁﬁl—lf [X(&)]dW (&)dg

0 to f

e O

t
R*EI
)

t4 t& &
+[[Lg[X(&)]d& dw (&)+ [ [ [ LLg[ X (&) ]d&dw (&)dw (&)
t & &

[ [JLLg[X (&) ]dW (&)dw (&)dw (&)

bl

o~

bicimindedir. Ito lemmasi kullanilarak

ffawz)aw (2)= 2w w )T -Let)

bl

(4.11)

(4.12)

oldugu [8], [21]'de gOsterilmistir. Bulunan bu ifade (4.11) de yerine yazilirsa Ito Taylor

acihmi asagidaki gibi bulunur;
X (t)=X(t,)+ f[ X (to)]jd§1+ g[ X (to)]jdw (&)
ralx ()] X W))W O-WE)T -5 -L) R
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(4.13) denkleminin [O,T] araliginda 0=t, <t <...<t, =T pargalanigina gére nimerik

integrasyon semasi

(4.14)

seklinde elde edilir. Burada X(t), X vyaklasik ¢dziminiin t anindaki degeri,
X(t)=X,, At=t,—t, AW =W(t,)-W (), i=012..,N-1 dir. AW, artimi

N (O,At) bagimsiz normal dagihima sahiptir.

4.2 Euler Maruyama Metodu

[O,T]'da esit adim araligina sahip 0=t,<t <..<t, =T parcalanigi icin Euler
Maruyama (EM) nimerik metodunun semasi (4.14) ile verilen integrasyon semasini

birinci basamaktan keserek i =0,1,2,...,N -1 ve X (t,) =X, icin

A

X (ta) =X &)+ F[ X (t) |at+g X (t,) |aw, (4.15)

denklemiyle bulunur. Burada At=T/N, AW, =W (t,)-W(t), t =iAt, X(ti) X

yaklagik ¢6ziminin t, anindaki degeridir.

(3.10) ile verilen SDDS'i igcin EM metodunun semasinin (. bileseni asagidaki gibidir [9]:

()= X9 (4)+ £ X (1) ]at +ig<‘“> [X(t)]aw (4.16)
j=1

burada g=12,...,d, yigilma ve difizyon katsayilari sirasiyla f :(f(l), f(z),..., f(d)),
g =(g<‘“>)d seklindedir ve AW =W (¢, )-Ww(t), i=0,12,...,N-1,

At=T/N,t =iAt dir.
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4.3 Milstein Metodu

[O,T]'da esit adim araligina sahip O0=t,<t <..<t, =T par¢alanigi icin Milstein
nimerik metodunun semasi (4.14) ile verilen integrasyon semasini ikinci basamaktan

keserek i=0,1,2,..,N -1 ve X (t,)= X, igin

A

X (t.)=X(t)+f [X (ti)]At+g[)Z (ti)]AWi +lg[)2 (t )]g [X (ti):||:(AWi)2—Atj|

2
(4.17)

denklemiyle bulunur. Burada At=T/N, AW, =W (t,)-W(t), t=iAt, X(t) X
yaklagik ¢oziiminin t, anindaki degeridir. (3.10) ile verilen stokastik diferansiyel

denklem sistemleri icin m=1 oldugunda Milstein semasinin (. bileseni asagidaki

gibidir [10]:

(4.18)

Daha genel halde d ve m=1,2,... iken Milstein semasinin g. bileseni ise

X (6,0)= X (6)+ £ O] R (1)]at+ 3 g V[ X (6) Jaw+ 3 (gl
=1 h 2=l

(4.19)

dir [8]. Burada

(i) _~ (i) O
L) = 3 i) @
;g ox

tig ) )
i G icin 1= [ AW (s)dw ) (s,)

&

s :%{(Aw(h))z —At}
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g=12,...,d, yglma ve diflizyon katsayilari sirasiyla f:(f(l),f(z)

g =(g(“'”)d seklindedir ve AW, =W ! (¢, ,)-w" (1), i=0,1..,N-1, At=T/N,

t =iAt dir.

4.4  Birinci Mertebeden Kuvvetli Acik Sema

Eckhard Platen, Milstein metodundaki tiirevde degisiklik yaparak birinci mertebeden

kuvvetli aglk semay (explicit order 1 strong scheme) vermistir.
1=012,..,N-1 icgin;

Bu sema

X(1)= % (6)+ £ (X (1) a9 (X ())&
olmak Gzere
(1) =X (1) 1 [ R ()] o[ X () ]aw
L% o) [(awy -] o

seklindedir [8]. Burada At=T /N, AW, =W (t,,)-W (t,), t, =iAt dir.

4.5 ikinci Mertebeden Basitlestirilmis Taylor Semasi

(3.10) ile verilen SDDS'i icin ikinci mertebeden basitlestiriimis Taylor semasinin

(simplified order 2 Taylor scheme) Q. bileseni asagidaki gibidir [47]:

X (1) = XO 1)+ 30" () AW + £ (1) At
1=1

1 m d (Q) ] |

+= g AWPAWY +U

2;1[2 ax i o)

13, ( 3 (q) ag(q!') d ag(qv')

= E(t fO)(t, _(t 4.21
) DRI el YIS T I
1 d 829,
+ h : AtAW

2% ( )ax<k>ax<' ( )j

1(af@ 9 e OF 13 o2 f 2

= t t)+= D (t t) [(At

R SQIRIBE AT BT P



Burada U, p,1=12,...,m bagimsiz rassal degiskenlerdir ve
. 1

I <pise P(Upu,i =At):5: P(Upl,i =—At)

U =—AL

I>piseU,; =-U

Ip,i
hkd) 2 3" glkilg i)
2

AW =w (4, )-w(t),i=01..,N-1, At=T/N, t, =iAt dir.

i+1

4.6  Cozimlerin Kuvetli ve Zayif Yakinsaklig

Tanim 4.1 Verilen bir SDD’in [0,T] araliginda analitik ¢éziima X (t), [0,T] araliginin
esit adim uzunluguna sahip O0=t, <t <..<t =T parcalanisi igin bulunan yaklasik
(nUmerik) ¢ozimu X ve bu ¢O6zimin T anindaki degeri >ZN =X (tN) olsun. Maximum

adim araligi 6 €(0,6,) olmak tzere tiim zaman pargalanislari ve bir y > 0 igin

E(|X(T)=X,[) <Ko

saglanacak sekilde sonlu K sabiti ve pozitif &, sayisi varsa T aninda X yaklagik

¢ozimi X (t) analitik ¢ozimune y mertebeden kuvvetli yakinsaktir denir [8], [22].

Tanim 4.2 Verilen bir SDD’in [0,T] araliginda analitik ¢éziimi X (t), [0,T] araliginin
esit adim uzunluguna sahip O0=t, <t <..<t =T parcalanisi icin bulunan yaklasik
(nUmerik) ¢ozim X ve bu ¢O6zimin T anindaki degeri >ZN =X (tN) olsun. Maximum

adim arahgi 56(0,50) olmak Uzere tiim zaman pargalanislari, her bir Q polinomu ve

bir >0 igin

‘E(Q(x (T)))—E(Q(XN))‘S Ko”
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olacak sekilde sonlu K sabiti ve pozitif §, sayisi varsa T aninda X yaklasik ¢ozimii
X (t) analitik ¢g6zimline 8 mertebeden zayif yakinsaktir denir [8], [22].

[20], [49], [50])'da gosterilmistir ki (4.15) ile verilen EM semasi ile bulunan yaklasik

cozimler analitik ¢g6ziime y =0.5 mertebeden kuvvetli yakinsaktir.

[14], [22])'de goOsterilmistir ki (4.17) Milstein semasi ile bulunan yaklasik ¢ozimler

analitik ¢6ziime y =1.0 mertebeden kuvvetli yakinsaktir.

4.7 Stokastik Kararlilik

Deterministik veya stokastik birgok denklem agik olarak ¢6zlilemez. Yine de denklemin
katsay! fonksiyonlarindan yola ¢ikarak ¢6zimiin davranisi hakkinda sonuca varilabilir.
Denklemin baslangi¢ degerindeki ufak degisimlerin ¢c6zimd nasil etkiledigi merak edilir.

Genellikle denklemlerin denge noktasinin kararliligina bakilir.

dX (t)=f (X (t))dt+g (X (t))dW (t), t=t,
X (t,)=X,

(4.22)

skaler SDD igin denge noktasi X(t)zO dir. Bu durumda X,=0 ve tim t’ler icin
f=0 ve g=0 olur. (4.22) denkleminin t>t; icin X (t)=X(t,t;,X,) ¢éziimii var

olsun. Khasminski [52] kitabinda stokastik kararlihgi olasiliksal olarak asagidaki gibi

tanimlamistir:

Tanim 4.3 (4.22) denklemi icin V& >0 ve t; >0 iken

lim P(sup‘x (t,t,, XO)‘ng:O

Xo—0 t>t,
oluyorsa X (t) =0 denge noktasi stokastik olarak kararlidir denir.
Tanim 4.4 SDD’nin X (t) =0 denge noktasi stokastik olarak kararli ayni zamanda

lim P (lim[X (t,t, X, )| >0) =1

Xo—0
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ise X (t) =0 kararli ¢6zUmu stokastik ve asimtotik kararlidir denir. Eger VX, € Ricin

P(Iim X(t,tO,XO)‘—>O):1

tow

ise X (t)EO kararli ¢6zimU genis anlamda stokastik ve asimtotik olarak kararhdir

denir.

Lyapunov kararlilik kavraminin temelini atmistir. Lyapunov adi verilen fonksiyonlar ile

kararhhgl test etmegi tanitmistir. (4.22) denkleminin denge nokta5|X(t)EO olmak

Uzere V(t,x) yeterince tlirevlenebilen fonksiyon olsun. (4.22)'ye Ito formulind

uygularsak
dV (t, X (t)) =LV (t, X (t))dt+g(t, X (t))z—\;(t, X (t))dw (t)

elde edilir. integral seklinde yazarsak

V(6 X (1) -V (1 X (1) = [ LV (5, X (s))ds+jg(s, X (s))%(s, X ()W (s)

f

olur. Burada L operatori

LV :&+fﬂ+lgzg
ot ox 27 oX

formundadir.

Tanim 4.5 t>t; ve tim X’ler igin LV (t,x)<0 olacak sekilde V fonksiyonunu
bulursak (4.22) fonksiyonunun agik ¢6ziimiini bulmaya gerek kalmadan X(t)zO

stokastik olarak kararhdir denir [8].

Tanim 4.6 t>t, ve tim X’ler igin LV (t,X)S—C(|X|) olacak sekilde pozitif strekli
c=c(r), r>0 ve c(0)=0 fonksiyonu varsa X (t)=0 genis anlamda diizgiin olarak

stokastik kararlidir denir [8].
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Ornek 4.1

Uygun Lyapunov fonksiyonunu kullanarak

dX (t)=aX (t)(L1+ X (t))dt+bX*(t)dt

denkleminin a+%b2<0 iken X(t)zO kararli ¢ozumunuin stokastik olarak kararl

oldugunu gosteriniz.

Coziim
V(x) =x* Lyapunov fonksiyonu olsun. X (t)=0 in stokastik olarak kararli olmasi igin

LV <0 olmalidir.

LV =2ax2(1+x2)+b2 4 =2ax2+(2a+b2)x4

oldugundan. LV <0 olmasi igin 2a<0, 2a+b* <0 olmalidir. Buradan a+%b2<0

sarti elde edilir.

36



BOLUM 5

GECIKMELiI STOKASTIK DIFERANSIYEL DENKLEMLER

Onceki boélimlerde stokastik diferansiyel denklemler (zerinde duruldu. Bu
denklemlerin lineer ve lineer olmayan halleri incelendi. Analitik ve nimerik ¢6zim

yontemlerinden bahsedildi.

Bazi durumlarda modeli kurarken stokastik diferansiyel denklemler yetersiz kalabilir.
Ornegin, finans sektori ele alinirsa; piyasadaki parametreler rasgele davrandigi icin
tlccarlar piyasa hareketlerini 6ngérmek ve yatirimlarini yapmadan 6nce riskleri tahmin
etmek ister. Bu sebeple, mevcut gecmis pazar bilgilerini kullanirlar ve bazi istatiksel
cikarimlar yaparlar. Bu gecmis veriler, gelecekteki piyasa hareketlerini anlamak igin
kullanilan stokastik diferansiyel denklem modellerine eklenerek gecikmeli stokastik
diferansiyel denklemler elde edilir. Diger bir 6rnek olarak hiicre popilasyonunun
bliylmesi verilebilir. Bliyime hizi mevcut hiicre popilasyonuna ve dis etkenlere bagl
olarak gecikmis hiicre bliyimesine baghdir. Bu gecikme genellikle 7 pozitif sonlu sayisi

ile belirtilir. Hiicre biylimesi modelini dikkate alalim.

t aninda hicrelerin sayisi S(t), P, >0 anlik degisme orani ve p, gecikme orani ile

orantili olarak degismektedir. Anlik hiicre bliyime orani simdiki poplilasyonuna bagh
iken, gecikme orani 6nceki hiicrelerin sayisina baghdir. 7 >0 ortalam hiicre bélinme
zamani olmak Uzere hiicre popiilasyon modelinin deterministik hali asagidaki gibi olur

[30]:
S'(t)=p,S(t)+p S(t—7),t=0
S(t)=ow(t), te[-7,0]
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Eger bu biyolojik sistemin dis etkenlerden etkilendigini dikkate alir ve bu girltilerin

hepsini beyaz girilti olarak gosterirsek X(t) populasyonu rassal sirec¢ olacaktir.

Hicre poptlasyonu biiyimesinin stokastik modeli;

dX (t)=(pX (t)+ pX (t—7))dt+adW (t), t>0
X(t)=o(t), te[-,0]

seklinde olacaktir [30].

5.1 Gecikmeli Stokastik Diferansiyel Denklemlerin Genel Formu

(Q,3,P), {3}, filtrasyonlu tam olasilik uzayi olsun. Burada {3} _ 'nin sagladig

~

uygun kosullar; {3, } _, ailesinin artan, sagdan siirekli olmasi ve J," in 3 igindeki tim

sifir 6lcllu kiimeleri icermesidir. Gecikmeli stokastik diferansiyel denklemlerin genel

formu [37];

dX (t)=F (t, X (t),X (t=7))dt+G(t, X (t), X (t—7))dW (t), t[0,T]

X(t)=o(t), te[-,0]

(5.1)

seklindedir. Burada F:R"xR*xR* - RY, G:R*xRYxR? - R"™,
W (t)=(W® (1),w(t),.W™ (1)) ve o(t):[-7,0]—>R dir. Dikkat edilirse (5.1)
denklemi 7 =0 icin adi stokastik diferansiyel denklem olur. F ve G fonksiyonlari agik
olarak t’ye bagh degilse (5.1) denklemine otonom gecikmeli stokastik diferansiyel
denklem denir. Eger G fonksiyonu X rassal degiskenine bagh degilse (5.1) denklemi
toplanir giiriiltiiye (additive noise) sahiptir denir. Aksi takdirde (5.1) denklemi ¢carpimsal

giriltiye (multiplicative noise) sahiptir denir. Calismada d=m=1 durumunu

incelenecektir. (5.1) denkleminin integral formu asagidaki gibidir;

X (t)=X (O)+iF(s,X (s), X (s—r))ds+iG(s,X (s),X(s—7))dW (s). (5.2)
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5.2 Gecikmeli Stokastik Diferansiyel Denklemler igin Varlik Teklik Teoremi

{3}, filtrasyonlu (©,3,P) tam olasilik uzayinda (5.1) denklemi verilsin. Fve G

fonksiyonlari yerel Lipschitz sartini ve lineer blyime sartini sagliyorsa (5.1)

denkleminin t > —z igin bir tek t - stirekli ¢6zim vardir [21].

i. Yerel Lipschitz Sarti

Verilen (5.1) denklemindeki F ve G fonksiyonlar V&, ¢&,,n,1, e R ve VteR" igin
[F(t&m) = F (6.6 v[G (L& m) -G (t.&.m, )| < (|6~ &l +lm—n.l) (53)

esitsizligi saglayacak sekilde bir u pozitif sabiti varsa (5.1) denklemi yerel (lokal)
Lipschitz sartini saglyor denir. Burada |&|v|n|= max{|§|,|77|} dir. u sayisina Lipschitz

sabiti denir [21].

ii. Lineer Bliyiime Sarti

Verilen (5.1) denklemindeki F ve G fonksiyonlar V(t,&,7) e R* x RxR igin
F(ten)| vietén) < ://(1+|§|2 +|;7|2) (5.4)

esitsizligini saglayacak bir pozitif w sayisi varsa (5.1) denklemi lineer biiyiime sartini

sagliyor denir [21].

Gecikmeli stokastik diferansiyel denklemlerin analitik ¢6zimind bulurken yine Ito
analizinden faydalanilir. Ancak SDD farkl olarak ¢6ziim, baslangic noktasindan itibaren

adim adim 7 boyutlu araliklar tizerinden bulunur. Ornegin;

)=[B(E)X (t—7)+y(t)]dt+[n(t) X (t—7)+w(t)]dW (t), te[0,T]

x(t) w(t), te[-r o]

(5.5)

denkleminin analitik ¢ziimiini bulalim. w(t)=46,(t) alalim.
€[0,7] isin t—7 €[—7,0] olur. O halde t€[0,7] igcin X (t—7)=6,(t—7) elde edilir.
Bu esitlik (5.5)'de yerine yazilirsa
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[ﬂ t r+7/ ]dt+[77 t 2'+1// }dW

bulunur. Ito integrali alinirsa t [0, 7] igin

t

X (t)=6,(0)+[[B(s)6.(s—7)+7(s ]dsl+j[n (s,—7)+w(s,)]dw (s,

elde edilir.
te[r,Zr] icin t—re[O,r] olur. O halde te[r,Zr] icin X(t—r):02(t—r) elde

edilir. (5.5)’de yerine yazilirsa

[ﬂ t T +7/ }dt+[77 t Z'—H// ]dW

bulunur. Ito integrali alinirsa t €[z, 27] igin

t

X(t):92(1)+_[[ﬁ(52)9 (s,—7)+7(s,)]ds, +_f[’7 (s,—7)+w(s,)]dW (s,)

elde edilir. Duzenlersek

+ST[77(S )6.(s,—7)+y (s }dW } (sz)}dW(sz):@(t)

0

elde edilir. Benzer sekilde devam ederek X (t) parc¢all fonksiyonu asagidaki gibi elde

edilir:
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6 (1), te[-7.0]
+.[ (s,—7)+7(s ]ds +j[77 (s,—7)+y(s ]dW te[O,r]
X(t): I[ﬂ S -7 +7/ ]ds
+I[77 (s,—7)+y(s ]dW Itelr,27]

5.3 Gecikmeli Lineer Stokastik Diferansiyel Denklemler

Gecikmeli lineer SDD’in genel hali t €[t,,T] olmak tizere

dX (t)=[ e (t) X (t)+B(t) X (t=7)+y(t)]dt+[ £(t) X (t)+7(t) X (t—7)+y (t)]dW ()
X(t)=o(t), te[-7,1,] (5.6)

seklindedir. (5.6) denklemi analitik olarak goziliirse t e[t t, +7] igin t—7 e[t,—7,t,]
oldugundan X (t—-7)=w(t—7) elde edilir. Buradan S(t)X (t—7)+y(t)=g¢(t) ve

n(t) X (t—7)+y(t)=4(t) olmak iizere,

dX (t) =(a(t) X (t)+ e (t))dt+(E(t) X (t)+ 1 (t))dW (1), t e[ty t, +7]
X (t))=o(t)

lineer stokastik diferansiyel denklemine doénisir. Bu denklemin acik ¢6zimi UGglinci

bollimde gosterildigi gibi

X(t) %{ I[(ﬂl A ]‘DHdHIM (D‘ldW()} (5.7)

0

seklinde bulunur. Burada

D, :exp{j(a(s)—%gz(s)jds+j§(s)dw(s)} (5.8)
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dir. Benzer sekilde te[ty+7,ty+27] icin  B()X(t—7)+y(t)=g,(t) ve

n(t) X (t—7)+w(t) =1 (t) olmak iizere (5.6) denklemi X (t, +7) baslangic degerli
dX (t)=(a(t) X (t)+ e, (t))dt+(E(t) X (t)+ 1, (1))dW (1), t e[ty + 7,8, + 27]

lineer stokastik diferansiyel denklemine dontsir. Bu denklemin agik ¢6zimi ise

asagidaki gibi bulunur:

X(t):¢t,t0+r{x(t0 +7)+ j [2,(s)=&(5) 1, (5) | @3 ds + j uz(s)ch,ltodW(s)} (5.9)

th+7 to+7

Burada
t

/- :exp{ j (a(s)—égz(s))dw _t[ é(s)dw(s)} (5.10)

th+7

dir. Bu islemler tekrarlanarak her [t,+nz,t,+(n+1)z], n>2 araliginda (5.6)

denkleminin agik ¢6ziimi elde edilir.

Lineer gecikmeli stokastik diferansiyel denklemlerin analitik ¢6zimunG bulmak, Ito
integrallerini bulmaya dayandigindan ¢ogu zaman zordur. Bu gibi durumlarda sayisal

¢Ozlimlere basvulur.
5.4  Gecikmeli Stokastik Diferansiyel Denklemlerin Niimerik Céziimleri

5.4.1 Euler Maruyama Metodu

[0,T]'da esit adim araligina sahip 0=t,<t, <..<t, =T pargalanisi icin At=T/N,
t. =iAt, i=0,1,...,N -1 olmak tzere gecikme degeri 7 = N_At olacak sekilde N_ tam
sayisinin oldugu kabul edilirse (5.1) denkleminin Euler Maruyama semasi asagidaki
gibidir [31]:

A

X ()= X (6)+F (X (6), X (., ))At+G(X (6), X (t ))AW (5.11)
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Burada X (t;), X yaklasik ¢dziimiiniin t; anindaki degeridir ve AW, =W (t,.,)-W (t,),

X(ty )=o(t-7) di.

5.4.2 Heun Metodu

[O,T]'da esit adim araligina sahip 0=t, <t <..<t, =T pargalanigi igin At=T/N,
t =iAt, i=0,1..,N -1 olmak Uzere, gecikme degeri = N_At olacak sekilde N_ tam

sayisinin oldugu kabul edilirse (5.1) denklemi icin Heun semasi asagidaki gibidir [23]:

x(ti+1)=>2(ti)+|:(>2 x( ))At+G( (t,), (t,_Nr))AWi

(5.12)

Burada X (t;), X yaklasik ¢dziimiiniin t; anindaki degeridir ve AW, =W (t,.,)-W (t,),

X(ty )=o(t-7) di.

43



BOLUM 6

UYGULAMALAR

Bu bolimde stokastik diferansiyel denklem tirleriyle ilgili modeller analitik ve nlimerik

olarak ¢ozllmustir. Uygulama 6.1’in basiimis haline, [51]'den ulasilabilir.

Uygulama 6.1

alw

4
5

B&liim 3’de verilen (3.1) denkleminde f (X (t))== X5 (t)+5X

(t),

arlinN

(t) olmak tizere X (0) =1 baslangig kosulu igin

4
5

(t)dw (t), 0<t<1

(t)}dt+ X

(6.1)

lineer olmayan stokastik diferansiyel denklemini ele alalim [51]. Dikkat edilirse

denklemin diflizyon katsayisi X(t)’ye bagh oldugundan (6.1) denklemi garpimsal

giriltiye sahiptir. Oncelikle denklemin analitik ¢dziimiini bulalim. Ito formiiliinde

1

F (t, X (t)) =[X (t)]g olursa

1 1

dF (t, X (1)) = (2—25 X 5 (t)+1—2—25 X 5 (t)jdt +%dw (t) (6.2)

1
d[x5(t)j:dt+%dw (t)
elde edilir. Buradan
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X (t):{1+t+éw (t)T (6.3)

analitik ¢6zim{ bulunmus olur. Euler Maruyama ve Milstein metodu (6.1) lineer

olmayan stokastik diferansiyel denklemine uygulanirsa EM metodu igin sema

3 4 4
(1) =X () 2X00)0580) s (4 60
ve Milstein metodu icin sema
: RN : :

X5 (t)+5X (ti)Awi+§>2 (t)((aw )’ -at) (65)

X (t.,)=X(t)+ [5 (ti)jAt+>Z

seklinde elde edilir. Burada i=0,1,2,..,N -1, AW, =W (t,,)-W(t), X (0)=1 ve adm

1
uzunlugu At :W dir. Bu semalar kullanilarak (6.1) denklemi MATLAB’da ¢ozlilmustir.

Cizelge 6.1’de (6.1) denkleminin [0,1] araliginda N =2°,2"°,2",2%,2 parcalanmasi

icin 10000 orneklem vyol Uzerinden EM ve Milstein vyaklasik ¢6zimlerinin

= [X (1” 10300

kullanilarak X ’in T =1 aninda J. 6rneklem yol Gzerindeki yaklasik degeridir.

10000
ortalama degeri verilmistir. Burada X, N alt aralk

Cizelge 6.2" de farkh N degerleri icin 10000 6rneklem yol lizerinden EM ve Milstein

10000

metodlar ile bulunan yaklasik ¢dziimlerin E‘X(l) N‘ 10000

ortalama karesel hatasi verilmistir. Burada )Z,ﬂ, N alt aralik kullanilarak X '’in T =1

aninda j. 6rneklem yol Gzerindeki yaklasik degeridir.
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Cizelge 6.1 EM ve Milstein metodlari igin yaklasik degerler

N EM Tahmini Milstein Tahmini
2 35,0213 35,0531
210 35,1408 35,0277
o 35,2520 35,2222
2 35,3850 35,4594
e 35,3261 35,5083

Cizelge 6.2 EM ve Milstein metodlari igin ortalama karesel hata

N EM Tahmini Milstein Tahmini
2° 0.1800 0.0826

21 0.0701 0.0204

U 0.0298 0.0053

2' 0.0140 0.0013

28 0.0068 0.000334

Sekil 6.1 de (6.1) denkleminin [0,1] araliginda N =2 parcalanigi icin analitik

¢OzUmuinin grafigi verilmistir. Burada kirmizi egrilerle 10000 6rneklem yolun 50 tanesi
boyunca X ’in analitik ¢oziimleri, yildizli mavi egrisi ile 10000 6rneklem yol lzerinden

elde edilen analitik ¢coziimlerin ortalamasi gosterilmistir.
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Sekil 6.2 de (6.1) denkleminin [0,1] araliginda N = 2" parcalanisi igin Euler Maruyama

metodu ile bulunan yaklagik ¢éziimiiniin grafigi verilmistir. Burada kirmizi egrilerle
10000 orneklem yolun 50 tanesi boyunca X ’in EM yaklasik ¢oziimleri, yildizli mavi
egrisi ile 10000 6rneklem yol lGizerinden elde edilen EM yaklasik ¢6ziimlerin ortalamasi

gosterilmistir.

Sekil 6.3 de (6.1) denkleminin [0,1] araliginda N =2 parcalanisi igin Milstein metodu

ile bulunan yaklasik ¢oziminin grafigi verilmistir. Burada kirmizi egrilerle 10000
orneklem yolun 50 tanesi boyunca X ’in Milstein yaklasik ¢oziimleri, yildizli mavi egrisi
ile 10000 6rneklem yol lizerinden elde edilen Milstein yaklasik ¢oziimlerin ortalamasi

gosterilmistir.

80 T T T T

—— Xpaitikort ‘

701

XAnaI'\tik

Sekil 6.1 N = 2" icin 10000 6rneklem yol izerinden bulunan analitik ¢oziimiin
ortalamasi ve 50 6rneklem yol igin analitik ¢dziimler
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8 0 T T T

—— Xemont |

Sekil 6.2 N = 2" icin 10000 6rneklem yol Gizerinden bulunan EM yaklasik ¢éziiminiin
ortalamasi ve 50 orneklem yol icin EM yaklasik ¢oziimleri

80 T T T

70} —H— XMiIstein Ort.

— X Milstein [ ]

Sekil 6.3 N =2 icin 10000 6rneklem yol Gzerinden bulunan Milstein yaklasik
¢O6zimiinlin ortalamasi ve 50 6érneklem yol igin Milstein yaklasik ¢dziimleri

Sekil 6.4 ve Sekil 6.5 de sirasiyla N =2° ve N =2 icin tek bir yol tGzerinden (6.1)

denkleminin analitik, EM yaklasik ¢6zimi ve Milstein yaklasik ¢dzUmi verilmistir.
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Grafiklerde analitik ¢6zim kirmizi, EM yaklasik ¢6zim{ mavi, Milstein yaklasik ¢6zimu

ise sari renk ile gosterilmistir.
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Sekil 6.4 N =2° icin tek bir yol izerinden X ’in analitik ¢c6ziimu ile EM ve Milstein
yaklasik ¢oziimleri
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Sekil 6.5 N = 2" icin tek bir yol Gizerinden X ’in analitik ¢6zimii ile EM ve Milstein
yaklasik coziimleri

Sekil 6.6 ve Sekil 6.7 de sirasiyla N =2° ve N =2" icin tek bir yol izerinden EM

yaklasimi ile Milstein yaklasiminin hata grafigi verilmistir. Burada ac¢ik mavi egrisi ile her
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bir adim araligi igin X, ik — Xem ©lan EM yaklasiminin hatasi, koyu mavi egrisi ile

X anatitic — Xmiisein 01N Milstein yaklagiminin hatasi, kirmizi egrisi ile X icein — Xem

arasindaki fark gosterilmistir.

0.4 T T '
Kanalitik=X gy
0.35r X analitik=X milstein
xMiIstein _XEM
0.3F i
h
do
025" 4 ]
J,-”"‘ W
0.2F [ l

-0.05 1 I 1 1
0 . . .

Sekil 6.6 N =2 icin tek yol Gizerinden EM yaklasimi ve Milstein yaklasiminin hata

fonksiyonu
0.08 T T i
XanalitiX em
0.07r X anatitik—X milstein |
XMilstein ~XEM L,‘r"'
0.08} ' A
o A
"Ii ‘hl 1 l’*
005} AR
|’I' (R '1
| VL
0.04 y *.lv’ :
| f
Ty
003} N |
\'fl 'Jl Jrr.nl
el
0.02f { M |
| 4 N h i H\- N 4
0.01 e 7T '.\;1“ e w\'w".J WW%N
,.w-‘\""'\ W
D . et
-0.01 : : ' ‘
0 02 0.4 08 08 1
t

Sekil 6.7 N = 2" icin tek yol tizerinden EM yaklasimi ve Milstein yaklasiminin hata
fonksiyonu
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Sonug ve Bulgular

Bu calismada Ito Taylor agiimindan elde edilen Euler ve Milstein semalarinin lineer
olmayan stokastik diferansiyel denkleme uygulanigi verildi. Analitik ¢6ziimle yaklasik

¢ozimlerin yakinligini analiz etmek icin EM ve Milstein metodlari ile yaklasik ¢oziimler

elde edildi. Her bir metod igin [0,1] araliginda 10000 orneklem yol Uzerinden

27,210 21 212 213 parcalanis icin yaklasik ¢éziimler hesaplandi. Elde edilen sonuglara

gore analitik ¢6zim ve nimerik ¢éziimler icin 10000 6rneklem yol Uzerinden elde
edilen ortalama ¢6zimiin 6rneklem yollar Gzerinden hesaplanan ¢oziimlerin yogun
olarak bulundugu bdélgede bulundugu gorulir. Sekil 6.4 ve Sekil 6.5’den N parcalanis
sayisi arttikca EM ve Milstein yaklasik ¢oziimlerinin analitik ¢6zime yaklastigi
gorilmektedir. Hata gizelgesinden Milstein yaklasimin analitik ¢oziime EM yaklasimdan
daha yakin oldugu séylenebilir. Hata grafiklerine dayanilarak N parcalanis sayisi
arttiginda yaklasik ¢ozlimlerle analitik ¢6ziim arasindaki hatanin azaldigi ve her N
parcalanisi icin EM yaklasik ¢oziimiindeki hatanin Milstein yaklasim ¢6zimiindeki

hatadan daha fazla oldugu gorulir.

Uygulama 6. 2

dY (t)=Y (t)(1+Y?(t))dt+(1+Y?(t))dW (), Y (0)=1 0<t<05 (6.6)

Lineer olmayan stokastik diferansiyel denkleminin analitik ¢6zimini ve yaklasik

¢oziimlerini hesaplayalim.

(6.6) ile verilen SDD (3.18) genel formuna gore ele alinirsa denklemin yigilma ve

diftizyon katsayilari
a(y)=y(1+y’)

b(y)=1+y? dir. Uygun bir x=U (t,y) déniisimii ile (6.6) denklemini
dX (t)=(a,(t) X (t)+a,(t))dt+(b (t) X (t)+b,(t))dW (t)

lineer stokastik diferansiyel denkleme indirgemeye calisalim.
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(3.20) ve (3.21) de a (t)=h(t)=0, a,(t)=a(t), b,(t)=p(t) alirsak (3.26) dan
7(t,y) =0 bulunur. (3.30)' da B'(t)=A(t)7(t,y) oldugundan £(t)=c elde edilir (c

sabit ¢ =1 alalim). (3.32) den U (t,y) fonksiyonu

y
1
U(ty)= d& =arctany
-([1+§2

olarak bulunur. ¢ =1 oldugundan b, (t)=A(t)=1 dir. (3.28) esitligi kullanilirsa

LSy

a,(t)= y(1+ y2)1+y >

bulunur. Dolayisiyla (6.6) denkleminin indirgenmis hali dX (t)=dW (t) seklinde lineer

stokastik diferansiyel denkleme donusiir. Bu denklemin ¢6zimu ise

X (t)=X,+W (t) dir.

X(t)=U (Y (t)) déniisimii ve U (y) =arctan y oldugu géz 6niine alinirsa;
arctan(Y (t))=arctan(Y (0))+W (t)

elde edilir. Buradan (6.6) denkleminin analitik ¢6zimd ise

Y (t)=tan]arctan1+W (t) |

olarak bulunur. (6.6) denkleminin nimerik ¢6zimi icin EM, Milstein metodlarinin

semasl ve birinci mertebeden kuvvetli acik sema sirasiyla asagidaki gibi olur:

V(ta) =Y (1) +Y (1) (1Y (6) ) At+ (L4 (1)) aw (6.7)
V() =Y (6)+Y (6)(2+Y (6)°)At+(1+Y (1)) aw .
Y (4)(2+ (1)) (Aw? - at)
V(1) =Y (6)+7 (6)(1+Y (6))At+ (147 (1)) AW,
(6.9)

+2\/1§(\7(ti )Z_Y‘(ti)z)(Avvf_At)
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Burada i=0,1,2,..,N -1, AW, =W (t,.,)-W (t,), Y (0) =1 ve adim aralig At :% dir.

Sekil 6.8 de (6.6) denkleminin [0,0.5] araliginda N =2° parcalanis icin tek bir yol

Uzerinden EM, Milstein ve birinci mertebeden kuvvetli acik metod ile elde edilen
nimerik ¢ozlimlerin ve analitik ¢6zUmin grafigi verilmistir. Burada analitik ¢6zim
kirmizi, EM yaklasimi mavi, Milstein yaklasimi pembe, birinci mertebeden kuvvetli agik

¢0zlm yesil ile gosterilmistir.
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dl | 3 | .
2 "‘IIL' i & 1|" ;"
I h "l )y‘\ i
L J "'I i
AR LA m‘W "E‘f ‘M v.v Y
A ] \1., LI lI \, \I f d
[
o | ]
05 i 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05
t

Sekil 6.8 N = 2° icin tek bir yol tizerinden EM, Milstein ve birinci mertebeden kuvvetli
actk metodlariyla elde edilen niimerik ¢6ziimler, analitik ¢ozim

Cizelge 6.3 de (6.6) denkleminin [0,0.5] araliginda N =2%,2%,2" 2" parcalanmasi

icin EM, Milstein ve birinci mertebeden kuvvetli agitk metod ile bulunan yaklagik

1 N
¢Ozlimlerinin ortalama mutlak hatasi OMH:—Z

N =

Y (t) =Y api (& )‘ formiliyle

hesaplanmistir. Burada YA(ti) her bir metod icin t; anindaki yaklasik degerdir.
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Gizelge 6.3 EM, Milstein ve birinci mertebeden kuvvetli agik ¢éziimlerinin N ’in farkl
degerleriicin ortalama mutlak hatasi

N EM Tahmini Milstein Tahmini 1.Mertebeden
Kuvvetli Agik Tahmini

21 4,2632x10°° 6,8006x10°° 8,8464x10°°
2" 8,0774x10°° 2,2585x10°° 2,5064x107°
21 5,5914x10°° 1,4235x10°° 1,6125x10°
2° 1,3073x10°° 1,8546x10”" 2,1151x10”"

Sonug ve Bulgular

Bu uygulamada lineer olmayan SDD, lineer SDD’e donustlrildiikten sonra analitik
¢O6zimi ve EM, Milstein, birinci mertebeden kuvvetli acik metodlar ile nimerik
coziimleri elde edildi. Bu ¢oziimlerin N = 2%, 2" 22 28 parcalanislari icin ortalama

mutlak hatasi hesaplandi. Hata tablosundan (6.6) denklemi igin Milstein nimerik
metodu ile bulunan yaklasik ¢éziimlerin analitik ¢6ziime daha yakin oldugu gorilddi.
Diger iki metod kiyaslandiginda 1. mertebeden kuvvetli agik sema ile bulunan yaklasik

¢Ozlimlerin EM yaklasik ¢oziimlerine gore gercek degere daha yakin oldugu farkedildi.

Uygulama 6.3

dX (t)z—2X(t)dt+[(1) OjX(t)dW(t),te[O,l] (6.10)

X(l)(to)zl,x(z)(t0)=1 baslangic kosulu olan stokastik diferansiyel denklem

sisteminin analitik ve niimerik ¢éztimlerini inceleyelim.
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-2 0
(6.10) denklemi (3.14) denklemiyle karsilastirilirsa d =2, m=1, F(t):(o zj,

0 -
G(t) = (1 0 ] oldugu gorilir. F,G sabit degerli ve degismeli matrisler oldugundan

denklemin temel matrisi (3.17) den

" :exp((F_%GZJ(t_to)m(w (t)-w (to))]
oo SH el T
:exp{ ‘30’ 2 _30/2jt+[(1) _Oljw(t)}

ve analitik ¢coziim ise

X(t)={exp{(_30/ ; _30/2jt+£(1) ‘oljw(t)on,x<l>(o):1,x<2)(o):1

seklinde elde edilir.

(6.10) denkleminin numerik ¢6zimu igin EM ve Milstein semasi d =2, m=1 igin

sirasiyla asagidaki gibi olur;

{X(l)(tm) XY (1) =2X " (1) At= X2 (1, ) AW (t,)

. . . R (EM)
X®(t,,)=X?()-2X? (1) At - X O (t,) AW (t;)
X0 (t,1)= X% (5) 2% (1) At~ X (1) AW+~ X O (1) (AW, — At

21 (Milstein)
X®(t,1)= X (5)-2X (1) at=XO (1) aw, + 2 X (t)((aw, )" - at)

Burada i=0,12,...,N -1, At=T/N=1/N, AW, =W (t,,)-W(t), t, =0, X" (t,) =1,

o

X (t,)=1 dir,
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(6.10) denkleminin [0,1] arahginda N =10000 parcalanis icin analitik c6zimi ile EM ve

Milstein yaklasik ¢oziimleri MATLAB programinda hesaplanip grafigi cizilirse Sekil 6.9

elde edilir. Burada analitik ¢6zim kirmizi, EM yaklasik ¢6zimi mavi, Milstein yaklasik

¢O6zumu ise yesil egri ile gosterilmistir.

—X

Analitik

XEM

XMiIshein

Sekil 6.9 N =10000 igin tek yol lizerinde X ’in analitik, EM ve Milstein yaklasik

¢oziimleri

Cizelge 6.4 EM ve Milstein yaklasik ¢oziimlerinin N ’in farkh degerleri igin ortalama

mutlak hatasi

N EM Tahmini Milstein Tahmini
Xl x2 xl X2
10° 8,6x10°° 1,04x1072 3,0899x10* 2.3296x107*
10* 1,6x107 1,0x1073 9,6651x10°° 9,8567x10°°
3x10* 4,9865x107* 3,9651x10™* 3,5978x10°° 3,8793x10°°
5x10* 4,2644x10™ 2,1340x10™* 1,0344x10°° 2 2476x10°°
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Cizelge 6.4’de (6.10) denkleminin [0,1] arahginda N =10° 10%, 3x10*, 5x10*

parcalanisi icin tek bir yol Gzerinden EM ve Milstein ¢ozlimlerinin ortalama mutlak

hatasi verilmistir.

Sonug ve Bulgular

Bu calismada 2 boyutlu lineer SDDS’i analitik ve EM, Milstein metodlari yardimiyla
niimerik olarak ¢éziildii. Bu ¢oziimlerin N =10°, 10*, 3x10*, 5x10* pargalanislari igin
ortalama mutlak hatasi hesaplandi. Hata c¢izelgesinden N ’in farkli degerleri igin
Milstein metodundaki ortalama mutlak hatanin EM metodundakinden daha dusiik

oldugu dolayisiyla (6.10) denklem sistemi icin Milstein yaklasiminin analitik ¢6ziime

EM yaklasimindan daha yakin oldugu gorildi.

Uygulama 6.4
dX(l)(t) (0 -a X(l)(t) 0 —y X(l)(t)
O S s e

a =2, y=0.3 katsayllari ve t[0,10] olmak tzere X(l)(O) =1, Xx® (0)=0 baslangig

kosulu ile verilen Kubo osilatériinin analitik ve nimerik ¢oziimlerini bulalim. (Bu

katsayilar [30])'dan alinmistir.)

Verilen problem Stratonovich SDD’nin d =2,m=1 halidir. (6.11) denklemini agik

sekilde yazilirsa;

{dx 9 (t)=-2X (t)dt—0.3X? (t)odw (t) (6.12)

dX @ (1) =2X @ (t)dt+0.3X @ (t) o dW (t)

olur. (3.33) esitligi kullanarak (6.12) denklem sistemine esdeger olan Ito stokastik

denklemini bulalim.
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1 (1 1 2 j 69(1)(t’ (t)) 2 (0'3)2 1
f()(t,X(t)):f()(t,X(t))+E§g(‘)(t,X(t)) 0 _—2X()(t)—TX()(t)
(2) 2
2 _ 0 1& ) 09 (LX(1) L wy (03) @
X (0)= 17 (X ()4 5 28" (X (0) T G =2x () =25 X (g
oldugundan (6.12)’nin Ito SDDS formu
o) @ (03) o @
dX¥(t)=| —2X (t)_TX (t) |dt—0.3X"7(t)dW (t)
, (6.13)
2 0y (03) o)
dX'(t)=| 2X (t)_TX (t) [dt+0.3X" (t)dW (t)
2
)
olur. (6.13) denklem sisteminin katsayr matrisleri F = 2 , ve
, (03
2

0
G=
[0.3

den temel matris

B :exp( F —%GZJHGW (t)j

-0.3

o 2 10  -03Y | (0
=exp -- t+
(0_3)2 2103 O 03 0

. 0 -2 0
seklinde bulunur. A= ve B=
2 0 0.3

-03) .
0 gosterilirse

jw (1)

¢, =exp(At+BW (t))=exp(At)exp(BW (t))= i (At)' i(BW .(t)).
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0 ] dir. F ve G sabit degerli ve degismeli matrisler oldugundan (3.17)

(6.14)



22 t2 0 O ~ 22ij—1t2 1
:g(_l)- (2|)| » +§:(_1) - (2|+1)I
G T

:{COS(Zt) —sin(2t)]

sin(2t) cos(2t)

elde edilir. Benzer sekilde

g(BW(t))i [cos(O.S\N(t)) —sin(O.BVV(t))]

it [sin(03wW (1))  cos(0.3W(t))

bulunur. Dolayisiyla

cos(2t) —sin(2t) ][COS(O.S’W (t)) —sin(0.3W (1)) J

¢, =exp( At+BW (t))z[sin(Zt) cos(2t) ) sin(0.3W (t))  cos(0.3W (t))

cos(2t+0.3W (t))  sin(2t+0.3W (t))
{sin(2t+0.3\N(t)) cos(2t+0.3\N(t))J

temel ¢6zim bulunmus olur. Analitik ¢6ziim (3.15) den

X(t)=[X(1)(t)J=¢HOX(to)=[cos(2t+0'3w(t)) sin(2t+0.3W (1)) J(lj

sin(2t+0.3W (t))  cos(2t+0.3W (t)) O (6.15)

olarak bulunur.

(6.13) denkleminin Milstein metodu i¢in nlimerik semasi
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_@X(” (6)((aw, )Z—At)z -
X2 (t,)= X0 (t,)+£2)2(1) (t,)_((’%ﬂ (t )}mo 3% 0 (1) AW,

seklindedir. Burada 1=0,1,2,..,N-1, At=T/N=1/N, AW =W(t,)-W(t)dir.

Benzer sekilde (6.13) denkleminin 2. mertebeden basitlestiriimis Taylor semasi

m

hkd) > g*g"" olmak tizere

%(h(“)o +h® 204+ h®Y0 4 h(”)o)}(m)2

+

=X®(1)-03X? (t,)Aw, +[—2>2(2) (ti)—M X®(t, )jAt
- (03" RO (1) (AW, - ) §{<0-3>3X<2><> (12) X% (1] ataw
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(03
@ (t,)+0.3X W (t,) AW, +[2>€ WL X B, )JAt

>
—
\’_\l
—~
-
T
us
~
Il
x>

2
+%(‘(0'3)Z X (6))((aw )’ —At)+%{—o.6>2<2> (ti)—@ %2 (1)

+ 0.3[—2>2 @ () -2 XU (¢ )}%(h(“)m h*?0+h*0+ h“%)}Amw,

2

+ %(h(“) 0+h*?04+n?Y04n(? 0)} (At)2

_ RO (1)+(0.3) XD (1) AW, +(2>3‘” (ti)—@ X (ti)]“

SO g ) (w2 [4.2X 00 - (03P KO 1 avaw, (67
+%{—4)2(2) (t)-2(03 XU (t)+ (Of)4 X, )}(AI)Z

seklinde elde edilir. Burada i=0,1,2,...,N -1, At=T/N =1/N, AW, =W (t,,)-W(t,)
dir. (6.13) denkleminin dolayisiyla (6.11) denkleminin [0,10] araliginda N =10000

parcalanis icin analitik ¢6zimu ile Milstein ve 2. mertebeden basitlestirilmis Taylor
yaklasik ¢oziimleri MATLAB programinda hesaplanip grafigi cizilirse Sekil 6.10 elde
edilir. Burada analitik ¢6zim kirmizi, Milstein yaklasik ¢6zimi yesil, 2. mertebeden

basitlestirilmis Taylor yaklasik ¢c6zim ise mavi egri ile gosterilmistir.
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10

Sekil 6.10 N =10000 igin tek yol (izerinde X ’in analitik, Milstein ve 2. mertebeden
basitlestirilmis Taylor ¢ozlimleri

Cizelge 6.5'de (6.11) denkleminin [0,10] araliginda N =10° 5x10°, 5x10*, 5x10°

parcalanisi icin Milstein ve 2. mertebeden basitlestirilmis Taylor metodu ile bulunan

yaklasik ¢6ziimlerinin ortalama mutlak hata gizelgesi verilmistir.

Cizelge 6.5 Milstein ve 2. mertebeden basitlestirilmis Taylor yaklasik ¢éziimlerinin N ’in
farkli degerleri icin ortalama mutlak hatasi

N Milstein Tahmini 2. Mertebeden Taylor Tahmini
X X @ X X (@

10° 0,0721 0,0677 5,8041x10™* 6,0604x107*

5x10° 0,0129 0,0140 1,4603x107° 1,3543x10°

5x10* 0,0014 0,0013 1,9842x10°° 1,7696x10°°

5x10° 1,1895x10°* 1,1293x10™* 1,1959%10~" 1,1902x10~"
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Sonug ve Bulgular

Bu calismada Kubo osilatéri Stratonovich SDDS’den Ito SDDS’e donustlUriimistir.
Daha sonra elde edilen SDDS analitik, Milstein ve 2. mertebeden basitlestirilmis Taylor
metodu yardimiyla niimerik olarak ¢coziildii. Bu ¢éziimlerin N =10°, 5x10°, 10*, 5x10*
parcalanislari icin ortalama mutlak hatasi hesaplandi. Hata cizelgesinden N ’in farkh
degerleri icin 2. mertebeden basitlestirilmis Taylor metodundaki ortalama mutlak

hatanin Milstein metodundakinden daha kiglk oldugu goéruld.

Uygulama 6.5

ix (t):(izx (t)+ X (t_1)]dt+ X (t=1)dW (1), t<[0,1]

t+ (6.18)

X (t)=(t+3)", te[-1,0]
gecikmeli stokastik diferansiyel denkleminin analitik ve niimerik ¢6zimund bulalim.

(6.18) denklemi (5.1) ile karsilastiriirsa 7 =1 oldugu gorilir. Problemin varlik-tekligini

arastiralim.

(5.1) deki katsayilar sirasiyla F(t,¢, 77)——§+77, G(t,&n)=n dir. VteR" igin

2 <1 oldugundan
t+2

2 2

‘F(tlfpm)_F(t’gglﬂz)‘: E§1+ﬂl_m§2_nz

2
|5 a-) )

2
_2 |§1_§2|+|771_772|£|§1_§2|+|771_772|

|G (tvfpm)—G(t,fzJ?zﬂ :|771 _772| < |§1_§2|+|771_772|
F ve G fonksiyonlari Lipschitz sartini sagladigi gosterilmis olur.

2 2
(Ej 5 nfﬂ 77

<[é?+28n+ 7] <2 |ef +|nf’ )< 2(L+ 12 +f )

I ( cfn\—‘—f n
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G(t&n) =l <(2+ef +lnl" )

F ve G fonksiyonlari lineer biylime sartini sagladigi gosterilmis olur. Dolayisiyla

(6.18) denkleminin [-1,1] araliginda bir tek ¢éziimii vardir.

te[0,1] ise t-r=t-1€[-10] olur. X(t—1)=a)(t—1)=(t+2)2 elde edilir ve

(6.18)'de yerine yazilirsa;

i (t):(t%x (t)+(t+2)2jdt+(t+2)2 aw (1)

olur. Bu denklem lineer stokastik diferansiyel denklemdir. Uciincii bélimde

gosterildigi gibi temel ¢6zim

4 = €XP {i{éwj ds+jJ'OdW (s)} _ eXp{In (%)Z} P (%)z

olmak lizere analitik ¢oziim

X (t)=d,, {xo +i[(s+z)2 _o](STZZJ ds+j£(s+ 2) [Hizj aw (s)}

t+2

X (t)= (sz Xo+(t+2)" (W (t)+t)

bulunur. (6.18) den X, =9 dir. (6.18) denkleminin EM semasi

X (t,,)=X (ti){ti%z X (t)+ ot —1)}At+a)(ti ~1)AW,

seklindedir. Burada i=0,1,2,.,N-1, At=T/N, t =iAt, AW, =W (t,,)-W () dr.

Benzer sekilde (6.18) denkleminin Heun Metodu i¢in semasi asagidaki gibi olur;

% (t,,)= X (ti)+L%)2 (t)+ ot —1)}At+a)(ti ~1)aw
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2 & -
e (t)+(t +2)2 +T X (t)+(t, +2)2

X (t.)=X (t)+ tz At

N (t+ 2)2 +2(ti+1 + 2)2 AW

(6.18) denklemi [0,1] araliginda N =2 parcalanisi icin EM ile Heun metodlari ile
MATLAB programinda ¢ozillp grafigi cizilirse Sekil 6.11 elde edilir. Burada te[—l, O]
icin X (t)=(t+3)2 analitik ¢ozami kirmizi egri ile te[0,1] icin analitik ¢éziim yine

kirmizi egri ile gosterilmistir. EM yaklasik ¢6zimi mavi, Heun yaklagik ¢6zimi yesil

renk egri ile gizilmistir.

35 T T T T T T T T T
]
s
X pnaiitk A W

|
30 xAnaIitik ST
XEM l.|'||llll.
25 xl—eun _ Il- T
A
¥ l."
20+ p .
X
‘LJI

10 s B
5r B

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-1 08 06 -04 -02 0 02 04 06 08 1

Sekil 6.11 N = 2" icin analitik ¢6ziim ve EM ile Heun niimerik ¢éziimleri

Cizelge 6.6’ da [0,1] araliginda N =2°,2'°,2",2%,2" parcalanisi icin 100 6rneklem yol

Uzerinden EM ve Heun metodlari ile bulunan vyaklasik ¢oziimlerin
A 2 1 o A2 A
E‘X (1)- XN‘ sz‘X '(1)-X}| ortalama karesel hatasi verilmistir. Burada X,

j=1
N alt aralik kullanilarak X '’in T =1 aninda J. 6rneklem yol Uzerindeki yaklasik

degeridir.
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Cizelge 6.6 EM ve Heun yaklasik ¢ozlimlerinin 100 6érneklem yol Gzerinden N “in farkli
degerleri icin ortalama karesel hatasi

N EM Tahmini Heun Tahmini
2° 5,5770x10™" 1,1551x10™*
210 1,3756x10™* 3,0630x10°
21 3,6657x10™° 8,2106x10°°
2% 9,0545x10°° 1,6618x10°
2° 2,3992x10°° 3,5473x10”"

Sonug ve Bulgular

Bu calismada (6.18) GSDD, lineer SDD’e donustlrilerek analitik ¢ozimi bulundu.
Ayrica EM ve Heun metodlari yardimiyla (6.18) denkleminin yaklasik ¢oziimleri elde
edildi. Bu ¢oziimlerin N =2°,2' 2" 2'2 23 parcalanislari icin ortalama karesel hatasi

hesaplandi. Cizelge 6.6’dan N'in farkli degerleri icin Heun semasi ile bulunan
¢Ozlimlerin ortalama karesel hatasinin, EM yaklasimindaki ortalama karesel hatadan

daha kiiglk oldugu gordlda.
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BOLUM 7

SONUC VE ONERILER

Bu calismada SDD’in tipleri tanitilarak, analitik ¢oziimleri ve farkli nimerik yéntemlerle
nimerik ¢ézimleri elde edildi. Ito Taylor agilimi verilerek bu semadan EM ve Milstein
semalarinin elde edilisi incelendi. Ayrica birinci mertebeden kuvvetli agik sema, ikinci
mertebeden basitlestirilmis Taylor semasindan bahsedildi. Bu semalar kullanilarak
lineer olmayan SDD, lineere indirgenebilir SDD, stokastik diferanstiyel denklem
sistemleri, Kuba osilatérii nimerik olarak ¢o6zildd. Ito analizi yardimiyla analitik
¢ozimler elde edildi. Bu analitik ¢ozimlerle nimerik ¢ozlimler arasindaki iliski grafikler
ve hata gizelgeleriyle incelendi. Lineer olmayan SDD ¢oklu érneklem yol Uzerinden

analitik ve nimerik olarak ¢ozlldi. Karesel mutlak hata cizelgesi, hata grafigi verildi.

Gecikmeli stokastik diferansiyel denklemler tanitildi. Gecikmeli lineer SDD EM, Heun

niimerik metodlariyla ¢o6zildi.

Tezin 6zgin kismi uygulama 6.1 de verilmistir. Burada 10000 yol lizerinden bulunan
EM, Milstein ve analitik ¢oziimlerin ortalamasi grafiklerle gosterilmistir. Ortalama
egrinin gercekten de orneklem egrilerin yogunlukla bulundugu bdlgede oldugu
gozlemlenmistir. Karesel mutlak hata grafigi ile hatanin kimdulatif olarak arttig
gorilmektedir. Bitlin nimerik metodlar i¢in adim araligi kiictldikce hatalarin

kiiculdugul, gercek degere yaklasildigi gorilmektedir.

Lineer olmayan gecikmeli stokastik diferansiyel denklemlerin analitik ve nlmerik

¢Ozlimleri incelenebilir.
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