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ONSOz

Bu tezde ilk olarak, 3 ve 4-boyutlu Galile uzaylari ile ilgili temel bilgiler verilmistir.
Ayrica dual kuaterniyonlar hakkinda genel tanimlamalar yapilmis ve Galile uzayi ile
izomorflugu kurulmustur. Tezin orijinal kisminda ise dual kuaterniyonlar icin
tanimlanan 6zel bir carpim yardimiyla dual kuaterniyonlar icin Serret-Frenet formiilleri
ve Frenet elemanlari elde edilmistir. Boylece literatiire dual kuaterniyonik egri kavrami
kazandirilmistir.
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ilk olarak 3 ve 4-boyutlu Galile uzaylari ile ilgili temel bilgiler verilmistir. Dual
kuaterniyonlar ile ilgili temel bazi tanimlamalarla beraber, dual kuaterniyonlar igin
kuaterniyon garpimi pure dual kuaterniyonlarin ¢arpimini da icerecek sekilde yeniden
diizenlenmis ve Galile uzayi ile izomorf yapi kurulmustur. Ayrica bu izomorfluga bagh
olarak dual kuaterniyonik egriler icin Serret-Frenet formilleri ve Frenet elemanlari elde
edilmistir.
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BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Kuaterniyonlar ilk olarak 1843 yilinda irlandali Matematik¢i William R. Hamilton, [1]
tarafindan karmasik sayilari genellestirerek geometrik optikte kullanmak amaciyla
bulunmustur. Ginimuzde kuaterniyonlar, grafik tasarimlarinda ve fiziksel problemler
gibi bircok bilim dalinda kullanilmaktadir. 1983 yilinda Hacisalihoglu, [2] kuaterniyonlar
ile ilgili temel o6zellikleri incelemistir. 1985 yilinda ise Nagaraj ve Bharathi, [3]

kuaterniyonik carpimin geometrisini incelemistir.

Kuaterniyonlar kullanilarak egriler teorisi ile ilgili yapilan ilk ¢alisma 1987 yilinda
Bharathi ve Nagaraj, [4] tarafindan reel tek degiskenli kuaterniyon degerli fonksiyonlar
(kuaterniyonik egriler) bashgi ile verilmistir. Bu ¢alismada, pure kuaterniyonik bir
egrinin Serret-Frenet formiilleri elde edilmis ve elde edilen bu formdller yardimiyla

kuaterniyonik egrilerin Serret-Frenet formuilleri elde edilmistir.

Literatlir incelendiginde, kuaterniyonik egriler ile ilgili deger galismalari su sekilde
siralayabiliriz: Karadag ve Sivridag, [5] 1997 yilinda kuaterniyonik egrilerin Serret-
Frenet formilleri yardimiyla kuaterniyonik egilim gizgileri ve harmonik egrilikleri
inceleyip, harmonik egrilikleri egrinin egrilikleri cinsinden elde etmislerdir. Yine ayni
calisma icerisinde kuaterniyonik egrilerin bir egilim cizgisi olmasi icin gerek ve yeter
kosul verilmistir. Ayrica, kuaterniyonik egrilerin egilim ¢izgisi olmasi icin egrinin
harmonik egrilikleri cinsinden karakterizasyonlari da ayni yazarlar tarafindan
incelenmistir, [6]. Giingdr ve Tosun, [7] Oklid uzayinda kuaterniyonik rektifiyan

egrilerini, Soyfidan ve Giingdr, [8] ise yari Oklid uzayinda kuaterniyonik rektifiyan



egrilerini incelemiglerdir. Yine ayni yazarlar, [9,10] ¢alismalarinda kuaterniyonik invollt
evolit egri ciftlerini Oklid ve yari Oklid uzayinda incelemis ve 6zellikleri hakkinda

bilgiler elde etmislerdir. Ayrica Oklid ve yari Oklid uzaylarinda kuaterniyonik B, slant

helisler ve ilgili 6zellikleri incelenmistir, [11,12].

Kuaterniyonlar igin De-Moivre’s formull, kuaterniyonlara ait matrisler ve Euler
formdlleri [13,14] nolu kaynaklarda incelenmistir. Kuaterniyonlar ile ilgili diger temel

tanim, teorem ve sonuglar muhtelif kaynaklarda verilmistir, [15-19].

Dual kuaterniyonlar literatiirde ilk olarak 1994 yilinda Majernik tarafindan [20] nolu
calismada dort bilesenli sayilar olarak tanimlanmistir. Majernik [21] nolu ¢alismada ise
Galile uzay-zaman donustmlerini dual kuaterniyonlar kullanarak ifade etmistir. Daha
sonra 2009 yilinda Yayh ve Tatlncl [22] nolu calisma ile genellestiriimis Galile
dontsumlerini ve dual kuaterniyonlari incelemislerdir. 2011 yilinda ise, Ercan ve Yiice
tarafindan, [23] nolu ¢calismada dual kuaterniyonlar icin Euler formiil(i, De-Moivre’s

formll ve dual kuaterniyonlarin matris gosterimleri verilmistir.

1.2 Tezin Amaci

Tezde, oncelikle, dual kuaterniyon carpimi ve ozellikleri incelenecek olup bu 6zellikler
yardimiyla izotropik dual kuaterniyonik egriler icin Serret-Frenet vektérleri ve Frenet
elemanlari elde edilecektir. Bulunan bu formiller yardimiyla, non-izotropik dual

kuaterniyonik egrilerin Serret-Frenet formilleri ve Frenet elemanlari verilecektir.

1.3 Hipotez

Bu calismada dual kuaterniyonlar hakkinda tanimlamalar yapilarak, izotropik dual
kuaterniyonik egriler icin Serret-Frenet formilleri incelenecektir. Elde edilen bu
formuller kullanilarak non-izotropik dual kuaterniyonik egriler igin Serret-Frenet

formdlleri bulunarak literatiire dual kuaterniyonik egri kavrami kazandirilacaktir.



BOLUM 2

TEMEL KAVRAMLAR

Bu bolimde, tezin orijinal kisminda kullanacagimiz bazi temel bilgiler verilecektir. Bu
bilgiler Galile diizlemi ile 3 ve 4-boyutlu Galile uzaylari hakkinda olacaktir.

2.1 Galile Diizlemi (G?)

Tanim 2.1 Galile diizleminde Galile dontstimleri;

X'= x +a (2.1)
y'=Vx+y+b '

veya matris ifadesiyle,

MZR ﬂBHﬂ . X =AX+C (2.2)

olarak tanimlanmaktadir. Burada Amatrisi shear matrisi ve C matrisi de dteleme
matrisi olarak tanimlanir. Bu dénisiimler altinda degismeyenlerin teorisine Galile’nin
Gorecelik Prensibinin Geometrisi veya 2-boyutlu Galile diizlemi adi verilir ve G* ile
gosterilir. Galile diizleminde vektoérler iki sinifta incelenir. Bunlardan biri vektorin ilk
bilesenin sifir oldugu, bir digeri de sifir olmadigi durumdur. Alinan bir vektorin ilk

bileseni sifir ise bu vektére izotropik veya ézel vektér adi verilir. Aksi halde bu vektére
non-izotropik vektér denir. Ornegin ;(:(xl,yl)er vektérii igin, eger X, =0 ise bu

vektore izotropik vektér denir. Vektorlerin izotropik veya non-izotropik olmasina gore

tanimlanan i¢ ¢arpim degismektedir, [24-26].



2.1.1 Galile Diizleminde i¢ Carpim

Tanim 2.2 Galile diizleminde X = (Xl, yl), y= (Xz, yz) e G* non-izotropik vektorlerinin

Galile i¢ garpimi <, >G notasyonu ile gosterilir ve <X, y> = X,X, olarak tanimlanir,
G

[24-26].

2.1.2 Galile Diizleminde Ozel i¢ Carpim
Tanim 2.3 Galile diizleminde ;(=(0,y1), 9=(0,y2)eG2 izotropik vektdrlerinin

Galile 0Ozel i¢c carpimi <, >5 notasyonu ile gosterilir ve <;(,9>6=y1y2 seklinde

tanimlanir, [24-26].

2.1.3 Galile Diizleminde iki Vektoriin Dikligi
Tanim 2.4 Galile dizleminde ;(,yer vektorleri icin <;(,§>G =0 esitligi ancak

<;(,;(>G #0 igin 9:(0, yz) olmasi durumunda saglanir ve bu X ve 9 vektorlerine

ortogonal vektérler denir. Boylece herhangi bir izotropik vektoérin dizlemdeki tim

non-izotropik vektorlere diktir ve X J.?/ ile gosterilir, [24-26].

2.1.4 Galile Diizleminde Merkezil Cember

Tanim 2.5 Sabit bir Q(a,b) noktasina uzakliklari mutlak degerce sabit ve r olan

M (X,y) noktalarinin kiimesine gember denir ve S ile gésterilir. Burada Q(a,b)
noktasina S ¢emberinin merkezi ve negatif olmayan r sayisina ¢emberin yarigapi

denir. Ayrica S c¢cemberi S = { Q=(x, y)‘ d(Q,M)=r } ile gosterilebilir. Burada

QM =(x-a,y—b) ve d(Q,M)=|QM|=r dir. Bdylece S cemberi [x—a|=r olarak

tanimlanabilir, [24-26].



2.1.5 Galile Diizleminde Galile Trigonometrisi

Galile anlaminda cosinilis ve sinlis fonksiyonlari, sirasiyla, cosg ve sing olmak Uzere

Va el igin
cosg o =1
(2.3)
sing ¢ =«
olarak tanimlanir, [24-26].
YA
F
(Ler)=(cosga.singe)
1
0 o
>
(0,0) 1 X
Sekil 2. 1 Galile dizleminde agl
2.2 3-Boyutlu Galile Uzayi (G?)
Tanim 2.6 G’ Galile uzayinda Galile doéniisiimleri;
X'=x+a
y'=(vcos B)X+cospy+sinpz+b (2.4)

7' =(vsin B) X —sin gy +cos pz +d

seklinde tanimlanir. Bu donilsimler altinda degismeyenlerin teorisine Galile’nin

Gorecelik Prensibinin Geometrisi veya 3-boyutlu Galile Uzayi denir ve G* ile gésterilir,

[24-26].

Tanim 2.7 G’ Galile uzayinda ﬁ:(O, y,z) seklindeki vektorlere 6zel (izotropik)

vektorler denir. Diger vektorlere, yani V= (X, Y, Z), x # 0 seklindeki vektorlere siradan

(izotropik olmayan veya non-izotropik) vektérler adi verilir, [24-26].



2.2.1 3-Boyutlu Galile Uzayinda i¢ Carpim

Tanim 2.8 Galile uzayinda ;(:(Xl,yl,zl),y:(X2,y2,22)eG3 olmak Uzere Galile ig
carpimi < s >G seklinde gosterilir ve
(), 7

seklinde tanimlanir, [24-26].

2.2.2 3-Boyutlu Galile Uzayinda Ozel i¢ Carpim

Tanim 2.9 Galile uzayinda X= (0,y,,7, ),9 =(0,Y,,2,)eG’ &zel vektorlerinin Galile
Ozel ic carpimi < R >§ ile gosterilir ve

<Xa Y>5 =YY, t7Z,

olarak tanimlanir, [24-26].

2.2.3 3-Boyutlu Galile Uzayinda Norm

Tanim 2.10 Galile uzayinda )a(:(xl,yl,zl)eG3 vektdriiniin normu H)?H ile gosterilir
G

ve

[, = (%), =1«

seklinde tanimlanir. Hi”e =1 ise x vektoriine birim vektér denir, [24-26].

2.2.4 3-Boyutlu Galile Uzayinda Ozel Norm

Tanim 2.11 Galile uzayinda )ﬁ(=(0,y1,zl)eG3 dzel vektérinin normu H)?Hb ile

gosterilir ve

H;(Ha - \I<;(" §>5 —V ylz * 212

seklinde tanimlanir, [24-26].



2.2.5 3-Boyutlu Galile Uzayinda Diklik
Tanim 2.12 Galile uzayinda )?,96G3 vektorleri icin, <;(,§>G =0 esitligi, <;(,;(>G #0

icin 9:(0, yz,zz) olmasi durumunda saglanir ve bu X ve 9 vektorlerine ortogonal

vektorler denir ve 9L;( ile gosterilir. Boylece herhangi bir izotropik vektoriin uzayda

tiim vektorlere dik oldugu sdylenebilir, [24-26].

Tanim 2.13 Galile uzayinda ;(:(Xl,yl,zl), ?/:(Xz,yz,zz)eG3 olmak lzere ve bu iki

vektdrden en az biri 6zel vektér olmamak lizere Galile vektorel carpimi,

0 e e
XAgY=IX Y, 2z :(0,zlx2—xlzz,x1y2—ylx2) (2.5)
X2 y2 22

olarak tanimlanir. Burada e,, e, vektorleri standart baz vektérlerdir, [24-26].

2.2.6 3-Boyutlu Galile Uzayinda Egriler Teorisi

G’ Galile uzayinda bir o uzay egrisi | R bir acik aralik olmak lizere a:1 —G°,

seklindedir.

a:l —G?, egrisiicin (y"(x))zjt(z“(x))2 #0 olmak lizere a(x):(x,y(x),z(x)) ve

X yay parametresi ile parametrelendirilmis bir egri olsun. Bu durumda « egrisinin

egriligi x(x)= \/(y"(x))z +(Z "(X))2 olmak Uizere bu egrinin Frenet ti¢ ayaklisi

t(x)=(Ly'(x),2'(x))

n(x):ﬁ(o,y"(x),z"(x)) (2.6)
0(x) =17 (020" (¥)

olarak elde edilir. Ayrica a egrisinin Serret-Frenet elemanlari t,n,b, x,7 olmak tzere;

bu egrinin Frenet formiilleri



seklindedir. Ayrica bu formilleri matris formatinda

t' 0 x Oft
n'i=0 0 zf|ln (2.7)
b' 0 —z 0Oflb

seklinde gosterilebilir.

Burada 7 burulma fonksiyonu

7(x)= det( '(X);;(")E;()’ a"(x))

olarak hesaplanir, [27].

2.3 4-Boyutlu Galile Uzayi (G*)

Tanim 2.14  4-boyutlu Galile uzayinda Galile donutstimleri asagidaki sekilde
tanimlanmaktadir:
X' =(cos Bcosa —cosysin Bsina ) x—(sin fcosa —cos ysin Bsina )y +(sin ysinar)z

+(veosd) )t+a

y' =(cos Bsina +cos ysin fcosa ) X+ (—sin Bsina —cos y cos fcosar )y +(siny cosa) z

+(vcosd, )t+b
2'=(sinysin B)x—(sinycos B)y+(cosy)z+(vcosd, )t+c
t =t+d.

Burada cos’ &, +cos’ 8, +cos’ &, +cos’ 5, =1. Bu déniigiimler altinda degismeyenlerin
teorisine Galile’nin Gérecelik Prensibinin Geometrisi veya 4-boyutlu Galile Uzay! denir

ve G* ile gosterilir, [24-26].

Tanim 2.15 Galile uzayinda a:(O,y,z,t) seklindeki vektorlere dzel (izotropik)

vektorler denir. Diger vektorlere, yani \7:(X, Y, Z,t), X#0 seklindeki vektorlere
siradan (izotropik olmayan veya non-izotropik) vektérler adi verilir, [24-26].
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2.3.1 4-Boyutlu Galile Uzayinda i¢ Carpim

Tanim 2.16 4-boyutlu Galile uzayinda ;(:(Xl,yl,zl,tl), Y/:(Xz,yz,zz,tz)eG4 olmak
Uzere Galile i¢ garpimi < , >G seklinde gosterilir ve
<x, y>G = XX,

seklinde tanimlanir, [24-26].

2.3.2 4-Boyutlu Galile Uzayinda Ozel i¢ Carpim

Tanim 2.17 Galile uzayinda X = (0,y,,2,,t, ),9 =(0,Y,,2,,t,)eG* 6zel vektérlerinin
Galile 6zel i¢ carpimi < y >5 ile gosterilir ve

<x, y>5 =YY, +72,Z, +1t,

olarak tanimlanir, [24-26].

2.3.3 4-Boyutlu Galile Uzayinda Norm

Tanim 2.18 Galile uzayinda her x=(x,Y,,2,t)eG* vektdrinin normu H)?H ile
G

gosterilir ve

[, = (%), =1«

seklinde tanimlanir. Hi”e =1 ise x vektoriine birim vektér denir, [24-26].

2.3.4 4-Boyutlu Galile Uzayinda Ozel Norm

Tanim 2.19 Galile uzayinda )ﬁ(=(0,y1,zl,t1)eG4 dzel vektérinin normu H)?Hb ile

gosterilir ve

H;(Ha - \I<;(" §>5 N Yzt

seklinde tanimlanir, [24-26].



2.3.5 4-Boyutlu Galile Uzayinda Diklik

Tanim 2.20 4-boyutlu Galile uzayinda ;(,9 e G* vektorleri icin

(3), =0

olmasi <;(,;(>G #0 igin ;l=(0,y2,22,t2) olmasi durumunda saglanir ve bu X ve 9

vektorlerine  ortogonal vektérler denir. Boylece herhangi bir izotropik vektérin G*

uzayinda tiim vektorlere dik oldugu séylenebilir ve 9 1L xile gosterilir, [24-26].

Tamim 2.21 Galile uzayinda X=(X,,Y,,Zt,)s ¥ = (%5 V252351, )52 = (X5 Vs, 2ot ) € G*

olmak lzere bu vektorlerin Galile vektorel carpimi

0 e e e

e b z, t

XAg YAgZ=| hohh (2.8)
X2 y2 ZZ t2
X3 y3 23 t3

olarak tanimlanir. Burada e,,e,,e, vektorleri standart baz vektorlerdir, [27].

2.3.6 4-Boyutlu Galile Uzayinda Egriler Teorisi

4-boyutlu Galile uzayinda bir a uzay egrisi | R bir agik aralik olmak Uzere

a:l —>G*
s — (S, y(s),2(s), W(s))

(v"(s)) +(z"(s)) +(t"(s))" # 0 olmak iizere a(s)=(s, y(s),z(s),w(s)) seklinde bir
egri olsun. Bu a(s) egrisinin Serret-Frenet catisinin ilk vektorl teget vektoridir ve
T=a'(s)=(Ly'(s).z'(s),w'(s))

seklindedir. T' vektor fonksiyonu o egrisinin dénme Olglsini vermektedir. Reel

degerli
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() =T (5)], =y ") +(27(5)) +(w'(5))

ifadesi o egrisinin birinci egriligini belirtmektedir. ikinci ve t¢ilincii egriligi ise sirasiyla
iy (s)=[N"(s)],
(5)=(B/"(5). B.(s))

S5

olarak tanimlanir. Bu ¢alismada her seligin k (s)=0, k,(s)#0, ky(s)=0 kabul

edilecektir. Bu kosul altinda « egrisinin Frenet catisi

T(s)=(Ly'(s)2'(s),w(s))

: ' - (2.9)

B, (S):,uT ne N Ag B
olarak tanimlanir. Burada x==1 olup T, N, B, ve B, sirasiyla tanjant, normal,
binormal ve trinormal olarak isimlendirilir.

a egrisinin Serret-Frenet elemanlan T,N,B,,B,,k;,k,,k, olmak Uzere; bu egrinin
Frenet formdlleri

T'=kN
N'=k,B,

B,'=—k,N +k,B,

B,'=—k,B,

seklindedir. Ayrica bu formilleri matris formatinda

T']7 [0 k 0 0T
N'| [0 0 k OfN
_ (2.10)
B'| [0 -k, 0 k| B,
B,)| [0 0 -k, 0B,

olarak gosterilebilir, [27].
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Ornek 2.1 a:1 cR—>G* egrisi a(s)z(s,sz,sins,coss) olarak verilsin.

Frenet elemanlarini ve Frenet formillerini bulunuz.

Coziim

Oncelikle o egrisininin birim hizl oldugunu gésterelim. Bunun igin
a'(s)=(1, 2s, coss, sins)

esitliginden

- \/<a'(s),a'(s)>e -1

olup @ birim hizlidir. Bu durumda

a'(s)

T(s)=a'(s)=(L, 2s, coss, sins )
olarak yazilir. Ayrica buradan,

T’(S)za”(S)=(0, 2, —sins, —coss )

—J4+sin®s+cos® S

_

esitlikleri elde edilir. a egrisinin birinci egriliginin tanimi

4 (s)=[T"(s)

3

Bu egrinin

oldugundan dolay k, =/5 dir. Ayrica N(S)=;(O, y"(s), z"(s), w"(s)) tanimi

ki (s)

geregi,

N :LS(O, 2, —sins,—coss)

12



esitliginden

0T E

elde edilir. Bu esitlikten N vektorinin tirevi

N (0 0, —COSS SIHSJ

%

olarak bulunur. Bu ifade kullanilarak N’ vektériiniin normu ise

‘ B /coszs+sinzs_i
5 5 5 \/g

bulunur. a egrisinin ikinci egriliginin tanimindan

)=IN G, =7

elde edilir. Simdi de Bl(s) vektorind tanimini kullanarak bulalim. Bunun igin
K, (S), K, (S) ifadelerini yerine yazilirsa,

ool o] )

NG
esitliginden
B, (s)=(0,0,—coss,sins)
bulunur. Bu son esitlikten B, (s) vektériniin tiirevi
B/ (s)=(0, 0, sins, coss)
olarak elde edilir.

Simde de B,(s) vektériini bulalim. B,(s)=uT Ag N Ag B, oldugunu biliyoruz.

Tanim 2.21 kullanilirsa,
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B,(s)=uTAgNnAgB,

0 e, e, e,

2s cosS —sins

=u 0 i —sinS —cosS
NN RN
0 0 —Cc0osS  sinS

ifadesinde gerekli islemler yapilirsa, B, (s) vektori

B,(s)= ( 75 \/_sms j_cossj

olarak bulunur. Burada x =1 dir. Buradan B, (s) vektériniin tirevi

' 2 —2.4
B, (s)=| 0,0, —cosS, ——sin$
1 ( Vs s J
kolaylikla elde edilir. Simdi de son olarak « egrisinin Gglncl egriliginin tanimi olan

()= (B (5). B.(s))

5

esitligi kullanilirsa,

I 2 2
K,(s)=((0, 0, sins, coss),| 0, —=, —=sins, —=coss
5(s) <( sin’s, cosss) [ sin \/gcos j>b

ifadesinden

ki(s)=—F
()=
elde edilir.

Sonug olarak , a(s) :(s, s?, sins, coss) egrisinin birinci, ikinci ve Gguncu egrilikleri

sirasiyla,

1 2
k =~/5, kzzﬁ, kSZﬁ

ve Frenet vektorleriise
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T(s)=(1, 2s, coss, sins)

oo

B,(s)=(0,0,—coss, sins)

B,(s)= (\/_\/_sms \/_COSSJ

olarak elde edilir. Bununla beraber a(s):(s, sz,sins,coss) egrisinin Frenet

formulleri matris formunda

™1 To B o o |[T]
1
) 0 0 — 0
N, 75 N,
- 2.11
oy L, 2 242
N2 \/g \/g N2
2
0o 0 = 0
_N3'_ L \/g —_N3_

seklinde bulunur.
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BOLUM 3

DUAL KUATERNiIYONLAR

3.1 Giris

Oncelikle R*, G* ve R? uzaylarini ele alalim. Bu uzaylar incelendiginde, aslinda G* ve
5 1

R} uzaylarinin R* ile ayni uzaylar oldugu gériiliir. Bu uzaylarda iki sirali dértlinin
toplami ve bir skaler ile bir sirali dortliinlin carpimi islemlerine gére bunlar ayni nokta

kiimeleridir. Yani ayni vektor uzaylaridir. Ancak R* vektor uzayinda,

—

X= (X5 X5 %5 % ), yz(yo, Yi» Y0 Ys) vektérleriigin;

o <§(,9>R4 =X, Y, + XY, + %Y, + XY, Oklid i¢ ¢arpimi tanimlanirsa bu i¢ ¢arpimla

birlikte R* uzayina E* Oklid uzayi,

o <;(,§/>L:X0y0+xlyl+xzy2—x3y3 Lorentz i¢ carpimi tanimlanirsa bu i¢ carpimla

birlikte R* uzayina R} Minkowski uzayi,

v X Yo » X, #0 veya y,#0
) <x,y>G _{xly] XY, HXY, 5, X% =0 ve y,=0
Galile i¢ carpimi tanimlanirsa bu uzaya bu i¢ carpimla birlikte R* uzayina G* Galile
uzayr adi verilir. G* uzayinda vektérler ilk bilesenlerinin sifir olup olmadigina gore iki
grupta incelenir. Vektoérin ilk bileseni X, =0 ise bu vektére izotropik vektdr, X, #0 ise
bu vektorlere non-izotropik vektér adi verilir. izotropik vektdrler geometrik olarak
G* uzayinin vektor uzayi olarak alt uzayi olan R* uzayinda bir vektordiir ve buradaki

metrik oklid metrigidir. Vektorlerden biri non-izotropik digeri de izotropik ise birinci i¢
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carpim kullanilmaktadir. Fakat iki vektor de ayni anda izotropik vektorler ise bu iki
vektér G* uzayinin alt vektor uzayi olan R® uzayina distiigiinden dolayi Oklid metrigini

kullanmak gerekmektedir.

Literatiir incelendiginde, R* uzayina izomorf olan kuaterniyonlarin reel kuaterniyonlar

oldugu goriulir. a €R olmak Uzere bir reel kuaterniyon q=a,+aji+a,j+ak

formunda olup asagidaki bagintilar ile tanimlanir:
i’=j’=k*>=ijk=-1. (3.1)

Ayrica pure reel kuaterniyonlar kiimesi R® uzayina izomorf oldugundan iki pure

kuaterniyonun ¢arpiminda da (3.1) esitlikleri gegerlidir.

R‘l' Minkowski uzayini ele alalim. Bu uzaya izomorf olan kuaterniyon uzayi ise split

kuaterniyonlar uzayidir. Split kuaterniyonlarin birimleri asagidaki bagintilar ile

tanimlanir:
i2:j2:—l, k*=1, ijk=1. (3.2)

Bu uzaydaki pure split kuaterniyonlarin kiimesi Rf uzayina izomorftur ve pure split
kuaterniyonlar ile islem yaptigimizda da (3.2) esitlikleri gecerlidir.
Ancak G* Galile uzayina izomorf olan kuaterniyonlari arastirdigimizda ise [20], [21]

[22] ve [23] nolu kaynaklarinda karsimiza ¢ikan kuaterniyonlar dual kuaterniyonlardir.

Dual kuaterniyonlar kiimesi H, ile gosterilmis olup dual kuaterniyonlarin birimleri

asagidaki bagintilar ile tanimlanir:
i’=j*=k*>=ijk=0. (3.3)

Ancak bu bagintilar ile verilen Dual kuaterniyonlar kiimesinin G* uzayina tam
anlamiyla izomorf oldugu cikarilamaz. Cunkii bu uzayda (3.3) taniminda pure dual
kuaterniyonlarin karsilig yoktur. G* uzayina izomorf olabilmesi icin pure dual
kuaterniyonlar igin de bir ¢arpma islemi tanimlanmasi gerekirdi. Tezde ayrica

literatirdeki bu eksiklik giderildi.
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Tezimizde dual kuaterniyonlari incelerken 1,1, j,k sembolleri yerine 1,e,e,,e,
sembollerini kullanacagiz. Ayrica, pure dual kuaterniyonlar incelendiginde, G* uzayinin
icinde yer alan R’ alt vektdr uzayina distiigi gorilmektedir. Dolayisiyla, sadece pure

dual kuaterniyonlarda islem yapilirken R® uzayindaki metrik kullaniimalidir. Béylece

€,€,,e, birim elemanlar
(3.4)

esitliklerini saglamalidir.

Bundan dolayi, literatirde (3.3) denklemi ile verilmis olan dual kuaterniyonlar
kavramini genisleterek dual kuaterniyonlari, ilk bilesenlerinin sifir olup olmamasina

gore izotropik ve non-izotropik dual kuaterniyonlar olarak iki kisimda inceleyecegiz.

Yani, g =a,+a¢, +a,e, +a,; bir dual kuaterniyon olmak Gzere,

e/ =¢e,=¢€ =0
g non —izotropik ise -
yani a,#0 e

(3.5)

q izotropik ise

yani a,=0

e/ =6, =€ =-1,66, =€, =€,
€,6, =€ =—6€,, €€ =€, =—€6;

bagintilari saglanir. Béylece H, dual kuaterniyonlar kiimesi G* Galile uzayina izomorf
oldugu goralir.

Boylece reel kuaterniyonik egrilerin Frenet elemanlari arastirilirken pure reel
kuaterniyonik egrilerin Frenet elemanlarinin kullanimina benzer olarak; pure dual

kuaterniyonik egrilerin Frenet elemanlari yardimiyla dual kuaterniyonik egrilerin Frenet

elemanlari elde edilebilecektir.

3.2 Dual Kuaterniyonlar

Bir dual kuaterniyon q=a,+ae +ae +ae, formunda olup a R ve e,e,,e€,
birimleri (3.5) esitliklerini saglasin. O halde, dual kuaterniyonlar kimesi H, ile

gosterilir ve
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g non—izotropik ise
yani a,#0

el =€ =¢€ =0,

e, =66, =66 =666 =0 }

H,=<q=a,+ag +ae, +a,¢ 8 eR
el=el=e’=—1,ee, =6 =—08 }

€6 =€ =—€8,, 6,6 =6, =—€¢€,

q izotropik ise
yani a,=0

seklinde tanimlanir. Boylece dual kuaterniyonlar, pure olmayan dual kuaterniyonlar
ve pure dual kuaterniyonlar olarak iki kisimda incelenir. Pure olmayan dual
kuaterniyonlara non-izotropik dual kuaterniyonlar ve pure olan dual kuaterniyonlara da

izotropik dual kuaterniyonlar denir.

Non-izotropik dual kuaterniyonlarin kiimesi icin H :sp{l,el,ez,e3} oldugu agiktir ve

non-izotropik dual kuaterniyonlar igin

e’ =el=el=0,
1 2 3 } (3.6)

bagintilari gegerlidir.

izotropik dual kuaterniyonlar kimesi, H, non-izotropik dual kuaterniyonlar uzayinin
bir alt uzayi olup Hj =sp{e,.e,,e,} olarak ifade edilebilir. Hj uzayinin R* uzayina

izomorf oldugu gosterilebilir. izotropik dual kuaterniyonlar igin

(3.7)

e=e=el=-1,e6 =6,=-68
€,6; =€ =—€56,, 6,6, =€, =—€,6

bagintilari gegerlidir. O halde, tezimiz boyunca H? uzayinda galistigimiz siirece (3.7)
bagintilari kullanilacaktir. Ancak biri H, ve biri Hg uzayinda alinan sayilarla islem
yapilacagl zaman (3.6) bagintilari gecerlidir. Ayrica Hg uzayina Jzotropik dual

kuaterniyon uzayi ve H_ uzayina da non-izotropik dual kuaterniyon uzayi adi verilir.

Bir q=a,+ae, +a,e, +a,e, dual kuaterniyonunda a, € R degerine g kuaterniyonu-
nun reel kismi denir ve S, ile gosterilir. ae +a,e, +ae; ifadesine de (q

kuaterniyonunun vektérel kismi denir ve
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V, =ae +ae, +ae,
ile gosterilir. Boylece her ¢ dual kuaterniyonu
q=3,+V,

seklinde skaler kisim ve vektér kismin toplami olarak goésterilebilir. Ayrica a, =0 ise
V,=0=ae +a,e,+ae, € Hg dual kuaterniyonuna izotropik dual kuaterniyon (pure
dual kuaterniyon) ve a, #0 ise q=a,+a¢ +a,e, +a,e, dual kuaterniyonuna da non-
izotropik dual kuaterniyon adi verilir.

Tanim 3.1 H, kiumesi Uzerinde toplama islemi, q=a,+ae +a,e, +a,e, =S, +V,,

p=b,+be +be, +be =S +V, e H, dual kuaterniyonlariicin
q+p=(a,+b))+(a +b)e +(a,+b,)e, +(a, +b;)e,
seklinde tanimlanir. Boylece,

@: HyxHy > Hy

(0.p) >a+p=(S,+V,)®(S,+V,)
(s +S,)+(V,+V,)
=S, 1V

a+p

yazilabilir. Bu islemle birlikte (HD,(JB) ikilisi bir Abel grubudur. H, nin @ islemine
gore birim elemani g =0+ 0e, +0e, +0e, dir, [23].

Tanim 3.2 H_ kiimesi (izerinde skalerle ¢carpma islemi g =a,+a¢ +a,e, +a,e; e H,

dual kuaterniyonu ve A4 € R igin
A00=210(a,+ae +a,e, +a,e,)

=(1a,)+(1a )e +(1a,)e, +(1a,)e,
seklinde tanimlanir.

O: RxHy— Hy
(4.p) 220 p=20(S,+V,)
=4S, + AV,
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yazilabilir. Bdylece, ©: RxH, — H, disislemi asagidaki 6zellikleri saglar:
i) 20(q®p)=(10q)®(10p)
i) (4+4)00=(404q)®(400)
iii) (44,)00=40(4,04)
iv) 10g=q
O halde {H,,® R,+,-,0} altlsi bir vektér uzaydir. H,=Sp{le.e,.e}
oldugundan boy H, =4 diir, [23].
Tanm 3.3 (q=a,+ae +ae +a;e, p=Db,+be +be, +be, € H, dual kuaterniyon-
larinin garpimi (3.6) ve (3.7) esitlikleri yardimiyla tanimlanabilir:
i) Eger a,#0 veya b,#0 ise yani q veya p kuaterniyonlari non-izotropik dual
kuaterniyon (peH, veya pe H,) ise; (3.6) bagintilari yardimiyla;
q® p=a,b, +a,be +a,b,e, +ab,e, +bae +bya.e, +bae,
=a,b, +a,(be +be, +he,)+b, (ae +ae, +ae,)
=S5,5,+SV, +3.V,
tanimlanir. Boylece,

®: HyxH, > H,
(g,p) >q®p

(a,+ae +a,e, +ae,)®(b, +be +b,e, +he,)
ab, + ahbe + abe, + aybe,

+ abe + abe’ + abe ®e, + abe ®e,

+ abe, + abe, ®e + abe  + abe e,

+ abe, + abe,®e + abe ®e, + abel

islemi tanimlanir. Ayrica dual kuaterniyonlar igin “®” islemine dual kuaterniyon

carpim islemi denir.

ii) Eger a,=0 ve b, =0 ise yani g ve p kuaterniyonlari izotropik dual kuaterniyon

ise; (3.7) bagintilari yardimiyla,
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q ®(>‘ p= _albl - azbz _a3b3 +(a2b3 _asbz)el +(a3b1 _albs)ez +(a1b2 _azbl)e3
- —<vq,vp >R3 +V, ALV,
tanimlanir. Boylece,
®,: HIxH? > HJ
(0,p) >a®, p =(ae +ae, +a,8,) ®; (be +he, +he,)
ab, e + abe®,e, + abe®,e,

2
+abe®;e + abe + ab,e, ®;e,

+abe®,e + abe®,e + ab €

islemi tanimlanir. Burada <,>R3 ve A sirastyla, R® deki i¢c carpim ve vektorel

w7
carpimdir. Ayrica izotropik dual kuaterniyonlar igin “®,” islemine d&zel dual

kuaterniyon ¢arpim islemi denir.

Not 3.1 ( ve p ikiizotropik dual kuaterniyonicin q® p=0 dir.

Not 3.2 g ve p non-izotropik dual kuaterniyon ise q®p=p®(q esitligi

saglanmaktadir. Fakat q ve p izotropikise q®; p#q®; p dir.

3.3 Dual Kuaterniyonlar Uzerinde Temel islemler
Tanim 3.4 Dual Kuaterniyonlar icin esitlik q=35,+V, ve p=3S, +V eH, olmak

uzere q=p< S, =S, ve V=V, seklinde tanimlanir.

Tanim 3.5 H, kiimesinde iki dual kuaterniyon q=35,+V, ve p=35,+V  olsun.Bu

iki dual kuaterniyonunun farki q—p = (Sq — Sp)+(Vq —Vp> seklinde tanimlanir.

Tanim 3.6 Verilen bir g non-izotropik dual kuaterniyonun eslenigi,

: Hy—> Hp

g —>Q0=2a,—a¢6 —a,6, —a€,
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olarak tanimlanir ve a ile gosterilir. q dual kuaterniyonunun eglenigi yine bir dual

kuaterniyondur.

VQg,peHy , VAeR icin asagidaki 6zellikler saglanir:

1) (q+p)=q+p

2) g®p=q®p
3) (a)=q
4) Aq=A1q.

Ayrica, (=a,+ae +a,,+a,e;=S,+V, non-izotropik dual kuaterniyonu igin
q ®a = a® g carpimi hesaplanirsa,
4®q= (S, +V,)®(S,-V,)

=S; —S.V, +S.V,

= S;

elde edilir. Buradan Qq®Qq=q®Qq>0 dir. O halde q®q=q®q=0<a,=0

olmalidir.

Tanim 3.7 Verilen bir q izotropik dual kuaterniyonun eglenigi,
T HY > H]
q—oq=-ae —a,e —ae,
q=-V,

ile tanimlanir. Vq, p e Hg , VAeR icin asagidaki 6zellikler saglanir:
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2) q®5 p=6®5a

3) (a)=q
4) Aq=Aq

Ayrica, q=age +a,e, +a,e; =V, izotropik dual kuaterniyonu igin ®5a:a ®;q

a

carpimi hesaplanirsa,
q®; a: a®(5 q= _Vq ®5Vq
- _(Vq ®5VQ)
- —(—<vq,vp )+ A vp)

:<VQ’Vp>R3
) 2 2
=a’+al +a

elde edilir. Buradan q ®,q=0q ®,q>0 dir. O halde q®,q=0®,q=0<q=0

olmalidir.

Tanim 3.8 (e H, dual kuaterniyonunun normu,

q||HD :\/Q®a ile tanimlanir ve

i) Eger q € H, non-izotropik dual kuaterniyon ise;

[, Ho—> R

q -4, =vVa®a=ya®q (3.8)
:E:J;g:|a0|

islemi yazilabilir.

ii) Eger q e Hg izotropik dual kuaterniyon ise;

q||H3- =4/q ®§a ile tanimlanir ve

E H) —> R
HE =\/Q®5a :\/a®5 q (3.9)

2 2 2
=,/al +a; +a;

q—|aq

islemi yazilabilir.
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Tanm 3.9 qeH, igin ||q|| =1lise (’ ya birim dual kuaterniyon denir.

Norm islemi asagidaki 6zelliklere sahiptir:

vg,peH, ve Vr,seHJ dual kuaterniyonlari igin
i) Ja®pl, =[al, IPl., =lp®al,,

i’)

;g =[rllss -Isllg =lr ®5 sl

i) o+ pl,, =lal., +[pl.,

i)

|r+s

g =Irlls +s

S5
H D

1
i)l +lel, =5 (la+ ol +la-pl;, )

ii’) hig*kis:%“V+S:§H“_siﬁ
w) [al,, =,
iv’) |r”H,§ :HF HE

v) ( non-izotropik dual kuaterniyonu igin ||q||H =0<a,=0 ‘dr.
V') r izotropik dual kuaterniyonu icin ||r||H5 =0<r=0.

vi) ( birim non-izotropik dual kuaterniyon ise q ®a =1 dir.

vii) r birim izotropik dual kuaterniyon ise r ® r=1dir.

Teorem 3.1 {H,, ®, R, +, -, O} vektdr uzayi {G4, [+]. R, +, -, []} vektor uzayina
izomorftur. Burada [+] islemi G* de iki vektérin toplami islemi, [-] islemi ise bir

skalerle G* de bir vektoriin carpim islemi yani dis carpimi islemidir, [20-23].
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ispat

e 9:H,—>G*
q —>(p(q)=(a0,a1,a2,a3)

seklinde tanimlanan dénisiim lineerdir.
p(20q@u0p)=p(10(a,l+ag +ae, +ae,)®u0o(hl+be +be, +bie;))
= p((Aa, + b, ) +(Aa, + ub, )& +(Aa, + ub, )e, +(Aa, + ub; )e,)
= (Aa, + ub,, Aa, + b, Aa, + ub,, Aa, + b, )
=(Aay, Aa,, Aa,, A8, )[+]( by, uby, b, 1)
=[](ay.a,.8,,a; )[+] &[] (b, b, b, by)
=10¢(a1+age +ae, +a,8,)+uOp(bl+be +be, +be,)
=10¢(q)® 1O ¢(p)

e ¢ doénisimiiniin birebir oldugunu gésterelim. ¢(q)=¢(p) olsun. Bu durumda
o(a, +ag +ae, +a,e,)=¢(b, +be +be, +be,) esitligini yazabiliriz . ¢ nin tanimi

goz éniine alinirsa, (a,,a,,8,,a;) =(b,,b;,b,,b,) elde edilir. Bdylece q=p olur.

e boyH, =4, boyG*=4 ve ¢ birebir oldugundan ¢ &rtendir. Ayrica,
g=a,+ae +ae, +ae eH, icin o, =Va®q=|a| ve x=(a,,a,a,,a,)€G* icin

H;(HG :|a0| elde edilir.

\/ 2 2 2
ne = Vq®§Vq:1/al+az+a3 ve

x=(a,8,,a,)eR’ igin H)?H:,/a]2+a22+a32 elde edilir. Sonug olarak H, ile G*

uzaylari ve HJ ile R’uzaylan birbirlerine izomorf olup H, =G* ve HJ =R’ ile

Bununla beraber q=ae, +a,e, +a,e, € H} icin ”\/q

gosterilir.
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Tanim 3.10

Terslenebilir non-izotropik ve izotropik dual kuaterniyonlarin tersi sirasiyla

()" +Ho={0} > Ho—{0}

. 2,8, — 2,6, —a,e, —a,e : : .
q—> q'= q2 =0 1122 33 q non-izotropik dual kuaterniyon
”an q, (3.1) denklemi ile
D
ve
-1 . 5
(1) :H—={0} > HZ-{0}
L q -ag-ae —ae , _ _
g q' = =24 TBRTEE g zotropik dual kuaterniyon
”Q”Hs a +a, +a; (3.2) denklemi ile
D

olarak tanimlanir. Burada q~' dual kuaterniyonuna g dual kuaterniyonunun tersi denir.

g bir non-izotropik dual kuaterniyon ve r ise izotropik dual kuaterniyon olsun. g ve r

terslenebilir olmak Gzere, ters islemi asagidaki 6zelliklere sahiptir:

) Ja,, =lall,

) |, =Ml

i) g®q” =a®(|al,. a)=als,. (a®a)=]al; Jal}, =1=a"®q

i) 1@, 1" =1 ®, (|, 1) =lrlls " (r @)=l Irll” =1=r"®, v

Tanim 3.11 H, Uzerinde bé/me islemini inceleyelim.

i) q=#0,VgeH, kuaterniyonu non-izotropik olsun. peH_ non-izotropik dual

-1

kuaterniyonu ¢ non-izotropik dual kuaterniyona bdélmek igin p ’yi q° ile garpmak

gerekir. Non-izotropik dual kuaterniyonlarda kuaterniyonik ¢arpma islemi degismeli
oldugundan p non-izotropik dual kuaterniyonunun ( non-izotropik dual

kuaterniyonuna bolimu tek tirlt olarak asagidaki gibi tanimlanir:

§=p®q‘l=q‘l®p
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ii) q=0,Vge Hg izotropik dual kuaterniyonunu géz 6niine alalim. pe Hg izotropik

dual kuaterniyonunu q izotropik dual kuaterniyona bélmek igin p yi q~'ile carpmak
gerekir. izotropik dual kuaterniyonlarda kuaterniyonik carpma islemi degismeli
olmadigindan ¢arpma islemi iki farkli sekilde yapilir. Bundan dolayi bélme islemi de iki

thrladur. p izotropik dual kuaterniyonunun q izotropik dual kuaterniyonuna bélimu:

L=p®,q"
veya
rzzq‘1®5 p.

Burada r, kuaterniyonuna p ’nin q ile sagdan bélimi ve r, kuaterniyonuna da p’

nin ( ile soldan béliimii denir.

P

Genellikle, 1, # 1, oldugundan — notasyonu kullanilamaz.

Sonu¢ 3.1 H_ cebiri bdlim cebiri degildir. Clnkli H_ kimesi bélim halkasi
olmadigindan dolayr bir bélim cebiri degildir. Gercekten de, H_ kiimesinin baz
elemanlari €,,e,,e; nilpotent olup bu elemanlarin carpimsal tersleri mevcut degildir.
Ornegin;

i) e elemaninin tersi q=a,+ae +a,e, +a,6, € Hy oldugu kabul edilirse

l=¢ ®q=6® (a,+ae +a,e, +ae)=ea,

yazilabilir. Boylece, 1= g a, esitliginden

elde edilir. Bu son esitlikten e, elemaninin tersinin a(;' reel sayisina esit oldugu gorulir
ki bu bir geligkidir. Zira e, ¢ R dir.

ii) Bazi qeH, icin 1=e0 esitligi saglanir. Buradan, esitligin her iki yani ¢ ile
carpilirsa e, :efq =0 elde edilir ve e =0 oldugu gorilir. Halbuki e #0 olmaldir. Bu

durum e, ve e, icin de gegcerlidir.
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3.4 Dual Kuaterniyonlarin Kutupsal Gosterimi

Reel eksenile q =a,e, +a,e, +a,e, + a,e, dual kuaterniyonu arasindaki agi & olsun.
i) g non-izotropik dual kuaterniyon ise;

q=4a,, +a¢ +a,6, +a,6

4,6, +a,€ +a,e, +a,e,

= ol
e ol

_dl a, +J#+£+£ ae +a.e, +a,e,
", lall, Jal+a}+a;

yazilabilir. Burada,

2 2 2
ae +ae, +a,e a a . Ja +a; +a
n=—1-_22_2353 ¢osgf=—"—=-"=1, singd="1—2—"

 Jal+al+al lall., "2 .,

alinirsa bir non-izotropik dual kuaterniyonun kutupsal gésterimi,
q=|al|,, (cosgd+nsingd) (3.10)
seklinde elde edilir, [23].

ii) q=ae +a,e, +a,e, izotropik dual kuaterniyon ise;

q izotropik oldugundan a,=0 ve ||, =+/a’ +a; +a; oldugu biliyoruz.
O halde,
q=4a¢€ +a,6, +a,€

ae +a,e, +ae,
S

=al

Hp

Jar+as+a; [ ae +ase, +ase,
0+ )
[l | Jarara

=al

g

yazilabilir. Eger
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2 2 2 2 2 2
\/al + a2 + a‘3 _ \/al + a2 + a3 _ _ 0 n= alel + a‘2e2 + a3e3
- - Y

=1, cosf@=—— =
ol Var+al+a; g Jar+a; +a;

esitlikleri kullanilirsa, bir izotropik dual kuaterniyonun kutupsal gosterimi,

sind =

q=[al,,sn (3.12)

elde edilir.

3.5 Dual Kuaterniyonlar icin Euler Formiilii

q=a, +ae +ae, +a,e, € H, dual kuaterniyonunun Euler formdlini ifade edelim:

I) g non-izotropik birim dual kuaterniyon olsun. Bu dual kuaterniyonun kutupsal
gosterimi

g=cosgf+nsin gl

a6 +a,6, +a,6,
[,2 2 2
a, +4a; +4a,

izotropik dual kuaterniyonunun Euler formiilii herhangi bir @ icin e" ile gésterilir ve

seklindedir. Burada n=

olup, N> =n®n =0 oldugundan ¢ non-

(no)” , (no)’  (no)

e" =1+nf+ + + +...
2! 3! 4!
=1+nd
=cos gf+nsin gl (3.12)

olarak elde edilir, [23].

Teorem 3.2 Non-izotropik dual kuaterniyonlar igin asagidaki esitlikler saglanir:

]_)ems?1 ® en¢92 _ en(9|+€z)
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II) g izotropik birim dual kuaterniyon olsun. NAgs n:6,<n, n>]R3 =1 oldugundan

n’ =n®, n=-1 dir. Bu bilgilerden n* =-n ve n* =1... elde edilir. Herhangi bir & igin

(no)’ , (o)’ (n0)'
2! 3! 4!

el =1+nd+ +..

0> & o &
=1+nf-—-n—+N—+n—-:-
2! 3! 4! 5!

olarak yazilabilir. Burada sin@ ve cos@ fonksiyonlarinin Maclaurin agilimlari goz

online alinirsa
ey =cos@+nsind (3.13)

esitligi elde edilir.

3.6 Dual Kuaterniyonlar icin De Moivre Formiilii

Bu kisimda non-izotropik ve izotropik dual kuaterniyonlar igin De Moivre formdllerini

elde edecegiz:

o B8 T AL +ae
Jai +a; +a;

p =cosg [+ nsing f non-izotropik dual kuaterniyonlari igin,

Yardimci Teorem 3.1 olsun. g=cosga+nsinga ve

(cosga +nsing ) ®(cosg S+ nsing ) = cosg(a + ) +nsing(a + ) ‘dir.

ispat

[ i€+ 38, +ae
Jar+a; +a;

q® p =(cosga +nsing ) ®(cosgar +nsing f3)

icin N> =n®n =0 dir. Bu esitlikler kullanilarak,

= cosg & cosg B+ n(cosg o sing S +sing a cosg )+ (N ®n)sing a sing B
=cosga cosg f+ n(cosgasingﬂ +sing & cosg ,B)
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=cosg(a + f)+nsing(a + )
elde edilir. Bu esitligi elde ederken,
cosg(a + f8) = cosga cosg 8
ve
sing(a + ,6’) =cosgasing [ +sing o cosg [
esitlikleri kullanilmistir, [23].

Teorem 3.3 geH, non-izotropik birim dual kuaterniyon olsun. Bu dual
kuaterniyonun Euler formuli ile ifadesi q=cosgf+nsingd seklinde olup

q“ = cosg (k&) +nsing (k&) dir, [23].

ispat
Bu teoremin ispati timevarim yoluyla yapilacaktir. k bir tamsayi olsun.

k =2 igin Yardimci Teorem 3.1 kullanilarak

2_

q (cosg9+ nsing 9)2
=(cosg 8 +nsing #) ®(cosg &+ nsing 0)
= cosg(20)+nsing(20)

oldugu gorulir.

(cosg6?+nsing9)k:cosg(k9)+nsing(k9) oldugu kabul edilsin. Bu durumda

gosterilmesi gereken

(cosgf+nsingd)" =cosg((k+1)8)+nsing((k+1)6)
esitliginin gosterilmesidir.

(cosg@+nsing§) "' = (cosgH+nsing §)" ®(cosg & +nsing )

= (cosg (k@) +nsing (k&) ®(cosg & +nsing 0)

32



=cosg(kf+6)+nsing (ko +0)
= cosg((k+1)8)+nsing((k+1)6)
boylece k +1 icin ifadenin dogru oldugu gorulir. Ayrica
g~ =cosgf—nsingd
q ™ =cosg(k&)—nsing(kb)
= cosg(—k&)+nsing(-kO)

esitlikleri de saglanir. Bdylece ispat tamamlanir.

o &€ +ae +ae
Jai +a +a;

p =cos f+nsin S izotropik(pure) dual kuaterniyonlari igin,

Yardimci Teorem 3.2

olmak Uzere, g=cosa+nNsina,

(cosa+nsina)®; (cos f+nsin f)=cos(a+ f)+nsin(a+ ) dir.

ispat
o B8 a8 +aey

52 2 2
a +a, +a,

q®, p=(cosa+nsin f)®; (cosa +nsin j)

icinnA,,n=0, (n,n) . =1 oldugundan n* =n ®, n=—1 dir.

=cosa cos f+N(cosasin f+sinacos B)+(n ®; n)sinasin
= cosa cos f —sinasin B+ n(cosasin S +sina cos f3)
=cos(a+ fB)+nsin(a+ f)
elde edilir. Burada
cos(a+ ) =cosacos B—sinasinf ve sin(a+ f)=cosasinB+sinacos

esitlikleri kullantimistir.

Teorem 3.4 (=cosf+nsinf izotropik birim dual kuaterniyon olsun. Bu durumda k

tamsayi olmak Uzere g =cos(k&)+nsin(k@) bagintisi gegerlidir.
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ispat
ispat timevarim yoluyla yapilacaktir. k bir tamsayi olsun.

k =2 igin Yardimci Teorem 3.2 kullanilarak

2

q* =(cos@+nsin )’
= (cos @+ nsin §) ®, (cos & +nsin )
= cos(20)+ nsin (26)

elde edilir.

(cos@+nsin )" = cos (k@) +nsin(kO)

oldugu kabul edilsin. Bu durumda gosterilmesi gereken

(cos@+ nsinﬁ)k+1 = cos((k +1)6’)+ nsin((k +1)6‘)

oldugudur.

(cos@+nsind)"' =(cosO+nsin ) ®, (cosd+nsin o)
= (cos(k@)+nsin(kO))®, (cos & +nsin )
=cos(k@+6)+nsin(k6+0)
=cos((k+1)8)+nsin((k+1)6)

béylece k +1 igin ifadenin dogru oldugu gorlir. Ayrica

q"' =cosf@—nsind

q ™ =cos(ké)—nsin (ko)

= cos (k@) + nsin (k)

esitlikleri de saglanir. Boylece ispat tamamlanir.
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3.7 Dual Kuaterniyonlarda i¢ Carpim

H, kiimesinin, Gzerinde tanimlanan toplama ve skalerle carpma islemi ile birlikte R
Uzerinde bir vektor uzayi oldugunu biliyoruz.
i) g=a,+ae +ae, +ae=S +V, , p=b, +be +be, +be, =S +V eH, non-

izotropik dual kauaterniyonlari igin

(,)HD ‘HyxH, >R,

1 — —
(a.p) (0, p),,, =—(a®p+p@aq)

=5,S

q°p
:aobo

seklinde tanimli donidsim simetri, bilineerlik ve pozitif tanimlihk 6zelliklerini

sagladigindan bir i¢ carpim fonksiyonudur.

5

ii) g=ae +ae +ae =V, , p=be +be,+he =V eHg izotropik  dual

q

kauaterniyonlari igin

() HoxH) >R,

1 _ —
(a.p) > (0. p),,; =>(a®, p+p®,0)
:<Vq’vp>m3
=ab +ab, +ab,

seklinde tanimh donitsim simetri, bilineerlik ve pozitif tanimhlik 6zelliklerini

sagladigindan bir i¢ carpim fonksiyonudur.

O halde dual kauterniyonlar uzayi bir i¢c carpim uzayidir.
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3.8 Dual Kuaterniyonlarda Tiirev

Reel kuaterniyonlarda tiirev ile ilgili temel tanimlamalar ve ozellikler [28], [29] ve [30]
nolu kaynaklarda detayl incelenmistir. Bu baslik altinda dual kuaterniyonlar igin tirev

ile ilgili tanimlar yapilacak ve 6zellikleri incelenecektir.
Herhangi bir t parametresine bagli olarak verilen dual kuaterniyon
f:l>H,
t— f(t)=q(t)=q,(t)+a (t)e +a,(t)e, +a,(t)e (3.14)

fonksiyonu ile verilsin. Reel kuaterniyonlar igin verilen tlirev tanimina benzer olarak

dual kuaterniyonlar igin tiirev
()% Hy—>H,

q(t) > (a(t))'=a’'(t)=a, (t)+a (t)e +a, (t)e, +a; (t)e (3.15)

veya bir diger gosterim ile

d
a: HD—)HD

g(t) > Lqt)=2q, (t)+%ql (e + S q, (t)e, + Lo, (t)e, (3.16)

dt dt dt dt

ile tanimlanir. Bu tanim hem izotropik dual kuaterniyonlar icin hem de non-izotropik

dual kuaterniyonlar icin gecerlidir.

Tirev ile ilgili asagidaki 6zellikler saglanir:
i) ¢ :Sq +Vq non izotropik dual kuaterniyonu icin tanim geregi q' :Sq' +Vq' olarak
yazilabilecegi aciktir. Burada ve sonraki kisimlarda, kisaligin hatiri igin (q(t))',

(Sq (t))' ifadeleri yerine sirasiyla q' ve Sq' kullaniimistir.
ii) Alman gq=S,+V, ve p=S,+V, non-izotropik dual kuaterniyonlari igin

(q ® p)’ =q'Q@p+q®p’ esitligi saglanir.
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Bu esitligin saglandigini géstermek icin q® p=S, S, +SV +3V, esitligini kullanalim.

O halde,
(q ® p)' = (qup +S,V, +Squ)
=S,S,+5,S, +S,V, +SV, +S,V,+S .V,

~(8,5,+8,V, 8,V ) +(5:8, + 8.V, +8,V, )

=(q'® p)+(q® p')
esitliginin saglandig goralar.

iii)  Alinan q=V, ve p=V izotropik  dual  kuaterniyonlari  igin

p
(q Y p)’ =q'®, p+q®, p’ esitligi saglanir.

Bu esitligin saglandigini gdstermek icin qQ®; p:—<Vq,Vp>R3 +V, Ags V, esitligini
kullanalim. O halde,

!

(9®, p) = (-(vq,vp )+ Ay vp)

q>°

VoV (V) AV, VALY,

=(—<vq ,vp>R3 VA, vp)+(—<vq,vp >R3 VALV, )

=(q’ ®, p)+(q®5 p’)

esitliginin saglandig goralur.
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BOLUM 4

REEL KUATERNiYONIK EGRILER

Tezin bu boliumunde, ilk olarak H® pure reel kuaterniyonlar uzayinda tanimli pure reel
kuaterniyonik egriler icin Serret-Frenet formilleri verilecektir. Daha sonra, H reel
kuaterniyonlar uzayinda tanimli reel kuaterniyonik egriler igin Serret-Frenet formilleri

incelenecektir [4].

4.1 HP' Uzayinda Pure Reel Kuaterniyonik Egriler icin Serret-Frenet Formiilleri
Tanim 4.1 Pure reel kuaterniyonlarin uzayr HP = {;/ eH ‘ 7/+7_/ = 0} olsun.
| =[0,1]c R ve bir se | parametresi igin

y: lcR—>HP

s—>y(s)=).7(s)e, , 7 :I>R

-
I w
—_

C” egrisi verilsin. Bu diferansiyellenebilir ¥ egrisine pure reel kuaterniyonik egri adi

verilir.

Tanim 4.2 HP uzayinda |=[0,1]cR olmak iizere bir y:1 cR—>HP pure reel

kuaterniyonik egrisi verilsin. Egri Gizerindeki her noktada hiz vektori birim ise yani

[ ()}, =(7 (), 7 ()

Y
=[G+ 7 ()7 (5)]=7 (5)7 () =1

ise bu egriye s €| yay parametreli birim hizli pure reel kuaterniyonik egri adi verilir.
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Teorem 4.1 HP uzayinda | =[0,1]c R olmak iizere y:1 R —H?" birim hizli pure

reel kuaterniyonik egrisini g6z 6nlinde bulunduralim. y egrisinin birim teget vektora

3
t(s)=7(s)=>.7'(s)e| olmak iizere
r=1

i) tvet' reelkuaterniyonlari ortogonaldir,

i) t xt bir pure reel kuaterniyondur.

ispat
Birim hizli y pure reel kuaterniyonik egrisi, | = [0,1] c R olmak uzere,

y:lcR—>HP"

S ey(s)zgyr(s)er

3

parametrik denklemiyle verilsin. O halde Vse | icin t(s)=>)7,"(s)e, oldugundan

[t (S), = (¢(5).(5)), = 3[(5) T ) +t(5) <t () =t (s) () =1
elde edilir. Burada t(s)xt(s)=1 ifadesinin tirevi alinirsa,
t'xf+t><(f)l =0

3
bulunur. t:Z:yr'(s)er bir pure reel kuaterniyon olduguna gore eslenik tanimi

3 -

geregince t=-> 7,'(s)e, yaziir. Bu durumda (t) =—Z:}/:(S)er dir. Ayrica

r=1 r=1

w

— 3 ” — '
t =—Zyr (s)e, olup, t :(t) esitligi elde edilir. Bu esitlik yardimiyla,
r=1

t'xt+txt' =0 (4.1)

yazilir. O halde,

39



1
i) (4.1) esitliginin her iki tarafi 3 ile carpilarak dizenlenirse,

(Lt), =%[t' xt+txt |=0

olup t ve t' niin ortogonal oldugu goraldr.

ii) Simdi de (4.1) ifadesi reel kuaterniyon eslenik kurallari gbz oniline alinarak

diizenlenirse t'xt+txt' =0 ifadesinden t'xf+§xt_':0 yazilibilir. Buradan da

t'xf+(t'><f):0 elde edilir. Elde ettigimiz bu son ifade t'xt nin bir pure reel

kuaterniyon oldugunu gosterir.

Tanim 4.3 | =[0,]]cR olmak uzere y:1cR-—>HP birim hizh pure reel

kuaterniyonik egrisi verilsin. n,| olacak sekilde n, vektérind tanimlayalim.

ASRP
It

Burada <n1,t> =0 oldugu aciktir. Ayrica n, reel kuaterniyonunu,

txn =—(t,n ), +tA N =n,

veya

(t,n,): =0 oldugundan txn =t n =n,

olacak sekilde tanimlayalim. n, kuaterniyonunun pure reel kuaterniyon oldugu agiktir.
t,n,,n, vektoérleri tanimlari ile birlikte asagidaki 6zelliklere sahiptir:

eNxt=n A t=-n, ,
o txn, =tA, N, =-N

1

otanzt/\R3 n,=-n ,

(4.2)
eNyxt=m A t=n
e N XNy =N AN, =t

e N XN =N, AL N =t
O halde, asagidaki tablo olusturulabilir:
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Cizelge 4. 1 Reel kuaterniyonlarin garpim tablosu

X t n n,
t -1 n, | -n
n, -n, | -1 t

n, n, -t -1

Ayrica, t,n,,n, vektorleri arasinda asagidaki esitlikler saglanir:

(tn,), =%[txn_l+nle]:%(n2+n2) =0 , (tt), =1

(t.n,),, :%[txn_2+n2xf]=%(nl+n_l) =0 , (n.,n), =1

(n.n,), :%[nlxn_ﬁnzxn_l]:i(tﬂ):O , (n,ny), =1.

Boylece Vsel igin y(s) noktasindaki {t(s),nl(s), nz(s)} sistemi bir ortonormal
birim sistemdir. Bu sisteme y egrisinin 7(8) noktasindaki Frenet 3-ayaklisi denir.
Ayrica, t vektoriine y egrisinin birim teget vektori, n, vektérine birim asli normal ve

n, vektorine ise birim binormal vektér denir.

Tanim 4.4 H  uzayinda bir y:lcR—>H P birim hizli pure reel kuaterniyonik egrisi
verilsin. Bu egrinin y(s) noktasindaki Frenet 3—ayaklisi {t(s), n,(s), n,(s)} olsun.
Boylece, y pure reel kuaterniyonik egrisinin }/(s) noktasindaki birinci ve ikinci
egrilikleri

K, (S)z%(t' XN, +N, xt_')

k2(8)=%(nl'xn_2+ n, xnl')

ile tanimlanir.
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Yardimci Teorem 4.1 Yukarnidaki tanimlamalara gére y pure reel kuaterniyonik

egrisinin y(s) noktasindaki birinci ve ikinci egriliklerini, sirasiyla, ¥ ve 7 olarak
k= = t'],

k,=7=(n’,n,)=—(n,,n,)
seklinde yazilabilir.

ispat » pure reel kuaterniyonik egrisinin ]/(S) noktasindaki birinci egriliginin tanimi
()= {tn) = (xR +n<E)
2

tl

oldugundan burada n, :W esitligi yerine yazilip gerekli diizenlemeler yapilirsa
H
1 t ot =
K= —|t'x—+-——xt'
2{ [, [ J
1 - —
=———(t'xt" +t' xt'
23, )
1 —
=——(t'xt'
f, ()

elde edilir. Buradan ||'[||i| =t'xt' oldugu gbz 6nline alinirsa,

x =t

bulunur. Diger yandan, y pure reel kuaterniyonik egrisinin y(s) noktasindaki ikinci
egriligi k,(s)=z=(n’,n,), ‘dir. n,n, vektérleri birbirine dik oldugundan,
<nl,n2>H =0 esitliginin her iki yaninin tirevini alirsak

(n',n), +(n,,n), =0

(n',n,), =—(nsn),,

elde edilir. Buradan r:<nl',n2>H =—<n2',nl>

9y oldugu goralir.
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Teorem 4.2  Pure reel kuaterniyonlarin uzayi Hp={7eH‘y+7_/:0} olsun.

| =[0,]]c R ve sl yay parametresi iin

y:lcR—>HP"

3
soy(s)=D7.(s)e . 7:1>R
r=1

3
diferansiyellenebilir egrisi verilsin. t(s)=>7,"(s)e, olmak iizere Vsel icin y(s)

r=1

noktasindaki Frenet 3— ayaklisi {t(s),nl(s),nz(s)} ve egrilikler de x(s) ve 7(s)
olmak Uzere y egrisi boyunca t(s), n (s) ve n,(s) ’nin tiirevleri ile egrilikleri

arasindaki iligki

bicimindedir. Bu bagintilara pure reel kuaterniyonlar icin Serret-Frenet formiilleri adi

verilir.

ispat

.. -
I. Oncelikle t'=xn, oldugunu gosterelim: Daha o6nce tanimladigimiz nl:”t'”
H

vektoriinden

t=[t], n

yazilir. Ayrica y egrisinin birinci egriligi olan K=||t'||H esitligi yerine yazilirsa;
t'=xn, (4.3)

olarak elde edilir.

IL. Simdi n' =-xt+7zn, oldugunu ispatlayalim. n/ vektéri t,n, ve n, vektorlerinin

lineer bilesimi seklinde
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I’lll = aut +4a,n, +a;n,
olarak yazilabilir. Bu esitligin her iki tarafi sirasiyla t,n, ve n, ilei¢ carpilirsa:
i) t ileigcarpilirsa

(n.,t), =a,(t,t), +a,(n,t), +a,(n,t),

— — — —
=1 =0 =0

(n.t), =a,
elde edilir. Ayrica <n1 ,t>H =0 esitliginin her iki tarafinin tiirevi alinirsa
(n,t), +(t'\n), =0

esitliginden (n',t) =—(t',n yazilir. Yardimci teorem 4.1 de verilen x=(t'.,n
1 H L/H L/H

esitligi kullanilirsa a,;, = -« elde edilir.

ii) n ileigcarpilirsa

(non), =a, (t,n), +a,(n,n), +a,(n,n),
Y =i .,

<n1',n1>H =4,

elde edilir. Ayrica <n1 ,nl>H =1 egsitliginin her iki tarafinin tirevi alinirsa
(n,n), +(n',n), =0

esitliginden (n/,n,), =0 bulunur. Buradan a, =0 elde edilir.

iii) n, ilei¢ carpilirsa

(n',n), =a,(t,n,), +a,(n.n,), +a;{n,n),

———
=0 =0 =1

<n1"n2>H =a;
elde edilir. Yardimci teorem 4.1 deki r:<nl',n2>H esitligi kullaniirsa a,, =7 elde

edilir.
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Sonu¢ olarak  bulunan a,=-x, a,=0,a,=7 degerleri n'=a,t+a,n +a;n,

esitliginde yerine yazilirsa
n' =-xt+zn, (4.4)
elde edilir.

III. Simdi ise n)=zn, esitliginin saglandigini goésterelim. Bunun igin n,=txn,

esitliginin her iki yaninin tiirevi alinir ve t' =xn, ile n xn, = -1 esitlikleri kullanilirsa
n,=t'xn +txn/
=KN, xN +txn/
ifadesinden,
n, =x(-1)+txn/
elde edilir. Buradan txt =—1 esitligi kullanilirsa
n, =& (txt)+txn/
esitligi ve bu esitlikten de
n, =tx(xt+n/)
bulunur. Bu elde ettigimiz son ifadede (4.4) esitligi yerine yazilirsa
n, :tx(K‘t—K‘t+rn2)
=tx7n,
=7(txn,)

oldugu gorulur. Buradan da n)=-zn, elde edilir. Boylece y kuaterniyonik egrisinin

t,n, ve n, vektorlerinin kuaterniyonik egri boyunca tiirevleri asagidaki gibi elde edilir:
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n,'=-zn, .

Sonug 4.1 H' pure reel kuaterniyonlarin uzayinda y reel kuaterniyonik egrisinin t,n,

ve N, vektorlerinin kuaterniyonik egri boyunca turevleri ile ilgili esitlikler matris

formunda
t' 0 x Of t
n'|=|-« 0 z|ln (4.5)
n, 0 —-r Ofn,

olarak yazilir. Yukaridaki teoremde elde edilenler diferansiyel geometride iyi bilinen

ifadelerdir. Buradaki amacimiz H? uzayindaki bulunan bu Serret-Frenet formiillerini
kullanarak H deki reel kuaterniyonik egrinin Frenet gatisini ve Frenet formdllerini

elde etmektir.

Ornek 4.1 c=+va’+b> , a>0 olmak ilzere y:lcR-—>H" egrisi

s .S b Al by, N
7(s)=acos—e + asin—e,+ —se, olarak verilsin. Bu egrinin Frenet vektérlerini ve
C C C

Frenet formdllerini bulunuz.
Coziim
Oncelikle y egrisininin birim hizli oldugunu gésterelim. Bunun igin

, .S a S b
7 (s)=—sin—e + —cos—e, + —¢,
c c c C c

esitliginden

[7 ()], = (7 (5)7 (5)),

a> . ,s b* s
=,/ sin” —+—-cos” —
c C c c

a’+b’

olup y birim hizlidir. Bu durumda
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olarak yazilir. Ayrica buradan,

1 " _a S —a . S a s . s
t(s):}/ (S)=—2cos—el+ —2sm—ez=_2(_cos_el_Sm_ezj
c c ¢ ¢’ ¢ c c

C cC C C
. b t' o
esitlikleri elde edilir. Buradan n, ZW tanimi geregi,
H
S .S
n, =—cos—¢€ +—sin—e,
c c
ve
n'—sinse cosse—_at+bn
1 c 1 c 2 C2 C2 2

elde edilir ve nihayet n, =txn, oldugundan

b . s b S a
n, =—sin—e, +—cos—e, + —&,
C ¢ c c c

ve

bulunur. Bu egrinin egriligi ve burulmasi olan 1<=||t'||H ve 7 =—<n2',n1>H degerleriise

olarak kolayca elde edilir. Bulunan bu esitlikler neticesinde y egrisinin Frenet

formilleri asagidaki sekilde bulunur:
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SR .
a
0 C_2 0
n a b n
L - 0 = |
n, 0 _% o |1
- C -

2 2 2 J2

Ornek 4.2 y:1 cR— HP egrisi y(s):(i—ﬁ] e+ (§+%) e2+(—COSSJe3

olarak verilsin. Bu egrinin Frenet vektorlerini ve Frenet formdllerini bulunuz.
Coziim

Oncelikle ¥ egrisininin birim hizli oldugunu gésterelim. Bunun igin

'(S)— l_coss 5 l+coss odll sin’s 4
e > 5 1 ) > 2 ﬁ 3

esitliginden

7 5),, =47 (5).7 (5)),

3 l_coss 2+ l+coss 2+ sin's ?
2 2 2 2 2

olup y birim hizlidir. Bu durumda

t(s):y(s):[%-“’;jel+e+"°253j e2+(5ij‘;je3

olarak yazilir. Ayrica buradan,

t'(s):y"(s):sms sin’S cos S

—e——e+—
2 2 P 2

&

ve
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[t (s)],, = (7" (5).7"(s))
\/sin s sin’s cos’s
= + +
4 4 2

1

"

esitlikleri elde edilir. Buradan n, ” ” tanimi geregi,
s1nS _sin
\/— \/_ €, + cosSe,
ve
cosS co .
—sinse,

V=E T

elde edilir ve nihayet n, =txn, oldugundan

_(l+cossje +(l_cosS] o _SinS
2715 5 1 > 5 2Ty

ve

, —sinS$s sin’s —CoSS

N =——e+——et 5 e,

bulunur. Bu egrinin egriligi ve burulmasi olan K:”t'”H ve T :—<n2',n1)H

degerleriise

olarak kolayca elde edilir. Bulunan bu esitlikler neticesinde y egrisinin Frenet

formilleri asagidaki sekilde bulunur:

T 1t
0

1
V2
0

-
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4.2 H Uzayinda Reel Kuaterniyonik Egriler icin Serret-Frenet Formiilleri

Tanim 4.5 | =[0,1]c R olmak iizere, bir s € | yay parametresi icin

B:lcR—>H

3

s> B(s)=D.B.(s)e, , g, =+1

r=0

biciminde verilen diferansiyellenebilir egriye reel kuaterniyonik egri veya H reel

kuaterniyon uzayinda bir reel kuaterniyonik egri adi verilir.

Tanim 4.6 H kuaterniyon uzayinda bir reel kuaterniyonik egri f:1cR—>H ile

verilsin. Egrinin her noktasindaki hiz vektori birim ise yani

7)), =VB(s)%A ()

ise bu egriye birim hizli reel kuaterniyonik edgri denir. Burada Ssel ye egrinin yay

parametresi denir.

Teorem 4.3 H uzayinda f:1 cR—H birim hizh reel kuaterniyonik egrisini goz

3
dniine alalim. Bu /S egrisinin birim teget vektéri T(s)=p'(s)=> B/ (s)e, ve

r=1

"(s
N, (S) = # vektorlerini tanimlayalim. Bu vektorler asagidaki 6zelliklere sahiptir:

()

H
i) T ve T’ reel kuaterniyonlari ortogonaldir,

i) N, xT bir pure reel kuaterniyondur.
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ispat
| =[0,1]cR olmak tzere, bir se | yay parametresi igin

B:lcR—>H

3

s> B(s)=D.B.(s)e, , g, =+1

r=0

biciminde  verilen diferansiyellenebilir  egri olmak lizere Vsel

=1 dir. Buradan,
H

T(s)= ﬂ'(s)=gﬁr'(s)er oldugundan [T (s)], <[ (s)

Wﬂﬂﬁ=ﬁ@yug%=%

yazilabilir. Buradan T (s)xT (s) =1 ifadesinin tlrevi alinirsa,

T'xT+T x(f) =0

3

3
elde edilir. T=) B/(s)e, olduguna gére T=y'-> B (s)e olacaktr.
r=0

r=1

_ 3

b 3
durumda (T) =B"=>.B"(s)e, dir. Aynica T'=p"-> B"(s)e, olup,
=1

r=1

'?:('F) dir. Bu esitlik yardimiyla,

T'xT+TxT =0

yazilir.

i) Bu son esitligin her iki yani % ile garpilarak diizenlenirse,

<RT> :l[fo+TxTi:0
Ho 2

icin

Bu

bulunur. Bu ifadeden T ve T’ nin ortogonal oldugu goriilir. Béylece <T, N1>H =0 elde

edilir.
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ii) Kuaterniyonik eslenik kurallari dikkate alinirsa,

(T,N,), =%(T XN, +N,xT)

=1(NIXT+N1><T)=0
2

yazilabilir. Buradan le'l_'+N1><'I_'=O esitligi lef nin pure reel kuaterniyon
oldugunu gostermektedir.

Not 4.1 L1 cR—>H birim hizli egrisininde lef pure reel kuaterniyon
oldugundan N, xT vektorlinl, y pure reel kuaterniyonik egrinin birim teget vektori

olan t(s) olarak segelim. Yani,

t=N, xT (4.6)

olsun. Bu esitlikte het iki taraf T ile ¢arpilirsa,

txT :(lef)xT

=N1><('I_'><T)

1

elde edilir. Buradan,
txT =N, (4.7)
oldugu goruliur. Ayrica bu son esitlikten

txN, :tx(th)

:(t xt)xT

—

T (4.8)

elde edilir.
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Tanm 4.7 f:1cR—>H birim hizh reel kuaterniyonik egrisi icin T =" ve

N, = T!’ olmak tizere N, ve N, vektorlerini
Il
N, =n xT (4.9)
ve
N, =n,xT (4.10)

olacak sekilde tanimlayalim.

Teorem4.4 {T,N,N,,N,} sistemi bir ortonormal vektér sistemidir.

ispat T ve N, vektérleri tanimlari geregi birim vektérlerdir. O halde ||N2||H =1 ve

||N3||H =1 oldugunu gosterelim:

(N,,N,), =N, xN,

=(n,xT)x(n,xT)

=n1><(T ><1_')><n1

ve

<N3,N3>H =N, x N,

=(n2><T)><(n2><T)

=n,xT xTxn,
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Simdi de, {T,N,N,,N,} sistemindeki vektorlerinin birbirlerine dik olduklarini

gosterelim:

(T, =5 (TR N )= 5 (o) (7))
(T et (TT) = L) =0

Lo o= o=y ] -
(T.N,),, :E(TxNz+N2xT):E(Tx(nle)+(nle)xT)

(7T x(TT)) =2 A+ ) =0

(NN}, = (N N = (T )T 1 T (6T

:%(tx(T X-F)Xl’l_l-i- n, x(T xf)xf):%(txn_l+ n, xf):<t,nl>:0 ,

<T, N3>H :%(T ><N_3+ N, x'l_')=%(T ><(n2 ><T)+(n2 xT)xf)

:%((T X'F)xn_2+n2><(T xf)):%(n_ﬁnz):o ,

— — 1
(NN, :E(leN3+N3xN1):E((th)x

)

n, xT )+ (n, xT)x(txT))

T (T =4 o 28]~ 0.

(N;,N),, =%(N2XN_3+ N3XN—z)Z%((nlXT)X(n2XT)+(n2XT)X(n1 XT))

:%(I’IIX(T xf)xn_2+n2 X(T x'I_')xn_l):%(nlxn_2+n2xn_l):<n1,n2>:0.

Sonug olarak, Vsel icin S(s) noktasinda {T(s), N,(s), N,(s), Ny(s)} sistemi bir

ortonormal sistem olup bu sistemine reel kuaterniyonik egrinin Frenet 4 —ayaklisi ad

verilir.
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Tanim 4.8 H reel kuaterniyon uzayinda bir f:1cR—>H birim hizh reel
kuaterniyonik egrisi verilsin. Bu egrinin ﬂ(s) noktasindaki Frenet 4 —ayaklisi
{T (S), NI(S), Nz(s), N3(S)} olsun. K,, K, ve K, fonksiyonlarina, sirasiyla, f

kuaterniyonik egrisinin birinci, ikinci ve iigiincii egrilik fonksiyonu adi verilir ve bu
fonksiyonlar

KO =(TONG), =T NG +NET 6]

H

Ka(5) = (N/ (51 N,(9)) =3 N/©)x N3+ Na(5)x N/ )

KAS):<N;($,N45»H::%(N;@)XN3@)+N3@)XN;($)

seklinde tanimlinirlar. K, (s), K,(s) ve K,(s) reel sayilarina da, sirasiyla, B pure reel

kuaterniyonik egrisinin ,6’(3) noktasindaki birinci, ikinci ve dlgilinci egriligi denir.
Burada T',N/,N," ifadeleri, sirasiyla, T, N, N, Frenet vektérlerinin s yay
parametresine gore tiirevleridir.

Teorem 4.5 H kuaterniyon uzayinda bir C* egrisi, | :[O,I]CR olmak lizere

B:lcR—>H

saﬁ(s):iﬂr(s)er , € =+1

r=0
olarak verilsin. sel yay parametresi olmak lizere Vsel igin ,B(s) noktasindaki
Frenet vektorleri T(s),N,(s),N,(s),N;(s) ve egrilikler de K, (s), K,(s) ve K,(s)

olsun. O halde, S kuaterniyonik egrisi boyunca T,N ,N, ve N, vektérlerinin tlrevleri

icin
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bagintilari gegerlidir. Bu bagintilara, reel kuaterniyonik egriler igin Serret-Frenet

formiilleri denir. Burada K, (s)=K(s), K,(s)=x(s), K,(s)=(z—-K)(s) olduguna
dikkat edelim. Ayrica «(s) ve 7(s); N, xT =t pure reel kuaterniyonunu teget kabul

eden y pure reel kuaterniyonik egrisinin egrilikleridir.
ispat

B birim hizli egrisinin T ve N, Frenet vektorleri igin le'F:t pure vektoriini teget

kabul eden pure reel kuaterniyonik egri y olsun. Bu y egrisinin Frenet vektérleri t, n,

ve n, olmak lzere A egrisinin T,N,N, ve N, Frenet vektdrlerinin T =2,

i) Ayrica K, (s)=K =HT'

T!

N, =
.I./

, N,=nxT, N,=n,xT oldugunu biliyoruz.

H

oldugundan N, = T icin T’ = KN, elde edilir.

H

ii) Simdi N," = —KT +xN, oldugunu gésterelim:

N, xT =t icin elde edilen txT = N, esitliginin tiirevi alinirsa
N, =t'xT +txT’

elde edilir. Buradan t'=xn, ile T' = KN, esitlikleri kullanilirsa
N," = &n xT +tx KN,

=N xT +KtxN,
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bulunur. Burada (4.8) ve (4.9) esitliklerinden txN,=-T ve N, =nxT ifadeleri

yerlerine yazilirsa,

N, =—KT +«N,

elde edilir.

iii) Simdi de N, =—«N, +(7—K)N; oldugunu gésterelim: (4.9) denklemi ile kabul
edilen N, =n, xT esitliginin tirevini alalim:

N, =n'xT +nxT'

bulunur. Burada y egrisinin Frenet formillerinden olan n/=-xt+zn, esitligi ile

T' = KN, ifadesi yerine yazilirsa,

’

N, =(—«t+zn,)xT +n xKN,

elde edilir. Gerekli diizenleme yapllirsa,

N, ==« (txT)+7z(n,xT)+K(nxN,)

bulunur. txT =N, ve n,xT = N; esitlikleri yerine yazilirsa

N, =—xN, +7N, + K (n xtxT)

elde edilir. n, xt =-n, oldugundan buldugumuz son ifade

N, =—«N, +zN; —K(n,xT)

olarak yazilir. Son olarak n, xT = N; esitligi tekrar yerine yazilip dlizenlenirse

!

N, =—«N, +(r— K) N,
bulunur.

iv) Son olarak N, =—(z-K)N, oldugunu gésterelim: Bunun igin N, =n,xT
esitliginin turevini alinirsa;
N, =n'xT +n,xT'
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elde edilir. n)'=—-zn, ve T'= KN, esitlikleri yerine yazilir ve gerekli diizenleme

yapilirsa,
N, =—zn xT +n, x KN,
:—r(nle)+K(n2xN])
bulunur. Burada
n,x N, =n,xtxT
:(n2 xt)xT
=n xT
oldugundan

!

N, =—7(n xT)+K(n xT)

olup, buradan n xT = N, esitligi yerine yazilirsa
N, =—(z=K)N,

elde edilir. Boylece £ reel kuaterniyonik egrisi icin Serret-Frenet formilleri agik¢a elde

edilmis olur. Ayrica bu formilleri matris formunda

T' 0 K 0 0 T
N,' -K 0 K 0 N,
_ (4.11)
N, 0 -« 0 (r-K) || N,
N,' 0 O —(T—K) 0 N,
seklinde yazilabilir.
.. .. coss sms cosS
Ormek 43 f:1cR—->H egrisi f(s)= ——e, olarak

A

verilsin. Bu egrinin Frenet elemanlarini ve Frenet formillerini bulunuz.
Coziim

Oncelikle B egrisininin birim hizl oldugunu gésterelim. Bunun igin
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ﬂr(s)_—SII’lS CcOoSS —sin$

2IJ’22€3

esitliginden

g =l 6).86)
sins cos’s 1 sin’s
“T4 T2 "3 g
=1

H

olup / birim hizlidir. Bu durumda

' - S S - S
T(S)=ﬂ (S)= sin COS S;Il e,

b e

olarak yazilir. Ayrica buradan,

' —Cc0oSsS —sinsS —COoSS
T'(s)= 5 +\/§e1+ = e,

\/cos s sin’s coszs
4

JE

esitlikleri elde edilir. B egrisinin birinci egriliginin tanimi

e
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1
oldugundan dolayl K :ﬁ tanimi geregi,

dir. Ayrica N, = T
i

H

1 [ —cosS -—sinsS —CoSS
N = + e + e,

Ll 2 2
V2
—CO0SS COS S

=——-—sins e —

NG

&

V2
elde edilir. Ayrica, t =N, xT esitligini saglayan t vektorini teget kabul eden

(Ornek 4.2) y egrisinin Frenet vektorleri n; ve n, olmak uzere, N, =nxT ve

N, =n,x T oldugundan;

N, =n xT

sin'S sin'S —sinS  cosS 1 —sins
= 5 Gt COSSE, x| — gyt — e,

NN N

kuaterniyon ¢arpimi hesaplanirsa N,

N _sins_coss o +Le N sinse
2 2 \/5 1 \/E 2 2 3

olarak elde edilir. Ayrica

N,=n,xT

3 (l+cossje +(l_cossj o _sinse X(_sins+cosse +Le _sinsej
2 \/E 1 2 \/E 2 \/E 3 2 \/E 1 \/E 2 2 3

kuaterniyon ¢arpimi hesaplanirsa N, vektori

-1 1
N,=——+——¢
3 2\/5 \/5 3

seklinde elde edilir.
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Sonuc olarak, Teorem 4.5 deki Frenet formiilleri ve Ornek 4.2 deki y egrisinin
egrilikleri olan x ve 7 kullanilirsa £ egrisinin Frenet Formdlleri matris formunda

asagidaki gibi elde edilir:

T T 1 11T
0 — 0 0
V2
N, 1 1 N,
- 0 — 0
| N
N,' 1 N
0 -—— 0 0 2
V2
N,'| L 0 0 0 0] N,
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BOLUM 5

DUAL KUATERNiIYONIiK EGRILER

Tezin bu orijinal bélimunde ilk olarak izotropik dual kuaterniyonik egriler icin Serret-
Frenet formdlleri verilecektir. Burada izotropik dual kuaterniyon uzayinin 3-boyutlu
Oklid uzayi ile izomorf oldugu géz 6niinde bulundurulacaktir. Daha sonra, izotropik
dual kuaterniyonlar igin buldugumuz esitlikler kullanilarak non-izotropik dual

kuaterniyonik egriler icin Serret-Frenet formiillleri elde edilecektir.

Bu boliimde elde edilen sonuglar, [31] calismasinda bildiri olarak sunulmus ve [32] nolu

calismada ise SCI-Expanded kapsamli bir dergide makale olarak kabul edilmistir.

5.1 izotropik Dual Kuaterniyonik Egriler igin Serret-Frenet Formiilleri

Tanim 5.1 izotropik dual kuaterniyonlarin uzayi Hg:{yeH‘er;:O} olsun.

| =[0,1]cR olmak tzere, bir s | yay parametresi igin

7:1cR—>H]
3

s—>;/(s)=2y,(s)er, 7.1 =>R

r=1

C” egrisi verilsin. Bu diferansiyellenebilir ¥ egrisine izotropik dual kuaterniyonik egri

adi verilir.

Tanim 5.2 HJ uzayinda | =[0,1]cR birim aralik olmak iizere bir y:1 cR —H}

izotropik dual kuaterniyonik egrisi alinsin. Egri Gzerindeki her noktada hiz vektori birim

ise yani
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2

g <7| (S)’yl (S)>Hg

[P )@, 7(5)+7(5)8,7(5)] =7 (s) ©,7(s) =1, ¥sel

|7 (s)

ise bu egriye sel yay parametreli birim hizli izotropik dual kuaterniyonik egri adi

verilir.

Teorem 5.1 HY uzayinda |=[0,1]cR olmak iizere y:l cR—H] birim hizl

izotropik dual kuaterniyonik egrisini gz online alalim. Bu y egrisinin birim teget

vektérii [t(s)=7(s)=> 7/ (s)e, | olmak iizere

r=1

i) tvelt izotropik dual kuaterniyonlari ortogonaldir,

i) t ®5f bir izotropik dual kuaterniyondur.

ispat Birim hizli y izotropik dual kuaterniyonik egrisi 1 =[0,1]c R olmak iizere,

y:1lcR—>H]
3
s—>r(s)=D7(s)e
r=I

3
parametrik denklemiyle verilsin. O halde Vse | igin t(s)= Z;/r' (s)e, oldugundan

r=1

elde edilir. t(s) ®,t(s)=1 ifadesinin tirevi alinirsa

!

t' ®,t+t ®,(t) =0
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. bir izotropik dual kuaterniyon olduguna

3
elde edilir. Bununla beraber t=27r'(s)e

r=1

_ 3 N 3
gore eslenik tanimi geregince t= —Z;/r' (s)e, yazilir. Bu durumda (t) =—Z;/r"(s)er
r=1

r=1

!

_ 3 —
dir. Ayrica t'=-)7,"(s)e, olup, t'= (t) esitligi elde edilir. Bu esitlik yardimiyla,
r=1

' ®,t+t ®,t'=0 (5.1)
yazilabilir.

Bu bilgiler kullanilarak,

i) (5.1) esitliginin her iki tarafi % ile carpilarak diizenlenirse,

(), :%[t' ®, t+t ®, 1 |=0

bulunur. Buradan t ve t' izotropik dual kuaterniyonlarinin ortogonal oldugu goralir.

ii) Simdi de (5.1) ifadesi izotropik dual kuaterniyon eslenik kurallari géz 6niine
alinarak dizenlenirse t' ®5'E+t ®5t_'=0 ifadesinden t' ®5E+; ®5t_':0 yazilabilir.
Buradan da t' ®5f+m=0 elde edilir. Elde ettigimiz bu son ifade t' ®5‘E nin bir
izotropik dual kuaterniyon oldugunu gosterir.

Tanim 53 |=[0,]]cR olmak iizere y:1cR—HJ birim hizli izotropik dual

kuaterniyonik egrisi verilsin. ”t'——n1 olacak sekilde n, vektéri tanimlayalim.

J
H D

Burada <n1,t>H5 =0 oldugu aciktir. Simdi ise n, pure izotropik dual kuaterniyonunu,

t®,n =—(t,n). +ta,n=n,

veya diger bir ifadeyle

<t,nl>R3 =0 oldugundant ®; n, =tA_, n =n,

olacak sekilde tanimlayalim.
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Boylece t, n,, n, vektorleri agagidaki 6zelliklere sahiptir:

M@t =nAt=-n,,
t®;n, =tA N =-n,

t®;n, =tA N =-n,

(5.2)
eN®;t =Mt =n,

N QN =N AN =1,

NN =N AN =-t.
Bu esitliklerden hareketle, asagidaki tablo elde edilir:

Cizelge 5.1 Iizotropik dual kuaterniyon ¢arpim tablosu

D t n, n,
t -1 n, —n,
n, -n, -1 t
n, n —t -1

Ayrica, t,n,,n, vektorleri arasinda asagidaki esitlikler saglanir:

(6.0 ) :%[t®5n_l+nl ®5q:%(n2+n—2)=0 s (), =1,

1 — — 14
(1) =3[ M@+, ®,0 =5 (tt)=0 . (nn), =1,

(L) =3[t @+ @] =1(n+1)=0 . (nn), =1,

Boylece Vsel igin y(s) noktasindaki {t(s),nl(s), nz(s)} Frenet 3—ayakhsi bir
ortonormal sistemdir. Ayrica, t vektoriine y egrisinin birim teget vektori, n, e birim

asli normal ve n, ye ise birim binormal vektor denir.
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Tanim 5.4 Hg uzayinda bir y: 1 cR— Hg birim hizli izotropik dual kuaterniyonik
egrisi verilsin. Bu egrinin y(s) noktasindaki Frenet 3—ayaklisi {t(s), n (s), nz(s)}
olsun. Boylece, y izotropik dual kuaterniyonik egrisinin y(s) noktasindaki birinci ve
ikinci egrilikleri

. Lo, o — =
ki(s)= (t.n),,; = E(t ®, n1+nl®§t)

ve

ile tanimlanir.

Yardimci Teorem 5.1 Yukaridaki tanimlamalara gore y izotropik dual kuaterniyonik

egrisinin y(s) noktasindaki birinci ve ikinci egrilikleri sirasiyla x ve 7 olarak

k = =[t],

K, :r:<n1',n2>Hg =—<n2',n1>Hg
seklinde yazilabilir.
ispat » izotropik dual kuaterniyonik egrisinin ;/(S) noktasindaki birinci egriliginin

tanimi

1 R —
k (s)= <t',nl>Hg = E(I' ®, N, +n, ®5t')

oldugundan burada n, = esitligi yerine yazilip gerekli dizenlemeler yapilirsa

|t

Hp

1., t
K'—E t®§||t'

£
+— ;1
Il

Hp

1 o g T
:W(t ®, '+t ®,t')

66



—(t ®,t)
Tt ||H>
elde edilir. Buradan ||t||2Hg =t ®5t_' oldugu g6z 6niline alinirsa,

e=Iel
bulunur. Diger yandan, y izotropik dual kuaterniyonik egrisinin 7/(8) noktasindaki
ikinci egriligi k,(s)=z=(n’,n,) . dir. n,n, vektorleri birbirine dik oldugundan,

<n n > =0 esitliginini kullanarak esitliginin her iki yaninin tlrevini alirsak

{0,y +(n.ny) . =0

<n1 ’n2>Hg B <n2°n1>Hg

elde edilir. Buradan r:<nl',n2>Hg :—<n2',nl>Hg oldugu goralur.

Teorem 5.2 izotropik dual kuaterniyonlarin uzayi HJ = {76 HD‘y+y_/:0} olsun.
| =[0,1]= R olmak tizere, bir s e | yay parametresi igin

y:1cR—>H]

3
diferansiyellenebilir egrisi verilsin. t(s)=> y'(s)e, olmak lizere Vsel icin y(s)
r=1

noktasindaki Frenet 3 —ayaklisi {t(s), n (s), nz(s)} ve egrilikler de x(s) ve 7(s)
olmak tzere y egrisi boyunca t(s), n(s) ve n,(s) nin tirevleri ile egrilikleri

arasindaki iliski;
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bicimindedir. Bu bagintilara izotropik dual kuaterniyonlar icin Serret-Frenet formdilleri

adi verilir.

ispat

) - ' 5 ) ] . o tl
I. Oncelikle t'=xn, oldugunu gdsterelim. Daha 6nce tanimladigimiz nl:_”t'”
HS

vektorinden t' =||t'||Hg n, vyazilir. Ayrica y egrisinin birinci egriligi olan K'=||t'||Hg
esitligi yenine yazilirsa;

t'=xn, (5.3)
olarak elde edilir.

II. Simdi n/ =-xt+7zn, oldugunu ispatlayalim. n/ vektérd t, n, ve n, vektoérlerinin

lineer bilesimi seklinde

n'=a,t+a,n +a;n,

olarak yazilabilir. Bu esitligin her iki tarafi sirasiyla t,n, ve n, ilei¢ carpilirsa:
i) t ileiccarpilirsa

(N0, =, (6 1), +an (N, 1), +as (g, 1),

=1 = =

veya

<n1l’t>H,‘; =a,

elde edilir. Ayrica <nl ,t>Hb_ =0 esitliginin her iki tarafinin tlrevi alinirsa

()t +{t0 ), =0

esitliginden <n1',t>Hg = —<t',n1>Hg yazilir. Yardimci teorem 4.1 de verilen x = <t',n1>Hg
esitligi kullanilirsa

a, =—k

elde edilir.
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ii) n, ileiccarpilirsa

(non) e =an (tn),s +an (), +as(n.n),,
N N RN}

=0 =1 =0
veya

<n1"n1>Hg =4a,

elde edilir. Ayrica <n1 ’nl>Hg‘ =1 esitliginin her iki tarafinin tirevi alinirsa
<n1l’n1>Hg +<n1"n1>Hg =0

esitliginden <n1',nl>Hg =0 bulunur. Buradan a, =0 elde edilir.

iii) n, ilei¢ carpilirsa

<n1"nz>Hg :a11<tan2>Hg +a12<n1»nz>Hg +a13<n2’n2>Hg

—
=0 =0 =1

veya

<n1|a n2>Hg =4a;

elde edilir. Yardimci teorem 4.1 de verilen 7 = <n1', n2>Hg esitligi kullanilirsa
a =7

elde edilir.

Sonu¢ olarak  bulunan a,=-x, a,=0,a,=7 degerleri n'=a,t+a,n +a;n,

esitliginde yerine yazilirsa
n' =-xt+zn, (5.4)
elde edilir.

III. Simdi ise n)=7n, esitliginin saglandigini gosterelim. Bunun igcin n,=t ®,n,

esitliginin her iki yaninin tirevi alinirve t' =xn, ile n, ®,n, =-1 esitlikleri kullanilirsa
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n' =t ®;n+t®;n/
=xN,®;n +t ®;n/
ifadesinden,
n, =x(-1)+t®,n'
elde edilir. Buradan t ®t =—1 esitligi kullanilirsa
n, =x(t®;t)+t®,n/
esitligi ve bu esitlikten de
n, =t ®,(xt+n')
bulunur. Bu elde ettigimiz son ifadede 5.4 esitligi yerine yazilirsa
n, =t ®;(xt—xt+zn,)
=t ®,rn,
=7(t®;n,)
oldugu gérillr. Buradan da n, =—zn, elde edilir.

Sonug 5.1 Hg izotropik dual kuaterniyonlarin uzayinda y kuaterniyonik egrisinin
t,n, ve n, vektorlerinin izotropik dual kuaterniyonik egri boyunca tirevleri ile ilgili

esitlikler matris formunda

t' 0 x Oft
n'|=|-« 0 <z|ln
n, 0 -z Ofn,

olarak yazilabilir. Buradaki amacimiz H? uzayindaki bulunan bu Serret-Frenet
formdllerini kullanarak H_ deki non-izotropik dual kuaterniyonik egrinin Frenet

catisini ve Frenet formillerini elde etmektir.
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Ornek 51  y:1cR—>H] egrisi

y(s)= \/— \/—COS( )e, +

olarak verilsin. Bu egrinin Frenet elemanlarini ve Form{illerini bulunuz.

Cozim
Oncelikle y egrisininin birim hizl oldugunu gésterelim. Bunun icin

-1

7 (8)= e pin()e - peos(o)e
esitliginden
H}/’(S) s =\/<7'(3)’7'(S)>Hg

5 5 5

_ \/4 sin’ (s) _ cos’(s) _

olup y birim hizhdir. Bu durumda

2

t(s)=7(s)= \/’ \/’

sin(s)e, e, +—

=

cos(s)e,
elde edilir. Ayrica t'(s) vektorii

t(s)=7"(s)= _%cos(s)ez +%sin(s)e3

5

olarak bulunur. Bu esitlikten t' (S) vektoriiniin normu ise

= \/lcosz s +lsin2 s
5 5

[t ()]s

1

J5

olarak bulunur. Ayrica n,(s) vektorii

n(s)= |t' (s) _ —cos(s)e, +sin(s)e,

ve nihayet n, =t®, n, oldugundan
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(o= Fe- et

bulunur. Burada teorem 5.2 ile verilen Frenet formdilleri kullanilirsa, sabit x ve ¢

SlIlse COSSE

degerleri x = |t

ve 7= kolayca bulunur.

L2
“ (T

Bbylece y egrisinin Frenet formilleri

0 0

1
J5
- 0

1 2
V5 V5
0 0

G

olarak elde edilir.

5.2 izotropik Dual Kuaterniyonik Darboux Vektorii ve Ozellikleri

Tanim 5.5  y izotropik dual kuaterniyonik bir egri ve bu egrinin Vsel igin y(s)
noktasindaki Frenet 3—ayaklisi {t(s), n,(s), n,(s)} ve egrilikler de x(s) ve z(s)

olarak verilsin.

0 0
A=|-k 0 7| anti-simerik matrisi D=(7,0,x)=rt+xn, vektérini tek tirli
0 - 0

olarak belirler. Bu vektor Darboux dénme ekseni olarak adlandirilir.

Boylece, D darboux donme ekseni yardimiyla, Frenet ¢ati alaninin degisimini veren;

t'=D ®,t
n'=D ®;n
n, =D ®;n,

Darboux denklemleri elde edilir. Bu denklemler Frenet formullerinin bir diger

yazilimidir.
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5.3 Non-izotropik Dual Kuaterniyonik Egriler igin Serret-Frenet Formiilleri

Tanm 5.5 | =[0,1]c R olmak iizere, bir s € | yay parametresi icin

B lcR—>H,

3

s— B(s)=se,+D_B.(s)e , & =+1
r=1
olarak verilen diferansiyellenebilir egriye non-izotropik dual kuaterniyonik edri adi
verilir.

Tanim 5.6  Bir non-izotropik dual kuaterniyonik egri f:1 cR — H, ile verilsin.

Egrinin her noktasindaki hiz vektori birim ise bu egriye birim hizli non-izotropik dual

kuaterniyonik egri denir. s € | yay parametresi icin bu egri asagidaki gibi gosterilir.

s =\(5'5).55))

Hp

Teorem 5.3 H non-izotropik dual kuaterniyonlar uzayinda f:1 cR — H,, birim

hizli non-izotropik dual kuaterniyonik egrisini géz 6niinde alalim. Bu £ egrisinin birim

3
tefet vektérini T(s)=p'(s)=1+) B/'(s)e, olarak tamimlayalim. Bu vektdr

r=1

asagidaki 6zelliklere sahiptir:

i) T ve T ' non-izometrik dual kuaterniyonlari ortogonaldir,

i) T'® T bir izotropik dual kuaterniyondur.
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ispat
| =[0,1]cR olmak tzere, bir se | yay parametresi igin

B:1cR—>H

s— f(s)=se, +Z3:,Br(s)er , € =+1

biciminde  verilen diferansiyellenebilir ~ egri olmak lizere Vsel icin
3

T(S)zﬂ'(s):1+2“,6’r'(s)er oldugundan (3.9) esitligi ile verilen norm tanimi
r=1

kullanilarak HT (S)HH :H,B'(S) =1 elde edilir. Buradan,

Hp

[T (s)

=(T(s), T(s)),

yazilir. Burada T (s) ® T (s) =1 ifadesinin tiirevi alinirsa,
T'®T+T®(T) =0

3 _ 3
yazilir. T =1+Z:,Br'(s)er olduguna gére T :I—Z:,Br'(s)er olacaktir. Bu durumda
r=1

r=1

(-F) :l_iﬁr"(s)er dir. Ayrica le—iﬂr"(s)er oldugundan T' :('F) esitligi
r=1 r=1

elde edilir. Bu esitlik yardimiyla,

T'OT+T®T =0

yazilabilir.

1
i) Bu son esitligin her iki yani ) ile carpilarak diizenlenirse,

(r.7) :l(T'®'I_'+T ®T’)=o
Hp 2
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bulunur. Bu ifadeden T ve T ' niin ortogonal oldugu gériiltr. Béylece <T’T '> =0
Hp

yazilabilir.

ii) Kuaterniyonik eslenik kurallari dikkate alinirsa,

<T,T'> :l(T®T'+T'®fj
Hp 2

=%(T ‘T +T '®f)=o

oldugu goralir. Buradan T'®T+T'®T =0 esitligi T'®T nin izotropik dual

kuaterniyon oldugunu géstermektedir.

Tanm5.7 T ve T' vektorleri ortogonal oldugundan Nl(s) vektorini

N, (s) T—(s) olacak sekilde tanimlayalim.

e

Hp

Not 5.1 S:l cR—>H_ birim hizli egrisininde Nl®f izotropik dual kuaterniyon

oldugundan N1®'F vektoérinu, y izotropik dual kuaterniyonik egrisinin birim teget

vektori olan t olarak segelim. Yani,
t=N,®T (5.5)

olsun. Bu esitlikte het iki taraf T ile ¢arpilirsa, T ve T birim oldugundan T®T =1

kullanilirsa

t®T =(N,®T)®T=N, ®(T®T)

elde edilir. Buradan

t®T =N, (5.6)
oldugu gorulir. Ayrica bu son esitlikte

t®N, =-T (5.7)
oldugu agiktir.
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Tanim 5.8 f:1 cR — H, birim hizli non-izotropik dual kuaterniyonik egrisi verilsin.

!

T=4 veN, = T olmak tzere N, ve N, vektorlerini
.
N,=n&T (5.8)
ve
N,=n,&T (5.9)

olacak sekilde tanimlayalim. Bu vektérlere f:1 <R — H, birim hizli non-izotropik
dual kuaterniyonik egrisinin Serret-Frenet vektérleri adi verilir. Burada n, ve n, pure
dual kuaterniyon oldugundan N, =n&®T ve N;=n,®T Frenet vektorlerinin pure
dual kuaterniyon olduguna dikkat edelim.

Teorem 54 f:1 cR— Hy birim hizli non-izotropik dual kuaterniyonik egrisinin
Serret-Frenet vektérleri T, N, N, ve N, olmak tzere {T,N,,N,,N,} sistemi bir
ortonormal vektor sistemidir.

ispat

T ve N, vektorleri tanimlari geregi birim vektérlerdir. O halde ||N2||HD=1 ve

||N3||HD =1 oldugunu gosterelim:

<N2’ N2>Hg = Nz ®5 Nz

=(n, ®T)®,(n, ®T)

ve
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[

(N3N ) =N, ®; N

=(n,®T) ®,(n,®T)

=n,®(TeT)®

>

2

Simdi de {T,N,,N,,N,} sistemindeki vektérlerinin birbirlerine dik olduklarini

gosterelim:

(T Nidy, %(T ®N, + N1®f)=%(T ®(tOT)+(t®T)®T)

:%((T OT)®t+t® (T ®f))=%(f+t)=0,

(T.N,),, :%(T ®N,+ N2®'I_'):%(T ®(n®T)+(n®T) ®T)

:%((T ®T)®n+n® (T®f))=%(n_l+nl)=0,

(NLN,),, =%(Nl ® N, +N, ®N_1):%((t®T)®(nl ®T)+(n ®T)®(t®T))

Ls(reT)omsne (reT)sl)-1o,7 410, f-(n), -0

(T.N,),, :%(T ®N, + N3®'F):%(T ®(n, ®T)+(n, ®T)®T|

:%((T ®T )®n, +n, ®(T ®f))=%(n_2+n2)=0,

(NLN), :%(N1®N_3+ N3®Wl):%((t®T)®(n2 ®T)+(n, ®T)@(teT))

=%(t®(T ®T)®n, +n, ®(T ®f)®f)=%(t®§ n+n,®, E)=<t’”z>H,g ~0,
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1 — — 1
(NN, =E(N2 ®, N, +N, ®, Nz):z((nl ®T)®,(n,®T)+(n, ®T)®, (n, ®T))

:%(n1 ®(TOT)®n,+n,®(T ®f)®ﬁl):%(nl ®; M+, ®, 1) =(n.n,),, =0.

Sonug olarak, Vsel igin B(s) noktasindaki {T(s),N,(s),N,(s),N;(s)} sistemine
non-izotropik dual kuaterniyonik egrinin Frenet 4 —ayakhsi adi verilir.

Tanim 5.9 H, kuaterniyon uzayinda bir f:1 c R — H_ birim hizli non-izotropik dual
kuaterniyonik egrisi verilsin. Bu egrinin ﬂ(s) noktasindaki Frenet 4 —ayaklisi
{T(s).N,(s).N,(s),N;(s)} olsun. K, K, ve K, fonksiyonlarina, sirasiyla, B non-

izotropik dual kuaterniyonik egrisinin birinci, ikinci ve tgiinci egrilik fonksiyonu adi
verilir ve bu fonksiyonlar

KO=(TONE) (T OeNE+NEET ()

D

K, () = <N1'(s), Nz(s)>HD :%(Nl'(s)®m+ N, (5)® Nl'(s)j

,6)=(N©.N(9) = N0, 6+ N0, N, (5)

Hp
seklinde tanimlanir. K,(s), K,(s) ve K,(s) reel sayilarina da, sirasiyla, S non-
izotropik dual kuaterniyonik egrisinin ﬂ(s) noktasindaki birinci, ikinci ve Uglinci
egriligi denir. Burada T', N,', N,’ ifadeleri, sirasiyla, T, N,, N, Frenet vektérlerinin s
yay parametresine gore tirevleridir.

Teorem 5.5 H_ non-izotropik dual kuaterniyon uzayinda bir C* egrisi, | :[O,I]CR

olmak Uzere,

B lcR—>H,
3

s> B(s)=se,+ > B.(s)e, , e, =+1

r=1
olarak verilsin. sel vyay parametresi olmak Uziire Vsel icin ,B(S) noktasindaki

Frenet vektérleri T(s), N, (s), N,(s), N,(s) ve egrilikler K (s)=K, K,(s)=x ve
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K,(s)=7 olsun. Burada x(s) ve z(s); N,®T =t izotropik vektsrinii teget kabul
eden y pure kuaterniyonik egrisinin egrilikleridir. O halde, £ non-izotropik dual

kuaterniyonik egrisi boyunca T, N,, N, ve N, vektérlerinin tirevleriigin

N, (s)=-x(s)N,(s)+7N,(s)

N, (s)=-zN,(s)

bagintilari gegerlidir. Bu bagintilara non-izotropik dual kuaterniyonik egriler icin Serret-

Frenet formiilleri denir.
ispat
B birim hizl egrisinin T ve N, Frenet vektorleri igin N, T =t izotropik vektorini

teget kabul eden herhangi bir pure dual kuaterniyonik egri yolsun. Bu y egrisinin

Frenet vektorleri t,n, ve n, olmak tzere S egrisinin T, N,,N, ve N, Frenet

vektdrlerinin T =", N, = , N,=n®T, N;=n,&T oldugunu biliyoruz.

!

oldugundan N, = T igin T'=KN, elde edilir.

i) Ayrica K, (s)=K = HT '
Hv 3

Hp

ii) Simdi Nl' =k N, oldugunu gosterelim:

N, ® T=t icin elde edilen t ®T = N, esitliginin tirevi alinirsa
N/ =t'®T +tT'

elde edilir. Buradan t' =xn, esitligi kullanilirsa

N, =xn ®T
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bulunur. Burada (4.8) esitligindeki N, =n, ®T ifadesi yerine yazilirsa,

!

N, =xN,

elde edilir.

iii) Simdi de Nz' =-xkN, +7N, oldugunu goésterelim: (5.8) denklemi ile kabul edilen
N, =n ®T esitliginin tlrevini alalim:

N, =n'®T +n T’

bulunur. Burada y egrisinin Frenet formullerinden olan n{ =—xt+7n, esitligi yerine

yazilir ve gerekli dizenleme yapllirsa,
N, =(-«t+7n,)®T
=k (t®T)+7(n,®T)
elde edilir. Burada N, =t®T ve N, =n,®T esitlikleri yerine yazilirsa,
N,"=-&N, +7N,
bulunur.
iv) Son olarak N3' =—7N, oldugunu gésterelim: Bunun igcin N, =n,®T esitliginin
tdrevini alinirsa;
N, =n'®T +n,®T'
elde edilir. n'2 = —7Nn, esitligi yerine yazilir ve gerekli diizenleme yapilirsa,
N, =-zn ®T

=—7(n,®T)

olup, burada N, =n, ®T yerine yazilirsa,

!

N, =-zN,
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T']7 [0 K 0
N'| o 0 «
N,'| [0 —x 0
N, [0 0 -

S " O O
z Z z o

W

seklinde yazilabilir.

Serret-Frenet

(5.10)

Omek 5.2 f:1cR—>H, egrisi f(s)=s+s’e +sinse, +cosse, olarak verilsin.

Bu egrinin Frenet elemanlarini ve Frenet formiillerini bulunuz.
Coziim

Oncelikle B egrisininin birim hizli oldugunu gosterelim. Bunun igin
B (s)=1+2se +cosse, —sinse,

esitliginden

olup  birim hizlidir. Bu durumda

B (s)

- [# 689, =1

HD HD
T(s)=p"(s)=1+2se +cosse, —sinse,
olarak yazilir. Ayrica buradan,
T'(s)=p"(s)=2e —sins e, —coss e,

ve

T =TT ()

Hp

1 — —
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—J4+sin®s+cos’ S

_

esitlikleri elde edilir. B egrisinin birinci egriliginin tanimi

e

Hp

oldugundan dolay1 K :\/g dir. Ayrica N, = tanimi geregi,

T
i

Hp

1 .
N, =—=(2e, —sins e, —coss &)

NG

smse +——=C08 S &,

S Vda

elde edilir. Ayrica, t= N1®'F esitligini saglayan t vektorini teget kabul eden
(6rnek 4.1) y egrisinin Frenet vektorleri n, ve n, olmak lzere, N,=n&®T ve

N,=n,®T oldugundan;
N, =n&T
=(—cosse, +sinse,)®(1+2se +cosse, —sinse;)
kuaterniyon ¢arpimi hesaplanirsa N,
N, =—cosSe, +sinse,

olarak elde edilir. Ayrica

N,=n, ®T

-2 .
sin e, cosse, | ®(1+2se +cosse, —sinse, )

(J_\/_ "5

kuaterniyon ¢arpimi hesaplanirsa N, vektori

smse +—=COS S €,

“FTE
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seklinde elde edilir.

Sonug olarak, Teorem 5.5 deki Frenet formdlleri kullanilirsa £ egrisinin Frenet

Formdlleri matris formunda asagidaki gibi elde edilir:

Tl To 5 o o ][T
IR % 0o ||y
= 1 2
N N

2
RN
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BOLUM 6

SONUC VE ONERILER

Bu tezde, dual kuaterniyonlar kavrami yeni bir bakis agisi ile ele alinmis ve yeniden
tanimlanmistir. Bu tanim ile birlikte dual kuaterniyonlar uzayi, non-izotropik dual
kuaterniyonlar ve izotropik dual kuaterniyonlar olarak iki kisim halinde incelenmistir.
Pure dual kuaterniyonlar (izotropik dual kuaterniyonlar) yaptigimiz bu c¢alisma ile
detayl bir sekilde incelenmis ve R’ Oklid uzayina izomorf oldugu gosterilmistir. Yine
yaptigimiz bu tanim yardimiyla, izotropik dual kuaterniyonik egri kavrami tanitilarak
izotropik dual kuaterniyonik egriler icin Serret-Frenet vektorleri ve formiilleri elde
edilmistir. Boylece, elde edilen Serret-Frenet formiilleri kullanilarak non-izotropik dual

kuaterniyonik egriler icin Serret-Frenet vektorleri ve formulleri bulunmustur.

R* Oklid uzayinda, Frenet elemanlari V,(s), V,(s), V;(s), V,(s) ve birinci, ikinci ve
tigiinci egrilikleri sirasiyla K, (s), k,(s) ve k,(s) olan bir a egrisinin Serret-Frenet
formdilleri matris formunda;

V, (s) 0 k(s) © 0 ||V,
V,(s)| [-k(s) 0 k,(s) 0 A
V;(s) 0 —ki(s) 0 k(s) |V,
Vi) [ 0 0 —k(s) o |V,

(6.1)

ile verilmisken, [39], R* Oklid uzayina izomorf olan H reel kuaterniyonlar uzayinda,
HP uzaysal reel kuaterniyon uzayinda alinan bir uzaysal reel kuaterniyonik egrinin

Frenet elemanlari yardimi ile [4] nolu ¢alismada Bharathi ve Nagaraj tarafindan elde
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edilen T,N,,N,, N, Frenet vektorleri ve K, k¥ ve z—K egriliklerine sahip olan bir g

birim hizli egrisinin Serret-Frenet formulleri matris formunda

T [0 K 0 0
N,'| [-K o0 K 0

N,' 0 —« 0 (T—K)
N,' 0 0 —(Z’—K) 0

(6.2)

S}

ZZHZ—|

seklinde elde edilmistir.

Diger taraftan; G* uzayinda, Frenet elemanlar T, N, B,, B, ve birinci, ikinci ve
ticiinct egrilikleri sirasiyla k, (s), k,(s) ve k;(s) olan bir « egrisinin Serret-Frenet

formiilleri matris formunda;

T'7 [0 k 0 O]T
N[ J0 0 k OfN 63)
B'l |0 -k, 0 k| B
B,)| |0 0 -k, 0] B,

ile verilmisken, [27], G* Galile uzayina izomorf oldugunu belirttigimiz H, dual
kuaterniyonlar uzayinda, Hg izotropik dual kuaterniyon uzayinda alinan bir izotropik
dual kuaterniyonik egrinin Frenet elemanlari yardimi ile elde ettigimiz T,N,N,, N,

Frenet vektorleri ve K, k¥ ve 7 egriliklerine sahip olan bir £ birim hizli egrisinin

Serret-Frenet formulleri matris formunda

T 0 K 0 O0|T
N,' _ 0 0 x OfN, (6.4)
N,' 0 -« 0 <z||N,
N, [0 0 -7 OJ|N,

.....

egrilikleri karsilastirildiginda asagidaki iliskinin oldugu gortlmustar:
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Ayrica, bu esitliklerin saglandigi 6rnek 2.1 ile 6rnek 5.2 karsilastirilarak teyid edilmistir.

Sonug olarak; tezimizde elde edilen bulgular, birim hizli olarak aldigimiz y izotropik
dual kuaterniyonik egrisi ve S non-izotropik dual kuaterniyonik egrisi kullanilarak

bulunmustur. Bir sonraki hedefimiz, bu ¢alismayi genellestirerek, birim hizli olmayan

egrilerle konuyu tekrar ele almaktir. Bir diger hedefimiz ise, [ egrisinin Frenet
elemanlarini hesaplarken kullanmis oldugumuz, x ve 7 pure uzaydaki bir ¥ egrisinin
egriliklerini kullanmak yerine, pure olmayan bir £ egrisi ile bu egrinin izdlisimi olan

bir B egrisinin Frenet elemanlari arasindaki iliskiyi bularak sonuglarini incelemektir.
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EK-A

OKLIiD UZAYINDA TEMEL KAVRAMLAR

Bu boélimde Oklid uzayi ile ilgili temel kavramlar, tanim ve teoremler ile ilgili bilgiler

verilecektir. Bu bolim hazirlanirken [33-39] nolu kaynaklar kullaniimistir.

A-1 Afin Uzay

Tanim A1 A= bir kime ve V de F cismi lzerinde bir vektér uzayr olsun.

f : AXA — V fonksiyonu

A) VY P,QReA igin f(P,Q) +f(Q,R) = f(P,R).

A)VPeA ve VaeV igin f(P,Q) =a olacak sekilde bir tek Q € A noktasi vardir.
P,QeAicinf(P,Q) = PQ biciminde gosterilir.

onermelerini saglarsa A ya V ile birlestirilmis bir afin uzay denir. Burada A ve A, ye

sirastile 1. ve 2. Afin aksiyomu adi verilir.

Ornek A.1 A=R" ve V =R" olsun, R" sirali n-lilerin kiimesi R" standart vektor

uzayi ile birlesen n-boyutlu bir afin uzaydir.

Tanim A.2 V, n-boyutlu bir vektor uzayi ve A da V ile birlesen bir afin uzay olsun.

P, P, P,,.... P,e A noktalar igin {P,R, PP, ..., PP} kimesi V nin bir baz ise
{R),P.P,,...,P,} nokta (n+1)-lisine, A afin uzayinin bir afin ¢catisi denir. Burada P,
noktasina ¢atinin baslangi¢ noktasi denir ve 1< 1< n olmak lzere P noktalarina da

¢atinin birim noktalari (ug) denir. V vektor uzayinin boyutu n ise A ya n-boyutlu

afin uzay denir, [33-35].
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Tanim A.3 A, V vektor uzayi ile birlesen n-boyutlu afin uzay ve {PO, R.P,...,P } ise

n

A da bir afin ¢ati olsun. Bu durumda {ﬁ, BP, ..., ﬁ} sistemi V vektdr uzayinin

bir bazi olup VPeA noktasi igin P,PeV oldugundan ﬁf’= aPP, acF

i=1

yazilabilir. Eger X; fonksiyonu

X:A—>F
Pox(P)=4a,1<i<n

seklinde tanimlanirsa VP e A noktasina (X, (P), X,(P), ..., X,(P)) sirali n-lisi

karsilik gelir.

Diger taraftan, a,, &,, ..., @, skalarlerini ele alalim. Vi icin &P,P €V oldugundan

Zaiﬁﬁev vektoérii elde edilir. ikinci afin aksiyomu A, geregince
i=1

> aPP =acV icin PP =Y aPP olacak sekilde bir tek P e A vardrr.
i=1

i=1

Sonug olarak, A afin uzayinda her noktaya bir sirali n-li ve her bir sirali n-liye de bir
nokta karsilik gelir. A afin uzayinda bir P noktasina karsilik gelen sirali n-liye P A

noktasinin afin koordinatlari, bu afin koordinatlari tanimlamakta kullanilan X;
fonksiyonlarina afin koordinat fonksiyonlari ve ayrica {Xl,XZ,...,Xn} fonksiyonlarinin

sistemine bir afin koordinat sistemi denir.

Tanim A.4 A bir afinuzayve V de A ile birlesen bir vektor uzayi olsun.
(Y VXV SR (X y)—>(XY)

reel degerli fonksiyonu ¥V X,y,z €V igin asagidaki aksiyomlari saglarsa bu fonksiyona i¢

carpim fonksiyonu ve V' uzayina da ic carpim uzayi denir, [33-35].
i) Bilineerlik Aksiyomu:

(ax+by,z)=a(x,z)+b(y,z),

(x,ay+bz)=a(x,y)+b(x,z)
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ii) Simetri Aksiyomu

(% y)=(y.x)

iii) Pozitif Tanimlilik Aksiyomu

(x,x)20, (x,x)=0<x=0.

Tanim A.5 A, V vektor uzayi ile birlesen n-boyutlu afin uzay olsun. Eger V vektor

uzay! bir i¢ carpim uzayi ise A afin uzayina Oklid uzay: denir.

Ornek A.3 A=R" ve V =R" olmak tizere R" sirali n-lilerin kiimesi R" reel vektor

uzayi ile birlesen n-boyutlu bir afin uzayi oldugu bilinmektedir.
() ‘R"xR" >R (X,Y),, :;xiyi

seklinde tanimli fonksiyon bir i¢ carpim fonksiyonudur. Bu i¢c carpima R" de standart i¢
carpim veya Oklid i¢ carpimi denir. Standart ic carpimin tanimh oldugu R" vektér uzayi

ile birlesen R" afin uzayina n-boyutlu standart Oklid uzay: denir ve E" ile gésterilir.

Tanim A.6 E" uzayinda alinan P,,P,P,,...,P, noktalari igin, {F,R,RP,,..., BP,}

sistemi E" uzayinin bir ortonormal baziise {P,, P, P, ,..., P,} nokta (n+1)—lisine E"

de bir Oklid ¢ati veya dik ¢ati denir.

Tanim A.7 E" bir afin uzay oldugundan P, € E" igin baslangig noktasi P, olan bir

{P,P,P,....,P} afin catisi vardir. YPeE" noktasi icin PP=Y aPRP, acR

n
i=1

yazilabilir. O halde,
X:E">R

Pox(P)=a ,1<i<n

olmak Uzere {xl, Xy yees Xn} afin koordinat sistemi bulunabilir. Bu afin koordinat

sistemine Oklid (dik) koordinat sistemi denir, [33-35].
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Tanim A.8 d uzaklik fonksiyonu

d:E"xE" >R,

(X)) = [ -%)

seklinde tanimlansin. Bu d fonksiyonuna E" Oklid uzayinda uzaklik fonksiyonu ve

d(X.,Y) reelsayisinada X ile Y noktalari arasindaki uzaklik denir.
A-2 Vektorel Carpim

A.2.1 R’ Uzayinda Vektorel Carpim

R’ uzayinin  standart  baz {el,ez,e3} olmak uzere Va=(a,a,a,),

—

,ﬁz(ﬂl,ﬂz,ﬂ3)eR3 vektorlerinin  vektorel g¢arpimi &AR3ﬂ ile gosterilir ve
—_ —_— 3 —_— — — —_—
ANy ﬂ:Zdet(ei,a,ﬂ) e, ile tanimlanir.

i=l

A Ay ,E’zdet(a,a,ﬁ) a+det(g,5,ﬁ) €+det(e3,a,,6') ej

1 0 0 0 1 0 0 0 1

—_—

=0 Q, o, 6+l «a, a, e +la a,| €,

B B B A B B B B B
O Nps P= (052,53 _a3ﬁz) € +((Z3ﬂ1 _alﬂﬁs) €, +((Z1ﬂ2 _azﬂl) &
elde edilir. Boylece, a ve ,E vektorlerinin vektorel carpimi

el e2 e3
an, P=loy o, a

B B B

seklindeki determinant ile hesaplanabilir, [33-35].
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Not A.1

1. Burada tanimlanan determinant bir sanal determinanttir. Clinkd birinci satir
eT, g, g vektorlerinden olusmaktadir. Oysa determinant fonksiyonu kurallarina gore

butln elemanlar skaler olmak zorundadir.

2. iki vektoriin vektérel carpimi ile elde edilen vektor R’ de yeni bir vektordiir.

Ornek A.4 e =(1,0,0), e, =(0,,0), e =(0,0,1) vektorleri icin € A

&, A, € =6 Ve & A€ =¢e, esitliklerisaglanir.

Vektorel Carpimin Ozellikleri:

1 an,a-Ydet(e,aa)g-0ek:

i=1
— — 3 — = —\ — 3 — — —\ — — —
2. ang ﬁ=§det(ei,a,ﬂ) e =—§det(ei,ﬂ,a) &=—fnrpa

3. V&,Z’,}eﬂ@ igin (5+,§)/\R3;=(5/\R3 77)4‘(?/\]1@ 7;)

—

4. Y~y (&'+E) =(77/\]R3 52)+(77/\R3 ﬁ)

5. Aany, B=A(any, B)=anr, (i), AeR

R

<o

o ile B lineer bagimliise a A, f=0.

A.2.2 R’ Uzayinda Vektorel Carpimin Geometrik Yorumu
1. iki vektoriin vektdrel carpimi her iki vektére de dik olan bir vektordiir.

2. iki vektériin vektorel carpimi her iki vektére de dik olan ve boyu bu iki vektér

Uzerine kurulan paralelkenarin alanina esit yeni bir vektordur.

o 8| =[] ] sne
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A.2.3 R* Uzayinda Vektorel Carpim

—_ — — —

R* uzayinin standart baz {el,ez,e3,e4} olmak uzere Va=(a,a,,a;a,),

ﬁ:(ﬂl,ﬂz,ﬁ3,ﬂ4), 7_;:(]/],]/2,7/3,7/4)€R4 vektorlerinin vektorel carpimi
a/\w Z;/\w ;/ ile gosterilir ve

& & & &
a a, o, a,
b B BB
71 }/2 }/3 7/4

0{/\112{4,8/\]1&4 y =

ile tanimlanir. Bu carpima bazi kaynaklarda ternary ¢arpim adi da verilir, [36,37].

A-3 Tanjant Vektorler ve Tanjant Uzaylar

A, V vektor uzayi ile birlesen n-boyutlu bir afin uzay olsun. P € A noktasi ve veV

vektori igin (P,Q) =V, ikilisine A afin uzayinda bir tanjant vektér denir.
P € A noktasinin tanjant vektorlerinin kiimesi T,(P) ile gosterilir ve
TA(P)z{vP =(P.V):PeA Vev}

olarak tanimlanir.

Tanim A.9 T,(P) kiimesi Gzerinde toplama islemi, VV,, 0, €T, (P) iin

C—D:TA(P)XTA(P)—>TA(P)

seklinde tanimlanir.
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Tanim A.10 T,(P) kiimesi Gzerinde skaler ile carpma islemi, VAR ve ¥V, €T, (P)
icin
O:RxT,(P)—>T,(P)
(4,%) > A0% =20(P.v)
=(P.av)
seklinde tanimlanir.

Sonug A.1 {TA(P),®,R,+,~,O} altilisi bir vektdr uzayidir. Bu uzaya A afin uzayinin

P noktasindaki tanjant vektérlerinin uzayi veya kisaca tanjant uzay denir.

A afin uzayr E" olarak alinirsa, yani A=E" alinirsa, {TEH(P),(-B,R,+,-,O} altilisi

0
B - ’67|P} dir.

0%

. " 0
bir vektor uzayi olur. Bu uzayin standart bazi {—
n

A-4 Vektor Alanlari ve Vektor Alanlar Uzayi

VP e E" noktalari tizerindeki tanjant uzaylarin birlesimi U TEn (P) ile gosterilsin.
PeE"

7 |JT.(P)>E"

PeE"
Vo > 7(V,)=P

dontsumini tanimlayalim. 7o X : E" — E" 6zdeslik dénlisimi olacak sekilde

X:E“—)UTEH(P)
PeE"

P> X(P)=X,

déniusimine E" de bir vektér alani denir. Diger bir ifade ile, E"uzerindeki bir X

vektor alani, VP € E" noktasina TEn (P) nin bir X, tanjant vektdrund karsilik getiren

bir fonksiyon olarak distndilebilir.

Tanim A.11  E" de bulunan butiin vektér alanlarinin kiimesi ;((E”) ile gosterilir ve

;((E”):{X| X:E"—=—JT.. (p)} ile tanimlanir.

orten
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Tanim A.12 ;{(E”) kiimesi Gzerinde toplama islemi, VX.,Y e ;((E”) ve VP e E" icin

®: 7 (E")xx(E") > 2(E")

(X.Y) > (X®Y)(P)=X,+Y,

olarak tanimlanir.

Tanim A.13 ;((E”) kiimesi Gzerinde skaler ile carpma islemi, VX e;((E”),V/I eR
ve VP e E" icin
©:Rxy(E")—> (E")
(2:X) > (10X)(P)= 20X,
olarak tanimhdir.

Sonu¢ A.2 {;((E”), ®, R, +, ~,®} altilisi bir vektér uzayidir. Bu uzaya vektér

0 0
alanlarinin uzay denir. Bu uzayin standart bazi {6_”8_} dir.
X X

1 n

A-5 Yone Gore Tiirev ve Kovaryant Tiirev

TanmA.14 f:E" >R ve acE" olsun. O halde,

limf(x)—f(a) _ limf(a+hg—f(a) _ i(a)

X—a X—a h—0

limiti mevcut ise f ye aeE" noktasinda tiirevienebilirdir (diferansiyellenebilirdir)

denir.

Tanim A.15 Belirli bir a€ E" noktasinda tirevlenebilen reel degerli fonksiyonlarin
kimesi C(a,R) ile gosterilir. VaeE" isin feC(aR) ise f ye E" de
diferensiyellenebilirdir denir. E" de turevlenebilir fonksiyonlarin kiimesi C(E”,R) ile

gosterilir, [33,35].
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Tanim A.16 f:E" >R diferensiyellenebilir fonksiyonunun V, tanjant vekt6ri

yoniindeki tiirevi V, [ f ] ile gésterilir ve

[ f]= S 1 (P9)]

t=0

ile tanimlanir.

Tanim A.17 XEZ(E”) ve feC(E",R) olsun. VPeE" noktasi igin
(X[f])(P)z)ZP[f] ile tanimli X[f]eC(E”,]R) fonksiyonuna, f fonksiyonunun

X vektor alani yonindeki tlrevi denir.

Tanim A.18 a'(t)[f]:Da,(t)f tirevine f:E"—>R fonksiyonunun «(t) egrisi

yonundeki yéne gore tiirevi veya egriye gore kovaryant tiirevi denir.

A-6 Bir Vektor Alaninin Bir Diger Vektor Alanina Gére Kovaryant Tiirevi

Tanim  A.19 ki vektor alani X =(X, %, X,), Y :(yl,yz,---,yn)e;((E”) olarak
verilsin. P eE" noktasi igin X, Y, €T, (P) olmak Uzere, eger x,y,:E" > R
fonksiyonlari C* —sinifindan ise X.,Y e;((E”)vektér alanlari da C” — sinifindandir

denir.

Tanim A.20 Y diferensiyellenebilir vektor alaninin X | tanjant vektori yoniindeki

tlrevi

Y(P +t>Z)'(o)=(1imHO Y (P“Xt)—Y(D)}

seklinde tanimlanirve D, Y, DXY|p veya V.Y ile gosterilir.
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Tanim A.21 Y diferensiyellenebilir vektor alaninin X vektér alani yénindeki

kovaryant tiirevi

D:;((E”)x;((E”) — ;((E”)
(X,Y) — D,Y:E">[JT.(P)

PeE"

P— DY,

seklinde olup D, Y

» = Dy, Yp :(Xp[yl], X, [¥.]s s Xp[yn]) ile tanimlanir.

Burada D operatoériine ;((E”) de bir konneksiyon adi verilir, [33,35].

A-7 Kotanjant Vektorler ve Kotanjant Uzaylar

Tanim A.22 T_, (P) uzayi P €E" noktasindaki tanjant uzay olsun. T_, (P) uzayinin
dual uzayl T_,"(P) olmak tzere, T_,"(P) dual uzayina kotanjant uzay denir ve bu

uzayin her bir elemanina da bir kotanjant vektér adi verilir. Bu uzay,
"

{0, T (P) =)

Gy

Vp

T (P)

E

:(p,v"), VR —>R}

seklinde tanimlanir. Ayrica, T, (P) = {P} x(]R” ) olarak yazilabilir.

Tanim A.23 TEn*(P) uzerinde toplama islemi, Vv \/Tp, WTp ETEH*(P) icin
®:T.. (P)xT. (P)->T. (P)

(vp, wp)—>vp@wp :(P,v +W )

—_—

olarak tanimlanir. Ayrica o € R" olmak lizere (\74_;\7)(0{):\/*(&)4_;\7(0{) dir.

Tanim A.24 T_'(P) izerinde skaler ile garpma iglemi, V\/T‘J eT., (P)ve 2eR igin

O: ]RxTEn*(P)—>TEn* (P)

(4., ) > 20V, =20(P.v)=(P.aV)
seklinde tanimlanir.

99



Sonu¢ A.3 {TEH*(P), ® R, +, -, @} altilisi bir vektér uzayidir. Bu uzaya kotanjant

uzay denir. Ayrica, boyTEn* (P)=boyT_, (P)=n dir.

A-8 Egriler Teorisi

TanmA.25 | cR ve | =[a,b] olsun.

a:l > E"
t—a(t)=(a®),a,),...a,1)

diferensiyellenebilir fonksiyon olmak tzere, a(l)c E" alt kimesine E" de bir egri

denir. Burada | alt kiimesine a egrisinin parametre araligi ve te | reel sayisina da o

egrisinin parametresi denir. Ayrica (I,a) ikilisine de egrinin koordinat komsulugu

denir. Bir egri a(1)c E" seklinde veya kisaca (&) ile gésterilir, [39].

Tanm A.26 Bir M egrisi, E" de (l,a) koordinat komsulugu ile verilsin.

|le’]: 1 >R,

t=>[e|(t) =’ ()]

ile tanimh fonksiyona M egrisinin (I,a) koordinat komsuluguna gore skalar hiz

fonksiyonu, a'(t)”eR reel sayisina M egrisinin (I,a) koordinat komsuluguna goére

vektorine de

a(t) noktasindaki skaler hizi ve o'(t)=

=

da (da, da, de,
a(t)

dt ~ dt 77 dt

M egrisinin a(t) noktasindaki hiz vektéri denir.

Tanim A.27 Bir M egrisi, E" de (I,a) koordinat komsulugu ile verilsin. Vse | igin,
||a'(s)||:1 ise M egrisine birim hizli egri denir. M egrisi (l,a) koordinat

komsulugunda birim hizliise s € | parametresine egrinin yay parametresi denir, [39].

Tanim A.28 Her noktada hiz vektori sifirdan farkli olan egriye regtiler egri denir.
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Serret-Frenet Vektorleri

Bir M egrisi, E" de (1,a) koordinat komsulugu ile verilsin. M nin a(t) noktasindaki

hiz vektori «'(t)

. ise E" deki Oklid koordinat sistemi {X,X,,..,X,} olmak zere

, Lde, O
'] 0 ZZ,;‘F&

a(t)

yazilabilir. Boylece,

a' M —>UT, (a(t))

1-1 ve érten oldugundan &'(t) € ¥(M) dir.

Ayrica D, E" de kovaryant tiirev operatorii olmak lizere
D: 7(E")xx(E")—> x(E")

dénisimi M < E" alt kiimesine kisitlanirsa,

D

Z(M):/}//(M)XZ(M)_)X(M)

(X,Y) = D(X,Y)=D,Y

!

d d o e
olmak Uzere, Da,(t) =aile gosterilsin. Buradan D o' = i esitligi yazilir. Clnki

D,a'= a'{%},...,a'[dar‘}
dt dt
(d’e,  d’q,
dt> 77 dt?

" "
=la, ,...,q,

=a' (t)e;((M)

elde edilir. Benzer sekilde devam edilirse,
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elde edilir. Buradan o',a”,...,a" € 2 (M) oldugu agiktir,

Ayrica a'(t)], ")

o

o) oo o € Tu (a(t)) bulunur. Bu tirev vektér

alanlarina egrinin yiiksek mertebeden tiirevleri denir. Bu vektorlerin her biri vektér

alani veya verilen bir a(t) € M noktasinda bir tanjant vektoridur.

Bu vektdr alanlarindan r -tanesinin lineer bagimsiz oldugunu kabul edelim. Yani diger

bir ifade ile a',a",...,a" € (M) olmak iizere S ={a',a",...,a(”} lineer bagimsiz
olsun. O halde, {a(””,...,a‘”)} €S, {a’,a”,...,a(”} yazilabilir.  Ayrica,
boyE" :boy;((E”):boy;(*(E”): n ve S :{a',a”,...,a(”} lineer  bagimsiz

oldugundan bu S sistemine Gram-Schmidt metodu uygulanabilir.

:2<>

R

olmak tizere {E,E,.....E,} sistemi bir ortogonal sistemdir. Buradan

V, = , V, =

— r

olmak iizere {V},V,.....V, | ortonormal sistemi elde edilir. Yani <Vi,V,->=5ij dir.
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Tanm A29 Bir M egrisi, E" de (I,a) koordinat komsulugu ile verilsin.
{a',a”,...,a(”}, r<n kimesi lineer bagimsiz  iken {a(””,...,a(“)}e
S, {a’,a",...,a(”}olmak lizere S den elde edilen {V,,V,,....V,} ortonormal vektér
alanlari sistemine M nin a(t)e M noktasindaki Serret-Frenet r-ayaklisi veya Frenet

catisi denir. Burada Va(t)e M icin V,, 1<i<r, vektorlerinin her birine bir Frenet

vektérii denir, [39].

A-9 E" de Serret-Frenet Formiilleri ve Egrilikler
Tanim A.30 Bir M egrisi, E" de (I,a) koordinat komsulugu ile verilsin. sel igin

a(s)e M noktasindaki Serret-Frenet I -ayaklisi {V,(s),....,V,(s)} olsun.

k:1 >R, 1<i<r,

5k (6)=(V/ 51V, ()

Rﬂ
seklinde tanimli olan k. fonksiyonuna M egrisinin i yinci egrilik fonksiyonu, k.(s) e R
sayisina da M egrisinin a(s) noktasindaki i yinci egriligi adi verilir. Burada Vi'(s)

ifadesi, V;(S) Frenet vektorlerinin S ye gore tirevidir.

Teorem A.1 Bir M egrisi, E" de (I,a) koordinat komsulugu ile verilsin. Bu egrinin yay
parametresi Sel olmak Uzere, Serret-Frenet I -ayaklis {Vl(s),,...,Vr(S)} ve egrinin

a(s) noktasindaki egrilikleri k;(s), 1<i<r ise
Vl,(s) = kl(s)vz (s)
Vil(s) ==K, (Vi (5) + K (S)V,,, (9),

Vr,(s) = _kr—l (S)Vr—l (S)

dir. Bu formiillere Frenet formdilleri denir. Bu formuller matris formunda
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Vil To ., 0 0 0 0 v, T
v, —k, k, 0 V,
V, | | 0 -k, 0 k-0 0 V,
V. 0 0 0 o=k, 0 k ||V
V' 0 0 0 0 0 —k_ 0]V

olarak yazilabilir, [39].

A-10 E’ ve E* de Serret-Frenet Formiilleri

Teorem A.2 Bir M egrisi, E’ de (I,a) koordinat komsulugu ile verilsin. sl yay

parametresi olsun. Bu halde,

Vlzi—T:a'

[

E a"
V,=—2=N=
= "]

E
V,=—-=B=TA,N
o= «

dir. Burada T,N,B vektorleri V,,V,,V, Frenet vektorleri igin alisilmig gosterimlerdir,

[33-35].
ispat «:1 —> E’ birim hizh oldugundan Ha(s)uzl dir. Béylece T=V,=a' dir.
Buradan <0¢'(S),0¢'(S)>R3 =1 vyazlabilir. Bu esitligin s yay parametresine gore iki

tarafinin tirevi alinirsa

<05"(S),(:¢'(S)>]R3 +<a'(s),a“(s)>R3 =0

veya

(a'(s),a"(s)),. =0

elde edilir. Buradan
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"

o

N=V,=""
e

bulunur. Ayrica, B=T A N tanimlanirsa {T,N,B} ortonormal sistemi elde edilir.

Gergekten de;
(B,T )y =(TxN,T),. =det(T,N,T)=0
(B,N).. =(TxN,N)_, =det(T,N,N)=0
elde edilir. Ayrica,

[B)=[T ()N (s)]sino0"=1

dir. Bdylece HB(S)H=iV3(S) dir. Buna gore {T,N,B} sistemi M egrisinin a(s)eM

noktasinda Frenet 3—ayakhisidir.

Tanim A.31 Vsel icin K‘(S)=HT'(S)H seklinde tanimh x fonksiyonu « egrisinin

egrilik fonksiyonu ve x(s)eR reel sayisinada a nin (s) noktasindaki egriligi denir.

SonugA.4 Vsel igin k(s)>0, k; =« dir.

Simdide T, N, B Frenet 3—ayaklisinin T',N',B' turevlerini arastiralim:
T'=a,T+a,N+a,B

N'=a,T+a,N+a,,B

B'=a,T+a,N+a,;B

yazilabilir. {T,N,B} nin ortonormal sistem oldugu kullanilarak @; katsayilari

bulunabilir.

I <T, T>R3 =1 oldugundan <T ',T>R3 =0 olup a,, =0elde edilir. Ayrica a,, :<T ',N>R3

"

ve a; :<T ',B>]Rs yazilabilir. N -2 oldugundan T'=«xN yazilabilir. O halde,

o'

105



a,=(T,N), =(kN,N)_, =«

a; =(T",B), =(kN,B)., =0

I (N, N)_. =1 oldugundan (N', N)_, =0 olup a,, =0 elde edilir.

1) (B, B),. =1 oldugundan (B, B)_, =0 olup a,, =0 elde edilir.

IV) (T,B),. =0 oldugundan (T'B).. +(T,B'),, =a,+a, =0 vyazlabilir. a;=0

oldugundan a,, =0 bulunur. a,; =0 ve a;; =0 bulundugundan B'=a,,N elde edilir.

Tanim A.32 a,, =—7 olmak lzere 7= z'(s) fonksiyonuna « nin burulmasi (torsiyon
veya ikinci egriligi) adi verilir.
SonugA.5 B'=a;,N esitliginde a,, =—7 yerine yazilirsa B'(s)=—7(s)N(s) yazlr.

i) <T,N>R3 =0 oldugundan <T ',N>R3 +<T,N '>R3 =0 yazilabilir. Buradan a,, =(N"'T)._,

olmak Gzere a,, = —« elde edilir.
ii)<N, B>]R3 =0 oldugundan <N ’ B>R3 +<N, B'>R3 =0 yazilabilir. Buradan a,, =(N',B)_,
ve 7=—(N'B)_, olmak Uzere a,; =7 elde edilir.

Sonug olarak N'=—«xT + 7B elde edilir.

Boylece Teorem A.1 in r =3 igin 6zel yazilimi olan asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem A.3 Serret-Frenet 3 -ayaklis {T,N,B} olan a:1 — E’ egrisi x >0 egrilikli ve

7 burulmali birim hizli egri olsun. Bu durumda,

T'=xN
N'=—«xT +7B
B'=—zN

gecerlidir. Bu formillere Frenet formiilleri (denklemleri) adi verilir.
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Ayrica, bu formuller matris formunda

T' 0 « OfT
N'|=|-x 0 <z||N
B' 0 -z 0}l B

olarak yazilabilir.

Tanim A.32 o, E’ de birim hizli bir egri olsun. T,N,B vektor alanlarn ile «,7

fonksiyonlarinin herbirine a egrisinin Frenet elemanlari adi verilir.

Teorem A.4 «, E* de birim hizli bir egri ve bu egrinin egriligi x>0 ve burulmasi 7

olsun. O halde,

<a v’ a™a m>R3

e e

w=let 7=
dir.
Teorem A.3 e benzer sekilde asagidaki teorem verilebilir , [33-35].

Teorem A.5 Bir M egrisi, E* de (I,a) koordinat komsulugu ile verilsin. sel yay

parametresi olsun. Bu halde,

K

v H

V, = ”Ez” =B, =B, A TA.N
i L Hj ]

dir. Burada T,N,B,B, vektoérleri V,V,,V,,V, Frenet vektorleri igin alisiimis
gosterimlerdir. Ayrica Age Garpimi R* uzayinda vektorel ¢arpimda kullanilan ¢arpim

islemidir.
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Birim hizli olan « egrisinin egrilikleri

ky =[e"|

k2 — <Bl’fm>1k4
1

(m),
1°%2

dir.

Serret-Frenet 4 -ayaklisi {Vl(S),Vz(s),V3(S),V4(S)} ve egrinin a(s) noktasindaki

egrilikleri kl(S), kz(s) ve k,(s) ise, bu durumda

Vi) [ o k() 00 V()
Vz (S) _ _kl(s) 0 kz (S) 0 Vz(s)
V,(s) 0 —ki(s) 0 k(s)[|Vi(s)
V. (s)] 0 0 —ki(s) 0 |V,(s)

olarak yazilabilir, [38, 39].
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