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OZET

F,[v]/ (v’ —v) HALKASI OZERINDE m-SEL KALAN KODLAR

VE
DNA KODLAR

Ferhat KURUZ

Matematik Anabilim Dali

Doktora Tezi
Tez Danigsmani: Prof. Dr. Bayram Ali ERSOY

Bilgi depolama ve aktarmanin neredeyse tamaminin dijital ortamlar yoluyla oldugu bir
dénemde, veri aktarimindaki hatalarin belirlenmesi ve dlzeltiimesi olduk¢a 6nem arz
etmektedir. Tam olarak bu konuya matematiksel ¢6ziim getiren cebirsel kodlama
teorisi hizla gelismektedir ve oldukca etkin yontemler insa edilmektedir. Bu alanda
temel hedef optimal parametrelere sahip kodlar elde etmektir.

Hata belirleme ve dizeltme ihtiyaci sadece dijital ortamlarda degil ayni zamanda baska
alanlarda da vardir. DNA da bu alanlardan biridir. DNA (zerinde olusan hatalarin tespit
edilmesi ve diizeltiimesi son zamanlarda popdiler hale gelen bir problemdir. DNA kodlar
yardimiyla bu probleme ¢6zim bulmak hedeflenmektedir. Cebirsel kodlama alaninda
bulunan optimal kodlarla DNA’lar arasinda iliski kurularak DNA {izerinde olusan
bozulmalar diizeltilmeye calisiimaktadir.

Bu tez calismasinda cisimler Ulzerinde tanimlanan m-sel kalan kodlar idempotent
Uretecleri vasitasiyla bazi zincir olmayan halkalar tGzerinde tanimlandi ve optimal kodlar
elde edildi. Ayrica tanimlanan bu kodlar, DNA kodlarla iliskilendirilerek daha 6nce
tanimlanan DNA kod olusturma yontemlerinden daha basit ve kapsamli bir yontem
insa edildi.



Birinci bolimde konuyla ilgili literatlir 6zeti, tezin amaci, tezin getirdigi yenilikler ve
hipotez verilecektir. ikinci bélimde cisim teorisi, liclincii bélimde cebirsel kodlama
teorisi ile ilgili gerekli olan temel bilgiler verilecektir.

Dordincl bolimde ikinci dereceden kalan kodlarin tanimi ve bazi érnekler verilecektir.
Besinci bélumde ikinci dereceden kalan kodlarin genel bir hali olan . kuvvet kalan

kodlarin tanimi verilecek, ]]_i‘q[v]/(v3 —V) halkasi Uzerine tasinacak ve bu halka tzerinde
idempotent lireteclerin genel yapisi belirlenecektir.

Altinci bolimde cisimler Gzerinde m-sel kalan kodlarin tanimi ve bazi 6rnekler
verilecektir. Yedinci bolimde IFq[V]/(VZ—V) halkasi lzerinde m-sel kalan kodlar,

idempotent liretecler yardimiyla verilecektir ve liretec polinomlarin palindromik olmasi
icin gerekli kosullar belirlenecektir. Ayrica bu bélimde halkalar Uzerinde Griesmer
sinirina gore bazi optimal kodlar verilecektir.

Sekizinci bolimde, yedinci bolimde elde ettigimiz palindromik lirete¢ polinomlari
sayesinde F,,, [V]/ (v* —V) halkasi iizerinde ters sirali DNA kodlar insa edilecek ve 6rnek

verilecek. Son boélimde de elde edilen sonuglar 6zetlenerek bazi dneriler verilecektir.

Anahtar Kelimeler: ikinci dereceden kalan kodlar, q. kuvvet kalan kodlar, m-sel kalan
kodlar, DNA kodlari, lineer kodlar, devirli kodlar
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ABSTRACT

m-ADIC RESIDUE CODES OVER F,[v]/ (v’ —v) AND DNA CODES

Ferhat KURUZ

Department of Mathematics

PhD. Thesis
Advisor: Prof. Dr. Bayram Ali ERSOY

At a time when almost all of the information storage and transmission is through
digital media, it is very important to detect and correct the errors in data transmission.
Algebraic coding theory, which provides a mathematical solution to this subject,
develops rapidly and highly efficient methods are built. The basic goal of this area is to
obtain codes with optimal parameters.

The need for error detection and correction is not only in digital media, but also in
other areas. DNA is one of these areas. Detection and correction of errors on DNA is a
problem that has become popular in recent times. Researchers are trying to solve this
problem with the help of DNA codes. The relations that occur on DNAs are tried to be
solved by using the correlation between DNAs and optimal codes over fields.

In this thesis, the m -adic residue codes over the fields are defined on some non-chain
rings by means of idempotent generators and optimal codes are obtained. In addition,
these codes are associated with DNA codes and a simpler and more comprehensive
method than the previously described DNA code generation methods has been
constructed.

In the first chapter, the relevant literature summary, the thesis purpose, the
innovations brought by the thesis and the hypothesis will be given. In the second
chapter, the field theory will be given. In the third chapter, basic informations about
algebraic coding theory will be given.

Xii



In the fourth chapter, the definition of the quadratic codes and some examples will be
given. In the fifth chapter, definition of the q" power residue codes, which is a general

form of quadratic codes, will be given, and the general structure of the idempotent
generators on this ring will be determined.

In the sixth chapter, the definition of the m -adic residue codes and some examples of
the code will be given. In the seventh chapter, the m -adic residue codes over the ring

IFq[V]/(V2 —V) will be given by idempotent generators, and the necessary conditions
for the generator polynomials to be palindromic will be determined. In addition, some

optimal codes over the ring with respect to Griesmer bound will be given in this
chapter.

In the eighth chapter, by means of the palindromic generator polynomials we obtained
in the seventh chapter, reversable DNA codes over the ring IF42k[v]/(v2—v) will be

built and an example will be given. In the last chapter, the results obtained will be
summarized and some suggestions will be given.

Keywords: quadratic residue codes, qth power residue codes, m-adic residue codes,
DNA codes, linear codes, cyclic codes

YILDIZ TECHNICAL UNIVERSITY
GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES
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BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

ikinci dereceden kalan kodlar énemli bir devirli kod ailesidir. Bu kodlar Andrew Gleason
ve Cambridge Hava Kuvvetleri Arastirma Laboratuvari arastirmacisi Eugene Prange
tarafindan bulunmustur. Bu arastirma ilk olarak Mattson ve Assumus tarafindan
yayinlanmistir [1]. Bu g¢alismada ikinci dereceden kalan kodlar ve bu kodlarin devirli
olmasi incelenmistir. Bu kod ailesinde temel olarak, kosetlerden yararlanarak x"—1
carpanlarina ayrilip bu carpanlardan Urete¢ polinom elde etme amaclanir. Bundan
dolayi birgcok arastirmaci bu kod ailesini ¢esitli cebirsel yapilar izerinde ¢alismislardir

[2], [3], [4], [5] ve genellestirilmesi lizerine ¢alismalar yapmislardir [6], [7], [8], [9].

Pless ve Qian Z, {uzerinde ikinci dereceden kalan kodlari ve devirli kodlari
calismislardir [2]. Kaya vd. 68 uzunluklu yeni ve optimal bir kendine dual ikili ikinci
dereceden kalan kod bulmuglardir [3]. Taeri Z, uzerinde ikinci dereceden kalan
kodlari incelemistir [5]. Kaya vd. v? =v olacak sekilde [, + VI, halkasi Gzerinde ikinci

dereceden kalan kodlari ve bu kodlarin Gray goriinttsiinu calismislardir [4].

Polyadic kodlar, q. kuvvet kalan kodlar ve m -sel kalan kodlar ikinci dereceden kalan
kodlarin bazi genellestirmeleridirler. Pless ve Brualdi polyadic kodlari (reteg
polinomlar, idempotent (Uretecler ve idealler icin gerekli sartlari belirleyerek
tanimladilar [6]. Daha sonra Job cisimler lzerinde m-sel kalan kodlari Ureteg

polinomlari ile tanimladi [10].



Diger taraftan 1994’te Adleman bir NP problem olan Hamilton yolu(Hamiltonian path)
problemini DNA molekilleri lzerinde yaptigi bir modelleme ile deney tipinde
¢ozmistir [11]. Adleman’in modellemesi DNA bazlarinin  WCC(Watson-Crick
Complement) 6zelligine dayanmaktadir. Bu 6zellik DNA'nin niikleotid denilen Adenine
(A), Thymine (T), Guanine (G) ve Cytosine (C) isimli 4 adet yapisinin bir sarmal lzerinde
dizilimiyle olustugunu ve nikleotidlerin birbirlerini nasil tamamladigini soyler;

Adenine’in tamlayani Thymine, Guanine’in tamlayani Cytosine’dir [11].
DNA nukleotidleri ile cisim ve halka elemanlarini eslestirerek cebirsel DNA kodlar
olusturulmustur. GF(4) Uzerindeki lineer kodlar Uzerinden DNA kod vyapilari

kurulmustur [12]. Bu ¢alismada GF(4) ’'iGn elemanlari {0,1, W, Wz} ile DNA nukleotidleri

{A,C,G,T} eslestirilmistir. Bu calisma lineer olmayan kodlara ve devirli kodlara da

tasinarak bu yapilar lizerinden de DNA kodlar insa edilmistir [13]. Ayrica GF(4)

Uzerindeki BCH kodlardan yararlanarak DNA kodlar insa edilmistir [14]. Rocha vd. DNA
yapisinda hata dizelten kodlarin varhgini modelleyen bir biyolojik kodlama sistemi

gelistirdiler [15] ve bu ¢alismada Z, Gzerindeki [n,k,3] parametreli BCH kodlar ile DNA
kod olusturdular. DNA kodlar insa etmek icin Z, uzerindeki kendine dual kodlar
kullanllmistir  [16], [17]. [F, {zerinde 6zel bir polinom ailesi olan vyukseltilmis
polinomlarla I, Uzerinde tek uzunluklu ters sirali kodlar insa edilmistir [18]. Bu
calismada F;’nin elemanlariyla DNA niikleotid ciftleri arasinda bir eslesme kurularak
4 -yikseltilmis polinomlar yardimiyla c¢ift uzunluklu DNA kodlar Uretilmistir.
F,[u]/ (u* —1) halkasindan devirli DNA kodlar elde edilmistir [19]. Bu galismada elde
edilen DNA kodlarda, DNA niikleotid ciftlerinin birbirlerini tamamlama ve ters siralilik
ozellikleri korunmustur. Liang ve Wang u®=0 olacak sekilde F, +ulF, Uzerinde,
Pattanayak ve Singh u® =0 olacak sekilde Z,+UuZ, uzerinde DNA kodlar insa ettiler,
bu kodlar ters sirali ve ters sirali tamlayan DNA kodlardir [20], [21]. Ma vd. [22] u® =1
olacak sekilde TF,[u]/(u®+1) halkasi izerinde palindromik tamlayan devirli kodlar

calistilar ve 6 uzunluklu DNA kodlar elde ettiler. Bennenni vd. u® =0 olacak sekilde

F,[u]/(u®) ve u®=u olacak sekilde F,+UF, halkalari tzerinde yari devirli (skew



cyclic) DNA kodlar insa ettiler [23]. Bu calismada TF,[u]/ (u®) halkasinin 64 elemani ile

3’lu DNA nikleotidleri arasinda bir eslesme kurulmustur.

1.2 Tezin Amaci

Bu tezde oncelikle cisimler lzerinde tanimlanmis ve halkalar Gzerinde herhangi bir
calisma yapilmamis olan (. kuvvet kalan kodlar, q bir asal ve v’ =v olmak (zere
IFq[V]/(VS—V) halkasi Uzerine tasinacaktir ve idempotent Ureteglerin yapisi
belirlenerek halkalar Uzerinde Griesmer sinirina gore optimale yakin kodlar elde

edilecektir. Daha sonra ikinci dereceden kalan kodlarin genel hali olan ve yine sadece

cisimler Gzerinde insa edilip herhangi bir halka Gzerinde ¢alisiimayan m-sel kalan
kodlar v*=v olacak sekilde F,[v]/(v*—V) halkasi izerine taginacaktir. Bu halka
Uzerinde bu kodun idempotent ureteclerinin yapisi belirlenecektir ve Ureteg

polinomlarinin palindromik olmasi igin gerekli sartlar verilecektir. Ayrica halkalar

Uzerinde Griesmer sinirina gore optimal ve optimale yakin kod érnekleri verilecektir.

DNA kod Uretmek icin oldukca verimli olan palindromik Urete¢ polinomlar yardimiyla
daha 6nce kurulan DNA kod yapilarindan daha pratik olacak sekilde, v’ =v ve k pozitif

bir tamsayl olmak Uzere ]F42k[v]/(v2—v) halkasi Uzerinde ters sirali DNA kod yapisi

belirlenecek ve bir 6rnek verilecektir.

1.3 Orijinal Katki

Cisimler uUzerinde tanimlanmis q. kuvvet kalan kodlar ve m -sel kalan kodlar halkalar
Uzerine tasinacak ve bazi optimal kodlar elde edilecektir. Daha énce DNA kod lretmek
icin gerekli olan ve birkag islem ile elde edilen palindromik Urete¢ polinomlar bazi
sartlar altinda dogrudan elde edilebilecek ve bunlar vasitasiyla DNA kodlar daha pratik

bir sekilde insa edilebilecektir.



BOLUM 2

CiSiM TEORISi

Bu bolimde tezde kullanilacak olan cisimler ile ilgili gerekli ve temel cebirsel bilgiler
verilecektir. Genel olarak “Finite Fields” (1997) [24] ve “Coding Theory: A First Course”

(2004) [25] kaynaklari referans alinmistir.

2.1 Cisimler

Tanim 2.1 [24] Bostan farkli bir IF' kiimesi izerinde tanimli ‘+’ ve *-’ islemleri asagidaki

sartlari saglarsa (IF,+,-) UglUstine bir cisim denir. Her a,b,c € F igin;
i. + ve - islemlerine gore kapalilik, a+belF ve a-belF,
ii. + ve - islemlerine gore degisme, a+b=b+a ve a-b=Db-a,
iii. + ve - islemlerine gore birlesme, (a+b)+c=a+(b+c) ve (a-b)-c=a-(b-c),
iv. - isleminin + islemi Gzerine dagilma ozelligi, a-(b+c)=a-b+a-c,

v. a+0=a olacak sekilde bir 0€F (+ islemine gore birim eleman) elemani

olmali,
vi. a-1=a olacak sekilde bir 1 IF (- islemine gore birim eleman) elemani olmali,
vii. Her aeF igin a+(—a)=0 olacak sekilde —acF(a’nin + islemine gore tersi)

elemani olmali,

vii. Her a#0eF elemani icin a-a ' =1 olacak sekilde a*eF(a’nin - islemine

gore tersi) elemani olmall.



Ornek 2.2 Z, = {0,1, 2} kiimesi toplama ve ¢arpma islemleri ile bir cisimdir.

Tanim 2.3 [24] (IF,+,-) bir cisim olsun. E, F’nin alt kiimesi ve (E,+,:) bir cisim ise
(E,+,) 'ye F’nin alt cismi denir. Ayrica [F’ye de E cisminin bir cisim genislemesi denir.
Ornek 2.4 C, R 'nin bir cisim genislemesidir.

Tanim 2.5 [24] a, b ve m>1 tamsayi olmak lizere m|(a—b) ise modiilo m’ye gore a

ile b denktir denir ve

a=Db(modm) (2.1)

seklinde gosterilir.
Teorem 2.6 [25] p asal ise Zp cisimdir.
Tanim 2.7 [25] R bir halka olmak lizere her a€ R igin n-a=0 olacak sekilde en kiiglik

neZ" tamsayisina R’nin karakteristigi denir. Eger bdyle bir pozitif tamsay yoksa,

R 'nin karakteristigi sifirdir denir.
Ornek 2.8 p bir asal sayi olmak iizere Z, cisminin karakteristigi p “dir.

Teorem 2.9 [24] Karakteristigi p olan bir cismin eleman sayisi, n>1 bir tamsayi olmak

uzere, p"’dir.

Tanim 2.10 [24] R bir halka olmak lizere ecR icin, e°=e ise e elemanina

idempotent eleman denir.

2.2 Polinom Halkalari

Tanim 2.11 [25] R bir halka olmak tizere, R[X]:= {Z:aixi ra, €F,n ZO} kiimesine R
i=0

uzerindeki polinom halkasi denir. R[x]’in bir f(X) :Z:aixi elemaniigin a, #0 ise n
i=0

tamsayisina f (X) ’in derecesi denir ve der(f(x)) ile gosterilir. Ayrica a,’e baskatsayi

denir.

Tanim 2.12 [25] Bagkatsayisi 1 olan polinoma monik polinom denir.



Tanim 2.13 [25] F cismi Uzerinde bir  (x) polinomu icin,
der(g(x)),der(h(x)) <der(f(x)) ve f(x)=g(x)h(x) olacak sekilde g(x),h(x)eF[X]
elemanlari varsa f(x)’e indirgenebilir polinom, aksi takdirde indirgenemez polinom

denir.

Ornek 2.14 f(X) =1+3x+2x* +4x>+2x* +3x° +x° polinomu F,[x] te indirgenemez

polinomdur.

Tanim 2.15 [25] f(X), F[x] polinom halkasinin bir elemani olsun. Herhangi bir
g(x) e F[x] igin g(x) = f(x)s(x)+r(x) olacak sekilde sadece birer tane s(x) ve r(x)
polinomlari vardir oyle ki der(r(x)) <der(f(x)) veya r(x)=0’dir. Burada r(x)’e

g(x)’in f(X)’e béliimiinden kalani denir.

Tanim 2.16 [24] f(x) ve g(X) [F[x]’te iki polinom olsun. Bu iki polinomu bdlen en
yiksek dereceli monik polinoma f(x) ve g(X)’in en biiyiik ortak béleni denir ve
ebob( f (x), g(x)) ile gosterilir. Eger ebob( f (x), g(x)) =1 ise bu iki polinom aralarinda

asaldir denir.

Tanim 2.17 [24] f(x) ve g(x) F[x]'te iki polinom olsun. Bu iki polinomun ortak
katlarindan en klguk dereceli monik polinoma f(x) ve g(x)’in en kiigiik ortak kati

denir ve ekok(f (x),g(x)) ile gosterilir.

H bir halka ve | da H ’nin bir ideali olsun. a,be H icin “a=b olmasi icin gerek ve

yeter kosul a—bel olmasidir” seklinde tanimlanan baginti H Uzerinde bir denklik

bagintisidir.  Bu baginti  ile olusan bitin denklik siniflarinin  kiimesini

H/I={a+1:aeH} ile gésteririz.

Tanim 2.18 [24] H bir halka ve | da H’nin bir ideali olsun. Her a+1,b+1eH /I
icin,

(@a+)+(b+1)=(@+b)+1 ve (a+l)-(b+I)=(a-b)+1 islemleriyle (H/I,+,)

Ucllsi bir halkadir. Bu halkaya H 'nin | 'ya gore béliim halkasi denir.



Ornek 2.19 f (x) F[x]’in bir elemani olsun. g(x)-+h(x) = (g(x)-+h(x) (mod(f (x)))) ve
g(x)-h(x) =(g(x)-h(x) (Mod(f (x)))) islemleriyle (F[x]/(f(X)),+,-)uglist, F[x]'in

f(x) polinomunun urettigi ( f (x))idealine gore boliim halkasidir.

Ornek 2.19'daki FF bir cisim, f(x) F[x]’te indirgenemez bir polinom ise F[x]/( f(x))

bolum halkasi bir cisimdir. Ayrica IF[X]/( f (x)) , Fnin bir cisim genislemesidir.

f(x) polinomunun derecesi m olmak tizere F,'nun F,[x]/( f(x)) cisim genislemesini

qu ile gosterebiliriz.

Ornek 2.20 1+Xx+Xx* polinomu F,[x] polinom halkasinda indirgenemez bir

polinomdur. Dolayisiyla F,[x]/ (L+ X+ X?) cismi F, cisminin bir cisim geniglemesidir.
2.3 Sonlu Cisimler

Herhangi bir IF' cismi sonsuz elemanli degilse bu cisme sonlu cisim denir. Bu kisimda

sonlu cisimler ile ilgili temel bilgiler verilecektir.
Lemma 2.21 [25] q elemanli bir F cisminde herhangi bir a elemaniigin a® =« ’dir.

Sonug 2.22 [25] E F cisminin q elemanli bir alt cismi olsun. ¢ € F' elemaninin E’nin

elemani olmasi icin gerek ve yeter kosul a® =« olmasidir.

Tanim 2.23 [25] IE‘q bir sonlu cisim olsun. Bir aeIFq elemani igin,

IFq ={O,a,a2,...,aq’l:1} seklinde yazilabiliyorsa bu « elemanina IFq’nun bir ilkel

elemani veya iireteci denir.

Ornek 2.24 2, F,’in bir ilkel elemanidir.

Ornek 2.25 «, F,[X] polinom halkasinda 1+X+X* polinomunun kékii olsun. Bu

durumda «, F,[X]/ 1+ X+X?) cisminin bir ilkel elemanidir.

Tanim 2.26 [25] Sifirdan farkl bir o € F, elemani icin a* =1 olacak sekilde en kiigiik

pozitif K tamsayisina « 'nin mertebesi denir.



Onerme 2.27 [25] I, "nun sifirdan farkli bir elemaninin ilkel eleman olmasi igin gerek ve

yeter kosul mertebesinin g—1 olmasidir.

2.4 Minimal Polinomlar

Bu kisimda minimal polinomlarla ilgili sonraki konularda kullanacagimiz temel bilgiler

verilecektir.

Tanim 2.28 [25] F, ’'nun bir ]qu cisim genislemesindeki bir « elemani igin f(a)=0
olacak sekilde sifirdan farklh en kigik dereceli monik f(x)eIqu polinomuna & ’nin
minimal polinomu denir.

Teorem 2.29 [25] F, 'nun bir qu cisim genislemesindeki her elemanin bir minimal

polinomu vardir ve tektir. Ayrica bu polinom F, Gzerinde indirgenemezdir.
Tanim 2.30 [25] n ve Q aralarinda asal olmak uzere,
C. ={(i-q’ (modn))eZ :j=01..} (2.2)

kiimesine g’nun modilo n’e gobre i'yi iceren siklotomik koseti(cyclotomic coset)

denir.

Ornek 2.31 3’Gn modillo 11’e gére siklotomik kosetleri C, ={1,3,4,59} ve
C, ={2,6,7,8,10}dir.

Ornek 2.32 2’nin modillo 15’e goére siklotomik kosetleri C, ={1248},
C,={3,6,9,12}, C, ={5,10} ve C, ={7,11,13,14} seklindedir.

Teorem 2.33 [25] «, bir Iqu cisim geniglemesinde bir ilkel eleman olsun. C,’ler g nun

modiilo q" —1 ‘e gore siklotomik kosetleri olmak tzere,

MO(x) =] ](x-a?) (2.3)

i<C

polinomlari a'’lerin I, tzerindeki minimal polinomlaridir.



Teorem 2.34 [25] n bir pozitif tamsayl ve n ile q aralarinda asal olmak lGzere m,

n|(q" —1) olacak sekilde bir tamsayi olsun. &, F,’nun bir Iqu cisim genislemesinde

bir ilkel eleman olsun. M®’ler a'’lerin F, Gzerindeki minimal polinomlari ve

C..C,,...,C, ler tim siklotomik kosetler olmak Gzere x" -1,
X"=1=M@(x)M®(x)...MP(x) (2.4)
seklinde carpanlarina ayrilir.

Ornek 2.35 «, F, =F,[x]/ (x*+2x+1) cisim genislemesinde bir ilkel eleman olsun.
3’tin modiilo 13’e gére siklotomik kosetleri C;={0}, C,={134,9,10,12} ve

C,={2,5,6,7,8,11} 'dir. &’ =1, a ve a*’nin minimal polinomlari
MO =(x-a’)=x-1,
MY = (x—a)(x—a®)(x—a*)(x—a®)(x =) (x—a'?) =1+ 2x* + 2x° + 2x* + x® ve

M® =(x—a®)(x—a’)(x—a®)(x—a")(x—a®)(x—a™) =1+ x+2x* + 2x* + X° + x°"dr.

Ayrica T, tzerinde x*° -1,
X2 1= (X=DL+2x* +2x3 + 2x* + X))+ x+ 2x> + 2x* + x° + x%) (2.5)

seklinde ¢arpanlarina ayrilr.



BOLUM 3

HATA DUZELTEN KODLAR

Bu boélimde hata diizelten kodlar hakkinda gerekli dnbilgiler verilecektir. Hata diizelten
kodlarla ilgili bilgiler “The theory of error correcting codes” (1977) [26], “Coding Theory:
A First Course” (2004) [25], “The Art of Error Correcting Coding” (2006) [36] ve

“Quaternary codes” (1997) [27] isimli kitaplardan yararlanilarak hazirlanmistir.

3.1 Hata Diizelten Kodlar ile ilgili Temel Bilgiler
Tanim 3.1 [25] A:{ai,az,...,aq} kiimesine bir kod alfabesi, a. € A elemanlarina da
kod sembolleri denir.

i) Her i icin W, € A olacak sekilde w=ww,...w, kod sembolleri dizisine A

Uzerinde n uzunluklu bir s6z denir ve w (Wl,Wz,...,Wn) vektori seklinde de

gosterilebilir.

i) A kUmesi Uzerindeki n uzunluklu sozlerden olusan bostan farkh bir C

kiimesine A Uzerinde n uzunluklu bir kod denir.

iii) C kodunun her bir elemanina kodséz denir.

iv) C’deki kodsozlerin sayisi |C| ile gosterilir ve C kodunun eleman sayisi denir.

V) q elemanl bir alfabenin tzerinde tanimlanan n uzunluklu bir C kodunun hizi

log, [C]|
n

seklinde tanimlanir.
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vi) M elemanli n uzunluklu bir koda (n, M )- kod denir.

Genellikle alfabe olarak g bir asalin kuvveti olacak sekilde F, cismi segilir. q=2

oldugunda bu koda ikili kod (binary code), =3 oldugunda ii¢lii kod (ternary code),

g =4 oldugunda dértlii kod (quaternary code) denir.
Tanim 3.2 [36] ]Fq” vektor uzayinin kK boyutlu bir alt uzayina F, tzerinde n-uzunluklu,
k boyutlu bir lineer kod denir ve [n, k]q parametreleriyle gosterilir.

Tanim 3.3 [25] C, F, Uzerinde bir lineer kod olsun.

i) {xeF; :(x,c)=0,vceC} kiimesi C lineer kodunun dual kodudur ve C* ile

gosterilir.

ii) C’nin vektdr uzayi olarak boyutuna C lineer kodunun boyutu denir ve boy(C) ile

gosterilir.

Teorem 3.4 [25] C, IE‘q uzerinde n-uzunluklu, kK boyutlu bir lineer kod olsun. Bu

durumda;
i) |C| =™ yani M =g dir.
ii) C* bir lineer koddur ve boy(C)+b0y(CL)=n dir.
iii) (C*) =C dir.

3.2 Ureteg ve Kontrol Matrisleri

Tanim 3.5 [25] C, [n,k]q parametreli bir lineer kodun, alt vektér uzayi olarak tabani

{Cl,cz,...,ck} olsun. Bu durumda C lineer kodun iirete¢ matrisi,

G=| . (3.1)

Ck kxn

seklindedir. Bu matris yardimiyla C lineer kodunun tim elemanlari elde edilebilir.
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Tanim 3.6 [25] Bir C lineer kodu icin C* dual kodunun Urete¢ matrisi, C lineer

kodunun parite kontrol matrisidir, genellikle H ile gésterilir ve C'yi

{XG]F(;1

Hx' = O} seklinde ifade edebiliriz.

Tanim 3.7 [25] [n,k]q parametreli C lineer kodun {reteg matrisi, 1., kxk tipinde

birim matris ve A kx(n—k) tipinde bir matris olmak tizere G =[Ik|A] seklinde ise

G Urete¢ matrisi standart formdadir denir.

Teorem 3.8 [25] Bir [n,k]q parametreli C lineer kodunun Ureteg¢ matrisi G :[Ik|A]

seklinde standart formda verildiyse, C’nin parite kontrol matrisi H :|:—AT | |n7k]

seklindedir.

3.3 Hamming Uzaklik ve Hamming Agirlik
Tanim 3.9 [36] Bir Xe]F(;‘ vektorinin sifirdan farkli koordinatlarinin sayisina bu
vektérin Hamming agirligi denir ve W, (X) ile gosterilir. Ayrica bir C kodunun

minimum Hamming agirhgr W(x)= min‘{i 1% #0,X=(X, %, %, ) €C, X 0}| "dir.

Tanm 3.10 [36] a=(a,a,....a,), b=(bl,b2,...,bn)e]£*'f;1 olmak  Uzere,
d, :F; xF; >N, d,(ab)=Hi:a #b,i=12...n}{ seklinde tanimlanan fonksiyona

a ve b vektorlerinin Hamming uzakligi denir.

Teorem 3.11 [25] dH:]F;x]Fq”—>N, dH(a,b):|{i:a1.;tb,,izl,Z,...n}| seklinde

tanimlanan fonksiyon olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler saglanir:
i. 0<d,(a,b)<n,
ii. d,(ab)=0 olmasiigin gerek ve yeter kosul a=Db olmasidir,
iii. d,(a,b)=d,(b,a),
iv. d,(a,c)<d,(ab)+d,(b,c).

Bu sartlarin saglanmasi d, 'nin ]Fq” vektor uzayi lizerinde bir metrik oldugunu gosterir.
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Tanim 3.12 [36] Bir C kodunun birbirinden farkl tim kodso6z ciftlerinin arasindaki en

kiicik Hamming uzakhiga bu C kodunun minimum Hamming uzakhdi denir, d (C) ile
gosterilir ve d(C)=min{d, (x,y):x#y,x,yeC} seklinde ifade edilebilir. Bu
durumda, minimum uzakhg d olan bir [n,k]q lineer kod [n,k,d]q parametreleri ile
gosterilir.

Teorem 3.13 [25] a,b e F; icin d,, (a,b)=w, (a—b)’dir.
Teorem 3.14 [25] Eger C bir lineer kod ise d (C)=w(C).

Tanim 3.15 [25] Bir C kodunun herhangi bir kodséziinde, k bir pozitif tamsayi olmak
Uzere, en az 1 en ¢ok k adet hata olustugunda yeni olusan s6z C’nin bir kods6zi
degilse C’ye k - hata tespit eden kod denir. Eger bir C kodu k hata tespit edebiliyor

fakat k +1 hata tespit edemiyorsa bu koda tam olarak k - hata tespit eden kod denir.

Teorem 3.16 [25] Bir C kodunun k - hata tespit edebiliyor olmasi igin gerek ve yeter
kosul d(C) >k +1 olmasidir.

Cesitli yontemler insa edilerek, kodlanarak gonderilen veri tekrar asil haline
dondsturalir. Bu isleme dekodlama denir. Dekodlama ile insa edilen yonteme bagh

olarak belli oranlarda hata duzeltilebilir.

Tanim 3.17 [25] Bir C kodunun herhangi bir kodsézlinde, v bir pozitif tamsayi olmak
Uzere, v veya V’den daha az hata diizeltilebiliyorsa fakat v+1 hata ve daha fazla hata

dizeltilemiyorsa C koduna tam olarak V - hata diizelten kod denir.

Teorem 3.18 [36] Bir C kodunun V- hata diizeltebiliyor olmasi icin gerek ve yeter

kosul d(C) > 2v+1 olmasidir.

3.4 Lineer Kodlarda Kodlama

Bir bilgi gonderilmeden 6nce kullanilan yapiya gore 6zel bir islemden gegirilip, iletisim
kanalinda olusabilecek hatalar belli sinirlarda kontrol ve diizeltme yapilabilecek bir hale

getirilir. Bu isleme kodlama denir [25] ve asagidaki sekilde tanimlayabiliriz.
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Tanim 3.19 [25] C, parametreleri [n,k,d]q ve lretec matrisi G=| ~ | olan bir lineer
Ck
kod olsun. Bu durumda bir x=(x1,x2,...,xk)e]F§ elemani xG=ceCcF,; seklinde

kodlanir ve ¢ € C vektorine de bir kodséz denir.

3.5 Devirli Kodlar

Tanim 3.20 [27] Bir C lineer kodunun her (C,,C,;,C,,..,C,;)€C elemani igin
(C441C9:CyyeenrCyp ) €C oluyorsa Cye bir devirli kod denir.
3.5.1 Devirli Kodun Polinom ile Gosterimi
- - F, [x] 4 "
CcF, bir devirli kod olsun. . =R, bélim halkasi ve <x —1> F,[X]
(x"-1)
polinom halkasinin bir ideali olmak Uzere,

F .
p:C— ‘*[X]<Xn_1>:Rn, ?(€)=0(Cy,Csnr €y ) = Cy +C X+ +C L X (3.2)

seklindeki dontisim bu devirli kodun her bir kodsdziine bir polinom karsilik getirir [25].

Her devirli kodun ¢ altindaki gorintiist bir ideal olusturur ve her ideale karsihk bir

devirli kod gelir [25].
Teorem 3.21 [25] qo(C), Fq [%n l>= R, bélim halkasinin sifirdan farkli bir ideali

olsun. Bu durumda en kiigiik dereceli bir monik g(x)e@(C) polinomu vardir ve
g (x)|(x"~1) dir.
Tanim 3.22 [25] Teorem 3.21‘de verilen g(x)e@(C) polinomuna ¢(C)’nin ve

dolayisiyla C devirli kodunun direte¢ polinomu denir ve C = <g (X)> seklinde gosterilir.

Ayrica der(g(x))z r olmak Gzere C devirli kodunun boyutu n—r “dir.
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Tanim 3.23 [25] Bir C devirli kodunu ureten idempotent polinoma idempotent iireteg

denir.

idempotent Uretegler cisimler (izerindeki devirli kodlari gesitli halkalar {izerine tasirken
kullanilirlar ve bunlar sayesinde halkalar Uzerindeki Urete¢ polinomlara gegis

saglanabilir.

Tanim 3.24 [36] ¢(C), F, [%n 1> =R, bélim halkasinin sifirdan farkl bir ideali ve

g(x)
xg(x)

Xn—r—lg (X)

C :<g(x)>, der(g(x))= r olmak tizere, G = ile verilen matrise C

(n=r)xn

devirli kodunun iirete¢ matrisi denir.

3.6 Griesmer Sinir

Tanim 3.25 [28] C, IE‘q cismi Uzerinde [n,k,d]q parametreli bir lineer bir kod olsun. Bu

k-1
durumda n> Z|V—I-‘ esitsizligi saglanir. Bu esitsizlige lineer kodlar icin Griesmer siniri
i=0

denir. Bu esitsizligi saglayan koda da Griesmer sinirina goére optimal denir.
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BOLUM 4

IKiNCi DERECEDEN KALAN KODLAR

Bu boélimde ikinci dereceden kalan kodlar ile ilgili bilgiler verilecektir. Bu bilgiler
“Coding Theory; A First Course” [25] ve “Fundamentals of Error Correcting Codes” [29]

isimli kitaplar esas alinarak olusturulmustur.
4.1 ikinci Dereceden Kalan Kodlarin Tanimi
Tanim 4.1 [29] p > 2 olmak iizere p bir asal olsun. g = a(mod p) denkliginin ¢dzimi

varsa a’ya modulo p’ye gore ikinci dereceden kalan denir. Genellikle modulo p’ye

gore ikinci dereceden kalan olan tiim elemanlarin kiimesi QRp, ikinci dereceden kalan

olmayan tim elemanlarin kiimesi de NQR | ile gosterilir.

Tanim 4.2 [29] p>2 olmak Uzere p bir asal, g€ QR, olmak uzere bir asalin kuvveti

olsun. «, F 'nun bir cisim genislemesinde bir ilkel eleman olmak uzere,

g¥) =[] (x-a') ve r(x)=[] (x-a') olsun. g(x), r(x), (x-1)g(x) ve

i€QR, ieNQR,
(X=Dr(x) Ureteg polinomlari ile dretilen devirli kodlara F, tzerinde p uzunluklu (ya
da p’li) ikinci dereceden kalan kodlar denir ve sirasiyla Q,, Q,", N, ve N " ile
gosterilir.

Teorem 4.3 [29] Q, ile Q," sirasiyla N ile N 'ye denk kodlardir (parametreleri

aynidir). Ayrica ‘Qp‘:‘Np‘:q(pﬂ)/z ve ‘Qp ":‘Np":q(p’”’z'dir.
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Teorem 4.4 [29] Q,’nin(veya N ) minimum uzakhgi d olmak tizere d? > p’dir. Ayrica
kodun boyutu k olmak iizere, eger p=4k —1ise d*—d +1> p’dir.

Ornek 4.5 13 uzunluklu gl ikinci dereceden kalan kodun iirete¢ polinomlarini
bulalim. Oncelikle F,’iin kosetleri QR, ={1,3,4,9,10,12} ve NQR,={2,5,6,7,8,11}
seklindedir. I,”tn bir cisim genislemesinde birimin 13. ilkel kéki olacak sekilde bir o
elemani bulmaliyiz. Bunun igin E[x]/(x*+2x+1) genislemesi uygundur. a,

x* +2x+1 polinomunun kékii ise birimin 26 . ilkel kokii olur. « = a® olarak segersek o
birimin 13. ilkel kéki olur. Bu durumda Q,; ve Q,;" kodlarinin Greteg polinomlari,

g(x) = (x—a)(x—a®)(x—a ) (x—a®) (X —a®)(x—a?) =1+ 2x* + 2x* + 2x* + x°,

r(x) = (x—a’)(x—a’)(x—a®)(x—a")(x—a®)(x—a™) =1+ x+2x* + 2x* + x* + x*"dur,

parametreleri [13, 7,5]3't(jr ve optimaldir.

N,, ve Ny ' kodlarinin iirete¢ polinomlar da, (Xx—1)g(x)=2+x+x*+2x°+2x° +x’,

(X=Dr(x) =2+2x* +2x° + x" + x° + x"dir, parametreleri [13,6, 6], tiir ve optimaldir.
4.2 ikinci Dereceden Kalan Kodlarin idempotent Uretegleri

Bu kisimda ,(X) = Z X', LX) = Z X' ve polinomlarini kullanacagiz.
ieQR;, ieNQR,

Teorem 4.6 [25] Eger p =4k —1 ise, ikili ikinci dereceden kalan kodlarin Q, N, Q,',
N, idempotent Uretegleri sirasiyla EQ(X):Il(x), E,(X)=1,(x), FQ(X):1+|2(X),
F, (X) =1+1,(x) seklindedir.

Teorem 4.7 [25] Eger p =4k +1 ise, ikili ikinci dereceden kalan kodlarin Q,, N, Q,",
N," idempotent dretegleri sirasiyla E,(X)=1+1,(x), Ey(x) =1+1,(x), Fy(x)=1,(x),
Fy (X) =L () seklindedir.

Teorem 4.8 [25] Eger p=4k*1 ise, g > 2 olmak Uzere IFq Uizerindeki ikinci dereceden

kalan kodlarin Qp, N,, Qp', N, idempotent Uretegleri sirasiyla
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E :1 1+£ +1 l_l |1+£ 1+£ |2 (41)
2 2\p 6 2\p 6

p
= =l 1+1 +1 l+1 I1+l 11 I (4.2)
2 p) 2 0 2 0
1 1) 1(1 1 1(1 1
Fo==1-—|-=| =+= |l,-=| =—-= I 4.3
) 2( pj Z(p 9]1 Z(p «9]2 2
R I (a.4)
2 p) 2\p 6 2\p 6

seklindedir. Burada €@ Gauss toplamidir. y(i) Legendre sembolii olmak uzere

0, pli
g1 _
Q:ZZ(i)a' ve x()=91 1e€QR, 'dir. Ayrica p=4k-1 ise 0>=—p ve
= -1, ieNQR,

p=4k +1 ise 8 = p oldugunu biliyoruz.

Ornek 4.9 Ornek 4.5’deki ikinci dereceden kalan kodlarin idempotent iiretegleri,
Eo () =1+ X2 +X°+X° + X" +X° +x, By (¥) =1+ X+ X° +x* +X° + X7+ %7,
Fo (X) = 2x+ 2% +2x* +2x° + 2x"° + 2x* ve

Fy(X) = 2X% +2%% + 2x° + 2x” + 2x° + 2x* “dir.
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BOLUM 5

q. KUVVET KALAN KODLAR

g . kuvvet kalan kodlar 1968’de Berlekamp tarafindan tanimlanmigtir [30]. Daha sonra

Charters bu kodlarin idempotent Ureteglerini ¢alismistir ve yeni bir idempotent

tanimlamistir [31]. q. kuvveti kendine esit olan ve (. kuvvet kalan kodlari Ureten
polinomlara (-idempotent ismini vermistir ve bu idempotent Ureteclerin yapisini

calismistir. Bu bolimdeki temel bilgiler “Algebraic coding theory” (1968) [30] ve
Charters’in “Generalizing binary quadratic residue codes to higher power residues over

larger fields” isimli makalesinden derlenmistir [31].

Bu kodlar ikinci dereceden kalan kodlarin bir genellestirilmesidir. ikinci dereceden

kalan kodlarin tanimlanmasinda kullanilan koset sayisini g bir asal olmak lzere, 2’den

g’ya ¢ikarmistir.

Bu bélimde 6ncelikle cisimler Gzerinde (. kuvvet kalan kodlarin tanimi verilecektir,

daha sonra bu kodlar F,[v]/ (v® —V) halkasi tizerinde tanimlanacaktir.

5.1 Cisimler Uzerinde . Kuvvet Kalan Kodlar

Tanim 5.1 [30] p ve q birbirinden farkli asallar olsun. 3% =«a(mod p) olacak sekilde
B €l varsa a’ya modiilo p’ye gére q. kuvvet kalan denir.

p ve Q birbirinden farkli asallar, q|(p—1) ve q modilo p’ye goére (. kuvvet kalan

olsun. Bu durumda F,'yi asagidaki sekilde, esit sayida elemana sahip q kosete

ayirabiliriz:
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, e . vy e . . s(p-)/q _ i
IF, —{0}’da birimin q. ilkel kéki olan bir ¢ eleman secelim ve j*" =Z"(mod p)

olacak sekilde,

v, F —{0}—(F,,+)

. (5.1)
IEad

bir homomorfizma tanimlayalim. Her i’ye karsilik gelen elamanlari A kiimesinde

toplarsak, F,'yi A, A,... A, seklinde g kosete ayirmis oluruz.

Ornek 5.2 p=31, g=5 olarak secelim. F,'i 5 kosete ayirabiliriz:
A, ={1,5,6,25,26,30}, A ={2,10,12,19, 21, 29}, A, ={4,7,11,20,24,27},
A, ={8,9,14,17,22,23}, A, ={3,13,15,16,18,28}.

Tanim 5.3 [30] «, F,'nun n. dereceden bir cisim genislemesinde birimin p . ilkel koki

olsun. Yukarida tanimladigimiz A kosetlerine karsilik gelen,

a(x)=][(x-a") (5.2)

seA

polinomlari ve (x—1)a,(x) polinomlari ile F, cismi uzerinde uretilen p uzunluklu
devirli kodlara q. kuvvet kalan kodlar denir. Ozel olarak a (X) ile uretilen kodlara
artirllmis(augmented) q. kuvvet kalan kodlar, (x—1)a,(Xx) ile dretilen kodlara

azaltilmig(expurgated) (. kuvvet kalan kodlar denir. Ayrica,
q-1

xP—1=(x-D[ Ja(x) (5.3)
i=0

oldugu gorulir.

Ornek 5.4 F, tzerinde 31 uzunluklu q. kuvvet kalan kodlari bulalim. Burada kosetler
A, ={15,6,25,26,30}, A ={2,10,12,19,21,29}, A ={4,7,11,20,24,27},

A, ={8,9,14,17,22,23} ve A, ={3,13,15,16,18,28} seklindedir. Bu kosetlere karsilik
gelen Ureteg polinomlar da a,(x) =1+3x+2x* +4x> +2x* +3x° +x°,

a,(X) =1+4x° + x> +4x* +x°, a,(X) =1+ 3x+4x* +3x% +4x" +3x° + x°,
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a,(X) =1+4x+ X+ 27 +x* +4x° +x°, a,(X) =1+ Xx+2x* +3x* +2x* +x* +x° olur.
Artirilmis 5. kuvvet kalan kodlarin parametreleri [31, 25, 4], azaltilmis 5. kuvvet kalan

kodlarin parametreleri [31, 24, 5], "tir ve bu kodlar optimale yakindir(nearly optimal).

Teorem 5.5 [30] j*™% =¢"(mod p) olmak iizere,

v, F,—{0}—>(F,,+)

.. (5.4)
j—i
p-1
donlstimini tanimlayahm. Eq(X)=Zl/lq(m)Xm polinomu ile F, Gzerinde dretilen
m=1

devirli kod, F, Uzerinde p uzunluklu azaltilmig q. kuvvet kalan kodlara denk koddur.
Ayrica F [x]/(x"-1) halkasi izerinde (E,(x))"=E,(x) dir. E (x)’e azaltimis .
kuvvet kalan kodlarin g -idempotenti diyecegiz.

Ornek 5.6 Bir 6nceki drnekteki azaltilmis 5. kuvvet kalan kodlarin 5-idempotent’i,

Es(X)= X*+4x°+2x* +2x" +3x° +3x° + X'° + 2x" + X2 + +4x" +3x™ + 4%

+4X"° +3xY + 44X 4+ X 4+ 2x% + x® +3%%% + 3% + 2x** +4x® + x¥

polinomudur.
52 F,[v]/ (v’ —V) Halkasi Uzerinde . Kuvvet Kalan Kodlar

IFq[V]/(V3 —V) halkasi Gzerinde (. kuvvet kalan kodlar, bu kodlarin cisimler Gizerindeki

idempotent Uretegleri yardimiyla tanimlanacaktir. Oncelikle IE‘q[v]/(V3 —V) halkasinin

yapisina goz atalim.

g bir asal olmak lizere IFq[V]/(Vg—V) halkasi q° mertebeli, karakteristigi g olan bir
halkadir. Minimal idealleri <V(V—1)>, <V(V+l)> ve <(V-l)(v+1)>’dir. Dolayisiyla

F,[V1/ (v} =v) =(v(v—1)) +(v(v+1)) +((v—1)(v+1)) seklinde yazabiliriz,

p ve g birbirinden farkli asallar, g|(p—1) ve q modilo p’ye goére (. kuvvet kalan
olsun. (IFq[V]/(V3 —V))[X]/(Xp—l) halkasini A, | ile gosterelim. \7:(v—1)(v+1),

V+1l=(v)(v—1) ve v-1=(v)(v+1) olmak tzere A,  ’nin elamanlarini,
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A, = {a1+a2x+---apxp‘l:aieIFq[v]/(v3—v)}

{0 +a,(v+ ) +a,(v-D+

(B (V) + 8,y (v +1) + B, (V1)) X +

(@ (V) +a,(V+D) +a,(v-1)x"*:a, e IFq} (5.5)

(@ +ay X+ a0 +
(8, +a,X+--a,XP)(v+1) +

(g + X +--a, X" ) (v-1) g € Fq}

{Al(\A/)+A2(v+1)+A3(v—1) TA €F,[x]/ (x" —1)}

seklinde diizenleyebiliriz.

Teorem 5.7 (>2 olacak sekilde A, ’nin bir a=Al(\A/)+A2(V+1)+A3(V—1)
elemaninin Q-idempotent olmasi igin gerek ve yeter kosul A, 2A, ve 2A) in

IF,[x]/ (x" —1)'de g-idempotent olmalaridir.
ispat Oncelikle \7, v+1 ve v—1'in . kuvvetlerini hesaplayalim.

(V) =((v+D)(v=1)" = (V1) =v' ~ 20 +1=v2 2% +1= (v 1) (5.6)
(6 =7 (6)=—(5)5) =57 = 52
6 = 6 =G0} -6 =) =
6 = 67 =) =) 59
3u sekilde devam edildiginde, g tek oldugunda (¥)' =¥ oldugu goralar

(v +1)2 = (v(v—l))2 = (v2 —v)2 ERVAN, (Ve RV S, Ve, N Y,y 2(v+1) (5.10)
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(v +1)3 - (v +1)2 (v+1) - 2(v +1)(v +1) - 2(v+1)2 - 4(v +1) 22 (v +1) (5.11)
(v+1)4 =(v+1)2 (v+1)2 - 4(v+1)2 =8(v+1) = 2° (v+1) (5.12)
Bu sekilde devam edildiginde, (v+1)q — gt (v+1) oldugu goriilar.

2

(v—l) (v(v+1))2 = (v2 +v)2 =V + 2 v =20 1 2V = 2v? + 2V = 2(v—l) (5.13)

(v—1)3 (v—l)2 (v—1) - 2(v—1)(v—1) - 2(v—1)2 - 4(v—1) — 22 (v—1) (5.14)

(v—1)4 = (v—l)2 (v—1)2 =2(v-1)2(v-1)= 4(\/—1)2 -8(v-1)=2°(v-1) (5.15)

Bu sekilde devam edildiginde, (V—l)q = 2q‘1(v—1) oldugu goéralir.

ace Aq » elemantigin a" = a olsun. Bu durumda,

o (A®)+ AV +D+AV-D)
(AG) +(Av+D) +(Am-D) (5.16)
A (V) +21 A (v +1) + 27 AL (V1)

olur. a%nun a’ya esit olmasi igcin, A =A% A =2""A% ve A =2""A"% olmas
gerekir. A, =2""A¢ esitligini 2A, =2°A%=(2A,)" seklinde diizenleyebiliriz. Benzer

sekilde 2A, =2 A" =(2A,)" olur. Dolayisiyla A, 2A, ve 2A; q-idempotenttir.
Diger taraftan A, 2A, ve 2A, q-idempotent oldugunda a® =« oldugu agiktir.

Tanim 5.8 A, 2A, ve 2A; F, lzerinde p uzunluklu q-idempotent kodun idempotent
uretegleri olsun. IF'q[v]/(V3—v) halkasi lizerinde Ai(\A/)+A2(v+1)+A3(v—l) q-
idempotenti ile Uretilen p uzunluklu devirli koda IFq[V]/(VS—V) halkasi iizerinde .

kuvvet kalan kod denir.
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Ornek 5.9 F, uzerinde 31 uzunluklu 5. kuvvet kalan kodun 5- idempotentini bir
onceki 6rnekte vermistik. A =E,(x), A, =E;(X)/2 ve A, =E;(x)/2 olarak segersek,
F,[v]/ (v* —V) halkasi izerinde 5- idempotent iireteg,
E.(x)= (4+2v*)X* + (1+3v2)X + (B+4vH)X* + (B3+4v)X" + (2+V)X°

F(24+V)X + (4+2v) X + (3+4v) X + (4+2vH) X + (1+3v?) X"

F(24+ VXM + 1+ 3vA)XP + 1+ 3vA) X + 2+ V)XY + (L+3v*)x*®
F(4+2vP)X® + (B+AVA)XZ + (4+ 2VP )X + (2 +VH)XZ + (2 + V)X
F(B+AV)X* + (B+AvH)X* + (B+4vA)XY + (1+3vA)X® + (4 + 2v*)x*¥
seklindedir. Bu idempotent Uretecin Urettigi kodun, ayni zamanda F,[v]/(v®-V)

halkas! lzerinde azaltilmis 5. kuvvet kalan kodlarin parametreleri [31,24,5]5'tir. Bu

kod halkalar Gzerinde Griesmer sinirina gore neredeyse optimaldir.
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BOLUM 6

m-SEL KALAN KODLAR

Bu boliimde cisimler Gzerinde m -sel kalan kodlarin tanimini verecegiz.

6.1 Cisimler Uzerinde m -sel Kalan Kodlar

Tanim 6.1 [10] p bir asal, g bir asalin kuvveti ve ebob(p,q)=1 olsun. b, Zp*'ln bir
ilkel elemani ve y, F, ’nun baz cisim genislemelerinde birimin p. ilkel koku olsun.

m>2, meZ ve m|(p-1) olmak lzere modulo p’ye goére sifirdan farkli m -sel

kalanlarin kiimesi,

Q ={a":aecZ} (6.1)

seklinde tanimlanir. Ayrica, diger kosetler de,

Q =b'Q, (6.2)

seklinde tanimlanir. a € Q, olmak lizere

Mt —al (6.3)

seklinde tanimlanan fonksiyona da koordinat permiitasyon fonksiyonu denir. Bu

fonksiyon Q,’leri devirli olarak permiite eder.

Ornek 6.2 p=19 ve q=5 alam. 2, Z, 'in bir ilkel elemani oldugundan b=2

alabiliriz. 6|19—1 oldugundan m =6 segebiliriz. Bu durumda,
QO :{1’7’11}1 Ql :{2’3114}1 Qz :{41 61 9}1 Q3 :{8’12118}; Q4 :{5,16,17},

Q, ={10,13,15} olur.
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Tanim 6.3 [10] g, m-sel kalan olsun, yani, q € Q, olsun.

gi(x)z% (i=01...m-1) (6.4)
ke ’

olacak sekilde C, =(g;(x)) kodunu tanimlayallm. Bu durumda {C,,C,...,C_ .}
kimesine F, uzerinde p uzunluklu sinif(class) I m-sel kalan kodlarinin ¢iftsel(even-

like) ailesi denir. C,’lerin boyutlari (p—1)/m seklindedir.

Benzer sekilde a'ler, C,’lerin komplementleri olmak tzere {C:,El,...,m} kod
ailesine F, tzerinde p uzunluklu sinif I m -sel kalan kodlarinin teksel(odd-like) ailesi

denir, Ureteg polinomu,

g0 =[]x-» (@=01...m-1) (6.5)

keQ;

seklindedir ve boyutlari p—(p—21)/m’dir.

Tanim 6.4 [10] D, ’ler, C,’lerin komplement kodlari olmak tzere {D,,D,,...,D,, ,} kod
ailesine F, tzerinde p uzunluklu sinif Il m-sel kalan kodlarinin ¢iftsel ailesi denir,

Ureteg polinomu,
h(x) = (x=1)g;(x) (6.6)
seklindedir ve boyutlar p—1—(p—21)/m’dir.

Benzer sekilde Bi’ler, D, ’lerin komplementleri olmak tzere {Ho,ﬁ,...,Dm_l} kod
ailesine F, tzerinde p uzunluklu sinif Il m-sel kalan kodlarinin teksel ailesi denir,

Uretec polinomu,

() = 2% (6.7)

seklindedir ve boyutlar (p—1)/ m+1'dir.
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Ornek 6.5 F, (zerinde 17 uzunluklu 4-sel kalan kodlari belirleyelim. Z,.”'in kosetleri,

Q, ={1,4,13,16}, Q ={3,5,12,14}, Q, ={2,8,9,15} ve Q, ={6,7,10,11}dir.

a, B,[x]/(x*+x®+x+w) genislemesinde birimin 17 . ilkel k&ki olsun. Bu durumda

F, tzerinde 17 uzunluklu sinif | 4 -sel kalan kodlarin ¢iftsel ailesi,

Cy =(Gy (X) =1+ X+ W X"+ X* + WX +Wx® +Wx” +WX® +Xx° + WX + X + X7,

C, =(9,(X) =1+ WX +Wx> + W X* + X* +Wx® +Wx" + X +W?x'% + wx'* +wx*? + x*y,

C, =(g,(X) =1+ X+ Wx* + X" + Wx* + WX + W’ X" +Wx® +x° +wx'* + x" + x"°) ,

C, =(g,(X) =1+ WX+ WX + WX + X* +WX® + WX + X° +Wx'® + WX + WX +x*)

polinomlarinin urettikleri kodlardan olusur. Bu kodlarin parametreleri [17,4,12] dir.

F, GUzerinde 17 wuzunluklu simif | 4-sel kalan kodlarin teksel ailesi,
C, =(go(X) =14 x+wWx? +x° +x*), C, =(0,(x) =1+wx+ X2 +Wx® +x*),
C, =(0,(X) =1+ X +W"x* +X° + x*) ve C, =(0;(X) =1+ WX+ X2 +Wx® + x*)

polinomlarinin urettikleri kodlardan olusur. Bu kodlarin parametreleri [17,13,4] tur.

F, Gzerinde 17 uzunluklu simif I 4-sel kalan kodlarin ciftsel ailesi,
D, =(h,(X) =1+ W x> +Wx> +x°), D, =(h(X) =1+WX+W*X* + W x> +W*Xx* +x°),
D, =(h,(X) =1+wWx* +wx’ +x°)  ve D, =(h(X) =1+wx+wx>+wx’ +wx" +x°)

polinomlarinin trettikleri kodlardan olusur. Bu kodlarin parametreleri [17,12, 4] ’tir.

F, tzerinde 17 uzunluklu sinif Il 4 -sel kalan kodlarin teksel ailesi,

D, = (hy (X) =1+ WX + WA+ Wx* + X%+ WX + X7+ Wi + WX + WX +x12),

D, = (h () =1+ WX+ X2 + W + WX + WX+ X0+ WAXT + WX+ Wi + X + Wi + X2,
D, = (h,(x) =1+ WX* +Wx* + W’X* + X° +Wx® + X"+ Wx® +wx® +wx" + x*) ve

D, = (h;(X) =1+ Wx+X* +WX* +Wx* +Wx® + X+ Wx +wx® +Wx° + X" +wx™ +x)

polinomlarinin trettikleri kodlardir. Bu kodlarin parametreleri [17,5,9] dur.
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6.2 m-sel Kalan Kodlarin idempotent Uretegleri

Onerme 6.6 [10] €, C m-sel kalan kodunun idempotent {ireteci olsun. Bu durumda,

l.(x) = 2xk olmak uzere, e, F, uzerindeki 1,(x),1,(x),...,1,,(X) ve 1 polinomlarinin
keQ;

bir lineer kombinasyonudur.

Ornek 6.7 T, lzerinde 17 uzunluklu 4-sel kalan kodlar igin I (x) = x+x* +x"° +x%,
LO)=x3+x°+xZ+x4, L)=x*+xX*+x"+x*° ve L(x)=x"+x"+x°+x" olmak
Uzere idempotent Uretecler;

id(C,) =id(C,) =, +Wl, +1, + WA, id(C,) =id(C,) = wl, +1, + WA, +1,,

id(C,) =id(C,) =1, + WA, +1, +wl;, id(C,) =id(C,) = w?l, +1, +wl, +1,

id(D,) =id(D,) =wAl, +wl,, id(D,) =id(D,) =w?l, +wl,, id(D,) =id(D,) = wl, + w3,
ve id(D,) =id(D,) = wl, + WA,

seklindedir.
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BOLUM 7

F,[v]/ (v —v) HALKASI UZERINDE m-SEL KALAN KODLAR

Bu boélimde cisimler lzerinde insa edilen m-sel kalan kodlari idempotent Uretegler

vasitasiyla, g bir asalin kuvveti olacak sekilde Fq[v]/(vz—v) halkasi Uzerine

taslyacagiz. idempotentlerin belirlenmesinde Brualdi ve Pless’in belirledigi
idempotentlerin birbiri ile olan bagintilari kullaniimistir [6]. Ayrica Kaya vd. halkalar
Uzerinde ikinci dereceden kalan kodlar igin idempotent belirleme yontemi kullaniimistir

[4].

71 F[v]/ (v* —V) Halkasi Uzerinde idempotentlerin Yapisi
Onerme 7.1 p bir asal ve g bir asalin kuvveti olsun. m|(p—1) olacak sekilde bir
meZ" secelim ve a,qeQ, olsun. ¢ ile e; F, Uzerinde p uzunluklu m-sel kalan

kodlarin idempotent Uretecleri ise v.e +(1-Vv)e,’ler de IFq[V]/(Vz—V) halkasinda

idempotentlerdir.
ispat: e, ve e, I, Uzerinde idempotent olsun. V. +(1-V).¢; E]Fq[v]/(v2 —V) elemani
icin,

(ve +(1-V)e)* =ve’ +(1-V)e =ve +(1-V)e, (7.1)

olur ve Vg +(1-V).e; elemaninin da idempotent oldugu géralur.
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7.2 F,[v]/ (v’ -v) Uzerinde m-sel Kalan Kodlarin idempotent Ureteleri

Onerme 7.2 i, j €{0,1,....m—1} olmak iizere, &€ €T, [x]/ (x* —1) F, tzerinde sinif |
ciftsel m -sel kalan kodlarin idempotent liretecleri,
E, =ve +(@1-V)e, e (F,[VI/ (V' ~v)[X]/ (X" 1) ve h=1+X+X*+---+Xx"" olsun.

i. 1, (E,) daidempotenttir.

ii.azc,b=deZ" U{0} olmak lzere E =ve, +(1-V)e,, E; =ve +(1-V)e, olsun.

Bu durumda EE; =0 "dir.

ii. E, = E, olarak alirsak ve 1, (E;)=FE,,, dersek E,;+E, +---E,,, =1—h olur

ispat:
i.E =ve +(1L-V)e, ise,

(Ve +(1=V)e;) =V, (8) +A-V),(g;) olurve u,(e) ile w,(e;) idempotent

oldugundan,

(B = (vpu(8) +(A—v).u(e,))* =V2(ua(e))” + 1= (ue(e;))’ 7
=vu(e)+@A-Vv)u(e;) = ,(E,) .
i. azcbxdeZ {0} olmak lzere E =ve,+(-Vv)e,, E; =ve +(1-V)e,

olsun.

EE, = (ve, +(L-v)e)(ve +(1-V)e,)

7.3
=Vv’e,e, +(1-Vv)’e,e, =v2.0+(1-Vv)2.0=0 \73)

ii. E,=ve,+(1-Vv)e,, E=ve+@-v)e.,., E,,=ve, ,+0-Vv)e, , olsun.

1, (E;)=E,, oldugundan g, (e)=e., ve u,(e.)=¢,, olur. O halde,

Eo + E1 +"'Em+1 = V(eo +€ +"'em_l)+ (1_V)(eo' +€, +"'em_l') (7.4)
=v.(l-h)+(1-v)(1-h)=1-h '

esitligi elde edilir.
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E, =ve +(1-V)e; idempotent eleman Onerme 7.2’deki 6zellikleri sagladigindan
dolayr m-sel kalan kodlar i¢in idempotent lreteg olarak alinabilir.

Tanim 7.3 ¢ 'ler F, cismi Gzerinde sinif | ciftsel m-sel kalan kodlarin idempotent
uretegleri olmak Uzere (Fq[v]/(vz—v))[x]/(xp—l) halkasinda E, =ve +(1-V)e,
idempotent elemaninin lrettigi koda IFq[v]/(v2 —V) halkasi tzerinde p uzunluklu sinif

| giftsel m -sel kalan kod denir.

Onerme 7.4 E,, IE"q[V]/(V2 —V) halkasi Uzerinde p uzunluklu sinif | giftsel m -sel kalan
kodun idempotent ureteci olsun ve i, j €{0,1,...,m—1} olmak tzere, E,'=1—E; olarak

alalim. O halde E,' asagidaki 6zellikleri saglar:
i. 4, (E;) = E; olmak Uzere, x,(E;")=E;" olur.
ii.,azc,b=deZ" U{0} olmak lzere E'=ve,+(1-Vv)e,, E;'=ve, +(1-V)e,
olsun. Budurumda E '+ E;'-EE; '=1"dir.

ii. E, "= E, "' olarak alirsak ve 1, (E;")=E,," dersek E,'E,"...E,,'=h olur.

i+1
Ispat:
i1, (B)=p0,01-E)=1-1,(E)=1-E,=E,;". (7.5)
i. 5 '+E,'-F'E;"=1-F +1-E, -(1-EF)(1-E))
=2-E-E,-(1-E-E;+EE;)=1-EE; =1-0=1. (7.6)
ii.E,'E,"...E,,'=1-E)Q-E)...(A-E, )
=1-(E,+E+---E, ,)+(E,E +E,E,+---E,  ,E, ) (7.7)
—(E,EE, +E,EE, +---E, ,E, ,E.,)++EE...E
=1-@1-h)=1-1+h=h.
Tanm 7.5 i€{0,1,..m— icin E '=1-FE; olmak lUzere E;' idempotent elemaninin
urettigi koda IFq[V]/(V2 —V) halkasi Gzerinde p uzunluklu sinif | teksel m -sel kalan kod

denir.

31



Onerme 7.6 E,, IE"q[V]/(V2 —V) halkasi Uzerinde p uzunluklu sinif | giftsel m -sel kalan
kodun idempotent Ureteci olsun ve i, j€{0,1...,m-1} olmak tizere, F =1-h—E,

olarak alalim. O halde F, asagidaki 6zellikleri saglar:
i. 4, (E;) = E; olmak uzere, x, (F)=F,’dir.
ii.azc,b=deZ" {0} olmak lizere F, =ve, +(1-Vv)e,, F, =ve +(1-V).e, olsun.
F+F —FF =1-h’dir.

iii. F, = F, olarak alirsak ve 1, (F)=F

i+1

dersek RF...F,,=0.
Ispat:

llua(Fl) :lua(l_h_Ei) :l_lua(h)_lua(Ei) :l_h_Ej = Fj . (78)

ii. F, +F,—FF,=(-h—E)+({-h-E,)-(-h—E)l-h-E,)
=2-2h—E —E,~(1-h—E,~h+h?—hE, ~E +hE +EE,)=1-h. (7.9)

ii. F,F...F,, =(1-h-E)1-h-E)...d-h—E, )
=1-h(m-(m-D(E, +E +---E, ) +(m-2)(E,E, + E.E, +---E ,E 1)

+---+(EE,...E, ,+--+EE,...E ) -(E,+E +---E, ) (7.10)
=1-h(m—-(m-)@A-h)+(m-2).0+---+2.0+0)-(1-h) =0.

Tanm 7.7 i€{0,1,...m— Li¢in F =1-h—E, olmak lizere F, idempotent elemaninin

urettigi koda IFq[V]/(VZ—V) halkasi Gzerinde p uzunluklu sinif Il giftsel m-sel kalan

kod denir.

Onerme 7.8 E, ve F, ]Fq[v]/(vz—v) halkasi Uzerinde sirasiyla, p uzunluklu sinif |
ciftsel m-sel kalan kodun idempotent Ureteci ve p uzunluklu sinif Il giftsel m -sel kalan

kodun idempotent ureteci olsun. 1, j €{0,1,....m—1} olmak tzere, F'=1-F =h+E,

olarak alalim. O halde F,' asagidaki 6zellikleri saglar:
i. 14, (E;) = E; olmak tizere, 1, (F)=F;".
ii,azc,b=deZ" U{0}olmak lzere F'=ve, +(1-V)g,, F,'=ve +(1-V).e, olsun.
F'F,'=h’dr.
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iii. F '=F," olarak alirsak ve x,(F")=F,," dersek

FO l+ Fl'+...+ Fm_llzl—(m—l)h’d”-.

ispat:
i'/ua(Fi')zlua(l_Fi)zl_lua(Fi):l_Fj =Fj" (711)
i. £ 'F'=(h+E)(h+E;)=h*+h(E +E,)+EE, =h. (7.12)

ii. i +F'+--+F  '=(h+E)+(Mh+E)+---+(h+E, )
=mh+E,+---+E, , =1-(m-1)h (7.13)
Tanm 7.9 i€{0,1..,m-1} icin F'=1-F =h+E, olmak lizere F,' idempotent

elemaninin Urettigi koda ]Fq[v]/(v2 —V) halkasi Gzerinde p uzunluklu sinif Il teksel m -

sel kalan kod denir.

7.3 T, [v]/ (v’ —V) Uzerinde Optimal m -sel Kalan Kod Ornekleri

Ornek 7.10 F,[v]/ (v* —V) halkasi izerinde 17 uzunluklu 4-sel kalan kodlarin treteg
polinomlarini belirleyelim.

F, cismi tzerinde 17 uzunluklu 4-sel kalan kodun sinif | giftsel kalan kodlarin
idempotent tretegleri; |, = x+x* +x° +x°, 1, =x>+ x> +x? +x",

L =x*+x*+x°+x°, I, =x° + X" +x° + x"* olmak tizere, e, =1, + Wl +1, +Wl,,

e =wl, +I +Wl,+1, e, =1, +W"l +1, +wl,, e, =w’l, +1, +wl, +1, seklindedir. O
halde E, =v.e, +(1—-V)e, seklinde alirsak, E, = 1,(E,) =ve, +(1-V)e,
E,=1(E)=ve,+(1-V)e,, E; =14(E,)=Vv.e +(1-V)e,; olur(ayrica E, = 14(E;)
oldugu da gorilir).

E, idempotent lretecine karsilik gelen Urete¢ polinom:

ebob(E,, X" =) = 1+ X+(V+W)X* +X* +(V+W)X° + (V+ W)X + (v+w)x’

(7.14)
+ (VW)X + X7+ (VW)X + X + B

E, idempotent lretecine karsilik gelen Ureteg polinom:
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ebob(E,, x"" 1) = 1+ (V+W)X+(V+W) X+ (V+W)X +x*+ (v+w)x®

F(VAWX + X+ (VW)X + (VW)X + (v + W)X+ X 7.13)
E, idempotent lretecine karsilik gelen Greteg polinom:
ebob(E,, X" 1) = 1+ X+(V+W)X*+X* +(V+ W)X+ (V+W)X® + (V+w)x’ (7.16)
+(VA+W)XE+ X7+ (V+ W)X + X2+ X
E, idempotent lretecine karsilik gelen Urete¢ polinom:
ebob(E,, x'" —1) = 1+ (V+W)X+ (V+W)XE+ (VW)X + X+ (v+w?)x° (7.17)

F(VHEWX + X+ (VW)X + (VW)X (VW)X xB

Bu kodlarin parametreleri [17,4,12] dir ve halkalar Gzerinde Griesmer sinirina gére

optimaldir.

E,' idempotent lretecine karsilik gelen treteg polinom:
ebob(E, ', X" —1) =1+ x+ (V+W*)x* + x> + x* (7.18)
E, ' idempotent lretecine karsilik gelen treteg polinom:
ebob(E, ', X" —1) =1+ (V+ W)X+ X* + (v +w)x® + x* (7.19)
E,' idempotent Uretecine karsilik gelen treteg polinom:
ebob(E, ', X" —=1) =1+ X+ (V+wW)x* + x> + x* (7.20)
E,' idempotent uretecine karsilik gelen tireteg polinom:
ebob(E, ', x"" —=1) =1+ (V+ W)X+ X* + (V+ W)X +x* (7.21)

Bu kodlarin parametreleri [17,13,4]’dir ve halkalar Gizerinde Griesmer sinirina gére

neredeyse optimaldir.

F, idempotent lretecine karsilik gelen ureteg polinom:

ebob(F,, X" =1) =1+ (V+W)X* + (v + W) x® + x° (7.22)
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F, idempotent lretecine karsilik gelen Ureteg polinom:

ebob(F, X" —1) =1+ (V+ W)X+ (V+W*)X* +(V+W)X® + (V+W?)x* +x° (7.23)

F, idempotent Uretecine karsilik gelen ureteg polinom:

ebob(F,, X" —1) =1+ (V+W?)X* + (V+W*)x* + X° (7.24)
F, idempotent Uretecine karsilik gelen ureteg polinom:

ebob(F;, X" —1) =1+ (V+ W)X+ (V+ W)X + (V+ W)X + (V+wW)x* +x° (7.25)

Bu kodlarin parametreleri [17,12,4] dir ve halkalar Gzerinde Griesmer sinirina gére

optimale yakindir.

F,' idempotent Uretecine karsilik gelen ureteg polinom:

ebob(F;, X" —1) =1+ (V+ W)X+ (V+ W)X + (V+ W)X + (V+w)x* +x° (7.26)

ebob(F, ", X" =1) = 1+ (V+W)X* +(V+W)X* +(V+W)x* +x° + (v +w)x°

X"+ (VW)X + (VW)X + (VW)X + X

F,' idempotent lretecine karsilik gelen Urete¢ polinom:

ebob(F ', x"" =1) = 1+ (V+W)X+ X"+ (V+W)X> +(V+W)X* +(V+w?)x® +x°

F(VAW)X + (VW)X + (VW)X + X (VW)X + X 7.27)
F,' idempotent Uretecine karsilik gelen ureteg polinom:
ebob(F,", X" =1) = 1+ (V+W)X*+(V+W)X* +(V+W)x* +x° +(v+w?)x° (7.28)
X+ (VW)X (VW)X + (VW)X + X
F,' idempotent Uretecine karsilik gelen ureteg polinom:
ebob(F, ', X" =) = 1+ (V+W)X+ X"+ (V+W)X> +(V+W)x* +(v+w)x® +x° (7.29)

+(VAWX + (VEW)X + (VW)X + X0+ (VW)X 4+ xP
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Eger n dereceli bir p(x) polinomu igin p(x)=Xx"p(x") ise p(x) polinomuna
palindromik polinom denir. Bu kod ailesinin Ureteg polinomlari ile palindromik

polinomlar arasinda bir iligski kuracagiz.

Simdi F, [V]/ (v* —V) halkasi izerinde m -sel kalan kodlarin idempotent {ireteclerinin

yapisini gorecegiz. Bu bize idempotent lreteg belirlemede yardimci olacak.

7.4 m-sel Kalan Kodlarin Palindromik Ureteg Polinomlari
Lemma 7.11
i.(p—1)/m ciftve i €Q; ise —i €Q,"dir.

ii. Y i=0.

i€Q;
Ispat:

i.(p—1/m ciftise (p—1)/(2m) bir tamsayidir. Z*p =<b> olsun, bu durumda
p(p-biem o Z*p olur.
= (VMM =P V2 = _1eQ, (b ireteg oldugundan b =—1"dir)
Q,’ler garpimsal grup olduklarindan her i € Q, igin —i € Q,’dir. Buradan her
I €Q; icin —i €Q; oldugu acikga goralur.

ii.Z*p :<b> ve p—1l=mt olsun. <bm> :{1,bm,b2m,...b(t’l)m} =Q, olur.
= (A+b"+b*™ +---bPM)(b™ -1) =b™-1=0

b™—10 oldugundan 1+b™ +b?" +---b"™ ™ =0"dir. Béylece » i=b’> i=0
i€Q; ieQq

oldugu goralar.
Onerme 7.12 k >1€Z olacak sekilde q=2* ve (p—1)/m cift ise [, Uzerinde p

uzunluklu m -sel kalan kodlarin tretec polinomlari palindromiktir.
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ispat: f(x), F, uzerinde p uzunluklu Q,’a karsilik gelen m -sel kalan kodun Ureteg

polinomu olsun. Bu durumda f(x) =] J(x—¢') olur. Eger f'(x)=x"*"f(x™)
ieQy

polinomu f(x)’e esitse f(X) polinomu palindromiktir.

f'(x) =x*0f(x™)

=x®OTT(x" —a") =x*OT[(x" -a™) (Lemma 7.11-i"den)

ieQy i€Qp
i deg( 1) i
_ deg(f) a —X _X a —X
=X 1;[( ” )_x“eg“’il;!( = (7.30)
1 ; 1 i )
=?H(a -x)=—[](x-a") (Lemma 7.11-ii’den)
aiEQo ieQy (24 ieQ,
—f(x) .

Onerme 7.13 p bir asal ve g 2’nin kuvveti olsun. m|(p—1) olacak sekilde bir me Z*

secelimve a,q€Q, olsun. g ile ; F, uzerinde p uzunluklu m-sel kalan kodlarin

idempotent uretegleri ise Vv.( Z e)+@-v).( Z e;)’ler ]Fq[v]/(vz—v) halkasinda

Scl,ieS Pcl, jeP

idempotentlerdir.

ispat: q 2’nin kuvveti oldugundan IFq[V]/(VZ—V) halkasinin karakteristigi 2’dir.

Dolayisiyla | ={0,1,...m—1} olmak (izere,

V(Y @)+ Y eF = X @) +{@-.( Y )’

Scl,ieS Pcl, jeP Scl,ieS Pcl, jeP
=v.( D) e)?+@-v)( > e) (7.31)
Scl,ieS Pcl, jeP

=v( Y e)+1-v( Y e)

Scl,ieS Pcl, jeP

olur.
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Ornek 7.14 Bir nceki érnekte, E, =V(e, +€,)+(1—V)(e, +¢€,) alirsak,
E =v(e,+¢,)+(1-V)(e,+¢), E, =Vv(e, +&;) +(1—-V)(e, +¢,) ve

E,=v(e +e,)+(1-V)(e,+¢&,) olur.
E, idempotent lretecine karsilik gelen Urete¢ polinom:

ebob(E,, X" =1) = 1+ W X+ (V+W)X* + (VW +wW)x® +vwx* +vwx°®

FOW+ W)X+ (V+ W)X+ WA + X° \7.32)
E, idempotent lretecine karsilik gelen Ureteg polinom:
ebob(E,, X" =1) = 1+ (V+W?)X+WX> + W X° + (W +W)X* + (VW +w)X° (7.33)
AW XE + WX+ (V4+wWP)XE 4+ X°
E, idempotent tretecine karsilik gelen lreteg polinom:
ebob(E,, X" =) = L1+wWx+(V+W?)X* + (W +W”)x® +vw’x* +vw’x° (7.34)
+(W +W2)XE + (V+ W)X +wx® +Xx°
E, idempotent lretecine karsilik gelen Grete¢ polinom:
ebob(E,, X" —1) = 1+ (V+W)X+Wx> +vwx® + (W +W?)x* + (vw? +w?)x° (7.35)

AVWxX® +wx” + (v +w)x® +x°

Bu kodlarin parametreleri [17,8,8] dir ve halkalar Gzerinde Griesmer sinirina gore

neredeyse optimaldir.

Teorem 7.15 k>1eZ olmak lzere (p—1)/m ciftise [, [V]/ (v* —V) halkas! iizerinde

p uzunluklu m-sel kalan kodlarin Urete¢ polinomlari palindromiktir.

Ispat: F, [v]/ (v’ —V) halkasi tizerinde p uzunluklu bir m -sel kalan kodun tiretec

polinomu v.( >’ e)+@-V).( > €),(p—1)/m ve k>1eZ olsun. f ve f,, F,

Scl,ieS Pcl, jeP

Uzerinde sirasiyla 2 e ve Z e idempotent ureteglerin Urettikleri p uzunluklu
Scl,ieS Pcl, jeP

m -sel kalan kodlara karsilik gelen {irete¢ polinomlar olsun. ispatin bundan sonraki

kisminda > e ve > e yisrasiyla Y g ve ) e, ile gdsterecegiz.

Scl,ieS Pcl, jeP
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Bu durumda ebob(Zei,x” -1)="f. ve ebob(Zej,x” —1)=f, olurve

aZ:ei +b(x"-1) =1 ve CZej +d(x" 1) =1 olacak sekilde a,b,c,d e F,[x] vardr.

f de F,[v]/(v* —V) halkasi tizerinde v.( >  &)+(1-V).( D_ e,) idempotent

Scl,ieS Pcl, jeP

Uretecin Urettigi p uzunluklu m -sel kalan kodun Ureteg polinomu olsun. Bu durumda

ebob(v.( Z e)+@-v).( Z e;),X"=1) = f olur. Bizim iddiamiz f =vf, +(1-V)f,

Scl,ieS Pcl, jeP

oldugu.

(va+@-v)e) (v e +@-v)D e )+ (vb+(A-v)d)(X —1) = (va) e +(@L-Vv)cD_e,) +(vb+(@L-v)d(x" ~1))

=v(a) e +b(x" —1)+@-v)(cD e, +d(x"~1)) (7.36)
=V, +(@-V)f, .

ebob(v.( D &)+@-V).( > e),x"-1)=f oldugundan ve vf, +(1-V)f,in

Scl,ieS Pcl, jeP

V.( D e)+@-v).( D e) ile X"—1"inlineer kombinasyonu oldugundan f

Scl,ieS Pcl, jeP

vE; +(L—V) f, "yi béler.

Diger taraftan, f; |Zei ve f, |Zej oldugundan tf, =Zei ve sf, :Zej olacak

sekilde t,s e . [X] vardir.

(tv+ AV, +A-V) ) =Vif, + (1-V)sf, =vY g +(1-v) e, (7.37)
O halde
(v, + @=Vv) f) [ (VD e +(L-V)e)). (7.38)

Buna ek olarak f; |(x" 1) ve f;|(x"~1) oldugundan kf, =x" -1 ve mf; =x" -1

olacak sekilde k,m e, [X] vardir.

(kv+m(L—V))(vF, + (1) f,) = x" —1 (7.39)

Boylece
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v +@-v)f) (X" -1 (7.40)

diyebiliriz. (7.38) ve (7.40)’tan (Vf, +(1—Vv)f )| f oldugu gorilir, yani

ebob(v.( D &)+@-V).( D ). X" =D =(f+@-V)f).

Scl,ieS Pcl, jeP
f, ve f, palindromik oldugundan vf; +(1-Vv) f; polinomu da palindromiktir.

Burada bulacagimiz palindromik tretec polinomlar DNA kod insa ederken karsimiza

cikan ters siralilik problemini ¢ozmede ve kod insasinda oldukca kolaylik saglayacaktir.
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BOLUM 8

F...[v]/ (v’ —v) HALKASI UZERINDE TERS SIRALI DNA KODLAR

Bu bdélimde R2|<:IF42k/(V2 —V) lzerinde ters sirali DNA kodlar igin m-sel kalan

kodlarin Urete¢ polinomlarini ve palindromik ¢arpanlari kullanarak genel bir teorem

verecegiz.

8.1 DNA ile ilgili Temel Bilgiler

DNA (Deoksiribo Nikleik Asit), tim organizmalarin genetik bilgilerini ve biyolojik
hareketliligi icin gerekli olan talimatlari tasiyan bir nikleik asittir. DNA'nin kimyasal
yapisi iki polimer ipligi ve niikleotid denilen Adenine (A), Thymine (T), Guanine (G) ve
Cytosine (C) isimli 4 molekiilden olusur. Sarmal seklinde uzanan iki polimer ipligine
karsilikli olarak 2’serli halde tutunarak dizilen nikleotidler WCC modellemesine gore
dizilirler. Bu modellemede Adenine’in tamlayani Thymine, Guanine’in tamlayani
Cytosine’dir [18]. Bu modellemeye goére bir DNA parcacigl ornegi Sekil 8.1'de

gosterilmistir.

Sekil 8.1 DNA yapisi ve dizilim 6rnegi
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Polimerler boyunca uzanan niikleotid dizilimi genetik bilgiyi kodlamaktadir. Bu
bolimde kullanilacak DNA k -bazlisi k tane nukleotidin sirali haline denir [18]. DNA K -
bazhlarinin tamlayani, her bir nikleotidin tamlayaninin dizilimine denir [18]. DNA K -
bazlilarinin ters siralisi niikleotidlerin tersten siralanmis haline denir [18]. Ornegin
ATCTGCTC DNA 8-bazlisinin tamlayani TAGACGAG, ters siralisi CTCGTCTA ve
ters siralisinin tamlayani GAGCAGAT ’dir.

8.2 Ters Siralama Problemi

DNA kodlarda DNA bazlarinin dizilimleri ile cebirsel kodlardaki kodsozlerin arasindaki
baglantida gerekli olan, ters siralama iliskisinin kurulmasidir. Ters siralama problemini

aciklamak igin kugik bir 6rnek verelim. a, > ATGG, a, ->CTGA, a, > TGAG ve
a,a,,8, € R, olmak tzere (a,a,,a,), ATGGCTGATGAG ’ye karsilik gelen kodsoéz
olsun. (a,a,,a;)’in ters siralisi  (&,8,,8)’dir ve (&,a,,a)’e karsihk
TGAGCTGAATGG gelir. Fakat TGAGCTGAATGG, ATGGCTGATGAG 'nin ters
siralisi degildir, ATGGCTGATGAG ’nin ters siralisi GAGTAGTCGGTA dir. Burada

a,’leri ters siraladigimiz zaman buna karsilik gelen DNA kodséziinin de ilk bastaki

kodsoOzlin ters siralisi olmasini istiyoruz.
F,[v]/ (v’ —V) Uzerinde, lineer kodlardan DNA kodlara gegisi saglayan  -kiime

calgilmisti [32]. Burada calisilan halkadan daha genel olarak F,, [V]/ (v’ =v) halkasi

Uzerinde DNA kodlar igin ters siralama problemini, bir otomorfizma ile y -kime’nin

genel bir formu calisilacaktir. Ayrica daha dnceki DNA kod c¢alismalarindaki palindromik
Uretec polinom Uretme islemini M-sel kalan kodlar vasitasiyla ¢ok daha pratik hale

getirilecektir.

83 F. [v]/ (v’ —V) Halkasinin Yapisi ve DNA Kodlar

Simdi Gzerinde calistigimiz halkanin yapisini inceleyelim. v? =v olmak iizere R zincir

olmayan degismeli bir halka olsun. Cin Kalan Teoreminden faydalanarak R’yi
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Cizelge 8.1 F;'nin elemanari ile DNA 2 -bazlilarinin eglestirmesi [18]

Fs (carpimsal) [Fs (toplamsal) DNA ciftleri
0 0 AA
a’ 1 TT
o o AT
a’ a’ GC
a’ a® AG
a 1+a TA
a’ a+a’ cC
a® a’+at AC
a' l+a+a’ GT
a® 1+a® CG
a’ a+a’ CA
" 1+ a+a? GG
at a+a’+a’ CT
a® l+a+a’ +a’ GA
a® 1+a +a’ TG
o™ 1+¢a° TC

R=VF,, GL)(l—v)IF42k seklinde ayristirabiliriz. Simdi bir Gray donisim tanimlayalim;

p:R —> T

42k
a+vb — (a+b,a)
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0 Oztas vd. tanimlandigi gibi [18], 2k uzunlugundaki DNA kodsézlerini ]F42k'n|n
elemanlarina dénugstirmek icin kullanilir. Cizelge 1'de F’nin elemanlari ile 2’'li DNA
kodsozlerinin eslesmesi gosteriliyor. &, 6, (a+vb)=(6(a+b),0(a)) seklinde 4k
uzunlugundaki DNA bazlarini R, 'nin elemanlarina donustirir.  Ayrica ©® da,
c=(c.c,...,C,,) kodséz olmak tizere ©(c)=(&(c,).6,(c),....6(c,,)) seklinde,
kodsdzleri DNA bazlarina dénustirdr.

Simdi kigik bir érnekle R,’nin herhangi bir elemanina ¢, @ ve 6, dénisiimlerinin

nasil etki ettigini gérelim.

Ormek 81 p=a’+a’veR, ve ¢(B)=(a’,a’) olsun. Bu durumda
0,(B) = (6(a?),0(c®)) = GCAG olur.

Benzer sekilde ® 'nin kodsozler Gzerindeki etkisini bir 6rnekle gorelim.

Ornek 8.2 ¢ = (&’ +a’v,a’ +a’V) bir kodun bir kodsézii olsun. ¢(a’ +a’Vv) =(a?, &),
#a® +a’v) = (a,a’) olurve

0(c) = (0,(a’ +a’v),0,(a’ + a’v)) = (B(a?), 0(c®), (), 0(cr®)) = GCAGATAG

seklinde DNA kodsoziine donUistirir.

R ’nin herhangi bir elemaninin DNA ters siralisini elde etmek icin R (zerinde yeni bir

otomorfizma tanimlayacagiz;

viRy — Ry«
a+tvb - a” +1+v)b* (8.2)

= (a+b)* +vb*

Tanimladigimiz bu dénlisimiin R, ’nin herhangi bir elemanina nasil etki ettigini bir

ornekle gorelim.

Ornek 8.3 f=a’+a’veR, ve 6(B)=GCAG olsun.

w(B)=a’ +a’ (V-1 =a’ +va’ ve 6,(y(B)) =0,(c’ +va’) = (0(?), (”)) = GACG
olur. Béylece R,’nin bir elemaninin ters siralisini elde etmis oluruz.

Tanim 8.4 g(X), R uzerinde t dereceli bir polinom olsun.
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A = _x g(x) |_g|ftse (8.3)
Xw(g(x)) , itekse

olmak uzere,

Ay ={Ag Ay AL (8.4)

olsun. R uzerinde A, ile uretilen C kodu bir lineer koddur. Buradaki A ’ye y -kiime

denir.

Simdi F .. / (v* —v) halkas! lizerindeki palindromik iireteclerle DNA kod iiretilebilmesini
saglayacak teorem verilecek.

Teorem 8.5 f(x), I, / (v* —v) halkasi tizerinde n—deg(f) bir cift pozitif tamsayi
olacak sekilde x"—1’in palindromik bir carpani olsun.  -kiime bir lineer C kodu
uretirse O(C) bir ters sirali DNA koddur.

Ispat Bir sonraki teoremin ispati ile benzer.

Siradaki teoremde F,, / (v’ —V) halkasi {izerindeki palindromik ireteglerle nasil DNA
kod Uretebilecegimizi gorecegiz. Bu teoreme m-sel kalan kodlarin idempotent

Ureteclerinin 6zellikleri sayesinde ulasabildik.

Teorem 8.6 g(X), F,.. / (v* —V) Uzerinde bir m -sel kalan kodun bir iirete¢ polinomu ve

deg(g(x)) bir cift pozitif tamsayi olsun. y -kiime bir lineer C kodu Uretirse ®(C) bir

ters sirali DNA koddur.

ispat g(x), F, / (v* —v) Uzerinde bir m-sel kalan kodun bir iirete¢ polinomu ise
Teorem 7.15’ten bu polinomun palindromik oldugunu biliyoruz. A , g(x)’in -

kiimesi olsun. ceC olmak lzere her w(c) DNA kodséziiniin ters siralisi agagidaki

esitlik ile elde edilir:

o(X AN ) =0(Z (A L) (85)
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Burada k =n—deg(g(x)) ve S €R,, 'dir, ayrica polinomlari kodséz olarak
dustndigimuizi de belirtmek gerekir. Zi‘//(ﬂi)/\k-l-i € C oldugundan ©(C) bir ters
sirali DNA koddur.

Ornek 8.7

g(xX) =x2+x2+(v+ (@ + )X+ X+ (V+ (@ + )X+ (V+ (@ +a+D))x +
V+(@ +a+D)x° +(V+ (& + @)X + X+ (V+(a® + @)X +x+1, B, [ (V> —V)
uzerinde 17 uzunluklu bir m -sel kalan kodun treteg polinomu olsun. g(x)’in v -

kiimesi asagidaki gibidir:

{Ag AL A, A Y= {{1,1,v+a2+a,0,1,v+a2+a,v+a2+a+1,v+a2+a+1,
v+a®+a,1,0v+a’+a,1,1 0,0, O},
{0,1,1,v+oc2 +a+1,01lv+a’ +a+lv+a’ +a,
v+a2+a,v+a2+a+1,1,0,v+a2+a+1,1,1,0,0}, 8.6
{0,0,1,l,v+a2+a,0,1,v+a2+a,v+a2+a+1, -
V+a®+a+Lv+a’ +a,1,0,v+a2+a,1,1,0},

{0,0,0,1,1,v+oc2 +a+10Lv+a’+a+lv+a’+a,

V+al+a,V+a? +a+1,1,0,v+a2+a+1,1,1}}.

C 'nin parametreleri [17,4,10] seklindedir. Herhangi bir kodsdz secelim, bu kods6ziin
DNA karsiligina ve ters sirali DNA karsiligina bakalim.

av+al+a’ +0=a° +av—>(all,a6) —>CTAC ,

a+av+a’+at —>(a6,a“) — ACCT ve a —>(a,a) > TTTT olmak izere,

¢, =ah, ={a,a,av+a’+a’,0,a,av+ &’ +a’,av+a’ + &’ +a,av+a’ +at +a,
av+a’+a?,a,0,a+a? +a3,a,a,0,0,0} bir kods6z olsun. Bu durumda c,’in DNA
karsihigi,

0(c) ={ATAT ATAT CTAC AAAA ATAT CTAC ACCT ACCT CTAC ATAT AAAA
CTAC ATAT AAAA AAAA AAAA} olur. Diger taraftan c,’in ters sirali DNA karsiligi

0(c,)" (3) esitliginden
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0(c,)" =B(w()A,)
=0(a’A,)

=0(a" x{0,0,0,L,1L,v+a’+a,0Lv+a’ +a,v+a’ +a+lv+a’ +a+lv+a’ +a,

L,0v+a® +a+111}) (8.7)
=0(0,0,0, ot ot o +vat 0, o +vat, o’ +vat, o’ +vat, o +vat, a0,
o +vat ot at)
={AAAA AAAA AAAA TATA TATA CATC AAAATATA CATC TCCATCCA

CATC TATA AAA CATC TATATATA}

olur.
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BOLUM 9

SONUC VE ONERILER

Bu c¢alismada . kuvvet kalan kodlar IE‘q[v]/(v3—v) halkasi Uzerinde idempotent
Uretecler vasitasiyla tanimlandi ve optimale yakin kodlar verildi. m-sel kalan kodlar
IFq[v]/(v2 —V) halkasi Gzerinde tanimlandi, treteg polinomlarin palindromik olmasi igin

gerekli kosullar verildi ve optimal kod 6rnekleri verildi. IFq[v]/(V2 —V) halkasi Gzerinde

m-sel kalan kodlarin palindromik Urete¢ polinomlarini kullanarak IF42k[V]/(V2 —V)

halkasi tizerinde DNA kodlar onceki yontemlerden daha pratik bir sekilde tanimlandi.

Cesitli koset yapilari Gizerinden m -sel kalan kodlarin daha genel hali elde edilebilir ve

bu elde edilen kod tiri cesitli cebirsel yapilar Gzerinde calisilabilir. Fq[v]/(vz—v)

halkasi Uzerinde tanimladigimiz m-sel kalan kodlarin 6érnekleri incelenirse yeni ve
optimal kod parametreleri elde edilebilir. Buna ek olarak olusturdugumuz DNA kodlar
icin ornekler olusturulup cesitli canhilarin DNA’lari ile kiyaslanabilir. Boylece elde edilen
DNA kodlarla benzerlik bulunan canlilarin DNA’lari Uzerinde olusan hasarlar bu kodlar

sayesinde belirlenip dizeltilebilir.
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