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Bu tez dort bolimden olusmaktadir. Birinci bolim giris kismina ayrilmistir. Bu
bolimde, kesirli tiirev ve diferensiyel denklemlerin salinimhligina yonelik tarihsel slireg
kapsamli bir sekilde anlatiimistir. ikinci bélimde, amaca yonelik temel kavramlara
deginilmistir. Calismada kullanilacak olan Modifiye Riemann-Liouville, Liouville kesirli
tirev operatorii ve Riemann-Liouville kesirli fark operatori tanimlari bu bolimde
verilmistir. Uglincli béliimde, genellestirilmis Riccati déniisiimleri, genellestirilmis
Philos tipi cekirdekleri ve degisken dontsliimleri kullanilarak kesirli mertebeden
denklem siniflarinin ¢ézimleri icin salinimlilik kriterleri kurulmustur. Ayrica elde edilen
salinimhilik kriterlerini aydinlatici bazi ornekler sunulmustur. Sonuncu boélimde ise
sonuglar ve bazi 6nerilere yer verilmistir.
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BOLUM 1

GIRiS

1.1 Literatiir Ozeti

Kesirli mertebeden tlrev, klasik tirevin tamsayr olmayan mertebelere bir
genellestirilmesidir. Bir fonksiyonun birinci, ikinci, t¢linci mertebeden tirevlerinin

nasil alindigini biliyoruz, peki 1/2 inci mertebeden tirevini tanimlayabilir miyiz?

Bu soru ilk defa 1695'te L' Hopital tarafindan bir mektupla Leibniz'e sorulmustur ve bu
konudaki calismalari da baslatmislardir. Yaptiklari calismalardan Euler, Laplace, Fourier,
Lacroix, Abel, Riemann ve Liouville gibi diger bilim insanlari ilham alarak kesirli
mertebeden tirev Uzerine cgesitli calismalar yapmislardir ve bu konunun gelisimini
onemli katki saglamiglardir [1-4]. Konunun dnemi, gecen ylzyilda kendisine diger bilim
dallarinda uygulamalar bulmasiyla giderek artmistir. Ornegin, fizikte ve miihendislikte
pek cok olayin kesirli mertebeden diferensiyel denklemlerle modellenmesi, olayin daha
iyi agiklanmasini saglamistir. Bu nedenle, kesirli mertebeden diferensiyel denklemlerin
¢O6zlimine ve ¢6zUimiinlin davranislarina yonelik glivenilir, etkin ve anlasilir metot

arayislari baslamistir.

Kesirli mertebeden diferensiyel denklemlerin kalitatif oOzellikleri ¢ok yogun ilgi
toplamistir. Fakat bu denklemlerin bazi teorik kisitlamalari ve zorluklari nedeniyle
icinde bulundugumuz elli yila kadar ¢ok genis bir literatiir olusamamistir. Kesirli
mertebeden diferensiyel denklemlerin bazi kalitatif 6zellikleri Gzerine son zamanlarda
onemli calismalar yapilmaya baslanmistir, bu calismalaradan bazilari kaynaklarda
verilmistir [5-9]. Bu calismalara dikkat edildiginde kesirli mertebeden denklemlerin

¢ozumlerinin salinimhlik 6zelliklerinin gereken ilgiyi gormedigi gorilmektedir.



Diferensiyel denklemlerin salinimliligi ve salinimsizhigi kavramlari ise ilk olarak J. Sturm
[10] tarafindan 1836 vyilinda verilmistir. Sturm c¢alismalarinda ikinci mertebeden
dogrusal diferensiyel denklemler icin karsilastirma ve ayristirma teoremlerini vererek
ispatlamistir. Daha sonraki sirecte, dogrusal ve dogrusal olmayan diferensiyel
denklemler icin Ksener, Fite, Wintner, Hartman, Kamanev, Philos, Atkinson ve
Bolehorec, Wong... gibi matematikgiler salinimhlik kriterlerini her gegen giin biraz daha

genellemis ve yeni salinimlilik kriterleri elde etmislerdir [11-19].

Kesirli mertebeden denklemlerin salinimlilik o6zelligi icin Grace ve arkadaslari [20],

0<qg<1 olmak tzere D] Riemann-Liouville kesirli tirevini, J} Riemann-Liouville

kesirli tirevini gostermek Gzere i=1,2, x=0 ve t >a igin xf, (t,x) >0 kabuliyle
Dix+ f,(t,x)=v(t)+ f,(t,x), lim_ J.7%(t)=h,

seklindeki diferensiyel denklemleri ¢alismislardir. Chen [21] ise D” Liouville kesirli

tlrevini gostermek lizere, t >0 igin
[r(t)(D_“ y)7(t)] —qt)f U:O (v—t)“ y(v)dvj A

formundaki denklemleri g6z online alarak bu teorideki ¢alismalari baslatmislardir ve

arastirmacilarinin dikkatini cekmislerdir.

Bu c¢alismada incelenecek olan denklem siniflari icin detayli literatir taramasi 3.

Bolimde ayrica verilmistir.

1.2 Tezin Amaci

Literatirdeki calismalar incelendiginde, arastirmacilarin ¢ogu kesirli mertebeden
diferensiyel denklemlerin nimerik ¢dzimleri, ¢cozimin sinirhiligl, kararliligl... vs gibi
konulari incelemislerdir [22-32]. Dikkat edildiginde, az sayida arastirmacinin kesirli
mertebeden diferensiyel denklemlerin salinimlilik 6zelliklerini inceledigi gérilmektedir.
Bu nedenle c¢alismada kesirli mertebeden diferensiyel denklemlerin ve kesirli

mertebeden fark denklemlerinin salinimlilik 6zellikleri Gzerinde durulacaktir.



1.3 Hipotez

Bu calismada, dogrusal olmayan diferensiyel denklem siniflarinin ¢6ziimlerinin
salinimhhgiyla ilgilenilmistir. Degisken doénistimleri kullanilarak kesirli mertebeden
tirevle tamsayr mertebeli tlirev arasinda bir iliski kurulmustur. Bu iliski ve

genellestirilmis Riccati donlisimi teknikleri kullanilarak salinimhihk kriterleri elde

edilmistir.



BOLUM 2

TEMEL KAVRAMLAR

Bu bolimde calisma boyunca kullanilacak olan bazi temel tanim ve teoremler

verilecektir.
2.1. Tanim [1]:

I":(0,00) > R gamma fonksiyonu,

r(x)=| :tx‘le“dt (2.1)

genellestirilmis integrali yardimiyla tanimlanir.

Tanimdan kolayca I'(1)=1 esitligi ¢ikar. Gamma fonksiyonunun en temel

ozelliklerinden biri

I(x+1)=xI"(x) (2.2)
esitligidir. Burada N >0 dogal sayilar igin,

I'(n+1)=n!

bulunur.

2.2. Lemma [4]:

F(X) gamma fonksiyonu olmak lzere F(%j = \/; dir.



2.3. Tanim [4]:

p, g > 0 reel sayilariigin

B(p.a)= jxpl(l— x)" dx

seklinde tanimli fonksiyona Beta Fonksiyonu denir. Beta Fonksiyonu ilk kez 1730 yilinda

L. Euler tarafindan tanitilmistir.
2.4. Lemma [1]:

7~ gamma fonksiyonu, g beta fonksiyonunu géstermek lzere

r(x)C(y)=T(x+y)B(x.y) (2.3)
esitligi saglanir.

S.F. Lacroix [33], me N icin f(X) =x" fonksiyonunun n 'inci mertebeden tiirevini

gamma fonksiyonundan faydalanarak hesaplamasini gostermistir. Tirevi, kesirli

turevlere genellestirmek i¢in asagidaki Lemma dan yararlanacagiz.

2.5. Lemma [33]:

Bir f(X) fonksiyonunun n 'inci tirevi D"f olarak gosterilerek nme N ve reR

olmak Gizere N <M igin,

r 1

D”(rx"‘)zr—(mJr ) X" (2.4)
r'(m-n+1)

olur.

Ispat:

f(X)ZI’Xm fonksiyonunun x e gdére n inci turevi hesaplanirsa,



D"rx"

o rm(m-1)(m-2)..(m-n+1)x""

B r'(m—.n)! "
_ I(m+1)
- r'(m-n+1)

m-n

r.X

olarak bulunur. Burada n in kesirli degerleri igin gamma fonksiyonunun degerlerinin
hesaplanabileceginden dolayi bir fonksiyonun kesirli tlirevinden de s6z edilebilir.

2.6. Tanim [1]:

f,[a,b] araliginda integrallenebilir bir fonksiyon ve neN* olsun. J] integral

operatori

ngm:—i—ru—q“famt

()=
seklinde tanimlanir. me R, ne N*, m>n olsun. f,[a,b] de siurekli tirevlenebilir bir
fonksiyon ve J integral operatéri olmak tizere
D"f =D"J™"f

saglanir.
1 1 :
Ozel olarak m=1ve n= > secilirse D2 f = D'(J 2 f] olur.

(2.4) esitliginde, n ve m dogal sayillarinin yerine sirasiyla g <a reel sayilari

alinirsa,

F(a+1)

a—p
T(a—p+1)" (2:5)

D/ (rx*)=r

tanimi yapilabilir.

2.7. Ornek:

f (X) =X fonksiyonunun %'inci turevi igin (2.2) esitliginde r=a =1, B :% alinirsa,



r(2) e_ 2 2.6

" 1(3/2) Jz

1/2

bulunur.

Simdi sirasiyla Riemann-Liouville ve Caputo kesirli tiirev tanimini verelim.

2.8. Tanim [4]:

f, fonksiyonu her sonlu (a,x) arahginda siirekli ve integrallenebilir bir fonksiyon ve
a .. e

neN*, n—1<a<nolsun. , D, tiirev operatérii

cepy.Lod"E
D, f(x)_r(n——a)ﬁg(x t)" £ (t)ot

a
seklinde tanimlanir.
2.9. Tanim [4]:

f, n defa diferensiyellenebilir bir fonksiyon ve N—1<a <n olsun. ;D Caputo tiirev

operatord,

D F(x) = ﬁi(x _E e Ot

seklinde tanimlanir.

2006 yilinda Jumarie, Modifiye Riemann-Liouville tiirevi olarak bilinen kesirli tirev
tanimini vermistir. Bu kesirli tlirev taniminin en énemli 6zelliklerinden biri, Leibniz
kurali ve bileske fonksiyonunun tirevinin tamsayr mertebeli tiirev tanimindakine

benzer sekilde olmasidir.
2.10. Tanim [34]:

a nci mertebeden modifiye Riemann-Liouville tiirevi

(0)=1T 1 dj(t E)(f(&)- f(0))de, O<a<l

Dta f = ’ (27)

( (t))an 1<n<a<n+1

olarak tanimlanir.



Modifiye Riemann-Liouville tiirevinin en 6nemli 6zelligi ¢carpim kurali ve zincir kurali

ozelliklerini saglamasidir. Bu ozellikler sirasiyla

D (1 (t)g (1)) = 9(t)07 f 1)+ 1 (D g 1) 28
D7 fg(t)]=f,[9(t)]Dra(t) (2.9)
seklindedir.

Calismalarimizda kullanacak oldugumuz bir diger kesirli tlirev tanimi olan Liouville

kesirli tirev tanimi agsagida verilmistir.
2.11.Tanim [3]:

a nci mertebeden Liouville kesirli integral

(1)) = (=) £ e

(o)
olarak tanimlanir.
2.12. Tanim [3]:

fa—‘:min{ZeZ:ZZa} tavan fonksiyonu olmak lzere, o nci mertebeden Liouville

kesirli tirev

— ’—0’-| d (a}—a _ a 1 d’—a-‘ T [a a1
(D f)(X = dtM( fXX = r(a]-a)dlTs J(t-x) f(t)dt

olarak tanimlanir.

Liouville kesirli tiirev tanimina dikkat edilirse, ae(O,l) igin G(t)=£w(s—t)_ax(s)ds
olarak alinirsa, G'(t)= —F(l—a)(D_“XXt) elde edilir.

Fiziksel olaylarin modellenmesinde, eger c¢alisilan alan ayrik zaman araliklarinda
gerceklesiyorsa, bu durumda fark denklemleri kullaniir. Bu amacla, asagida fark

operatori ve kesirli fark operatoriiniin tanimi verilmistir.



2.13. Tanim [35]:

acR icin N,=N,+{a}={a,a+lLa+2..} ve f:N, >R olmak iizere fark

operatoru
Af(t)=f(t+1)-f(t)
olarak tanimlanir.

Fark operatoéri igin carpim ve bélim kurali asagida verilmistir.

2.14. Teorem [36]:
a) A(f(t)(t) = Af (t)g(t)+ f (t+1)ag(t)

b) A( f(t)j _ g(t)Af(t)- f(t)ag(t)

a(t) g(t)a(t+1)

esitlikleri saglanir.

2.15. Tanim [37]:

acR icin N,=N,+{a}j={a,a+la+2..) ve f:N, >R olmak iizere f

fonksiyonunun v > 0 inci mertebeden kesirli toplami

-

—V

Avf(t):%‘/)s (t—s—1)"f(s)

a
olarak tanimlanir. Dikkat edilirse, A™ f , N, dan N, ye tanimlidir.
2.16. Tanim [37]:

m bir pozitif tamsay, m-l<g<m ve m:ﬂu—‘ olsun. V=M-—4 alinirsa, f

fonksiyonunun f nci mertebeden kesirli fark operatori
A F(t)=A""F(t)= A"A™ £ (t)

olarak tanimlanir



2.17. Tanim [38]:

Sifirdan farkh bir X(t) ¢6zimiu t, >0 olmak tzere [tO,OO) araliginda keyfi sayida,

yeterince blyuk sifira sahipse bu aralikta salinimlidir, denir. Aksine, s6z konusu ¢dzim

[tO,OO) araliginda sonlu sayida sifirlara sahipse bu aralikta salinimsizdir denir.

2.18. Tanim [38]:

GOz onlne alinan diferensiyel denkleminin tim c¢oézimleri salinimli ise denkleme

salinimli denklem denir.

2.19. Ornek:

X"(t)+ X(t)z 0 diferensiyel denkleminin Xl(t)z COS(t) ve X, (t)z sin(t) seklinde
salinimh ¢ozlimleri vardir.

2.20. Ornek:

X"(t)— X(—t) =0 diferensiyel denkleminin Xl(t): sin(t) seklinde salinimli bir ¢6ziimi ve
X, (t)z e' + e seklinde salinimli olmayan bir ¢cézim vardir.

Simdi ¢alismalarimizda ¢okca kullanilacak olan asagidaki iki lemma yi verelim.

2.21. Lemma [39]:

A ve B negatif olmayan reel sayilar ve l+1 =1 olacak sekilde m,n e R olsun. Bu
n

m
durumda,
1 1
lA-i-lB > AmBn
m n

esitsizligi saglanir.
2.22. Lemma [39]:

A ve B negatif olmayan reel sayilar olsun. Bu durumda, 4 >1 igin
JAB* — A <(1-1)B*

esitsizligi saglanir.

10



BOLUM 3

SALINIMLILIK KRITERLERI

Bu boélimde bazi diferensiyel denklem siniflarinin ¢éziimleri igin salinimhhk kriterleri

verilecektir.

3.1 Kesirli Mertebeden Fonksiyonel Terimli Diferensiyel Denklemlerin Salinimhihgi

Bu kisimda, oOncelikle literatiirde bizi bu calismaya motive eden bazi calismalar
verilecektir. Daha sonra incelenen denklem sinifinin  salinimhhk 6zelikleri

incelenecektir.

Q. Feng [40] ve arkadaslan t>t; >0 ve O<a <1 igin,

D (r(t)y (x(@)D; x(t))+ at) f (x(t)) = e(t)

seklindeki kesirli mertebeden zorlayici terimli diferensiyel denklemleri calismislardir.

Burada D;° modifiye Riemann-Liouville kesirli tlrevini goéstermektedir. Ayrica
C“(X,Y) ile siirekli & mertebeden kesirli tiirevi bulunan f:X —Y fonksiyonlarinin
kiimesini gostermek lzere, r eC“([to,oo), R*), g.eeC([t,, ) R) ve v, f eC(R, R)
seklindedir. Ayrica her X#0 ve bazi m pozitif sabit sayilari igin xf(x)>0 ve

0< l//(X)S M egitsizlikleri saglanmak tzere bazi salinimhlik kriterlerini elde etmiglerdir.

S. Ogrekci [41] bir calismasinda t>t, >0 ve 0 < <1 igin,

D¢ (r(t)y (x(A)D x(t)+ F(t x(t), x(z(t) = e(t)

11



denkleminin  salinimhhk  o&zelliklerini  galismistir.  Burada reC”‘([tO,oo),R+),
eeC(lt,,)R), wC(R,R), FeC([to,oo)x RZ,R) ve reC([to,oo),R+) seklindedir.

Ayrica her X e R ve bazi M pozitif sabit sayilari igin 0< W(X)S M esitsizligi saglanmak

tzere salinimliklik kriterleri elde etmistir.

Q. Feng [42] t>t, >0 ve O<a <1 igin,

D/ (r(t) k, (x(t), D/ x(t)))+ p(t)k, (x(t), Dy x(t)) D x(t)+q(t)f (x(t))=0
seklindeki denklemlerin salinimlilik 6zelliklerini arastirmistir.

Bu calismadaise t>t;, >0 ve O < <1 igin,

D (r (t)k, (x(t ), D x(t ))) + p(t)k, (x(t ), D x(t )) D& x(t )J
+ F(t, x(t), x(z(t))) = e(t)

bicimindeki kesirli mertebeden diferensiyel denklemler incelenmistir. Burada

(3.1.1)

rec”(t,,»),R*), k eC*(R?,R?), k, eC(R?R?), FeC(t, )xR*R) ve
lim,_,, z(t)=c0 olmak uzere reC([tO,oo),R*) seklindedir. Ayrica her ueR ve

veR\{0} ve bazi K porzitif sabit sayilar, kf(u,v)é Kvkl(u,v) ve uvkz(u,v)>0

esitsizliklerini saglamak Gzere salinimlilik kriterleri elde edilecektir.

(3.1.1) denkleminin salinimhlik davranisini incelemek icin asagidaki kosullar ve

fonksiyon siniflari kullanilacaktir.
Kosullar,

K1) T >t, igin,

te[s,,t] igin e(t)SO

te[s,,t,] icin e(t)ZO

olacak sekilde T <5, <t <, <t, vardr.

K2) tel[s,,t]U[s,,t,] ve x=0,ueR igin F(t,x,u)IXZq(t)|x|H olacak sekilde

q(t) >0 fonksiyonu ve y >1 sabiti vardir.
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seklindedir. Ayrica 1=1,2 igin,
B(s;.t, )= {u e C'[s,.t,]: ut)=0forte(s,.t;),u(s,)=u(t,) =0}

tanimlansin. G € B(s;,t,) ve g € C([t,,),R) olmak iizere bir A(;S;,t;) fonksiyoneli

A(g;s; 1) = }Gz(t)g(t)dt, s, <t<t,i=12,

seklinde tanimlansin. Dikkat edilirse A(-;S;,t,) lineerdir ve

G’ G’
AQ';s,t) = AR g;s,t) > ~A(2—
(9 )=—AR5 s h) (‘G

l9fsi.t)
saglanir.
D= {(t,s) Cf<s<t< oo} olmak tizere,

a) H{t,t)=0 ve t > s igin H(t,5)>0,

oH
by H, D lzerinde h,h,e L,OC(D,]R+) igin, S h(t,s)»\w (t,s),

86—H=—h2 (t,s)4/H (t,s) olacak sekilde OH /0t ve 0H /0s kismi tiirevlerine sahiptir.
S
Kosullarini saglayan H € C(D, R) fonksiyonlari g6z 6niine alinacaktir.

(3.1.1) denkleminin salinimliligini incelemek icin bir baska fonksiyon sinifi olan Y i

tanimlayalim.

E={tsl): t, <I<s<t<oo} olmakiizere ® e C(E,R) fonksiyonu,
T1) O(t,t,1)=0; O(t,1,1)=0 ve | <s <t igin ®(t,s,1)=0.

T2) @ fonksiyonunun E tizerinde 0®/0s kismi tiirevi vardir.

kosullarini sagliyorsa (D('[,S,|) fonksiyonu Y sinifindandir denir ve @ €Y ile gésterilir.

® €Y fonksiyonuigin g € C([to,oo), R) ve t, <l <s <t olmak lzere,
t

T[g;l,t]:J'cDZ(t,s,I)g(s)ds
|

13



tanimlansin. Ayrica ¢ fonksiyonu,

oD(t,s,1)
05

#(t,s,1)@(t,s,1)
seklinde tanimlanirsa, T[-;l,t] lineer operatorii g € Cl([to,oo), R) icin

T[g"1,t]=-2T [eg;],t]
esitligini saglar.
3.1.1 Teorem:

(K1) ve (K2) kosullarinin saglandigini kabul edelim. Eger

H, (t.s) ::hi(t,s)—/s'—(t) H(ts) ve Qt)=y(r—1"""[q®)F )" (0° =1

p(t)
kabultiyle) olmak tizere i =1, 2 icin,

i A (a0 - e, e

S

(3.1.2)

g ) y
e a) jp(s)[“ (£,5)Q(s)-“2H, (s.¢, )}ds>0

5
esitsizli§ini saglayacak sekilde & (s;,t;) sayilar, yukaridaki (a) ve (b) kosullarini
saglayan HE(D,R) fonksiyonu ve peCl([tO,oo),R+) fonksiyonu varsa (3.1.1)
denklemi salinimhdir.

Ispat:

Aksine X(t), (3.1.1) denkleminin salinimli olmayan bir ¢6zimi olsun. Bu durumda X(’[)

eninde sonunda tek isaretli kalacaktir. Yani yeterince buyuk bir T, >t, igin [T,,0)

tzerinde X(t):t 0 dir. t>T, igin

(3.1.3)

) = plt) <X>(<t2’)Dta ()

tanimlansin. Boylece,

14



(0 ()
D20, s K 2XOIOE)
yazilir. (Kz) ve K, nin kabuliinden
a < e(t) r], DY (t) 1 2
Drwlt) < p(t)(m)_q(tnx(tx }T/;)W( - O 5.14)

elde edilir. (Kl) den, eger X(t)>0 ise bu durumda te[sl,tl] icin e(t)<0 olacak
sekilde s;,t; > T, segilebilir. Benzer sekilde eger X(t)< 0 ise bu durumda t € [Sz,tz] icin

e(t)ZO olacak sekilde s,,t, >T; segilebilir. Bu ylzden i=12 ve te[si,ti] igin

e(t) . o elt) _|e(t) "

@_O yazilabilir. Yani X(t) = X(t) olur. Boylece (3.1.4) den

DtaW(t)S p(t)[— % - q(t)|x(t)|ylj + Diggt)w(t)_ Kp(:)r(t)wz (t) (3.1.5)
elde edilir. » >1 igin, M=y, N= ﬁ , A= yq(t)|x(t]7_1, B =ﬁ % secilirse,
Lemma 2.21 den

q(t)[x() " + )e(it:; > Q(t) (3.1.6)

bulunur. (3.1.6) esitsizligi =1 igin saglandigi agiktir. Bu yuzden (3.1.5) ve (3.1.6) dan

y=1,i=1,2ve te[si,ti] igin,

pewit) < pt)o0)+ 2P L e 517

elde edilir. Burada W(t)=W(&) olarak alinirsa Df’w(t):wy(g) ve Df’p(t):p'(f)

olacagindan, (3.1.7) esitsizligi i =1, 2 ve §e[§sl ,é} icin

15



1 2
_—Kp(g)F(g)W (é) (3.1.8)

olacaktir. 6, (é:s’gt) araliginda herhangi bir sayl olmak tzere (3.1.8) esitsizliginde &
yerine s yazilir, H (5,5) ile carpilir ve §e[é‘i,§ti) igin [0;,&) Uzerinde integral alinirsa,
¢
IH (&,5)p(s)Q(s)ds

G

s_fH (5,s)w’(s)ds+jH (f,s)[mw(s)—;wz(s)]ds

5 p(s)

(£ w(0)- u (<) (219) G s)es

1 S
H(Q@)JH(; S)p(S)Q(S)dS
] ﬂ (3.1.9)
tKp(s)r
gw<@>+H(;5‘)£ ZOLC NP
bulunur.

Diger taraftan (3.1.8) esitsizliginde & vyerine s yazilarak, H(S,f) ile garpilir ve

§e[§si ,6,) igin (&,0,) uzerinde benzer sekilde integral alinirsa,

16



s_H(@,g)w(ai)inf(s,g)ds.

elde edilir. Burada esitsizligin her iki tarafi H (5, &, ) bolunirse ve & — & igin

S

1

H(s & )p(s)Q(s)ds
T R Es)eEe)
5 K (S)F(S) (3.1.10)
1 - Kp 2
<-w(3, )+ HS (s, & )ds
AT Ll
(3.1.9) ve (3.1.10) esitsizliklerinin taraf tarafa toplanmasiyla
1 G 1 Sy
H{s & )p(s)Q(s)ds+——= |H (S, .s)p(s)Q(s)ds
H(éﬂé)g{ (.4 ) p(s)Q(s) H(éu@)i (&,.5)~(s)Q(s)
1 SKp(s)r(s),, 1 TKp(s)r(s)
< H (s, ¢ )d H,(& ,s)d
H(@,gsi)g'[ 4 1(395%) S+H(§ti,5i);)[ 4 2(5I S) S
esitsizligi bulunur. Bu esitsizlikte (3.1.2) ile celiseceginden ispat tamamlanir.
3.1.2. Teorem:
(K1) ve (K2) kosullarinin saglandigini kabul edelim. Eger i =1, 2 igin,
(6) -
A(Q:éi,éi)>A(KFr:§si,§ti) (3.1.11)

esitsizligini saglayacak sekilde bir GeB(si,ti) fonksiyonu varsa (3.1.1) denklemi

salinimhidir.
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ispat:
Aksine X(t), (3.1.1) denkleminin salinimli olmayan bir ¢ézimi olsun. Bu durumda

X(t) eninde sonunda tek isaretli kalacaktir. Yani yeterince buylk bir T, >t, igin

[T,,0) tzerinde X(t)#0 dir. t > T, igin

w(t) =

(3.1.12)

r(t)kl(x(t), D{"x(t))
x(t)

tanimlansin. Boylece,

oldugu gorulir. (Kz) kosulu ve Kk, fonksiyonu tizerindeki kosul g6z niine alinirsa,

1
Kr(t)

Drw(t) < % a(Ox(t)] -

elde edilir. (K,) den, eger X(t)>0 ise bu durumda te[s,t] icin €(t)<0 olacak

W (t) (3.1.13)

sekilde st > T, secilebilir. Benzer sekilde eger X(t) <0 ise bu durumda tE[SZ,tZ] icin

e(t)ZO olacak sekilde s,,t, 2T, segilebilir. Boylece hem [51’t1] hem de [Sz,tz] icin

E_ 0 yazilabilir. Yani _eh _

X(t)

% olur. Boylece (3.1.13) den

bulunur. Teorem 3.1.1 in ispatina benzer sekilde Lemma 2.21 den, [31't1] ve [Sz,tz]

araliklarinda,

DW(t) <—Q(t)———— WA (t) (3.1.14)

Kr(t)
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esitsizliginin  saglandigi  goérilir. Burada W(t)zw(f) dondsimi  yapilirsa
Dt“W(t)zwr(;f) olacagindan, (3.1.14) esitsizligi fe[gfsi ,SJ, i=1, 2 igin,

w’(g)s-Q(g)-%(g)wz(g) (3.1.15)

haline donusur. (3.1.15) esitsizliginin her iki tarafi G2 (&) ile carpilir ve i=1ve 2 icin

&, den & vyeintegral alinirsa,

. m B 1 2
AQig, .8) < A(z g W= @ s (3.1.16)

elde edilir. Burada v >0 igin,

m(v)zzgv—iﬁv2
G| Kr

fonksiyonunu goz oniine alalim. Bu fonksiyonun maksimum degeri m'(v*):O ve

~

* . . * G’ s
m”(v )<0 icin V' = KHI‘ olarak bulunur. Boylece,

olacagindan

A(Q;é,sii)SALK(g;) F;ei,éij

elde edilir. Bu da kabullimizle celisir. Dolayisiyla (3.1.1) denkleminin her ¢dzimi

salinimlidir.
3.1.3. Teorem:

(K1) ve (K2) kosullarinin =1 igin saglandigini kabul edelim. Eger i =1, 2 igin,

T[q(s)—K¢2r(s);§si,§ti]>0 (3.1.17)
esitsizligini saglayacak sekilde bir @ €Y fonksiyonu varsa (3.1.1) denklemi salinimlidir.
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ispat:

Aksine X(t), (3.1.1) denkleminin salinimli olmayan bir ¢6ziimi olsun. Bu durumda
X(t) eninde sonunda tek isaretli kalacaktir. Yani yeterince biyik bir T, >t, icin
[Ty,00) tzerinde X(t);t O dir. Teorem 3.1.2 nin ispatindaki gibi (3.1.12) tanimlanirsa ve

benzer islemlerle i =1ve 2 igin ée[fsi ,é,‘ti] olmak Uzere,

w (&) (3.1.18)
elde edilir. (3.1.18) esitsizligine T [-;fsi ,fJ operatori uygulanirsa & > &, igin,

Tla(s)i&, & |<T| 2llw(s)|- K;l(S)WZ(S)?fsufn (3.1.19)

elde edilir. Burada v >0 igin,

1
F :2 — 2
(v)=2lgfv—-=v

fonksiyonunu goz oniine alalim. Bu fonksiyonun maksimum degeri F'(V*)=0 ve

F”(v*) <0 igin V' = K|(0|F olarak bulunur. Boylece,
olacagindan

Tla(s):&, & [<T[Kp'r(s):&, & |

esitsizligi elde edilir. Bu sonug kabuliimiizle geliseceginden (3.1.1) denklemi salinimlidir.
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3.2 Kaesirli Mertebeden Dogrusal Olmayan Diferensiyel Denklemlerin Salinimhilig

Bu kisimda, D" Modifiye Riemann-Liouville kesirli tirevini gostermek lzere, 0 < a <1,
te[to,oo), 7, ve 'y, iki tek pozitif sayinin orani, aeC“([to,oo),R*),
reCza([tO,oo),R+), qu([tO,oo),R+) seklinde pozitif fonksiyonlar ve X#0 igin

k e R* degerleri icin f(X)/ X>K esitsizligini saglayan f € C(R, R) fonksiyonlari igin,

Dg(a(t)(og (r0Dex)) )Y}q(t)f(x(t)):o (3.2.1)

seklindeki kesirli mertebeden diferensiyel denklemler g6z 6niine alinacaktir.

Literatlirde yapilan calismalar dikkate alindiginda calismamiz icin en dikkat ceken

¢alismalar asagida verilmistir.

Feng [43],
D¢ [r) XY J+ pOBXW) +a(0) £ (x(1) =0
Dy D¢ (r(t) D x(1)))+ at) x(t)

te[to,OO) , O0<a<l icin dogrusal olmayan séndirtict terimli kesirli mertebeden

0

diferensiyel denklemini ve kesirli mertebeden dogrusal diferensiyel denklemini
incelemis, ve genellestirilmis Riccati dontsimi teknigi ile bazi salinimlilik kriterleri elde

etmigtir.

Liu ve arkadaslari [44],

D¢ {at)(Dr (rt) DX )+ o) £ (x(t)=0

kesirli mertebeden dogrusal olmayan diferensiyel denklemi icin bazi salinimlilik

kriterleri elde etmiglerdir.

Bu kisimda, (3.2.1) denkleminin salinimlilik 6zelliklerini incelemek icin &=t /T(1+ )
omak were al)=A(); HO-FE); aO-GE); ales)=LEE)s
donlsiimleri géz onune alinacaktir. Burada i=0,12,3,4,5 icin ¢ :ti"‘/l"(1+a) ve

o,(t,t)= 5‘1(5, &) seklindedir. Ayrica D ={(t,s) : t, <s <t <oo} olmak iizere,
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H1) H(t,t)=0 ve t > s icin H(t,s)>0,

oH
H2) H, D uzerinde h,h, el (D,R") igin, Ez—hl(t,s)w/H (t,s),
%:—h2 (t,s)\/H (t,s) olacak sekilde oH /ot ve oH /8s kismi tiirevlerine sahiptir.

(H1) ve (H2) kosullarini saglayan H € C(D, R) fonksiyonlari géz dniine alinacaktir.
3.2.1. Lemma:

X(t) 'nin (3.2.1) denkleminin eninde sonunda pozitif bir ¢éziimi oldugunu ve

I |

v[:0é_lTZ(S)dS:OO (322)
o ]

j OFlTl(S)ds = o0 (3.2.3)
S I I g i

L [@L {%L q(s)ds} dz} d¢ =00 (3.2.4)

oldugunu kabul edelim. Bu durumda [T,OO) Uzerinde Dt“(r(t)[Dt“x(t)]h)>0 ve ayrica
Dt”‘x(t)>0 yada lim X(t)z 0 olacak sekilde yeterince biiyiik bir T sayisi vardir.
ispat:

X(t) 'nin (3.2.1) denkleminin eninde sonunda pozitif bir ¢6zimi ve (3.2.2), (3.2.3) ve

(3.2.4) denklemlerinin saglandigini  kabul edelim. Ayrica fzt“/l"(l+a) icin
at)=a(&), r(t)=7(£), x(t)=%X(£), alt)=4(£) fonksiyonlarini gbz 6niine alalim. Bu

durumda,
Dfa(t)=Dya(¢)=a (£)Dré(t)=a'(é)

olacagindan Dfr(t)=7"(¢), Dx(t)=X (&) ve Dfq(t)=§(£) elde edilir. Boylece

(3.2.1) denklemi & =&, >0 igin,
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atef el el | e ne)-o 523

formuna dénusir. Bu durumda i(é), (3.2.5) denkleminin eninde sonunda pozitif bir

¢dziimii olur. f fonksiyonunun tanimindan f(X(&))> 0 olacaktir. Béylece & >, icin,
aeffelel)) | -ae oo 526

yazilir. Bu durumda [951,00) tzerinde 5(5)((?(5)[?(5)]”)’)h kesin azalandir. Buradan

(F(cf)[i'(é)]”) ifadesi eninde sonunda tek isaretlidir. Biz, [£,,00) iizerinde yeterince
buyik bir &, >£ igin (F(af)[i(f)]h) >0 oldugunu iddia ediyoruz. Aksine [&;,)
uzerinde vyeterince buyik bir &£ >¢&, igin (F(f)[i'(f)]ylj <0 olsun. Bu durumda

[fs,oo) uzerinde F(é)[)?(f)]yl kesin azalandir. Béylece,

ol 6 e ) - 2 el el

al/}/z
1

<a'(g)\ ( &) [X &) ]h)j T(S)ds

yani

e e ST e e R G it

elde edilir. Burada (3.2.2) den, lim__, F(f)[i’(f)]“:—oo oldugu goriliir. Boylece

yeterince buyik bir &, > &, igin [54,00) iizerinde X (£)<0 bulunur. Bu durumda,

X(&)-%(&)=[ X (s)as=] :yl—gi'(s)dsﬁ ()R (&) %(S)ds

ve dolayisiyla,

< R @] 7y
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olur. Burada (3.2.3) den, Iimgﬁw i(ﬁ):—oo elde edilir. Ancak bu Y(f) 'nin (3.2.5)
denkleminin eninde sonunda pozitif bir ¢6zimi olmasiyla gelisir. Dolayisiyla [52,00)
zerinde (F(g)[i’(g)]“) >0 olacaktir. Yani [tz,OO) tzerinde Dt“(r(t)[Dt“x(t)]’l)>O
bulunur. Bdylece, Dx(t)=X (&) eninde sonunda tek isaretli olacaktir. Simdi yeterince
biyik bir & > &, icin [&,0) izerinde X (£)<0 oldugunu kabul edelim. §(§)>O
oldugu iin lim,_,, X(£)= 8 >0 yazilabilir. Biz #=0 oldugunu iddia ediyoruz. Aksine
>0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda [555,00) uzerinde i(g‘)Zﬂolacaktlr.

Dolayisiyla, M eR* icin  f(X(&))=kx(&)>kB>=M vyazlabilir. Bdylece (3.2.6)

esitliginden

[a(é)[(f(é)[f’@)]” )” =-4(¢) f (%(¢))<-a(¢)M (3.27)

elde edilir. Burada (3.2.7) esitsizliginde, & yerine s yazilarak, s 'ye gére & den » 'a

integral alinirsa,
jia(s)((ir'(s)[i ) ) )72 } ds <M [(s)ds,

~ae)Fel @) <[ a6

Foker)-[m ra(sms}”“ 5.28)

bulunur. Burada (3.2.8) esitsizliginde, & yerine r yazilarak, = 'ye gore & den » 'a

integral alinirsa,



olacagindan,

1y, In
§(§)< _Mllyzij':{air'q(s)ds} dz':| (3.2.9)

r(¢)* [a()”

bulunur. Benzer sekilde (3.2.9) esitsizliginde, & yerine ¢ yazilarak, ¢ 'yva gére &, den

& 'ye integral alinirsa,

[[% (s)ds <-m¥r [ {% ﬂ% J.:Oa(s)ds}l 72 dr} d¢,

Un

HE)<K(E)- M j"‘[;j;[ifa@)dsr”d{ »

elde edilir. Béylece (3.2.4) esitliginden, lim i(g):—oo bulunur. Bu da Y(ﬁ) nin

t—oo

pozitif c6zim olmasiyla cgelisir. Dolayisiyla ispat tamamlanir.

3.2.2. Lemma:
X(t), yeterince blyik bir t, >t icin [tl,OO) tUzerinde
D¢ (r®)[Dex) J>0, Dex(t)> 0 (3.2.10)

esitsizliklerini saglayan (3.2.1) denkleminin eninde sonunda pozitif bir ¢6zimi olsun.

Bu durumda t 21, igin

- (t)[Dt“(r(t)[rlii?t(;)]”)]l 5 (,) 5211)
saglanir.
Ispat:

X(t), (3.2.1) denkleminin eninde sonunda pozitif bir ¢6ziimi olsun. Bu durumda (3.2.6)

O\ V2

esitliginden [51,00) uzerinde 5(5)[(F(§)[7(§)]71)j nin kesin azalan oldugu elde

edilmisti. Boylece,

25



FOR @ 2FOR @ -FER @)
ekl

3 gl (s)

>3 (g ( ) y
"'72

:51/}/2 ( )5 5 é:l

bulunur. Baska bir ifadeyle,
r(t)[DEx@)]* =t (t D“( )[Dex( Y)él(t,tl) (3.2.12)

seklinde yazilir ve (3.2.12) esitsizliginin her iki tarafi 1/ r(t) ile carpilirsa,

RN 10 R0 A,

r*'7(t)
elde edilir.

3.2.3. Teorem:

Lemma 3.2.1 deki (3.2.2), (3.2.3) ve (3.2.4) sartlarinin ve 7,7, =1 in saglandigini kabul

edelim. k e R igin

Ji{ka@)a(s)—%(z;( 5157 (5,6,)5(6) +F(0)F (5)f

F(s)g ()5 (s.4,)

AL TG Fr s G2

77(s)
esitligini saglayan ¢ eC” ([to,oo),R+) varsa, bu durumda (3.2.1) denkleminin her
¢6zimu salinmhdir ya da lim, X(t): 0 saglanir.
ispat:
Aksine X(t), (3.2.1) denkleminin salinimh olmayan bir ¢6ziimi olsun. Bu durumda
genelligi kaybetmeksizin, yeterince buyuk bir 1, igin [tl,oo) Uzerinde X(t)> 0 oldugunu

varsayabiliriz (Benzer sekilde X(t)<0 durumu da incelenir). Lemma 3.2.1 'den
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yeterince blyldk bir t, >t icin [IZ,OO) uzerinde Dt‘"(r(t)Dt”‘x(t))>O ve ayrica
Dx(t)>0 vya da lim,__ x(t)=0 oldugunu biliyoruz. Béylece, [tz,oo) tzerinde

Dt‘"x(t) > 0 alinirsa ve asagidaki genellestirilmis Riccati fonksiyonu tanimlanirsa,

ve

yani
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Dfo(t) < ngy(t)@—kgo(t)q(t)w(t) D p(t)

o(t)
o SO 220
oro)= (] Lo, 2 GOk ko ma s oworat) e
S -0 (5 )
elde edilir. Burada A=2, A= (%me&) ve
5 2008 o) P ODI)
2 s)s ()
D of)< o)D) ) ) )
(3.2.15)

120057 (4,000 D 0)f
i e L)

yazilir. (3.2.15) esitsizliginde w(t)zg)(f) dondsimi  yapilirsa, bu durumda

Dfalt)=a (&) ve Dta¢(t) = 5(5) olacagindan,

5605 €30 S ()

L1005 (6.6) )+ T ()d ©f
4 Fi(&)g(£)51 (&8,

(3.2.16)

bulunur. Burada & yerine s yazilirsa ve (3.2.16) esitsizliginin her iki tarafinin &, 'den

& 'ye integrali alinirsa,
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o 12098 (5.8)A(5)+ 7 (5)5 (5))
Jléz kQ(S)¢(S)_Z ~1/;/1(S) (3)51/71(8 52)

w0l 55 ) -0(0)5 0

7 (s)
<@(8)-b(8)<d (&)<
bulunur. Bu esitsizlik, (3.2.13) esitsizligiyle celisir. Dolayisiyla ispat tamamlanir.
3.2.4. Teorem:
Lemma 3.2.1 deki (3.2.2), (3.2.3) ve (3.2.4) sartlarinin ve 7,7, =1 denkleminin

saglandigini kabul edelim. Ayrica ¢7, Teorem 3.2.3 deki gibi tanimlansin. Eger yeterince

biyik bir T > & icin T <a<C <D olacak sekilde,

L[ (s ) ka(6)5(6)-B16)5 5)+ 7(6) 252 ) s
o

L) 613605 61+ )

)
S (Sg(m(s,a)—(;;) 200 (s as

A

(3.2.17)

esitsizligini saglayan bir ¢ €C” ([tO,OO),R+) fonksiyonu varsa (3.2.1) denkleminin her
¢6zimi salimmhdir ya da lim,_ X ( )= 0 saglanir.

Ispat:

Aksine X(t), (3.2.1) denkleminin salinimli olmayan bir ¢6zimui olsun. Bu durumda
genelligi kaybetmeksizin, yeterince buyuk bir 1, igin [tl,OO) Uzerinde X(t)> 0 oldugunu
varsayabiliriz (Benzer sekilde X(t)<0 durumu da incelenir). Lemma 3.2.1 'den

yeterince blyldk bir t, >t icin [IZ,OO) uzerinde Dt“(r(t)Dt“X(t))>O ve ayrica
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~

D#x(t)>0 yada lim_ x(t)=0 saglanir. Bu durumda (3.2.14) saglanur. a)(t), a)(f)

Teorem 3.2.3 deki gibi tanimlansin. Béylece DZa(t)= @ (£) ve D¢(t)= (Z(f) olur.

@ (E)<d (/3/((5) 51/71(9352) ($) kG (EVA(EV L3 (E) B
@366 53 A a0 6 -

[52,00) uzerinde @ >b > C olacak sekilde a , b, c sayilarini segelim. Ayirca & yerine

s vyazilsin ve (3.2.18) esitsizliginin her iki tarafi H(é,s) ile carpilarak ¢ den ¢ ye

integral alinsin. Bu durumda,

[He s>{ka(s>5<s>—5<s> 056552 ;2<s>}ds
< —f H(£,s)@ (s)ds

Dl S ] ool

yazilir. Kismi integrasyon kullanilirsa,

H(£.0)a(c)- [ (6.5 EJa(s)cs
(s (5), 28 (£)p(9)]_ (58 oo
Je { {(;,s 7 (5) }rﬂws)@(s) ”}d

bulunur. Boylece,
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FHEEF6)-7(6)5(6)+ 7622 52(g) s
P (s)

C

<H(z.c)alc) 2
1 E o

c

e {5+ g )
+15M(h2(§,s) (¢—(52 28 ﬂ,if? ),/ gs)zds

©4517(s,&,)

R A e R NEIED)ET

olacagindan & —b™ icin ve esitsizligin her iki tarafi H(b,C) ile bluniirse,

L JjH(b,s>{ka<s)a<s)—5<s>a< (s >%(f)>p . )}ds
< E)(C)—I— 1 J-b FUn (S)(igs) (h (b S) ((;;() 257 ~1/Sn§2 ) /—b S )st

H(b,c)* 457 (s,&,)

elde edilir. Diger taraftan, benzer hesaplarla & yerine s yazilarak (3.2.18) esitsizliginin

(3.2.19)

her iki tarafi H(S,gg) capilarak & den c yeintegral alinirsa,

"H(s G(s)p(s)-o + w% S
[ He 703617 0+ 755 52

Ny 5 )i ) G e

4517 (s,&,) " P

r

elde edilir. Burada & —a" igin ve esitsizliginin her iki tarafi H(c,a) ile bolunirse

L r s,a) kg (s)a(s)-a(s M S
S 8 ){m( F-F07 6 oo )}d
cTYn (S)¢§S) (hl(s,a)—(% 25V :1/;52 ) /—S a )st

- 1
<00 ek 557

bulunur. Boylece (3.2.19) ve (3.2.20) esitsizlikleri taraf tarafa toplanirsa,

(3.2.20)
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! r s,a)lkg(s)a(s)-g(s)p (s)+ sw S
[ el ale)ie)- #0701 761 52 7 o

7 (s)
S N i @;Gh@;a)—(ié 2205000 s ) ds

s )=+ e RS s

! J*’H<b.s>{ka<s>5<s>—5< 5 )+ 61 ) 7 )}ds
)

elde edilir. Bu esitsizlikte (3.2.17) esitsizligiyle gelisir. Dolayisiyla, (3.2.1) denkleminin

her ¢6zim salinimlidir.

3.2.5. Teorem:

Lemma 3.2.1 deki (3.2.2), (3.2.3) ve (3.2.4) sartlarinin saglandigini ve 7,7, =1 oldugunu
kabul edelim. Ayrica ¢ Teorem 3.2.3 deki gibi tanimlansin. Eger & > &, igin G(f,f)z
ve £>S>& igin 6(5,8)20 sartlarini saglayan ve pozitif olmayan stirekli G.(&,s)

kismi turevine sahip fonksiyonu igin

(65 l5.8) 5

7 (s)

_1(28(5)5 7 (5,£,) pls) + T ”@M@W}x
4 P (s)g(s)or" (s.£,)

S

£

imsun L [ 69) 61500 07 ) -

(3.2.21)

esitligini saglayacak sekilde bir G eC([fO,OO),R) varsa, (3.2.1) denklemi salinimhdir ya
da lim,__ x ()20 saglanir.

Ispat:

Aksine X(t), (1) denkleminin salinimli olmayan bir ¢6ziimui olsun. Bu durumda genelligi
kaybetmeksizin, yeterince buyuk bir t igin [tl,OO) Uzerinde X(t)>0 oldugunu
varsayabiliriz (Benzer sekilde X(t)<0 durumu da incelenir). Lemma 3.2.1 'den

yeterince bilyldk bir t, >t icin [IZ,OO) uzerinde Dt“(r(t)Dt“X(t))>O ve ayrica
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D#x(t)>0 yada lim__ x(t)=0 saglanir. Bu durumda (3.2.15) saglanir. a)(t): a)(.f)

olsun. Boylece,

~
~

&'(§)<Ka()d(5)+ ()5 (5)-4(¢) 51:1/51(5(52)52(5)

L 1(20()51(6.8,)5() + P ()3 (&)
4 T (&)g(£)o(&,8,)

yazilr. (3.2.22) esitsizliginde & yerine s yazilir, her iki yani G(f,S) ile carpilir ve her

(3.2.22)

iki tarafinin £, den & ye integrali alinirsa,
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- [l a2 (-0 T2 o)

1 (2(5(8)511% (S’§2)5(3)+ U (S)(ZN) (S))2 .
4 Fllyl(s)@(s)glll}q(&gz)

Jie(E a2 (006 T2 5 0

| <G(&,&)a(s,)
+6(,&)[ |ka(s)é(s

™)
—~
N

|
™)
VoY

w
N—
heY]
—~

wn
N—

|

l )
—~

= 7
N
z“%:
t 3
X |~
|
\_/g\
N—

l

N

—

wn
N—

elde edilir. Dolayisiyla

imsup L 610 ae)ate)-0(6)5 (5)-0(6) T ) e

(%) (3.2.23)

120087 (5.8)5(5)+ P () (5))
4 i (s)@(s)0, (s, &)
<@(&) <o

bulunur. (3.2.23) esitsizligi (3.2.21) ile gelisir. Dolayisiyla ispat tamamlanir.

Elde edilen teoremlerden ¢ok sayida salinimhlik kriteri tiiretilebilir. Ornegin Teorem

3.2.5de G(&,5)=(&—s)" yada G(&,s)= In(%) secilirse, agagidaki sonuglar elde edilir.
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3.2.6. Sonug:

Teorem 3.2.5 in sartlan altinda,

imeun L [ - ) -36)7 )36 5 7
1RFE)5 (s s»/s(s)w“n(s)a(s))z} -
4 F””(S)i(s)ci““(s,gz) ds = (3.2.24)

saglaniyorsa, (3.2.1) denkleminin her ¢6zimi salimmhdir ya da lim,_ X (t)zO

saglanir.
3.2.7. Sonug:

Teorem 3.2.5 in sartlan altinda,

im su . ., n(£)=In(s)){kg(s)p(s)-4(s)p'(s)- (s 511/f1(3,52)~28
st B [ 06) - () 0300707 0)- 7102, 55

1(26(s)577 s, §2>/s<s>+r“n<s>a<s>>2} .
4 Fl/h(s)g(s)é—il/h(s,gz) ds = (3.2.25)

saglaniyorsa, (3.2.1) denkleminin her ¢6zimi salimmhdir ya da lim,_ X (t)zO

saglanir.
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3.3 Kaesirli Mertebeden Sondiiriicii Terimli Diferensiyel Denklemlerin Salinimlihgi

Bu kisimda, 6ncelikle kesirli Liouville tiirevi ile literatlrde yapilan calismalar verilmis ve

sondirl terime sahip bir kesirli diferensiyel denklemin salinimhhigi gcalisilmistir.

D“ Liouville kesirli turevini gbstermek tzere, Chen [21] bir calismasinda,

[r(t)(Df’ Y)”(t)] - Q(t)f(f(v—t)‘“ y(v)dvj ~0

t>0, O0<a <1, n pozitif iki tek sayinin orani, r e Cl([to,oo),R+) , qe C([to,oo),R+)
seklinde pozitif fonksiyonlar ve X#0 ve K eR" degerleri igin f(x)/x” > K
esitsizligini saglayan f eC(R,R) fonksiyonlari icin genellestirilmis Riccati doniisim
teknigi ve bir esitsizlik kullanarak bazi salinimlilik kriterleri elde etmistir.

Zheng [45],
OO0 | + PO ~al) ¢ [ [(e-v~ y(é)de‘) =0

te [to,oo), a e (0, l) icin diferensiyel denklemin salinimliligi calismistir. Genellestirilmis

Riccati fonksiyonu ve esitsizlik teknigine dayanarak, diferensiyel denklem igin bazi

salinimhlik kriterleri kurmuslardir.

Han ve arkadaglar [46] ¢alismalarinda O <a <1, t, >0 igin

a0 y)e)] - ) (-0 ys)as | =0

seklindeki diferensiyel denklemi géz online almiglardir. Burada r ve 0, [tO,OO) Uzerinde
stirekli ve pozitif fonksiyonlar, X # 0 icin Xf (X)> 0, Xg(X)> O siirekli fonksiyonlar, K,
k, pozitif sabit sayilari ve X =0 igin f(X)/ x>k, x/g(x)> K, esitsizlikleri saglansin,
ve W =0 icin g7(uv)> %97 (u)g™(v) esitsizligi saglayan 7, pozitif sabit sayisi vardir
ve U=0, ug_l(u)>0 icin g~* eC(R, R) seklindedir. Yazarlar, genellestirilmis Riccati

doénisim teknigiyle, denklem icin salinimhlik kriterleri elde etmislerdir.

Qi ve Cheng [47] t €[t,, ), a € (0,1), ve t, >0 igin
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o)D) |+ P Do x0)] —at) [

t

(E-t)“x(&)de=0

denkleminin salinimhligini incelemislerdir. Burada r Cz([to,oo),R*), ac Cl([to,oo),R+)
, ve p,q eC([tO,oo),R+) pozitif fonksiyonlar olmak (zere, yazarlar, belirli bir Riccati

doénisim ve esitsizlik teknigi ile bazi salinimlilik icin aralik kriterleri kurmuslardir .

Xiang ve arkadaslari [48] t>t, >0 ve a € (0,1) igin

)(o0)+ 0 Ex)) | ~b0) ([ (5 -ty “x(s)as ) =0

kesirli diferensiyel denkleminin ¢ézimlerinin salinimhilik 6zelliklerini incelemislerdir.
Burada ;, iki pozitif sayinin orani, t, >0 icin a, b ve q, [tO,OO) Uzerinde sirekli pozitif
fonksiyonlar, p, [to,oo) Uzerinde surekli negatif olmayan bir fonksiyon ve X#0 ve
K e R" degerleri igin 1‘(X)/X’7 > K esitsizligini saglayan f EC(R,R) fonksiyonlari
icin genellestirilmis Riccati donltsim teknigi ve bir esitsizlik kullanilarak, yazarlar

tarafindan bazi salinimliklik teoremleri kurulmustur.

Xu [49] ¢alismasinda t e [to,oo) ve O € (O,l) igin

[a(t)[(r(t) D“x(t))’H, ~F(t ] -0 v =0

denklemini géz 6niine almistir. Burada 5, iki pozitif sayinin orani, ve r eC2<[t0,oo), R*) ,

aeC([ty, 0} R") pozitif fonksiyonlar ve F(t,[~(v—t)“x(v)dv)e C(lty )< R,R)

olsun.  [*(v—t)“x(v)dv=0 igin F(t,jt‘”(v—t)‘“x(v)dv)/(jf(v—t)‘“ x(v)dv)7 >q(t)
esitsizligini saglayan bir qu([tO,oo),R*) fonksiyonu olmak (izere, yazar denklemin

salinimhlik problemi ile ilgilenmislerdir.
Bu kisimda ise ae(O,l), te[tO,OO), aeCl([to,oo),R*), reCZ([to,oo),R*),
q ec([to,oo),R*), f EC(R,R) siirekli fonksiyonu K pozitif sabit sayisi ve X # 0 igin

f (x)/x >k esitsizligini saglansin ve 71 ve 72 iki tek sayinin orani olmak lzere,
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72

[a(t)[(r(t)(D“ x(t))’ ) r } + p(t)[(r(t)(D“ x(t))" )}
~a) (] (5-1) " x(s)ds ) =0

seklindeki  kesirli mertebeden diferensiyel denklemin salinimhhk ozellileri

(3.3.1)

incelenecektir.

Bu kisimdaki yapilan islemlerde kolaylik olmasi bakiminda i=0,1,2,3,4,5 icin
stt)=[Wa(s)ds,  At)=ep((p@)aE)ds) ve ae(0l) g
G(t)=["(s—t)*x(s)ds kullanilacaktir.

3.3.1. Lemma:

X(’[) 'nin (1) denkleminin eninde sonunda pozitif bir ¢éziimi ve

Emdsﬂﬂ (3.3.2)
ijﬁ%(s)dS:oo (3.3.3)
of 1 ] 1 e .

l [r(g)f; {A(T)a(r)i A(S)Q(S)ds} df} d¢ =o0 33.4)

oldugunu kabul edelim. Bu durumda [T,c0) tzerinde (r(t)(Df‘x(t))”) <0 ve ayrica

D_“X(t)< 0 yadalim G(t)z 0 olacak sekilde yeterince biylk bir T sayisi vardir.
Ispat:

Hipotezden, yeterince biyik bir t; igin [tl,OO) iizerinde X(t)>0 olacagindan G(t)>0

dir. Bu durumda t >1, igin,

(3.3.5)

{A(t)a(t)[(f(t)(DfX(t)yl)T}’ - AR ([ (v-t)“x)av)
> kA(t)q(t)G(t)>0
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yazilir. Yani A(t)a(t){(r(t)(D“X(t)yl)Tz, [t,0) Gzerinde kesin artandir. Béylece,

(r(t)(Dfx(t)YI) eninde sonunda tek isaretli olacaktir. Yeterince buyuk t, >t igin,
[tz,oo) uzerinde (r(t)(Dfx(t)yl) <0 olacagini iddia ediyoruz. Aksine, yeterince blyuk

bir t; >, icin [t3,00) Uzerinde (r(t)(D_“x(t))”)' >0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda,

[ECCICCEERI
r(t)(Dj’x(t))(l - r(ts)(Dil X(ts ))ﬁ = L [A(s)a(s)]wz
> AV (t,)a (), ) (D7 xtt, )

1

RICO e

ds

yazilir. Boylece (3.3.2) esitliginden, lim, r(t)(D_”‘X(t))(1 =+oo elde edilir. Yani t, >,

icin [t4,00) iizerinde D?x(t)>0 dir. Bu durumda,

t, r1/71 (S)
<—T(l-a)rs(t,)Dx(t,)
t 1
><J‘t4 I’”“(S)ds

olacagindan (3.3.3) esitliginden lim,_ G(t)=—c elde edilir. Bu da, [t;,®) uzerinde
G(t)> 0 ile celigir. Bdylece [tZ,OO) uzerinde (r(t)(Df’x(t))(l) <0 elde edilir ve D“x(t)
eninde sonunda tek isaretli olacaktir. Simdi de yeterince buyik bir t. >1, icin [ts,OO)
uzerinde Df‘X(t)>O oldugunu kabul edelim. Boylece [tS,OO) Uzerinde G'(t)<0 ve
lim, G(t):ﬁZO olacaktir. Burada B =0 oldugunu iddia ediyoruz. Aksine, S >0
olsun. Bu durumda, [t;,) izerinde G(t)>/ olacakur ve M eR" igin

f(G(t))> kB >M olacagi géz 6niine alinirsa, (3.3.5) esitsizliginden, t >t icin
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st (o) || =) ([ - xton) .
> kA(t)a(t)G(t)> MA(t)a(t)
yazilir. (3.3.6) esitsizliginde t yerine s yazilarak, s ye gére t den « a integral alinirsa,

_A(t)a(t){(r(t)(D“X(t))h )Tz >M I:OA(s)q(s)ds—lim A(t)a(t){(r(t)(D“x(t))% )T

t—oo

yazilir. Yani,

olacagindan

~—
IA

(r&)(Dox)

1y,
~M Y7 [A(t;f A(s)q(s)ds} (3.3.7)

elde edilir. (3.3.7) esitsizlinde, t yerine ¢ yazilarak, r ya gore t den « a integral

alinirsa,

)X <M f{A(T)la(f) [ A(s)q(s)ds}l " de

yazilir. Yani,

1y, n
1 (= 1 0
Gt)s -M""T(l-a)| -~ | ———~]| A d d 3.3.8
() ( a){r(t)jt |:A(T)8.(T)'L (s)q(s) S} T] ( )
olur. (3.3.8) esitsizliginde t yerine ¢ yazilarak, { ya gore . den t aintegral alinirsa,

G(t)-G(t;)<-M"""I'(1-a)

Uy

o ! i
Xk[r(g)J;{A(I)a(f)I,A(S)q(s)ds} df} dg

bulunur. (3.3.4) esitliginden lim,_ G(t): —o0 oldugu goralir. Bu da G(t)> 0 ile gelisir.

Dolayistyla =0 dir. Yani lim,__ G(t)=0 bulunur.
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3.3.2. Lemma:

X(t) 'nin yeterince blyuk bir t, >t icin [tl,OO) Uzerinde (r(t)(Df’x(t)yl) <0, D“x(t)<0
sartlarini saglayan (3.3.1) denkleminin eninde sonunda bir ¢6zimi oldugunu kabul

edelim. Bu durumda t 21, igin

T (1-a) o (1) A7 ()2 (t)[(r(t)(Df’x(t))n ) }

c'(1)> T

(3.3.9)

saglanir.

Ispat:

X(’[) 'nin (3.3.1) denkleminin eninde sonunda pozitif bir ¢6zimi oldugunu kabul
' 172

edelim. Bdylece (3.3.5) esitsizliginden a(t)[(r(t)(D“x(t))h)} 'nin [tl,oo) Uzerinde

kesin artan oldugunu elde edilmisti. Boylece,

= A ()t (1)) (DX 5.,

yani,

Daxa){A“h ()a <t>(r<:(>t()r>ax<t>r)aa,tl)]“”

elde edilir.
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3.3.3. Teorem:

Lemma 3.3.1 deki (3.3.2), (3.3.3) ve (3.3.4) sartlarinin ve 7,7, =1 saglandigini kabul

edelim. Eger yeterince buylik T sayisi igin,

[ feals)a(s)els)

[26(5)r1—2)5V7 (5,1,) plt) + V7 () 5)f
4 S)g(s)rL-a)or (s.t,) (3310

i) L) ) o) s

denklemini saglayacak sekilde ¢eC'([t,,),R") ve peC(t;,»)[0,0)) varsa, bu

durumda (3.3.1) denkleminin her ¢éziimii salimimlidir ya da lim,_, G(t)=0 saglanir.
Ispat:

Aksine X(t), (3.3.1) denkleminin salinimli olmayan bir ¢6zimi olsun. Bu durumda
genelligi kaybetmeksizin, yeterince buyuk bir {; igin [tl,oo) uzerinde X(t)> 0 oldugunu
varsayabiliriz (Benzer sekilde X(t)<0 durumu da incelenir). Lemma 3.3.1 'den
yeterince buylik bir t, >t icin [tZ,OO) uzerinde (r(t)(Dfx(t))yl)<O ve ayrica
D“x(t)<0 vya da lim,__ G(t)=0 dir. Simdi [tz,OO) iizerinde D?X(t)<0 oldugunu

kabul edelim. Boylece [tz,oo) uzerinde agagidaki genellestirilmis Riccati fonksiyonu

tanimlanirsa:

yazilir. Bu durumda,

42



Yani
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<M 0 )
o (1) ek ()=

(3.3.11)

r 1y, 1/2
bulunur.  (3.3.11) esitsizliginde 21=2, Az(r(l a)51 (t’IZ)} a)(t) ve

r (t)g(t)

secilerek Lemma 2.22 kullanilirsa,

g _ 2T (A=) (t.t,)plt) + I (t)¢'(t)
2(r” (t)p(t)T(L— )57 (b1, )

o/(t) <-kAt)a(t)glt)
| ora-a)si (ut,)plt)+ 7 g )
4 pOr-a)o t.,) 5.3.12)
r(l-a)s" (t’tZ)pz(t)

r''z(t)

(1)
+9(t)o'(t)
elde edilir. (3.3.12) esitsizliginde t yerine s yazilarak, s ye gore t, den t ye integral

alinirsa,

[ fkals)als)ls)

[2p(s)r- @)V (s,t,) plt) + 17 (5) ()]
47 (s)g(s) M- )0y (s.1,)

T ) ) o)) 3313
< a)(tz)

bulunur. (3.3.13) esitsizligi (3.3.10) esitsizligiyle celisir. Dolayisiyla ispat tamamlanir.
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3.3.4. Teorem:

Lemma 3.3.1 deki (3.3.2), (3.3.3) ve (3.3.4) sartlarinin ve 7,7, =1 saglandigini kabul
edelim. Ayrica ¢ ve p Teorem 3.3.3 deki gibi tanimlansin. D = {(t,s)|t232t0}
olmak Uzere, t > t; igin H(t,t)ZO, t>s>t, icin H(t,S)> 0 ve pozitif olmayan siirekli

H;(t,s) kismi tlrevine sahip bir fonksiyon olsun. Eger yeterince blyik T igin

limsup v (i,to) “;H (t.s){kA(s)a(s)e(s)

[2(0(8)1"(1—05)511/71 (s.t,) p(s)+r"" (s)go'(s)]
- 4’7 (s)p(s)T(1-a) o, (s.t,) (3.3.14)

F(l-a)o " (s.t,) ,

rl/}/1(s) P (5)+¢(S)p'(8)}ds}=oo

2

+(s)

esitligini saglayacak sekilde H EC(D,R) fonksiyonu varsa, bu durumda (3.3.1)

denklemi salimimlidir ya da lim,_, G(t)=0 saglanr.

ispat:

Aksine X(t), (3.3.1) denkleminin salinimli olmayan bir ¢éziimi olsun. Bu durumda
genelligi kaybetmeksizin, yeterince blyik bir t, icin [t,,00) Uzerinde X(t)> 0 oldugunu
varsayabiliriz (Benzer sekilde X(t)<0 durumu da incelenir). Lemma 3.3.1 'den
yeterince biyik bir t, >t icin [t,,0) izerinde (r(t)(Dfx(t))yl)<O ve ayrica
D“x(t)<0 yada lim__ G(t)=0 seklindedir. Bu durumda a)(t), Teorem 3.3.2 deki

gibi tanimlansin. Boylece (3.3.12) esitsizliginden

2

[20()T(1-a) 5" (t.4,) p(t)+ 1 (1)@ (1) ]

AP O -a)or (1)
() D g o) B3.15)
<-a'(t)

yazilir. (3.3.15) esitsizliginde t nin yerine s yazilir ve esitsizligin her iki tarafi H(t,S) ile

carpilir ve s ye gore t, den t ye integral alinirsa,
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2

[Z(p(s)r(l—a)511/71 (s,t,) p(s)+r" (S)go'(S)J

JHEs)iAl)a(s)o(s)- 47 (s)p(5)T (1-a) 67" (s.t,)

elde edilir. Boylece,

1, =I;H (t.s){kA(s)a(s)e(s)
[20(s)T"" (1-a) 827 (s.t,) p(s) + 1 (3) /() |
4r'7 (s)@(s)I (1-a) 6" (s.t,)

ol ) 2 ) )0

= [ H(ts){ka(s)a(s)e(s)

B [2¢(S)F(l—a)511/71 (s,t,) p(s)+r" (S)(o'(s)]

4’ (s)p(s)T(1-a) 6, (s.t,)

ol B )0
+[ H(ts){ka(s)a(s)e(s)
[20(s)T(1-a) 827 (s.t,) p(5)+ 1 ()9 () |

4’ (s)p(s)T (- )6, (s.t,)
F(l-a)8(st,)

ol L o))

2
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L <H (tt)e(t)+H (k)] kA(s)a(s)(s)
[20(s)T(1-a) 87 (s.t,) p(s) + 1 ()9 ()]
4’7 (s)p(s)I(1-a) 8 (s.t,)

o5 S 2 )95

yazilacagindan,

limsup

imsep oS 49) KAG)a()0(s)
B [2¢(5)F(1—a)511’71 (s,t,) p(s)+r"" (s)go’(s)]

47 (s)p(s)T(1-a)d” (s.t,)
r(1-a)o(st,)

+¢’(S) rllyle) = p (3)+(/7(S),0'(S)}ds}

<ot I ka(s)a(s)e(s)
[ F(1-a)8 (s.t,) p(s)+r"(s)¢'(s) ]
e et

(o) R (o) o0

2

2

ds < o

(3.3.16)

bulunur. (3.3.16) esitsizligi (3.3.14) esitsizligiyle celisir. Dolayisiyla ispat tamalanir.

Teorem 3.3.3 ve Teorem 3.3.4 Un kullanimiyla, H, ¢ ve p nun segimine bagh olarak

cok sayida salinimhlik kriteri elde edilebilir. Ornegin,

H(t,S)z In(g) olarak secilirse, asagidaki sonuglar elde edilir.

3.3.5. Sonug:

Teorem 3.3.4 (in sartlari altinda ve
limsup

imsup [ -5 ksl

Ro6Ira-a)s (st,)p(s)+ 7 () S)f
4 (s)pls)rt-a)s™ (s.t,)

+¢(s)r(1_a)§llm(s’t2),02(8)+¢(S)p’(s)}ds}:oo

r''z(s)

47

H(t,s)=(t—s)l ya da

(3.3.17)



saglaniyorsa, bu durumda (3.3.1) salinimlidir ya da lim, G(t)zO saglanir.

3.3.6. Sonug:

Teorem 3.3.4 (in sartlari altinda ve

imsun s L ) nis))atoits)

t—owo

[206)r-a)si (st,)p(s)+ 2 (5)p )]
ar"(s)g(s)r(L- )oY (s,t, ) (3.3.18)

AT e )it -

saglaniyorsa, bu durumda (3.3.1) salinimlidir ya da lim, G(t)zO saglanir.
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3.4 Kesirli Mertebeden Fark Denklemlerin Salinimlilig

Bu kisimda, asagida verilen kesirli mertebeden fark denkleminin salinimhlik 6zellikleri

arastirilmistir.

t-l+a

A(a(t)[A(r(t)(Aax(t))ﬂ )]“}q(t)f( 3 (t—s—l)("‘)x(s)]zo (3.4.1)
s=t,

burada teN, , ,, 71 ve 7, iki tek pozitif sayinin oranini géstermektedir ve A” da,

O<a <1olmak lzere o 'Inct mertebeden Riemann-Liouville fark operatorini

gostermektedir.

Kesirli fark denklemlerinin salinimhligi Uzerine yapilan bazi ¢alismalar asagida

verilmistir. A® kesirli mertebeden fark operatorini goéstermek lizere, Sagayaraj ve

arkadaslari [50],

alot ) o) 3 -5 9] -0

s=t,

teN ae (0,1], ve y >0 pozitif tek tamsayilarin bir orani olmak tizere, denklem

tg+l-a’

icin salinimlilik kriterleri elde etmislerdir.

Selvam ve arkadaglari [51] t € N, a e (O,l], ve y >0 pozitif tek tamsayilarin bir

ot+l-a?

orani olmak lizere,

t-1+a

AL )+ peexe) + q<t>[ s —1><-a>x<s>jy o

s=t,
seklindeki kesirli fark denklemi icin bazi salinimlilik kriterleri elde etmislerdir.

Li [52] bir calismasinda
L+ pO)A )+ ph)AX(D)+ (LX) =g(). teN,

AX(t)],_y= X,, baslangic kosuluyla, o 6(0,1) icin séndiriict terimli zorlayicl kesirli

mertebeden fark denkleminin salinimlilik 6zelliklerini incelemistir.

Sagayaraj ve arkadaslari [53] t e N ae (0,1], ve n >0 pozitif tek tamsayilarin bir

tg+l-a’
orani olmak Uizere
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Alp)alr@)ax@) )+ F(t,t_ix (t-s —1)(“)X(S)J ~0

s=t,
denkleminin salinimlilik davranislarini incelemislerdir.

Bu kisimdaki yapacak oldugumuz islemlerde kolaylik olmasi bakimindan i =0,1, 2,3 icin
o,tt)=>" (1/a1’72 (s)) ve A¢+(s):max{A¢(s),0} olarak alinacaktir. Ayrica

calismamiz sik¢a kullanilacak olan asagidaki sarti da gdz 6niline alalim.

c1. alt), r(t) ve q(t) poxitif diziler, i(l/ a'” (S))=OO ve f €C(R,R) olsun. Ayrica her

s=t,

X#0 ve K pozitif sabit sayisi icin f(X)/ X>K esitsizligi saglanir.
3.4.1. Lemma:

X(t), (3.4.1) denkleminin bir ¢6ziimi ve

t—1+a
G(t)= Y (t-s-1)"“'x(s)
s=tg
olsun. Bu durumda
A(G(t)=T(1-a)AX()
saglanir.

ispat:

Tanim 2.15 kullanilarak,

G(t):tia(t—s—l)("’)x(s):tga(t—s—l)(l"Hx(s)

=T(1-a) A x(t)
yazilir. Boylece,
AG(t))=T{1-a) AN x(t)=T(1-a)A*x(t)

elde edilir.
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3.4.2. Lemma:

X(t), (3.4.1) denkleminin eninde sonunda bir pozitif ¢dzimi olsun ve (C1) in
saglandigini kabul edelim. Bu durumda A“x(t)>0 ise t>t, icin A(r(t)(A"‘x(t))“)>0
saglanir.

Ispat:

Hipoztenden, [tl,OO) uzerinde X(t)>0 olacak sekilde bir t, sayisi vardir. Bu ylzden,
[tl,OO) uzerinde G(t)>0 dir. Ayrica (1) denkleminden,

A(a(o[A(r(t)(Aax(t)r)]“j=—q<t>f[t‘i“a—s—wx(s)j

s=t,

(3.4.2)
<0

yazihr. Yani a(t)[A(r(t)(A"‘x(t)yl)]y2 eninde sonunda artmayan bir dizidir. Bdylece
A(r(t)(A“x(t))(1 ), eninde sonunda tek isaretli olacaktir. Yeterince biyuk bir t, >t; icin
[t,,0) tizerinde A(r(t)(Aax(t))“)>0 oldugunu iddia ediyoruz. Aksine, yeterince buyik

bir t, >1, icin A(r(t)(A“x(t))”)<O oldugunu kabul edelim. Béylece [t,, ) tzerinde,

aOIAXHA™X1))7)] < alts)[Ar(ts )A™(t3)))]7* =1 < 0

yazilabilir. Yani,

|1/}’z

A(r(t)(A”’ X(t))y1 )5 21072 (t)

seklindedir. Boylece,

t-1 Il/yz

r(t)(A“ X(t))yl - r(ts)(A“ x(t; ))h <> a7 (s)

t3

elde edilir. Boylece t — oo igin, A“X(t) nin pozitif olmasi ile celisir. Boylece ispat

tamamlanir.
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3.4.3. Lemma:

X(t), yeterince biyik bir t, >t, icin [t,,®) zerinde A*x(t)>0 ve A(r(t)(A“x(t)y1)>0
kosullarini saglayan (3.4.1) denkleminin eninde sonunda pozitif bir ¢6zimi olsun. Bu

durumda

o T e Okl ) | 543

rt'7(t)

esitsizligi saglanir.

ispat:

X(t), (3.4.1) denkleminin eninde sonunda bir pozitif ¢c6zimi olsun. Bu durumda (3.4.2)
esitsizliginden a(t)[A(r(t)(A”’x(t))z1 )]yz ; ['[1,00) uzerinde  artmayandir  ve

A(r(t)(A”x(t)y1)>O dir. Bdylece,

r(O)(Ax())" = r(t) (A ()" -r (t) (A" (t,))"

olacagindan

ao(rys &7 A" x(0)) a0 )n
coesbiggart (e

yazilir. Yani,

s M= ke | o)

r*'7(t)

elde edilir.
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3.4.4. Teorem:

(C1) ve 7,7, =1 oldugunu kabul edelim. Eger,

moup S i (6)(a0. ()

lims kg(s)als)— - = 344
imun S okt e ) B
olacak sekilde pozitif bir ¢ dizisi varsa, bu durumda (3.4.1) denkleminin her ¢6ziimi
salinimhdir.

Ispat:

Aksine X(t), (3.4.1) denkleminin salinimli olmayan bir ¢6zimi{ olsun. Bu durumda
genelligi kaybetmeksizin, yeterince blyUk bir {; icin [t ,c0) lzerinde X(t)> 0 oldugunu
varsayabiliriz (Benzer sekilde X(t)<0 durumu da incelenir). Lemma 3.4.2 ‘'den
veterince biyik bir t, >t, icin [t,,0) izerinde A“X(t)>0 ve A(r(t)(A“x(t))“)>0
seklindeydi. Boylece te[tz,OO) icin, asagidaki genellestirilmis Riccati fonksiyonu

tanimlanirsa

o(t)=¢(t) a(t)[A(r(%(é;X(t ¥l
yazilir. Bu durumda,

roft) A ¢(t)a(t+1)[A(r(t+1)(Aax(t+1))ﬂ I

G(t+1)

A(a(t)[A(r(t)(A“x(t))“ )]“je(t+1)_a(t+1)[A(r(t+1)(Aax(t+1))ﬂ I actt)

G(t)G(t+1)

+4(t)

a(t+1)[A(r(t+1)(A“x t+1))h)}y2 AG(t)

(! G (t+1)

elde edilir. T(x)/X>K ve (3.4.3) kullanirsa,

53



Aw(t)<Ag, (t)M— ke (t)a(t)

p(t+1)

“o(a(te3)]a(r(y(ax(t2)") [ T @aw]a(rax(v)’
5 (tt,)
XGZ (t+1)r'7 (t)
yazilir. (3.4.2) esitsizliginden,

a®)[Alr ) x@) | = att+ D[l )(arx + D))

olacagi gbz online alinirsa

72

w(t+1)
p(t+1)

~ko(t)a(t)

Ao(t)<Agp, (1)

F(l-a)s8"(tt,) o (t+1)
_(P(t) U (t) (02 (t +1)

bulunur. Burada, A=2, A=

(¢(t)F(1—a)c?f’“(t,tz)jlz oft+)
ri'(t) #t+1)

1 r*'7(t)
2 (¢(t)1“(1— a)ol (t,t,

1/2
)J A, (t) olarak segilirse ve Lemma 2.22 den,

Ao(t)< —ke(t)q(t)+ v (tr)llryét_)(s)‘];l(,ty))(zt 0 (3.4.5)

elde edilir. Buradan,

t-1

Z(M(S)Q(S)— 7 (s)(ag, (s)) )] < oft,)-olt)

= 4g(s)T(1— )57 (s,t,

< aolt,) (3.4.6)
<o

(3.4.6) esitsizliginde t — oo icin,

. P E)as ) 3

!msupg;‘(kqﬁ(s)q(s) HOT0—)o" (51)) <olt,)< (3.4.7)

bulunur. (3.4.7) esitsizligi (3.4.4) ile gelisir. Dolayisiyla (3.4.1) denklemi salinimhdir.
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3.4.5. Teorem:

(C1) ve 7,7, =1 saglansin ve ¢ pozitif bir dizi olsun.Ayrica,
t>0 icin H(t,t)=0,

t>s>0icin H(t,S)>O,

t>5>0icin AH(t,s)=H(t,s+1)-H(t,s)<0

sartlarini saglayan bir H fonksiyonu,

. S r' (s)(ag. ()
lim supm; H(t, s)[k¢(s)q(s)— WO ) G, )J =0 (3.4.8)

esitligini saglayacak sekilde bulunabiliyorsa, (3.4.1) denklemi salinimhdir.

Ispat:

Aksine X(t), (3.4.1) denkleminin salinimh olmayan bir ¢6zimi olsun. Bu durumda
genelligi kaybetmeksizin, yeterince buyuk bir 1 igin [tl,oo) uzerinde X(t)> 0 oldugunu
varsayabiliriz (Benzer sekilde X(t)<0 durumu da incelenir). Lemma 3.4.2 'den
veterince biiyik bir t, >t, icin [t,,0) izerinde A“X(t)>0 ve A(r(t)(A“x(t)y1)>0
seklindedir. a)(t), Teorem 3.4.4 de tanimlandigi gibi olsun. Bu durumda, (3.4.5)

gerceklenir. Bu durumda (3.4.5) esitsizliginin her iki tarafi H(t,S) ile carpilir ve t, den

t —1 e toplami alinirsa,

i H(t,s)kg(s)q(s)< —i H(t,s)Aw(s)+ tz’l: Hit.s) V7 (s)(Ad, (5))

: : T Ae)rt-a)e (st,)

t-1

ZH(t,s)[kms)q(s)— CosNag b)) ]s—iH@,s)Aw(s)

> A(s)F-a)s ' (s.t,) ) 4

elde edilir. Yani,

t-1

ZH<t,s>[k¢<s>q<s>— a0l JSH(t,t»w(tz)iw(su)AZH<t,s>

: 4g(s)r(L-a)s,"" (s t,)
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bulunur. Boylece,

5t ol )(j;;f,y?{,tz |

t,-1

=§H(t,8)(k¢(5)Q(3)_ 4¢(r;hl )5 :tz J

+§H(t,s)(k¢(5)Q(S)_4¢( ;/711 )5V :t ]

<H (t1to )w(t2)+ H(t,to )f k¢($)q(3)— 4¢( ;/yl(g_ )(sﬁll(/n)z st 2)%

olur, ve
~ 1y 2
lim su t,s)| k __ re)ag.)
S )IZ R S)< & 4$(S)F(L - )57 s, t2)
= ri7(5)(Ag- (5))°
< w(ty) k —
o(t, +%: ¢(s)q(s) 4¢(s)1“(1—a)51’“(s,t2)
< 00

elde edilir. Bu da (3.4.8) ile celisir. Boylece (3.4.1) denklemi salinimhdir.

Elde edilen salinimlilik kriterlerinde, H ve ¢ dizilerinin uygun segimleriyle, (3.4.1)

denklemi icin ¢ok sayida salinimlilik kriteri tiiretilebilir. Ornegin, 1 >1, t>s>0 icin

H(t,s)=(t—s)" ift dizisi segilirse, asagidaki sonug elde edilir.

3.4.6. Sonug:

Teorem 3.4.5 in sartlari ve

nmsup#ia—s)ﬂ(kqﬁ(s)q(s)— r (s} () )j:oo 5.49)

MGy 2 AT ) G,

saglaniyorsa, bu durumda (3.4.1) denkleminin her ¢6zimu salinimlidir.

56



3.5 Uygulamalar
Bu boliimde elde edilen salinimhilik kriterlerinine uygun érnekler verilmistir.
3.5.1. Ornek:

Asagidaki kesirli mertebeden diferensiyel denklemi t>0, p(t)zo ve O<a<l igin

g6z 6niine alalim.
D (Dt“x(t))+ p(t)x(t) Df‘x(t)+x(t)[1+ X (r(t))] :sin(t“ /F(l+a)) (3.5.1)
Dikkat edilirse, r(t)=1; e(t)=sin(t*/T(1+a)); Kk (uv)=v; k(u,v)=uv
seklindedir. Bu yiizden K =y=q=Q=1 seklindedir. H (t,s)=(t-s)’ ve yeterince
biiyik k sayisi icin, & =2kz; & =& =(2k+2)7; & =(2k+4)7; & =(2k+1)7;
S, =(2k+3) 7z ve p(t)=1 segilirse, i=1,2 icin H, (t,s)=h(t,s)=2 olur. Bdylece,

(2617

j [(S—Zkzr)2 —ﬂ ds+

2k

(2k+4)7
{((2k+3)ﬂ—s)2 —ﬂ =§;z3 -7>0

(2k+3)z
bulunur. Yani (3.5.1) denklemi Teorem 3.1.1 den dolayi salinimlidir.

3.5.2. Ornek:

Ornek 4.1 de verilen denklemin salinimliligi igin, @(t,s,1)=sin(t—s)sin(s—1);
&, =2kr; §1=§sz=(2k+1)” ve §2=(2k+2)7r secilirse o(t,s,1)=sin(t—2s+1)

elde edilir. Béylece,

T[E{(s)—K(/,ZF(s);ési ,gﬁi]
(2k+1)7
= j sin ((2k +1) 7 —s)sin® (s — 2kz ) cos” ((2k +1) 7 — 25+ 2kz) > 0
2k
bulunur. Béylece verilen denklem Teorem 3.1.3 den dolayi salinimlidir.

3.5.3. Ornek:

t>0 ve O<a <1 igin asagidaki denklemi g6z 6niine alinsin.

Df (sin’ (£ /T (L1+a)) DY x(1) )+ (1) 1+ (2 (1)) | =sin(t* /T (1+ @) (3.5.2)
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Dikkat edilirse, r(t)=sin2(t“/F(1+a)); e(t)=sin(t“/F(1+a)); k,(u,v)=v ve
k, (u,v)=uv seklindedir. Dolayisiyla r(&)=sin?(&) ve K=y=q=Q=1 olur. Eger

G(t)=sin’t; & =2Km; & =&, =(2k+1)7z ve &, =(2k +2) 7 olarak segcilirse,

3 )., .\ _7
57 AQIE 8)> AR L 8) =

elde edilir. Bu ylzden (3.5.2) denklemi Teorem 3.1.2 den dolayi salinimlidir.

3.5.4. Ornek:

t >3 icin asagida verilen kesirli mertebeden diferensiyel denklemi gbz 6niine alalim.
5/3 3/5 .
D" {t”s (Dt”3 [Dtmx(t)] ) }+'{2’3x(t)(l+sm2 (x(t))) =0 (3.5.3)

(3.2.1) denklemine karsilik olarak t, =3; a=1; 1,=5; 7,=2; a(t)=t"%; r(t)=1;
a(t)=t> ve f(x)=x(1+sin’x) vyazlir. Boylece, f(x)/x=1+sin’x=1=k;
£ =3"1T(413); a(&)=(r(4/3))" ve 4(£)=(&r(4/3))” bulunur. Bu durumda,
5(8.6)=[ 18" (s)ds

:[F(4/3)]_1I§2%ds

=[r(4/3)]"(In($)-In(2,)

yani lim,_, 51(.»; &,) =oo olur ve (3.2.2) saglanir. Ayrica yeterince biylk bir T > &, igin

[T, ) Uzerinde §,(&,¢&,)>1 saglanir. (3.2.3) igin,

w 1 o
IfurlT(S)dszj‘éodS=oo

elde edilir. (3.2.4) ise,
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17, Jn

J'jq(s)ds} dr| d¢

NEeIA |
=[r(4/3)]™" j [3,5j s%ds SlsdrTSdg

J.
—-[r@3)] " [T, ‘8’3drT

= (3/5)°[T(4/3)] wsf%é’ld(

bulunur. Diger taraftan (3.2.13) de ¢(&)=¢ ve p(&)=0 alinirsa,

o fareraie 1/;/1 I:(p ] s (s 725_l; S
Lo{kq( #6350 )af'w,:z)}d —Lo{< ) 4 455?’5(5,52)}(1

zj; (T(413))" ——ge—— Lo
[ (F(4/3))2—ﬂ§ds

=00

elde edilir. Boylece (3.5.3) denklemi Teorem 3.2.3 den dolayi salinimlidir.
3.5.5. Ornek:

t > 2 icin asagidaki kesirli mertebeden diferensiyel denklemi dikkate alalim.

D1/7 {tsn (D1/7 [tll21 ( D1/7X(t))1/3} 3
t t t

}+t3’7 (r(8/7)) exp(x* (1)) x(t) =0 (3.5.4)

(3.2.1) denklemine karsilik olarak t, =2; a=1%; y, =%; 7, =3; a(t)=t¥"; r(t)=t™*

; a(t)=t"(r(8/7)) ve f(x)=exp(x*(t))x yazir. Dikkat edilirse,  (x)/x=1=k;
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& =2"1T(8/7); &(&)=(a(8/7)); F(&)=(a(8/7))™ ve g(£)=¢" oldugu

gorilir. Diger taraftan,
5(¢,8) j 1/&" (s)ds
_ -1
=[r(8/ J'gzs ds
=[r(8/7)]"(In(¢)-In(&,))
yani Iimé%a:l(g,gz):oo olacagindan (3.2.2) saglanir. Ayrica, yeterince biyik T > &,

icin [T,00) lzerinde 5, (&,&,) >1 saglanir. (3.2.3) igin,

o0

e

s = [r(sn)]j sds = o0

bulunur. (3.2.4) ise,

Un

IZ[%QIZ[aé)ITG<s>dSTZdr] d
=[r@m]™ [’ [ﬁ | :L—ls [ fs%lsT drT d¢
LT F O

2 A é/l/ 3

:3[ (8/7)] - Log 'd¢

= 0

olarak elde edilir. (3.2.24) de ¢(&)=s?, A=1ve p(&)=0 segilirse,

j;(f—s)ﬂ[kq(s)@(s)_%f ($)[g ()] }ds

I =limsup ~ — T
e (E-4) P(s)o. " (s.&,)
1 L (sr@e/7))”
_!msup (é_go)-[éo(é:_s)_s —W]ds
1 e i 1 1 |1
_ng“p(g_go)Lo((’t_s)_l_r(8/7)Sf(s,@)}gds
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_5;“’ (é:_go)
T 1 1 1 4 1 1 1
X[.[fo(ég_s)l:l_r(S/?) 513(8,52)}gds+.[T(§_3) 1_F(8/7) 5‘13(3,52)}gds:l

1 T 1 1 1 ¢ 1
<§—§O>U¢o(f‘s){l‘r<sn>Sf(s,@) RINCR e

lds]
S

bulunur. Boylece (3.2.24) saglanir. Yani (3.5.4) denklemi Sonu¢ 3.2.6 dan dolayi

salinimlidir.
3.5.6. Ornek:

t >1 icin asagidaki kesirli mertebeden diferensiyel denklemi g6z éniine alalim.

{tzt[(D“x(t))m}T]—tZ(I:O(s—t)“x(s)ds)sinz(f(s—t)“x(s)ds)—O (3.5.5)

Burada (3.3.1) denklemine karsilik olarak, t,=1; »,=3; 7,=2; a<(0,1); a(t)=t?;

r(t)=1; p(t)=0; q(t)=t? ve f(x)/X:(1+sin2x)21:k yazilir. Diger taraftan,
61(t,t2)=ﬁ%ds=lnt

yani lim 5l(t,t2):oo olur. Boylece, (3.3.2) saglanir. Ayrica, yeterince buyuk bir

t—o0

T >t, igin [T,o0) Uzerinde &, (t,t,)>1 saglanir. (3.3.3) igin,

o 1 o
IlrlT(s)ds:Lds:oo

ve (3.3.4) ise,

2

d;:jj{jj{r—i]méds} dr} de =

seklinde saglanir. (3.3.10) da ¢(t)=t ve p(t)=0 olarak segilirse,
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[ {a(s)a(s)e(s)

[20(s)T(1-a) 8" (s.t,) p(t)+ 1" (s)¢'(s) ]
4’ (s)e(s)F(1-a)s” (st,)

+(P(S)F(1_i/)f£g(s’t2)p2 S)+(P(S)p'(s)}ds

2

elde edilir. Bu ylizden (3.5.5) denklemi Teorem 3.3.3 den dolayi salinimlidir.
3.5.7. Ornek:

t > 2 icin asagidaki kesirli mertebeden diferensiyel denklemi géz éntine alahim.

e (lorsor])” | < foror])”

—tz(j.:o (s—t)” x(s)ds) exp ((f (s—t)” x(s)ds)zj =0

(3.5.6)

Burada (3.3.1) denklemine karsilik olarak t,=2; o €(0,1); 7, =5; 7,=¢; a(t)=t"*;
r(t)=1, p(t)=t"; aq(t)=t? ve f(x)/x:exp(x2)21=k yazilir.  Ayrica,
1< A(t)zexp(jtzs‘ﬁ’sds)=exp(—5(t‘1’5—2‘1’5))£exp(5/5’/§) olarak yazilabilir. Diger
taraftan,

t 1
“[A(s)a(s)]

2exp(—25/§/§)'|'t2%ds

ds

s (ty,)=]
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yani lim_, &, (t,t,)=o olacaktir. Dolayisiyla (3.3.2) saglanir. Ayrica yeterince buytik

t—o0

bir T >, icin [T,o0) Uzerinde &, (t,t,)>1 saglanir. (3.3.3) icin,

o 1 ©
Itomdszjzd3=w

olur. (3.3.4) ise,

1/,

j:{r(lé) jj[A(r)la(r)jjA(s)q(s)ds} yz df} d¢g
> exp(—5/%)Ij[f:[r—lﬁj‘jyzds}s drT5 dg

= 0

seklinde bulunur. (3.3.17) de ¢(t)=t, p(s)=0 ve A =1 segilirse,

imsup = {J, (1=9)" fas)a(s)o(s)
_[240(5)1"(1—04)51””(s,tz)p(s)+r1’”(s)go’(s)]
4’ (s)p(s)T(1-a) o, (s,t,)
r(1- a)51’71(st) ,

o)y P (O)re)A(s )}dS}

2

t—>o

>I|msup—{

{ 4sT(1-a) 51’5(st )}ds}
o

1
)11- =d
4r(1 51’5(st )} S}

=limsup——

1 Izt S{l 1a5ff5st2}lds
=limsup—
t—o t-2 _I_J'T t S){l U55t }lds
1 jzt $){1- avs }1ds
> limsup——
R St S s){l - }1ds
= 0

bulunur. Boylece (3.3.17) saglanir.Bu durumda (3.5.6), Sonu¢ 3.3.5 den dolayi

salinimhidir.
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3.5.8. Ornek:

t > 2 icin asagidaki kesirli mertebeden fark denklemini géz 6ntine alalim.

A(tl’s [A((A“x(t))s)}ﬂj

i [[i“(t—s—lf“>x<s>j+[ti“(t—s—1)(“)x(sﬂo

s=t, s=ty

(3.5.7)

Burada t, =2, =5, ,=1/5, ae(01], a(t)=t"*, r(t)=1, q(t)=t? and

f (x)/x=1=k seklindedir. Ayrica,
21 21

= =0
s=t, aUVZ (S) s=t, S

saglanir. (3.4.4) de ¢(t) =tseilirse,

imsup S| kp(s)a(s)- 42 () }‘!szs“pi( ] ]

— -1
4p(S)T (1-a) 0" (s, ) Z(° a1 a)e™ (s.h,)
. el ] 1
=limsup » =|1-
oo Zs[ ar(1-a)( ftzg)ﬂsj

=

bulunur. Boylece (3.4.4) saglanir. Dolayisiyla, Teorem 3.4.4 den (3.5.7) denklemi

salinimhidir.
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BOLUM 4

SONUC VE ONERILER

Bu calismada, oncelikle temel tanim ve teoremler verilerek kesirli tiirev tanitilmistir.
Literatlr dikkatlice incelendiginde kesirli tirevle ilgili ilk spekilasyonlar 1695 yilinda
ortaya atilmistir. Ancak konunun bazi teorik kisitlamalari ve zorluklari nedeniyle kesirli
diferansiyel denklemler icin son elli yil icinde ¢ok genis bir literatir olusturulamamustir.
Fakat kesirli diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinin bazi kalitatif davraniglan lzerine
son yillarda 6nemli galismalar yapilmaya baslanmistir. Bu ¢alismalar inceledigimizde
salinimhilik konusunda az sayida calisma oldugu goze carpmaktadir. Bu boslugu
elimizden geldigi kadariyla doldurmak icin tezimizde kesirli mertebeden denklemlerin
salinimhiliklari ayrintilariyla arastirilmistir. Géz Onine alinan, diferansiyel denklem
siniflart icin genellestirilmis Riccati donlisimi teknikleri, genellestiriimis Philos tipi
cekirdekleri ve kesirli mertebeden tiirevle tamsayl mertebeli tlirev arasinda bir iliski
kurmamiza olanak saglayan degisken doéntsimleri yardimiyla salinimlilik teoremleri
elde edilmistir. Bu teoremlerdeki H, G, ¢ ve p fonksiyonlarinin segimine bagh
olarak ¢ok sayida salinimhlik kriteri elde edilebilir. Bunun yani sira, H ve G
fonksiyonlarin 6zel segimleri ile Gglncl bolimde sunmus oldugumuz sonuglar elde
edilmistir (bakiniz Sonug¢ 3.2.6-7, Sonuc¢ 3.3.5-6). Daha sonra bazi uygulamalara yer
verilmistir. Dikkatli bir sekilde incelenecek olursa, verilen bu uygulamalara literattirdeki
¢alismalarda elde edilen kriterlerin hig¢ biri dogrudan uygulanamamaktadir. Tezimizde
elde ettigimiz teorik sonuclar yardimiyla literatlirdeki bu boslugun kismende olsa

doldurulmasina katkida bulunmus oldugumuzu disinmekteyiz.
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incelenen bu denklem siniflarindan farkl olarak kesirli diferansiyel denklemlerin (adi
veya kismi) ve kesirli fark denklemlerin salinimhlik 6zellikleri okuyucular tarafindan

incelenebilir.

Konu gerek kesirli tlrevin farkli zaman skalalarinda tanimlanmasi, gerek yeni
salinimlilik kriterleri elde etme ¢abasiyla devamli giincel kalmaktadir. Ornegin, Abdalla

[54], mzl_a—|, a Vg Riemann-Liouville q- diferensiyel operatéri ve 157 Q- kesirli

q

integralini gostermek lizere,

o Vox+ f(t,x)=r(t)+ f,(t,x), t>0
lim I,V *x(t)=b,, j=12,..m

t—>0"q 0 i

formundaki dogrusal olmayan denklemler icin salinimlilik kriterleri sunmustur. Burada

ayrica Caputo (- kesirli fark operatori igin de bazi kriterler verilmistir. Bu ¢alisma
kesirli q- fark denklemlerine yonelik yapilacak ¢alismalar igin 6nemli bir referans

olabilir.
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