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türev operatörü ve Riemann-Liouville kesirli fark operatörü tanımları bu bölümde 
verilmiştir. Üçüncü bölümde, genelleştirilmiş Riccati dönüşümleri, genelleştirilmiş 
Philos tipi çekirdekleri ve değişken dönüşümleri kullanılarak kesirli mertebeden 
denklem sınıflarının çözümleri için salınımlılık kriterleri kurulmuştur. Ayrıca elde edilen 
salınımlılık kriterlerini aydınlatıcı bazı örnekler sunulmuştur. Sonuncu bölümde ise 
sonuçlar ve bazı önerilere yer verilmiştir. 
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This thesis consists of four chapters. The first chapter is devoted to introduction. In this 
section, we present the history of fractional derivatives and oscillation of differential 
equations, comprehensively. It is mentioned in the second chapter that the 
fundamental concepts related to the purpose of thesis. Definitions of Modified 
Riemann-Liouville, Liouville fractional derivative operator and Riemann-Liouville 
fractional difference operator to be used in the study are given in this section. In the 
third chapter, we establish oscillation criteria for the fractional differential equations 
by using generalized Riccati transformations, generalized Philos type kernels and 
variable transformations. Moreover, some illustrative examples are presented for the 
obtained oscillation criteria. In the last section, the conclusions and some suggestions 
are given. 
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BÖLÜM 1 

GİRİŞ 

1.1  Literatür Özeti 

Kesirli mertebeden türev, klasik türevin tamsayı olmayan mertebelere bir 

genelleştirilmesidir. Bir fonksiyonun birinci, ikinci, üçüncü mertebeden türevlerinin 

nasıl alındığını biliyoruz, peki 1/2 inci mertebeden türevini tanımlayabilir miyiz? 

Bu soru ilk defa 1695'te L' Hopital tarafından bir mektupla Leibniz'e sorulmuştur ve bu 

konudaki çalışmaları da başlatmışlardır. Yaptıkları çalışmalardan Euler, Laplace, Fourier, 

Lacroix, Abel, Riemann ve Liouville gibi diğer bilim insanları ilham alarak kesirli 

mertebeden türev üzerine çeşitli çalışmalar yapmışlardır ve bu konunun gelişimini 

önemli katkı sağlamışlardır [1-4]. Konunun önemi, geçen yüzyılda kendisine diğer bilim 

dallarında uygulamalar bulmasıyla giderek artmıştır. Örneğin, fizikte ve mühendislikte 

pek çok olayın kesirli mertebeden diferensiyel denklemlerle modellenmesi, olayın daha 

iyi açıklanmasını sağlamıştır. Bu nedenle, kesirli mertebeden diferensiyel denklemlerin 

çözümüne ve çözümünün davranışlarına yönelik güvenilir, etkin ve anlaşılır metot 

arayışları başlamıştır.  

Kesirli mertebeden diferensiyel denklemlerin kalitatif özellikleri çok yoğun ilgi 

toplamıştır. Fakat bu denklemlerin bazı teorik kısıtlamaları ve zorlukları nedeniyle 

içinde bulunduğumuz elli yıla kadar çok geniş bir literatür oluşamamıştır. Kesirli 

mertebeden diferensiyel denklemlerin bazı kalitatif özellikleri üzerine son zamanlarda 

önemli çalışmalar yapılmaya başlanmıştır, bu çalışmalaradan bazıları kaynaklarda 

verilmiştir [5-9]. Bu çalışmalara dikkat edildiğinde kesirli mertebeden denklemlerin 

çözümlerinin salınımlılık özelliklerinin gereken ilgiyi görmediği görülmektedir. 



2 

 

Diferensiyel denklemlerin salınımlılığı ve salınımsızlığı kavramları ise ilk olarak J. Sturm 

[10] tarafından 1836 yılında verilmiştir. Sturm çalışmalarında ikinci mertebeden 

doğrusal diferensiyel denklemler için karşılaştırma ve ayrıştırma teoremlerini vererek 

ispatlamıştır. Daha sonraki süreçte, doğrusal ve doğrusal olmayan diferensiyel 

denklemler için Ksener, Fite, Wintner, Hartman, Kamanev, Philos, Atkinson ve 

Bolehorec, Wong... gibi matematikçiler salınımlılık kriterlerini her geçen gün biraz daha 

genellemiş ve yeni salınımlılık kriterleri elde etmişlerdir [11-19]. 

Kesirli mertebeden denklemlerin salınımlılık özelliği için Grace ve arkadaşları [20], 

0 1q   olmak üzere q

aD  Riemann-Liouville kesirli türevini, q

aJ  Riemann-Liouville 

kesirli türevini göstermek üzere 1,2i  , 0x   ve t a  için  , 0ixf t x   kabulüyle 

     1 2, ,q

aD x f t x v t f t x   ,  1

1lim q

at a
J x t b




  

şeklindeki diferensiyel denklemleri çalışmışlardır. Chen [21] ise 

D  Liouville kesirli 

türevini göstermek üzere, 0t   için 

            0




 



  dvvytvftqtyDtr
t

  

formundaki denklemleri göz önüne alarak bu teorideki çalışmaları başlatmışlardır ve 

araştırmacılarının dikkatini çekmişlerdir.  

Bu çalışmada incelenecek olan denklem sınıfları için detaylı literatür taraması 3. 

Bölümde ayrıca verilmiştir. 

1.2 Tezin Amacı 

Literatürdeki çalışmalar incelendiğinde, araştırmacıların çoğu kesirli mertebeden 

diferensiyel denklemlerin nümerik çözümleri, çözümün sınırlılığı, kararlılığı... vs gibi 

konuları incelemişlerdir [22-32]. Dikkat edildiğinde, az sayıda araştırmacının kesirli 

mertebeden diferensiyel denklemlerin salınımlılık özelliklerini incelediği görülmektedir. 

Bu nedenle çalışmada kesirli mertebeden diferensiyel denklemlerin ve kesirli 

mertebeden fark denklemlerinin salınımlılık özellikleri üzerinde durulacaktır. 
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1.3 Hipotez 

Bu çalışmada, doğrusal olmayan diferensiyel denklem sınıflarının çözümlerinin 

salınımlılığıyla ilgilenilmiştir. Değişken dönüşümleri kullanılarak kesirli mertebeden 

türevle tamsayı mertebeli türev arasında bir ilişki kurulmuştur. Bu ilişki ve 

genelleştirilmiş Riccati dönüşümü teknikleri kullanılarak salınımlılık kriterleri elde 

edilmiştir.  
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BÖLÜM 2 

TEMEL KAVRAMLAR 

Bu bölümde çalışma boyunca kullanılacak olan bazı temel tanım ve teoremler 

verilecektir.  

2.1. Tanım [1]: 

 : 0, R    gamma fonksiyonu, 

x 1 t

0
( x ) t e dt


                                                                                                                    (2.1) 

genelleştirilmiş integrali yardımıyla tanımlanır.  

Tanımdan kolayca  (1) 1  eşitliği çıkar. Gamma fonksiyonunun en temel 

özelliklerinden biri 

   x 1 x x                                                                                                                     (2.2) 

eşitliğidir.  Burada  n 0   doğal sayıları için, 

 n 1 n!    

bulunur. 

2.2. Lemma [4]: 

 x  gamma fonksiyonu olmak üzere  
1

2

 
 

 
   dir. 
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2.3. Tanım [4]:  

0, qp  reel sayıları için  

   
 

1

0

11 1, dxxxqp
qp  

şeklinde tanımlı fonksiyona Beta Fonksiyonu denir. Beta Fonksiyonu ilk kez 1730 yılında 

L. Euler tarafından tanıtılmıştır. 

2.4. Lemma [1]: 

  gamma fonksiyonu,   beta fonksiyonunu göstermek üzere  

       x y x y x, y                                                                                                (2.3) 

eşitliği sağlanır. 

S.F. Lacroix [33],  m N   için   mf x x  fonksiyonunun n  'inci mertebeden türevini 

gamma fonksiyonundan faydalanarak hesaplamasını göstermiştir. Türevi, kesirli 

türevlere genelleştirmek için aşağıdaki Lemma dan yararlanacağız. 

2.5. Lemma [33]: 

Bir  f x  fonksiyonunun n  'inci türevi  nD f   olarak gösterilerek n,m N   ve  r R   

olmak üzere n m   için, 

 
 

 
n m m n

m 1
D rx r x

m n 1









 

                                                                                            (2.4) 

olur.  

İspat:  

  mf x rx   fonksiyonunun  x   e göre  n   inci türevi hesaplanırsa, 
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    

 

 

 

n m
m n

n

m n

m n

D rx
r.m m 1 m 2 ... m n 1 x

dx

m!
r. x

m n !

m 1
r.x

m n 1











    







 

 

olarak bulunur. Burada n  in kesirli değerleri için gamma fonksiyonunun değerlerinin 

hesaplanabileceğinden dolayı bir fonksiyonun kesirli türevinden de söz edilebilir.   

2.6. Tanım [1]:  

 f , a,b  aralığında integrallenebilir bir fonksiyon ve n N   olsun.  n

aJ  integral 

operatörü 

 
 

x n 1n

a
a

1
J f ( x ) x t f ( t )dt

n


   

şeklinde tanımlanır. m R ,  Nn , nm   olsun.  f , a,b  de sürekli türevlenebilir bir 

fonksiyon ve J  integral operatörü olmak üzere  

n m m nD f D J f  

sağlanır. 

Özel olarak m 1 ve 
1

n
2

  seçilirse 
1 1

2 2D f D' J f
 

  
 

 olur. 

(2.4) eşitliğinde,  n   ve  m   doğal sayılarının yerine sırasıyla      reel sayıları 

alınırsa, 

 
 

 

1
D rx r x

1

   
 

  





 

                                                                                           (2.5) 

tanımı yapılabilir. 

2.7. Örnek: 

 f x x   fonksiyonunun 
1

2
'inci türevi için (2.2) eşitliğinde r 1  , 

1

2
   alınırsa, 
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 

 
1 / 2 1 / 2 1 / 2

2 2
D x x x

3 / 2



 
                                                                                          (2.6) 

bulunur. 

Şimdi sırasıyla Riemann-Liouville ve Caputo kesirli türev tanımını verelim.  

2.8. Tanım [4]:  

   fonksiyonu her sonlu       aralığında sürekli ve integrallenebilir bir fonksiyon ve 

n , nn  1  olsun. 


ta D  türev operatörü 

 
 

   dttftx
dt

d

n
xfD

n
x

a
n

n

ta

11 








 

şeklinde tanımlanır. 

2.9. Tanım [4]: 

f , n  defa diferensiyellenebilir bir fonksiyon ve nn  1  olsun. 

t

c

a D  Caputo türev 

operatörü, 

 
 

    dttftx
n

xfD nn
x

a
t

c

a

11 








 

şeklinde tanımlanır. 

2006 yılında Jumarie, Modifiye Riemann-Liouville türevi olarak bilinen kesirli türev 

tanımını vermiştir. Bu kesirli türev tanımının en önemli özelliklerinden biri, Leibniz 

kuralı ve bileşke fonksiyonunun türevinin tamsayı mertebeli türev tanımındakine 

benzer şekilde olmasıdır. 

2.10. Tanım [34]:  

  nci mertebeden modifiye Riemann-Liouville türevi  

   
      

     

,

11                                  ,

10           ,0
1

1

0




















nntf

dfft
dt

d

atfD
nn

t

t










                             (2.7) 

olarak tanımlanır.     
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Modifiye Riemann-Liouville türevinin en önemli özelliği çarpım kuralı ve zincir kuralı 

özelliklerini sağlamasıdır. Bu özellikler sırasıyla  

            t t tD f t g t g t D f t f t D g t                                                                    (2.8) 

     t g tD f g t f g t D g t                                                                                                 (2.9) 

şeklindedir.  

Çalışmalarımızda kullanacak olduğumuz bir diğer kesirli türev tanımı olan Liouville 

kesirli türev tanımı aşağıda verilmiştir.  

2.11.Tanım [3]: 

  nci mertebeden Liouville kesirli integral 

  
 

   dttfxtxfI
x

11 


 






 

olarak tanımlanır. 

2.12. Tanım [3]:  

     zZz :min  tavan fonksiyonu olmak üzere,   nci mertebeden Liouville 

kesirli türev 

     
 

 

      

  

 

 
    dttfxt

dt

d
xfI

dt

d
xfD

x

11
11






 
















 

olarak tanımlanır. 

Liouville kesirli türev tanımına dikkat edilirse,  1,0  için      
 


t

dssxtstG


 

olarak alınırsa,      txDtG   1'  elde edilir. 

Fiziksel olayların modellenmesinde, eğer çalışılan alan ayrık zaman aralıklarında 

gerçekleşiyorsa, bu durumda fark denklemleri kullanılır. Bu amaçla, aşağıda fark 

operatörü ve kesirli fark operatörünün tanımı verilmiştir.   
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2.13. Tanım [35]: 

Ra  için    ,...2,1,0  aaaaa  ve Rf a :  olmak üzere fark 

operatörü 

     tftftf  1  

olarak tanımlanır.  

Fark operatörü için çarpım ve bölüm kuralı aşağıda verilmiştir. 

2.14. Teorem [36]: 

a)             tgtftgtftgtf  1  

b) 
 
 

       
   1













tgtg

tgtftftg

tg

tf
 

eşitlikleri sağlanır. 

2.15. Tanım [37]:  

Ra  için    ,...2,1,0  aaaaa  ve Rf a :  olmak üzere f  

fonksiyonunun 0  inci mertebeden kesirli toplamı 

 
 

   




 









t

as

sfsttf
1

1
1

 

olarak tanımlanır. Dikkat edilirse, f , a  dan  a  ye tanımlıdır.  

2.16. Tanım [37]:  

m  bir pozitif tamsayı, mm  1  ve  m  olsun.  m  alınırsa, f  

fonksiyonunun   nci mertebeden kesirli fark operatörü 

     tftftf mm     

olarak tanımlanır 

 

 

 



10 

 

2.17. Tanım [38]: 

Sıfırdan farklı bir  tx  çözümü 00 t  olmak üzere  ,0t  aralığında keyfi sayıda, 

yeterince büyük sıfıra sahipse bu aralıkta salınımlıdır, denir. Aksine, söz konusu çözüm 

 ,0t  aralığında sonlu sayıda sıfırlara sahipse bu aralıkta salınımsızdır denir. 

2.18. Tanım [38]: 

Göz önüne alınan diferensiyel denkleminin tüm çözümleri salınımlı ise denkleme 

salınımlı denklem denir. 

2.19. Örnek: 

    0''  txtx  diferensiyel denkleminin    ttx cos1   ve    ttx sin2   şeklinde 

salınımlı çözümleri vardır. 

2.20. Örnek:  

    0''  txtx  diferensiyel denkleminin    ttx sin1   şeklinde salınımlı bir çözümü ve 

  tt eetx 2  şeklinde salınımlı olmayan bir çözümü vardır. 

Şimdi çalışmalarımızda çokca kullanılacak olan aşağıdaki iki lemma yı verelim. 

2.21. Lemma [39]: 

A  ve B  negatif olmayan reel sayılar ve 1
11


nm
 olacak şekilde Rnm ,  olsun. Bu 

durumda, 

nm BAB
n

A
m

11
11

  

eşitsizliği sağlanır. 

2.22. Lemma [39]:  

A  ve B  negatif olmayan reel sayılar olsun. Bu durumda, 1  için 

    BAAB 11   

eşitsizliği sağlanır. 
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BÖLÜM 3 

SALINIMLILIK KRİTERLERİ 

Bu bölümde bazı diferensiyel denklem sınıflarının çözümleri için salınımlılık kriterleri 

verilecektir. 

3.1 Kesirli Mertebeden Fonksiyonel Terimli Diferensiyel Denklemlerin Salınımlılığı 

Bu kısımda, öncelikle literatürde bizi bu çalışmaya motive eden bazı çalışmalar 

verilecektir. Daha sonra incelenen denklem sınıfının salınımlılık özelikleri 

incelenecektir. 

Q. Feng [40] ve arkadaşları 00  tt  ve 10   için,  

              tetxftqtxDtxtrD tt    

şeklindeki kesirli mertebeden zorlayıcı terimli diferensiyel denklemleri çalışmışlardır. 

Burada 
tD  modifiye Riemann-Liouville kesirli türevini göstermektedir. Ayrıca 

 YXC ,  ile sürekli   mertebeden kesirli türevi bulunan YXf :  fonksiyonlarının 

kümesini göstermek üzere,   RtCr ),,[ 0

 ,   RtCeq ,,, 0   ve  RRCf ,,   

şeklindedir. Ayrıca her 0x  ve bazı m  pozitif sabit sayıları için   0xxf  ve 

  mx 0  eşitsizlikleri sağlanmak üzere bazı salınımlılık kriterlerini elde etmişlerdir. 

S. Ogrekci [41] bir çalışmasında 00  tt  ve 10   için, 

               tetxtxtFtxDtxtrD tt    ,,  
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denkleminin salınımlılık özelliklerini çalışmıştır. Burada   RtCr ),,[ 0

 , 

  RtCe ,,0  ,  RRC , ,  RRtCF ,),[ 2

0   ve    RtC ,,0  şeklindedir. 

Ayrıca her Rx  ve bazı M  pozitif sabit sayıları için   Mx 0  eşitsizliği sağlanmak 

üzere salınımlıklık kriterleri elde etmiştir. 

Q. Feng [42] 00  tt  ve 10   için, 

                      0,, 21  txftqtxDtxDtxktptxDtxktrD tttt

  

şeklindeki denklemlerin salınımlılık özelliklerini araştırmıştır. 

Bu çalışmada ise 00  tt  ve 10   için, 

                
        











tetxtxtF

txDtxDtxktptxDtxktrD tttt





,,                            

,, 21                                           (3.1.1) 

biçimindeki kesirli mertebeden diferensiyel denklemler incelenmiştir. Burada 

  RtCr ),,[ 0

 ,  22

1 , RRCk  ,  22

2 , RRCk  ,  RRtCF ,),[ 2

0   ve 

   tt lim  olmak üzere    RtC ,,0  şeklindedir. Ayrıca her Ru  ve 

}0{\Rv  ve bazı K  pozitif sabit sayıları,     vuKvkvuk ,, 1

2

1   ve   0,2 vuuvk  

eşitsizliklerini sağlamak üzere salınımlılık kriterleri elde edilecektir. 

(3.1.1) denkleminin salınımlılık davranışını incelemek için aşağıdaki koşullar ve 

fonksiyon sınıfları kullanılacaktır. 

Koşullar, 

K1) 0tT   için, 

1 1[ , ]t s t  için   0 e t   

2 2[ , ]t s t  için   0e t   

olacak şekilde 2211 tstsT   vardır.   

K2) ],[],[ 2211 tstst   ve 0,x u R   için    
1

/,,





xtqxuxtF  olacak şekilde 

  0tq  fonksiyonu ve 1  sabiti vardır. 
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şeklindedir. Ayrıca 2,1i  için, 

          0 ,,for 0:],[, 1  iiiiiiii tusutsttutsCutsB  

tanımlansın.  ii tsBG ,  ve  RtCg ),,[ 0   olmak üzere bir ),;( ii tsA   fonksiyoneli  

    ,2,1 ,   ,),;( 2   ittsdttgtGtsgA ii

t

s

ii

i

i

 

şeklinde tanımlansın. Dikkat edilirse ),;( ii tsA   lineerdir ve  

),;2(),;2(),;( iiiiii tsg
G

G
Atsg

G

G
AtsgA





  

sağlanır. 

   tststD 0:,  olmak üzere, 

a)   0, ttH  ve st   için   0, stH , 

b) H , D  üzerinde   R,, 21 DLhh loc  için,    1 , , ,
H

h t s H t s
t





 

   2 , ,
H

h t s H t s
s


 


 olacak şekilde tH  /  ve sH  /  kısmi türevlerine sahiptir. 

Koşullarını sağlayan  RDCH ,  fonksiyonları göz önüne alınacaktır. 

(3.1.1) denkleminin salınımlılığını incelemek için bir başka fonksiyon sınıfı olan Y  yi 

tanımlayalım. 

   tsltlstE 0:,,  olmak üzere  REC ,  fonksiyonu, 

T1)   0,,  ltt ;   0,,  llt  ve tsl   için   0,,  lst . 

T2)   fonksiyonunun E  üzerinde s /  kısmi türevi vardır. 

koşullarını sağlıyorsa  lst ,,  fonksiyonu Y  sınıfındandır denir ve Y  ile gösterilir. 

Y  fonksiyonu için  RtCg ),,[ 0   ve tslt 0  olmak üzere, 

     2; , , ,

t

l

T g l t t s l g s ds 
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tanımlansın. Ayrıca   fonksiyonu, 

 
   lstlst

s

lst
,,,,

,,





  

şeklinde tanımlanırsa,  tlT ,;  lineer operatörü  RtCg ),,[ 0

1    için 

   ; , 2 ; ,T g l t T g l t  
 

eşitliğini sağlar. 

3.1.1 Teorem: 

(K1) ve (K2) koşullarının sağlandığını kabul edelim. Eğer 

   
 

 
 

'
, : , ,i i

t
H t s h t s H t s

t




   ve          

 


1/1/1
1


 tetqtQ  ( 100   

kabulüyle) olmak üzere 1,2i   için, 

 
         

 
         

1
14,

1
24,

, ,

, , 0

i

i i
i si

si

ti

i i
t ii

i

K r s

s sH

K r s

t tH

s H s Q s H s ds

s H s Q s H s ds



 




 


  

  

 
  

  

 

    
  





                                            (3.1.2) 

eşitsizliğini sağlayacak şekilde  ,i i is t   sayıları, yukarıdaki (a) ve (b) koşullarını 

sağlayan  ,H D R  fonksiyonu ve   1

0 , ,C t R    fonksiyonu varsa (3.1.1) 

denklemi salınımlıdır.   

İspat:   

Aksine  tx , (3.1.1) denkleminin salınımlı olmayan bir çözümü olsun. Bu durumda  tx  

eninde sonunda tek işaretli kalacaktır. Yani yeterince büyük bir 00 tT   için ),[ 0 T  

üzerinde   0tx  dır. 0Tt   için 

   
      

 tx

txDtxktr
ttw t




,

: 1                                                                                          (3.1.3) 

tanımlansın. Böylece, 
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   
 
 

 
     
 

   
      

 

 
 

     
      

 tx

txDtxDtxk
trttw

t

tD

tx

txDtxDtxk
tpt

tx

txtxtF
t

tx

te
ttwD

ttt

tt
t

2

1

2

,
 

,,,




















 

yazılır.  2K  ve 2k  nin kabulünden 

   
 
 

   
 

 
 

   
 tw

trtK
tw

t

tD
txtq

tx

te
ttwD t

t

21 1







 












                          (3.1.4) 

elde edilir.  1K  den, eğer   0tx  ise bu durumda  11,tst  için   0te  olacak 

şekilde 011, Tts   seçilebilir. Benzer şekilde eğer   0tx  ise bu durumda  22 ,tst  için 

  0te  olacak şekilde 022 , Tts   seçilebilir. Bu yüzden 2,1i  ve  ii tst ,  için 

 
 

0
tx

te
 yazılabilir. Yani 

 
 

 
 tx

te

tx

te
  olur. Böylece (3.1.4) den 

   
 
 

   
 

 
 

   
 tw

trtK
tw

t

tD
txtq

tx

te
ttwD t

t

21 1







 
















                      (3.1.5) 

elde edilir. 1  için, m , 1





n ,    

1



 txtqA , 

 
 tx

te
B

1




  seçilirse, 

Lemma 2.21 den 

   
 
 

 tQ
tx

te
txtq 

1
                                                                                                    (3.1.6) 

bulunur. (3.1.6) eşitsizliği 1  için sağlandığı açıktır.  Bu yüzden (3.1.5) ve (3.1.6) dan 

1 , 2, 1i  ve  ii tst ,  için, 

     
 

 
 

   
 tw

trtK
tw

t

tD
tQttwD t

t

21







                                                      (3.1.7) 

elde edilir. Burada    w t w   olarak alınırsa    tD w t w 


  ve    tD t  


  

olacağından, (3.1.7) eşitsizliği 1 , 2i   ve ,
i is t      için 
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     
 

 
 

   
 

21
w Q w w

K r

 
     

    





                                                (3.1.8) 

olacaktır. i ,  ,
i is t   aralığında herhangi bir sayı olmak üzere (3.1.8) eşitsizliğinde   

yerine s  yazılır,  ,H s  ile çarpılır ve [ , )
ii t    için [ , )i   üzerinde integral alınırsa, 

     

     
 

 
 

   
 

         

 
 

 
 

   
 

   
 

   
        

2

2

2

1/2

1/2

2

,

1
, ,

, , ,

1
            ,

, 1
, ,

2

i

i i

i

i

i

i i

i i

H s s Q s ds

s
H s w s ds H s w s w s ds

s K s r s

H w w s h s H s ds

s
H s w s w s ds

s K s r s

H s
H w w s K s r s H s

K s r s





 

 













 


 

 

    




 


    











 
    
 
 

 

 
  
 
 

 
    
 



 







   
 

   
   

 

2

2

2

2

2

            ,
4

, , .
4

i

i

i i

ds

K s r s
H s ds

K s r s
H w H s ds













   




 




 




 

elde edilir. Eşitsizliğin her iki tarafı  ,
it iH    ile bölünürse ve 

it
    için, 

 
     

 
 

   
 2

2

1
,

,

1
,

4,

ti

i

ii

ti

i

ii

t

t i

i t

t i

H s s Q s ds
H

K s r s
w H s ds

H









 
 


 

 







  







                                                         (3.1.9) 

bulunur.  

Diğer taraftan (3.1.8) eşitsizliğinde   yerine s  yazılarak,  ,H s   ile çarpılır ve 

[ , )
is i    için ( , )i   üzerinde benzer şekilde integral alınırsa,  
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     

     
 

 
 

   
 

         

 
 

 
 

   
 

   
   

 

2

1

2

2

1

,

1
, ,

, , ,

1
           ,

, , .
4

i

i i

i

i

i

i i

i i

H s s Q s ds

s
H s w s ds H s w s w s ds

s K s r s

H w w s h s H s ds

s
H s w s w s ds

s K s r s

K s r s
H w H s ds





 

 













 


 

 

    




 


   







 
    
 
 

  

 
  
 
 

  



 







 

elde edilir. Burada eşitsizliğin her iki tarafı  ,
ii sH    bölünürse ve 

is
    için 

 
     

 
 

   
 2

1

1
,

,

1
,

4,

i

i

si i

i

i

si i

s

i s

i s

i s

H s s Q s ds
H

K s r s
w H s ds

H









 
 


 

 







   






                                                    (3.1.10) 

(3.1.9) ve (3.1.10) eşitsizliklerinin taraf tarafa toplanmasıyla 

 
     

 
     

 
   

 
 

   
 2 2

1 2

1 1
, ,

, ,

1 1
, ,

4 4, ,

ti i

i i

s ii ii

ti i

i i

s ii ii

s t

i s t i

s t

i s t i

H s s Q s ds H s s Q s ds
H H

K s r s K s r s
H s ds H s ds

H H



 



 

   
   

 
 

   



 

 

 

 

eşitsizliği bulunur. Bu eşitsizlikte (3.1.2) ile çelişeceğinden ispat tamamlanır. 

3.1.2. Teorem:  

(K1) ve (K2) koşullarının sağlandığını kabul edelim. Eğer 1,2i   için, 

 
2

2
( ; , ) ( ; , )

i i i is t s t

G
A Q A K r

G
   


                                                                                  (3.1.11) 

eşitsizliğini sağlayacak şekilde bir  ,i iG B s t  fonksiyonu varsa (3.1.1) denklemi 

salınımlıdır.  
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İspat: 

Aksine  x t , (3.1.1) denkleminin salınımlı olmayan bir çözümü olsun. Bu durumda 

 x t  eninde sonunda tek işaretli kalacaktır. Yani yeterince büyük bir 0 0T t  için 

0[ , )T   üzerinde   0x t   dır. 0t T  için  

 
      

 
1 ,

:
tr t k x t D x t

w t
x t



                                                                                         (3.1.12) 

 tanımlansın. Böylece,  

 
 

 

     
 

 
      

 

 
      

 

2

1

2

, , ,

,

t t

t

t t

F t x t x t k x t D x t D x te t
D w t p t

x t x t x t

k x t D x t D x t
r t

x t

 



 


  



 

olduğu görülür.  2K  koşulu ve 2k  fonksiyonu üzerindeki koşul göz önüne alınırsa, 

 
 

 
   

 
 

1 21
t

e t
D w t q t x t w t

x t Kr t

 

                                                                  (3.1.13) 

elde edilir.  1K  den, eğer   0x t   ise bu durumda  1 1,t s t  için   0e t   olacak 

şekilde 1 1 0,s t T  seçilebilir. Benzer şekilde eğer   0x t   ise bu durumda  2 2,t s t  için 

  0e t   olacak şekilde 2 2 0,s t T  seçilebilir. Böylece hem  1 1,s t  hem de  2 2,s t  için 

 

 
0

e t

x t
  yazılabilir. Yani  

 

 

 

e t e t

x t x t
   olur. Böylece (3.1.13) den 

 
 

 
   

 
 

1 21
t

e t
D w t q t x t w t

x t Kr t

 

     

bulunur. Teorem 3.1.1 in ispatına benzer şekilde Lemma 2.21 den,  1 1,s t  ve  2 2,s t  

aralıklarında, 

   
 

 21
tD w t Q t w t

Kr t

                                                                                         (3.1.14) 
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eşitsizliğinin sağlandığı görülür. Burada    w t w   dönüşümü yapılırsa 

   tD w t w 


  olacağından, (3.1.14) eşitsizliği ,
i is t     , 1 , 2i   için, 

   
 

 
21

w Q w
Kr

  




                                                                                       (3.1.15) 

haline dönüşür. (3.1.15) eşitsizliğinin her iki tarafı  2G   ile çarpılır ve 1 ve 2i   için 

is
  den 

it
  ye integral alınırsa, 

 

21
( ; , ) 2 ; ,

i i i is t s t

G
A Q A w w

G Kr
   



 
   

 

                                                            (3.1.16) 

elde edilir. Burada 0v   için, 

  21
2

G
m v v v

G Kr


   

fonksiyonunu göz önüne alalım. Bu fonksiyonun maksimum değeri   0m v   ve 

  0m v   için 
G

G
v K r

   olarak bulunur. Böylece, 

   
 

2

2

G
m v m v K r

G




   

olacağından 

 
2

2
( ; , ) ; ,

i i i is t s t

G
A Q A K r

G
   

 
  

 
 

 

elde edilir. Bu da kabulümüzle çelişir. Dolayısıyla (3.1.1) denkleminin her çözümü 

salınımlıdır.  

 3.1.3. Teorem:  

(K1) ve (K2) koşullarının 1   için sağlandığını kabul edelim. Eğer 1,2i   için, 

   2 ; , 0
i is tT q s K r s                                                                                            (3.1.17) 

eşitsizliğini sağlayacak şekilde bir Y  fonksiyonu varsa (3.1.1) denklemi salınımlıdır.  
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İspat: 

Aksine  tx , (3.1.1) denkleminin salınımlı olmayan bir çözümü olsun. Bu durumda 

 x t  eninde sonunda tek işaretli kalacaktır. Yani yeterince büyük bir 0 0T t  için 

0[ , )T   üzerinde   0x t   dır. Teorem 3.1.2 nin ispatındaki gibi (3.1.12) tanımlanırsa ve 

benzer işlemlerle 1 ve 2i   için ,
i is t      olmak üzere, 

   
 

 
21

w q w
Kr

  




                                                                                        (3.1.18) 

elde edilir. (3.1.18) eşitsizliğine ; ,
i is tT      operatörü uygulanırsa    için,  

   
 

 
21

; , 2 ; ,
i i i is t s tT q s T w s w s

Kr s
    

 
     

  

                                            (3.1.19) 

elde edilir. Burada 0v   için,   

  21
2F v v v

Kr
   

fonksiyonunu göz önüne alalım. Bu fonksiyonun maksimum değeri   0F v   ve 

  0F v   için v K r   olarak bulunur. Böylece, 

    2  F v F v K r   

olacağından  

   2; , ; ,
i i i is t s tT q s T K r s            

eşitsizliği elde edilir. Bu sonuç kabulümüzle çelişeceğinden (3.1.1) denklemi salınımlıdır. 
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3.2 Kesirli Mertebeden Doğrusal Olmayan Diferensiyel Denklemlerin Salınımlılığı 

Bu kısımda, 
tD  Modifiye Riemann-Liouville kesirli türevini göstermek üzere, 10   , 

  ,0tt , 1  ve 2  iki tek pozitif sayının oranı,    R,,0tCa  , 

   R,,0

2 tCr  ,    R,,0tCq  şeklinde pozitif fonksiyonlar ve 0x   için 

Rk  değerleri için   kxxf /  eşitsizliğini sağlayan  R,RCf   fonksiyonları için, 

              0
2

1








 txftqtxDtrDtaD ttt


                                                           (3.2.1) 

şeklindeki kesirli mertebeden diferensiyel denklemler göz önüne alınacaktır. 

Literatürde yapılan çalışmalar dikkate alındığında çalışmamız için en dikkat çeken 

çalışmalar aşağıda verilmiştir. 

Feng [43],  

                0 txftqtxDtptxDtrD ttt

  

          0 txtqtxDtrDD ttt

  

  ,0tt  ,  10    için doğrusal olmayan söndürücü terimli kesirli mertebeden 

diferensiyel denklemini ve kesirli mertebeden doğrusal diferensiyel denklemini 

incelemiş, ve genelleştirilmiş Riccati dönüşümü tekniği ile bazı salınımlılık kriterleri elde 

etmiştir. 

Liu ve arkadaşları [44], 

              0 txftqtxDtrDtaD ttt

  

kesirli mertebeden doğrusal olmayan diferensiyel denklemi için bazı salınımlılık 

kriterleri elde etmişlerdir. 

Bu kısımda, (3.2.1) denkleminin salınımlılık özelliklerini incelemek için     1/t  

olmak üzere    ata ~ ;    rtr ~ ;    qtq ~ ;     dssa
i

i
2/1

1
~/1,

~ 


   

dönüşümleri göz önüne alınacaktır. Burada 5,4,3,2,1,0i  için     1/ii t  ve 

   iitt  ,
~

, 11   şeklindedir. Ayrıca    tststD 0:,  olmak üzere, 
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H1)  , 0H t t   ve st   için   0, stH , 

H2) H , D  üzerinde   RDLhh loc ,, 21
 için,    1 , , ,

H
h t s H t s

t


 



   2 , ,
H

h t s H t s
s


 


 olacak şekilde tH  /  ve sH  /  kısmi türevlerine sahiptir. 

(H1) ve (H2) koşullarını sağlayan  RDCH ,  fonksiyonları göz önüne alınacaktır. 

3.2.1. Lemma: 

 tx  'nin (3.2.1) denkleminin eninde sonunda pozitif bir çözümü olduğunu ve   

 




ds
sa 2

0
/1~
1


                                                                                                                (3.2.2) 

 




ds
sr 1

0
/1~
1


                                                                                                                  (3.2.3) 

   
  

































dddssq

ar

1
2

0

/1
/1

~
~

1
~

1
                                                               (3.2.4) 

olduğunu kabul edelim. Bu durumda  T ,  üzerinde       0
1


 txDtrD tt  ve ayrıca  

  0txDt

   ya da    0lim  txt   olacak şekilde yeterince büyük bir T sayısı vardır. 

İspat:  

 tx  'nin (3.2.1) denkleminin eninde sonunda pozitif bir çözümü ve (3.2.2), (3.2.3) ve 

(3.2.4) denklemlerinin sağlandığını kabul edelim. Ayrıca     1/t  için 

   ata ~ ,    rtr ~ ,    xtx ~ ,    qtq ~  fonksiyonlarını göz önüne alalım. Bu 

durumda, 

             atDaaDtaD ttt
~~~  

olacağından      rtrDt
~ ,      xtxDt

~  ve      qtqDt
~  elde edilir. Böylece 

(3.2.1) denklemi 00   için, 
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             0~~~~~
2

1




















 




xfqxra                                                                  (3.2.5) 

formuna dönüşür. Bu durumda  x~ , (3.2.5) denkleminin eninde sonunda pozitif bir 

çözümü olur. f  fonksiyonunun tanımından    0~ xf  olacaktır. Böylece 1   için, 

             0~~~~~
2

1




















 




xfqxra                                                               (3.2.6) 

yazılır. Bu durumda  ,1  üzerinde        
2

1~~~



 







 
xra  kesin azalandır. Buradan 

      1~~ 
 xr  ifadesi eninde sonunda tek işaretlidir. Biz,  ,2  üzerinde  yeterince 

büyük bir 12    için        0~~ 1




 
 xr  olduğunu iddia ediyoruz. Aksine  ,3  

üzerinde  yeterince büyük bir  23     için       0~~ 1




 
 xr  olsun. Bu durumda 

 ,3  üzerinde      1~~ 
 xr  kesin azalandır. Böylece, 

                 
 

       
 

ds
sa

xra

ds
sa

sxsrsa
xrxr

2
3

1
2

2

12

3

11

/1333

/1

/1

/1

33

~
1~~~

~

~~~
~~~~






































 

yani 

                
 

ds
sa

xraxrxr
2

3

1
2

1

/1333

/1

33 ~
1~~~~~~~







 


   

elde edilir. Burada (3.2.2) den,      



1~~lim


  xr  olduğu görülür. Böylece 

yeterince büyük bir 34    için  ,4  üzerinde   0~  x  bulunur. Bu durumda, 

     
 

 
     

 

1

1

1 1
4 4 4

1/

1/

4 4 41/ 1/

1r s
x x x s ds x s ds r x ds

r s r s


  



   
            

ve dolayısıyla,  

     
 

ds
sr

xrx
1

4

1

/144

/1

~
1~~~






  
  
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olur. Burada (3.2.3) den,     x~lim  elde edilir. Ancak bu  x~  'nin (3.2.5) 

denkleminin eninde sonunda pozitif bir çözümü olmasıyla çelişir. Dolayısıyla  ,2  

üzerinde       0~~ 1




 
 xr  olacaktır. Yani  ,2t  üzerinde       0

1


 txDtrD tt  

bulunur. Böylece,      xtxDt
~  eninde sonunda tek işaretli olacaktır. Şimdi yeterince 

büyük bir 45    için  ,5  üzerinde   0~  x  olduğunu kabul edelim.   0~ x  

olduğu için   0~lim   x  yazılabilir. Biz 0  olduğunu iddia ediyoruz. Aksine 

0  olduğunu kabul edelim. Bu durumda  ,5  üzerinde    x~ olacaktır. 

Dolayısıyla, RM   için      Mkxkxf   .  yazılabilir. Böylece (3.2.6) 

eşitliğinden 

             
2

1

a r x q f x q M




     





  

        
   

                                      (3.2.7) 

elde edilir. Burada (3.2.7) eşitsizliğinde,   yerine s  yazılarak, s  'ye göre   den   'a 

integral alınırsa, 

         dssqMdssxsrsa ~~~~
2

1
































, 

         dssqMxra ~~~~
2

1




 














  

yani 

     
 

 
2

1

/1

~
~

1~~







 








 


 dssq

a
Mxr                                                                            (3.2.8) 

bulunur. Burada (3.2.8) eşitsizliğinde,   yerine   yazılarak,   'ye göre   den   'a 

integral alınırsa, 

     
 

  











ddssq

a
Mdsxr

2

2
1

/1

/1 ~
~

1~~








 






, 

    
 

  









ddssq

a
Mxr

2

2
1

/1

/1 ~
~

1~~








 


  
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olacağından,  

 
   

 
1

2

2

/1
/1

/1 ~
~

1
~

1~






 

























 


 ddssq

ar
Mx                                                       (3.2.9) 

bulunur. Benzer şekilde (3.2.9) eşitsizliğinde,   yerine   yazılarak,   'ya göre 5  den 

  'ye integral alınırsa, 

 
   

  















dddssq

ar
Mdssx

1
2

5

21

5

/1
/1

/1 ~
~

1
~

1~























 


 , 

   
   

  














dddssq

ar
Mxx

1
2

5

21

/1
/1

/1

5
~

~
1

~
1~~























 



 

elde edilir. Böylece (3.2.4) eşitliğinden,    xt
~lim  bulunur. Bu da  x~  'nin 

pozitif çözüm olmasıyla çelişir. Dolayısıyla ispat tamamlanır. 

3.2.2. Lemma:  

 tx , yeterince büyük bir 01 tt   için  ,1t  üzerinde  

        0   ,0
1

 txDtxDtrD ttt

                                                                                (3.2.10) 

eşitsizliklerini sağlayan (3.2.1) denkleminin eninde sonunda pozitif bir çözümü olsun. 

Bu durumda 1tt   için  

 
          

 tr

tttxDtrDta
txD tt

t
1

1
1

1
21

/1

1

/1

1

/1
/1

,





 
                                                       (3.2.11) 

sağlanır.  

 

İspat:  

 tx , (3.2.1) denkleminin eninde sonunda pozitif bir çözümü olsun. Bu durumda (3.2.6) 

eşitliğinden  ,1  üzerinde        
2

1~~~



 







 
xra  nin kesin azalan olduğu elde 

edilmişti. Böylece, 
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              

       
 

       
 

         11

/1

/1

/1

/1

/1

11

,
~~~~

~
1~~~

~

~~~

~~~~~~

1
2

2
1

12

2

12

1

111

















































xra

ds
sa

xra

ds
sa

sxsrsa

xrxrxr

 

bulunur. Başka bir ifadeyle, 

              11

/1
,

1
2

1

tttxDtrDtatxDtr ttt 
                                                          (3.2.12) 

şeklinde yazılır ve (3.2.12) eşitsizliğinin her iki tarafı  tr/1  ile çarpılırsa, 

 
          

 tr

tttxDtrDta
txD tt

t
1

1
1

1
21

/1

1

/1

1

/1
/1

,





 
  

elde edilir. 

3.2.3. Teorem:  

Lemma 3.2.1 deki (3.2.2), (3.2.3) ve (3.2.4) şartlarının ve 121   in sağlandığını kabul 

edelim. Rk   için 

   
          

     



 





2

/1

1

/1

2/1

2

/1

1

,
~~~

~~~,
~~

2

4

1~~
11

11

2 









 sssr

ssrsss
ssqk  

                                               
 
 

      




  dssss
sr

s
s 







~~~

~
,

~
~ 2

/1

2

/1

1

1

1

                 (3.2.13) 

eşitliğini sağlayan   0 , ,RC t    varsa, bu durumda (3.2.1) denkleminin her 

çözümü salınımlıdır ya da   0lim  txt  sağlanır. 

İspat: 

Aksine  tx , (3.2.1) denkleminin salınımlı olmayan bir çözümü olsun. Bu durumda 

genelliği kaybetmeksizin, yeterince büyük bir 1t  için  1t ,  üzerinde   0tx  olduğunu 

varsayabiliriz (Benzer şekilde   0tx  durumu da incelenir). Lemma 3.2.1 'den 
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yeterince büyük bir 2 1t t  için  ,2t  üzerinde      0txDtrD tt

  ve ayrıca  

  0txDt

   ya da    0lim  txt  olduğunu biliyoruz. Böylece,  ,2t  üzerinde 
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olur. (3.2.11) ve   kxxf /  nın kullanılmasıyla,  
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elde edilir. Burada 2 , 
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yazılır. (3.2.15) eşitsizliğinde     ~t  dönüşümü yapılırsa, bu durumda 

     ~tDt  ve     
~

tDt  olacağından,  

           
 
 

 

          
     2

/1

1

/1

2/1

2

/1

1

2

/1

2

/1

1

,
~~~

~~~,
~~

2

4

1

~
~

,
~

~~~~~~

11

11

1

1



















r

r

r
qk










                                       (3.2.16) 

bulunur. Burada   yerine s  yazılırsa ve (3.2.16) eşitsizliğinin her iki tarafının 2  'den 

  'ye integrali alınırsa, 
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bulunur. Bu eşitsizlik, (3.2.13) eşitsizliğiyle çelişir. Dolayısıyla ispat tamamlanır. 

3.2.4. Teorem:  
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                 (3.2.17) 

eşitsizliğini sağlayan bir   0 , ,RC t    fonksiyonu varsa (3.2.1) denkleminin her 

çözümü salınımlıdır ya da   0lim  txt  sağlanır.  

İspat:  

Aksine  tx , (3.2.1) denkleminin salınımlı olmayan bir çözümü olsun. Bu durumda 

genelliği kaybetmeksizin, yeterince büyük bir 1t  için  1t ,  üzerinde   0tx  olduğunu 

varsayabiliriz (Benzer şekilde   0tx  durumu da incelenir). Lemma 3.2.1 'den 

yeterince büyük bir 2 1t t  için  ,2t  üzerinde      0txDtrD tt

  ve ayrıca  
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  0txDt

   ya da    0lim  txt  sağlanır. Bu durumda (3.2.14) sağlanır.  t ,  ~  

Teorem 3.2.3 deki gibi tanımlansın. Böylece      ~tDt
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 ,2  üzerinde cba   olacak şekilde a  ,  b  ,  c  sayılarını seçelim. Ayırca   yerine 

s  yazılsın ve (3.2.18) eşitsizliğinin her iki tarafı  sH ,  ile çarpılarak c  den    ye 

integral alınsın. Bu durumda,  
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yazılır. Kısmi integrasyon kullanılırsa, 
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bulunur. Böylece, 
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olacağından  b  için ve eşitsizliğin her iki tarafı  cbH ,  ile bölünürse, 
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elde edilir. Diğer taraftan, benzer hesaplarla   yerine s  yazılarak (3.2.18) eşitsizliğinin 

her iki tarafı  ,sH  çapılarak   den c  ye integral alınırsa, 
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elde edilir. Burada  a  için ve eşitsizliğinin her iki tarafı  acH ,  ile bölünürse 
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bulunur. Böylece (3.2.19) ve (3.2.20) eşitsizlikleri taraf tarafa toplanırsa, 



32 

 

 
           

 
 

 

 
           

 
 

 

 
   
 

   
 

   

 
    

 
   
 

   
 

   

 
    


























































dssbHsbh
s

ssr

cbH

dsasHash
s

ssr

acH

dss
sr

s
sssssqksbH

cbH

dss
sr

s
sssssqkasH

acH

sr

ss

s

s
b

c

sr

ss

s

s
c

a

b

c

c

a

2

~

~,
~

2
~

~

2

2

/1

1

/1

2

~

~,
~

2
~

~

1

2

/1

1

/1

2

/1

2

/1

1

2

/1

2

/1

1

,,
,

~
4

~~

,

1

,,
,

~
4

~~

,

1

~
~

,
~

~~~~~,
,

1

~
~

,
~

~~~~~,
,

1

1/1

2
1/1

1

1

1

1/1

2
1/1

1

1

1

1

1

1

1























































 

elde edilir. Bu eşitsizlikte (3.2.17) eşitsizliğiyle çelişir. Dolayısıyla, (3.2.1) denkleminin 

her çözümü salınımlıdır.  
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eşitliğini sağlayacak şekilde bir   R,,0  CG  varsa, (3.2.1) denklemi salınımlıdır ya 

da   0lim  txt  sağlanır. 

İspat:  

Aksine  tx , (1) denkleminin salınımlı olmayan bir çözümü olsun. Bu durumda genelliği 

kaybetmeksizin, yeterince büyük bir 1t  için  1t ,  üzerinde   0tx  olduğunu 

varsayabiliriz (Benzer şekilde   0tx  durumu da incelenir). Lemma 3.2.1 'den 

yeterince büyük bir 2 1t t  için  ,2t  üzerinde      0txDtrD tt

  ve ayrıca  
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yazılır. (3.2.22) eşitsizliğinde   yerine s  yazılır, her iki yanı  ,G s  ile çarpılır ve her 
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   (3.2.23) 

bulunur. (3.2.23) eşitsizliği (3.2.21) ile çelişir. Dolayısıyla ispat tamamlanır. 

Elde edilen teoremlerden çok sayıda salınımlılık kriteri türetilebilir. Örneğin Teorem 

3.2.5 de     ssG ,  ya da     
ssG  ln,    seçilirse, aşağıdaki sonuçlar elde edilir.  
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3.2.6. Sonuç:  

Teorem 3.2.5 in şartları altında, 
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sağlanıyorsa, (3.2.1) denkleminin her çözümü salınımlıdır ya da   0lim  txt  

sağlanır. 

3.2.7. Sonuç: 

Teorem 3.2.5 in şartları altında, 
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sağlanıyorsa, (3.2.1) denkleminin her çözümü salınımlıdır ya da   0lim  txt  

sağlanır. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



36 

 

3.3 Kesirli Mertebeden Söndürücü Terimli Diferensiyel Denklemlerin Salınımlılığı 

Bu kısımda, öncelikle kesirli Liouville türevi ile literatürde yapılan çalışmalar verilmiş ve 

söndürü terime sahip bir kesirli diferensiyel denklemin salınımlılığı çalışılmıştır. 



D  Liouville kesirli türevini göstermek üzere, Chen [21] bir çalışmasında,  

            0




 



  dvvytvftqtyDtr
t

  

0t  , 10   ,   pozitif iki tek sayının oranı,     R,,0

1 tCr  ,     R,,0tCq   

şeklinde pozitif fonksiyonlar ve 0x  ve RK   değerleri için   Kxxf /  

eşitsizliğini sağlayan  R,RCf   fonksiyonları için genelleştirilmiş Riccati dönüşüm 

tekniği ve bir eşitsizlik kullanarak bazı salınımlılık kriterleri elde etmiştir. 

Zheng [45], 

                  0




 







  
 dytftqtxDtptxDta

t
 

  ,0tt ,   1,0  için diferensiyel denklemin salınımlılığı çalışmıştır. Genelleştirilmiş 

Riccati fonksiyonu ve eşitsizlik tekniğine dayanarak, diferensiyel denklem için bazı 

salınımlılık kriterleri kurmuşlardır. 

Han ve arkadaşları [46] çalışmalarında 10   , 00 t  için 

             0




 



  dssytsftptyDgtr
t

  

şeklindeki diferensiyel denklemi göz önüne almışlardır. Burada r  ve p ,  ,0t  üzerinde 

sürekli ve pozitif fonksiyonlar,  0x  için   0xxf ,   0xxg  sürekli fonksiyonlar, 1k , 

2k  pozitif sabit sayıları ve 0x   için   1/ kxxf  ,   2/ kxgx   eşitsizlikleri sağlansın,  

ve 0uv  için      vguguvg 11

1

1     eşitsizliği sağlayan 1  pozitif sabit sayısı vardır 

ve 0u ,   01  uug  için  R,R1 Cg   şeklindedir. Yazarlar, genelleştirilmiş Riccati 

dönüşüm tekniğiyle, denklem için salınımlılık kriterleri elde etmişlerdir. 

Qi ve Cheng [47]  .,0  tt ,  1,0 , ve 00 t  için 
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                      0






  
 dxttqtxDtrtptxDtrta

t
 

denkleminin salınımlılığını incelemişlerdir. Burada    R,,0

2 tCr ,    R,,0

1 tCa

, ve   0, , ,Rp q C t    pozitif fonksiyonlar olmak üzere, yazarlar, belirli bir Riccati 

dönüşüm ve eşitsizlik tekniği ile bazı salınımlılık için aralık kriterleri kurmuşlardır .  

Xiang ve arkadaşları [48] 00  tt  ve  1,0  için 

                0




 



  dssxtsftbtxDtqtpta
t

  

kesirli diferensiyel denkleminin çözümlerinin salınımlılık özelliklerini incelemişlerdir. 

Burada   iki pozitif sayının oranı, 00 t  için a , b  ve q ,  ,0t  üzerinde sürekli pozitif 

fonksiyonlar, p ,  ,0t  üzerinde sürekli  negatif olmayan bir fonksiyon ve 0x  ve 

RK   değerleri için   Kxxf /  eşitsizliğini sağlayan  R,RCf   fonksiyonları 

için genelleştirilmiş Riccati dönüşüm tekniği ve bir eşitsizlik kullanılarak, yazarlar 

tarafından bazı salınımlıklık teoremleri kurulmuştur. 

Xu [49] çalışmasında   ,0tt  ve  1,0  için 

            0, 




 






 




  dvvxtvtFtxDtrta
t




  

denklemini göz önüne almıştır. Burada   iki pozitif sayının oranı, ve    R,,0

2 tCr  ,  

   R,,0

1 tCa  pozitif fonksiyonlar ve        R,R,, 0 


tCdvvxtvtF
t

  

olsun.     0


dvvxtv
t

  için            tqdvvxtvdvvxtvtF
tt


 

/,  

eşitsizliğini sağlayan bir    R,,0tCq  fonksiyonu olmak üzere, yazar denklemin 

salınımlılık problemi ile ilgilenmişlerdir. 

Bu kısımda ise  1,0 ,   ,0tt ,   1

0 , ,Ra C t   ,   2

0 , ,Rr C t   , 

  0 , ,Rq C t   ,  R,RCf   sürekli fonksiyonu k  pozitif sabit sayısı ve 0x   için 

  /f x x k  eşitsizliğini sağlansın ve 1  ve 2  iki tek sayının oranı olmak üzere,  
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şeklindeki kesirli mertebeden diferensiyel denklemin salınımlılık özellileri 

incelenecektir. 

Bu kısımdaki yapılan işlemlerde kolaylık olması bakımında 5,4,3,2,1,0i  için 

    dssatt
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/exp

0
  ve  1,0  için 
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t


  kullanılacaktır. 

3.3.1. Lemma:  

 tx  'nin (1) denkleminin eninde sonunda pozitif bir çözümü ve  
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olduğunu kabul edelim. Bu durumda  T ,  üzerinde       0
1






 txDtr  ve ayrıca 

  0 txD   ya da   0lim  tGt  olacak şekilde yeterince büyük bir T sayısı vardır. 

İspat:  

Hipotezden, yeterince büyük bir 1t  için  ,1t  üzerinde   0tx  olacağından   0tG  

dır. Bu durumda 1tt   için, 
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yazılır. Yani          
2

1









 

 txDtrtatA ,  ,1t  üzerinde kesin artandır. Böylece, 

     

1 txDtr  eninde sonunda tek işaretli olacaktır. Yeterince büyük 12 tt   için, 
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1






 txDtr  olacağını iddia ediyoruz. Aksine, yeterince büyük 
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













 

yazılır. Böylece (3.3.2) eşitliğinden,      

1

lim
 txDtrt  elde edilir. Yani 34 tt   

için  ,4t  üzerinde   0 txD  dır. Bu durumda, 

     

 
     

 

     

 
ds

sr

txDtr

ds
sr

sxDsr

dssGtGtG

t

t

t

t

t

t

1
4

1

1

1
1

4

4

/1

44

/1

/1

/1

4

1

1

1































 

olacağından (3.3.3) eşitliğinden    tGtlim  elde edilir. Bu da,  ,1t  üzerinde 

  0tG  ile çelişir. Böylece  ,2t  üzerinde       0
1






 txDtr  elde edilir ve  txD
  

eninde sonunda tek işaretli olacaktır. Şimdi de yeterince büyük bir 45 tt   için  ,5t  

üzerinde   0 txD  olduğunu kabul edelim. Böylece  ,5t  üzerinde   0 tG  ve 

  0lim  tGt  olacaktır. Burada 0  olduğunu iddia ediyoruz. Aksine, 0  

olsun. Bu durumda,  ,5t  üzerinde   tG  olacaktır ve RM   için 

   MktGf    olacağı göz önüne alınırsa, (3.3.5) eşitsizliğinden, 5tt   için 
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               

         tqtMAtGtqtkA

dvvxtvftqtxDtrtatA
t








 














 




 





2

1

                                        (3.3.6) 

yazılır. (3.3.6) eşitsizliğinde t  yerine s  yazılarak, s  ye göre t  den   a integral alınırsa, 

                       
2 2

1 1

lim
t t

A t a t r t D x t M A s q s ds A t a t r t D x t

 
 

 
 

 


   
     

   


yazılır. Yani, 

             dssqsAMtxDtrtatA
t


 








2

1


  

olacağından 

     
   

   
2

2
1

/1

/1 1












 



 dssqsA
tatA

MtxDtr
t

                                                (3.3.7) 

elde edilir. (3.3.7) eşitsizlinde, t  yerine   yazılarak,   ya göre t  den   a integral 

alınırsa, 

    
   

    






 ddssqsA
aA

MtxDtr
t

2

2
1

/1

/1 1








 




 

yazılır. Yani, 

   
     

   
1

2

21

/1
/1

/1 11
1






 

























 



ddssqsA
aAtr

MtG
t

                        (3.3.8) 

olur. (3.3.8) eşitsizliğinde t  yerine   yazılarak,   ya göre 5t  den t  a integral alınırsa, 

     

     
   

1 2

1
2

5

1/

5

1/
1/

1

1 1
                      

t

t

G t G t M

A s q s ds d d
r A a

 



 



 
  

 

    

  
   
   

  
 

bulunur. (3.3.4) eşitliğinden    tGtlim  olduğu görülür. Bu da   0tG  ile çelişir. 

Dolayısıyla 0  dır. Yani   0lim  tGt  bulunur. 
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3.3.2. Lemma:  

 tx  'nin yeterince büyük bir 01 tt   için  ,1t  üzerinde         0   ,0
1

 



 txDtxDtr   

şartlarını sağlayan (3.3.1) denkleminin eninde sonunda bir çözümü olduğunu kabul 

edelim. Bu durumda 1tt   için  

 
             

 

1

1
1 1 2 1 2

1

1/

1/ 1/ 1/

1 1

1/

1 ,t t A t a t r t D x t

G t
r t


     



 




 
   

                        (3.3.9) 

sağlanır. 

İspat:  

 tx  'nin (3.3.1) denkleminin eninde sonunda pozitif bir çözümü olduğunu kabul 

edelim. Böylece (3.3.5) eşitsizliğinden        
2

1









 

 txDtrta  'nın  ,1t  üzerinde 

kesin artan olduğunu elde edilmişti. Böylece, 
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
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


















  

yani, 

 
           

 

1

1
22

/1

11

/1/1
,




 





















tr

tttxDtrtatA
txD  

elde edilir. 
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3.3.3. Teorem:   

Lemma 3.3.1 deki (3.3.2), (3.3.3) ve (3.3.4) şartlarının ve 1 2 1    sağlandığını kabul 

edelim. Eğer yeterince büyük T  sayısı için, 

     

            
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



2

/1
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1

2

/1

1

/1

2/1

2

/1

1

1

1

11

11

2

,1

,14

,12
                                                     (3.3.10) 

denklemini sağlayacak şekilde   1

0 , ,RC t    ve      ,0,,0

1 tC  varsa, bu 

durumda (3.3.1) denkleminin her çözümü salınımlıdır ya da   0lim  tGt  sağlanır. 

İspat:  

Aksine  tx , (3.3.1) denkleminin salınımlı olmayan bir çözümü olsun. Bu durumda 

genelliği kaybetmeksizin, yeterince büyük bir 1t  için  1t ,  üzerinde   0tx  olduğunu 

varsayabiliriz (Benzer şekilde   0tx  durumu da incelenir). Lemma 3.3.1 'den 

yeterince büyük bir 2 1t t  için  ,2t  üzerinde       0
1






 txDtr  ve ayrıca  

  0 txD   ya da    0lim  tGt  dır. Şimdi  ,2t  üzerinde   0 txD  olduğunu 

kabul edelim. Böylece  ,2t  üzerinde aşağıdaki genelleştirilmiş Riccati fonksiyonu 

tanımlanırsa: 

   
         
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tt 




 

yazılır. Bu durumda, 
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olacağından,  

 
 

 
   

           
 

 
           

 
   

 

 
   

      
 

 
           

 
   

2

1

2

1

2

1

2

2

2

G t A t a t r t D x t
t

t t t
t G t

G t A t a t r t D x t

t t t
G t

A t q t f G tt
t t

t G t

G t A t a t r t D x t

t t t
G t

















  



  


 



  














  
        

 
  

   


 

 
  

   

 

şeklinde yazılabilir. (3.3.9) kullanılırsa, 
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elde edilir. Böylece,  
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Yani 
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                                        (3.3.11) 

bulunur. (3.3.11) eşitsizliğinde 2  , 
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elde edilir. (3.3.12) eşitsizliğinde t  yerine s  yazılarak, s  ye göre 2t  den t  ye integral 

alınırsa, 
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                                                         (3.3.13) 

bulunur. (3.3.13) eşitsizliği (3.3.10) eşitsizliğiyle çelişir. Dolayısıyla ispat tamamlanır. 
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3.3.4. Teorem:   

Lemma 3.3.1 deki (3.3.2), (3.3.3) ve (3.3.4) şartlarının ve 121   sağlandığını kabul 

edelim. Ayrıca   ve   Teorem 3.3.3 deki gibi tanımlansın.   0 |,: tststD   
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eşitliğini sağlayacak şekilde  R,DCH   fonksiyonu varsa, bu durumda (3.3.1) 

denklemi salınımlıdır ya da   0lim  tGt  sağlanır.  

İspat:  

Aksine  tx , (3.3.1) denkleminin salınımlı olmayan bir çözümü olsun. Bu durumda 

genelliği kaybetmeksizin, yeterince büyük bir 1t  için  1t ,  üzerinde   0tx  olduğunu 

varsayabiliriz (Benzer şekilde   0tx  durumu da incelenir). Lemma 3.3.1 'den 
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gibi tanımlansın. Böylece (3.3.12) eşitsizliğinden 
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yazılır. (3.3.15) eşitsizliğinde t  nin yerine s  yazılır ve eşitsizliğin her iki tarafı  stH ,  ile 

çarpılır ve s  ye göre 2t  den t  ye integral alınırsa, 
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elde edilir. Böylece, 
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yazılacağından, 
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                                            (3.3.16) 

bulunur. (3.3.16) eşitsizliği (3.3.14) eşitsizliğiyle çelişir. Dolayısıyla ispat tamalanır. 

Teorem 3.3.3 ve Teorem 3.3.4 ün kullanımıyla, H ,   ve   nun seçimine bağlı olarak 

çok sayıda salınımlılık kriteri elde edilebilir. Örneğin,    ststH ,  ya da 

   
s
tstH ln,   olarak seçilirse, aşağıdaki sonuçlar elde edilir. 

3.3.5. Sonuç:   

Teorem 3.3.4 ün şartları altında ve 
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sağlanıyorsa, bu durumda (3.3.1) salınımlıdır ya da   0lim  tGt  sağlanır. 

3.3.6. Sonuç:  

Teorem 3.3.4 ün şartları altında ve 
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                                                   (3.3.18) 

sağlanıyorsa, bu durumda (3.3.1) salınımlıdır ya da   0lim  tGt  sağlanır. 
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3.4 Kesirli Mertebeden Fark Denklemlerin Salınımlılığı 

Bu kısımda, aşağıda verilen kesirli mertebeden fark denkleminin salınımlılık özellikleri 

araştırılmıştır. 

                01
1

0

2
1































 sxstftqtxtrta
t

ts


                                      (3.4.1) 

burada  10t
Nt , 1  ve 2  iki tek pozitif sayının oranını göstermektedir ve   da, 

10  olmak üzere   'ıncı mertebeden Riemann-Liouville fark operatörünü 

göstermektedir. 

Kesirli fark denklemlerinin salınımlılığı üzerine yapılan bazı çalışmalar aşağıda 

verilmiştir.   kesirli mertebeden fark operatörünü göstermek üzere, Sagayaraj ve 

arkadaşları [50], 

             01
1

0






















 sxstftqtxtp
t

ts




  

 10
Ntt ,  1,0 , ve 0  pozitif tek tamsayıların bir oranı olmak üzere, denklem 

için salınımlılık kriterleri elde etmişlerdir. 

Selvam ve arkadaşları [51]  10
Ntt ,  1,0 , ve 0  pozitif tek tamsayıların bir 

oranı olmak üzere, 

                  01
1

0





























 sxsttqtxtptxtc
t

ts

 

şeklindeki kesirli fark denklemi için bazı salınımlılık kriterleri elde etmişlerdir. 

Li [52] bir çalışmasında  

               0N ,,1  ttgtxtftxtptxtp   

  00

1 | xtx t  

 , başlangıç koşuluyla,  1,0  için söndürücü terimli zorlayıcı kesirli 

mertebeden fark denkleminin salınımlılık özelliklerini incelemiştir. 

Sagayaraj ve arkadaşları [53]  10
Ntt ,  1,0 , ve 0  pozitif tek tamsayıların bir 

oranı olmak üzere 



50 

 

               01,
1

0






















 sxsttFtxtrtp
t

ts





 

denkleminin salınımlılık davranışlarını incelemişlerdir. 

Bu kısımdaki yapacak olduğumuz işlemlerde kolaylık olması bakımından 3,2,1,0i  için 

    satt t
tsi i

2/11

1 /1,
 


  ve     0,max ss     olarak alınacaktır. Ayrıca 

çalışmamız sıkça kullanılacak olan aşağıdaki şartı da göz önüne alalım. 

C1.  ta ,  tr  ve  tq  pozitif diziler,    


 0

2/1
/1

ts

sa


 ve  RRCf ,  olsun. Ayrıca her 

0x  ve k  pozitif sabit sayısı için   kxxf /  eşitsizliği sağlanır. 

3.4.1. Lemma:  

 tx , (3.4.1) denkleminin bir çözümü ve  

      sxsttG
t

ts









  1
1

0

 

olsun. Bu durumda  

      txtG   1  

sağlanır. 

İspat: 

Tanım 2.15 kullanılarak,  

           

     tx

sxstsxsttG
t

ts

t

ts









 













 

1

11
11

1

11
00

 

 yazılır. Böylece, 

            txtxtG     11 1  

 elde edilir. 
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3.4.2. Lemma:  

 tx , (3.4.1) denkleminin eninde sonunda bir pozitif çözümü olsun ve (C1) in 

sağlandığını kabul edelim. Bu durumda    0 tx  ise 0tt   için       0
1


 txtr  

sağlanır. 

İspat:  

Hipoztenden,  ,1t  üzerinde   0tx  olacak şekilde bir 1t  sayısı vardır. Bu yüzden, 

 ,1t  üzerinde   0tG  dır. Ayrıca (1) denkleminden,  

               

0

1
1

0

2
1
































 sxstftqtxtrta
t

ts




                                        (3.4.2) 

yazılır. Yani          2
1

 txtrta   eninde sonunda artmayan bir dizidir. Böylece 

     1 txtr  , eninde sonunda tek işaretli olacaktır. Yeterince büyük bir 12 tt   için 

 ,2t  üzerinde       0
1


 txtr  olduğunu iddia ediyoruz. Aksine, yeterince büyük 

bir 23 tt   için       0
1


 txtr  olduğunu kabul edelim. Böylece  ,3t  üzerinde, 

atrtxt1 2  at3 rt3 xt3 1 2  l  0
 

yazılabilir. Yani, 

     
 ta

l
txtr

2

2
1

/1

/1




   

şeklindedir. Böylece, 

         
 sa

l
txtrtxtr

t

t
2

2

3

11

/1

/11

33 







  

elde edilir. Böylece t  için,  tx  nin pozitif olması ile çelişir. Böylece ispat 

tamamlanır. 
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3.4.3. Lemma:  

 tx , yeterince büyük bir 01 tt   için  ,1t  üzerinde   0 tx  ve       0
1


 txtr  

koşullarını sağlayan (3.4.1) denkleminin eninde sonunda pozitif bir çözümü olsun. Bu 

durumda 

 
            

 tr

txtrtatt
tG

1

1
1

211

/1

/1
/1

1

/1

1 ,1


 
                                                 (3.4.3) 

eşitsizliği sağlanır. 

İspat: 

 tx , (3.4.1) denkleminin eninde sonunda bir pozitif çözümü olsun. Bu durumda (3.4.2) 

eşitsizliğinden          2
1

 txtrta  ,  ,1t  üzerinde artmayandır ve 

      0
1


 txtr  dır. Böylece, 

              

       
 

         

1 1 1

2
2

1

2

1

1
2

2

1

1 1

1/

1

1/

1
1/

1/

1

t

t

t

t

r t x t r t x t r t x t

a s r s x s

a s

a t r t x t
a s

  
  








 







    

       

  





 

olacağından 

 
        

   

1

2

1

1

1
121

/1

/1

1

/1

/1
/1

1




















 



satr

txtrta
tx

t

t

 

yazılır. Yani, 

 
            

 tr

tttxtrta
tG

1

1
1

1
21

/1

1

/1

1

/1
/1

,1



  

  

elde edilir. 
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3.4.4. Teorem:  

(C1) ve 121   olduğunu kabul edelim. Eğer, 

   
    

     



















 







1

/1

1

2/11

,14
suplim

1

1

2
tss

ssr
sqsk

t

ts
t 






                                                  (3.4.4) 

olacak şekilde pozitif bir   dizisi varsa, bu durumda (3.4.1) denkleminin her çözümü 

salınımlıdır. 

İspat: 

Aksine  tx , (3.4.1) denkleminin salınımlı olmayan bir çözümü olsun. Bu durumda 

genelliği kaybetmeksizin, yeterince büyük bir 1t  için  1t ,  üzerinde   0tx  olduğunu 

varsayabiliriz (Benzer şekilde   0tx  durumu da incelenir). Lemma 3.4.2 'den 

yeterince büyük bir 2 1t t  için  ,2t  üzerinde   0 tx  ve       0
1


 txtr  

şeklindeydi. Böylece   ,2tt  için, aşağıdaki genelleştirilmiş Riccati fonksiyonu 

tanımlanırsa 

   
        

 tG

txtrta
tt

2
1






  

yazılır. Bu durumda, 

   
        

 

 
                     

   1
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1
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2
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2
1

2
1




















tGtG

tGtxtrtatGtxtrta

t

tG

txtrta
tt










 

yani 

   
 

 
 

    
 

 
         

 

2
1

2

1

1

1 1 1

1

q t f G tt
t t t

t G t

a t r t x t G t

t
G t







  






   



      
  



 

elde edilir.   kxxf /  ve (3.4.3) kullanırsa, 
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   
 

 
   

                   
 

   

2 2
1 1

1

1

1/

1 2

1/2

1

1

1 1 1 1

,

1

t
t t k t q t

t

t a t r t x t a t r t x t

t t

G t r t

 
 

 






  



 






   



            
      




yazılır. (3.4.2) eşitsizliğinden, 

                  2
1

2
1

111


  txtrtatxtrta  

olacağı göz önüne alınırsa 

   
 

 
   

 
   

 

 
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1

1
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1 2
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1

1
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1

t
t t k t q t

t

t t t
t

r t t


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






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  
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bulunur. Burada, 2 , 
     

 
 
 1

1,1
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



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

 

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
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
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 
     

 t
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B 






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
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 

 


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,12

1
1

1

 olarak seçilirse ve Lemma 2.22 den, 
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,14 1

1

ttt

ttr
tqtkt











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                                                                    (3.4.5) 

elde edilir. Buradan, 

   
    

     
   

 























 







1

1

2

/1

1

2/11

,14 1

1

2

t
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tss

ssr
sqsk

t

ts













                                               (3.4.6) 

(3.4.6) eşitsizliğinde t  için,  

   
    

     
  


















 






 1

2

/1

1

2/11

,14
suplim

1

1

2

t
tss

ssr
sqsk

t

ts
t











                                    (3.4.7) 

bulunur. (3.4.7) eşitsizliği (3.4.4) ile çelişir. Dolayısıyla (3.4.1) denklemi salınımlıdır. 
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3.4.5. Teorem:  

(C1) ve 121   sağlansın ve   pozitif bir dizi olsun.Ayrıca, 

 0t  için   ,0, ttH  

0 st  için   , 0, stH  

0 st  için        0,1,,2  stHstHstH  

şartlarını sağlayan bir H  fonksiyonu, 

 
     

    
     



















 






2

/1

1

2/11

0 ,14
,

,

1
suplim

1

1

0
tss

ssr
sqskstH

ttH

t

t
t 






                        (3.4.8) 

eşitliğini sağlayacak şekilde bulunabiliyorsa, (3.4.1) denklemi salınımlıdır. 

İspat: 

Aksine  tx , (3.4.1) denkleminin salınımlı olmayan bir çözümü olsun. Bu durumda 

genelliği kaybetmeksizin, yeterince büyük bir 1t  için  1t ,  üzerinde   0tx  olduğunu 

varsayabiliriz (Benzer şekilde   0tx  durumu da incelenir). Lemma 3.4.2 'den 

yeterince büyük bir 2 1t t  için  ,2t  üzerinde   0 tx  ve       0
1


 txtr  

şeklindedir.  t , Teorem 3.4.4 de tanımlandığı gibi olsun. Bu durumda, (3.4.5) 

gerçeklenir. Bu durumda (3.4.5) eşitsizliğinin her iki tarafı  stH ,  ile çarpılır ve 2t  den 

1t  e toplamı alınırsa, 

           
    

     2

/1

1

2/1111

,14
,,,

1

1
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tss

ssr
stHsstHsqskstH

t

t

t

t

t

t












 



 , 

     
    

     
   sstH

tss

ssr
sqskstH

t

t

t

t





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





















 






,
,14

,
1

2

/1

1

2/11

2

1

1

2

 

elde edilir. Yani, 

     
    

     
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







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

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bulunur. Böylece, 

     
    

     

     
    

     

     
    

     
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     2

/1

1

2/11

020

2

/1

1

2/11

2

/1

1

2/11

2

/1

1

2/11

,14
,,
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sqskstH
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
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



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
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



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




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
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




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


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
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










































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




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




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olur, ve  

lim
t

sup 1
Ht, t0 


t0

t1

Ht, s ksqs  r1/1ss2

4s1  1

1/1s, t2 

 t2  
t0

t21

ksqs  r1/1ss2

4s1  1

1/1s, t2 

 
 

 elde edilir. Bu da (3.4.8) ile çelişir. Böylece (3.4.1) denklemi salınımlıdır. 

Elde edilen salınımlılık kriterlerinde, H  ve   dizilerinin uygun seçimleriyle, (3.4.1) 

denklemi için çok sayıda salınımlılık kriteri türetilebilir. Örneğin, 1   ,  0 st  için 

   ststH ,  çift dizisi seçilirse, aşağıdaki sonuç elde edilir. 

3.4.6. Sonuç:  

Teorem 3.4.5 in şartları ve 

 
     

    
     





























2
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2/11

0
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1
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1

0
tss

ssr
sqskst

tt
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t
t 




 


                         (3.4.9) 

 sağlanıyorsa, bu durumda (3.4.1) denkleminin her çözümü salınımlıdır. 
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3.5 Uygulamalar  

Bu bölümde elde edilen salınımlılık kriterlerinine uygun örnekler verilmiştir. 

3.5.1. Örnek: 

Aşağıdaki kesirli mertebeden diferensiyel denklemi 0t  ,   0p t   ve 0 1   için 

göz önüne alalım. 

                21 sin / 1t t tD D x t p t x t D x t x t x t t                         (3.5.1) 

Dikkat edilirse,   1r t  ;     sin / 1e t t    ;  1 ,k u v v ;  2 ,k u v uv  

şeklindedir. Bu yüzden 1K q Q     şeklindedir.    
2

,H t s t s   ve yeterince 

büyük k  sayısı için, 
1

2s k  ;  
1 2

2 2t s k     ;  
2

2 4t k   ;  1 2 1k   ; 

 2 2 3k    ve   1t   seçilirse, 1,2i   için    , , 2i iH t s h t s   olur. Böylece,  

 

 
 

 

  
2 1 2 4

22 3

2 2 3

1 1 2
2 2 3 0

2 2 3

k k

k k

s k ds k s

 

 

   

 



   
           

   
   

bulunur. Yani (3.5.1) denklemi Teorem 3.1.1 den dolayı salınımlıdır. 

3.5.2. Örnek: 

Örnek 4.1 de verilen denklemin salınımlılığı için,      , , sin sint s l t s s l    ; 

1
2s k  ;  

1 2
2 1t s k      ve  

2
2 2t k    seçilirse    , , sin 2t s l t s l     

elde edilir. Böylece,  

   
 

       

2

2 1

2 2 2

2

; ,                                                                      

sin 2 1 sin 2 cos 2 1 2 2 0 

i is t

k

k

T q s K r s

k s s k k s k





  

   



   

       




 

 bulunur. Böylece verilen denklem Teorem 3.1.3 den dolayı salınımlıdır. 

3.5.3. Örnek:  

0t   ve 0 1   için aşağıdaki denklemi göz önüne alınsın.  

             2 2sin / 1 1 sin / 1t tD t D x t x t x t t                             (3.5.2) 
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Dikkat edilirse,     2sin / 1r t t    ;     sin / 1e t t    ;  1 ,k u v v  ve 

 2 ,k u v uv  şeklindedir. Dolayısıyla    2sinr    ve 1K q Q     olur. Eğer 

  2sinG t t ; 
1

2s k  ;  
1 2

2 1t s k      ve  
2

2 2t k    olarak seçilirse,  

 
2

2

3
( ; , ) ( ; , )

8 4i i i is t s t

G
A Q A K r

G


    


    

elde edilir. Bu yüzden (3.5.2) denklemi Teorem 3.1.2 den dolayı salınımlıdır. 

3.5.4. Örnek:  

3t  için aşağıda verilen kesirli mertebeden diferensiyel denklemi göz önüne alalım. 

        
3/5

5/3
1/3 1/5 1/3 1/3 2/3 21 sin 0t t tD t D D x t t x t x t 

      
 

                                    (3.5.3) 

(3.2.1) denklemine karşılık olarak 0 3t  ; 1
3

  ; 5
1 3
  ; 3

2 5
  ;   1/5a t t ;   1r t  ; 

  2/3q t t  ve    21 sinf x x x   yazılır. Böylece,   2/ 1 sin 1f x x x k    ; 

 1/3

0 3 / 4 / 3   ;     
3/5

4 / 3a     ve     
2

4 / 3q  


   bulunur. Bu durumda,  

   

 

      

2

2

2

1/

1 2

1

1

2

, 1/

1
4 / 3

4 / 3 ln ln

a s ds

ds
s










  

 







   

    



  

yani  1 2lim ,      olur ve (3.2.2) sağlanır. Ayrıca yeterince büyük bir 2T   için 

 ,T   üzerinde  1 2, 1     sağlanır. (3.2.3) için, 

 1
0 0

1/

1
ds ds

r s
 

 

     

elde edilir. (3.2.4) ise, 
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   
 

 

 

   

1
2

0

0

0

0

1/
1/

3/5
5/3

13/5 2

3/5

3/5
7/5 8/3

7/53/5 1

1 1

1
4 / 3

4 / 3

3 / 5 4 / 3

q s ds d d
r a

s ds d d

d d

d



  



  



 





 
 

 


  

 

  

  

 

 

  
  
   

  
       

   

        

   

 

  

  

 



 

bulunur. Diğer taraftan (3.2.13) de      ve   0    alınırsa, 

   
   

   
  

 

  
 

1
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0 0

0

2
1/

2

1/ 3/5

1 2 1 2

2

3/5

1 2

1 1 1
4 / 3

4 4, ,

1 1
                                                              4 / 3
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T

r s s
kq s s ds s s ds

s s s s
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ss



 






    

 


  



              
     

 
   

  

 
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1 2
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1 1
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4 ,

1 1
                                                              4 / 3

4 ,

          

T

T

ds
ss

ds
ss

 

 

 



 
   

  

 
   

  





  
2 1 1

                                                     4 / 3
4

                                                             

T
ds

s

  
   

 

 



 

elde edilir. Böylece (3.5.3) denklemi Teorem 3.2.3 den dolayı salınımlıdır. 

3.5.5. Örnek:  

2t   için aşağıdaki kesirli mertebeden diferensiyel denklemi dikkate alalım.  

           
3

1/3 31/7 3/7 1/7 1/21 1/7 3/7 28 / 7 exp 0t t tD t D t D x t t x t x t         
               (3.5.4) 

(3.2.1) denklemine karşılık olarak 0 2t  ; 1
7

  ; 1
1 3
  ; 2 3  ;   3/7a t t ;   1/21r t t

;     
33/7 8 / 7q t t   ve     2expf x x t x  yazılır. Dikkat edilirse,   / 1f x x k  ; 
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 1/7

0 2 / 8 / 7   ;     
3

8 / 7a    ;     
1/3

8 / 7r  


   ve   3q     olduğu 

görülür. Diğer taraftan,  

   

 

      

2

2

2

1/

1 2

1 1

1

2

, 1/

8 / 7

8 / 7 ln ln

a s ds

s ds










  

 

 





   

    



  

yani  1 2lim ,      olacağından (3.2.2) sağlanır. Ayrıca, yeterince büyük 2T   

için  ,T   üzerinde  1 2, 1     sağlanır. (3.2.3) için, 

 
 

1
0 0

1/

1
8 / 7ds sds

r s
 

 

        

bulunur. (3.2.4) ise,  

   
 

 

 

 

1
2

0

0

0

0

1/
1/

3
1/3

8/3 3

1/3 3

10/3 3

5/3

1/3

10/3

1

1 1

1 1
8 / 7

8 / 7 1

2

8 / 7
3

4

q s ds d d
r a

s ds d d

d d

d



  

  

 



 
 

 
 

  


 

  

   





 







  
  
   

  
       

   

       
 

  

 

  

  

 



 

olarak elde edilir. (3.2.24) de   2s   , 1   ve   0    seçilirse,  

 
     

   

   

 
 

  
 

 
 

   

1

1
0

0

0

2
1/

1/

1 20

1

1

3

0 1 2

3

0 1 2

1 1
lim sup

4 ,

8 / 71
 lim sup

,

1 1 1 1
 lim sup 1

8 / 7 ,

r s s
I s kq s s ds

s s

s
s s ds

s

s ds
ss


 

 










 

   


   


   













      
 
 

 
   

  
 

 
   

   






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 

 
   

 
   

 
 

   
 

 

0

0

0

3 3

1 2 1 2

3

0 1 2

1
lim sup

1 1 1 1 1 1
1 1

8 / 7 8 / 7, ,

1 1 1 1 1 1
lim sup 1 1

8 / 7 8 / 7,

T

T

T

T

I

s ds s ds
s ss s

s ds s ds
s ss











 

 
   

 
   








    
         

         

    
         

       

 

 

 

 

bulunur. Böylece (3.2.24) sağlanır. Yani (3.5.4) denklemi Sonuç 3.2.6 dan dolayı 

salınımlıdır. 

3.5.6. Örnek:  

1t  için aşağıdaki kesirli mertebeden diferensiyel denklemi göz önüne alalım. 

            
2

1/2
2 2 2sin 0

t t
t D x t t s t x s ds s t x s ds

 


   



              
        (3.5.5) 

Burada (3.3.1) denklemine karşılık olarak, 0 1t  ; 1
1 2
  ; 2 2  ;  0,1  ;   2a t t ; 

  1r t  ;   0p t  ;   2q t t  ve    2/ 1 sin 1f x x x k     yazılır. Diğer taraftan,  

 1 2
1

1
, ln

t

t t ds t
s

    

yani   1 2lim ,t t t   olur. Böylece, (3.3.2) sağlanır. Ayrıca, yeterince büyük bir 

2T t  için  ,T   üzerinde  1 2, 1t t   sağlanır. (3.3.3) için, 

 11/1 1

1
ds ds

r s


 

     

ve (3.3.4) ise, 

     
   

1
2

0

1/ 21/ 1/2

2 21

1 1 1 1

t
A s q s ds d d ds d d

r A a s



   
   

   

     
      
        
        

     

 

şeklinde sağlanır. (3.3.10) da  t t   ve   0t   olarak seçilirse, 
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     

           

       

 
   

 
     

   

   

   

2

1 1

1 1

1

1

2
1/ 1/

1 2

1/ 1/

1 2

1/

1 2 2

1/

21
1 2

21
1 2

21
1 2

2 1 ,

4 1 ,

1 ,

1 1

4 1 ,

1 1
1

4 1 ,

1
1

4 1 ,

t

t

t

t

T

kA s q s s

s s t t r s s

r s s s t

s t
s s s s ds

r s

ds
s s s t

ds
s t s

s t

 

 







    

  

 
   

 

 

 

    
 

  
  



  
  

   

  
  

   

 
  

 







    

     2

2

1 2

2

1 2

1 1 1
1

4 1 ,

1 1 1 1
1 1

4 1 , 4 1

t

T

T t

t T

ds ds
s s t s

ds ds
s t s s

 

  

   
  

     

      
      

         

 



 
 

elde edilir. Bu yüzden (3.5.5) denklemi Teorem 3.3.3 den dolayı salınımlıdır. 

3.5.7. Örnek:  

2t  için aşağıdaki kesirli mertebeden diferensiyel denklemi göz önüne alalım. 

       

        0exp
2

2

5/1
51

5/1
55/1














 





 









































 dssxtsdssxtst

txDttxDt

tt





                                             (3.5.6) 

Burada (3.3.1) denklemine karşılık olarak 0 2t  ;  0,1  ; 1 5  ;  1
2 5
  ;   1/5a t t ; 

  1r t  ;   1p t t ;   2q t t  ve    2/ exp 1f x x x k    yazılır. Ayrıca,  

        6/5 1/5 1/5 5

2
1 exp exp 5 2 exp 5 / 2

t
A t s ds t         olarak yazılabilir. Diğer 

taraftan,  

 
   

 

1/ 2
0

1 2

5

2

1
,

1
exp 25 / 2

t

t

t

t t ds

A s a s

ds
s

 

  

 




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yani  1 2lim ,t t t   olacaktır. Dolayısıyla (3.3.2) sağlanır. Ayrıca yeterince büyük 

bir 2T t  için  ,T   üzerinde  1 2, 1t t   sağlanır. (3.3.3) için, 

 1
0

1/ 2

1

t
ds ds

r s


 

     

olur. (3.3.4) ise,  

     
   

 

1
2

0

1/
1/

1/5
5

1/5 25

2

1 1

exp 5 / 2

t
A s q s ds d d

r A a

s ds d d



 

 

 
  

  

  

  
 

  
  
   

        

 

  

    

şeklinde bulunur. (3.3.17) de  t t  ,   0s   ve 1   seçilirse,  

 
       

           
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limsup
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t
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t

t
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s s t s r s s

r s s s t

s t
s s s s ds

r s
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
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


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


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 
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t s ds
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 

 

bulunur. Böylece (3.3.17) sağlanır.Bu durumda (3.5.6), Sonuç 3.3.5 den dolayı 

salınımlıdır. 
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3.5.8. Örnek:  

2t  için aşağıdaki kesirli mertebeden fark denklemini göz önüne alalım. 
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                                  (3.5.7) 

Burada 0 2t   ,  1 5   ,  2 1/ 5   ,   0,1   ,    1/5a t t  ,    1r t   ,    2q t t   and  

  / 1f x x k   şeklindedir. Ayrıca, 
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sağlanır. (3.4.4) de  t t  seçilirse,  
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bulunur. Böylece (3.4.4) sağlanır. Dolayısıyla, Teorem 3.4.4 den (3.5.7) denklemi 

salınımlıdır. 
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BÖLÜM 4 

SONUÇ VE ÖNERİLER 

Bu çalışmada, öncelikle temel tanım ve teoremler verilerek kesirli türev tanıtılmıştır. 

Literatür dikkatlice incelendiğinde kesirli türevle ilgili ilk spekülasyonlar 1695 yılında 

ortaya atılmıştır. Ancak konunun bazı teorik kısıtlamaları ve zorlukları nedeniyle kesirli 

diferansiyel denklemler için son elli yıl içinde çok geniş bir literatür oluşturulamamıştır. 

Fakat kesirli diferansiyel denklemlerin çözümlerinin bazı kalitatif davranışları üzerine 

son yıllarda önemli çalışmalar yapılmaya başlanmıştır. Bu çalışmaları incelediğimizde 

salınımlılık konusunda az sayıda çalışma olduğu göze çarpmaktadır. Bu boşluğu 

elimizden geldiği kadarıyla doldurmak için tezimizde kesirli mertebeden denklemlerin 

salınımlılıkları ayrıntılarıyla araştırılmıştır. Göz önüne alınan, diferansiyel denklem 

sınıfları için genelleştirilmiş Riccati dönüşümü teknikleri, genelleştirilmiş Philos tipi 

çekirdekleri ve kesirli mertebeden türevle tamsayı mertebeli türev arasında bir ilişki 

kurmamıza olanak sağlayan değişken dönüşümleri yardımıyla salınımlılık teoremleri 

elde edilmiştir. Bu teoremlerdeki H , G ,   ve   fonksiyonlarının seçimine bağlı 

olarak çok sayıda salınımlılık kriteri elde edilebilir. Bunun yanı sıra, H  ve G  

fonksiyonların özel seçimleri ile üçüncü bölümde sunmuş olduğumuz sonuçlar elde 

edilmiştir (bakınız Sonuç 3.2.6-7, Sonuç 3.3.5-6). Daha sonra bazı uygulamalara yer 

verilmiştir. Dikkatli bir şekilde incelenecek olursa, verilen bu uygulamalara literatürdeki 

çalışmalarda elde edilen kriterlerin hiç biri doğrudan uygulanamamaktadır. Tezimizde 

elde ettiğimiz teorik sonuçlar yardımıyla literatürdeki bu boşluğun kısmende olsa 

doldurulmasına katkıda bulunmuş olduğumuzu düşünmekteyiz. 
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İncelenen bu denklem sınıflarından farklı olarak kesirli diferansiyel denklemlerin (adi 

veya kısmi) ve kesirli fark denklemlerin salınımlılık özellikleri okuyucular tarafından 

incelenebilir.  

Konu gerek kesirli türevin farklı zaman skalalarında tanımlanması, gerek yeni 

salınımlılık kriterleri elde etme çabasıyla devamlı güncel kalmaktadır. Örneğin, Abdalla 

[54], m     , 
0q

  Riemann-Liouville q - diferensiyel operatörü ve 
0

m

q I   q - kesirli 

integralini göstermek üzere,  
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I x t b j m
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



     


  

 

formundaki doğrusal olmayan denklemler için salınımlılık kriterleri sunmuştur. Burada 

ayrıca Caputo q - kesirli fark operatörü için de bazı kriterler verilmiştir. Bu çalışma 

kesirli q - fark denklemlerine yönelik yapılacak çalışmalar için önemli bir referans 

olabilir. 
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