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ÖZET  

 

DÖRDÜNCÜ MERTEBEDEN SINIRLI OPERATÖR KATSAYILI  

BİR DİFERANSİYEL OPERATÖRÜN İKİNCİ DÜZENLİ İZİ  

 

Aylan CEYHAN 
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Tez Danışmanı: Doç. Dr. Erdal GÜL 

 

𝐻  ayrılabilir bir Hilbert uzayı olmak üzere 𝐻1 = 𝐿2(0, 𝜋; 𝐻) uzayında sırasıyla 

𝑙0(𝑦) = 𝑦′𝑣(𝑥) 

𝑙0(𝑦) = 𝑦′𝑣(𝑥) + 𝑄(𝑥)𝑦(𝑥) 

diferansiyel ifadeleri ve aynı 

𝑦′(0) = 𝑦′(𝜋) = 0 

𝑦′′′(0) = 𝑦′′′(𝜋) = 0 

sınır koşulları ile oluşturulan  𝐿0 ve  𝐿 operatörlerini ele alalım. Burada 𝑄(𝑥) operatör 
fonksiyonunun aşağıdaki koşulları sağladığını varsayalım: 

1) 𝑄(𝑥), [0, 𝜋] aralığında dördüncü mertebeden zayıf türeve sahiptir ve her 𝑥 ∈ [0, 𝜋] için    

𝑄(𝑖)(𝑥)  (𝑖 = 0,4̅̅ ̅̅ )  𝐻 den  𝐻 ye kendine eş çekirdek operatörlerdir.         

2) ‖𝑄‖ <
1

2
             

3) 𝐻  uzayının  ∑ ‖𝑄(𝑥)𝜑𝑛‖
∞
𝑛=1 < ∞ olacak şekilde bir {𝜑𝑛}𝑛=1

∞  ortonormal bazı vardır. 

4) ‖𝑄(𝑖)(𝑥)‖
𝜎1(𝐻)

 (𝑖 = 0,4̅̅ ̅̅ ) fonksiyonları [0, 𝜋] aralığında sınırlı ve ölçülebilirdir. 

Bu çalışmada 𝐿 operatörünün spektrumu incelenmiş ve ikinci düzenli izi için 𝐶 , 𝑄(𝑥) 
operatör fonksiyonuna bağlı bir sabit olmak üzere  
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∑ [∑(𝜆𝑚𝑛
2−𝑚8)

∞

𝑛=1

−
2𝑚4

𝜋
∫ 𝑡𝑟𝑄(𝑥)

𝜋

0

𝑑𝑥 −
𝑚2

2𝜋
(𝑡𝑟𝑄′(𝜋) − 𝑡𝑟𝑄′(0)) + 2𝐶]

∞

𝑚=0

 

= 𝐶 +
1

32
[𝑡𝑟𝑄𝚤𝑣(0) + 𝑡𝑟𝑄𝚤𝑣(𝜋)] +

1

4
[𝑡𝑟𝑄2(0) + 𝑡𝑟𝑄2(𝜋)] 

şeklinde bir formül bulunmuştur. 

Anahtar kelimeler: Hilbert uzayı, çekirdek operatör, özdeğer, spektrum, düzenli iz.  
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ABSTRACT  

 

THE SECOND REGULARIZED TRACE OF A DIFFERENTIAL OPERATOR OF 
FOURTH ORDER WITH BOUNDED OPERATOR COEFFICIENT  

 

Aylan CEYHAN 

 

Department of Mathematics 

Phd. Thesis 

 

Adviser: Assoc. Prof. Erdal GÜL 

 

Let 𝐿0  and  𝐿  be operators which are formed by the differential expressions 

𝑙0(𝑦) = 𝑦′𝑣(𝑥) 

𝑙0(𝑦) = 𝑦′𝑣(𝑥) + 𝑄(𝑥)𝑦(𝑥) 

respectively, in the space 𝐻1 = 𝐿2(0, 𝜋; 𝐻) , with the same boundary condition 

𝑦′(0) = 𝑦′(𝜋) = 0 

  𝑦′′′(0) = 𝑦′′′(𝜋) = 0 

where  𝐻 is a separable Hilbert space. Here we assume that 𝑄(𝑥) is a operator 
function which satisfying the following conditions: 

1) 𝑄(𝑥) , has weak fourth-order derivatives in the interval [0, 𝜋] and for every 𝑥 ∈ [0, 𝜋], 

𝑄(𝑖)(𝑥)  (𝑖 = 0,4̅̅ ̅̅ ) are self adjoint kernel operators from 𝐻 to 𝐻.  

2) ‖𝑄‖ <
1

2
             

3) 𝐻  has a  orthonormal base {𝜑𝑛}𝑛=1
∞ , such that  ∑ ‖𝑄(𝑥)𝜑𝑛‖

∞
𝑛=1 < ∞. 

4) Functions ‖𝑄(𝑖)(𝑥)‖
𝜎1(𝐻)

 (𝑖 = 0,4̅̅ ̅̅ ) are bounded and measurable in interval [0, 𝜋]. 

In this study the spectrum of  𝐿  has been examined and the following formula for the 
second regularized trace of 𝐿 has been founded  
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∑ [∑(𝜆𝑚𝑛
2−𝑚8)

∞

𝑛=1

−
2𝑚4

𝜋
∫ 𝑡𝑟𝑄(𝑥)

𝜋

0

𝑑𝑥 −
𝑚2

2𝜋
(𝑡𝑟𝑄′(𝜋) − 𝑡𝑟𝑄′(0)) + 2𝐶]

∞

𝑚=0

 

= 𝐶 +
1

32
[𝑡𝑟𝑄𝚤𝑣(0) + 𝑡𝑟𝑄𝚤𝑣(𝜋)] +

1

4
[𝑡𝑟𝑄2(0) + 𝑡𝑟𝑄2(𝜋)] 

Here  𝐶 is a constant, depend on operator function 𝑄(𝑥).  

Keywords: Hilbert space, kernel operator, eigenvalue, resolvent, regularized trace.  
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BÖLÜM 1 

GİRİŞ 

1.1 Literatür Özeti 

Skaler diferansiyel operatörlerin düzenli izi ile ilgili araştırmalar ilk olarak Gelfand ve 

Levitan’ın [1]  çalışması ile başlamıştır. Bu çalışmadan sonra Dikiy [2], Halberg ve 

Kramer [3], Levitan [4], Guseynov ve Levitan [5] ve daha birçok çalışmalarda çeşitli 

skaler diferansiyel operatörlerin düzenli izi incelenmiştir. Bu konudaki çalışmaların bir 

listesi Levitan ve Sargsyan [6] ve Fulton ve Pruess [7] çalışmalarında verilmiştir.     

Operatör katsayılı diferansiyel operatörlerin düzenli izi  Halilova [8], Adıgüzelov [9], 

Maksudov, Bayramoğlu ve Adıgüzelov [10], Bayramoğlu ve Adıgüzelov [11], Albayrak, 

Bayramoğlu ve Adıgüzelov [12], Adıgüzelov, Avcı ve Gül [13], Adıgüzelov, Baykal ve 

Bayramov [14], Gül [15], Adıgüzelov, Bakşi ve Baykal [16], Adıgüzelov ve Bakşi [17], 

Adıgüzelov ve Kanar [18], Adıgüzelov ve Sezer [19], Karayel ve Sezer [20] çalışmalarında 

incelenmiştir. 

1.2 Tezin Amacı 

𝐻 ayrılabilir bir Hilbert uzayı olsun. [0, 𝜋] aralığında tanımlı, değerleri  𝐻 uzayına ait 

olan ve 

1. Her 𝑔 ∈ 𝐻 için  (𝑓(𝑥), 𝑔)𝐻 skaler fonksiyonu  [0, 𝜋] aralığında Lebesgue 

ölçülebilir, 

2.    ∫‖𝑓(𝑥)‖𝐻
2 𝑑𝑥 < ∞

𝜋

0
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koşullarını sağlayan tüm  𝑓 fonksiyonlarının kümesini 𝐻1 = 𝐿2(0, 𝜋; 𝐻) ile gösterelim. 

𝐻1 kümesi bir lineer uzaydır. Bu lineer uzayın herhangi iki 𝑓 ve  𝑔 elemanının iç 

çarpımı 

(𝑓, 𝑔) = ∫(𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥))
𝐻
𝑑𝑥   

𝜋

0

   ( 𝑓, 𝑔 𝜖 𝐻1) 

şeklinde tanımlanırsa, 𝐻1 uzayı ayrılabilir bir Hilbert uzayı oluşturur ( Kirillov [21] ).  

Bu çalışmanın amacı  𝐻1 = 𝐿2(0, 𝜋; 𝐻) uzayında  

𝑙(𝑦) = 𝑦′𝑣(𝑥) + 𝑄(𝑥)𝑦(𝑥) 

diferansiyel ifadesi ve 

𝑦′(0) = 𝑦′(𝜋) = 0 

𝑦′′′(0) = 𝑦′′′(𝜋) = 0 

sınır koşulları ile oluşturulan  𝐿 = 𝐿0 + 𝑄 operatörünün spektrumu incelemek, özdeğer 

ve rezolventle ilgili verilen bazı bağıntılardan faydalanarak 𝐿 operatörünün ikinci 

düzenli izi için formül elde etmektir.  

1.3 Bulgular  

Yürütülen tez çalışmasının temel ayrıntıları aşağıda verilmiştir:  

𝑙(𝑦) ifadesinde yer alan 𝑄(𝑥) operatör fonksiyonunun [0, 𝜋] aralığında ikinci 

mertebeden zayıf türeve sahip olduğu, her 𝑥 ∈ [0, 𝜋] için 𝑄(𝑖)(𝑥):𝐻 → 𝐻 ( 𝑖 = 0,4̅̅ ̅̅  ) 

operatörlerinin kendine eş çekirdek operatörler olduğu ve ‖𝑄‖ <
1

2
  koşulunun 

sağladığı varsayılmıştır. 𝐻  uzayının 

∑‖𝑄(𝑥)𝜑𝑛‖

∞

𝑛=1

< ∞ 

olacak şekilde bir {𝜑𝑛}𝑛=1
∞  ortonormal bazı mevcut olduğu takdirde 𝐿 operatörünün 

spektrumu ikişerli ayrık  [𝑚4 − ‖𝑄‖,𝑚4 + ‖𝑄‖] (𝑚 = 0,1,2, … ) aralıklarının 

birleşiminin bir alt kümesidir ve spektrumun {𝑚4}𝑚=0
∞  kümesine ait olmayan her 

noktası katlılığı sonlu olan ayrık bir özdeğerdir. Ayrıca  𝑚4 (𝑚 = 0,1,2, … ), 𝐿 
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operatörünün katlılığı sonlu veya sonsuz olan bir özdeğeri olabilir ve {𝜆𝑚𝑛}𝑛=1
∞  ler 𝐿 

operatörünün [𝑚4 − ‖𝑄‖,𝑚4 + ‖𝑄‖] aralığına ait olan özdeğerler olmak üzere 

lim
𝑛→∞

𝜆𝑚𝑛 = 𝑚
4  tür. 

𝑅𝜆
0 ve 𝑅𝜆 sırasıyla, 𝐿0  ve  𝐿 operatörlerinin rezolventleri olarak alındığında 

𝐷𝑝𝑗 =
(−1)𝑗

𝜋𝑖𝑗
∫ 𝜆 tr [(𝑄𝑅𝜆

0)
𝑗
] 𝑑𝜆 

|𝜆|=𝑏𝑝

     (𝑗 = 1, 2, …  ) 

𝐷𝑝
(𝑁)

=
(−1)𝑁

2𝜋𝑖
∫ 𝜆2tr [𝑅𝜆(𝑄𝑅𝜆

0)
𝑁+1

] 𝑑𝜆 

|𝜆|=𝑏𝑝

  

olmak üzere söz konusu operatörlerin özdeğerleri ile ilgili 

∑ ∑(𝜆𝑚𝑛
2 −𝑚8)

∞

𝑛=1

𝑝

𝑚=0

=∑𝐷𝑝𝑗

𝑁

𝑗=1

+ 𝐷𝑝
(𝑁)
   

formülü elde edilir. Buradan varsayılan koşullar altında ‖𝑄(𝑥)‖𝜎1(𝐻) fonksiyonu [0, 𝜋] 

aralığında integrallenebilir ve 𝑄′(0), 𝑄′(𝜋), 𝑄′′′(0), 𝑄′′′(𝜋) ∈ 𝜎𝑝(𝐻) ise 

𝐷𝑝1 =
2

𝜋
∑ 𝑚4∫ tr𝑄(𝑥)

𝜋

0

𝑑𝑥

𝑝

𝑚=1

+
1

12𝜋
𝑝(𝑝 + 1)(2𝑝 + 1)(tr𝑄′(𝜋) − tr𝑄′(0)) 

        +
1

8𝜋
𝑝(tr𝑄′′′(0) − 𝑡𝑟𝑄′′′(𝜋)) +

1

8𝜋
∑ ∫ tr

𝜋

0

𝑄𝚤𝑣(𝑥) cos 2𝑚𝑥

𝑝

𝑚=1

𝑑𝑥   

𝐷𝑝2 =
6𝑝 + 7

8𝜋
∫ tr𝑄2(𝑥)

𝜋

0

𝑑𝑥 +
1

𝜋
∑ ∫ tr𝑄2(𝑥) cos 2𝑚𝑥

𝜋

0

𝑑𝑥

𝑝

𝑚=1

 

        +
2𝑝 + 1

8𝜋2
tr [∫ 𝑄(𝑥)𝑑𝑥

𝜋

0

]

2

+ 𝑂(𝑝−1)                                                                         

olduğu ispatlanmıştır. Daha sonra 𝐷𝑝3 ifadesi özel olarak hesaplanarak 

lim
𝑝→∞

𝐷𝑝3 = 0   

olduğu gösterilmiş ve |𝜆| = 𝑏𝑝 = (𝑝2 + 𝑝 + 1)2 −
1

2
  için 
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lim
𝑝→∞

𝐷𝑝𝑗 = 0 ;    (𝑗 ≥ 4) 

lim
𝑝→∞

𝐷𝑝
(𝑁)

= 0     (N ≥ 4) 

elde edilmiştir. Bu eşitliklerden yararlanarak 𝐶 , 𝑄(𝑥) operatör fonksiyonuna bağlı bir 

sabit olmak üzere 

∑ [∑(𝜆𝑚𝑛
2−𝑚8)

∞

𝑛=1

−
2𝑚4

𝜋
∫ tr𝑄(𝑥)

𝜋

0

𝑑𝑥 −
𝑚2

2𝜋
(tr𝑄′(𝜋) − tr𝑄′(0)) + 2𝐶]

∞

𝑚=0

 

serisinin toplamı için formül bulunmuştur. Bu serinin toplamına 𝐿 operatörünün ikinci 

düzenli izi denir. 

Son olarak varsayılan koşulları sağlayan 𝑄(𝑥) operatör fonksiyonu için örnekler 

verilmiştir. 
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BÖLÜM 2 

ÖN BİLGİLER 

𝐻 ayrılabilir bir Hilbert uzayı olsun. Bu uzayda iç çarpımı (. , . )𝐻 , normu da ‖. ‖𝐻 ile 

göstereceğiz.  −∞ ≤ 𝑎 < 𝑏 ≤ ∞ olmak üzere bir (𝑎, 𝑏) aralığında tanımlı, değerleri 𝐻 

uzayına ait olan  

1. Her 𝑔 ∈ 𝐻 için  (𝑓(𝑥), 𝑔)𝐻 skaler fonksiyonu  [𝑎, 𝑏] aralığında Lebesgue 

anlamında ölçülebilir, 

      2.   ∫‖𝑓(𝑥)‖𝐻
2 𝑑𝑥 < ∞

𝑏

𝑎

                                                                                                      (2.1) 

koşullarını sağlayan f fonksiyonlarının kümesini 𝐻1 = 𝐿2(𝑎, 𝑏; 𝐻) ile gösterelim. 𝐻1 in 

herhangi  𝑓 ve  𝑔 elemanlarının iç çarpımı 

(𝑓, 𝑔) = ∫(𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥))
𝐻
𝑑𝑥

𝑏

𝑎

                                                                                                  (2.2) 

şeklinde tanımlanırsa, 𝐻1 kümesi bir ayrılabilir Hilbert uzayı oluşturur (Kirillov [21]). 𝐻1 

uzayındaki iç çarpımı (. , . ) , normu da ‖. ‖ ile göstereceğiz. 

𝐷(𝐴)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐻 olmak üzere 𝐴, 𝐷(𝐴) dan  𝐻 ye kendine eş bir operatör olsun. Her 𝑥 ∈

𝐷(𝐴), 𝑥 ≠ 0 için (𝐴𝑥, 𝑥) > 0   ((𝐴𝑥, 𝑥) < 0 ) ise 𝐴 ya pozitif (negatif) operatör denir 

ve bu 𝐴 > 0   (𝐴 < 0 ) şeklinde yazılır. Her 𝑥 ∈ 𝐷(𝐴) için (𝐴𝑥, 𝑥) ≥ 0   ((𝐴𝑥, 𝑥) ≤ 0 ) 

ise 𝐴 ya negatif olmayan (pozitif olmayan) bir operatör denir ve bu  𝐴 ≥ 0   (𝐴 ≤ 0 ) 

şeklinde gösterilir.  
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𝐴 ve 𝐵 kendine eş herhangi iki operatör olsun. 𝐷(𝐴) ⊂ 𝐷(𝐵) ve 𝐷(𝐴) dan 𝐻 ye 𝐴 − 𝐵 

operatörü pozitif (negatif olmayan) bir operatör ise 𝐴 ya 𝐵 den büyüktür (küçük 

değildir) denir ve 𝐴 > 𝐵 (𝐴 ≥ 𝐵 ) olarak yazılır. 𝐻 den 𝐻 ye tüm sınırlı lineer 

operatörlerin kümesini 𝐵(𝐻) ile ve 𝐻 den 𝐻 ye tüm tam sürekli operatör kümesini de  

𝜎∞(𝐻) ile göstereceğiz. 

Tanım 2.1  𝐴 negatif olmayan kendine eş bir operatör ve 𝐵 de 𝐵2 = 𝐴 olacak şekilde 

kendine eş bir operatör ise 𝐵 ye 𝐴 nın karekökü denir. 

Teorem 2.1  Negatif olmayan kendine eş bir 𝐴:𝐻 → 𝐻 operatörünün bir tek negatif 

olmayan kendine eş 𝐵 karekökü vardır. Eğer 𝐶:𝐻 → 𝐻, 

𝐴𝐶 = 𝐶𝐴                                                                                                                                     (2.3) 

olacak şekilde herhangi bir lineer operatör ise 

𝐵𝐶 = 𝐶𝐵                                                                                                                                     (2.4) 

dir (Lysternik ve Sobolev [22]). 

Tanım 2.2  Bir 𝐴 lineer operatörünün bir 𝜆 özdeğerine karşılık gelen tüm özvektörlerin 

ve sıfır elemanının oluşturduğu 𝑁𝜆 lineer manifolduna 𝐴 nın 𝜆 özdeğerine karşılık gelen 

özuzayı denir. 

Tanım 2.3  Bir 𝐴 lineer operatörünün bir 𝜆 özdeğerine karşılık gelen 𝑁𝜆 özuzayının 

boyutuna  𝜆 özdeğerinin katlılığı denir. 

𝐴 operatörünün pozitif karekökü 𝐴 
1

2 şeklinde gösterilir. 𝐴 𝜖 𝜎∞(𝐻) sıfırdan farklı bir 

operatör olsun. Bu durumda 𝐴∗𝐴 kendine eş negatif olmayan bir operatördür ve 

(𝐴∗𝐴) 
1

2 𝜖 𝜎∞(𝐻) dir (Cohberg ve Krein [23]). (𝐴∗𝐴) 
1

2 operatörünün sıfırdan farklı 

özdeğerleri  𝑠1 ≥ 𝑠2 ≥ ⋯ ≥ 𝑠𝑘 (0 ≤ 𝑘 ≤ ∞) olsun. Burada her özdeğer kendi katlılık 

sayısı kadar yazılmıştır. (𝐴∗𝐴) 
1

2 negatif olmayan bir operatör olduğundan 𝑠1, 𝑠2, … , 𝑠𝑘 

pozitif sayılardır. Bu sayılara 𝐴 operatörünün 𝑠 sayıları denir. Eğer 𝑘 < ∞ ise 𝑠𝑗 = 0 ;  

𝑗 = 𝑘 + 1, 𝑘 + 2, …  kabul edilir. 𝐴 nın 𝑠 sayıları bazen 𝑠𝑗(𝐴)  ( 𝑗 = 1,2, … ) şeklinde de 

yazılabilir. 𝑠1(𝐴) = ‖𝐴‖ olduğunu belirtelim. Eğer 𝐴 normal operatör yani 𝐴∗𝐴 = 𝐴𝐴∗  

ise  o taktirde 
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𝑠𝑗(𝐴) = |𝜆𝑗(𝐴)|  ( 𝑗 = 1,2, …𝑘)                                                                                            (2.5) 

dır (Cohberg ve Krein [23]). Burada 𝜆1(𝐴), 𝜆2(𝐴) , … , 𝜆𝑘(𝐴), 𝐴 operatörünün sıfırdan 

farklı özdeğerleridir.  𝐴 operatörünün 𝑠 sayılarının sayısını 𝜈(𝐴) ile göstereceğiz. 𝜈(𝐴) 

sonlu ya da sonsuz olabilir. 𝑠 sayıları    

∑𝑠𝑗
𝑝(𝐴)

𝜈(𝐴)

𝑗=1

< ∞  (𝑝 ≥ 1)                                                                                                         (2.6) 

koşulunu sağlayan tüm 𝐴 𝜖 𝜎∞(𝐻) kümesinin, O operatörle birleşimini 𝜎𝑝 veya  𝜎𝑝(𝐻) 

simgesiyle göstereceğiz. Burada  𝜎𝑝 (𝑝 ≥ 1) bir ayrılabilir Banach uzayıdır (Cohberg ve 

Krein [23]).  

Bu uzayın her 𝐴 ≠ 𝑂 operatörünün normu  

‖𝐴‖ 𝜎𝑝(𝐻) = [∑ 𝑠𝑗
𝑝(𝐴)

𝜈(𝐴)

𝑗=1

]

1
𝑝

                                                                                                      (2.7) 

şeklinde tanımlanır ve ‖𝑂‖ 𝜎𝑝(𝐻) = 0  kabul edilir. 

Tanım 2.4   𝜎1 uzayına ait olan, başka bir deyişle 𝑠 sayıları 

∑𝑠𝑗(𝐴)

∞

𝑗=1

< ∞                                                                                                                            (2.8) 

özelliğine sahip olan 𝐴 𝜖 𝜎1(𝐻) operatörüne çekirdek operatörü denir.  

𝐴 𝜖 𝜎𝑝(𝐻)  ve  𝐵:𝐻 → 𝐻 sınırlı lineer bir operatör ise 𝐴𝐵, 𝐵𝐴 𝜖 𝜎𝑝(𝐻)  ve 

‖𝐴𝐵‖ 𝜎𝑝(𝐻) = ‖𝐵‖‖𝐴‖ 𝜎𝑝(𝐻)                                                                                                   (2.9) 

‖𝐵𝐴‖ 𝜎𝑝(𝐻) = ‖𝐵‖‖𝐴‖ 𝜎𝑝(𝐻)                                                                                                (2.10) 

dır. Ayrıca  𝑝1 < 𝑝2 ise   𝜎𝑝1 ⊂  𝜎𝑝2  dir (Cohberg ve Krein [23]). 

Tanım 2.5  𝐴:𝐻 → 𝐻  bir sınırlı lineer operatör olsun. Eğer her {𝑒𝑗}1
∞

  ortonormal 

tabanı için ∑ (𝐴𝑒𝑗, 𝑒𝑗)
∞
𝑗=1  serisi yakınsak ise 𝐴 operatörü sonlu matris izine sahiptir 

denir. 
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Teorem 2.2  𝐴 bir çekirdek operatörü ise her {𝑒𝑗}1
∞
⊂ 𝐻 ortonormal tabanı için  

 ∑(𝐴𝑒𝑗 , 𝑒𝑗)

∞

𝑗=1

 

serisi yakınsaktır ve bu serinin toplamı {𝑒𝑗}1
∞

 tabanının seçimine bağlı değildir (Cohberg 

ve Krein [23]). Bu  ∑ (𝐴𝑒𝑗 , 𝑒𝑗) 
∞
𝑗=1  toplamına 𝐴 operatörünün matris izi denir ve trA ile 

gösterilir. 

𝐴 ve 𝐵 herhangi iki çekirdek operatörü ve 𝛼, 𝛽  herhangi iki sayı ise 

tr(𝛼𝐴 + 𝛽𝐵) = 𝛼tr𝐴 + 𝛽tr𝐵                                                                                             (2.11) 

tr𝐴∗ = tr𝐴̅̅ ̅̅                                                                                                                                (2.12) 

dır. 

Teorem 2.3   𝐴 𝜖 𝜎∞(𝐻)  ve  𝐵:𝐻 → 𝐻 sınırlı lineer bir operatör ve 𝐴𝐵, 𝐵𝐴 𝜖 𝜎1(𝐻)  ise 

tr(𝐴𝐵) = tr(𝐵𝐴)                                                                                                                   (2.13) 

dır (Cohberg ve Krein [23]). 

Tanım 2.6  𝐴:𝐻 → 𝐻 bir sınırlı lineer operatör olsun. Bir  𝜑𝜖𝐻, 𝜑 ≠ 0 vektörü ve 𝜆 

sayısı için  

(𝐴 − 𝜆𝐼)𝑛𝜑 = 0                                                                                                                      (2.14) 

olacak şekilde bir 𝑛 doğal sayısı varsa 𝜑 ye 𝐴 operatörünün 𝜆 özdeğerine karşılık gelen 

esas vektörü denir. 

Tanım 2.7  Sınırlı lineer bir  𝐴:𝐻 → 𝐻 operatörünün bir 𝜆 özdeğerine karşılık gelen tüm 

esas vektörlerin ve 0𝜖𝐻 elemanının oluşturduğu  𝐾𝜆 lineer manifolduna söz konusu 

operatörün 𝜆 özdeğerine karşılık gelen esas lineer manifoldu denir. 

Tanım 2.8  Sınırlı lineer bir 𝐴:𝐻 → 𝐻 operatörünün bir 𝜆 özdeğerine karşılık gelen  𝐾𝜆  

esas lineer manifoldunun boyutuna  𝜆 özdeğerinin katlılığı denir. 

Teorem 2.4  𝐴 çekirdek operatörünün matris izi için 
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tr𝐴 = ∑ 𝜆𝑗(𝐴)

𝜗(𝐴)

𝑗=1

                                                                                                                    (2.15) 

dır. Burada her 𝜆𝑗 özdeğeri kendi katlılık sayısı kadar toplanmıştır. 𝜗(𝐴) sıfırdan farklı 

özdeğerlerin katlılıklarının toplamıdır. Eğer 𝐴 𝜖 𝜎𝑝(𝐻)    (1 ≤ 𝑝 < ∞) ve {𝑒𝑗}1
𝑤

 

(1 ≤ 𝑤 ≤ ∞) , 𝐻 de bir ortonormal elemanlar sistemi ise 

∑|(𝐴𝑒𝑗 , 𝑒𝑗)|
𝑝

𝑤

𝑗=1

≤ (‖𝐴‖ 𝜎𝑝(𝐻))
𝑝

                                                                                          (2.16) 

dır. Bu eşitsizlikten özel olarak  𝐴 çekirdek operatörü için 

|tr𝐴| ≤ ‖𝐴‖ 𝜎1(𝐻)                                                                                                                   (2.17)  

elde edilir (Cohberg ve Krein [23]). 

Teorem 2.5  𝐵(𝜆) kompleks düzlemin bir açık G bölgesinde tanımlı, değerleri 𝜎1(𝐻)  

uzayına ait ve bu uzayın normuna göre analitik bir operatör fonksiyon ise her 𝑛 doğal 

sayısı için 

tr [(𝐵𝑛(𝜆))
′
] = tr [

𝑑𝐵𝑛(𝜆)

𝑑𝜆
] = 𝑛. tr [𝐵′(𝜆) (𝐵(𝑛−1)(𝜆))] 

dır. 

İspat: Teoremi ispatlamak için önce tümevarımla 

(𝐵𝑛(𝜆))
′
= ∑𝐵𝑖(𝜆)

𝑛−1

𝑖=0

𝐵′(𝜆)𝐵𝑛−1−𝑖(𝜆)                                                                             (2.18) 

formülünün sağlandığını gösterelim. Bu formülün 𝑛 = 1 için sağlandığı açıktır. 𝑛 = 2 

olduğunda 

(𝐵2(𝜆))
′
= (𝐵(𝜆)𝐵(𝜆))

′
= 𝐵′(𝜆)𝐵(𝜆) + 𝐵(𝜆)𝐵′(𝜆) 

veya 

(𝐵2(𝜆))
′
=∑𝐵𝑖(𝜆)

1

𝑖=0

𝐵′(𝜆)𝐵1−𝑖(𝜆) 
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dır. (2.18)  formülünün 𝑛 = 𝑚 için sağlandığını yani 

(𝐵𝑚(𝜆))
′
= ∑ 𝐵𝑖(𝜆)

𝑚−1

𝑖=0

𝐵′(𝜆)𝐵𝑚−1−𝑖(𝜆)                                                                          (2.19) 

olduğunu varsayıp   𝑛 = 𝑚 + 1 için sağlandığını göstermek gerekir. 

(𝐵𝑚+1(𝜆))
′
= (𝐵𝑚(𝜆)𝐵(𝜆))

′
= (𝐵𝑚(𝜆))

′
𝐵(𝜆) + 𝐵𝑚(𝜆)𝐵′(𝜆) 

dır.  

(𝐵𝑚(𝜆))
′
  nün  (2.19)  ifadesi burada yerine konursa 

(𝐵𝑚+1(𝜆))
′
= [∑ 𝐵𝑖(𝜆)

𝑚−1

𝑖=0

𝐵′(𝜆)𝐵𝑚−1−𝑖(𝜆)]𝐵(𝜆) + 𝐵𝑚(𝜆)𝐵′(𝜆) 

                       = ∑ 𝐵𝑖(𝜆)

𝑚−1

𝑖=0

𝐵′(𝜆)𝐵𝑚−𝑖(𝜆) + 𝐵𝑚(𝜆)𝐵′(𝜆) 

veya 

(𝐵𝑚+1(𝜆))
′
=∑𝐵𝑖(𝜆)

𝑚

𝑖=0

𝐵′(𝜆)𝐵𝑚−𝑖(𝜆) 

elde edilir ki bununla da (2.18)  formülü ispatlanmış olur. Varsayım gereği her 𝜆 ∈ G 

için 𝐵(𝜆) ∈ 𝜎1(𝐻) olduğundan (3.18) den 

tr [(𝐵𝑛(𝜆))
′
] = ∑ tr[𝐵𝑖(𝜆)𝐵′(𝜆)𝐵𝑛−1−𝑖(𝜆)]

𝑛−1

𝑖=0

 

elde edilir. 𝐵′(𝜆)𝜖𝜎1(𝐻) ve her 𝑖 ≥ 0 tamsayısı için 𝐵𝑖(𝜆)𝜖𝜎1(𝐻) olduğundan bu son 

eşitlikten  

tr [(𝐵𝑛(𝜆))
′
] = ∑ tr[𝐵′(𝜆)𝐵𝑛−1−𝑖(𝜆)𝐵𝑖(𝜆)]

𝑛−1

𝑖=0

 

veya  

tr [(𝐵𝑛(𝜆))
′
] = 𝑛. tr[𝐵′(𝜆)𝐵𝑛−1(𝜆)] 
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bulunur (Cohberg ve Krein [23]). Böylece teorem ispatlanmış olur. 

Teorem 2.6  Değerleri 𝜎1(𝐻)  uzayına ait olan bir 𝐵(𝜆) operatör fonksiyonu bir 𝜆 = 𝜆0 

noktasında 𝜎1(𝐻) uzayındaki normuna göre analitik ise o zaman 𝑡𝑟𝐵(𝜆) skaler 

fonksiyonu da bu 𝜆 = 𝜆0 noktasında analitiktir ve 

tr𝐵′(𝜆0) = [tr𝐵(𝜆)]𝜆=𝜆0
′  

dır. 

İspat: 𝐵(𝜆), 𝜆0 noktasında 𝜎1(𝐻) uzayındaki normuna göre analitik olduğundan 

lim
∆𝜆→0

‖
𝐵(𝜆0 + ∆𝜆) − 𝐵(𝜆0)

∆𝜆
− 𝐵′(𝜆0)‖

𝜎1(𝐻)

= 0                                                            (2.20) 

dir. Öte yandan 

|tr [
𝐵(𝜆0 + ∆𝜆) − 𝐵(𝜆0)

∆𝜆
− 𝐵′(𝜆0)]| ≤ ‖

𝐵(𝜆0 + ∆𝜆) − 𝐵(𝜆0)

∆𝜆
− 𝐵′(𝜆0)‖

𝜎1(𝐻)

 

veya 

|
tr𝐵(𝜆0 + ∆𝜆) − tr𝐵(𝜆0)

∆𝜆
− tr𝐵′(𝜆0)| ≤ ‖

𝐵(𝜆0 + ∆𝜆) − 𝐵(𝜆0)

∆𝜆
− 𝐵′(𝜆0)‖

𝜎1(𝐻)

 

olduğundan  (2.20) den 

lim
∆𝜆→0

|
tr𝐵(𝜆0 + ∆𝜆) − tr𝐵(𝜆0)

∆𝜆
− tr𝐵′(𝜆0)| = 0 

elde edilir. Dolayısıyla  tr𝐵′(𝜆0) = [tr𝐵(𝜆)]𝜆=𝜆0
′  dır. ■ 

Tanım 2.9  Kendine eş bir 𝐴 operatörünün spektrumu sadece her birinin katlılığı sonlu 

olan 

𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑛, …                                                                                                                        (2.21) 

özdeğerlerinden ibaret ve 

lim
𝑛→∞

𝜆𝑛 = ∞ 
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ise  𝐴 operatörü saf ayrık spektruma sahiptir denir. (2.21) de her özdeğer kendi katlılık 

sayısı kadar yazılmıştır. 

Bir 𝐴 lineer operatörünün rezolvent kümesini 𝜌(𝐴) spektrumunu da 𝜎(𝐴) ile 

göstereceğiz. 

Teorem 2.7  𝐻 ayrılabilir bir Hilbert uzayı ve 𝐴:𝐻 → 𝐻 kendine eş bir operatör olsun. 𝐴 

operatörünün, 

1. Özvektörlerinden oluşan tam ortonormal bir küme var  

2. Sıfırdan farklı her özdeğerinin katlılığı sonlu 

3. Her 𝜀 > 0 için [−𝜀, 𝜀] aralığına ait olmayan özdeğerlerinin sayısı sonlu 

ise 𝐴 operatörü tam süreklidir (Smirnov[24]). 
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BÖLÜM 3 

DÖRDÜNCÜ MERTEBEDEN SINIRLI OPERATÖR KATSAYILI BİR 

DİFERANSİYEL OPERATÖRÜN  SPEKTRUMU VE İKİNCİ DÜZENLİ İZİNİN 

HESAPLANMASI 

3.1 Dördüncü Mertebeden Sınırlı Operatör Katsayılı Bir Diferansiyel İfade ile 

Oluşturulan Operatörün Spektrumu Hakkında 

𝐻  ayrılabilir bir Hilbert uzayı olmak üzere 𝐻1 = 𝐿2(0, 𝜋; 𝐻) uzayında sırasıyla 

𝑙0(𝑦) = 𝑦′𝑣(𝑥) 

𝑙(𝑦) = 𝑦′𝑣(𝑥) + 𝑄(𝑥)𝑦(𝑥) 

diferansiyel ifadeleri ve aynı 

𝑦′(0) = 𝑦′(𝜋) = 0 

𝑦′′′(0) = 𝑦′′′(𝜋) = 0 

sınır koşulları ile oluşturulan 𝐿0 ve 𝐿 operatörlerini ele alalım. 𝑙(𝑦) nin ifadesindeki  

𝑄(𝑥) operatör fonksiyonunun aşağıdaki koşulları sağladığını varsayalım:  

𝟏𝟎)   𝑄(𝑥), [0, 𝜋] aralığında dördüncü mertebeden zayıf türeve sahiptir ve her    

          𝑥 ∈ [0, 𝜋] için 𝑄(𝑖)(𝑥)  (𝑖 = 0,4̅̅ ̅̅ )  𝐻 den  𝐻 ye kendine eş çekirdek operatörlerdir.   

𝟐𝟎)   ‖𝑄‖ <
1

2
 

𝟑𝟎)    𝐻  uzayının  
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∑‖𝑄(𝑥)𝜑𝑛‖

∞

𝑛=1

< ∞ 

olacak şekilde bir {𝜑𝑛}𝑛=1
∞  ortonormal bazı   vardır. 

𝟒𝟎)    ‖𝑄(𝑖)(𝑥)‖
𝜎1(𝐻)

 (𝑖 = 0,4̅̅ ̅̅ ) fonksiyonları [0, 𝜋] aralığında sınırlı ve ölçülebilirdir. 

Burada  𝜎1(𝐻) ile  𝐻 den  𝐻 ye çekirdek operatörlerin uzayı gösterilmiştir. Ayrıca (. , . )𝐻  

ve (. , . )  ile sırasıyla 𝐻 ve  𝐻1 uzaylarındaki iç çarpım,  ‖. ‖𝐻 ve  ‖. ‖ ile de sırasıyla  𝐻 ve 

𝐻1 uzaylarındaki norm gösterilmiş olup tr𝐴 ile bir 𝐴 çekirdek operatörünün 

özdeğerlerinin toplamı belirtilmiştir.  

𝐿0 operatörünün spektrumu {𝑚4}𝑚=0
∞  kümesidir. Bu kümenin her noktası 𝐿0 

operatörünün katlılığı sonsuz olan özdeğeridir. 𝑚4 özdeğerine karşılık gelen 

ortonormal özvektörler 

𝑑𝑚 =

{
 
 

 
 

   

1

√𝜋
        𝑚 = 0        

√
2

𝜋
        𝑚 = 1, 2, … 

 

olmak üzere 

𝜓𝑚𝑛(𝑥) = 𝑑𝑚 cos𝑚𝑥𝜑𝑛    ( 𝑚 = 0, 1, 2, … ; 𝑛 = 1, 2, … )                                              (3.1)  

şeklindedir. 

𝐿0 ve  𝐿 operatörlerinin rezolventleri sırasıyla 𝑅𝜆
0 ve 𝑅𝜆 olsun. 

𝑄(𝑥) operatör fonksiyonu 30) koşulunu sağlıyor ve  𝜆 ∉ {𝑚4}𝑚=0
∞  ise  𝑄𝑅𝜆

0: 𝐻1 → 𝐻1   

bir çekirdek operatördür. Gerçekten 𝐿0 operatörünün (3.1) özvektörler sistemi 𝐻1 

uzayının ortonormal bir tabanı olduğundan bu durumda [23] ten bilindiği gibi 𝑄𝑅𝜆
0 ın 

çekirdek operatörü olduğunu göstermek için  

∑ ∑‖𝑄𝑅𝜆
0𝜓𝑚𝑛‖

∞

𝑛=1

∞

𝑚=0

 

serisinin yakınsaklığını göstermek yeterlidir.  (3.1) den 
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∑ ∑‖𝑄𝑅𝜆
0𝜓𝑚𝑛‖

∞

𝑛=1

∞

𝑚=0

= |𝑚4 − 𝜆|−1 ∑∑‖𝑄𝜓𝑚𝑛‖

∞

𝑛=1

∞

𝑚=0

 

= ∑ ∑|𝑚4 − 𝜆|−1 [∫(𝑄(𝑥)𝑑𝑚 cos𝑚𝑥𝜑𝑛 , 𝑄(𝑥)𝑑𝑚 cos𝑚𝑥𝜑𝑛)𝐻𝑑𝑥

𝜋

0

]

1
2∞

𝑛=1

∞

𝑚=0

 

= ∑ ∑|𝑚4 − 𝜆|−1 [∫ 𝑑𝑚
2cos2𝑚𝑥‖𝑄(𝑥)𝜑𝑛‖𝐻

2 𝑑𝑥

𝜋

0

]

1
2∞

𝑛=1

∞

𝑚=0

 

≤ ∑∑|𝑚4 − 𝜆|−1 [∫‖𝑄(𝑥)𝜑𝑛‖𝐻
2 𝑑𝑥

𝜋

0

]

1
2∞

𝑛=1

∞

𝑚=0

 

= ∑|𝑚4 − 𝜆|−1∑‖𝑄(𝑥)𝜑𝑛‖

∞

𝑛=1

∞

𝑚=0

                                                                                          (3.2) 

elde edilir. 30) koşulu ve (3.2) den 

∑ ∑‖𝑄𝑅𝜆
0𝜓𝑚𝑛‖

∞

𝑛=1

∞

𝑚=0

< ∞ 

bulunarak 𝑄𝑅𝜆
0 ∈ 𝜎1(𝐻1) olduğu ispatlanmış olur. 

𝑄(𝑥) operatör fonksiyonunun  20) ve 3o) koşullarını sağlamasından yararlanarak 𝐿 

operatörünün spektrumunun, ikişerli ayrık  [𝑚4 − ‖𝑄‖,𝑚4 + ‖𝑄‖]   (𝑚 = 0,1,2,… ) 

aralıklarının birleşiminin bir alt kümesi olduğu ve spektrumunun aşağıdaki özelliklere 

sahip olduğu gösterilebilir [15]. 

1)  𝐿 operatörünün spektrumunun [𝑚4 − ‖𝑄‖,𝑚4 + ‖𝑄‖] aralığına ait 𝑚4 ten farklı 

her bir noktası, katlılığı sonlu olan ayrık bir özdeğerdir. 

2)  𝑚4, 𝐿 operatörünün katlılığı sonlu veya sonsuz olan bir özdeğeri olabilir. 

3)  {𝜆𝑚𝑛}𝑛=1
∞ , 𝐿 operatörünün [𝑚4 − ‖𝑄‖,𝑚4 + ‖𝑄‖] aralığına ait olan özdeğerleri 

olmak üzere lim
𝑛→∞

𝜆𝑚𝑛 = 𝑚4 tür. 

 

 



16 

 

3.2 Özdeğer ve Rezolvent ile İlgili Bazı Bağıntılar  

𝜌(𝐿), 𝐿 operatörünün rezolvent kümesi olsun. Her 𝜆 ∈ 𝜌(𝐿) için 𝑄𝑅𝜆
0 ∈ 𝜎1(𝐻1) 

olduğundan 

 𝑅𝜆 − 𝑅𝜆
0 = −𝑅𝜆𝑄𝑅𝜆

0                                                                                                                (3.3) 

formülünden 𝑅𝜆 − 𝑅𝜆
0 ∈ 𝜎1(𝐻1) elde edilir. Diğer yandan 

∑(𝜆𝑚𝑛 −𝑚
4)

∞

𝑛=1

     (𝑚 = 0,1,2, … ) 

serileri mutlak yakınsaktır. Bu durumda  

tr(𝑅𝜆 − 𝑅𝜆
0) = ∑∑(

1

𝜆𝑚𝑛 − 𝜆
−

1

𝑚4 − 𝜆
)

∞

𝑛=1

∞

𝑚=0

 

formülünün sağlandığı bilinmektedir [15]. Bu eşitliğin her iki tarafını  
𝜆2

2𝜋𝑖
  ile çarpıp 

|𝜆| = 𝑏𝑝 = (𝑝2 + 𝑝 + 1)2 −
1

2
   (𝑝 ∈ 𝑁, 𝑝 ≥ 1) 

çemberi üzerinde integre edersek 

1

2𝜋𝑖
∫ 𝜆2tr(𝑅𝜆 − 𝑅𝜆

0)𝑑𝜆

|𝜆|=𝑏𝑝

=
1

2𝜋𝑖
∫ 𝜆2 ∑ ∑(

1

𝜆𝑚𝑛 − 𝜆
−

1

𝑚4 − 𝜆
)

∞

𝑛=1

∞

𝑚=0

𝑑𝜆

|𝜆|=𝑏𝑝

 

                                                    =
1

2𝜋𝑖
∫ 𝜆2 ∑∑(

1

𝜆𝑚𝑛 − 𝜆
−

1

𝑚4 − 𝜆
)

∞

𝑛=1

𝑝

𝑚=0

𝑑𝜆

|𝜆|=𝑏𝑝

 

                                                    +
1

2𝜋𝑖
∫ 𝜆2 ∑ ∑(

1

𝜆𝑚𝑛 − 𝜆
−

1

𝑚4 − 𝜆
)

∞

𝑛=1

∞

𝑚=𝑝+1

𝑑𝜆

|𝜆|=𝑏𝑝

      (3.4) 

elde edilir. 

𝑚 ≤ 𝑝 ve  𝑝 ≥ 1 için  

𝜆𝑚𝑛 < 𝑚
4 +

1

2
≤ 𝑝4 +

1

2
< (𝑝2 + 𝑝 + 1)2 −

1

2
= 𝑏𝑝                                                      (3.5) 
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dir. Dolayısıyla  

| 𝜆𝑚𝑛| < 𝑏𝑝     𝑚 ≤ 𝑝 ; 𝑝 ≥ 1 ; ( 𝑛 = 1, 2, … ) 

dir. 

 𝑚 > 𝑝 ve  𝑝 ≥ 1 için 

 𝜆𝑚𝑛 ≥ 𝑚4 −
1

2
≥ (𝑝 + 1)4 −

1

2
> (𝑝2 + 𝑝 + 1)2 −

1

2
= 𝑏𝑝                                         (3.6) 

veya 

 𝜆𝑚𝑛 > 𝑏𝑝     𝑚 > 𝑝 ; 𝑝 ≥ 1 ; ( 𝑛 = 1, 2, … ) 

olur. (3.4), (3.5), (3.6) ve Cauchy integral formülüne göre 

1

2𝜋𝑖
∫

𝜆2

𝜆 − 𝜆𝑚𝑛
𝑑𝜆

|𝜆|=𝑏𝑝

= {
𝜆𝑚𝑛

2           , 𝑚 ≤ 𝑝            ise  

 0                , 𝑚 > 𝑝             ise

 

1

2𝜋𝑖
∫

𝜆2

𝜆 − 𝑚4
𝑑𝜆

|𝜆|=𝑏𝑝

  = {
𝑚8               , 𝑚 ≤ 𝑝            ise  

 0               , 𝑚 > 𝑝            ise

 

olduğu göz önüne alınırsa 

1

2𝜋𝑖
∫ 𝜆2tr(𝑅𝜆 − 𝑅𝜆

0)𝑑𝜆

|𝜆|=𝑏𝑝

= ∑ ∑(𝑚8 − 𝜆𝑚𝑛
2)

∞

𝑛=1

𝑝

𝑚=0

                                                     (3.7) 

bulunur. (3.3) formülünden herhangi bir  𝑁 doğal sayısı için 

𝑅𝜆 − 𝑅𝜆
0 =∑(−1)𝑗𝑅𝜆

0(𝑄𝑅𝜆
0)
𝑗

𝑁

𝑗=1

+ (−1)𝑁+1𝑅𝜆(𝑄𝑅𝜆
0)
𝑁+1

 

formülü elde edilir. Bu ifade (3.7) de yerine yazılırsa 

∑ ∑(𝑚8 − 𝜆𝑚𝑛
2)

∞

𝑛=1

𝑝

𝑚=0

=∑
(−1)𝑗

2𝜋𝑖
∫ 𝜆2tr [𝑅𝜆

0(𝑄𝑅𝜆
0)
𝑗
] 𝑑𝜆

|𝜆|=𝑏𝑝

𝑁

𝑗=1
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                                         +
(−1)𝑁+1

2𝜋𝑖
∫ 𝜆2tr [𝑅𝜆(𝑄𝑅𝜆

0)
𝑁+1

] 𝑑𝜆

|𝜆|=𝑏𝑝

                                   (3.8) 

olur. Bu formülü kısaca 

∑ ∑(𝜆𝑚𝑛
2 −𝑚8)

∞

𝑛=1

𝑝

𝑚=0

=∑𝐷𝑝𝑗

𝑁

𝑗=1

+ 𝐷𝑝
(𝑁)
                                                                              (3.9) 

şeklinde yazalım. Burada 

𝐷𝑝𝑗 =
(−1)𝑗+1

2𝜋𝑖
∫ 𝜆2tr [𝑅𝜆

0(𝑄𝑅𝜆
0)
𝑗
] 𝑑𝜆 

|𝜆|=𝑏𝑝

                                                                     (3.10) 

𝐷𝑝
(𝑁)

=
(−1)𝑁

2𝜋𝑖
∫ 𝜆2tr [𝑅𝜆(𝑄𝑅𝜆

0)
𝑁+1

] 𝑑𝜆 

|𝜆|=𝑏𝑝

                                                                  (3.11) 

dır.  

Yardımcı Teorem 3.1 Q𝑅𝜆
0 operatör fonksiyonu her  𝜆 ≠ 𝑚4    (𝑚 = 0,1,2, … )  

noktasında 𝜎1(𝐻1) uzayındaki norma göre analitiktir ve  

(Q𝑅𝜆
0)
′
= Q(𝑅𝜆

0)
2
 

dir. 

İspat: Her 𝜆 ∈ 𝜌(𝐿0) için  𝑅𝜆
0  çekirdek operatör olduğundan ve 

𝑅𝜆+Δ𝜆
0 − 𝑅𝜆

0 = Δ𝜆𝑅𝜆+Δ𝜆
0 𝑅𝜆

0 

formülünden yararlanarak 

‖
𝑄𝑅𝜆+Δ𝜆

0 − 𝑄𝑅𝜆
0

Δ𝜆
− 𝑄(𝑅𝜆

0)
2
‖
𝜎1(𝐻1)

= ‖𝑄𝑅𝜆+Δ𝜆
0 𝑅𝜆

0 − 𝑄(𝑅𝜆
0)
2
‖
𝜎1(𝐻1)

 

                                                                 = ‖𝑄𝑅𝜆
0𝑅𝜆+Δ𝜆

0 − 𝑄(𝑅𝜆
0)
2
‖
𝜎1(𝐻1)

 

                                                                 = ‖𝑄𝑅𝜆
0(𝑅𝜆+Δ𝜆

0 − 𝑅𝜆
0)‖

𝜎1(𝐻1)
 

                                                                 ≤ ‖𝑄𝑅𝜆
0‖

𝜎1(𝐻1)
‖𝑅𝜆+Δ𝜆

0 − 𝑅𝜆
0‖

𝜎1(𝐻1)
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elde edilir. lim
Δ𝜆→0

‖𝑅𝜆+Δ𝜆
0 − 𝑅𝜆

0‖ = 0 olduğundan buradan 

lim
Δ𝜆→0

‖
𝑄𝑅𝜆+Δ𝜆

0 −𝑄𝑅𝜆
0

Δ𝜆
− 𝑄(𝑅𝜆

0)
2
‖
𝜎1(𝐻1)

= 0 

bulunur ki bu da 𝜎1(𝐻1) uzayındaki norma göre  

lim
Δ𝜆→0

𝑄𝑅𝜆+Δ𝜆
0 −𝑄𝑅𝜆

0

Δ𝜆
= 𝑄(𝑅𝜆

0)
2
 

veya 

(Q𝑅𝜆
0)
′
= Q(𝑅𝜆

0)
2
 

 olması demektir. Böylece Yardımcı Teorem ispatlanmış olur. 

Teorem 3.1  𝑄(𝑥) operatör fonksiyonu  20) ve 3o) koşullarını sağlıyor ise  

𝐷𝑝𝑗 =
(−1)𝑗

𝜋𝑖𝑗
∫ 𝜆tr [(𝑄𝑅𝜆

0)
𝑗
] 𝑑𝜆 

|𝜆|=𝑏𝑝

                                                                                (3.12) 

formülü sağlanır. 

İspat: Yardımcı Teorem 3.1 e göre her 𝑗 doğal sayısı için (𝑄𝑅𝜆
0)
𝑗
 operatör fonksiyonu 

𝜌(𝐿0)  bölgesinde 𝜎1(𝐻1) uzayındaki norma göre analitiktir. O taktirde Teorem 2.5 e 

göre 

tr {[(𝑄𝑅𝜆
0)
𝑗
]
′

} = 𝑗. tr [(𝑄𝑅𝜆
0)
′
(𝑄𝑅𝜆

0)
𝑗−1
] 

dir. Yardımcı Teorem 3.1 den (𝑄𝑅𝜆
0)
′
= 𝑄(𝑅𝜆

0)
2
  dir. Bu son iki eşitlikten 

tr {[(𝑄𝑅𝜆
0)
𝑗
]
′

} = 𝑗. tr [(𝑄𝑅𝜆
0)
𝑗−1
𝑄(𝑅𝜆

0)
2
] = 𝑗. tr [(𝑄𝑅𝜆

0)
𝑗
𝑅𝜆
0] = 𝑗. tr [𝑅𝜆

0(𝑄𝑅𝜆
0)
𝑗
] 

bulunur. Bu bağıntı  𝐷𝑝𝑗  nin (3.10) ifadesinde göz önüne alınırsa 

𝐷𝑝𝑗 =
(−1)𝑗+1

2𝜋𝑖𝑗
∫ 𝜆2tr {[(𝑄𝑅𝜆

0)
𝑗
]
′

} 𝑑𝜆 

|𝜆|=𝑏𝑝

   

elde edilir. Bu formül 
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𝐷𝑝𝑗 =
(−1)𝑗+1

2𝜋𝑖𝑗
∫ tr {[𝜆2(𝑄𝑅𝜆

0)
𝑗
]
′

− 2𝜆(𝑄𝑅𝜆
0)
𝑗
} 𝑑𝜆 

|𝜆|=𝑏𝑝

   

         =
(−1)𝑗

𝜋𝑖𝑗
∫ 𝜆 tr {(𝑄𝑅𝜆

0)
𝑗
} 𝑑𝜆 

|𝜆|=𝑏𝑝

+
(−1)𝑗+1

2𝜋𝑖𝑗
∫ tr {[𝜆2(𝑄𝑅𝜆

0)
𝑗
]
′

} 𝑑𝜆 

|𝜆|=𝑏𝑝

      (3.13) 

şeklinde yazılabilir. Teorem 2.6 ya göre  

tr {[𝜆2(𝑄𝑅𝜆
0)
𝑗
]
′

} = {tr [𝜆2(𝑄𝑅𝜆
0)
𝑗
]}
′

 

dır. Dolayısıyla 

∫ tr {[𝜆2(𝑄𝑅𝜆
0)
𝑗
]
′

} 𝑑𝜆 

|𝜆|=𝑏𝑝

= ∫ {tr [𝜆2(𝑄𝑅𝜆
0)
𝑗
]}
′

𝑑𝜆 

|𝜆|=𝑏𝑝

 

olur. Bu eşitliğin sağ tarafındaki integrali aşağıdaki gibi iki eğri üzerindeki integralin 

toplamı şeklinde gösterelim: 

∫ {tr [𝜆2(𝑄𝑅𝜆
0)
𝑗
]}
′

𝑑𝜆 

|𝜆|=𝑏𝑝

 

= ∫ {tr [𝜆2(𝑄𝑅𝜆
0)
𝑗
]}
′

𝑑𝜆 

|𝜆|=𝑏𝑝
𝐼𝑚𝜆≥0

+ ∫ {tr [𝜆2(𝑄𝑅𝜆
0)
𝑗
]}
′

𝑑𝜆 

|𝜆|=𝑏𝑝
𝐼𝑚𝜆≤0

                                      (3.14) 

𝜀0 , 0 < 𝜀0 < 𝑏𝑝 − (𝑝 + 1)
4  olacak şekilde bir pozitif sayı olmak üzere  tr [𝜆2(𝑄𝑅𝜆

0)
𝑗
] 

fonksiyonunun  

𝐺1 = {𝜆: 𝑏𝑝 − 𝜀0 < |𝜆| < 𝑏𝑝 + 𝜀0, 𝐼𝑚𝜆 > −𝜀0} 

𝐺2 = {𝜆: 𝑏𝑝 − 𝜀0 < |𝜆| < 𝑏𝑝 + 𝜀0, 𝐼𝑚𝜆 < 𝜀0} 

basit bağlantılı bölgelerin analitik ve 

{𝜆 ∈ 𝐂 ∶ |𝜆| = 𝑏𝑝, 𝐼𝑚𝜆 ≥ 0} ⊂ 𝐺1 

{𝜆 ∈ 𝐂 ∶ |𝜆| = 𝑏𝑝, 𝐼𝑚𝜆 ≤ 0} ⊂ 𝐺2 
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olduğu dikkate alınırsa Leibnitz formülünü kullanarak (3.14) ten 

∫ {tr [𝜆2(𝑄𝑅𝜆
0)
𝑗
]}
′

𝑑𝜆 

|𝜆|=𝑏𝑝

= 2 [tr [𝑏𝑝
2(𝑄𝑅𝜆

0)
𝑗
] − tr [𝑏𝑝

2(𝑄𝑅𝜆
0)
𝑗
]] = 0 

elde edilir. (3.13) ve bu son eşitlikten 

𝐷𝑝𝑗 =
(−1)𝑗

𝜋𝑖𝑗
∫ 𝜆 tr {(𝑄𝑅𝜆

0)
𝑗
} 𝑑𝜆 

|𝜆|=𝑏𝑝

   

bulunur. ∎ 

Teorem 3.2 3o) koşulu sağlanır, ‖𝑄(𝑥)‖𝜎1(𝐻) fonksiyonu [0, 𝜋] aralığında 

integrallenebilir ve 𝑄′(0), 𝑄′(𝜋), 𝑄′′′(0), 𝑄′′′(𝜋) ∈ 𝜎𝑝(𝐻) ise 

𝐷𝑝1 =
2

𝜋
∑ 𝑚4∫ tr𝑄(𝑥)

𝜋

0

𝑑𝑥

𝑝

𝑚=1

+
1

12𝜋
𝑝(𝑝 + 1)(2𝑝 + 1)(tr𝑄′(𝜋) − tr𝑄′(0)) 

        +
1

8𝜋
𝑝(tr𝑄′′′(0) − tr𝑄′′′(𝜋)) +

1

8𝜋
∑ ∫ tr

𝜋

0

𝑄𝚤𝑣(𝑥) cos 2𝑚𝑥

𝑝

𝑚=1

𝑑𝑥                   (3.15) 

dir. Burada  

tr𝑄𝚤𝑣(𝑥) = ∑(𝑄𝚤𝑣(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑛)𝐻

∞

𝑛=1

 

dir. 

İspat:  Teorem 3.1 den 

𝐷𝑝1 = −
1

𝜋𝑖
∫ 𝜆 tr(𝑄𝑅𝜆

0)𝑑𝜆 

|𝜆|=𝑏𝑝

                                                                                         (3.16) 

dir. Diğer taraftan 𝐿0 operatörünün (3.1) özvektörler sistemi 𝐻1 uzayının ortonormal 

bir tabanıdır. Ayrıca 𝑄𝑅𝜆
0 her 𝜆 ∈ 𝜌(𝐿0) için çekirdek operatörü olduğundan tanım 

gereği 
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tr(𝑄𝑅𝜆
0) = ∑∑(𝑄𝑅𝜆

0𝜓𝑚𝑛, 𝜓𝑚𝑛)

∞

𝑛=1

𝑝

𝑚=0

 

dir. Bu ifade (3.16) da yerine yazılırsa 

𝐷𝑝1 = −
1

𝜋𝑖
∫ 𝜆 ∑ ∑(𝑄𝑅𝜆

0𝜓𝑚𝑛, 𝜓𝑚𝑛)

∞

𝑛=1

𝑝

𝑚=0

𝑑𝜆 

|𝜆|=𝑏𝑝

                                                          (3.17) 

olur. |(𝑄𝑅𝜆
0𝜓𝑚𝑛, 𝜓𝑚𝑛)| ifadesini sınırlandıralım. (3.1) den yararlanarak 

𝑅𝜆
0𝜓𝑚𝑛 = (𝐿0 − 𝜆𝐼)

−1𝜓𝑚𝑛 = (𝑚
4 − 𝜆)−1𝜓𝑚𝑛  

olduğunu dikkate alırsak  

|(𝑄𝑅𝜆
0𝜓𝑚𝑛, 𝜓𝑚𝑛)| = |∫ (𝑄𝑅𝜆

0𝜓𝑚𝑛(𝑥), 𝜓𝑚𝑛(𝑥))
𝐻
𝑑𝑥

𝜋

0

| 

                                   = |𝑚4 − 𝜆|−1 |∫(𝑄𝜓𝑚𝑛(𝑥), 𝜓𝑚𝑛(𝑥))𝐻𝑑𝑥

𝜋

0

| 

                                   = |𝑚4 − 𝜆|−1 |∫(𝑄(𝑥)𝑑𝑚 cos𝑚𝑥𝜑𝑛 , 𝑑𝑚 cos𝑚𝑥𝜑𝑛)𝐻𝑑𝑥

𝜋

0

| 

                                   ≤ |𝑚4 − 𝜆|−1∫|(𝑄(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑛)𝐻|𝑑𝑥

𝜋

0

 

                                   ≤ |𝑚4 − 𝜆|−1∫‖𝑄(𝑥)𝜑𝑛‖𝐻𝑑𝑥

𝜋

0

 

                                   ≤ √𝜋|𝑚4 − 𝜆|−1(∫‖𝑄(𝑥)𝜑𝑛‖𝐻
2 𝑑𝑥

𝜋

0

)

1
2

 

                                  = √𝜋|𝑚4 − 𝜆|−1‖𝑄(𝑥)𝜑𝑛‖ 

dir. 𝑄(𝑥) operatör fonksiyonu 3o) koşulunu sağladığından bu son bağıntıdan 
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∑(𝑄𝑅𝜆
0𝜓𝑚𝑛 , 𝜓𝑚𝑛)

∞

𝑛=1

    (𝑚 = 0,1,2, … ); ∑ ∑(𝑄𝑅𝜆
0𝜓𝑚𝑛 , 𝜓𝑚𝑛)

∞

𝑛=1

∞

𝑚=0

  

serilerinin |𝜆| = 𝑏𝑝 çemberi üzerinde 𝜆 ya göre mutlak ve düzgün yakınsaklığı elde 

edilir. Dolayısıyla (3.17) den 

𝐷𝑝1 = −
1

𝜋𝑖
∑ ∑ ∫ 𝜆(𝑚4 − 𝜆)−1 (𝑄𝜓𝑚𝑛, 𝜓𝑚𝑛)𝑑𝜆 

|𝜆|=𝑏𝑝

∞

𝑛=1

∞

𝑚=0

  

        = 2 ∑∑(𝑄𝜓𝑚𝑛, 𝜓𝑚𝑛)
1

2𝜋𝑖
∫

𝜆

(𝜆 − 𝑚4)
 𝑑𝜆 

|𝜆|=𝑏𝑝

∞

𝑛=1

∞

𝑚=0

 

        =  2 ∑ ∑𝑚4(𝑄𝜓𝑚𝑛 , 𝜓𝑚𝑛)

∞

𝑛=1

𝑝

𝑚=0

     

        =  2 ∑ ∑𝑚4∫(𝑄(𝑥)𝑑𝑚 cos𝑚𝑥𝜑𝑛 , 𝑑𝑚 cos𝑚𝑥𝜑𝑛)𝐻𝑑𝑥

𝜋

0

∞

𝑛=1

𝑝

𝑚=0

    

        =  
4

𝜋
∑∑𝑚4∫(𝑄(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑛)𝐻 cos

2𝑚𝑥

𝜋

0

∞

𝑛=1

𝑝

𝑚=1

𝑑𝑥    

        =
2

𝜋
∑∑𝑚4∫(𝑄(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑛)𝐻

𝜋

0

∞

𝑛=1

𝑝

𝑚=1

𝑑𝑥     

         +
2

𝜋
∑∑𝑚4∫(𝑄(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑛)𝐻 cos 2𝑚𝑥

𝜋

0

∞

𝑛=1

𝑝

𝑚=1

𝑑𝑥 

elde edilir. Ayrıca  

|∑(𝑄(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑛)𝐻

𝑞

𝑛=1

| ≤ ∑|(𝑄(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑛)𝐻|

∞

𝑛=1

≤ ‖𝑄(𝑥)‖𝜎1(𝐻)            (𝑞 = 1,2, … ) 

|∑(𝑄(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑛)𝐻

𝑞

𝑛=1

cos 2𝑚𝑥| ≤ ‖𝑄(𝑥)‖𝜎1(𝐻) 

olup varsayım gereği 
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∫‖𝑄(𝑥)‖𝜎1(𝐻)𝑑𝑥 < ∞

𝜋

0

 

olduğundan Lebesgue teoremine göre 

∑∫(𝑄(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑛)𝐻

𝜋

0

∞

𝑛=1

𝑑𝑥 = ∫ [∑(𝑄(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑛)𝐻

∞

𝑛=1

]

𝜋

0

𝑑𝑥 = ∫ 𝑡𝑟

𝜋

0

𝑄(𝑥)𝑑𝑥 

dir. Dolayısıyla 

𝐷𝑝1 =
2

𝜋
∑ 𝑚4∫ tr

𝜋

0

𝑄(𝑥)𝑑𝑥

𝑝

𝑚=1

 +
2

𝜋
∑ 𝑚4∫ tr𝑄(𝑥)

𝜋

0

cos 2𝑚𝑥

𝑝

𝑚=1

𝑑𝑥                            (3.18) 

olur. Arka arkaya dört kez kısmi integrasyon uygulanarak 

∫ tr

𝜋

0

𝑄(𝑥) cos 2𝑚𝑥 𝑑𝑥 =
1

2𝑚
sin 2𝑚𝑥 𝑡𝑟𝑄(𝑥)|

0

𝜋

− 
1

2𝑚
∫ tr𝑄′(𝑥)

𝜋

0

sin 2𝑚𝑥 𝑑𝑥 

                                           =
1

4𝑚2
cos 2𝑚𝑥 𝑡𝑟𝑄′(𝑥)|

0

𝜋

− 
1

4𝑚2
∫ tr

𝜋

0

𝑄′′(𝑥) cos 2𝑚𝑥 𝑑𝑥 

                                          =
tr𝑄′(𝜋) − tr𝑄′(0)

4𝑚2
− 

1

4𝑚2
∫ tr

𝜋

0

𝑄′′(𝑥) cos 2𝑚𝑥 𝑑𝑥 

                                          =
tr𝑄′(𝜋) − tr𝑄′(0)

4𝑚2
−

1

8𝑚3
sin 2𝑚𝑥 tr𝑄′′(𝑥)|

0

𝜋

 

                                          + 
1

8𝑚3
∫ tr𝑄′′′(𝑥)

𝜋

0

sin 2𝑚𝑥 𝑑𝑥 

                                          =
tr𝑄′(𝜋) − tr𝑄′(0)

4𝑚2
+ 

1

8𝑚3
∫ tr𝑄′′′(𝑥)

𝜋

0

sin 2𝑚𝑥 𝑑𝑥 

                                          =
tr𝑄′(𝜋) − tr𝑄′(0)

4𝑚2
− 

1

16𝑚4
cos 2𝑚𝑥 tr𝑄′′′(𝑥)|

0

𝜋

 

                                          + 
1

16𝑚4
∫ tr

𝜋

0

𝑄𝚤𝑣(𝑥) cos 2𝑚𝑥 𝑑𝑥 
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                                          =
tr𝑄′(𝜋) − tr𝑄′(0)

4𝑚2
−
tr𝑄′′′(𝜋) − tr𝑄′′′(0)

16𝑚4
 

                                          + 
1

16𝑚4
∫ tr

𝜋

0

𝑄𝚤𝑣(𝑥) cos 2𝑚𝑥 𝑑𝑥 

bulunur. Bu ifade (3.18) de yerine konulursa 

𝐷𝑝1 =
2

𝜋
∑ 𝑚4∫ tr𝑄(𝑥)

𝜋

0

𝑑𝑥

𝑝

𝑚=1

+ 

 
2

𝜋
∑ 𝑚4

𝑝

𝑚=1

[
tr𝑄′(𝜋) − tr𝑄′(0)

4𝑚2
−
tr𝑄′′′(𝜋) − tr𝑄′′′(0)

16𝑚4
+ 
∫ tr
𝜋

0
𝑄𝚤𝑣(𝑥) cos 2𝑚𝑥 𝑑𝑥

16𝑚4
] 

veya 

𝐷𝑝1 =
2

𝜋
∑ 𝑚4∫ tr𝑄(𝑥)

𝜋

0

𝑑𝑥

𝑝

𝑚=1

+
1

12𝜋
𝑝(𝑝 + 1)(2𝑝 + 1)(tr𝑄′(𝜋) − tr𝑄′(0)) 

        +
1

8𝜋
𝑝(tr𝑄′′′(0) − tr𝑄′′′(𝜋)) +

1

8𝜋
∑ ∫ tr

𝜋

0

𝑄𝚤𝑣(𝑥) cos 2𝑚𝑥

𝑝

𝑚=1

𝑑𝑥 

elde edilir. Böylece teorem ispatlanmış olur. ∎ 

Bu kez de  𝑗 = 2  için aşağıdaki teoremle hesaplanması daha karmaşık ve kapsamlı olan  

𝐷𝑝2 yi hesaplayalım.  

Teorem 3.3  Teorem 3.2 nin koşulları altında 

𝐷𝑝2 =
6𝑝 + 7

8𝜋
∫ tr𝑄2(𝑥)

𝜋

0

𝑑𝑥 +
1

𝜋
∑ ∫ tr𝑄2(𝑥) cos 2𝑚𝑥

𝜋

0

𝑑𝑥

𝑝

𝑚=1

 

        +
2𝑝 + 1

8𝜋2
tr [∫ 𝑄(𝑥)𝑑𝑥

𝜋

0

]

2

+ 𝑂(𝑝−1)                                                                        (3.19) 

dir.  

İspat:  Teorem 3.1 e göre 
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𝐷𝑝2 =
1

2𝜋𝑖
∫ 𝜆 tr [(𝑄𝑅𝜆

0)
2
] 𝑑𝜆 

|𝜆|=𝑏𝑝

 

        =
1

2𝜋𝑖
∫ 𝜆 ∑∑((𝑄𝑅𝜆

0)
2
𝜓𝑚𝑛, 𝜓𝑚𝑛)

∞

𝑛=1

∞

𝑚=0

 𝑑𝜆 

|𝜆|=𝑏𝑝

                                                     (3.20) 

olacaktır. Ayrıca 𝑄𝑅𝜆
0𝜓𝑚𝑛 = (𝑚4 − 𝜆)−1𝑄𝜓𝑚𝑛 olup buradan 

(𝑄𝑅𝜆
0)
2
𝜓𝑚𝑛 = 𝑄𝑅𝜆

0 (
𝑄𝜓𝑚𝑛
𝑚4 − 𝜆

) 

                        = (𝑚4 − 𝜆)−1𝑄𝑅𝜆
0(𝑄𝜓𝑚𝑛) 

                        = (𝑚4 − 𝜆)−1𝑄𝑅𝜆
0 [∑∑(𝑄𝜓𝑚𝑛, 𝜓𝑟𝑞)𝜓𝑟𝑞

∞

𝑞=1

∞

𝑟=0

] 

                        = (𝑚4 − 𝜆)−1∑∑(𝑟4 − 𝜆)−1(𝑄𝜓𝑚𝑛, 𝜓𝑟𝑞)𝑄𝜓𝑟𝑞

∞

𝑞=1

∞

𝑟=0

 

bulunur. Bu ifade (3.20) de yerine konursa 

𝐷𝑝2 =
1

2𝜋𝑖
∫ 𝜆 [∑ ∑∑∑

(𝑄ψmn, ψrq)(𝑄ψrq, ψmn)

(𝜆 − 𝑚4)(𝜆 − 𝑟4)

∞

𝑞=1

∞

𝑟=0

∞

𝑛=1

∞

𝑚=0

] 𝑑𝜆

|𝜆|=𝑏𝑝

    

        = ∑∑∑∑|(𝑄ψmn, ψrq)|
2 1

2𝜋𝑖
∫

𝜆

(𝜆 − 𝑚4)(𝜆 − 𝑟4)
𝑑𝜆

|𝜆|=𝑏𝑝

∞

𝑞=1

∞

𝑟=0

∞

𝑛=1

∞

𝑚=0

    

        = ∑∑∑∑|(𝑄ψmn, ψrq)|
2 1

2𝜋𝑖
∫

𝜆

(𝜆 − 𝑚4)(𝜆 − 𝑟4)
𝑑𝜆

|𝜆|=𝑏𝑝

∞

𝑞=1

𝑝

𝑟=0

∞

𝑛=1

𝑝

𝑚=0

 

        + ∑∑ ∑ ∑|(𝑄ψmn, ψrq)|
2 1

2𝜋𝑖
∫

𝜆

(𝜆 − 𝑚4)(𝜆 − 𝑟4)
𝑑𝜆

|𝜆|=𝑏𝑝

∞

𝑞=1

∞

𝑟=𝑝+1

∞

𝑛=1

𝑝

𝑚=0

 

        + ∑ ∑∑∑|(𝑄ψmn, ψrq)|
2 1

2𝜋𝑖
∫

𝜆

(𝜆 − 𝑚4)(𝜆 − 𝑟4)
𝑑𝜆

|𝜆|=𝑏𝑝

∞

𝑞=1

𝑝

𝑟=0

∞

𝑛=1

∞

𝑚=𝑝+1

 

        + ∑ ∑ ∑ ∑|(𝑄ψmn, ψrq)|
2 1

2𝜋𝑖
∫

𝜆

(𝜆 − 𝑚4)(𝜆 − 𝑟4)
𝑑𝜆

|𝜆|=𝑏𝑝

∞

𝑞=1

∞

𝑟=𝑝+1

∞

𝑛=1

∞

𝑚=𝑝+1

          (3.21) 
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elde edilir. Burada 

 

𝑚 = 𝑟 ≤ 𝑝 ise 

1

2𝜋𝑖
∫

𝜆

(𝜆 − 𝑚4)(𝜆 − 𝑟4)
𝑑𝜆

|𝜆|=𝑏𝑝

=
1

2𝜋𝑖
∫

𝜆

(𝜆 − 𝑚4)2
𝑑𝜆

|𝜆|=𝑏𝑝

= 1                                (3.22) 

𝑚 ≠ 𝑟 ≤ 𝑝 ise 

1

2𝜋𝑖
∫

𝜆

(𝜆 − 𝑚4)(𝜆 − 𝑟4)
𝑑𝜆

|𝜆|=𝑏𝑝

 

=
1

𝑚4 − 𝑟4
[
1

2𝜋𝑖
∫

𝜆

𝜆 − 𝑚4
𝑑𝜆

|𝜆|=𝑏𝑝

−
1

2𝜋𝑖
∫

𝜆

𝜆 − 𝑟4
𝑑𝜆

|𝜆|=𝑏𝑝

] = 1                                   (3.23) 

bağıntıları sağlanır. Ayrıca 

∑ ∑∑∑|(𝑄ψmn, ψrq)|
2 1

2𝜋𝑖
∫

𝜆

(𝜆 − 𝑚4)(𝜆 − 𝑟4)
𝑑𝜆

|𝜆|=𝑏𝑝

∞

𝑞=1

𝑝

𝑟=0

∞

𝑛=1

∞

𝑚=𝑝+1

 

= ∑ ∑∑ ∑|(𝑄ψrq, ψmn)|
2 1

2𝜋𝑖
∫

𝜆

(𝜆 − 𝑟4)(𝜆 − 𝑚4)
𝑑𝜆

|𝜆|=𝑏𝑝

∞

𝑛=1

𝑝

𝑚=0

∞

𝑞=1

∞

𝑟=𝑝+1

 

= ∑ ∑ ∑ ∑|(𝑄ψmn, ψrq)|
2 1

2𝜋𝑖
∫

𝜆

(𝜆 − 𝑚4)(𝜆 − 𝑟4)
𝑑𝜆

|𝜆|=𝑏𝑝

∞

𝑞=1

∞

𝑟=𝑝+1

∞

𝑛=1

𝑝

𝑚=0

                      (3.24) 

𝑚 ≤ 𝑝 , 𝑟 > 𝑝  ise 

1

2𝜋𝑖
∫

𝜆

(𝜆 − 𝑚4)(𝜆 − 𝑟4)
𝑑𝜆

|𝜆|=𝑏𝑝

=
𝑚4

𝑚4 − 𝑟4
                                                                    (3.25) 

ve  𝑚 > 𝑝 , 𝑟 > 𝑝  ise 

1

2𝜋𝑖
∫

𝜆

(𝜆 − 𝑚4)(𝜆 − 𝑟4)
𝑑𝜆

|𝜆|=𝑏𝑝

= 0                                                                                  (3.26) 
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olduğu görülür. (3.21), (3.22), (3.23), (3.24), (3.25) ve (3.26) dan 

𝐷𝑝2 = ∑ ∑∑∑|(𝑄ψmn, ψrq)|
2

∞

𝑞=1

𝑝

𝑟=0

∞

𝑛=1

𝑝

𝑚=0

+ 2∑ ∑ ∑ ∑|(𝑄ψmn, ψrq)|
2 𝑚4

𝑚4 − 𝑟4

∞

𝑞=1

∞

𝑟=𝑝+1

∞

𝑛=1

𝑝

𝑚=0

  

        = ∑∑∑∑|(𝑄ψmn, ψrq)|
2

∞

𝑞=1

∞

𝑟=0

∞

𝑛=1

𝑝

𝑚=0

− ∑∑ ∑ ∑|(𝑄ψmn, ψrq)|
2

∞

𝑞=1

∞

𝑟=𝑝+1

∞

𝑛=1

𝑝

𝑚=0

 

        −2 ∑ ∑ ∑ ∑|(𝑄ψmn, ψrq)|
2 𝑚4

𝑟4 −𝑚4

∞

𝑞=1

∞

𝑟=𝑝+1

∞

𝑛=1

𝑝

𝑚=0

 

        = ∑∑∑∑|(𝑄ψmn, ψrq)|
2

∞

𝑞=1

∞

𝑟=0

∞

𝑛=1

𝑝

𝑚=0

  

        − ∑∑ ∑ ∑(1 +
2𝑚4

𝑟4 −𝑚4
) |(𝑄ψmn, ψrq)|

2∞

𝑞=1

∞

𝑟=𝑝+1

∞

𝑛=1

𝑝

𝑚=0

 

bulunur.  

∝𝑝=∝𝑝 (𝑛, 𝑞) = ∑ ∑
𝑟4 +𝑚4

𝑟4 −𝑚4
|(𝑄ψmn, ψrq)|

2
∞

𝑟=𝑝+1

𝑝

𝑚=0

 

olsun. O taktirde  

𝐷𝑝2 = ∑ ∑‖𝑄ψmn‖
2

∞

𝑛=1

𝑝

𝑚=0

−∑∑ ∝𝑝

∞

𝑞=1

∞

𝑛=1

                                                                            (3.27) 

olur. Diğer taraftan  𝑚 = 0, 𝑝̅̅ ̅̅̅  ve  𝑟 = 𝑝 + 1,∞̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅  için 

|(𝑄ψmn, ψrq)|
2
= |∫(𝑄(𝑥)𝑑𝑚 cos𝑚𝑥 𝜑𝑛, 𝑑𝑟 cos 𝑟𝑥 𝜑𝑞)𝐻𝑑𝑥

𝜋

0

|

2

 

                               = |∫ (𝑄(𝑥)𝑑𝑚 cos𝑚𝑥𝜑𝑛, √2𝜋−1 cos 𝑟𝑥 𝜑𝑞)
𝐻
𝑑𝑥

𝜋

0

|

2

 

                               =
2𝑑𝑚

2

𝜋
|∫(𝑄(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)𝐻 cos𝑚𝑥 . cos 𝑟𝑥 𝑑𝑥

𝜋

0

|

2
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                               =
2𝑑𝑚

2

𝜋
|∫(𝑄(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)𝐻

cos(𝑚 + 𝑟)𝑥 + cos(𝑚 − 𝑟)𝑥

2
𝑑𝑥

𝜋

0

|

2

 

                               =
𝑑𝑚

2

2𝜋
|∫(𝑄(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)𝐻

[cos(𝑚 − 𝑟)𝑥 + cos(𝑚 + 𝑟)𝑥]𝑑𝑥

𝜋

0

|

2

 

                               =
𝑑𝑚

2

2𝜋
|∫(𝑄(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)𝐻 cos

(𝑚 − 𝑟)𝑥 𝑑𝑥

𝜋

0

|

2

 

                               +
𝑑𝑚

2𝑅𝑒

𝜋
[∫(𝑄(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)𝐻 cos

(𝑚 − 𝑟)𝑥 𝑑𝑥

𝜋

0

.  

                                ∫(𝑄(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝐻
cos(𝑚 + 𝑟)𝑥 𝑑𝑥

𝜋

0

] 

                               +
𝑑𝑚

2

2𝜋
|∫(𝑄(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)𝐻 cos

(𝑚 + 𝑟)𝑥 𝑑𝑥

𝜋

0

|

2

 

bulunur. Dolayısıyla 

∝𝑝=
1

2𝜋
∑ 𝑑𝑚

2 ∑
𝑟4 +𝑚4

𝑟4 −𝑚4
|∫(𝑄(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)𝐻 cos

(𝑚 − 𝑟)𝑥 𝑑𝑥

𝜋

0

|

2∞

𝑟=𝑝+1

𝑝

𝑚=0

 

     +
1

𝜋
∑ 𝑑𝑚

2 ∑
𝑟4 +𝑚4

𝑟4 −𝑚4

∞

𝑟=𝑝+1

𝑝

𝑚=0

 

     𝑅𝑒 [∫(𝑄(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)𝐻 cos
(𝑚 − 𝑟)𝑥 𝑑𝑥

𝜋

0

. ∫(𝑄(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝐻
cos(𝑚 + 𝑟)𝑥 𝑑𝑥

𝜋

0

] 

     +
1

2𝜋
∑ 𝑑𝑚

2 ∑
𝑟4 +𝑚4

𝑟4 −𝑚4
|∫(𝑄(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)𝐻 cos

(𝑚 + 𝑟)𝑥 𝑑𝑥

𝜋

0

|

2∞

𝑟=𝑝+1

𝑝

𝑚=0

 

 

∝𝑝=  ∝𝑝1+∝𝑝2+∝𝑝3                                                                                                            (3.28) 

şeklinde yazılır. Burada  

∝𝑝1=
1

2𝜋
∑ 𝑑𝑚

2 ∑
𝑟4 +𝑚4

𝑟4 −𝑚4
|∫(𝑄(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)𝐻 cos

(𝑚 − 𝑟)𝑥 𝑑𝑥

𝜋

0

|

2∞

𝑟=𝑝+1

𝑝

𝑚=0
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∝𝑝2=
𝑅𝑒

𝜋
∑ 𝑑𝑚

2 ∑
𝑟4 +𝑚4

𝑟4 −𝑚4

∞

𝑟=𝑝+1

𝑝

𝑚=0

 

            [∫(𝑄(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)𝐻 cos
(𝑚 − 𝑟)𝑥 𝑑𝑥

𝜋

0

. ∫(𝑄(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝐻
cos(𝑚 + 𝑟)𝑥 𝑑𝑥

𝜋

0

]   (3.29) 

∝𝑝3=
1

2𝜋
∑ 𝑑𝑚

2 ∑
𝑟4 +𝑚4

𝑟4 −𝑚4
|∫(𝑄(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)𝐻 cos

(𝑚 + 𝑟)𝑥 𝑑𝑥

𝜋

0

|

2∞

𝑟=𝑝+1

𝑝

𝑚=0

                 (3.30) 

olmak üzere 

 ∝𝑝1=
1

2𝜋2
∑ |∫(𝑄(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)𝐻 cos 𝑟𝑥 𝑑𝑥

𝜋

0

|

2∞

𝑟=𝑝+1

 

        +
1

𝜋2
∑ ∑

𝑟4 +𝑚4

𝑟4 −𝑚4
𝑟−𝑚=𝑖
𝑚≤𝑝
𝑟>𝑝

|∫(𝑄(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)𝐻 cos 𝑖𝑥 𝑑𝑥

𝜋

0

|

2∞

𝑖=1

 

        =
1

2𝜋2
∑ |∫(𝑄(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)𝐻 cos 𝑟𝑥 𝑑𝑥

𝜋

0

|

2∞

𝑟=𝑝+1

 

        +
1

𝜋2
∑|∫(𝑄(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)𝐻 cos 𝑖𝑥 𝑑𝑥

𝜋

0

|

2∞

𝑖=1

∑
𝑟4 +𝑚4

𝑟4 −𝑚4
𝑟−𝑚=𝑖
𝑚≤𝑝
𝑟>𝑝

                                        (3.31) 

𝑖 ≤ 𝑝   halinde (𝑚 ≥ 1)  

∑
𝑚4

𝑟4 −𝑚4
𝑟−𝑚=𝑖
𝑚≤𝑝
𝑟>𝑝

=
𝑝4

(𝑝 + 𝑖)4 − 𝑝4
+

(𝑝 − 1)4

(𝑝 − 1 + 𝑖)4 − (𝑝 − 1)4
…

(𝑝 − 𝑖 + 1)4

(𝑝 + 1)4 − (𝑝 − 𝑖 + 1)4
 

                            = ∑
(𝑝 − 𝑗)4

(𝑝 − 𝑗 + 𝑖)4 − (𝑝 − 𝑗)4

𝑖−1

𝑗=0

 

                            = ∑[
𝑝

4𝑖
−
𝑗

4𝑖
−
3

8
+

𝑖

8[2(𝑝 − 𝑗) + 𝑖]
+

𝑖[2(𝑝 − 𝑗) + 𝑖]

4[2(𝑝 − 𝑗)2 + 2𝑖(𝑝 − 𝑗) + 𝑖2]
]

𝑖−1

𝑗=0

 

                            =
𝑝

4
+
1 − 4𝑖

8
+
𝑖

8
∑

1

2𝑝 − 2𝑗 + 𝑖

𝑖−1

𝑗=0

+
𝑖

4
∑

2(𝑝 − 𝑗) + 𝑖

2(𝑝 − 𝑗)2 + 2𝑖(𝑝 − 𝑗) + 𝑖2

𝑖−1

𝑗=0
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∑
𝑟4 +𝑚4

𝑟4 −𝑚4

𝑚,𝑟∈𝐸

= ∑ (1 +
2𝑚4

𝑟4 −𝑚4
)

𝑟−𝑚=𝑖
𝑚≤𝑝
𝑟>𝑝

= 𝑖 + 2 ∑
𝑚4

𝑟4 −𝑚4

𝑚,𝑟∈𝐸

 

                          = 𝑖 +
𝑝

2
+
1 − 4𝑖

4
+
𝑖

4
∑

1

2𝑝 − 2𝑗 + 𝑖

𝑖−1

𝑗=0

+
𝑖

2
∑

2(𝑝 − 𝑗) + 𝑖

2(𝑝 − 𝑗)2 + 2𝑖(𝑝 − 𝑗) + 𝑖2

𝑖−1

𝑗=0

 

                          =
𝑝

2
+
1

4
+
𝑖

4
∑

1

2𝑝 − 2𝑗 + 𝑖

𝑖−1

𝑗=0

+
𝑖

2
∑

2(𝑝 − 𝑗) + 𝑖

2(𝑝 − 𝑗)2 + 2𝑖(𝑝 − 𝑗) + 𝑖2

𝑖−1

𝑗=0

   

 

𝑖

4
∑

1

2𝑝 − 2𝑗 + 𝑖

𝑖−1

𝑗=0

=
𝑖

4
∑

1

𝑝 + (𝑝 − 𝑗) + (𝑖 − 𝑗)

𝑖−1

𝑗=0

<
𝑖

4
∑

1

𝑝

𝑖−1

𝑗=0

=
𝑖2

4𝑝
<
𝑖2

𝑝
 

 

𝑖

2
∑

2(𝑝 − 𝑗) + 𝑖

2(𝑝 − 𝑗)2 + 2𝑖(𝑝 − 𝑗) + 𝑖2

𝑖−1

𝑗=0

<
𝑖

2
∑

2(𝑝 − 𝑗) + 2𝑖

(𝑝 − 𝑗)2 + 2𝑖(𝑝 − 𝑗) + 𝑖2

𝑖−1

𝑗=0

 

                                                             =
𝑖

2
∑

2[(𝑝 − 𝑗) + 𝑖]

[(𝑝 − 𝑗) + 𝑖]2

𝑖−1

𝑗=0

 

                                                            = 𝑖∑
1

𝑝 − 𝑗 + 𝑖

𝑖−1

𝑗=0

 

                                                             < 𝑖∑
1

𝑝

𝑖−1

𝑗=0

=
𝑖2

𝑝
 

Dolayısıyla  

∑
𝑟4 +𝑚4

𝑟4 −𝑚4

𝑚,𝑟∈𝐸

=
𝑝

2
+
1

4
+ 𝑖2𝑂1(𝑝

−1)        ( 𝑖 ≤ 𝑝 )                                                         (3.32) 

dir. Burada 𝑂1(𝑝
−1), 𝑝 ve 𝑖 ye bağlı 

0 < 𝑂1(𝑝
−1) <

2

𝑝
                                                                                                                   (3.33) 
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eşitsizliğini sağlayan bir ifadedir. 

𝑖 > 𝑝   halinde  

∑
𝑚4

𝑟4 −𝑚4
𝑟−𝑚=𝑖
𝑚≤𝑝
𝑟>𝑝

=
14

(𝑖 + 1)4 − 14
+

24

(𝑖 + 2)4 − 24
+⋯+

𝑝4

(𝑖 + 𝑝)4 − 𝑝4
 

                            = ∑
𝑗4

(𝑖 + 𝑗)4 − 𝑗4

𝑝

𝑗=1

=∑[
𝑗

4𝑖
−
3

8
+

𝑖

8(𝑖 + 2𝑗)
+

𝑖(𝑖 + 2𝑗)

4(2𝑗2 + 2𝑖𝑗 + 𝑖2)
]

𝑝

𝑗=1

 

                            =
𝑝(𝑝 + 1)

8𝑖
−
3𝑝

8
+
𝑖

8
∑

1

𝑖 + 2𝑗

𝑝

𝑗=1

+
𝑖

4
∑

𝑖 + 2𝑗

2𝑗2 + 2𝑖𝑗 + 𝑖2

𝑝

𝑗=1

 

 

∑
𝑟4 +𝑚4

𝑟4 −𝑚4

𝑚,𝑟∈𝐸

= ∑ (1 +
2𝑚4

𝑟4 −𝑚4
)

𝑟−𝑚=𝑖
𝑚≤𝑝
𝑟>𝑝

= 𝑝 + 2 ∑
𝑚4

𝑟4 −𝑚4

𝑚,𝑟∈𝐸

 

                            = 𝑝 +
𝑝(𝑝 + 1)

4𝑖
−
3𝑝

4
+
𝑖

4
∑

1

𝑖 + 2𝑗

𝑝

𝑗=1

+
𝑖

2
∑

𝑖 + 2𝑗

2𝑗2 + 2𝑖𝑗 + 𝑖2

𝑝

𝑗=1

 

                            = 𝑝 +
𝑝(𝑝 + 1)

4𝑖
−
𝑝𝑖

4𝑖
−
2𝑝

4
+
𝑖

4
∑

1

𝑖 + 2𝑗

𝑝

𝑗=1

+
𝑖

2
∑

𝑖 + 2𝑗

2𝑗2 + 2𝑖𝑗 + 𝑖2

𝑝

𝑗=1

 

                            =
𝑝

2
+
1

4
+
(𝑝 + 1)(𝑝 − 𝑖)

4𝑖
+
𝑖

4
∑

1

𝑖 + 2𝑗

𝑝

𝑗=1

+
𝑖

2
∑

𝑖 + 2𝑗

2𝑗2 + 2𝑖𝑗 + 𝑖2

𝑝

𝑗=1

 

                            <
𝑝

2
+
1

4
+
𝑖

4
∑

1

𝑖

𝑝

𝑗=1

+
𝑖

2
∑

2𝑖 + 2𝑗

𝑗2 + 2𝑖𝑗 + 𝑖2

𝑝

𝑗=1

 

                            =
𝑝

2
+
1

4
+
𝑝

4
+ 𝑖∑

1

𝑖 + 𝑗

𝑝

𝑗=1

 

                            <
𝑝

2
+
1

4
+
𝑝

4
+ 𝑖∑

1

𝑖

𝑝

𝑗=1

 

                            =
𝑝

2
+
1

4
+
𝑝

4
+ 𝑝 

                            =
7𝑝 + 1

4
≤ 2𝑝 
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Dolayısıyla  

∑
𝑟4 +𝑚4

𝑟4 −𝑚4

𝑚,𝑟∈𝐸

= 𝑂1(𝑝)        ( 𝑖 > 𝑝 )                                                                                 (3.34) 

dir. Burada 𝑂1(𝑝), 𝑝 ve 𝑖 ye bağlı 

0 < 𝑂1(𝑝) ≤ 2𝑝                                                                                                                      (3.35) 

eşitsizliğini sağlayan bir ifadedir. 

(3.31),(3.32) ve (3.34) ten 

 ∝𝑝1=
1

2𝜋2
∑ |∫(𝑄(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)𝐻 cos 𝑟𝑥 𝑑𝑥

𝜋

0

|

2∞

𝑟=𝑝+1

 

        +
1

𝜋2
(
𝑝

2
+
1

4
)∑|∫(𝑄(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)𝐻 cos 𝑖𝑥 𝑑𝑥

𝜋

0

|

2𝑝

𝑖=1

 

        +
1

𝜋2
∑𝑖2𝑂1(𝑝

−1) |∫(𝑄(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)𝐻 cos 𝑖𝑥 𝑑𝑥

𝜋

0

|

2𝑝

𝑖=1

 

        +
1

𝜋2
∑ 𝑂1(𝑝) |∫(𝑄(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)𝐻 cos 𝑖𝑥 𝑑𝑥

𝜋

0

|

2∞

𝑖=𝑝+1

 

        =
1

𝜋2
(
𝑝

2
+
1

4
)∑|∫(𝑄(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)𝐻 cos 𝑖𝑥 𝑑𝑥

𝜋

0

|

2∞

𝑖=1

 

        +∑𝑖2𝑂2(𝑝
−1) |∫(𝑄(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)𝐻 cos 𝑖𝑥 𝑑𝑥

𝜋

0

|

2𝑝

𝑖=1

 

        + ∑ 𝑂2(𝑝) |∫(𝑄(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)𝐻 cos 𝑖𝑥 𝑑𝑥

𝜋

0

|

2∞

𝑖=𝑝+1

 

       =  ∝𝑝1
(1)+  ∝𝑝1

(2)+  ∝𝑝1
(3)                                                                                        (3.36) 

elde edilir. 
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 ∝𝑝1
(1)=

1

𝜋2
(
𝑝

2
+
1

4
)∑|∫(𝑄(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)𝐻 cos 𝑖𝑥 𝑑𝑥

𝜋

0

|

2∞

𝑖=1

 

             =
1

8𝜋
(2𝑝 + 1)∑|∫(𝑄(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)𝐻

√
2

𝜋
cos 𝑖𝑥 𝑑𝑥

𝜋

0

|

2
∞

𝑖=1

 

             =
1

8𝜋
(2𝑝 + 1)∑|∫(𝑄(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)𝐻

√
2

𝜋
cos 𝑖𝑥 𝑑𝑥

𝜋

0

|

2
∞

𝑖=1

 

             +
1

8𝜋
(2𝑝 + 1) |∫(𝑄(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)𝐻

√
1

𝜋
𝑑𝑥

𝜋

0

|

2

 

             −
1

8𝜋
(2𝑝 + 1) |∫(𝑄(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)𝐻

√
1

𝜋
𝑑𝑥

𝜋

0

|

2

 

             =
1

8𝜋
(2𝑝 + 1)∑|∫(𝑄(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)𝐻𝑑𝑖 cos 𝑖𝑥 𝑑𝑥

𝜋

0

|

2∞

𝑖=0

 

             −
1

8𝜋
(2𝑝 + 1) |∫(𝑄(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)𝐻

√
1

𝜋
𝑑𝑥

𝜋

0

|

2

 

             =
1

8𝜋
(2𝑝 + 1)∫ |(𝑄(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)𝐻|

2

𝑑𝑥

𝜋

0

 

              −
1

8𝜋2
(2𝑝 + 1) |∫(𝑄(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)𝐻𝑑𝑥

𝜋

0

|

2

                                                             (3.37) 

dir. Ayrıca  

0 <  ∝𝑝1
(2)=∑𝑖2𝑂2(𝑝

−1) |∫(𝑄(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)𝐻 cos 𝑖𝑥 𝑑𝑥

𝜋

0

|

2𝑝

𝑖=1

 

                     = ∑𝑂2(𝑝
−1) |∫(𝑄′(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)𝐻 sin 𝑖𝑥 𝑑𝑥

𝜋

0

|

2𝑝

𝑖=1

 

                    <
2

𝜋2𝑝
∑|∫(𝑄′(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)𝐻 sin 𝑖𝑥 𝑑𝑥

𝜋

0

|

2∞

𝑖=1
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                    =
1

𝜋𝑝
∑|∫(𝑄′(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)𝐻

√
2

𝜋
sin 𝑖𝑥 𝑑𝑥

𝜋

0

|

2
∞

𝑖=1

 

                    =
1

𝜋𝑝
∫ |(𝑄′(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)𝐻|

2

𝑑𝑥

𝜋

0

 

                    <
1

𝑝
∫ |(𝑄′(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)𝐻|

2

𝑑𝑥

𝜋

0

                                                                          (3.38) 

 

| ∝𝑝1
(3)| = | ∑ 𝑂2(𝑝) |∫(𝑄(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)𝐻 cos 𝑖𝑥 𝑑𝑥

𝜋

0

|

2∞

𝑖=𝑝+1

| 

                 = | ∑ 𝑂2(𝑝)
1

𝑖2
|∫(𝑄′(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)𝐻 sin 𝑖𝑥 𝑑𝑥

𝜋

0

|

2∞

𝑖=𝑝+1

| 

                 <
2𝑝

𝜋2(𝑝 + 1)2
∑ |∫(𝑄′(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)𝐻 sin 𝑖𝑥 𝑑𝑥

𝜋

0

|

2∞

𝑖=𝑝+1

 

                 <
2𝑝

𝜋2𝑝2
∑ |∫(𝑄′(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)𝐻 sin 𝑖𝑥 𝑑𝑥

𝜋

0

|

2∞

𝑖=𝑝+1

 

                 =
2

𝜋2𝑝
∑|∫(𝑄′(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)𝐻 sin 𝑖𝑥 𝑑𝑥

𝜋

0

|

2∞

𝑖=1

 

                 =
1

𝜋𝑝
∑|∫(𝑄′(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)𝐻

√
2

𝜋
sin 𝑖𝑥 𝑑𝑥

𝜋

0

|

2
∞

𝑖=1

 

                 =
1

𝜋𝑝
∫ |(𝑄′(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)𝐻|

2

𝑑𝑥

𝜋

0

 

                 <
1

𝑝
∫ |(𝑄′(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)𝐻|

2

𝑑𝑥

𝜋

0

                                                                             (3.39) 

dir. (3.27) ve (3.28) den 

𝐷𝑝2 = ∑ ∑‖𝑄ψmn‖
2

∞

𝑛=1

𝑝

𝑚=0

−∑∑( ∝𝑝1+∝𝑝2+∝𝑝3)

∞

𝑞=1

∞

𝑛=1

                                                 (3.40) 
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elde edilir. Ayrıca (3.36) dan 

∑∑∝𝑝1

∞

𝑞=1

∞

𝑛=1

=∑∑( ∝𝑝1
(1)+  ∝𝑝1

(2)+  ∝𝑝1
(3))

∞

𝑞=1

∞

𝑛=1

 

tür. (3.37),(3.38) ve (3.39) bağıntılarından 

∑∑ ∝𝑝1
(1)

∞

𝑞=1

∞

𝑛=1

=
1

8𝜋
(2𝑝 + 1)∑∑∫ |(𝑄(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)𝐻|

2

𝑑𝑥

𝜋

0

∞

𝑞=1

∞

𝑛=1

 

                            −
1

8𝜋2
(2𝑝 + 1)∑∑|∫(𝑄(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)𝐻𝑑𝑥

𝜋

0

|

2∞

𝑞=1

∞

𝑛=1

 

                            =
1

8𝜋
(2𝑝 + 1)∫ ∑‖𝑄(𝑥)𝜑𝑛‖𝐻

2

∞

𝑛=1

𝜋

0

𝑑𝑥 

                            −
1

8𝜋2
(2𝑝 + 1)∑∑|((∫ 𝑄(𝑥)𝑑𝑥

𝜋

0

)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)

𝐻

|

2∞

𝑞=1

∞

𝑛=1

 

                            =
1

8𝜋
(2𝑝 + 1)∫ ∑‖𝑄(𝑥)𝜑𝑛‖𝐻

2

∞

𝑛=1

𝜋

0

𝑑𝑥 

                            −
1

8𝜋2
(2𝑝 + 1)∑‖(∫ 𝑄(𝑥)𝑑𝑥

𝜋

0

)𝜑𝑛‖
𝐻

2∞

𝑛=1

 

                            =
1

8𝜋
(2𝑝 + 1)∫ 𝑡𝑟𝑄2(𝑥)

𝜋

0

𝑑𝑥 −
1

8𝜋2
(2𝑝 + 1) 𝑡𝑟 (∫ 𝑄(𝑥)𝑑𝑥

𝜋

0

)

2

 

0 < ∑∑ ∝𝑝1
(2)

∞

𝑞=1

∞

𝑛=1

<
1

𝑝
∑∑∫ |(𝑄′(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)𝐻|

2

𝑑𝑥

𝜋

0

∞

𝑞=1

∞

𝑛=1

 

                                     =
1

𝑝
∫ ∑‖𝑄′(𝑥)𝜑𝑛‖𝐻

2

∞

𝑛=1

𝜋

0

𝑑𝑥 

                                     =
1

𝑝
∫ 𝑡𝑟[𝑄′(𝑥)]2
𝜋

0

𝑑𝑥 

                                     = 𝑂3(𝑝
−1) 
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∑∑| ∝𝑝1
(3)|

∞

𝑞=1

∞

𝑛=1

<
1

𝑝
∑∑∫|(𝑄′(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)𝐻|

2

𝑑𝑥

𝜋

0

∞

𝑞=1

∞

𝑛=1

= 𝑂3(𝑝
−1)                       

bulunur. Dolayısıyla  

∑∑∝𝑝1

∞

𝑞=1

∞

𝑛=1

=
2𝑝 + 1

8𝜋
∫ 𝑡𝑟𝑄2(𝑥)
𝜋

0

𝑑𝑥 −
2𝑝 + 1

8𝜋2
𝑡𝑟 [∫ 𝑄(𝑥)𝑑𝑥

𝜋

0

]

2

+ 𝑂4(𝑝
−1)        (3.41) 

dir. Burada  

0 < 𝑂4(𝑝
−1) <

𝑐1
𝑝

 

dir. Şimdi de  ∝𝑝2  ve  ∝𝑝3   ü sınırlandıralım. 

|∫(𝑄(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)𝐻 cos
(𝑚 − 𝑟)𝑥 𝑑𝑥

𝜋

0

| = |
1

𝑚 − 𝑟
∫(𝑄′(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)𝐻 sin

(𝑚 − 𝑟)𝑥 𝑑𝑥

𝜋

0

| 

≤
[|(𝑄′(0)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)𝐻| + |(𝑄

′(𝜋)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)𝐻| + |∫ (𝑄′′(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)𝐻 cos
(𝑚 − 𝑟)𝑥 𝑑𝑥

𝜋

0
|]

(𝑚 − 𝑟)2
 

≤
1

(𝑚 − 𝑟)2
[|(𝑄′(0)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)𝐻| + |(𝑄

′(𝜋)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)𝐻| + ∫ |(𝑄
′′(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)𝐻| 𝑑𝑥

𝜋

0

] (3.42) 

dir. Buna göre 

|∫(𝑄(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)𝐻 cos
(𝑚 − 𝑟)𝑥 𝑑𝑥

𝜋

0

. ∫(𝑄(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝐻
cos(𝑚 + 𝑟)𝑥 𝑑𝑥

𝜋

0

| ≤ 

3 [|(𝑄′(0)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)𝐻|
2

+ |(𝑄′(𝜋)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)𝐻|
2

+ 𝜋∫ |(𝑄′′(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)𝐻|
2

𝑑𝑥
𝜋

𝑜
]

(𝑚 − 𝑟)2(𝑚 + 𝑟)2
 

dir. (3.29) ve son bağıntıdan 

|∝𝑝2| ≤
3

𝜋
∑ ∑

𝑟4 +𝑚4

(𝑟 + 𝑚)2(𝑟 − 𝑚)2(𝑟4 −𝑚4)

∞

𝑟=𝑝+1

𝑝

𝑚=0

 

           [|(𝑄′(0)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)𝐻|
2

+ |(𝑄′(𝜋)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)𝐻|
2

+ 𝜋∫ |(𝑄′′(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)𝐻|
2

𝑑𝑥

𝜋

𝑜

]   (3.43) 
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bulunur. Diğer yandan 

∑ ∑
𝑟4 +𝑚4

(𝑟 + 𝑚)2(𝑟 − 𝑚)2(𝑟4 −𝑚4)

∞

𝑟=𝑝+1

𝑝

𝑚=0

≤
1

𝑝2
∑ ∑

𝑟4 +𝑚4

𝑟4 −𝑚4

∞

𝑟=𝑝+1

𝑝

𝑚=0

 
1

(𝑟 − 𝑚)2
 

                                                                           =
1

𝑝2
∑ ∑

𝑟4 +𝑚4

𝑟4 −𝑚4

𝑚,𝑟∈𝐸

∞

𝑖=1

 
1

𝑖2
 

                                                                           =
1

𝑝2
∑

1

𝑖2

∞

𝑖=1

 ∑
𝑟4 +𝑚4

𝑟4 −𝑚4

𝑚,𝑟∈𝐸

 

dir. (3.32), (3.33), (3.34) ve (3.35) formüllerine göre 

∑
𝑟4 +𝑚4

𝑟4 −𝑚4

𝑚,𝑟∈𝐸

< 3𝑝 

dir. Dolayısıyla  

∑ ∑
𝑟4 +𝑚4

(𝑟 + 𝑚)2(𝑟 − 𝑚)2(𝑟4 −𝑚4)

∞

𝑟=𝑝+1

𝑝

𝑚=0

<
3𝑝

𝑝2
∑

1

𝑖2

∞

𝑖=1

<
𝑐2
𝑝
                                          (3.44) 

olur. (3.43) ve bu son eşitsizlikten 

|∝𝑝2| <
𝑐3
𝑝
[|(𝑄′(0)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)𝐻|

2

+ |(𝑄′(𝜋)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)𝐻|
2

+∫ |(𝑄′′(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)𝐻|
2

𝑑𝑥

𝜋

𝑜

] 

bulunur. Buradan  

|∑∑ ∝𝑝2

∞

𝑞=1

∞

𝑛=1

| ≤ ∑∑|∝𝑝2|

∞

𝑞=1

∞

𝑛=1

 

                          <
𝑐3
𝑝
[∑‖𝑄′(0)𝜑𝑛‖𝐻

2

∞

𝑛=1

+∑‖𝑄′(𝜋)𝜑𝑛‖𝐻
2

∞

𝑛=1

+∫∑‖𝑄′′(𝑥)𝜑𝑛‖𝐻
2

∞

𝑛=1

𝑑𝑥

𝜋

𝑜

] 

                         =
𝑐3
𝑝
[𝑡𝑟[𝑄′(0)]2 + 𝑡𝑟[𝑄′(𝜋)]2 +∫ 𝑡𝑟[𝑄′′(𝑥)]2𝑑𝑥

𝜋

𝑜

] 

                         <
𝑐4
𝑝
                                                                                                                  (3.45) 
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elde edilir. (3.42) bağıntısından faydalanarak 

|∫(𝑄(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)𝐻 cos
(𝑚 + 𝑟)𝑥 𝑑𝑥

𝜋

0

|

2

≤
3

(𝑚 + 𝑟)4
 

[|(𝑄′(0)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)𝐻|
2

+ |(𝑄′(𝜋)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)𝐻|
2

+ 𝜋∫ |(𝑄′′(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)𝐻|
2

𝑑𝑥

𝜋

0

]              (3.46) 

bulunur. Ayrıca 

∑ ∑
𝑟4 +𝑚4

𝑟4 −𝑚4
 

1

(𝑚 + 𝑟)4

∞

𝑟=𝑝+1

𝑝

𝑚=0

< ∑ ∑
𝑟4 +𝑚4

(𝑟 + 𝑚)2(𝑟 − 𝑚)2(𝑟4 −𝑚4)
 

∞

𝑟=𝑝+1

𝑝

𝑚=1

 

olduğu dikkate alınırsa (3.30),(3.44) ve (3.46)  dan 

0 ≤ ∑∑ ∝𝑝3

∞

𝑞=1

∞

𝑛=1

≤
𝑐5
𝑝
                                                                                                           (3.47) 

elde edilir. (3.40), (3.41), (3.45) ve (3.47) den  

𝐷𝑝2 = ∑ ∑‖𝑄ψmn‖
2

∞

𝑛=1

𝑝

𝑚=0

−
2𝑝 + 1

8𝜋
∫ tr𝑄2(𝑥)
𝜋

0

𝑑𝑥 +
2𝑝 + 1

8𝜋2
tr [∫ 𝑄(𝑥)𝑑𝑥

𝜋

0

]

2

 

        +𝑂(𝑝−1)                                                                                                                           (3.48) 

bulunur. Burada 𝑂(𝑝−1) , 𝑝  ye bağlı ve  

|𝑂(𝑝−1)| <
𝑐6
𝑝
          (𝑐6 > 0)  

koşulunu sağlayan bir fonksiyondur. Diğer yandan 

∑ ∑‖𝑄ψmn‖
2

∞

𝑛=1

𝑝

𝑚=0

= ∑ ∑∫(𝑄(𝑥)𝑑𝑚 cos𝑚𝑥𝜑𝑛, 𝑄(𝑥)𝑑𝑚 cos𝑚𝑥 𝜑𝑛)𝐻𝑑𝑥

𝜋

0

∞

𝑛=1

𝑝

𝑚=0

 

                                  =
1

𝜋
∑∫(𝑄2(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑛)𝐻𝑑𝑥

𝜋

0

∞

𝑛=1

 

                                  +
2

𝜋
∑ ∑∫𝑐𝑜𝑠2𝑚𝑥 (𝑄2(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑛)𝐻𝑑𝑥

𝜋

0

∞

𝑛=1

𝑝

𝑚=1
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                                  =
1

𝜋
∑∫(𝑄2(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑛)𝐻𝑑𝑥

𝜋

0

∞

𝑛=1

 

                                  +
2

𝜋
∑ ∑∫

1+ cos 2𝑚𝑥

2
 (𝑄2(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑛)𝐻𝑑𝑥

𝜋

0

∞

𝑛=1

𝑝

𝑚=1

 

 

                                  =
1

𝜋
∑∫(𝑄2(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑛)𝐻𝑑𝑥

𝜋

0

∞

𝑛=1

+
1

𝜋
∑∑∫  (𝑄2(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑛)𝐻𝑑𝑥

𝜋

0

∞

𝑛=1

𝑝

𝑚=1

 

                                  +
1

𝜋
∑ ∑∫  (𝑄2(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑛)𝐻 cos 2𝑚𝑥 𝑑𝑥

𝜋

0

∞

𝑛=1

𝑝

𝑚=1

 

                                 =
𝑝 + 1

𝜋
∑∫(𝑄2(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑛)𝐻𝑑𝑥

𝜋

0

∞

𝑛=1

 

                                 +
1

𝜋
∑ ∫∑(𝑄2(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑛)𝐻

∞

𝑛=1

cos 2𝑚𝑥

𝜋

0

𝑑𝑥

𝑝

𝑚=1

 

                                 =
𝑝 + 1

𝜋
∫ tr𝑄2(𝑥)

𝜋

0

𝑑𝑥 +
1

𝜋
∑ ∫ tr𝑄2(𝑥) cos 2𝑚𝑥

𝜋

0

𝑑𝑥

𝑝

𝑚=1

 

dir. Bu ifade (3.48) de yerine konur ve gerekli düzenlemeler yapılırsa 

𝐷𝑝2 =
6𝑝 + 7

8𝜋
∫ tr𝑄2(𝑥)

𝜋

0

𝑑𝑥 +
1

𝜋
∑ ∫ tr𝑄2(𝑥) cos 2𝑚𝑥

𝜋

0

𝑑𝑥

𝑝

𝑚=1

 

        +
2𝑝 + 1

8𝜋2
tr [∫ 𝑄(𝑥)𝑑𝑥

𝜋

0

]

2

+ 𝑂(𝑝−1) 

olur. 

3.3 İkinci Düzenli İzin Hesaplanması  

Bu bölümde özel olarak 𝐷𝑝3  hesaplanarak |𝜆| = 𝑏𝑝 = (𝑝2 + 𝑝 + 1)2 −
1

2
  için 

lim
𝑝→∞

𝐷𝑝𝑗 = 0 ;    (𝑗 ≥ 4) 

lim
𝑝→∞

𝐷𝑝
(𝑁)

= 0     (N ≥ 4) 
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olduğu gösterilecek ve bu eşitliklereden yararlanarak ikinci düzenli iz için bir formül 

elde edilecektir. 

𝐷𝑝𝑗 =
(−1)𝑗

𝜋𝑖𝑗
∑ ∑ … ∑ ∑∗ [ ∫ 𝜆∏(𝑚𝑙

4 − 𝜆)−1
𝑗

𝑙=1

𝑑𝜆

|𝜆|=𝑏𝑝

]

∞

𝑛𝑗=1

∞

𝑚𝑗=0

∞

𝑛1=1

∞

𝑚1=0

.   

             ∏(𝑄ψm𝑙n𝑙 , ψm𝑔(𝑙)n𝑔(𝑙)
)

𝑗

𝑙=1

                                                                                        (3.49) 

olduğu gösterilebilir. Burada * işareti  𝑚1
4, 𝑚2

4, … ,𝑚𝑗
4  sayıları arasında  𝑏𝑝  den 

küçük ve  𝑏𝑝  den büyük olanların var olduklarını gösterir ve  

𝑔(𝑙) = {

𝑙 + 1  ,           𝑙 < 𝑗  ise

𝑙         ,             𝑙 = 𝑗   ise
 

dir. (3.49) formülüne göre 

𝐷𝑝3 = −
1

3𝜋𝑖
∑ ∑∑∑∑∑∗ [ ∫

𝜆

(𝑚4 − 𝜆)(𝑟4 − 𝜆)(𝑅4 − 𝜆)
𝑑𝜆

|𝜆|=𝑏𝑝

]

∞

𝑄=1

∞

𝑅=0

∞

𝑞=1

∞

𝑟=0

∞

𝑛=1

∞

𝑚=0

.    

                 (𝑄ψmn, ψrq)(𝑄ψrq, ψRQ)(𝑄ψRQ, ψmn) 

dir. Buradaki seri mutlak yakınsak olduğundan  

𝐹(𝑚, 𝑟, 𝑅) = ∑∑∑(𝑄ψmn, ψrq)(𝑄ψrq, ψRQ)(𝑄ψRQ, ψmn)

∞

𝑄=1

∞

𝑞=1

∞

𝑛=1

 

ve 

𝐺(𝑚, 𝑟, 𝑅) = ∫
𝜆

(𝜆 − 𝑚4)(𝜆−𝑟4)(𝜆 − 𝑅4)
𝑑𝜆

|𝜆|=𝑏𝑝

 

olmak üzere  𝐷𝑝3  ifadesi tekrar 

𝐷𝑝3 =
1

3𝜋𝑖
∑∑∑∗𝐺(𝑚, 𝑟, 𝑅)𝐹(𝑚, 𝑟, 𝑅)

∞

𝑅=0

∞

𝑟=0

∞

𝑚=0

                                                                (3.50) 

şeklinde yazılabilir. Ayrıca  
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𝐹(𝑚, 𝑟, 𝑅) = ∑∑∑∫(𝑄(𝑥)𝑑𝑚 cos𝑚𝑥 𝜑𝑛, 𝑑𝑟 cos 𝑟𝑥 𝜑𝑞)𝐻𝑑𝑥.

𝜋

0

∞

𝑄=1

∞

𝑞=1

∞

𝑛=1

 

                                               ∫(𝑄(𝑥)𝑑𝑟 cos 𝑟𝑥 𝜑𝑞 , 𝑑𝑅 cos𝑅𝑥 𝜑𝑄)𝐻𝑑𝑥

𝜋

0

. 

                                               ∫(𝑄(𝑥)𝑑𝑅 cos 𝑅𝑥 𝜑𝑄 , 𝑑𝑚 cos𝑚𝑥 𝜑𝑛)𝐻𝑑𝑥

𝜋

0

 

                    = 𝑑𝑚
2𝑑𝑟

2𝑑𝑅
2∑∑∑∫(𝑄(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)𝐻 cos𝑚𝑥 cos 𝑟𝑥 𝑑𝑥

𝜋

0

.

∞

𝑄=1

∞

𝑞=1

∞

𝑛=1

 

                                                                    ∫(𝑄(𝑥)𝜑𝑞, 𝜑𝑄)𝐻 cos 𝑟𝑥 cos 𝑅𝑥 𝑑𝑥

𝜋

0

. 

                                                                    ∫(𝑄(𝑥)𝜑𝑄, 𝜑𝑛)𝐻 cos𝑅𝑥 cos𝑚𝑥 𝑑𝑥

𝜋

0

              (3.51) 

dir. Buradan  

𝐹(𝑚, 𝑟, 𝑅) = 𝐹(𝑚, 𝑅, 𝑟) = 𝐹(𝑟, 𝑅,𝑚) = 𝐹(𝑟,𝑚, 𝑅) = 𝐹(𝑅,𝑚, 𝑟) = 𝐹(𝑅, 𝑟,𝑚)   (3.52) 

olduğu görülmektedir. Bu eşitliklerden yararlanarak ve 

 

𝑚 = 𝑟 ≤ 𝑝  ,  𝑅 > 𝑝 için 

1

2𝜋𝑖
∫

𝜆

(𝜆 − 𝑚4)2(𝜆 − 𝑅4)
𝑑𝜆

|𝜆|=𝑏𝑝

= −
𝑅4

(𝑅4 −𝑚4)2
 

𝑚 ≠ 𝑟 ≤ 𝑝  ,  𝑅 > 𝑝 için 

1

2𝜋𝑖
∫

𝜆

(𝜆 − 𝑚4)(𝜆−𝑟4)(𝜆 − 𝑅4)
𝑑𝜆

|𝜆|=𝑏𝑝

 

=
𝑚4

(𝑚4 − 𝑟4)(𝑚4 − 𝑅4)
+

𝑟4

(𝑟4 −𝑚4)(𝑟4 − 𝑅4)
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𝑚 ≤ 𝑝  ,  𝑟, 𝑅 > 𝑝 için 

1

2𝜋𝑖
∫

𝜆

(𝜆 − 𝑚4)(𝜆−𝑟4)(𝜆 − 𝑅4)
𝑑𝜆

|𝜆|=𝑏𝑝

=
𝑚4

(𝑚4 − 𝑟4)(𝑚4 − 𝑅4)
 

olduğu göz önüne alınırsa (3.50) den 

𝐷𝑝3 =
1

𝜋𝑖
∑∑ ∑ 𝐺(𝑚, 𝑟, 𝑅)𝐹(𝑚, 𝑟, 𝑅)

∞

𝑅=𝑝+1

𝑝

𝑟=0

𝑝

𝑚=0

+
1

𝜋𝑖
∑ ∑ 𝐺(𝑚,𝑚, 𝑅)𝐹(𝑚,𝑚, 𝑅)

∞

𝑅=𝑝+1

𝑝

𝑚=0

 

        +
1

𝜋𝑖
∑ ∑ ∑ 𝐺(𝑚, 𝑟, 𝑅)𝐹(𝑚, 𝑟, 𝑅)

∞

𝑅=𝑝+1

∞

𝑟=𝑝+1

𝑝

𝑚=0

 

        = 2 ∑∑ ∑ [
𝑚4

(𝑚4 − 𝑟4)(𝑚4 − 𝑅4)
+

𝑟4

(𝑟4 −𝑚4)(𝑟4 − 𝑅4)
] 𝐹(𝑚, 𝑟, 𝑅)

∞

𝑅=𝑝+1

𝑝

𝑟=0

𝑝

𝑚=0

 

        −2 ∑ ∑
𝑅4

(𝑅4 −𝑚4)2
𝐹(𝑚,𝑚, 𝑅)

∞

𝑅=𝑝+1

𝑝

𝑚=0

 

        +2 ∑ ∑ ∑
𝑚4

(𝑚4 − 𝑟4)(𝑚4 − 𝑅4)
𝐹(𝑚, 𝑟, 𝑅)

∞

𝑅=𝑝+1

∞

𝑟=𝑝+1

𝑝

𝑚=0

 

        = 4 ∑∑ ∑
𝑚4

(𝑚4 − 𝑟4)(𝑚4 − 𝑅4)
𝐹(𝑚, 𝑟, 𝑅)

∞

𝑅=𝑝+1

𝑝

𝑟=0

𝑝

𝑚=0

 

        −2 ∑ ∑
𝑅4

(𝑅4 −𝑚4)2
𝐹(𝑚,𝑚, 𝑅)

∞

𝑅=𝑝+1

𝑝

𝑚=0

 

        +2 ∑ ∑ ∑
𝑚4

(𝑚4 − 𝑟4)(𝑚4 − 𝑅4)
𝐹(𝑚, 𝑟, 𝑅)

∞

𝑅=𝑝+1

∞

𝑟=𝑝+1

𝑝

𝑚=0

                                          (3.53) 

elde edilir. Burada  

𝐹1(𝑚, 𝑟, 𝑅) =
𝑑𝑚

2𝑑𝑟
2𝑑𝑅

2

8
∑∑∑∫(𝑄(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)𝐻 cos

(𝑚 − 𝑟)𝑥 𝑑𝑥

𝜋

0

.

∞

𝑄=1

∞

𝑞=1

∞

𝑛=1

 

∫(𝑄(𝑥)𝜑𝑞 , 𝜑𝑄)𝐻 cos
(𝑟 − 𝑅)𝑥 𝑑𝑥

𝜋

0

. ∫(𝑄(𝑥)𝜑𝑄 , 𝜑𝑛)𝐻 cos
(𝑅 − 𝑚)𝑥 𝑑𝑥

𝜋

0

                  (3.54) 

𝐹2(𝑚, 𝑟, 𝑅) = 𝐹(𝑚, 𝑟, 𝑅) − 𝐹1(𝑚, 𝑟, 𝑅)                                                                            (3.55) 
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olmak üzere 

𝐴𝑖 = ∑ ∑ ∑
𝑚4

(𝑚4 − 𝑟4)(𝑚4 − 𝑅4)
𝐹𝑖(𝑚, 𝑟, 𝑅)

∞

𝑅=𝑝+1

∞

𝑟=𝑝+1

𝑝

𝑚=0

           (𝑖 = 1,2)                  (3.56) 

𝐵𝑖 = ∑∑ ∑
𝑚4

(𝑚4 − 𝑟4)(𝑚4 − 𝑅4)
𝐹𝑖(𝑚, 𝑟, 𝑅)

∞

𝑅=𝑝+1

𝑝

𝑟=0

𝑝

𝑚=0

               (𝑖 = 1,2)                  (3.57) 

𝐶𝑖 = ∑ ∑
𝑅4

(𝑅4 −𝑚4)2
𝐹𝑖(𝑚,𝑚, 𝑅)

∞

𝑅=𝑝+1

𝑝

𝑚=0

                                      (𝑖 = 1,2)                  (3.58) 

alınırsa 

𝐷𝑝3 = 2𝐴1 + 4𝐵1 − 2𝐶1 + 2𝐴2 + 4𝐵2 − 2𝐶2                                                                 (3.59) 

olur. 𝐴1  in ifadesi 

𝐴1 = ∑ ∑ ∑
𝑚4

(𝑚4 − 𝑟4)(𝑚4 − 𝑅4)
𝐹1(𝑚, 𝑟, 𝑅)

∞

𝑅=𝑝+1

∞

𝑟=𝑝+1

𝑝

𝑚=0

            

      = ∑ ∑ ∑
𝑚4

(𝑚4 − 𝑟4)(𝑚4 − 𝑅4)
𝐹1(𝑚, 𝑟, 𝑅)

∞

𝑅=𝑝+1

∞

𝑟=𝑝+1

𝑟>𝑅

𝑝

𝑚=0

           

      + ∑ ∑ ∑
𝑚4

(𝑚4 − 𝑟4)(𝑚4 − 𝑅4)
𝐹1(𝑚, 𝑟, 𝑅)

∞

𝑅=𝑝+1

∞

𝑟=𝑝+1

𝑟<𝑅

𝑝

𝑚=0

            

      + ∑ ∑
𝑚4

(𝑚4 − 𝑟4)2
𝐹1(𝑚, 𝑟, 𝑟)

∞

𝑟=𝑝+1

𝑝

𝑚=0

 

      = ∑ ∑ ∑
𝑚4

(𝑚4 − 𝑟4)(𝑚4 − 𝑅4)
𝐹1(𝑚, 𝑟, 𝑅)

∞

𝑅=𝑝+1

∞

𝑟=𝑝+1

𝑟>𝑅

𝑝

𝑚=0

           

      + ∑ ∑ ∑
𝑚4

(𝑚4 − 𝑅4)(𝑚4 − 𝑟4)
𝐹1(𝑚, 𝑅, 𝑟)

∞

𝑅=𝑝+1

∞

𝑟=𝑝+1

𝑟>𝑅

𝑝

𝑚=0

            

      + ∑ ∑
𝑚4

(𝑚4 − 𝑅4)2
𝐹1(𝑚, 𝑅, 𝑅)

∞

𝑅=𝑝+1

𝑝

𝑚=0
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şeklinde yazılabilir. Diğer yandan 

𝐹1(𝑚, 𝑟, 𝑅) = 𝐹1(𝑚, 𝑅, 𝑟) = 𝐹1(𝑟, 𝑅,𝑚) = 𝐹1(𝑟,𝑚, 𝑅) = 𝐹1(𝑅,𝑚, 𝑟) = 𝐹1(𝑅, 𝑟,𝑚) 

ve 

𝐹1(𝑚,𝑚, 𝑅) =
𝑑𝑚

2𝑑𝑚
2𝑑𝑅

2

8
∑∑∑∫(𝑄(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)𝐻𝑑𝑥

𝜋

0

.

∞

𝑄=1

∞

𝑞=1

∞

𝑛=1

 

                        ∫(𝑄(𝑥)𝜑𝑞, 𝜑𝑄)𝐻 cos
(𝑚 − 𝑅)𝑥 𝑑𝑥

𝜋

0

. ∫(𝑄(𝑥)𝜑𝑄, 𝜑𝑛)𝐻 cos
(𝑚 − 𝑅)𝑥 𝑑𝑥

𝜋

0

 

𝐹1(𝑚, 𝑅, 𝑅) =
𝑑𝑚

2𝑑𝑅
2𝑑𝑅

2

8
∑∑∑∫(𝑄(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)𝐻 cos

(𝑚 − 𝑅)𝑥 𝑑𝑥

𝜋

0

.

∞

𝑄=1

∞

𝑞=1

∞

𝑛=1

 

                           ∫(𝑄(𝑥)𝜑𝑞, 𝜑𝑄)𝐻𝑑𝑥

𝜋

0

. ∫(𝑄(𝑥)𝜑𝑄, 𝜑𝑛)𝐻 cos
(𝑚 − 𝑅)𝑥 𝑑𝑥

𝜋

0

 

                      =
𝑑𝑚

2𝑑𝑅
2𝑑𝑅

2

8
∑∑∑∫(𝑄(𝑥)𝜑𝑄 , 𝜑𝑞)𝐻 cos

(𝑚 − 𝑅)𝑥 𝑑𝑥

𝜋

0

.

∞

𝑄=1

∞

𝑞=1

∞

𝑛=1

 

                          ∫(𝑄(𝑥)𝜑𝑞, 𝜑𝑛)𝐻𝑑𝑥

𝜋

0

. ∫(𝑄(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑄)𝐻 cos
(𝑚 − 𝑅)𝑥 𝑑𝑥

𝜋

0

 

                      =
𝑑𝑅

2

𝑑𝑚
2 𝐹1(𝑚,𝑚, 𝑅) = 𝐹1(𝑚,𝑚, 𝑅)        (𝑚 ≥ 1) 

dir. Bu bağıntılar 𝐴1  de göz önüne alınırsa 

 

𝐴1 = 2 ∑ ∑ ∑
𝑚4

(𝑚4 − 𝑟4)(𝑚4 − 𝑅4)
𝐹1(𝑚, 𝑟, 𝑅)

∞

𝑅=𝑝+1

∞

𝑟=𝑝+1

𝑟>𝑅

𝑝

𝑚=0

 

      + ∑ ∑
𝑚4

(𝑚4 − 𝑅4)2
𝐹1(𝑚,𝑚, 𝑅)

∞

𝑅=𝑝+1

𝑟=𝑅

𝑝

𝑚=1

                                                                         (3.60) 

olur. 
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𝐵𝑖 = ∑∑ ∑
𝑚4

(𝑚4 − 𝑟4)(𝑚4 − 𝑅4)
𝐹𝑖(𝑚, 𝑟, 𝑅)

∞

𝑅=𝑝+1

𝑝

𝑟=0

𝑝

𝑚=0

               (𝑖 = 1,2) 

      = ∑ ∑ ∑
𝑚4

(𝑚4 − 𝑟4)(𝑚4 − 𝑅4)
𝐹𝑖(𝑚, 𝑟, 𝑅)

∞

𝑅=𝑝+1

𝑝

𝑟=0

𝑚<𝑟

𝑝

𝑚=0

 

      + ∑ ∑ ∑
𝑚4

(𝑚4 − 𝑟4)(𝑚4 − 𝑅4)
𝐹𝑖(𝑚, 𝑟, 𝑅)

∞

𝑅=𝑝+1

𝑝

𝑟=0

𝑚>𝑟

𝑝

𝑚=0

 

      = ∑ ∑ ∑
𝑚4

(𝑚4 − 𝑟4)(𝑚4 − 𝑅4)
𝐹𝑖(𝑚, 𝑟, 𝑅)

∞

𝑅=𝑝+1

𝑝

𝑟=0

𝑚<𝑟

𝑝

𝑚=0

 

      + ∑ ∑ ∑
𝑟4

(𝑟4 −𝑚4)(𝑟4 − 𝑅4)
𝐹𝑖(𝑟, 𝑚, 𝑅)

∞

𝑅=𝑝+1

𝑝

𝑟=0

𝑚<𝑟

𝑝

𝑚=0

 

      = ∑ ∑ ∑
1

𝑟4 −𝑚4
[

𝑚4

𝑅4 −𝑚4
−

𝑟4

𝑅4 − 𝑟4
] 𝐹𝑖(𝑚, 𝑟, 𝑅)

∞

𝑅=𝑝+1

𝑝

𝑟=0

𝑚<𝑟

𝑝

𝑚=0

 

      = ∑ ∑ ∑
1

𝑟4 −𝑚4
.

𝑅4(𝑚4 − 𝑟4)

(𝑅4 −𝑚4)(𝑅4 − 𝑟4)
𝐹𝑖(𝑚, 𝑟, 𝑅)

∞

𝑅=𝑝+1

𝑝

𝑟=0

𝑚<𝑟

𝑝

𝑚=0

 

      = − ∑ ∑ ∑
𝑅4

(𝑅4 −𝑚4)(𝑅4 − 𝑟4)
𝐹𝑖(𝑚, 𝑟, 𝑅)

∞

𝑅=𝑝+1

𝑝

𝑟=0

𝑚<𝑟

𝑝

𝑚=𝑜

                                             (3.61) 

elde edilir.  

𝐷𝑝3 = 4∑ ∑ ∑
𝑚4

(𝑚4 − 𝑟4)(𝑚4 − 𝑅4)
𝐹1(𝑚, 𝑟, 𝑅)

∞

𝑅=𝑝+1

∞

𝑟=𝑝+1

𝑟>𝑅

𝑝

𝑚=0

 

        +2 ∑ ∑
𝑚4

(𝑚4 − 𝑅4)2
𝐹1(𝑚,𝑚, 𝑅)

∞

𝑅=𝑝+1

𝑟=𝑅

𝑝

𝑚=0
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        −4 ∑ ∑ ∑
𝑅4

(𝑅4 −𝑚4)(𝑅4 − 𝑟4)
𝐹1(𝑚, 𝑟, 𝑅)

∞

𝑅=𝑝+1

𝑝

𝑟=0

𝑚<𝑟

𝑝

𝑚=0

 

        −2 ∑ ∑
𝑅4

(𝑅4 −𝑚4)2
𝐹1(𝑚,𝑚, 𝑅)

∞

𝑅=𝑝+1

𝑝

𝑚=0

 

        +2𝐴2 + 4𝐵2 − 2𝐶2 

𝐷𝑝3 = 4∑ ∑ ∑
𝑚4

(𝑚4 − 𝑟4)(𝑚4 − 𝑅4)
𝐹1(𝑚, 𝑟, 𝑅)

∞

𝑅=𝑝+1

∞

𝑟=𝑝+1

𝑟>𝑅

𝑝

𝑚=0

 

        −4 ∑ ∑ ∑
𝑅4

(𝑅4 −𝑚4)(𝑅4 − 𝑟4)
𝐹1(𝑚, 𝑟, 𝑅)

∞

𝑅=𝑝+1

𝑝

𝑟=0

𝑚<𝑟

𝑝

𝑚=0

 

        −2 ∑ ∑
1

𝑅4 −𝑚4
𝐹1(𝑚,𝑚, 𝑅)

∞

𝑅=𝑝+1

𝑝

𝑚=0

+ 2𝐴2 + 4𝐵2 − 2𝐶2                                     (3.62) 

bulunur. Burada  

𝐴′ = ∑ ∑ ∑
𝑚4

(𝑚4 − 𝑟4)(𝑚4 − 𝑅4)
𝐹1(𝑚, 𝑟, 𝑅)

∞

𝑅=𝑝+1

∞

𝑟=𝑝+1

𝑟>𝑅

𝑝

𝑚=0

                                              (3.63) 

𝐵′ = ∑ ∑ ∑
𝑅4

(𝑅4 −𝑚4)(𝑅4 − 𝑟4)
𝐹1(𝑚, 𝑟, 𝑅)

∞

𝑅=𝑝+1

𝑝

𝑟=0

𝑚<𝑟

𝑝

𝑚=0

                                                 (3.64) 

𝐶′ = ∑ ∑
1

𝑅4 −𝑚4
𝐹1(𝑚,𝑚, 𝑅)

∞

𝑅=𝑝+1

𝑝

𝑚=0

                                                                              (3.65) 

alınırsa 

𝐷𝑝3 = 4𝐴
′ − 4𝐵′ − 2𝐶′ + 2𝐴2 + 4𝐵2 − 2𝐶2                                                                  (3.66) 

olur. 

 𝑝, 𝑖  ve 𝑗, 𝑖 > 𝑗 ve 𝑝 ≥ 𝑗 olacak şekilde herhangi doğal sabitler olmak üzere 
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𝐸1 = {(𝑚, 𝑟, 𝑅):𝑚, 𝑟, 𝑅 ∈ 𝑁; 𝑟 − 𝑚 = 𝑖; 𝑅 − 𝑚 = 𝑗;𝑚 ≤ 𝑝; 𝑟, 𝑅 > 𝑝}                    (3.67) 

olsun. O taktirde 

∑ ∑ ∑
𝑚4

(𝑚4 − 𝑟4)(𝑚4 − 𝑅4)
|𝐹1(𝑚, 𝑟, 𝑅)|

∞

𝑅=𝑝+1

∞

𝑟=𝑝+1

𝑟>𝑅

𝑝

𝑚=0

< ∞ 

olduğu dikkate alınırsa  (3.63)  ifadesi 

𝐴′ = ∑ ∑ ∑
𝑚4

(𝑚4 − 𝑟4)(𝑚4 − 𝑅4)
𝐹1(𝑚, 𝑟, 𝑅)

∞

𝑅=𝑝+1

∞

𝑟=𝑝+1

𝑟>𝑅,   𝑅−𝑚≤𝑝

𝑝

𝑚=0

 

     + ∑ ∑ ∑
𝑚4

(𝑚4 − 𝑟4)(𝑚4 − 𝑅4)
𝐹1(𝑚, 𝑟, 𝑅)

∞

𝑅=𝑝+1

∞

𝑟=𝑝+1

𝑟>𝑅,   𝑅−𝑚>𝑝

𝑝

𝑚=0

 

    

=
1

𝜋3
∑∑( ∑

𝑚4

(𝑚4 − 𝑟4)(𝑚4 − 𝑅4)
𝑚,𝑟,𝑅∈𝐸1

)

𝑝

𝑗=1

∞

𝑖=2

[∑∑∑∫(𝑄(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)𝐻

𝜋

0

cos 𝑖𝑥 𝑑𝑥.

∞

𝑄=1

∞

𝑞=1

∞

𝑛=1

 

    ∫(𝑄(𝑥)𝜑𝑞 , 𝜑𝑄)𝐻 cos
(𝑖 − 𝑗)𝑥 𝑑𝑥.

𝜋

0

 ∫(𝑄(𝑥)𝜑𝑄, 𝜑𝑛)𝐻 cos 𝑗𝑥 𝑑𝑥

𝜋

0

] 

    + ∑ ∑ ∑
𝑚4

(𝑚4 − 𝑟4)(𝑚4 − 𝑅4)
𝐹1(𝑚, 𝑟, 𝑅)

∞

𝑅=𝑝+1

∞

𝑟=𝑝+1

𝑟>𝑅,   𝑅−𝑚>𝑝

𝑝

𝑚=0

                                     (3.68) 

şeklinde yazılabilir. Burada 𝑚, 𝑟, 𝑅 ≥ 1 olduğunu göz önüne aldık. 

(3.67) den yararlanarak 

∑
𝑚4

(𝑚4 − 𝑟4)(𝑚4 − 𝑅4)
𝑚,𝑟,𝑅∈𝐸1

= ∑
𝑚4

(𝑚2 − 𝑟2)(𝑚2 − 𝑅2)(𝑚2 + 𝑟2)(𝑚2 + 𝑅2)
𝑚,𝑟,𝑅∈𝐸1

 

                                                       < ∑
1

(𝑚 − 𝑟)(𝑚 − 𝑅)(𝑚 + 𝑟)(𝑚 + 𝑅)
𝑚,𝑟,𝑅∈𝐸1
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                                                       =
1

𝑖𝑗
∑

1

(2𝑚 + 𝑖)(2𝑚 + 𝑗)

𝑝

𝑚=𝑝+1−𝑗

 

                                                       <
1

𝑖𝑗
∑

1

2𝑚(2𝑚 + 𝑗)

𝑝

𝑚=𝑝+1−𝑗

 

                                                       <
1

𝑖𝑗
∑

1

2(𝑝 + 1 − 𝑗)(2𝑝 + 2 − 𝑗)

𝑝

𝑚=𝑝+1−𝑗

 

                                                      =
1

𝑖𝑗
∑

1

2(1 + 𝑝 − 𝑗)(𝑝 + 2 + 𝑝 − 𝑗)

𝑝

𝑚=𝑝+1−𝑗

 

                                                       <
1

𝑖𝑗
∑

1

2(𝑝 + 2)

𝑝

𝑚=𝑝+1−𝑗

 

                                                       <
1

𝑖𝑗
∑

1

2𝑝

𝑝

𝑚=𝑝+1−𝑗

 

                                                       <
1

𝑖𝑗
∑

1

𝑝

𝑝

𝑚=𝑝+1−𝑗

 

                                                      =
1

𝑖𝑝
 

olduğundan 

∑
𝑚4

(𝑚4 − 𝑟4)(𝑚4 − 𝑅4)
𝑚,𝑟,𝑅∈𝐸1

=
1

𝑖𝑝
𝑂(1)                                                                         (3.69) 

olur. Burada  𝑂(1)  𝑝 , 𝑖  ve 𝑗  ye bağlı  

|𝑂(1)| < 1 

koşulunu sağlayan bir ifadedir. 

𝛽𝑖𝑗 =
1

𝜋3
∑∑∑∫(𝑄(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)𝐻 cos 𝑖𝑥 𝑑𝑥

𝜋

0

.

∞

𝑄=1

∞

𝑞=1

∞

𝑛=1

 

          ∫(𝑄(𝑥)𝜑𝑞 , 𝜑𝑄)𝐻 cos
(𝑖 − 𝑗)𝑥 𝑑𝑥

𝜋

0

. ∫(𝑄(𝑥)𝜑𝑄, 𝜑𝑛)𝐻 cos 𝑗𝑥 𝑑𝑥

𝜋

0

                        (3.70) 
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olmak üzere 

𝐴′1 =∑∑[( ∑
𝑚4

(𝑚4 − 𝑟4)(𝑚4 − 𝑅4)
𝑚,𝑟,𝑅∈𝐸1

)𝛽𝑖𝑗]

𝑝

𝑗=1

∞

𝑖=2

 

𝐴′2 = ∑ ∑ ∑
𝑚4

(𝑚4 − 𝑟4)(𝑚4 − 𝑅4)
𝐹1(𝑚, 𝑟, 𝑅)

∞

𝑅=𝑝+1

∞

𝑟=𝑝+1

𝑟>𝑅,   𝑅−𝑚>𝑝

𝑝

𝑚=0

                                 (3.71) 

alınırsa (3.68) formülü 

𝐴′ = 𝐴′1 + 𝐴′2                                                                                                                         (3.72) 

şekline gelir. (3.69) dan yararlanarak 

𝐴′1 =∑∑(
1

𝑖𝑝
𝑂(1))𝛽𝑖𝑗

𝑝

𝑗=1

∞

𝑖=2
 𝑖>𝑗

                                                                                                (3.73) 

elde edilir. 

𝐵′1 = ∑ ∑ ∑
𝑅4

(𝑅4 −𝑚4)(𝑅4 − 𝑟4)
𝐹1(𝑚, 𝑟, 𝑅)

∞

𝑅=𝑝+1

𝑝

𝑟=0

𝑚<𝑟,𝑅−𝑚≤𝑝

𝑝

𝑚=0

                                   (3.74) 

𝐵′2 = ∑ ∑ ∑
𝑅4

(𝑅4 −𝑚4)(𝑅4 − 𝑟4)
𝐹1(𝑚, 𝑟, 𝑅)

∞

𝑅=𝑝+1

𝑝

𝑟=0

𝑚<𝑟,𝑅−𝑚>𝑝

𝑝

𝑚=0

                                   (3.75) 

alalım. O taktirde (3.68) ifadesi 

𝐵′ = 𝐵′1 + 𝐵′2                                                                                                                        (3.76) 

şeklinde yazılabilir. 

∑∑ ∑
𝑅4

(𝑅4 −𝑚4)(𝑅4 − 𝑟4)
|𝐹1(𝑚, 𝑟, 𝑅)|

∞

𝑅=𝑝+1

𝑝

𝑟=0

𝑝

𝑚=0

< ∞ 

olduğu dikkate alınırsa (3.74) ifadesi 
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𝐵′1 =∑∑( ∑
𝑅4

(𝑅4 −𝑚4)(𝑅4 − 𝑟4)
𝑚,𝑟,𝑅∈𝐸2

)𝛽𝑖𝑗

𝑝−1

𝑖=1

𝑝

𝑗=2

                                                       (3.77) 

şeklinde yazılabilir. Burada 𝐸2  ile 𝑝, 𝑖  ve 𝑗,  𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑝   olacak şekilde herhangi doğal 

sayılar olmak üzere 

𝐸2 = {(𝑚, 𝑟, 𝑅):𝑚, 𝑟, 𝑅 ∈ 𝑁; 𝑟 − 𝑚 = 𝑖; 𝑅 − 𝑚 = 𝑗;𝑚, 𝑟 ≤ 𝑝; 𝑅 > 𝑝}   

şeklinde bir kümeyi göstermektedir. 

∑
𝑅4

(𝑅4 −𝑚4)(𝑅4 − 𝑟4)
𝑚,𝑟,𝑅∈𝐸2

= ∑
𝑅4

(𝑅2 −𝑚2)(𝑅2 +𝑚2)(𝑅2 − 𝑟2)(𝑅2 + 𝑟2)
𝑚,𝑟,𝑅∈𝐸2

 

                                                       ≤ ∑
1

(𝑅2 −𝑚2)(𝑅2 − 𝑟2)
𝑚,𝑟,𝑅∈𝐸2

 

                                                      = ∑
1

(𝑅 −𝑚)(𝑅 − 𝑟)(𝑅 + 𝑚)(𝑅 + 𝑟)
𝑚,𝑟,𝑅∈𝐸2

 

                                                      =
1

𝑗(𝑗 − 𝑖)
∑

1

(𝑅 +𝑚)(𝑅 + 𝑟)
𝑚,𝑟,𝑅∈𝐸2

 

                                                      =
1

𝑗(𝑗 − 𝑖)
∑

1

(2𝑚 + 𝑗)(2𝑚 + 𝑖 + 𝑗)

𝑝−𝑖

𝑚=𝑝+1−𝑗

 

                                                      =
1

𝑖𝑗(𝑗 − 𝑖)
∑ (

1

2𝑚 + 𝑗
−

1

2𝑚 + 𝑖 + 𝑗
)

𝑝−𝑖

𝑚=𝑝+1−𝑗

 

                                                      =
1

𝑖𝑗
[
1

𝑗 − 𝑖
∑

1

2𝑚 + 𝑗

𝑝−𝑖

𝑚=𝑝+1−𝑗

−
1

𝑗 − 𝑖
∑

1

2𝑚 + 𝑖 + 𝑗

𝑝−𝑖

𝑚=𝑝+1−𝑗

] 

dir. Burada  

1

𝑗 − 𝑖
∑

1

2𝑚 + 𝑗

𝑝−𝑖

𝑚=𝑝+1−𝑗

<
1

2(𝑝 + 1 − 𝑗) + 𝑗
=

1

2𝑝 + 2 − 𝑗
<

1

2𝑝 − 𝑗
=

1

𝑝 + 𝑝 − 𝑗
<
1

𝑝
 

1

𝑗 − 𝑖
∑

1

2𝑚 + 𝑖 + 𝑗

𝑝−𝑖

𝑚=𝑝+1−𝑗

>
1

2(𝑝 − 𝑖) + 𝑖 + 𝑗
=

1

2𝑝 − 𝑖 + 𝑗
=

1

2𝑝 + 𝑗 − 𝑖
>
1

3𝑝
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∑
𝑅4

(𝑅4 −𝑚4)(𝑅4 − 𝑟4)
𝑚,𝑟,𝑅∈𝐸2

<
1

𝑖𝑗
[
1

𝑝
−
1

3𝑝
] =

2

𝑖𝑗𝑝
 

dir. Dolayısıyla 

∑
𝑅4

(𝑅4 −𝑚4)(𝑅4 − 𝑟4)
𝑚,𝑟,𝑅∈𝐸2

=
1

𝑖𝑗𝑝
𝑂(1)                                                                         (3.78) 

olur. Burada  𝑂(1)  𝑝, 𝑖  ve  𝑗  ye bağlı  

|𝑂(1)| < 2 

olacak şekilde bir ifadedir.  

(3.77) ve (3.78) den 

𝐵′1 =∑∑(
1

𝑖𝑗𝑝
𝑂(1))𝛽𝑖𝑗

𝑝−1

𝑖=1

𝑝

𝑗=2
𝑗>𝑖
 

                                                                                              (3.79) 

elde edilir.  

Yardımcı Teorem 3.2  𝑄(𝑥)  operatör fonksiyonu [0, 𝜋]  aralığında  𝜎1(𝐻)  uzayındaki 

norma göre ikinci mertebeden sürekli türeve sahip ise 

|𝛽𝑖𝑗| ≤
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

𝑖2𝑗2
 

dir. 

İspat:  (3.42) eşitsizliğinden ve (3.70) ifadesinden 

|𝛽𝑖𝑗| ≤
1

𝑖2𝑗2
∑∑∑|∫(𝑄(𝑥)𝜑𝑞 , 𝜑𝑄)𝐻 cos

(𝑖 − 𝑗)𝑥 𝑑𝑥

𝜋

0

|

∞

𝑄=1

∞

𝑞=1

∞

𝑛=1

. 

             [|(𝑄′(0)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)𝐻| + |(𝑄
′(𝜋)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)𝐻| + |∫(𝑄

′′(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)𝐻 cos 𝑖𝑥 𝑑𝑥

𝜋

0

|] 

             [|(𝑄′(0)𝜑𝑛, 𝜑𝑄)𝐻| + |(𝑄
′(𝜋)𝜑𝑛, 𝜑𝑄)𝐻| + |∫(𝑄

′′(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑄)𝐻 cos 𝑗𝑥 𝑑𝑥

𝜋

0

|] 
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          ≤
1

𝑖2𝑗2
∑∑∑∫|(𝑄(𝑥)𝜑𝑞, 𝜑𝑄)𝐻| 𝑑𝑥

𝜋

0

∞

𝑄=1

∞

𝑞=1

∞

𝑛=1

 

              [|(𝑄′(0)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)𝐻| + |(𝑄
′(𝜋)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)𝐻| + ∫ |(𝑄

′′(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)𝐻| 𝑑𝑥

𝜋

0

] 

              [|(𝑄′(0)𝜑𝑛, 𝜑𝑄)𝐻| + |(𝑄
′(𝜋)𝜑𝑛, 𝜑𝑄)𝐻| + ∫ |(𝑄

′′(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑄)𝐻| 𝑑𝑥

𝜋

0

] 

bulunur. Burada  

∑|(𝑄(𝑖)(𝑥)𝜑𝑞 , 𝜑𝑛)𝐻(𝑄
(𝑗)(𝑡)𝜑𝑄 , 𝜑𝑛)𝐻|

∞

𝑛=1

 

≤ (∑ |(𝑄(𝑖)(𝑥)𝜑𝑞, 𝜑𝑛)𝐻|
2

∞

𝑛=1

)

1/2

(∑ |(𝑄(𝑗)(𝑡)𝜑𝑄 , 𝜑𝑛)𝐻|
2

∞

𝑛=1

)

1/2

 

=∑∫|(𝑄(𝑖)(𝑥)𝜑𝑞 , 𝜑𝑛)𝐻|

𝜋

0

𝑑𝑥∫ |(𝑄(𝑗)(𝑥)𝜑𝑄, 𝜑𝑛)𝐻|

𝜋

0

𝑑𝑥

∞

𝑛=1

 

≤ [∑(∫ |(𝑄(𝑖)(𝑥)𝜑𝑞, 𝜑𝑛)𝐻|

𝜋

0

𝑑𝑥)

2
∞

𝑛=1

]

1/2

[∑(∫ |(𝑄(𝑗)(𝑥)𝜑𝑄 , 𝜑𝑛)𝐻|

𝜋

0

𝑑𝑥)

2
∞

𝑛=1

]

1/2

 

≤ 𝜋 [∑∫ |(𝑄(𝑖)(𝑥)𝜑𝑞 , 𝜑𝑛)𝐻|
2

𝜋

0

𝑑𝑥

∞

𝑛=1

]

1/2

[∑∫ |(𝑄(𝑗)(𝑥)𝜑𝑄, 𝜑𝑛)𝐻|
2

𝜋

0

𝑑𝑥

∞

𝑛=1

]

1/2

 

= 𝜋 [∫‖𝑄(𝑖)(𝑥)𝜑𝑞‖𝐻
2

𝜋

0

𝑑𝑥]

1/2

[∫‖𝑄(𝑗)(𝑥)𝜑𝑄‖𝐻
2

𝜋

0

𝑑𝑥]

1/2

 

= 𝜋‖𝑄(𝑖)𝜑𝑞‖‖𝑄
(𝑗)𝜑𝑄‖ 

 

olduğu göz önüne alınırsa 

|𝛽𝑖𝑗| ≤
1

𝑖2𝑗2
∑∑∫|(𝑄(𝑥)𝜑𝑞 , 𝜑𝑄)𝐻| 𝑑𝑥

𝜋

0

∞

𝑄=1

∞

𝑞=1
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          [‖𝑄′(0)𝜑𝑞‖‖𝑄
′(0)𝜑𝑄‖ + ‖𝑄

′(0)𝜑𝑞‖‖𝑄
′(𝜋)𝜑𝑄‖ + ∫‖𝑄

′(0)𝜑𝑞‖‖𝑄
′′(𝑥)𝜑𝑄‖𝑑𝑥

𝜋

0

 

         +‖𝑄′(𝜋)𝜑𝑞‖‖𝑄
′(0)𝜑𝑄‖ + ‖𝑄

′(𝜋)𝜑𝑞‖‖𝑄
′(𝜋)𝜑𝑄‖ + ∫‖𝑄

′(𝜋)𝜑𝑞‖‖𝑄
′′(𝑥)𝜑𝑄‖𝑑𝑥

𝜋

0

 

         +∫‖𝑄′′(𝑥)𝜑𝑞‖‖𝑄
′(0)𝜑𝑄‖𝑑𝑥 + ∫‖𝑄

′′(𝑥)𝜑𝑞‖‖𝑄
′(𝜋)𝜑𝑄‖𝑑𝑥

𝜋

0

𝜋

0

 

         +𝜋‖𝑄′′(𝑥)𝜑𝑞‖‖𝑄
′′(𝑥)𝜑𝑄‖]                                                                                        (3.80) 

olur. Diğer yandan 

∑‖𝑄′(𝑥)𝜑𝑞‖𝐻‖𝑄
′(𝑡)𝜑𝑄‖𝐻 |(𝑄

(𝑠)𝜑𝑞, 𝜑𝑄)𝐻|

∞

𝑄=1

 

≤ ‖𝑄′(𝑥)𝜑𝑞‖𝐻 (∑‖𝑄′(𝑡)𝜑𝑄‖𝐻
2

∞

𝑄=1

)

1/2

(∑ |(𝑄(𝑠)𝜑𝑞 , 𝜑𝑄)𝐻|
2

∞

𝑄=1

)

1/2

 

= ‖𝑄(𝑖)(𝑥)𝜑𝑞‖𝐻 (𝑡𝑟(𝑄
′(𝑡))

2
)
1/2

‖𝑄(𝑠)𝜑𝑞‖𝐻 

ve 

∑[∫‖𝑄′(𝑡)𝜑𝑞‖𝐻‖𝑄
′′(𝑥)𝜑𝑄‖𝐻𝑑𝑥

𝜋

0

. ∫ |(𝑄(𝑥)𝜑𝑞, 𝜑𝑄)𝐻| 𝑑𝑥

𝜋

0

]

∞

𝑄=1

 

≤ ‖𝑄′(𝑡)𝜑𝑞‖𝐻 [∑(∫‖𝑄′′(𝑥)𝜑𝑄‖𝐻𝑑𝑥

𝜋

0

)

2
∞

𝑄=1

]

1/2

[∑ (∫ |(𝑄(𝑥)𝜑𝑞 , 𝜑𝑄)𝐻| 𝑑𝑥

𝜋

0

)

2
∞

𝑄=1

]

1/2

 

≤ 𝜋‖𝑄′(𝑡)𝜑𝑞‖𝐻 [∫(∑‖𝑄′′(𝑥)𝜑𝑄‖𝐻
2

∞

𝑄=1

)

𝜋

0

𝑑𝑥]

1/2

[∫(∑ |(𝑄(𝑥)𝜑𝑞 , 𝜑𝑄)𝐻|
2

∞

𝑄=1

)

𝜋

0

𝑑𝑥]

1/2

 

= 𝜋‖𝑄′(𝑡)𝜑𝑞‖𝐻 [∫ 𝑡𝑟 [(𝑄
′′(𝑥))

2
]

𝜋

0

𝑑𝑥]

1/2

[∫‖𝑄(𝑥)𝜑𝑞‖𝐻
2

𝜋

0

𝑑𝑥]

1/2

 

dir. Dolayısıyla 
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∑∑‖𝑄′(𝑥)𝜑𝑞‖𝐻‖𝑄
′(𝑡)𝜑𝑄‖𝐻 |(𝑄

(𝑠)𝜑𝑞, 𝜑𝑄)𝐻|

∞

𝑄=1

∞

𝑞=1

 

≤ (𝑡𝑟(𝑄′(𝑡))
2
)
1/2

∑‖𝑄′(𝑥)𝜑𝑞‖𝐻‖𝑄
(𝑠)𝜑𝑞‖𝐻

∞

𝑞=1

 

≤ [𝑡𝑟(𝑄′(𝑡))
2
]
1/2

(∑‖𝑄′(𝑥)𝜑𝑞‖𝐻
2

∞

𝑞=1

)

1/2

(∑‖𝑄(𝑠)𝜑𝑞‖𝐻
2

∞

𝑞=1

)

1/2

 

= [𝑡𝑟(𝑄′(𝑡))
2
]
1/2

[𝑡𝑟(𝑄′(𝑥))
2
]
1/2

[𝑡𝑟(𝑄(𝑠))
2
]
1/2

 

< 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡                                                                                                                                    (3.81)   

 

∑∑[∫‖𝑄′(𝑡)𝜑𝑞‖𝐻‖𝑄
′′(𝑥)𝜑𝑄‖𝐻𝑑𝑥

𝜋

0

. ∫ |(𝑄(𝑥)𝜑𝑞 , 𝜑𝑄)𝐻| 𝑑𝑥

𝜋

0

]

∞

𝑄=1

∞

𝑞=1

 

≤∑𝜋‖𝑄′(𝑡)𝜑𝑞‖𝐻 [∫ 𝑡𝑟 [(𝑄
′′(𝑥))

2
]

𝜋

0

𝑑𝑥]

1/2

[∫‖𝑄(𝑥)𝜑𝑞‖𝐻
2

𝜋

0

𝑑𝑥]

1/2∞

𝑞=1

 

= 𝜋 [∫ 𝑡𝑟 [(𝑄′′(𝑥))
2
]

𝜋

0

𝑑𝑥]

1/2

∑‖𝑄′(𝑡)𝜑𝑞‖𝐻 [∫‖𝑄
(𝑥)𝜑𝑞‖𝐻

2

𝜋

0

𝑑𝑥]

1/2∞

𝑞=1

 

= 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡∑‖𝑄′(𝑡)𝜑𝑞‖𝐻 [∫‖𝑄
(𝑥)𝜑𝑞‖𝐻

2

𝜋

0

𝑑𝑥]

1/2∞

𝑞=1

 

≤ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 [∑‖𝑄′(𝑡)𝜑𝑞‖𝐻
2

∞

𝑞=1

]

1/2

[∑∫‖𝑄(𝑥)𝜑𝑞‖𝐻
2

𝜋

0

𝑑𝑥

∞

𝑞=1

]

1/2

 

= 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 [𝑡𝑟(𝑄′(𝑡))
2
]
1/2

[∫ 𝑡𝑟(𝑄(𝑥))
2

𝜋

0

𝑑𝑥]

1/2

 

< 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡                                                                                                                                    (3.82)     

(3.80), (3.81) ve (3.82) den 

|𝛽𝑖𝑗| ≤
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

𝑖2𝑗2
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bulunur. Böylece Yardımcı Teorem ispatlanmış olur. 

𝛽𝑖𝑗 = 𝛽𝑗𝑖   olduğu göz önüne alınırsa (3.66), (3.72), (3.73), (3.76) ve (3.79) dan 

𝐷𝑝3 = 4∑∑(
𝑂(1)

𝑖𝑝
)𝛽𝑖𝑗

𝑝

𝑗=1

∞

𝑖=2
𝑖>𝑗

− 4∑∑(
𝑂(1)

𝑗𝑖𝑝
)𝛽𝑖𝑗

𝑝−1

𝑗=1

𝑝

𝑖=2
𝑖>𝑗

 

        +4𝐴′2 − 4𝐵′2 − 2𝐶′ + 2𝐴2 + 4𝐵2 − 2𝐶2                                                                (3.83) 

bulunur. Ayrıca Yardımcı Teorem 3.2 den yararlanırsak 

|∑∑(
𝑂(1)

𝑖𝑝
)𝛽𝑖𝑗

𝑝

𝑗=1

∞

𝑖=2

| ≤
1

𝑝
∑∑(

1

𝑖
) |𝛽𝑖𝑗|

𝑝

𝑗=1

∞

𝑖=2

 

                                          <
1

𝑝
∑∑(

1

𝑖
)
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

𝑖2𝑗2

𝑝

𝑗=1

∞

𝑖=2

 

                                          = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. 𝑝−1 (∑𝑖−3
∞

𝑖=2

)(∑𝑗−2
𝑝

𝑗=1

) 

                                          < 𝑐7 𝑝
−1 = 𝑂(𝑝−1) 

 

|∑∑(
𝑂(𝑝−1)

𝑖𝑗
)𝛽𝑖𝑗

𝑝−1

𝑗=1

𝑝

𝑖=2

| ≤
2

𝑝
∑∑(

1

𝑖𝑗
) |𝛽𝑖𝑗|

𝑝−1

𝑗=1

𝑝

𝑖=2
𝑖>𝑗

 

                                          <
2

𝑝
∑∑(

1

𝑖𝑗
)
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

𝑖2𝑗2

𝑝−1

𝑗=1

𝑝

𝑖=2

 

                                          = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. 𝑝−1 (∑𝑖−3
𝑝

𝑖=2

)(∑ 𝑗−3
𝑝−1

𝑗=1

) 

                                          < 𝑐8 𝑝
−1 = 𝑂(𝑝−1) 

 

elde edilir. Bu son iki bağıntı ve (3.83) ten 

𝐷𝑝3 = 4𝐴
′2 − 4𝐵′2 − 2𝐶′ + 2𝐴2 + 4𝐵2 − 2𝐶2 + 𝑂(𝑝

−1)                                           (3.84) 

 bulunur. Aşağıda  
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lim
𝑝→∞

𝐴′2 = lim
𝑝→∞

𝐵′2 = lim
𝑝→∞

𝐶′ = lim
𝑝→∞

𝐴2 = lim
𝑝→∞

𝐵2 = lim
𝑝→∞

𝐶2 = lim
𝑝→∞

𝐶′ = 0 

olduğunu göstereceğiz. (3.51) ve (3.54) ten (3.55) eşitliği  

𝐹2(𝑚, 𝑟, 𝑅) = 𝐹(𝑚, 𝑟, 𝑅) − 𝐹1(𝑚, 𝑟, 𝑅) 

                      =
𝑑𝑚

2𝑑𝑟
2𝑑𝑅

2

8
∑∑∑

∞

𝑄=1

∞

𝑞=1

∞

𝑛=1

 

                        ∫(𝑄(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)𝐻
(cos(𝑚 + 𝑟)𝑥 + cos(𝑚 − 𝑟)𝑥)𝑑𝑥

𝜋

0

 

                        ∫(𝑄(𝑥)𝜑𝑞, 𝜑𝑄)𝐻
(cos(𝑟 + 𝑅)𝑥 + cos(𝑟 − 𝑅)𝑥)𝑑𝑥

𝜋

0

. 

                        ∫(𝑄(𝑥)𝜑𝑄, 𝜑𝑛)𝐻
(cos(𝑅 + 𝑚)𝑥 + cos(𝑅 − 𝑚)𝑥)𝑑𝑥

𝜋

0

 

                        −
𝑑𝑚

2𝑑𝑟
2𝑑𝑅

2

8
∑∑∑∫(𝑄(𝑥)𝜑𝑛, 𝜑𝑞)𝐻 cos

(𝑚 − 𝑟)𝑥 𝑑𝑥

𝜋

0

.

∞

𝑄=1

∞

𝑞=1

∞

𝑛=1

 

                         ∫(𝑄(𝑥)𝜑𝑞, 𝜑𝑄)𝐻 cos
(𝑟 − 𝑅)𝑥 𝑑𝑥

𝜋

0

. ∫(𝑄(𝑥)𝜑𝑄, 𝜑𝑛)𝐻 cos
(𝑅 − 𝑚)𝑥 𝑑𝑥

𝜋

0

 

şeklinde yazılabilir . Kısmi integrasyon yönteminden yararlanarak Yardımcı Teorem 3.2 

nin ispatına benzer bir şekilde 

𝑚 ≠ 𝑟 ≠ 𝑅  için 

|𝐹2(𝑚, 𝑟, 𝑅)| ≤ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 [
1

(𝑚 − 𝑟)2(𝑟 + 𝑅)2(𝑅 − 𝑚)2
+ 

                         +
1

(𝑚 + 𝑟)2(𝑟 − 𝑅)2(𝑅 − 𝑚)2
+

1

(𝑚 + 𝑟)2(𝑟 + 𝑅)2(𝑅 −𝑚)2
 

                         +
1

(𝑚 − 𝑟)2(𝑟 − 𝑅)2(𝑅 + 𝑚)2
+

1

(𝑚 − 𝑟)2(𝑟 + 𝑅)2(𝑅 +𝑚)2
 

                         +
1

(𝑚 + 𝑟)2(𝑟 − 𝑅)2(𝑅 + 𝑚)2
+

1

(𝑚 − 𝑟)2(𝑟 − 𝑅)2(𝑅 +𝑚)2
] 

                         ≤ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 [
1

(𝑚 − 𝑟)2(𝑟 + 𝑅)2(𝑅 − 𝑚)2
 

                         +
1

(𝑚 + 𝑟)2(𝑟 − 𝑅)2(𝑅 − 𝑚)2
+

1

(𝑚 − 𝑟)2(𝑟 − 𝑅)2(𝑅 +𝑚)2
]       (3.85) 



58 

 

 

|𝐹2(𝑚, 𝑟, 𝑅)| ≤ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 [
1

(𝑚 − 𝑟)2(𝑟 + 𝑅)2(𝑅 − 𝑚)2
 

                         +
1

(𝑚 + 𝑟)2(𝑅 − 𝑚)2
+

1

(𝑚 − 𝑟)2(𝑅 + 𝑚)2
]                                        (3.86) 

 

|𝐹2(𝑚, 𝑟, 𝑅)| ≤ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 [
1

(𝑅 + 𝑚)2(𝑅 − 𝑚)2
+

1

(𝑅 −𝑚)4
 ]                                          (3.87) 

olduğu gösterilebilir. Ayrıca  (3.54), (3.70)  ve Yardımcı Teorem 3.2 den  

 𝑚 ≠ 𝑟  ve  𝑚 ≠ 𝑅 için  

|𝐹1(𝑚, 𝑟, 𝑅)| ≤ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡
1

(𝑟 − 𝑚)2(𝑅 − 𝑚)2
                                                                       (3.88) 

𝑚 ≠ 𝑅  ve  𝑟 ≠ 𝑅 için  

|𝐹1(𝑚, 𝑟, 𝑅)| ≤ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡
1

(𝑅 − 𝑚)2(𝑅 − 𝑟)2
                                                                        (3.89) 

bulunur.  (3.71) formülü ve (3.88) den 

|𝐴′2| ≤ ∑ ∑ ∑
𝑚4

(𝑚4 − 𝑟4)(𝑚4 − 𝑅4)
|𝐹1(𝑚, 𝑟, 𝑅)|

∞

𝑅=𝑝+1

∞

𝑟=𝑝+1

𝑟>𝑅,   𝑅−𝑚>𝑝

𝑝

𝑚=0

 

          ≤ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ∑ ∑ ∑
𝑚4

(𝑟4 −𝑚4)(𝑅4 −𝑚4)(𝑚 − 𝑟)2(𝑚 − 𝑅)2

∞

𝑅=𝑝+1

∞

𝑟=𝑝+1

𝑟>𝑅,   𝑅−𝑚>𝑝

𝑝

𝑚=0

 

          ≤ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ∑ ∑ ∑
1

(𝑟4 −𝑚4)(𝑅4 −𝑚4)

∞

𝑅=𝑝+1

∞

𝑟=𝑝+1

𝑟>𝑅,   𝑅−𝑚>𝑝

𝑝

𝑚=0

 

          < 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ∑ ∑
1

(𝑅4 −𝑚4)
∑

1

(𝑟4 − 𝑝4)

∞

𝑟=𝑝+1

∞

𝑅=𝑝+1

𝑝

𝑚=0

 

         < 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. 𝑝−5/2 ∑ ∑
1

(𝑅4 −𝑚4)

∞

𝑅=𝑝+1

𝑝

𝑚=0
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         < 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. 𝑝−5/2(𝑝 + 1) ∑
1

(𝑅4 − 𝑝4)

∞

𝑅=𝑝+1

 

         < 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. 𝑝−5/2𝑝−5/2(𝑝 + 1) 

 

         = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. 𝑝−5(𝑝 + 1) 

 

         < 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. 𝑝−4 

 

lim
𝑝→∞

𝐴′2 = 0                                                                                                                             (3.90) 

elde edilir. (3.75) formülü ve (3.89) dan 

|𝐵′2| ≤ ∑ ∑ ∑
𝑅4

(𝑅4 −𝑚4)(𝑅4 − 𝑟4)
|𝐹1(𝑚, 𝑟, 𝑅)|

∞

𝑅=𝑝+1

𝑝

𝑟=0
𝑚<𝑟

𝑅−𝑚>𝑝

𝑝

𝑚=0

 

          ≤ ∑ ∑ ∑
𝑅4

(𝑅4 −𝑚4)(𝑅4 − 𝑟4)(𝑅 − 𝑚)2(𝑅 − 𝑟)2

∞

𝑅=𝑝+1

𝑝

𝑟=0
𝑚<𝑟

𝑅−𝑚>𝑝

𝑝

𝑚=0

 

         = ∑ ∑ ∑
𝑅4

(𝑅2 −𝑚2)(𝑅2 − 𝑟2)(𝑅2 +𝑚2)(𝑅2 + 𝑟2)(𝑅 − 𝑚)2(𝑅 − 𝑟)2

∞

𝑅=𝑝+1

𝑝

𝑟=0
𝑚<𝑟

𝑅−𝑚>𝑝

𝑝

𝑚=0

 

         ≤ ∑ ∑ ∑
1

(𝑅2 −𝑚2)(𝑅2 − 𝑟2)(𝑅 − 𝑚)2(𝑅 − 𝑟)2

∞

𝑅=𝑝+1

𝑝

𝑟=0
𝑚<𝑟

𝑅−𝑚>𝑝

𝑝

𝑚=0

 

        = ∑ ∑ ∑
1

(𝑅 +𝑚)(𝑅 + 𝑟)(𝑅 − 𝑚)3(𝑅 − 𝑟)3

∞

𝑅=𝑝+1

𝑝

𝑟=0
𝑚<𝑟

𝑅−𝑚>𝑝

𝑝

𝑚=0

 

        <
1

𝑝2
∑ ∑ ∑

1

(𝑅 −𝑚)3(𝑅 − 𝑟)3

∞

𝑅=𝑝+1

𝑝

𝑟=0
𝑚<𝑟

𝑅−𝑚>𝑝

𝑝

𝑚=0

 

        <
1

𝑝2
.
1

𝑝3
∑∑ ∑

1

(𝑅 − 𝑝)3

∞

𝑅=𝑝+1

𝑝

𝑟=0

𝑝

𝑚=0
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       =
1

𝑝5
(𝑝 + 1)2 ∑

1

(𝑅 − 𝑝)3

∞

𝑅=𝑝+1

 

       =
1

𝑝5
(𝑝 + 1)2∑

1

𝑅3

∞

𝑅=1

 

       = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡
1

𝑝5
. (𝑝 + 1)2 

       = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. 𝑝−3 

lim
𝑝→∞

𝐵′2 = 0                                                                                                                             (3.91) 

bulunur.  (3.56) formülü ve (3.86) dan yararlanarak 𝐴2 yi sınırlandıralım. 

|𝐴2| = |∑ ∑ ∑
𝑚4

(𝑚4 − 𝑟4)(𝑚4 − 𝑅4)
𝐹2(𝑚, 𝑟, 𝑅)

∞

𝑅=𝑝+1

∞

𝑟=𝑝+1

𝑝

𝑚=0

| 

         ≤ ∑ ∑ ∑
𝑚4

(𝑚4 − 𝑟4)(𝑚4 − 𝑅4)

∞

𝑅=𝑝+1

∞

𝑟=𝑝+1

𝑝

𝑚=0

 

              [
1

(𝑅 −𝑚)2(𝑟 − 𝑚)2(𝑅 + 𝑟)2
+

1

(𝑚 + 𝑟)2(𝑅 − 𝑚)2
+

1

(𝑟 − 𝑚)2(𝑅 + 𝑚)2
] 

        = ∑ ∑ ∑
𝑚4

(𝑚4 − 𝑟4)(𝑚4 − 𝑅4)(𝑅 − 𝑚)2(𝑟 − 𝑚)2(𝑅 + 𝑟)2

∞

𝑅=𝑝+1

∞

𝑟=𝑝+1

𝑝

𝑚=0

 

        +2 ∑ ∑ ∑
𝑚4

(𝑚4 − 𝑟4)(𝑚4 − 𝑅4)(𝑚 + 𝑟)2(𝑅 − 𝑚)2

∞

𝑅=𝑝+1

∞

𝑟=𝑝+1

𝑝

𝑚=0

 

        <
1

4𝑝3
∑ ∑

1

(𝑅 − 𝑝)3(𝑟 − 𝑝)3

∞

𝑅=𝑝+1

∞

𝑟=𝑝+1

+
2

𝑝2
∑ ∑

1

(𝑟2 − 𝑝2)(𝑅 − 𝑝)3

∞

𝑅=𝑝+1

∞

𝑟=𝑝+1

 

        <
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

𝑝3
+
2

𝑝2
∑

1

(𝑟2 − 𝑝2)
∑

1

(𝑅 − 𝑝)3

∞

𝑅=𝑝+1

∞

𝑟=𝑝+1

 

        <
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

𝑝3
+
2

𝑝2
∑

1

(𝑟2 − 𝑝2)

∞

𝑟=𝑝+1

∑
1

𝑅3

∞

𝑅=1

 

        <
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

𝑝3
+
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

𝑝2
2𝑝−1/2 

        <
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

𝑝3
+
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

𝑝5/2
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dir. Buradan 

lim
𝑝→∞

𝐴2 = 0                                                                                                                              (3.92) 

bulunur. 

 

(3.61) formülü ve (3.85) ten yararlanarak 𝐵2 yi sınırlandıralım. 

|𝐵2| = |
|
∑ ∑ ∑

𝑅4

(𝑅4 −𝑚4)(𝑅4 − 𝑟4)
𝐹2(𝑚, 𝑟, 𝑅)

∞

𝑅=𝑝+1

𝑝

𝑟=0

𝑚<𝑟

𝑝

𝑚=𝑜
|
|
 

         ≤ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ∑ ∑ ∑
𝑅4

(𝑅4 −𝑚4)(𝑅4 − 𝑟4)

∞

𝑅=𝑝+1

𝑝

𝑟=0

𝑚<𝑟

𝑝

𝑚=𝑜

[
1

(𝑚 − 𝑟)2(𝑟 + 𝑅)2(𝑅 − 𝑚)2
+ 

         
1

(𝑚 + 𝑟)2(𝑟 − 𝑅)2(𝑅 − 𝑚)2
+

1

(𝑚 − 𝑟)2(𝑟 − 𝑅)2(𝑅 + 𝑚)2
] 

dir. Burada  

𝐵21 = ∑ ∑ ∑
𝑅4

(𝑅4 −𝑚4)(𝑅4 − 𝑟4)(𝑚 − 𝑟)2(𝑟 + 𝑅)2(𝑅 − 𝑚)2

∞

𝑅=𝑝+1

𝑝

𝑟=0

𝑚<𝑟

𝑝

𝑚=𝑜

 

𝐵22 = ∑ ∑ ∑
𝑅4

(𝑅4 −𝑚4)(𝑅4 − 𝑟4)(𝑚 + 𝑟)2(𝑟 − 𝑅)2(𝑅 − 𝑚)2

∞

𝑅=𝑝+1

𝑝

𝑟=0

𝑚<𝑟

𝑝

𝑚=𝑜

 

𝐵23 = ∑ ∑ ∑
𝑅4

(𝑅4 −𝑚4)(𝑅4 − 𝑟4)(𝑚 − 𝑟)2(𝑟 − 𝑅)2(𝑅 + 𝑚)2

∞

𝑅=𝑝+1

𝑝

𝑟=0

𝑚<𝑟

𝑝

𝑚=𝑜

 

alınırsa 

|𝐵2| ≤ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡(𝐵21 + 𝐵22 + 𝐵23)                                                                                         (3.93) 

olur. Sırasıyla 𝐵21, 𝐵22 ve 𝐵23 ü sınırlandıralım. 
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𝐵21 = ∑ ∑ ∑
𝑅4

(𝑅4 −𝑚4)(𝑅4 − 𝑟4)(𝑚 − 𝑟)2(𝑟 + 𝑅)2(𝑅 − 𝑚)2

∞

𝑅=𝑝+1

𝑝

𝑟=0

𝑚<𝑟

𝑝

𝑚=𝑜

 

       = ∑ ∑ ∑
𝑅4

(𝑅 − 𝑟)(𝑅 + 𝑚)(𝑅2 +𝑚2)(𝑅2 + 𝑟2)(𝑚 − 𝑟)2(𝑟 + 𝑅)3(𝑅 − 𝑚)3

∞

𝑅=𝑝+1

𝑝

𝑟=0

𝑚<𝑟

𝑝

𝑚=𝑜

 

       ≤ ∑ ∑ ∑
1

(𝑅 − 𝑟)(𝑅 + 𝑚)(𝑚 − 𝑟)2(𝑟 + 𝑅)3(𝑅 − 𝑚)3

∞

𝑅=𝑝+1

𝑝

𝑟=0

𝑚<𝑟

𝑝

𝑚=𝑜

 

       < ∑ ∑ ∑
1

(𝑅 − 𝑟)𝑅𝑅3(𝑅 − 𝑚)3

∞

𝑅=𝑝+1

𝑝

𝑟=0

𝑚<𝑟

𝑝

𝑚=𝑜

 

       = ∑ ∑ ∑
1

(𝑅 − 𝑟)(𝑅 − 𝑚)(𝑅 −𝑚)2𝑅4

∞

𝑅=𝑝+1

𝑝

𝑟=0

𝑚<𝑟

𝑝

𝑚=𝑜

 

       < ∑ ∑ ∑
1

(𝑅 − 𝑟)2(𝑅 − 𝑚)2𝑅4

∞

𝑅=𝑝+1

𝑝

𝑟=0

𝑚<𝑟

𝑝

𝑚=𝑜

 

       < ∑ ∑ ∑
1

(𝑝 + 1 − 𝑟)2(𝑝 + 1 −𝑚)2𝑅4

∞

𝑅=𝑝+1

𝑝

𝑟=0

𝑚<𝑟

𝑝

𝑚=𝑜

 

       = ∑ ∑
1

(𝑝 + 1 − 𝑟)2(𝑝 + 1 −𝑚)2
∑

1

𝑅4

∞

𝑅=𝑝+1

𝑝

𝑟=0

𝑚<𝑟

𝑝

𝑚=𝑜

 

       = [∑
1

(𝑝 + 1 −𝑚)2

𝑝

𝑚=𝑜

]

2

∑
1

𝑅4

∞

𝑅=𝑝+1

 

       = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ∑
1

𝑅4

∞

𝑅=𝑝+1

 

       <
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

𝑝3
                                                                                                                             (3.94) 

Yazılışın basit olması için 𝑝 yerine 2𝑝 alarak 𝐵22 yi sınırlandıralım. 



63 

 

𝐵22 = ∑ ∑ ∑
𝑅4

(𝑅4 −𝑚4)(𝑅4 − 𝑟4)(𝑚 + 𝑟)2(𝑟 − 𝑅)2(𝑅 − 𝑚)2

∞

𝑅=2𝑝+1

2𝑝

𝑟=0

𝑚<𝑟

2𝑝

𝑚=𝑜

 

     = ∑ ∑ ∑
𝑅4

(𝑅 + 𝑚)(𝑅 + 𝑟)(𝑅2 +𝑚2)(𝑅2 + 𝑟2)(𝑚 + 𝑟)2(𝑅 − 𝑚)3(𝑅 − 𝑟)3

∞

𝑅=2𝑝+1

2𝑝

𝑟=0

𝑚<𝑟

2𝑝

𝑚=𝑜

 

     ≤ ∑ ∑ ∑
1

(𝑅 −𝑚)3(𝑅 − 𝑟)3(𝑅 + 𝑚)(𝑅 + 𝑟)(𝑚 + 𝑟)2

∞

𝑅=2𝑝+1

2𝑝

𝑟=0

𝑚<𝑟

2𝑝

𝑚=𝑜

 

     <
1

4𝑝2
∑ ∑ ∑

1

(𝑅 −𝑚)3(𝑅 − 𝑟)3(𝑚 + 𝑟)2

∞

𝑅=2𝑝+1

2𝑝

𝑟=0

𝑚<𝑟

2𝑝

𝑚=𝑜

 

     =
1

4𝑝2
∑∑ ∑

1

(𝑅 −𝑚)3(𝑅 − 𝑟)3(𝑚 + 𝑟)2

∞

𝑅=2𝑝+1

2𝑝

𝑟=0

𝑝

𝑚=𝑜

 

     +
1

4𝑝2
∑ ∑ ∑

1

(𝑅 −𝑚)3(𝑅 − 𝑟)3(𝑚 + 𝑟)2

∞

𝑅=2𝑝+1

2𝑝

𝑟=0

2𝑝

𝑚=𝑝+1

                                              (3.95) 

 

∑∑ ∑
1

(𝑅 −𝑚)3(𝑅 − 𝑟)3(𝑚 + 𝑟)2

∞

𝑅=2𝑝+1

2𝑝

𝑟=0

𝑝

𝑚=𝑜

≤ ∑∑ ∑
1

(𝑅 −𝑚)3(𝑅 − 𝑟)3

∞

𝑅=2𝑝+1

2𝑝

𝑟=0

𝑝

𝑚=𝑜

 

                                                                                 = ∑ ∑
1

(𝑅 −𝑚)3

∞

𝑅=2𝑝+1

∑
1

(𝑅 − 𝑟)3

2𝑝

𝑟=0

𝑝

𝑚=𝑜

 

                                                                                  ≤ ∑ ∑
1

(𝑅 − 𝑝)3
∑

1

(𝑅 − 2𝑝)3

2𝑝

𝑟=0

𝑝

𝑚=𝑜

∞

𝑅=2𝑝+1

 

                                                                                  = ∑
𝑝 + 1

(𝑅 − 𝑝)3
.
2𝑝 + 1

(𝑅 − 2𝑝)3

∞

𝑅=2𝑝+1

        

                                                                                  <
2(𝑝 + 1)2

𝑝3
∑

1

(𝑅 − 2𝑝)3

∞

𝑅=2𝑝+1

 

                                                                                  <
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

𝑝
                                                  (3.96) 
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∑ ∑ ∑
1

(𝑅 −𝑚)3(𝑅 − 𝑟)3(𝑚 + 𝑟)2

∞

𝑅=2𝑝+1

2𝑝

𝑟=0

2𝑝

𝑚=𝑝+1

 

≤ ∑ ∑ ∑
1

(𝑅 − 𝑟)3(𝑅 − 𝑟)3(2𝑚)2

∞

𝑅=2𝑝+1

2𝑝

𝑟=0

2𝑝

𝑚=𝑝+1

 

= ∑ ∑ ∑
1

(𝑅 − 𝑟)64𝑚2

∞

𝑅=2𝑝+1

2𝑝

𝑟=0

2𝑝

𝑚=𝑝+1

 

=∑ ∑
1

(𝑅 − 𝑟)6

∞

𝑅=2𝑝+1

2𝑝

𝑟=0

∑
1

4𝑚2

2𝑝

𝑚=𝑝+1

 

≤∑ ∑
1

(𝑅 − 𝑟)6

∞

𝑅=2𝑝+1

2𝑝

𝑟=0

∑
1

4𝑝2

2𝑝

𝑚=𝑝+1

 

=
1

4𝑝
∑ ∑

1

(𝑅 − 𝑟)6

∞

𝑅=2𝑝+1

2𝑝

𝑟=0

 

=
1

4𝑝
[∑(

1

(2𝑝 + 1 − 𝑟)6
+ ∑

1

(𝑅 − 𝑟)6

∞

𝑅=2𝑝+2

)

2𝑝

𝑟=0

] 

=
1

4𝑝
[∑

1

(2𝑝 + 1 − 𝑟)6

2𝑝

𝑟=0

+∑ ∑
1

(𝑅 − 𝑟)6

∞

𝑅=2𝑝+2

2𝑝

𝑟=0

] 

≤
1

4𝑝
[∑

1

(2𝑝 + 1 − 𝑟)6

2𝑝

𝑟=0

+∑ ∫
1

(𝑥 − 𝑟)6

∞

2𝑝+1

𝑑𝑥

2𝑝

𝑟=0

] 

=
1

4𝑝
[𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 +∑

1

−5(𝑥 − 𝑟)5
|
2𝑝+1

∞
2𝑝

𝑟=0

] 

=
1

4𝑝
[𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 +∑

1

5(2𝑝 + 1 − 𝑟)5

2𝑝

𝑟=0

] 

=
1

4𝑝
[𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 + ∑

1

5𝑟5

2𝑝+1

𝑟=1

] 

<
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

𝑝
                                                                                                                                    (3.97) 

(3.95), (3.96) ve (3.97) bağıntılarından 
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𝐵22 <
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

𝑝3
                                                                                                                            (3.98) 

tür. 

𝐵23 = ∑ ∑ ∑
𝑅4

(𝑅4 −𝑚4)(𝑅4 − 𝑟4)(𝑚 − 𝑟)2(𝑟 − 𝑅)2(𝑅 + 𝑚)2

∞

𝑅=𝑝+1

𝑝

𝑟=0

𝑚<𝑟

𝑝

𝑚=𝑜

 

       = ∑ ∑ ∑
𝑅4

(𝑅 − 𝑚)(𝑅 + 𝑟)(𝑅2 +𝑚2)(𝑅2 + 𝑟2)(𝑚 − 𝑟)2(𝑅 − 𝑟)3(𝑅 + 𝑚)3

∞

𝑅=𝑝+1

𝑝

𝑟=0

𝑚<𝑟

𝑝

𝑚=𝑜

 

        ≤ ∑ ∑ ∑
1

(𝑅 −𝑚)(𝑅 + 𝑟)(𝑚 − 𝑟)2(𝑅 − 𝑟)3(𝑅 + 𝑚)3

∞

𝑅=𝑝+1

𝑝

𝑟=0

𝑚<𝑟

𝑝

𝑚=𝑜

 

        ≤ ∑ ∑ ∑
1

(𝑅 −𝑚)(𝑅 − 𝑟)3𝑅4

∞

𝑅=𝑝+1

𝑝

𝑟=0

𝑚<𝑟

𝑝

𝑚=𝑜

 

        < ∑∑ ∑
1

(𝑝 + 1 −𝑚)(𝑝 + 1 − 𝑟)3𝑅4

∞

𝑅=𝑝+1

𝑝

𝑟=𝑜

𝑝

𝑚=𝑜

 

        = ∑
1

(𝑝 + 1 −𝑚)
∑

1

(𝑝 + 1 − 𝑟)3
∑

1

𝑅4

∞

𝑅=𝑝+1

𝑝

𝑟=𝑜

𝑝

𝑚=𝑜

 

        = ∑
1

𝑚
∑

1

𝑟3
∑

1

𝑅4

∞

𝑅=𝑝+1

𝑝+1

𝑟=1

𝑝+1

𝑚=1

 

        < 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 (1 + ∫
1

𝑥
𝑑𝑥

𝑝+1

1

)(∫
1

𝑥4

∞

𝑝

𝑑𝑥) 

        = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡(1 + ln 𝑥 |1
𝑝+1) (−

1

3𝑥3
|𝑝
∞) 

        = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡(1 + ln(𝑝 + 1)) (
1

3𝑝3
) 

        = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡(1 + ln(𝑝 + 1))
1

𝑝3
                                                                                        (3.99) 

(3.93), (3.94), (3.98) ve (3.99) dan 



66 

 

lim
𝑝→∞

𝐵2 = 0                                                                                                                            (3.100) 

bulunur.  (3.58) ve (3.87) den 

|𝐶2| = |∑ ∑
𝑅4

(𝑅4 −𝑚4)2
𝐹2(𝑚,𝑚, 𝑅)

∞

𝑅=𝑝+1

𝑝

𝑚=0

| 

        < 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ∑ ∑
𝑅4

(𝑅4 −𝑚4)2
[

1

(𝑅 + 𝑚)2(𝑅 − 𝑚)2
+

1

(𝑅 −𝑚)4
]

∞

𝑅=𝑝+1

𝑝

𝑚=0

 

olup burada 

𝐶21 = ∑ ∑
𝑅4

(𝑅4 −𝑚4)2(𝑅 + 𝑚)2(𝑅 − 𝑚)2

∞

𝑅=𝑝+1

𝑝

𝑚=0

 

𝐶22 = ∑ ∑
𝑅4

(𝑅4 −𝑚4)2(𝑅 − 𝑚)4

∞

𝑅=𝑝+1

𝑝

𝑚=0

 

alınırsa 

|𝐶2| ≤ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡(𝐶21 + 𝐶22)                                                                                                   (3.101) 

olur. 𝐶21 ve 𝐶22 yi sınırlandıralım. 

∑ ∑
𝑅4

(𝑅4 −𝑚4)2(𝑅 + 𝑚)2(𝑅 − 𝑚)2

∞

𝑅=𝑝+1

𝑝

𝑚=0

 

= ∑ ∑
𝑅4

(𝑅2 −𝑚2)2(𝑅2 +𝑚2)2(𝑅 + 𝑚)2(𝑅 − 𝑚)2

∞

𝑅=𝑝+1

𝑝

𝑚=0

 

= ∑ ∑
𝑅4

(𝑅 − 𝑚)2(𝑅 + 𝑚)2(𝑅2 +𝑚2)2(𝑅 + 𝑚)2(𝑅 − 𝑚)2

∞

𝑅=𝑝+1

𝑝

𝑚=0

 

= ∑ ∑
𝑅4

(𝑅 − 𝑚)4(𝑅 + 𝑚)4(𝑅2 +𝑚2)2

∞

𝑅=𝑝+1

𝑝

𝑚=0

 

≤ ∑ ∑
1

(𝑅 −𝑚)4(𝑅 + 𝑚)4

∞

𝑅=𝑝+1

𝑝

𝑚=0
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< (∑
1

(𝑝 + 1 −𝑚)4

𝑝

𝑚=0

)( ∑
1

𝑅4

∞

𝑅=𝑝+1

) 

= (∑
1

𝑚4

𝑝+1

𝑚=1

)( ∑
1

𝑅4

∞

𝑅=𝑝+1

) 

< 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.
1

3𝑝3
 

<
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

𝑝3
                                                                                                                                  (3.102) 

∑ ∑
𝑅4

(𝑅4 −𝑚4)2(𝑅 − 𝑚)4

∞

𝑅=𝑝+1

𝑝

𝑚=0

 

= ∑ ∑
𝑅4

(𝑅2 −𝑚2)2(𝑅2 +𝑚2)2(𝑅 − 𝑚)4

∞

𝑅=𝑝+1

𝑝

𝑚=0

 

= ∑ ∑
𝑅4

(𝑅 − 𝑚)2(𝑅 + 𝑚)2(𝑅2 +𝑚2)2(𝑅 − 𝑚)4

∞

𝑅=𝑝+1

𝑝

𝑚=0

 

= ∑ ∑
𝑅4

(𝑅 − 𝑚)6(𝑅 + 𝑚)2(𝑅2 +𝑚2)2

∞

𝑅=𝑝+1

𝑝

𝑚=0

 

≤ ∑ ∑
1

(𝑅 −𝑚)6(𝑅 + 𝑚)2

∞

𝑅=𝑝+1

𝑝

𝑚=0

 

≤
1

𝑝2
∑ ∑

1

(𝑅 −𝑚)6

∞

𝑅=𝑝+1

𝑝

𝑚=0

 

≤
1

𝑝2
∑ ∑

1

(𝑅 − 𝑝)6

∞

𝑅=𝑝+1

𝑝

𝑚=0

 

=
1

𝑝2
(𝑝 + 1) ∑

1

(𝑅 − 𝑝)6

∞

𝑅=𝑝+1

 

<
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

𝑝
                                                                                                                                 (3.103) 

(3.101), (3.102) ve (3.103) ten 

lim
𝑝→∞

𝐶2 = 0                                                                                                                            (3.104) 
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bulunur. (3.65) ifadesi ve (3.89) eşitsizliğinden yararlanarak 

|𝐶′| = |∑ ∑
1

𝑅4 −𝑚4
𝐹1(𝑚,𝑚, 𝑅)

∞

𝑅=𝑝+1

𝑝

𝑚=0

| 

        ≤ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ∑ ∑
1

(𝑅4 −𝑚4)(𝑅 − 𝑚)4

∞

𝑅=𝑝+1

𝑝

𝑚=0

 

        < 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 (∑
1

(𝑝 + 1 −𝑚)4

𝑝

𝑚=0

)( ∑
1

(𝑅4 − 𝑝4)

∞

𝑅=𝑝+1

) 

       < 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 (∑
1

𝑚4

𝑝+1

𝑚=1

)
1

𝑝5/2
 

       <
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

𝑝5/2
 

olup  

lim
𝑝→∞

𝐶′ = 0                                                                                                                            (3.105) 

bulunur.  (3.84), (3.90), (3.91), (3.92), (3.100), (3.104) ve (3.105) ten 

lim
𝑝→∞

𝐷𝑝3 = 0 

elde edilir. 

Şimdi de 𝑗 ≥ 4 için lim
𝑝→∞

𝐷𝑝𝑗 = 0  olduğunu ispatlayalım. |𝜆| = 𝑏𝑝 = (𝑝
2 + 𝑝 + 1)2 −

1

2
 için 

[15] çalışmasındakine benzer şekilde 

 

‖𝑄𝑅𝜆
0‖

𝜎1(𝐻1)
< 𝑐                                                                                                                  (3.106) 

‖𝑅𝜆
0‖ < 𝑝−3                                                                                                                           (3.107) 

‖𝑅𝜆‖ < 𝑐𝑝−3                                                                                                                         (3.108) 

olacak şekilde bir 𝑐 > 0 sabitlerinin var olduğu ispatlanabilir.  

 



69 

 

𝐷𝑝𝑗 =
1

𝜋𝑗
| ∫ 𝜆 tr [(𝑄𝑅𝜆

0)
𝑗
] 𝑑𝜆 

|𝜆|=𝑏𝑝

|      

        ≤
𝑏𝑝

𝜋𝑗
∫ ‖(𝑄𝑅𝜆

0)
𝑗
‖
𝜎1(𝐻1)

𝑑𝜆 

|𝜆|=𝑏𝑝

      

        ≤
𝑏𝑝

𝜋𝑗
∫ ‖𝑄𝑅𝜆

0‖
𝜎1(𝐻1)

‖(𝑄𝑅𝜆
0)
𝑗−1
‖ |𝑑𝜆| 

|𝜆|=𝑏𝑝

      

(3.106), (3.107) ve 𝑄(𝑥) in 20) koşulunu sağlamasından yararlanarak buradan 

𝐷𝑝𝑗 ≤
𝑐𝑏𝑝

𝜋𝑗
∫ ‖𝑄‖𝑗−1‖𝑅𝜆

0‖
𝑗−1
|𝑑𝜆| 

|𝜆|=𝑏𝑝

      

        <
𝑐𝑏𝑝

𝜋𝑗
∫ (

1

2
)
𝑗−1

𝑝3(1−𝑗)|𝑑𝜆| 

|𝜆|=𝑏𝑝

      

        < 𝑐9𝑝
11−3𝑗      

bulunur. Bu bağıntıdan lim
𝑝→∞

𝐷𝑝𝑗 = 0 ;    (𝑗 ≥ 4) elde edilir. Böylece  

lim
𝑝→∞

𝐷𝑝𝑗 = 0     (𝑗 ≥ 3)                                                                                                        (3.109) 

dır. (3.10), (3.106), (3.107) ve (3.108) den 

𝐷𝑝
(𝑁)

=
1

2𝜋
| ∫ 𝜆2𝑡𝑟 [𝑅𝜆(𝑄𝑅𝜆

0)
𝑁+1

] 𝑑𝜆 

|𝜆|=𝑏𝑝

| 

         ≤
𝑏𝑝

2

2𝜋
∫ ‖𝑅𝜆(𝑄𝑅𝜆

0)
𝑁+1

‖
𝜎1(𝐻1)

|𝑑𝜆| 

|𝜆|=𝑏𝑝

 

         ≤
𝑏𝑝

2

2𝜋
∫ ‖𝑅𝜆‖‖(𝑄𝑅𝜆

0)
𝑁+1

‖
𝜎1(𝐻1)

|𝑑𝜆| 

|𝜆|=𝑏𝑝

 

         ≤
𝑐𝑏𝑝

2

2𝜋𝑝3
∫ ‖𝑄𝑅𝜆

0‖
𝑁
‖𝑄𝑅𝜆

0‖
𝜎1(𝐻1)

|𝑑𝜆| 

|𝜆|=𝑏𝑝
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         ≤ 𝑐10𝑝
9−3𝑁 

bulunur. Böylece 

lim
𝑝→∞

𝐷𝑝
(𝑁)

= 0     (N ≥ 4)                                                                                                     (3.110) 

elde edilir.   

Teorem 3.4  𝑄(𝑥) operatör fonksiyonu 10) − 40) koşullarını sağlıyorsa 

∑ [∑(𝜆𝑚𝑛
2−𝑚8)

∞

𝑛=1

−
2𝑚4

𝜋
∫ tr𝑄(𝑥)

𝜋

0

𝑑𝑥 −
𝑚2

2𝜋
(tr𝑄′(𝜋) − tr𝑄′(0)) + 2𝐶]

∞

𝑚=0

 

= 𝐶 +
1

32
[tr𝑄𝚤𝑣(0) + tr𝑄𝚤𝑣(𝜋)] +

1

4
[tr𝑄2(0) + tr𝑄2(𝜋)] 

dir. Burada  

𝐶 =
1

16𝜋
(tr𝑄′′′(𝜋) − tr𝑄′′′(0)) −

3

8𝜋
∫ tr𝑄2(𝑥)

𝜋

0

𝑑𝑥 −
1

8𝜋2
tr [∫ 𝑄(𝑥)𝑑𝑥

𝜋

0

]

2

 

dir. 

İspat: (3.9), (3.15), (3.19),(3.109) ve (3.110) formüllerinden  𝑝 → ∞ iken 

∑ ∑(𝜆𝑚𝑛
2−𝑚8)

∞

𝑛=1

𝑝

𝑚=0

=
2

𝜋
∫ tr𝑄(𝑥)

𝜋

0

𝑑𝑥 ∑ 𝑚4

𝑝

𝑚=1

 

+
1

12𝜋
𝑝(𝑝 + 1)(2𝑝 + 1)(tr𝑄′(𝜋) − tr𝑄′(0)) +

1

8𝜋
𝑝(tr𝑄′′′(0) − tr𝑄′′′(𝜋)) 

+
1

8𝜋
∑ ∫ tr

𝜋

0

𝑄𝚤𝑣(𝑥) cos 2𝑚𝑥

𝑝

𝑚=1

𝑑𝑥 +
6𝑝 + 7

8𝜋
∫ tr𝑄2(𝑥)

𝜋

0

𝑑𝑥 

+
1

𝜋
∑ ∫ tr𝑄2(𝑥) cos 2𝑚𝑥

𝜋

0

𝑑𝑥

𝑝

𝑚=1

+
1

8𝜋2
(2𝑝 + 1)tr [∫ 𝑄(𝑥)𝑑𝑥

𝜋

0

]

2

+ 𝑂(1) 

veya 𝑔(𝑥) = tr𝑄𝚤𝑣(𝑥) + 8tr𝑄2(𝑥) alınırsa 
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∑[∑(𝜆𝑚𝑛
2−𝑚8)

∞

𝑛=1

−
2𝑚4

𝜋
∫ tr𝑄(𝑥)

𝜋

0

𝑑𝑥 −
𝑚2

2𝜋
(tr𝑄′(𝜋) − tr𝑄′(0))

𝑝

𝑚=0

 

−
1

8𝜋
(tr𝑄′′′(0) − tr𝑄′′′(𝜋)) −

3

4𝜋
∫ tr𝑄2(𝑥)

𝜋

0

𝑑𝑥 −
1

4𝜋2
tr [∫ 𝑄(𝑥)𝑑𝑥

𝜋

0

]

2

] 

=
1

8𝜋
∫ tr𝑄2(𝑥)

𝜋

0

𝑑𝑥 +
1

8𝜋
∑ ∫𝑔(𝑥)

𝜋

0

cos 2𝑚𝑥

𝑝

𝑚=1

𝑑𝑥 −
1

8𝜋2
tr [∫ 𝑄(𝑥)𝑑𝑥

𝜋

0

]

2

 

−
1

8𝜋
(tr𝑄′′′(0) − tr𝑄′′′(𝜋)) + 𝑂(1) 

Burada 𝑝 → ∞ iken limite geçersek 

∑[∑(𝜆𝑚𝑛
2−𝑚8)

∞

𝑛=1

−
2𝑚4

𝜋
∫ tr𝑄(𝑥)

𝜋

0

𝑑𝑥 −
𝑚2

2𝜋
(tr𝑄′(𝜋) − tr𝑄′(0))

∞

𝑚=0

 

−
1

8𝜋
(tr𝑄′′′(0) − tr𝑄′′′(𝜋)) −

3

4𝜋
∫ tr𝑄2(𝑥)

𝜋

0

𝑑𝑥 −
1

4𝜋2
tr [∫ 𝑄(𝑥)𝑑𝑥

𝜋

0

]

2

] 

=
1

8𝜋
∫ tr𝑄2(𝑥)

𝜋

0

𝑑𝑥 +
1

8𝜋
∑ ∫𝑔(𝑥)

𝜋

0

cos 2𝑚𝑥

∞

𝑚=1

𝑑𝑥 −
1

8𝜋2
tr [∫ 𝑄(𝑥)𝑑𝑥

𝜋

0

]

2

 

−
1

8𝜋
(tr𝑄′′′(0) − tr𝑄′′′(𝜋))                                                                                             (3.111) 

elde edilir. 

1

8𝜋
∑ ∫𝑔(𝑥)

𝜋

0

cos 2𝑚𝑥

∞

𝑚=1

𝑑𝑥 

=
1

16𝜋
∑ [∫𝑔(𝑥)

𝜋

0

cos 2𝑚𝑥 𝑑𝑥 + (−1)𝑚∫𝑔(𝑥)

𝜋

0

cos 2𝑚𝑥 𝑑𝑥]

∞

𝑚=1

 

=
1

32
{∑ [

2

𝜋
∫𝑔(𝑥)

𝜋

0

cos𝑚𝑥 𝑑𝑥 cos𝑚0 +
1

𝜋
∫𝑔(𝑥)

𝜋

0

𝑑𝑥 cos 0]

∞

𝑚=1

} 

+
1

32
{∑ [

2

𝜋
∫𝑔(𝑥)

𝜋

0

cos𝑚𝑥 𝑑𝑥 cos𝑚𝜋 +
1

𝜋
∫𝑔(𝑥)

𝜋

0

𝑑𝑥 cos 0𝜋]

∞

𝑚=1

} −
1

16𝜋
∫𝑔(𝑥)

𝜋

0

𝑑𝑥 
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=
1

32
[𝑔(0) + 𝑔(𝜋)] −

1

16𝜋
∫𝑔(𝑥)

𝜋

0

𝑑𝑥                                                                          (3.112) 

(3.111) ve (3.112) den 

∑ [∑(𝜆𝑚𝑛
2−𝑚8)

∞

𝑛=1

−
2𝑚4

𝜋
∫ tr𝑄(𝑥)

𝜋

0

𝑑𝑥 −
𝑚2

2𝜋
(tr𝑄′(𝜋) − tr𝑄′(0))

∞

𝑚=0

 

−
1

8𝜋
(tr𝑄′′′(0) − tr𝑄′′′(𝜋)) −

3

4𝜋
∫ tr𝑄2(𝑥)

𝜋

0

𝑑𝑥 −
1

4𝜋2
tr [∫ 𝑄(𝑥)𝑑𝑥

𝜋

0

]

2

] 

=
1

8𝜋
∫ tr𝑄2(𝑥)

𝜋

0

𝑑𝑥 −
1

8𝜋2
tr [∫ 𝑄(𝑥)𝑑𝑥

𝜋

0

]

2

−
1

8𝜋
(tr𝑄′′′(0) − tr𝑄′′′(𝜋)) 

+
1

32
[𝑔(0) + 𝑔(𝜋)] −

1

16𝜋
∫𝑔(𝑥)

𝜋

0

𝑑𝑥 

veya  

∫𝑔(𝑥)

𝜋

0

𝑑𝑥 = ∫(tr𝑄𝚤𝑣(𝑥) + 8tr𝑄2(𝑥))

𝜋

0

𝑑𝑥 = tr𝑄′′′(𝜋) − tr𝑄′′′(0) + 8∫ tr𝑄2(𝑥)

𝜋

0

𝑑𝑥 

olduğu göz önüne alınırsa 

∑ {∑(𝜆𝑚𝑛
2−𝑚8)

∞

𝑛=1

−
2𝑚4

𝜋
∫ tr𝑄(𝑥)

𝜋

0

𝑑𝑥 −
𝑚2

2𝜋
(tr𝑄′(𝜋) − tr𝑄′(0))

∞

𝑚=0

 

+
1

8𝜋
(tr𝑄′′′(𝜋) − tr𝑄′′′(0)) −

3

4𝜋
∫ tr𝑄2(𝑥)

𝜋

0

𝑑𝑥 −
1

4𝜋2
tr [∫ 𝑄(𝑥)𝑑𝑥

𝜋

0

]

2

} 

=
1

8𝜋
∫ tr𝑄2(𝑥)

𝜋

0

𝑑𝑥 −
1

8𝜋2
tr [∫ 𝑄(𝑥)𝑑𝑥

𝜋

0

]

2

−
1

8𝜋
(tr𝑄′′′(0) − tr𝑄′′′(𝜋)) 

+
1

32
[tr𝑄𝚤𝑣(0) + 8tr𝑄2(0) + tr𝑄𝚤𝑣(𝜋) + 8tr𝑄2(𝜋)] 

−
1

16𝜋
[tr𝑄′′′(𝜋) − tr𝑄′′′(0) + 8∫ tr𝑄2(𝑥)

𝜋

0

𝑑𝑥] 
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=
1

16𝜋
(tr𝑄′′′(𝜋) − tr𝑄′′′(0)) −

3

8𝜋
∫ tr𝑄2(𝑥)

𝜋

0

𝑑𝑥 −
1

8𝜋2
tr [∫ 𝑄(𝑥)𝑑𝑥

𝜋

0

]

2

 

+
1

32
[tr𝑄𝚤𝑣(0) + tr𝑄𝚤𝑣(𝜋)] +

1

4
[tr𝑄2(0) + tr𝑄2(𝜋)] 

bulunur. Bu son bağıntıda 

𝐶 =
1

16𝜋
(tr𝑄′′′(𝜋) − tr𝑄′′′(0)) −

3

8𝜋
∫ tr𝑄2(𝑥)

𝜋

0

𝑑𝑥 −
1

8𝜋2
tr [∫ 𝑄(𝑥)𝑑𝑥

𝜋

0

]

2

 

alınırsa  𝐿 öperatörü için 

∑ [∑(𝜆𝑚𝑛
2−𝑚8)

∞

𝑛=1

−
2𝑚4

𝜋
∫ tr𝑄(𝑥)

𝜋

0

𝑑𝑥 −
𝑚2

2𝜋
(tr𝑄′(𝜋) − tr𝑄′(0)) + 2𝐶]

∞

𝑚=0

 

= 𝐶 +
1

32
[tr𝑄𝚤𝑣(0) + tr𝑄𝚤𝑣(𝜋)] +

1

4
[tr𝑄2(0) + tr𝑄2(𝜋)] 

şeklinde ikinci düzenli iz formülü elde edilir. ∎ 

3.4 Örnekler 

Burada 10) − 40) koşullarını sağlayan 𝑄(𝑥) operatör fonksiyonuna iki örnek verilmiştir. 

Örnek 3.1  𝑄(𝑥) =
1

2𝜋
𝑥𝐵 olsun. 𝑄(𝑥), 10) − 40) koşullarını sağlar. Burada her 𝑥 ∈ 𝐻 

için  

𝐵𝑥 =∑𝑖−2
∞

𝑖=1

(𝑥, 𝜑𝑖)𝜑𝑖 

şeklinde olup {𝜑𝑖}, 𝐻 nin ortonormal bir tabanıdır. 𝐵:𝐻 → 𝐻 kendine eş bir çekirdek 

operatördür. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻 için 

(𝐵𝑥, 𝑦) = (𝑥, 𝐵𝑦) 

olmalı. 

(𝐵𝑥, 𝑦) = (∑𝑖−2
∞

𝑖=1

(𝑥, 𝜑𝑖)𝜑𝑖, 𝑦) 
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               = ∑(𝑖−2(𝑥, 𝜑𝑖)𝜑𝑖, 𝑦)

∞

𝑖=1

 

               = ∑𝑖−2(𝑥, 𝜑𝑖)(𝜑𝑖, 𝑦)

∞

𝑖=1

 

               = ∑(𝑥, 𝑖−2(𝑦, 𝜑𝑖)𝜑𝑖)

∞

𝑖=1

 

               = (𝑥, 𝐵𝑦) 

𝐵 nin özdeğerleri 𝜆𝑖 = 𝑠𝑖 = 𝑖−2 olduğundan 𝐵 bir çekirdek operatördür. Böylece her  

𝑥 ∈ [0, 𝜋] için 𝑄(𝑥) de kendine eş bir çekirdek operatördür. 

𝜎1(𝐻) deki norma göre 𝑄′(𝑥) =
1

2𝜋
𝐵 ve  𝑄(𝑖)(𝑥) = 0 (𝑖 ≥ 2)  

[𝑄(𝑖)(𝑥)]
∗
= 𝑄(𝑖)(𝑥) (𝑖 = 0,1,2, … ) 

dır. Şimdi de 𝑄(𝑥) in 20)  ve 30) koşullarını sağladığını gösterelim. Gerçekten 

‖𝑄(𝑥)‖𝐻 = ‖
1

2𝜋
𝑥𝐵 ‖ =

1

2𝜋
𝑥‖𝐵‖𝐻 ≤

1

2
‖𝐵‖𝐻 =

1

2
 

ve 

‖𝑄(𝑥)𝜑𝑛‖
2 = ∫‖𝑄(𝑥)𝜑𝑛‖𝐻

2

𝜋

0

𝑑𝑥 

                       = ∫
1

2𝜋2
𝑥2‖𝐵𝜑𝑛‖𝐻

2

𝜋

0

𝑑𝑥 

                       = ∫
1

2𝜋2
𝑥2‖𝑛−2𝜑𝑛‖𝐻

2

𝜋

0

𝑑𝑥 

                       = ∫
1

2𝜋2
𝑥2𝑛−4

𝜋

0

𝑑𝑥 

                       =
1

6
𝑛−4𝜋 

                       ≤ 𝜋𝑛−4 
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veya 

‖𝑄(𝑥)𝜑𝑛‖ ≤ √𝜋𝑛
−2 

dir. Buradan da  

∑‖𝑄(𝑥)𝜑𝑛‖

∞

𝑖=1

≤ √𝜋∑𝑛−2
∞

𝑖=1

< ∞ 

elde edilir. 

Örnek 3.2    𝐻 = 𝐿2[0,1] ve 

𝑎 =
1

4
(∑ 𝑚−2

∞

𝑚=1

)

−1

 

olmak üzere her 𝑥 ∈ [0,1] için 𝐿2[0,1] den 𝐿2[0,1] e 

𝑄(𝑥)𝑓(𝑡) = 𝑎 cos 𝜋𝑥 ∑ 𝑚−2 sin𝑚𝜋𝑡

∞

𝑚=1

∫𝑓(𝑠) sin𝑚𝜋𝑡

1

0

𝑑𝑠     (𝑓 = 𝑓(𝑡) ∈ 𝐻) 

olsun. Kendine eş 𝑄(𝑥): 𝐻 → 𝐻 operatörünün özdeğerleri 

{
𝑎 cos 𝜋𝑥

2𝑛2
}
𝑛=1

∞

 

şeklindedir. Dolayısıyla her 𝑥 ∈ [0, 𝜋] için 𝑄(𝑥), 𝐻 den 𝐻 ye kendine eş bir çekirdek 

operatördür.𝑄(𝑥) operatör fonksiyonunun 10) − 40) koşullarını sağladığı gösterilebilir. 
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BÖLÜM 4 

SONUÇ VE ÖNERİLER 

Bu tez çalışmasında 𝐻 ayrılabilir bir Hilbert uzayı olmak üzere 𝐻1 = 𝐿2(0, 𝜋; 𝐻) 

uzayında 

𝑙(𝑦) = 𝑦′𝑣(𝑥) + 𝑄(𝑥)𝑦(𝑥) 

diferansiyel ifadesi ve 

𝑦′(0) = 𝑦′(𝜋) = 0 

𝑦′′′(0) = 𝑦′′′(𝜋) = 0 

sınır koşulları ile oluşturulan  𝐿 operatörünün spektrumu incelenmiş ve ikinci düzenli izi 

hesaplanmıştır. 𝑙(𝑦) nin ifadesinde yer alan 𝑄(𝑥) operatör fonksiyonunun belirli 

koşulları sağladığı varsayılmıştır. 

Bu çalışmanın devamı olarak aynı sınır koşulları altında yüksek mertebeden sınırlı 

operatör katsayılı bir diferansiyel operatörün spektrumu incelenebilir ve ikinci veya n. 

düzenli izi hesaplanabilir. 
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