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OZET

DORDUNCU MERTEBEDEN SINIRLI OPERATOR KATSAYILI
BiR DIFERANSIYEL OPERATORUN iKiNCi DUZENLI izi

Aylan CEYHAN

Matematik Anabilim Dali

Doktora Tezi
Tez Danismani: Dog. Dr. Erdal GUL

H ayrilabilir bir Hilbert uzayi olmak tizere H; = L, (0, m; H) uzayinda sirasiyla
L) =y"(x)

L(y) =y"(x) + Q(x)y(x)
diferansiyel ifadeleri ve ayni
y'(0) =y'(m) =0
ylll(o) — yIII(T[) — 0

sinir kosullari ile olusturulan L, ve L operatorlerini ele alahm. Burada Q(x) operator
fonksiyonunun asagidaki kosullari sagladigini varsayalim:

1) Q(x), [0, 7] araliginda dérdiincii mertebeden zayif tiireve sahiptir ve her x € [0, 7] icin
QW (x) (i =0,4) Hden H ye kendine es cekirdek operatérlerdir.

1
2) lloll <2
3) H uzaymnin Y111Q(x)@, || < oo olacak sekilde bir {¢;, }7=, ortonormal bazi vardir.
4) ||Q(")(x)||J ) (i = 0,4) fonksiyonlari [0, ] araliginda sinirli ve 6lciilebilirdir.

1

Bu calismada L operatdriniin spektrumu incelenmis ve ikinci diizenli izi icin C , Q(x)
operator fonksiyonuna bagh bir sabit olmak lzere

Vi



°° 2m4 T 2
Z(Amnz—mS) - %f trQ () dx — (¢’ (m) — Q' (0)) + 2C
n= 0

oo
m=0

=C+ % [trQ™(0) + trQ™(m)] + % [trQ?(0) + trQ*(m)]

seklinde bir formul bulunmustur.

Anahtar kelimeler: Hilbert uzayi, cekirdek operator, 6zdeger, spektrum, diizenli iz.
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ABSTRACT

THE SECOND REGULARIZED TRACE OF A DIFFERENTIAL OPERATOR OF
FOURTH ORDER WITH BOUNDED OPERATOR COEFFICIENT

Aylan CEYHAN

Department of Mathematics

Phd. Thesis
Adviser: Assoc. Prof. Erdal GUL

Let L, and L be operators which are formed by the differential expressions
L(y) =y"(x)
L(y) =y"(x) + Q(x)y(x)

respectively, in the space H; = L, (0, ; H) , with the same boundary condition

y'(0) =y'(m) =0

y"'(0) = y"'(m) = 0
where H is a separable Hilbert space. Here we assume that Q(x) is a operator
function which satisfying the following conditions:

1) Q(x), has weak fourth-order derivatives in the interval [0, 7] and for every x € [0, 7],
QW (x) (i = 0,4) are self adjoint kernel operators from H to H.

1

2) flell<2

3) H hasa orthonormal base {¢,};=1, such that Yo ;]|Q(x)@, || < co.

4) Functions ||(2(")(x)||J ) (i = 0,4) are bounded and measurable in interval [0, 7r].
1

In this study the spectrum of L has been examined and the following formula for the
second regularized trace of L has been founded

viii



oo
m=0

=C+ % [trQ™(0) + trQ™(m)] + % [trQ?(0) + trQ*(m)]

Here C is a constant, depend on operator function Q (x).

°° 2m4 T 2
Z(Amnz—mS) - %f trQ () dx — (¢’ (m) — Q' (0)) + 2C
n= 0

Keywords: Hilbert space, kernel operator, eigenvalue, resolvent, regularized trace.
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BOLUM 1

GIRIS

1.1  Literatiir Ozeti

Skaler diferansiyel operatérlerin diizenli izi ile ilgili arastirmalar ilk olarak Gelfand ve
Levitan’in [1] calismasi ile baslamistir. Bu calismadan sonra Dikiy [2], Halberg ve
Kramer [3], Levitan [4], Guseynov ve Levitan [5] ve daha bircok calismalarda cesitli
skaler diferansiyel operatoérlerin diizenli izi incelenmistir. Bu konudaki ¢alismalarin bir

listesi Levitan ve Sargsyan [6] ve Fulton ve Pruess [7] calismalarinda verilmistir.

Operator katsayili diferansiyel operatoérlerin diizenli izi Halilova [8], Adiglzelov [9],
Maksudov, Bayramoglu ve Adiglizelov [10], Bayramoglu ve Adiglizelov [11], Albayrak,
Bayramoglu ve Adiglzelov [12], Adiglizelov, Avcl ve Gl [13], Adiglizelov, Baykal ve
Bayramov [14], Gil [15], Adiglizelov, Baksi ve Baykal [16], Adiglizelov ve Baksi [17],
Adiglizelov ve Kanar [18], Adiglizelov ve Sezer [19], Karayel ve Sezer [20] calismalarinda

incelenmistir.

1.2 Tezin Amaci

H aynlabilir bir Hilbert uzayi olsun. [0, 7] araliginda taniml, degerleri H uzayina ait

olan ve

1. Her g€ H i¢in (f(x),g)y skaler fonksiyonu [0,7] araliginda Lebesgue

Olctlebilir,

2. | lIfG)llfdx < oo
J



kosullarini saglayan tim f fonksiyonlarinin kiimesini H; = L, (0, ; H) ile gosterelim.
H; kimesi bir lineer uzaydir. Bu lineer uzayin herhangi iki f ve g elemaninin ig

carpimi
1.9 = [(F0.90),dx  (fgeHy)
0

seklinde tanimlanirsa, H; uzayi ayrilabilir bir Hilbert uzayi olugturur ( Kirillov [21] ).

Bu ¢alismanin amaci H, = L,(0,m; H) uzayinda

I(y) =y"(x) +Q()y(x)

diferansiyel ifadesi ve

y'(0) =y'(m) =0

y"(0)=y""(m) =0

sinir kosullari ile olusturulan L = Ly + Q operatoriiniin spektrumu incelemek, 6zdeger

ve rezolventle ilgili verilen bazi bagintilardan faydalanarak L operatorinin ikinci

dizenliizi icin formil elde etmektir.

13 Bulgular

Yuratilen tez calismasinin temel ayrintilari asagida verilmistir:

[(y) ifadesinde yer alan Q(x) operatér fonksiyonunun [0,7] arahginda ikinci
mertebeden zayif tiireve sahip oldugu, her x € [0,7] icin Q¥ (x):H - H (i = 0,4)
operatérlerinin kendine es cekirdek operatérler oldugu ve |[Q]| <% kosulunun

sagladigi varsayillmistir. H uzayinin
> 10wyl < oo
n=1

olacak sekilde bir {¢,}n-; ortonormal bazi mevcut oldugu takdirde L operatorinin
spektrumu ikiserli aynk [m*—|Q|,m* +||Q|]] (m =0,1,2,..) araliklarinin
birlesiminin bir alt kiimesidir ve spektrumun {m*}._, kiimesine ait olmayan her

noktasi kathligi sonlu olan ayrik bir 6zdegerdir. Ayrica m* (m=0,1,2,..), L
2



operatorinin katliligi sonlu veya sonsuz olan bir 6zdegeri olabilir ve {A,,n}n=q ler L
operatériinin [m* — ||Q||, m* + ||Q|]] arahigina ait olan 6zdegerler olmak (zere

- _ 4, .
lim A,,, =m* tir.
n—->oo

Rg ve R; sirasiyla, Ly ve L operatérlerinin rezolventleri olarak alindiginda

Dpj =7 m-fb Atr[(QRl)j]d/l G=12.)

v _ DY 2 0N+
Dp = 2—7'[l Actr [R)L(QR)L) ]d/l

M|=bp

olmak lizere s6z konusu operatoérlerin 6zdegerleri ile ilgili

14 00
ZZ(Amn —m8) = ZDWJFD(N)

m=0n=1 j=1

formili elde edilir. Buradan varsayilan kosullar altinda [|Q (x) |4, ) fonksiyonu [0, 7]

araliginda integrallenebilir ve Q'(0), Q"' (), Q"' (0), Q"' () € a,(H) ise

D T
2
=T Z j trQ (x) dx + —p(p +1)(2p + D (trQ'(m) — trQ'(0))

=1

p m
+ %p(trQ”’(O) —trQ""(m)) + % Z J tr Q% (x) cos 2mx dx

m=1o
T P T
6p +7 5 1 5
Dy, = f trQ“(x) dx +— Z f trQ“(x) cos Zmx dx
8m s
0 m=1o
2p +

2
+ trU Q(x)dxl +0(p™1)

oldugu ispatlanmigtir. Daha sonra D, 5 ifadesi 6zel olarak hesaplanarak

lim D3 = 0

p—o©

oldugu gosterilmis ve |A| = b, = P?+p +1)? —% icin



limD,; =0; (j=4)

p—o

limD{™ =0 (N=4)

p—o

elde edilmistir. Bu esitliklerden yararlanarak C , Q(x) operatdr fonksiyonuna bagl bir

sabit olmak Uzere

=[S om* [ 2
ZO [z (An®—m®) — %f trQ(x) dx — 2 (rQ'(m) — tr’(0)) + 2C

n=1
serisinin toplami i¢in formul bulunmustur. Bu serinin toplamina L operatorinin ikinci
dizenliizi denir.

Son olarak varsayilan kosullari saglayan Q(x) operator fonksiyonu igin ornekler

verilmistir.



BOLUM 2

ON BILGILER

H aynilabilir bir Hilbert uzayi olsun. Bu uzayda i¢ ¢arpimi (.,.)y , normu da ||. || ile
gosterecegiz. —0 < a < b < o olmak Ulizere bir (a, b) araliginda tanimh, degerleri H

uzayina ait olan

1. Her g € H igin (f(x),g)y skaler fonksiyonu [a,b] araliginda Lebesgue

anlaminda olgulebilir,

b
2 j 1F (OlZdx < o @.1)

kosullarini saglayan f fonksiyonlarinin kiimesini H; = L,(a, b; H) ile gbsterelim. H; in

herhangi f ve g elemanlarinin ig garpimi
b
.9 = [ (70, 9) 22)

seklinde tanimlanirsa, H; kiimesi bir ayrilabilir Hilbert uzayi olusturur (Kirillov [21]). H;

uzayindaki ic carpimi (.,.) , normu da ||. || ile gosterecegiz.

m = H olmak tzere A, D(A) dan H ye kendine es bir operatdr olsun. Her x €
D(A), x # 0 igin (Ax,x) >0 ((Ax, x) < 0) ise A ya pozitif (negatif) operator denir
ve buAd>0 (4<0) seklinde yazilir. Her x € D(A) icin (Ax,x) =0 ((Ax, x) < O)
ise A ya negatif olmayan (pozitif olmayan) bir operatér denirvebu A >0 (A<0)

seklinde gosterilir.



A ve B kendine es herhangi iki operator olsun. D(A) € D(B) ve D(A) dan Hye A— B
operatoru pozitif (negatif olmayan) bir operator ise A ya B den biylktir (kiguk
degildir) denir ve A > B (A = B) olarak yaziir. H den H ye tim sinirh lineer
operatérlerin kiimesini B(H) ile ve H den H ye tim tam sirekli operatdr kiimesini de

0. (H) ile gbsterecegiz.

Tanim 2.1 A negatif olmayan kendine es bir operatér ve B de B? = A olacak sekilde

kendine es bir operatoér ise B ye A nin karekoki denir.

Teorem 2.1 Negatif olmayan kendine es bir A: H — H operatoriinin bir tek negatif

olmayan kendine es B karekdki vardir. Eger C: H — H,

AC =CA (2.3)

olacak sekilde herhangi bir lineer operator ise

BC =CB (2.4)

dir (Lysternik ve Sobolev [22]).

Tanim 2.2 Bir A lineer operatoriniin bir A 6zdegerine karsilik gelen tim 6zvektorlerin
ve sifir elemaninin olusturdugu N; lineer manifolduna A nin 1 6zdegerine karsilik gelen

Ozuzayi denir.

Tanim 2.3 Bir A lineer operatoriniin bir A 6zdegerine karsilik gelen N; 6zuzayinin
boyutuna A 6zdegerinin katlilig denir.

1
A operatérinun pozitif karekoki Az seklinde gosterilir. A € 0., (H) sifirdan farkl bir

operator olsun. Bu durumda A*A kendine es negatif olmayan bir operatordiir ve
1 1

(A*A)z2 € 0, (H) dir (Cohberg ve Krein [23]). (A*A) 2z operat6rinin sifirdan farkli

Ozdegerleri s; =5, = -+ = 54 (0 < k < ) olsun. Burada her 6zdeger kendi kathhk

1
sayisi kadar yazilmistir. (A*A) 2 negatif olmayan bir operatér oldugundan sy, S5, ..., Sk

pozitif sayilardir. Bu sayilara A operatériiniin s sayilari denir. Eger k < coise s; = 0 ;

j=k+1,k+2,.. kabul edilir. A nin s sayilari bazen s;(4) (j = 1,2,...) seklinde de
yazilabilir. s;(A) = ||A|| oldugunu belirtelim. Eger A normal operator yani A*A = AA*

ise o taktirde



si(4) = 4| (j=12,..k) (2.5)

dir (Cohberg ve Krein [23]). Burada 4,(A),A,(4), ... ,4,(A4), A operatérinin sifirdan
farkh 6zdegerleridir. A operatérinin s sayilarinin sayisini v(4) ile gosterecegiz. v(A)

sonlu ya da sonsuz olabilir. s sayilari

v(4)

Z SP(4) <o (p=1) (2.6)

j=1

kosulunu saglayan tim A € 0, (H) kiimesinin, O operatérle birlesimini o, veya o, (H)
simgesiyle gosterecegiz. Burada o, (p = 1) bir ayrilabilir Banach uzayidir (Cohberg ve

Krein [23]).

Bu uzayin her A # O operatdériiniin normu

1
v(A) P

141 gy = | ) 5P A) @7

j=1
seklinde tanimlanir ve ||O|| op(H) = 0 kabul edilir.

Tanim 2.4 ¢, uzayina ait olan, basgka bir deyisle s sayilari

(o]

z 5;(4) < o (2.8)

j=1

ozelligine sahip olan A € o, (H) operatoriine ¢ekirdek operatéri denir.

A€ a,(H) ve B:H — H sinirli lineer bir operatér ise AB, BA € a,(H) ve

IABIl 5, = IBIIIAN g, 29)

IBAl 6,y = IIBIIAIl 6, 1) (2.10)

dir. Ayrica p; < p;ise 0, € 0, dir(Cohberg ve Krein [23]).

Tanim 2.5 A:H — H bir sinirl lineer operator olsun. Eger her {ej}io ortonormal

tabani icin Z}?":l(Aej,ej) serisi yakinsak ise A operatorii sonlu matris izine sahiptir

denir.



Teorem 2.2 A bir ¢ekirdek operatérii ise her {ej}z0 c H ortonormal tabani igin

D (4ese)
j=1

serisi yakinsaktir ve bu serinin toplami {ej}zo tabaninin secimine bagh degildir (Cohberg
ve Krein [23]). Bu Zjil(Aej,ej) toplamina A operatorinin matris izi denir ve trA ile

gosterilir.

A ve B herhangi iki cekirdek operatorii ve a, f herhangi iki sayi ise

tr(a¢A + fB) = atrA + StrB (2.11)
trd* = trd (2.12)
dir.

Teorem 2.3 Aco,(H) ve B:H — H sinirh lineer bir operator ve AB, BA € g, (H) ise

tr(AB) = tr(BA) (2.13)

dir (Cohberg ve Krein [23]).

Tanim 2.6 A:H — H bir sinirli lineer operator olsun. Bir @eH, ¢ # 0 vektoriu ve A
sayisl igin

A-AD"p =0 (2.14)

olacak sekilde bir n dogal sayisi varsa ¢ ye A operatoriiniin A 6zdegerine karsilik gelen

esas vektori denir.

Tanim 2.7 Sinirli lineer bir A: H — H operatoriiniin bir A 6zdegerine karsilik gelen tiim
esas vektorlerin ve 0eH elemaninin olusturdugu K, lineer manifolduna séz konusu

operatorin A 6zdegerine karsilik gelen esas lineer manifoldu denir.

Tanim 2.8 Sinirli lineer bir A: H = H operatoriiniin bir A 6zdegerine karsilik gelen K

esas lineer manifoldunun boyutuna A 6zdegerinin kathhgi denir.

Teorem 2.4 A gekirdek operatdérinin matris izi igin



trd = z 2:(4) (2.15)

dir. Burada her A; 6zdegeri kendi katllik sayisi kadar toplanmistir. ¥(A) sifirdan farkl
ozdegerlerin  kathliklarinin  toplamidir. Eger Aeo,(H) (1<p <o) ve {ej}‘f

(1 < w < ®), H de bir ortonormal elemanlar sistemi ise
w
p 14
Y 1(aes )" < (14l ) (2.16)
j=1

dir. Bu esitsizlikten 6zel olarak A gekirdek operatori igin

|trA| < [|All ¢, iy (2.17)

elde edilir (Cohberg ve Krein [23]).

Teorem 2.5 B(A) kompleks diizlemin bir agik G bolgesinde tanimli, degerleri o, (H)
uzayina ait ve bu uzayin normuna gore analitik bir operator fonksiyon ise her n dogal

sayisl igin

o [ (B“()l))'] . [dBn;A)l

| =nw [B’(/l) (B<n-1> (,1))]

dir.

Ispat: Teoremi ispatlamak icin dnce tiimevarimla
n-1

(B"@) = Y B BB () (2.18)
i=0

formilinin saglandigini gosterelim. Bu formilin n = 1 i¢in saglandigi agiktir. n = 2

oldugunda
(B2(1) = (BWBW)) = B'(A)B(A) + B(A)B' (1)

veya

(B2@) = ) B'@ BB
i=0



dir. (2.18) formulinin n = m igin saglandigini yani

m-—1

(Bm() = > BB @B @) (2.19)
i=0

oldugunu varsayip n = m + 1 igin saglandigini gdstermek gerekir.
(B™1() = (B™(M)BW) = (B™(A)) B(A) + B™(1)B' (1)
dir.

(Bm()l))' niin (2.19) ifadesi burada yerine konursa

(B™ ) = [Z B2 B'DB™ )| BO) + Bm(DB' ()
i=0

m-1

- z Bi(1) B'(A)B™ (1) + B™(1)B' (1)
i=0
veya
(B™@) = ) B BB (2)
i=0

elde edilir ki bununla da (2.18) formuli ispatlanmis olur. Varsayim geregi her 1 € G
icin B(1) € g,(H) oldugundan (3.18) den

n—1

w[(B"@)] = ) ulBi @B @B ()]

=0

elde edilir. B'(1)ea;(H) ve her i > 0 tamsayisi icin B{(1)eo, (H) oldugundan bu son

esitlikten

w[(B )] = Z tr[B' (DB ()B(D)]
i=0

veya

tr[(B"@))'| = n.te[B' (W)B"* ()]

10



bulunur (Cohberg ve Krein [23]). Bdylece teorem ispatlanmis olur.

Teorem 2.6 Degerleri g; (H) uzayina ait olan bir B(1) operatér fonksiyonu bir 1 = A,
noktasinda o;(H) uzayindaki normuna gore analitik ise o zaman trB(A) skaler

fonksiyonu da bu A = A, noktasinda analitiktir ve

trB’(Ag) = [trB(D]j=y,

dir.

ispat: B(1), A, noktasinda o, (H) uzayindaki normuna gére analitik oldugundan

B(Ay + A1) — B(4
lim (|2 )~ B( °)—B'(,10) =0 (2.20)
AA-0 AL
o1 (H)
dir. Ote yandan
B(Ay + A1) — B(A By + AA) —B(4

WOt AD =BG (1B 4D =BG

A AN o1 (H)
veya
trB(Ay + A1) —trB(A B(Ay +AA) — B(4
rB (4, ) rB( 0)—trB'(/10) < (Ao ) ( 0)—B'(/10)

A A o1 ()

oldugundan (2.20) den

trB(4y + A1) — trB(4,)

AL =0

lim
AA—0

— trB'(Ay)

elde edilir. Dolayisiyla trB’(4,) = [trB(/l)]jlzlo dir. m

Tanim 2.9 Kendine es bir A operatoriniln spektrumu sadece her birinin katlilig sonlu

olan

Ay Az, ey Ay e (2.21)
O0zdegerlerinden ibaret ve

lim A, = o
n—oo

11



ise A operatori saf ayrik spektruma sahiptir denir. (2.21) de her 6zdeger kendi katlilik

sayisi kadar yazilmistir.

Bir A lineer operatoriiniin rezolvent kiumesini p(A) spektrumunu da o(A4) ile

gosterecegiz.

Teorem 2.7 H ayrilabilir bir Hilbert uzayi ve A: H — H kendine es bir operator olsun. A

operatorinun,

1. Ozvektorlerinden olusan tam ortonormal bir kiime var

2. Sifirdan farkli her 6zdegerinin kathhgi sonlu

3. Her € > 0 icin [—¢, €] araligina ait olmayan 6zdegerlerinin sayisi sonlu

ise A operatori tam slireklidir (Smirnov[24]).

12



BOLUM 3

DORDUNCU MERTEBEDEN SINIRLI OPERATOR KATSAYILI BIR
DIFERANSIYEL OPERATORUN SPEKTRUMU VE iKINCi DUZENLI izINIiN
HESAPLANMASI

3.1 Dordiincii Mertebeden Sinirli Operator Katsayil Bir Diferansiyel ifade ile

Olusturulan Operatoriin Spektrumu Hakkinda

H ayrilabilir bir Hilbert uzayi olmak tizere H; = L, (0, m; H) uzayinda sirasiyla
L(y) =y"(x)

1(y) =y"(x) + Q(x)y(x)

diferansiyel ifadeleri ve ayni

y'(0)=y'(m) =0

y"(0)=y""(m) =0

sinir kosullari ile olusturulan L, ve L operatorlerini ele alahm. [(y) nin ifadesindeki

Q (x) operator fonksiyonunun asagidaki kosullari sagladigini varsayalim:
1% Q(x), [0, 7] araliginda dérdiincii mertebeden zayif tiireve sahiptir ve her

x € [0,7] icin Q¥ (x) (i = 0,4) H den H ye kendine es ¢ekirdek operatérlerdir.
2% llQll <5

3%) H uzayinin

13



D Ie@enll < oo
n=1

olacak sekilde bir {¢,, }5—; ortonormal bazi vardir.

49) ||Q(i)(x)||01(H) (i = 0,4) fonksiyonlari [0, r] araliginda sinirli ve élgiilebilirdir.

Burada o,(H) ile H den H ye ¢ekirdek operatorlerin uzayi gosterilmistir. Ayrica (.,.)y

ve (.,.) ilesirasiyla H ve H, uzaylarindakii¢c carpim, ||. ||y ve ||.|| ile de sirasiyla H ve

H; uzaylarindaki norm gosterilmis olup trA ile bir A c¢ekirdek operatoriinin

O0zdegerlerinin toplami belirtilmistir.

L, operatériiniin spektrumu {m?*};o_, kimesidir. Bu kiimenin her noktasi L,
4

operatoriinin kathligi sonsuz olan Ozdegeridir. m* Ozdegerine karsilik gelen

ortonormal 6zvektorler

(1 0
R m =
Vi
dy =+
2
— m=1,2,
\ s
olmak lzere
Yypn(x) =dp,cosmxp, (m=0,1,2,..;n=1,2,...) 3.1
seklindedir.

Lo ve L operatérlerinin rezolventleri sirasiyla R ve R; olsun.

Q(x) operatér fonksiyonu 3°) kosulunu sagliyor ve A ¢ {m*}%_, ise QRY:H;, —» H,
bir cekirdek operatordir. Gergekten L, operatoriiniin (3.1) 6zvektorler sistemi H;
uzayinin ortonormal bir tabani oldugundan bu durumda [23] ten bilindigi gibi QR)? In

cekirdek operatori oldugunu géstermek icin

serisinin yakinsakligini gostermek yeterlidir. (3.1) den

14



i i“QRi’wmnll = Im* - 2! i ino,wmnn

m=0n=1 m=0n=1
1
(o] [e%) - 1T E
= Z z Im* — 2]t f(Q(x)dm cos mx¢@, , Q(x)d,, cos man)de]
m=0n=1 Lo

1
2

I
NgE
NgE

- T
|m* — 4|71 fdmzcosz mx||Q(x) @y Il dXI
-0

3
Il
o
S
Il
=

1
2

A
s
s

[m* — a1~ f”Q(x)(pn”IZ-Idx]
-0

3
Il
o
S
1l
[y

= > Im* =217 ) 110G)e (3.2
m=0 n=1

elde edilir. 3%) kosulu ve (3.2) den

3" S loRb il < o

m=0n=1
bulunarak QR € a;(H,) oldugu ispatlanmis olur.

Q(x) operatér fonksiyonunun 2%) ve 3°) kosullarini saglamasindan yararlanarak L
operatériiniin spektrumunun, ikiserli ayrik [m* — ||Q|,m* + [|Q|]] (m =0,1,2,...)
araliklarinin birlesiminin bir alt kiimesi oldugu ve spektrumunun asagidaki 6zelliklere

sahip oldugu gosterilebilir [15].

1) L operatériiniin spektrumunun [m* — [|Q||, m* + ||Q||] araligina ait m* ten farkli

her bir noktasi, kathligi sonlu olan ayrik bir 6zdegerdir.
2) m*, L operatériiniin kathlig sonlu veya sonsuz olan bir 6zdegeri olabilir.
3) {Amn}=y, L operatériniin [m* — [|Q],m* + ||Q||] araligina ait olan 6zdegerleri

olmak tizere lim A,,,, = m* tir.
n—->0o

15



3.2 Ozdeger ve Rezolvent ile ilgili Bazi Bagintilar

p(L), L operatériiniin rezolvent kiimesi olsun. Her A € p(L) igin QR € a,(H,)

oldugundan
Ry — R} = —R;QR}

formilinden R; — R € o,(H,) elde edilir. Diger yandan

o)

Z(Amn —mY (m=012..)

n=1
serileri mutlak yakinsaktir. Bu durumda

(R~ R7) = ZZ(Amn—A_m“'—/l)

m=0n=1

2

formuliiniin saglandigi bilinmektedir [15]. Bu esitligin her iki tarafini % ile carpip

1
|/1|=bp=(p2+p+1)2—§ (PeEN,p=1)

cemberi Gzerinde integre edersek

L jlztr(R —RO)d/1=i J/Fii( L1 )d/l
2mi AT 2mi Apgn —A4 m*—21

[Al=bp |Al=bp m=0n=1
p [e']

e [ 233 ()

- 2mi Amn —A m*—24
I/ll—bp m=0n=1

v 23 St e

2mi Apgn — A4 m*—21
|1|=bp m=p+1n=1

elde edilir.

m<pve p=1ign

A <m4+1< 4+1<(2+ +1)2—1=b

16
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dir. Dolayisiyla

|/1mn|<bp mSP;PZl;(n=1,2,...)

dir.

m>pve p = 1ligin

1 1 1
Amn2m4—§2(p+1)4—5>(p2+p+1)2—§=bp (3.6)

veya

Aapn >b, m>p;p=21;(n=12..)

olur. (3.4), (3.5), (3.6) ve Cauchy integral formiliine gore

1 22 Amn ,m<p ise
S dl =
21i -
™ |,1|=pr Amn 0 ,m>p ise
1 22 m8 ,m<p ise
ami ) amm T |
|A|=bp 0 ,m>p ise

oldugu g6z online alinirsa

p o)

1

P ] 22tr(Ry — RY)dA = Z Z(m8 — Amn’) (3.7)
|/'L|=bp m=0n=1

bulunur. (3.3) formuliinden herhangi bir N dogal sayisi igin
N
0 i pO 0}/ N+1 0\N+1
Ry—R} = ) (-1)/RY(QRY) + (—1V*'R;(QRY)
j=1

formli elde edilir. Bu ifade (3.7) de yerine yazilirsa

D o N .
Z Z(m8 ~ Amn?) = 2 (;2} f 2tr [RO(QRY)'| da
m=0n=1 j=1 |/1|=bp

17



Leu

— N+1]

2t |Ry(QRY)" | da

|A|=bp

olur. Bu formulu kisaca

14 00
ZZ(AM —m?®) = ZDWJFD(N)

m=0n=1 j=1
seklinde yazalim. Burada

(_1)j+1

D
2mi

i —

2t [R(QRY)'| da

|)~|=bp

w _ DY 2 0yV+1
Dp = 2—7'[l Actr [R)L(QR)L) ]d/l

M|=bp

dir.

Yardimci Teorem 3.1 QR;? operatér fonksiyonu her A #m?

noktasinda o, (H,) uzayindaki norma gore analitiktir ve

(QrY)' = Q(RD)’

dir.

ispat: Her 1 € p(Ly) icin Ry cekirdek operatér oldugundan ve

R)(L)+AA - R)(L) = AAR}%AAR)?

formdilinden yararlanarak

QRRiar — QR}
AL

—QRY’|| = |oR%aiRS — Q(RY)’

0_1(1_11) Ul(Hl)

= [|QRSRS ar — (R’

o1(H1)

= |QR} (R a1 — Rg)”al(Hl)

< ||QR)(1)||0—1(H1)||R/(1)+A/1 - Rgllal(yl)

18
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elde edilir. Al/ilm0||R§+AA — R,?” = 0 oldugundan buradan

QR/‘(1)+AA - QR/(l)

AL =0

o1(Hy)

~Q(RY)’

lim
AA-0

bulunur ki bu da g, (H;) uzayindaki norma gére

_ QRJp2— QR
lim

_ 02
AL1S0 AL B Q(R’l)

veya
! 2
(QRY) = Q(R?)
olmasi demektir. Béylece Yardimci Teorem ispatlanmis olur.

Teorem 3.1 Q(x) operatér fonksiyonu 2°) ve 3°) kosullarini sagliyor ise

D,; = (-1’ f Atr [(QRQ)’] da (3.12)

Tij
M|=bp

formuli saglanir.

Ispat: Yardimci Teorem 3.1 e gére her j dogal sayisi icin (QR,({)] operator fonksiyonu
p(Ly) bolgesinde g, (H;) uzayindaki norma gore analitiktir. O taktirde Teorem 2.5 e

gore
wrf[(erY)] } = s er[(0R) (R

dir. Yardimci Teorem 3.1 den (QRY)' = Q(RY)” dir. Bu son iki esitlikten
wf[(0r))]} = er[(0RY) 0 (RY)’] = st [ (@RS RS] = j.er[RE(QRS)']

bulunur. Bu baginti D,,; nin (3.10) ifadesinde g6z 6niline alinirsa

DPFﬂ Jzztr{[(QRg)j]'}dA

2mij
/ 1A1=b,,

elde edilir. Bu forml
19



_(pn

f tr{[AZ(QRg)j]' - za(QRg)j}d/l

PIT 2mij i,
(=1 j (-1)/*? Ik
= ) Ibp/ltr{(QR,?)}d/l S ) Ibptr{[AZ(QRg)]}da (3.13)

seklinde yazilabilir. Teorem 2.6 ya gore
wf[2(er) ]} = {er[r2(0r)'f

dir. Dolayisiyla

ftr{[AZ(QRg)j]'}dzz f {tr[AZ(QRg)j]}'dA

|/1|=bp M|=bp

olur. Bu esitligin sag tarafindaki integrali asagidaki gibi iki egri Gzerindeki integralin

toplami seklinde gosterelim:

j fer[22(erY)']) an

1A1=b,

_ ] {tr[AZ(QR;?)j]}’dA+ J {tr[AZ(QRg)j]}'d/l (3.14)
11=b, IA1=b,

ImA=0 ImA<0

g0, 0 <& < b, —(p+ 1)* olacak sekilde bir pozitif sayi olmak iizere tr [AZ(QR/?)]]

fonksiyonunun
Gl = {A bp — & < |A| < bp + So,lml > _80}

GZ = {A:bp — & < IAI < bp + So,lml < 80}

basit baglantili bélgelerin analitik ve
{A€C:|Al = by, Im1 =0} c G

{xecC: || = b,,ImA <0} G,

20



oldugu dikkate alinirsa Leibnitz formilind kullanarak (3.14) ten

f fer[22(eRY)]) da =2 [er[,2(0RS)'] - e [b,2(@RDY'] | = 0

|A1=by

elde edilir. (3.13) ve bu son esitlikten

(-1 -
Dy = fAtr{(QRg)’}da
|Al=b,

bulunur. m

Teorem 3.2 3°) kosulu saglanir, [|Q(x)lls,y fonksiyonu [0,m] araliginda
integrallenebilir ve Q'(0), Q' (), Q"' (0), Q"' (i) € g, (H) ise

14 Vs

2 1
Dy, = - Z m* f trQ(x) dx + Ep(p +1)(2p + 1) (trQ'(m) — trQ’(0))
m=1 0

p
+ %p(trQ”’(O) — trQ”’(n)) + % Z f tr Q% (x) cos 2mx dx (3.15)

m=1o

dir. Burada
trQP(x) = ) (Q (Wm0
n=1

dir.

ispat: Teorem 3.1 den

1 0
Dy =—— f/ltr(QRA)dA (3.16)
|A|=bp,

dir. Diger taraftan L, operatorinin (3.1) 6zvektorler sistemi H; uzayinin ortonormal
bir tabanidir. Ayrica QR/? her A € p(Ly) igin ¢ekirdek operatori oldugundan tanim

geregi
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P o
w(QRY) = Y > (QRWmns Yimn)

m=0n=1
dir. Bu ifade (3.16) da yerine yazilirsa

P
D, =—2 f;tz
PL™ i

|A|=bp m=0n=

o)

(QRY Y, Ymn) dA (3.17)
1

olur. |(QRf1’1pmn,t/)mn)| ifadesini sinirlandiralim. (3.1) den yararlanarak
R)(L)lpmn = (Lo — /U)_ll/)mn = (m4 - A)_llpmn

oldugunu dikkate alirsak

| (QR/’(L)Ipmnr lpmn)l =

f (QR,'?l/Jmn (x)' lpmn(x))H dx
0

= |m* -2 f(lemn(x)'lpmn(x))de
0

71'
= |m* - 2|t f(Q(x)dm cos mxq,, , d,,, CoOs mx@,,) ydx
0
s
< Im* = 217 [ 1@ g, @)l
0

T
< [m* — A1 j 10 () @nlldx
0

1
2

T
< Vrjm* — a1 f 10 @nlldax
0

= Valm* — AI7Q )¢yl

dir. Q(x) operator fonksiyonu 3°) kosulunu sagladigindan bu son bagintidan
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i(QRi’wmn,wmn) (m=012,..); i i(Qwamn,lpmn)
n=1

m=0n=1

serilerinin |A| = b, cemberi lzerinde A ya gére mutlak ve diizglin yakinsakligi elde

edilir. Dolayisiyla (3.17) den

o 00

D=z Y [ A =2 QU )i

m=0n=1 |/1|=bp

=ZZ
m=0

(0]

n=

1 A
I(lemn: wmn) ﬁ wj m dA

m4 (lemnl lpmn)

M= i
Ik

Nk

s
m* f(Q(x)dm COS MX Py, , d,yy COSMXP,) ydx
0

3
I
o
2
I
-

4

m (Q(x)¢n; Qon)H cos? mx dx

I
SHINS
M=
s

O\:l

1

3
Il
=
S
1l

Nk

)

m=1

RN

1

S
1l

- f Q)@ @2 dx
0

P oo T
2
+ - Z z m4f(Q(x)(pn, )y €COS 2mx dx
0

m=1n=1

elde edilir. Ayrica

q [
> @Wn o)n| < D 1QOGoul SN0y (@ =12,

< QG g, iy

q
Z (Q(x)@n, Pn)y cOs 2mx
n=1

olup varsayim geregi
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T
f 10Oy, apydx <
0

oldugundan Lebesgue teoremine gore

T

dx —Jt‘r Q(x)dx

0

oo

> f Q@ ¢n ) dx = f [Z(Q(x)gow oy

n=1

dir. Dolayisiyla
14 T 14 T
2 2
_Ez jtrQ(x)dx +Ez m4ftrQ(x) cos 2mx dx
m=1 m=1 0

olur. Arka arkaya dort kez kismi integrasyon uygulanarak

T

1
f tr Q(x) cos 2mx dx = %sin 2mx trQ(x)
0

A

A

1
=2 cos 2mx trQ’'(x)

_ trQ'(m) — trQ’(0) 1

4m?  am?
0
trQ’ () — trQ’(0) 1 T
— — sin 2mx trQ" (x)
4m? 8m3 0

1
+ %j trQ""" (x) sin 2mx dx

_wQ'(m) —trQ'(0) 1

N 4m?2 + 8m3
0

_ trQ'(m) — trQ’(0)

B 4m? "~ 16m*

T

J tr Q% (x) cos 2mx dx
0

+ 16m*

24

cos2mx trQ'" (x)

(3.18)

T
1
- — | trQ’ in 2mx d
. ij rQ’(x) sin 2mx dx
0
s
1 n
O—thrQ (x) cos 2mx dx

f tr Q"' (x) cos 2mx dx

T
f trQ""' (x) sin 2mx dx

T

0



B trQ'(m) — trQ'(0) B trQ"’ (m) — trQ""'(0)

4m? 16m*

T

f tr Q% (x) cos 2mx dx
0

+ 16m*

bulunur. Bu ifade (3.18) de yerine konulursa

P s
2
D,, = - Zl m* f trQ (x) dx +
m= 0
2 z L |trQ'(m) —trQ’(0)  trQ"(m) — trQ""(0) fon tr Q" (x) cos 2mx dx
T ;1 m 4m? B 16m* + 16m*
veya
2w [
Dy =~ Z trQ (x) dx + —p(p +1)(2p + 1)(trQ’ () — trQ’(0)
m=1 0

p w
+ %p(trQ”’(O) —trQ"' (m)) + % Z f tr Q% (x) cos 2mx dx

m=1y

elde edilir. Béylece teorem ispatlanmis olur. m

Bu kez de j = 2 igin asagidaki teoremle hesaplanmasi daha karmasik ve kapsaml olan
Dy, yi hesaplayalim.

Teorem 3.3 Teorem 3.2 nin kosullari altinda

6p+7 [ 1w [
_ j 02 (x) dx+Ez f Q2 (x) cos 2mx dx

2
p 8m
0 m=10

2
+2p+ U Q(x)dxl oY (3.19)

dir.

ispat: Teorem 3.1 e gore
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1
Dy =5~ f)ltr[(QR,?)z]dA
A1=b,

g [ A0 (@ ) o2

|A|=b, m=0n=1

olacaktir. Ayrica QRY Y, = (m* — 1) ™1 QY olup buradan

(QR/‘l) Yinn = (Tgl/)mnﬂ)

= (m* — D)7 QR3 (Q¥m)
= (m4 - A)_lQRg [Z Z(lemn' lprq)lprq]
r=0qg=1

= (' = D7 @ = 7 Qs ) Qg

r=0q=1

bulunur. Bu ifade (3.20) de yerine konursa

s % A1=b, ' LZO nZl Z(:) ; (Qwan’—w;lq“'))((iqiri"*q)]mn) aA
- mZ:o ; Z; qzzll(me“' Lljrq)l 27TL (/1 m‘;(/l — r4)
P o P o
=ZZZmemM;i<%W%qwa
m=0n=17=0 g=1 1A1=b,
P o o o
+ Z Z Z Zl(men'Lprq)'Z ZLEL f - m‘g(/l —r%) da
m=0n=1r=p+1q=1 1A1=by

+

o o0 P o
> DY oM@ o [ Gemoms @

=p+1n=1r=0q= |A|=b

+ Z Z Zl(men LDFQ)l Zm f m“;l(/l—r“)d)L (321)
p+

m=p+1n=1r=p+1q=1

3
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elde edilir. Burada

m=r <pise

A

A-mH(A - r4)

|21=bp
m=*r < pise

A

Ga-mHa—rH™

|A|=bp

1

m* —r*|2mi A— m4

Al=by

bagintilari saglanir. Ayrica

3 Y S @b 5

2w f A—rt

f (/1— ———di=1

|141=byp

dil =1

|A1=bp

2m I 1- m4)(/1—r4)

A

0 0 p 0
- Z Z Z Z|(Q¢rq,¢mn)|2 thi |/1|=fb A-rHA—m*)

A

P o oo o
= ZZ z Zl(men'qu)lzz; A A-—mH(A -1

m<p,r>p ise

1 2 -
2mi _f A—mH(—1%

||=bp

ve m>p, r>pise

1 A 4
2mi f A-mH@A—-r*)

|A1=by

4

m* —r4

27
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oldugu gorular. (3.21), (3.22), (3.23), (3.24), (3.25) ve (3.26) dan

14 o P oo 14 0o 00 0o
D=3 O Sl @n v 2> S S @t )

m=0n=1r=0q=1 m=0n=1r=p+1q=1
p o 00 4 oo oo oo

= z ZZZKqumnrq}rq)l - 2 2 2 ZKQqun'Lprq)l
m=0n=1r=0qg=1 m=0n=1r=p+1q=1

p o oo oo
S IMIPPICIMS

(=}
S
I

[y
=
II

+
D—\
[y

Y Y > (122 @ el

bulunur
14 co "
r* +m*
Xp =&y (TL, CI) = Z Z T‘4 |(Q¢mn' qu)l
m=0r=p+1
olsun. O taktirde
14 o o 00

Dpo= ) D llQUmall? = > >, (3.27)

m=0n=1 n=1q=1

olur. Diger taraftan m = 0,p ve r =p + 1, igin

2

|(QWmnn, LIJrq)lz = j(Q(x)dm COS MX P, dy COSTX @), A
0

2

= J(Q(x)dmcosmxgon,\/Zn‘lcosrx(pq) dx
H
0

2

s
f (Q(X)¢n ¢q), cosmx . cosrx dx
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cos(m+1r)x + cos(m —r)x

24,2 | [
— ‘ [ @on ey, dx
0

2

A’
=—— f(Q(X)QDn, ¢9q),,[cos(m = 1)x + cos(m + r)x]dx
dn?| [ ’
= % f(Q(x)q)n' (pq)H COS(m - T')x dx
0

) T
+ @ [f (Q(x)(pn, (pq)H cos(m —r)xdx.
0

T

ij cos(m+1r)x dx]
0
2

dn?| [
% f(Q(x)(pn, (pq)H cos(m + r)x dx
0

bulunur. Dolayisiyla

© 2

p
1 +
°<p=gzodm2 Z L f(Q(X)q)n,qu) cos(m —r)x dx

r=p+1
p (o)
1 i r4
+—
i) m r“'—m“‘
m=0 r=p+1

Re

f(Q(x)q)n, <pq)H cos(m—r)xdx. f (Q (X)n, <pq)H cos(m+r)x dx]
0 0

p o
DI
2T m

m=0

r=p+1

2

f(Q(x)%' ®¥q),, cos(m +1)x dx

K= 01 +0Cpy+Cp3 (3.28)

seklinde yazilir. Burada

p oo
1 2 r* +m*
1=z ) I )
m=0

r=p+1

2

(pq) cos(m —r)xdx
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Re 2 r*+m*
Ky = — dm -
Pe 4 _ma

m=0 r=p+1

[J. (Q(x)@n, <pq)H cos(m —r)xdx. f (Q(x) @, <pq)H cos(m+r)x dx] (3.29)
0 0

2

14 oo
1 r* +m*
Xp3= o5 Z dm” z f(Q(x)¢n, (pq) cos(m + r)x dx (3.30)
m=0 r=p+1
olmak tzere
o) 2
1
Xp1= ) Z f(Q(x)gDn, <pq) cosrx dx
=p+
2
1 Z ) 4
2 ©q),, COSix dx
n .
<p
>p
T 2
= oq f(Q(x)QDn, 9q), cosrx dx
r=p+11lp
o V(4 2
1 . T4 +m4
i=11p r—-m=i
msp
r>p
i <p halinde(m=>1)
Z mt p* (p - 1* (p—i+1*
r_m_ir‘l'—m‘l' - (p+l)4_p4 (p_1+l)4_(p_1)4_(p+1)4-_(p_l+1)4
msp
r>p
i—-1 .
_ (- nN*
p—-j+D*=(@-N*
j=0
i—-1 . . ) ‘ .
NP3, { N i2(p — j) +1i]
|40 48 TB2G -+ 420 - + 2ip— ) + ]
]:
A L1 ] ]
_p 1-4 lz 1 20— +i
4 84u2p—2j+i 4.02(p—j)2+2i(p—j)+i2
J:
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r* +m 2m
Zr‘*—m4= Z 1+ _l+22r4—m4

m,reE r-m=i m,reE

msp

r>p
I G i C Z 2(p—j) +i
TR T Ty Ty 2p—2]+L 24320~ + 21— + 2
_P+1+il_1 1 +il_1 2(p =) +i
2 4 4La2p—2j+i 2442(p— )P +2i(p - ) +1i7

Jj= Jj=

i-1 i-1 i-1
iz 1 _iz 1 <izl_i2<i2
4Li2p—-2j+i 4Lp+(@—N+U—j) 4&Lp 4p p
j=0 Jj=0 j=0

,i-1 . . , i1 . .
i 2b—j) +i <Lz 2p—j) +2i
2420 -2 +2ip - N+ 24— )P+ 2 )+ 02
]= —3
i— 1
i 2 -p+il
Ll —))+i)?
]—0
i—1
] 1
- +1i
Sip—j
i-1 {2
<iy —=—
Zip P
Dolayisiyla
r*+m* p 1 ,
Z GoaT T (isp) (3.32)
m,reE
dir. Burada 0,(p™1), p ve i ye bagli
2
0<0;(pH< > (3.33)
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esitsizligini saglayan bir ifadedir.

i >p halinde

m4 14 24- p4
E = — + — Fop——
rt—-m* (+D*-1* (+2)*-2* (i+p)t—p*

r-m=i

msp
r>p
zp: Zp: i iG+2)
— (i +])4 —j* L 8 8(l +2j)  4(2j% + 2ij +i?)
p
p(p +1) 3p z i+2j
8 8 - 4 2] + 2ij + i?

r* +m* Zm
Zr‘*—m“z Z L+ p+22r4—m4

m,reE r—-m=i m,reE
msp
r>p
P p
B +p(p+1) 3p+l 1 Z i+2j
—P 4i 4 ._i+2] 2j% + 2ij + i?

p

p(p +1) pi 2p z iz i+2j
4i 4i Y1772 2,12]‘2+2ij+i2
]:

1 +1 —1 [ 1 i+ 2j
_p 1. 0 ){p )+_Z- Z j
2 4 4i 4__l+2] 2j2 + 2ij + i?

<p+1+ Z z 20+ 2j
2 24?4 2ij +i?

<
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Dolayisiyla

S LA 0p)  (i>p)

r4
m,re€E

dir. Burada 0, (p), p ve i ye bagh

0<0:,(p)=2p
esitsizligini saglayan bir ifadedir.

(3.31),(3.32) ve (3.34) ten

oo T

1
*n= o Z
r=p+1
( p

i=1

p
1 . —_
+ ﬁz 1201(19 b

i=1

oo

1 b4
+ 2 Z 0:(p)
i=p+1 0

e
P
+ Z i20,(p™")

+ i=;1 02(p) Of (Q()¢n ¢q),, cosix dx

elde edilir.

f (Q()¢n, @), cosTx dx

2

f(Q(x)%. ®q),, cos ix dx

j-(Q(x)(pn' (pq)H cosix dx
0

f(Q(x)%, ®q),, cos ix dx
Jn(Q(x)q%v(pq) cos ix dx

j(Q (X)Pn, ¢g),, cOS ix dx
0

(3.34)

(3.35)

(3.36)



2

o0, W= — ( i

i=1

1 o [ 2
=gt 1)2 f(Q(x)(pn'QDq)H\/;COS ix dx
i=1]o

T

1 - 5
:§(2p+1)z f(Q(X)q)n,cpq)H —cos ix dx

:10

f(Q (X)Pn, ¢q),, cOS ix dx
0

2

1 1
tg @r+ D f(Q(x)wn, ¢q), |- dx

1 1
—g Pt D f(Q(x)wn, ®q),, —dx

1 [o9]
——@p+ D)

i=0

T 2

j-(Q(x)(pn' (pq)Hdi cosixdx

0

T 2

1
f(Q(x)%, %)H\/;dx
0

= %(ZP + 1)] [eler (pq)H|2 dx
0

1
——(2 1
87T(p+ )

2

1
—@(2294-1)

[(ewpn00),ax
0

dir. Ayrica

2

[4
0< o (Zzle ,(p™H)

i=1

I(Q(x)q)n @q),, cos ix dx

p 2

Z (0™ J(Q (X)Pn, @), Sin ix dx

<Ly
T2p

i=1

2

f(Q’(x)(pn' (pq)H sinix dx
0

34
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2

(0]

IERNITPS 2
_%Z (Q (x)(pnr(pq)H Esmlxdx

i=1|o

1 T
= gof [CRers <Pq)H|2dx

< %bf |(Q’(x)(pn, (pq)H|2 dx (3.38)

2

(0]

BT z 0,(p)

i=p+1

= i 02(17)1.12

i=p+1

j(Q(X)QDn, @q),, cos ix dx
0

2

] (Q'()¢n 9q),, sinix dx
0

n 2

f (Q'(X)@n 9q),, sinix dx

0

o)

< 2p Z
m2(p+1)?

i=p+1
2p s
m2p? Z

i=p+1

T 2

f(Q’(x)(Pn, (pq)H sinix dx
0

<

2

T2p

fore] A
j (Q'()¢n 9q),, sinix dx
i=11p

2
00

s
_ 12 (@ ) 2 .
T p . ’ Q' (X)¢n, 9q) , —sin ix dx
1= 0

1 T
= Ebf |(Q,(x)<pn' <pq)H|2 dx
< %Of |(Q’(x)(pn, (pq)H|2 dx (3.39)

dir. (3.27) ve (3.28) den

Dy = i iuwmnuz - i i(ocp1+o<pz+ocp3) (340)

m=0n=1 n=1q=1

35



elde edilir. Ayrica (3.36) dan

Z Z o,y = z Z(“m(”+ o @Dt oy @)

n=1q=1

S
1l
Juy
)
1l
Juy

tar. (3.37),(3.38) ve (3.39) bagintilarindan

ii o, (1)=—(2p+1)i

NgE

[ le@onay),| ax

=
Q
1l

[y

; :

1q=1

Nk

(2p +1)

[ @G0n04)
0

S
1l

3

1 oo
= I | 210Gl

LYy << [ aax) en wq)

n=1q=1
1 N ,
=57 @+ D | D 10l dx

2

n=1

1 2

( fo nQ(x)dx> on

1 m 1 n 2
= 5(219 + Djo trQ?(x) dx — W(Zp + 1) tr <fo Q(x)dx)

H

(o) 0 (o] o T
1 2
<33 e <23 S l@omen), o
n=1q=1 pn=1q=10
1("%
[ D0l dx
P 0

n=1

3 PPN
== f tr[Q' (OT? dx

=03(p™")
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i il 0P| < %i i Ofn [CResrs (pq)H|2 dx = 05(p%)

8w 82

Z Z Xy = 2 + 1.[- trQ?(x) dx — v +1 tr U Q(x)dxl +0,(p7Y)  (3.41)
0 0

dir. Burada

C
0<0,(p}) < 51

dir. Simdide o, ve ;3 U sinirlandiralim.

T 1 T
j(Q(x)q)n, goq)H cos(m —r)xdx| = ‘EJ(Q’(x)(pn, <pq)H sin(m — r)x dx
0 0

[|(QI(O)()0TLI ¢q)H| + |(Q’(7T)§0nr (Pq)H| + |f0n(Q”(x)(Pn: (Pq)H cos(m —r)x dx”

= (m — )2

< (mi,,)z [|(Q’(O)<0n,<0q)H| +|(@menw,),| +f |(Q”(x)(pn,(pq)H|dx] (3.42)
0

dir. Buna gore

<

](Q(x)q)n, goq)H cos(m —r)x dx. f(Q(x)gon, (pq)H cos(m + r)x dx
0 0

3 “(Q'(O)(pn, goq)H|2 + |(Q’(n)gon,g0q)H|2 + ﬂf: (Q" ()P, (Pq)H|2 dx]

(m—r)2(m+r)?

dir. (3.29) ve son bagintidan

p 0
0,5 < 3 2 z r* +m*
“ —_—
P2l =g (r+m)2(r —m)2(r* — m*)

m=0r=p+1

[|(Q'(o><on, 00)| +|@@an0o),| 47 [ (@ @onwy),| dx| @43
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bulunur. Diger yandan

14 0o P o0
Z Z r* +m* <1Z Z:r‘*+m4 1
(r+m)2(r —m)?(r* —m*) 2 r¥—m* (r —m)?
m=0r=p+1 m=0r=p+1
1 i rt+m* 1
-2 4 _ 4 2
P i=1 m,reEr m-i
1 i 1 r* +m*
-2 2 4 _ 4
P i=1 ! m,reEr m
dir. (3.32), (3.33), (3.34) ve (3.35) formdllerine gore
r* +m*
Z rt —m# <3p
m,r€E
dir. Dolayisiyla
2 r* +m* Ip 1 o
<—= =< — 3.44
z z (r+m)?2(r —m)?(r* — m*) pZZ:i2 p ( )
m=0r=p+1 i=1

olur. (3.43) ve bu son esitsizlikten

C
|| <§3

[CROrS q)q)H|2 +|(@'men, <pq)H|2 +f [CHeTS qoq)H|2dx

bulunur. Buradan

oo

[ee] (00] (o]
P EDIPI

n=1q=1 n=1q=1
C3 — ) had , T oo )
<2 LZIIQ (O)pnlly + ;ne (malls + j ;no el dx]
B C_gltr[Q'(O)]z +tr[Q'(m)]* + J tr[Q" (x)]%d ]
p o

LG (3.45)
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elde edilir. (3.42) bagintisindan faydalanarak

T 2

f(Q(x)fﬂn, <Pq)H cos(m + r)x dx

0

<
T (m+r)t

(@@ g, | + (@ @ona),| +7 [ |(@@enen),| (3.46)
B 0

bulunur. Ayrica

LR 4 4 4
Z Z :4i24 (m+r)4 Z Z (r+m)2(:—+mn;2(r4—m4)

m=0r=p+1

oldugu dikkate alinirsa (3.30),(3.44) ve (3.46) dan

0< Z Z a < (3.47)

elde edilir. (3.40), (3.41), (3.45) ve (3.47) den

Dyz = z ZqumnnZ

m=0n=

T - 2
trQZ(x) dx + 2};7:_2 ! tr [f Q(x)dxl
0

+0(p~ 1) (3.48)
bulunur. Burada 0(p~1), p ye bagh ve

-1 Ce
|0(p )|<? (c6 > 0)

kosulunu saglayan bir fonksiyondur. Diger yandan

ooTL'

p 0o
> Dbl = Y D" [ @)y cos mx pn, Q) cosmx )y

m=0n=1 m=0n=19g

1 > r
2 > | @@
=10

2 <
+; chos mx (Q*(X)@n, @) ydx

m=1n=1o
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[o0) T
1
;Z f(Qz(x)(pn' (pn)de
n=1y
p co T
2 1 + cos2mx )
#2332 @ e e
m=1n=1og

Ne

DM i

Q%)@ @uIudx +— i i j (Q* ()99I

1w [
+— zf (Q%(xX)@p, Pn)y cOs 2mx dx
nm:l n=1g
1<
p +
" [@weoneudx
1o

Z (Q2(x) @, Pr) y cOS 2mx dx

=1

1=

+
SRR

3
[

_Pr- il 1 trQ%(x) dx +— Z ftrQ (x) cos 2mx dx

0 m=1o

dir. Bu ifade (3.48) de yerine konur ve gerekli dizenlemeler yapilirsa

p+7( 1c ([,

Dy, = ftrQ (x)dx +— z ftrQ (x) cos 2mx dx
8m s
0 m=1o
2
2p +
4—p tﬂjQ&M4-+Mp)

olur.

3.3 ikinci Diizenli izin Hesaplanmasi
Bu boliimde 6zel olarak D3 hesaplanarak |A| = b, = (p* + p + 1)? —% icin

limD,; =0; (j=4)

p—

llrnD(N) =0 (N=>4)

p—o©
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oldugu gosterilecek ve bu esitliklereden yararlanarak ikinci diizenli iz igin bir formal

elde edilecektir.

o

0y =S S LS S| [l ot -0l

m;=0n;=1 m;=0n;=1 |||= =by =1

]
1—[ (leml“l’ IIJmg(z)ng(z)) (3.49)
=

1

oldugu gosterilebilir. Burada * isareti m;* m,*,...,m;* sayilarn arasinda b, den

kiguk ve b, den biylk olanlarin var olduklarini gésterir ve
[+1, l<j ise

gl =
l , [=j ise

dir. (3.49) formuline gore

Dy3 =—% 22200 <m4—z)(r4A—A)(R4—A)dA

m=0n=17=0¢=1R=0Q=1 [|2|=b,

(QLIJmn' lIJrq)(QlIJrq' lIJRQ)(Q‘IJRQ' lljmn)

dir. Buradaki seri mutlak yakinsak oldugundan
Fmr,R) = > > (Qlimns rg) (QWrq, r)(QWrg, W)

ve

A

A =—m*)(A—r*)(A — R%) dA
|A1=by

G(m,r,R) =

olmak Gizere D, ifadesi tekrar

1 o0 [ee] [ee]
Dps =5 — Z Z Z* G(m, 7, R)F(m, 7 R) (3.50)
m=07=0R=0

seklinde yazilabilir. Ayrica
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F(m,r,R) =iiif(()(x)d cosmx @, d, cosrx(pq) dx.
0

n=1q=1Q=1

f(Q(x)dr cosrx ¢, dg cos Rx (pQ)de.
0
f(Q(x)dR cos Rx ¢q, dy, cos mx (pn)de

o  ©o

= dp?d, % dg’ Z

n=1q=1Q=1

j(Q(X)QOq, <,0Q)H cos rx cos Rx dx.
0

f(Q(X)q)Q, <pn)H cos Rx cos mx dx
0

dir. Buradan

T
J(Q(x)(pn; 9q), cosmx cosrx dx.
0

(3.51)

F(m,r,R) = F(m,R,r) =F(r,R,m) =F(r,mR) =F(R,m,r) =F(R,r,m) (3.52)

oldugu gorilmektedir. Bu esitliklerden yararlanarak ve

m=r<p, R>picn

j A dA = R
2mi A—mH2(A—RY "~ (R*—m*)?
|A|=bp

m#*r<p, R>picn

A
), A=m*)A-r*)(1 —R*) dA

m4 r4

= (m* —r%)(m* — R%) + (r* — m*)(r* — R%)

42



m<p, r,R>pigin
A m*

1
2mi I/ll—fb A=—m*Y)A-r*)(A —R*) dr = (m* —r*)(m* — R%)

oldugu gbz 6niine alinirsa (3.50) den

14 14 00 P 0o
1 1
Dp3:n_izz z G(m,r,R)F(m,r,R)+Ez Z G(m,m,R)F(m,m,R)

m=07r=0R=p+1 m=0 R=p+1
1 p oo [ole]
+gz Z Z G(m,r,R)F(m,7,R)
m=0r=p+1R=p+1
p P o0 m4 r4
=ZZZZ l 4 4 4 4+ 4 4 4 4 F(m,r,R)
m=07=0 R=p+1 (m* —rH(m* —RY) ~ (r* —mH)(r* - R*)
p e R4
2 Z Z (R* — m*)2 F(m,m,R)
m=0 R=p+1
14 oo 0o
23 Y Y G R
(m* — %) (m* — R%) m,r,
m=0r=p+1R=p+1
p p o
DN D G )
= o4 Y m,r,
1n=0r=0R=p+1(nl r )(ﬂl R )
4 ) R4'
2 Z Z (R* — m*)2 F(m,m,R)
m=0 R=p+1
4 o o0 4
+ZZ Z Z 5 F(m,1,R) (3.53)
(m* —rHm*—RH " -
m=0r=p+1R=p+1

elde edilir. Burada

dnld,2dp? o o o [
F,(m,7,R) = TRZ Z Z f(Q(x)<pn, <pq)H cos(m —r)xdx.
0

n=1q=1Q=1
J(Q(x)<pq, goQ)H cos(r — R)x dx. f(Q(x)(pQ, (pn)H cos(R —m)x dx (3.54)
0 0
F,(m,r,R) = F(m,r,R) — F;(m,7,R) (3.55)
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olmak Uzere

p (00 [o'e) m4
m=0r=p+1R=p+1
14 p o) m4
Bi= z z z T _an limnR)
m=07r=0 R=p+1 (m r )(m R )
14 oo R4-
G = z z (R* —m*)? Fi(m,m,R)
m=0 R=p+1
alinirsa

Dp3 = 2A1 + 4Bl - 2C1 + ZAZ + 432 _— ZCZ

olur. A; in ifadesi

4

(m4 _ T‘4) (m4 _ R4)

Fl(mi r, R)

4

(m4 — T‘4) (m4 — R4)

Fl(mi r, R)

4

P o
+2 Z Z (m4_r4r)n(m4_R4)F1(m'7”,R)

o] m F R
Z (m* —r*)(m* — R%) 1(m,7,R)

p 00 0o
+z Z Z (m4—R‘:;l(m4_r4)F1(m'R'r)

r>R
p oo 4
+Z Z (m* R4)2F1(m,R,R)
m=0 R=p+1

44

(i=12)
(i=12)
(i=12)

(3.56)

(3.57)

(3.58)

(3.59)



seklinde yazilabilir. Diger yandan

F,(m,7,R) = F;(m,R,r) = F,(r,R,m) = F;(r,m,R) = F;(R,m,r) = F;(R,r,m)

ve

d’dm’di? o N [
Fim,m,R) = I e 22 [ @Gpn00) .
0

n=1q=1Q=1

f(Q () @q, <pQ)H cos(m — R)x dx. f(Q(x)qJQ, (pn)H cos(m — R)x dx

8

S
1l
ey
Q
1l
ey
QS

=1

f(Q (X)@q, <pQ)de ) f(Q(x)goQ, (pn)H cos(m — R)x dx

_ dm dR Rzi

n=1q=1Q=

8

[ee]

j (QC)9q #n), dx. f (QC)Pn 9g),, cosm — R)x dx
2

d
= ﬁFl(m,m,R) =F(mmR) (m=>1)

m

dir. Bu bagintilar A; de géz oniline alinirsa

4

14 ] oo

¥ Z Z mﬂ(m,m,m

olur.

45

Z f(Q(x)%. <pq)H cos(m — R)xdx.
0

] (Q(x)¢q, ¢q),, cos(m — R)x dx.
1o

(3.60)



p p 0o
m* .
B, = z z Z o G P ) (i =12)

P P o
222 Z (m4—r4r)n(in4_R4)Fi(m'r'R)

4

P P o
+Z Z z (m4_r4r)n(m4_R4)Fi(m'T,R)

4

P P o
= Z Z Z (m4_r4r)n(m4_R4)Fi(m,r,R)

14 14 o0
* Z z z (rt — m‘:;r‘* —RY Fi(r,m,R)

L& & 4( 4 4
- Z Z Z r4—1m4'(R4R— grrlr‘l*)(R:—)r“)Fi(m'r'R)

P P o .
:—Z Z Z (R4—m‘f§(R4—r4)Fi(m'r’R)

P o o
Dp3:4z Z Z (m4_r4r)n(m4_R4)F1(m,r,R)

>R
14 oo m4
+2 Z (m4_R4)2 Fl(m'm,R)
m=0 R=p+1
=R

46
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p 00 oo
p3=4z z z (m4_r4r)n(m4_R4)F1(m,r,R)

4

P P
_42 Z Z (R4—m‘g(R4—r4)F1(m'r’R)

R4-

4

p e I
A= z z z (m4—r4r)n(m4_R4)F1(m'r'R)

P P o .
B’=ZZ Z (R4—m‘f§(R4—r4)F1(m’r'R)

m<r
S
Z Ri =z la(mmR)

alinirsa

Dps = 4A" — 4B’ — 2C' + 24, + 4B, — 2C,

olur.

p,i vej,i > jvep = jolacak sekilde herhangi dogal sabitler olmak tizere
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(3.63)

(3.64)

(3.65)

(3.66)



E,={(m,r,R):m,r,REN;r—m=0;R—m=j;m<p;r,R > p} (3.67)

olsun. O taktirde

P o - \
m
Z Z Z (m* — rY)(m* — R*) |F;(m,r,R)| < o
m=07=p+1 R=p+1
T>R

oldugu dikkate alinirsa (3.63) ifadesi

4

p o w
A= z Z ; (m* — r“‘T)n(m“‘ — R%) Fa(m,m,R)

=%§:Z Z (m4—r41;l(in4—R4) iiiJ(Q(x)<pn,<pq)Hcosixdx.
0

i=2 j=1 \m,r,REE, n=1q=1Q=1

f(Q(x)goq, (pQ)H cos(i — j)x dx. f(Q(x)q)Q, (pn)H cos jx dx]

0 0

4

* Zp: i Z (m* — r“r)n(m4 —rny R (369

seklinde yazilabilir. Burada m, 7, R = 1 oldugunu goz 6niline aldik.

(3.67) den yararlanarak

4

m* 3 m
2 (m* —rH)(m* —RY) Z (m2 —r2)(m? — R2)(m? + r2)(m? + R?)

m,r,REE, m,r,REE,

1
< Z (m—-r)Y im—R)(m+r)(m+R)

m,r,REE,
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p

1
] Z 2m+D)C2m+))

m=p+1—j

1
<_ -
ij Z » 2m(2m + j)

m=p+1—j

1 1
<= z - -
ij j2(p+1—1)(2p+2—1)

m=p+1—
14

1 1
T Z 20+p—-Np+2+p—J)

m=p+1—j
14

<1 z 1
ij 2(p+2)

m=p+1—j

oldugundan

4

m 1 {
Z et W (369)

m,r,REE,

olur. Burada O(1) p,i vej ye bagh

0D <1

kosulunu saglayan bir ifadedir.

Bij = %i i i f(Q(xypn,(pq)H cos ix dx.

n=1q=1Q=1

f(Q(x)goq, <pQ)H cos(i—j)xdx. f(Q(x)<pQ, (pn)H cos jx dx (3.70)
0 0
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olmak Uzere

4

© P
AT = ZZ Z (m* — r:)n(m4 —RY ﬁi}'

4

p o o
A% = z z ; (m* — r‘:)n(‘rn‘l

alinirsa (3.68) formul

A=A+ A2

sekline gelir. (3.69) dan yararlanarak

— R4)

14 P R4
B = Z Z (R* — m*)(R% —

m=0 r=0 R=p+1

r)

14 14 o0
B’2=Z Z Z —m4)(R4'

m<r,R—m>p

Il
o
<
Il
o
II

alalim. O taktirde (3.68) ifadesi

B'=B" + B"

seklinde yazilabilir.

r)

Fl(mr T, R)

Fl(ml r, R)

Fl(ml r, R)

zp: zp: i _ m4)(R4 ) |F;(m,7,R)| < o

m=07r=0 R=p+

oldugu dikkate alinirsa (3.74) ifadesi
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(3.71)

(3.72)

(3.73)

(3.74)

(3.75)

(3.76)



R4
B =) )2\ 2 moma s )P (377)

p p-1
j=21

i=1 \m,r,REE,

seklinde yazilabilir. Burada E, ile p,i vej, i <j <p olacak sekilde herhangi dogal

sayilar olmak Uzere

E, ={(m,r,R)mr,REN;r—m=§R—m=j,mr <p;R > p}

seklinde bir kiimeyi gostermektedir.

R* R*
Z (R* —m*)(R* —1%) - (R? —m?)(R?+ m?)(R?2 —1r2)(R? +1?)

m,r,REE, m,r,REE,

1
< ) RE —m®)(R? —12)

m,r,REE,

1
- Z R-mR—-1)R+m)R+71)

m,r,REE,
_ 1 2 1
jG —1i) mimts, (R+m)(R+71)

p—1i
_ 1 z 1

CjG=0 2m+)Cm+i+))
m=p+1—j

p—i

_ 1 z ( 1 1 )
() \2m+j 2m+i+j
m=p+1—j
p—i p—i
_1 1 z 1 1 Z 1
ij ]—1m=p+1_j2m+] ]—lm=p+1_j2m+1+]
dir. Burada
p—i
1 1 1 1 1 1 1
— Z - < ; - = - < - = - < —
j—i 4a 2m+j 2(0+1-)+j 2p+2-j 2p—j p+tp—j P
m=p+1—j
p—i

1 Z 1 . 1 _ 1 1 >1
j—i 2m+i+j 2(p—i)+i+j 2p—i+j 2p+j—i  3p

m=p+1—j
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Z R* <1[1 17 2
(R =mMR* =14 “ijlp 3pl  ijp

m,r,REE,

dir. Dolayisiyla

R - Loa 3.78
Z ® R = gp P (3.78)

m,r,REE;
olur. Burada 0(1) p,i ve j ye bagh

l0(D] <2

olacak sekilde bir ifadedir.
(3.77) ve (3.78) den

p p-1 1

B = Z <70(1)>3ij (3.79)
Jj=2i=1 Jp
j>i

elde edilir.

Yardimci Teorem 3.2 Q(x) operator fonksiyonu [0,7] araliginda o;(H) uzayindaki

norma gore ikinci mertebeden siirekli tireve sahip ise

|84 Scf)z_n-szt
1%

dir.

Ispat: (3.42) esitsizliginden ve (3.70) ifadesinden

(Q@)@q, 9q),, cos(i — Hx dx

o —

|(Q'(0)<Pn» <Pq)H| + |(Q'(7T)<Pn. <,0q)H| + f(Q”(x)q)n, ®q),, cosix dx
i J |

Ie—

|(Q'(0)<Pn» @Q)H| + |(Q'(7I)(pn,<pQ)H| + J(Q"(x)(pn, (pQ)H cos jx dx
: 0
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< %i 3 [ |@00.00),| ax

n=1q=1Q=1

|(Q’(O)<pn, <pq)H| + |(Q’(n)<pn, <pq)H| +f |(Q”(x)<.0n; <Pq)H| dx]

(@' n 00), | + |(Q' @ en o), | + f |(@"C)en 00),| dx]
B 0

bulunur. Burada

z |(Q(i) (x)¢q» Qpn)H(Q(j) (t)(pQr Qon)H|

n=1

- | , 1/2 , o | , 1/2
(z (@9 0q 0n),,| ) <z [CRAGTIR SN )

z ] (@O 0q 0n), | dx f (09 @0 9n), | dx
n=1yp J

2 1/2 . 5 1/2
lz <] QO™ 0q on), | dx \ lz (J |(Q(J')(x)(pQ,(pn)H|dx> ‘
0 n=1 \0

IA

<

n=1

oo T 1/2 L = 1/2
<m Z]|(Q(i)(X)§0q;§0n) ] [ZJ |(Q(J)(x)(pQ gon) | dx]

=10 n=1p
1/2 1/2
=1 ]”Q(l)(x)gp ” dx] J”QU)(x)(pQ”HZ dx]
Lo

= | [l[lQP¢oll

oldugu g6z online alinirsa

|:BU S%ii[KQ(x)(Pq;QDQ)HWX
q=10Q=1o0
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[IIQ’(())%IIIIQ’(O)%II + 110" [l0" @ eol| + JIIQ’(O)%IIIIQ”(x)fﬂQIIdx
0

@' @ l[|Q"©@oll + [[@" eyl Q'@ wel| + f 10" g 10" o dx
0

+ [le"@edlle @volldx + [lle"@allle'@olldx
0 0

+7[[ Q" e l[| Q" ol (3.80)

olur. Diger yandan

> le'@egll,le' @l [(@)00 o),
Q=1

[ole] 1/2 [ore]
2
< ||Q’(x)<pq||H<Z||Q’(t)<pqll,2,> <z |(0)00.00),| )
Q=1 Q=1

, 1/2
=100 @l (tr(@'®)°) " le)eqll,

1/2

ve

ZU 1" ¢l 1Q" () @ql|, dx . “(Q(x)% o) |dx]
=1lp

,11/2
< ||Qr(t)<ﬂq||le (]IIQ"(x)(pQ”de) ‘ z (J |(@)0q00) |dx> ‘
Q=1 \o Q=

o 1/2
<rlo@edl, || (anxmu) ] [f <Z|(o<x><oq %) |M

| 0

1/2
— o], f tr[(o"oo)]dx] [f loGow dx]

dir. Dolayisiyla
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2. 2.0 @edl, 10 ©ll, [(@5)pa 00), |

q=1Q

/ (o]
< (r(@®)") " Y eyl lewel,
q=1

12 , 1/2
<[tr(e'®)’] (ZIIQ )eq|l ) (ZIIQ@)%IE)
q=1

= [er(e @] [er(@ )] [er(ee)?]
< const (3.81)

Z Z [f”Q,(t)(Pq”H”Q”(X)(pQ”de_f |(Q(x)(Pq"PQ)H| dx]
0 0

q=1Q=1

1/2 1 .1/2

jtr [(Q”(x))z] dx] j”Q(x)goq”IZ{dx
0 K ]

oo

< ) o ®edl,

q=1

.1/2

T 172 » - T
ol [rleya] Yiewnl,|[lowol;
0 q=1 -0 -

1/2

ety 0@l | [lewl oo
q=1 0

IA

} var o on 1/2
const [z”Q’(t)(Pq“i [Zfl'Q(x)‘Pq”de]
q=1 q=1o9

1/2

const [tr(Q’(t))Z]l/2 [f 1:7“((2(96))2 dx]
0

< const (3.82)

(3.80), (3.81) ve (3.82) den

COﬂSt

18] <
55



bulunur. Béylece Yardimci Teorem ispatlanmis olur.

Bij = Bji oldugu gbz éniine alinirsa (3.66), (3.72), (3.73), (3.76) ve (3.79) dan
2 e (0(1) 2. & f0(D)

422( >,8u ZZ(JLP >ﬁu
i>j

j=1
+4A"2 — 4B"2 — 2C' + 24, + 4B, — 2C, (3.83)

i>j

bulunur. Ayrica Yardimci Teorem 3.2 den yararlanirsak

=2 j=1 =2 j=1
o P
< 1 Z z (1) const
p i=2 j=1 L i2]2
oo 14
= const.p~? (Z i_3) Z}‘Z
i=2 j=1
<¢pt=00(p™)
p p-1 p p-1
o(p™) 2 1
Z ij Bij SEZ (Tj)lﬁi}'l
i=2 j=1 =2 j=1
i>j
p p-1
2 1\ const
< —Z (—> p
Pi= j=1 vsvl
P p-1
= const.p~ ! (Z i‘3> j3
i=2 j=1
<cgp =00
elde edilir. Bu son iki baginti ve (3.83) ten
Dy3 = 4A'2 —4B'? — 2C' + 2A, + 4B, — 2C, + O(p™1) (3.84)

bulunur. Asagida
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lim A'? = lim B> = lim C' = lim A4, = hm B, = hm C,=1limC =0

oldugunu gosterecegiz. (3.51) ve (3.54) ten (3.55) esitligi

F,(m,r,R) = F(m,r,R) — F;(m,r,R)

f(Q (X))@, (pq)H(cos(m + 7r)x + cos(m — r)x)dx
j(Q (X)@g (pQ)H(cos(r + R)x + cos(r — R)x)dx.

f(Q (X)@q (pn)H(cos(R + m)x + cos(R — m)x)dx

— Zd ZdR N iif(Q(x)<pn,<pq)Hcos(m—r)xdx.
0

n=1 q=1 Q:]_

A

f(Q (X)@q, <pQ)H cos(r —R)x dx. f (Q(x)ch, (pn)H cos(R —m)x dx
0 0

seklinde yazilabilir . Kismi integrasyon yonteminden yararlanarak Yardimci Teorem 3.2

nin ispatina benzer bir sekilde

m #1r # R igin

1
IFam, 1, R S const | s +
1 1
t 2 —RZR —m)Z | m+1)2(r + R)2(R —m)?
1 1

T =2 —R2R +m)2 | m =120 + R)2(R + m)?

1 1
T T2 —RPR+m)E  (m—12( —R2R + m)Z]
1
(m—1r)2(r+ R)%2(R —m)?
1 1
T I+ 20 —RZER —m)2Z | (m=12(r =R’ + m)?
57

< const

] (3.85)



1
(m—=7r)2(r+R)?(R —m)?

|F,(m,,R)| < const[

1 1
3.86
+(m+r)2(R —m)?2 + (m—r)Z(R+m)2] ( )
|Fy(m, 7, R)| < const ! PR | (3.87)
2D RS O Ry m2(R—m)2 T (R—m)* '

oldugu gosterilebilir. Ayrica (3.54), (3.70) ve Yardimci Teorem 3.2 den
m#=r ve m# Rigin

1
|F;(m,r,R)| < const o — MR —m)? (3.88)
m# R ve r # Rigin

1
|F;(m,r,R)| < const (3.89)

(R—m)*(R—1)?

bulunur. (3.71) formdli ve (3.88) den

Alzszp: i i —r“‘)(m“‘ g fmr R

r=p+1 R=p+

r>R, R—m>p

4

= m
Z (r* —m*)(R* —=m*)(m —r)2(m — R)?

- 1
Z (r* — m®) (R* — m*)

m=0 R=p+1 r=p+1
p 0
5/2 1
< const.p (R“’—m")
m=0 R=p+1
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c 1
< const.p™>%(p + 1) Z w9

r=0 R=p+

)
R=p+1 )
< const.p~>?p~52(p + 1)
= const.p~>(p + 1)
< const.p™*
lim A2 =0
p—)OO
elde edilir. (3.75) formili ve (3.89) dan
14 14 [ 4
=), )
1571 (R*— m(RF—17)
m=0 r= 1

1l
<

m<r
R—m>p

R4-

|F,(m, 7, R)|

14 p oo
SZ Z ; R —mH R — 1D R — m)2(R —1)2

R4

(3.90)

m=0 7r=0 R 1
m<r
R—m>p

4 14

m=0 1r=0 R 1
m<r
R—m>p

1

p P o
SZ Z ; (R? —=m?)(R?2 —1r2)(R—m)?(R —1r)?

1

m<r
R—m>p
4 14 ©
DI e
~ R=p+1(R+m)(R+r)(R m)3(R — 1)
m<r
R—-m>p

p p [e9)
<piz Z 2. (R—m)§<R—r)3

59
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o Y ol

R=p+1

1 1
:F(p-l_l)ZZF
R=1

1
= constF. (p + 1)?

= const.p™3

lim B> =0

p—o

bulunur. (3.56) formiliu ve (3.86) dan yararlanarak A, yi sinirlandiralim.

® 4

42| = i i Z —r4r)n(m4—R4) F(m,mR)

m=0r=p+1R= p+1

14 00 %)
SZ Z Z( —r4)(m4 RY)

m=0r=p+1R=p+1

1 1

(3.91)

(R —m)?(r — m)Z(R + r)2 (m+1r)2(R — m)? + (r —m)?(R + m)?

4

(o] (o] m
Z Z (m* —r*)(m* - RY)(R —m)2(r —m)?(R + r)?

m=0r=p+1R=p+1

=

(o]

ZZ Z Z (m“‘—r‘*)(m‘*—Rr‘r*l)(m+r)2(R—m)2

m=0r=p+1R=p+1

+

z z (R - p)3(r—p)3 z z (r? —pz)(R p)?

r=p+1R=p+1 r=p+1R=p+1

< Z (r —pz) Z (R p)3
const Z (r _pz)zRS

const const

-1/2
p3 * p? 2™
const const
p3 + p5/2
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dir. Buradan
lim A, =0 (3.92)

p—

bulunur.

(3.61) formuli ve (3.85) ten yararlanarak B, yi sinirlandiralim.

4

p p e
Ba=(D. ) ). (R4—m41§(R4—r4)F2(m'r'R)

p P
R* 1
< const Z z Z 1 (R*—mHR*—r*) [(m —7r)2(r + R)2(R — m)? +

Uy

1
m+ 1720 —R2Z@R —m) T (m=12( —R)2(R + m)Z]

dir. Burada

p 00 4
Ba1 = Z Z ; —m4>(R4—r4)(r:—r)2(r+R)2(R—m>2

14 14 0o

Baz = Z Z Z (R* —m*)(R* —r4)(r:+ M2(r — R)2(R — m)?

m=o0 =0 R=p+1

m<r
R4—
B Z P
23— (R*—m*)(R*—r*)(m —1r)2(r — R)%2(R + m)?
=0 =0 R=p+1

m<r
alinirsa
|B,| < const(B,; + By, + By3) (3.93)

olur. Sirasiyla B,4, By, ve B3 U sinirlandiralim.
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By = Z Z Z (R* —m*)(R* — r4)(nf— M2(r+ R?(R —m)?

m=o0 =0 R=p+1

14 14 oo
R4-

- ZO Z(; R;ﬂ (R=r)(R+m)(R2+m2)(R2+1r2)(m—7)2(r+ R)3(R

p p oo

1

- Z ZO Z (R=—7r)(R+m)(m—1r)2(r+ R)3(R —m)3

m=o0 =0 R=p+1

p p oo 1
< Z Z Z (R —)RR3(R —m)?

m=o0 =0 R=p+1

14 14 oo
I3 1

PR = (R—=1r)(R—m)(R—m)?R*

m<r

p 14 (o) 1
< Z Z Z (R —1)2(R —m)’R*

m=o0 =0 R=p+1

14 14 (o) 1
<mzzog G +1-17(p+1—m7R*

p D
_ 1
_mZ:Z(p+1—r)2(p+1 m)2 R4

Yazihisin basit olmasi icin p yerine 2p alarak B, yi sinirlandiralim.
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(3.94)



2p 2p o

Baz = Z Z Z (R* —m*)(R* —r4)(1:+ r)?(r — R)*(R —m)?

m=o0 =0 R=2p+1

m<r

2p 2p %)

R4-
:Z Z  R+m)R+ DR +m)(R? + 1) (m + )R ~m)*R —1)?

m=o0 =0 R=2p

r

m<
2p 2p

m=o =0

2p 20 »
WZZ Z R—m)3(Rir)3(m+r)2

o)

= 1
Z (R—mB3R—-1rPR+m)R+r)(m+1)?
R=2p+1

4p Z Z (R - m)3(R—r)3(m+r)2

m=0r=0R=2p+1

z z z (R — m)3(R_r)3(m+r)2 (3.95)

m=p+1r=0 R=2p+1

ZZ Z (R m)3(R—r)3(m+r)2 zz Z (R —m)3 (R—r)3

m=o01r=0R=2p+ =0r=0R=2p+1

z z (R - m)3Z(R—r)3

m=o R=2p+1

z Z(R p)3Z(R—2p)3

R=2p+1m=o

Z p+1 2p+1
(R—p)? (R—2p)3

R=2p+1
2(p + 1)? i
P — 273
R=2p+1 (R Zp)
const
- (3.96)
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Z Z z (R — m)3(R—r)3(m+7‘)2

m=p+17r=0R=2p+1

1 (o]
R t —_—
4p const + Z) —S(x —71)5

r=

Z z z (R — r)3(R —1)3(2m)?2

m=p+1r=0 R=2p+1

z z Z (R—r)64m2

m=p+1r=0 R=2p+1

Y e >

r=0 R= 2p+1 m=p+1
> Y _62
r=0R= 2p+1(R T) 4p

4pz Z (R—r)6

r=0 R=2p+1

[ 2p

411)2 m 2 (R—r)6

_T=O =2p+2

%Z(2p+1—r)6 Z Z (R—r)

r=0 R=2p+2

%Z(2p+1—r)6 Z j(x—r)6

r=02p+1

2p+1

2p
1

—const + )’
4p cons & 52p+1—-r)°

1 2p+1
E const + Z —]

const

p

(3.95), (3.96) ve (3.97) bagintilarindan
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const
By, < R (3.98)

tar.

R4—
Bas = z ; (R*—m*)(R* —r*)(m —1r)2(r — R)?2(R + m)?

m=o0 =0 R=

p p oo
R4
Z Z Z (R—m)(R+7)(R2+m?)(R2+1r2)(m—71)%2(R—1)3(R+ m)3

p p ()
1
Z Z ; (R—-m)(R+r)(m—-1)2(R—-1)3(R+m)3

14 14 0o
<mZZ ;1(p+1—m)(;+1—r)3;e4
m)Z(p+1—r)3 z R*

R=p+1

Il
ﬁMw
F‘ —=

1
const(1+Inx |P*™) (— — ;’)
= t(1 + In( +1))(1>
= cons n(p 33
1
= const(1+ In(p + 1)); (3.99)

(3.93), (3.94), (3.98) ve (3.99) dan
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p—o

bulunur. (3.58) ve (3.87) den

14 %)
R4
1C,| = z z (R4——m4)2F2(m'm’R)

m=0 R=p+1

o)

(3.100)

p 4
< const Z Z R fm‘*)z [(R n m)21(R ) + (R _lm)4]

m=0 R=p+1

olup burada

p [ee)
R4-
Co1 = Z Z (R* —m"2(R + m)2(R — m)?

m=0 R=p+1
P R4
=), ),
22 PoNCs (R* — m*)2(R — m)*
alinirsa

|C,| < const(Cyy + Cy3)

olur. Cy4 ve Cy, yi sinirlandiralim.

p [ee)
R4-
Z Z (R* —m"2(R + m)2(R — m)?

m=0 R=p+1

R4-
(R? —m?)2(R? + m?)%2(R + m)?(R — m)?

=~
=

R4-

(3.101)

=

R4-
(R —m)*(R + m)*(R% + m2)?

=~
=

1
(R —m)*(R +m)*

INA

M= i~ i (D]
e Ine Ine B

3
Il

(=}
=
=
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p+1
p+1 [o%0)
1 1
(2wl 2w
m=1 R=p+1
< t 1
const.——
3p3
const
p3

R4-
(R4 — m4)2(R — m)4-

M'U
70]s

3
1l
o
o]
=

R4-
(RZ — mZ)Z(RZ + mZ)Z(R — m)4

I
M"G
N5

3

Il
o
=~

Il
<
+
[

R4-

~

MM s s

[ury

R4-
(R —m)(R + m)*(R? + m?)?

=~
=

1
(R —m)®(R + m)?

IA

Il
M= I B

3

Il
(=}
=~

Il
=
+
=

(3.101), (3.102) ve (3.103) ten

p—o©
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(R —m)2(R + m)?2(R? + m2)2(R — m)*

(3.102)

(3.103)

(3.104)



bulunur. (3.65) ifadesi ve (3.89) esitsizliginden yararlanarak

14 [e)
1
1= ) m——RnmB)
m=0 R=p+1
p oo
<const ) ) ;
cons yR—— —3
m=0 R=p+1 (R m )(R m)
14 o
< . Z 1 1
coms p+1-m)* (R*—p*)
m=0 p+1
p+1
1 1
< const W p5/2
m=1
const
p5/2
olup
limC' =0 (3.105)
p—

bulunur. (3.84), (3.90), (3.91), (3.92), (3.100), (3.104) ve (3.105) ten
gl—l;lc}o Dp3 = 0
elde edilir.

Simdi de j >4 icin gij)glonj = 0 oldugunu ispatlayalim. |A| = b, = (p* +p + 1)? —% icin

[15] calismasindakine benzer sekilde

QR ¢,y <€ (3.106)
IR} < p~3 (3.107)
IRall < cp~3 (3.108)

olacak sekilde bir ¢ > 0 sabitlerinin var oldugu ispatlanabilir.
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f tr[(QRY) | da
A1=b,

2 [ cery

Ill =bp

01(1'11)

f RS, o) [|(@REY ™ 1421

Iﬂl =bp

(3.106), (3.107) ve Q(x) in 2°) kosulunu saglamasindan yararlanarak buradan

cb . i—
e L
|Al=b,

j-1

cby, 1 .
<— - 3-D|dA
j f (2) p 4]

M|=bp

< C9p11—3j

bulunur. Bu bagintidan limD,; = 0; (j = 4) elde edilir. Béylece
p—

limD,; =0 (j=3) (3.109)

dir. (3.10), (3.106), (3.107) ve (3.108) den

D" = o letr[RA(QRA)NH]
" |A1=b,
N+1
2L|/1|fb,, ”RA(QRO) ”al(m) i
B [ wra]|cer))™| . 14l
T A A o1 (H)

- [ lorsI¥lorsl, e

27rp
|Al=bp
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9-3N
< C10DP

bulunur. Béylece

limp{" =0 (N24) (3.110)

p—

elde edilir.

Teorem 3.4 Q(x) operatdr fonksiyonu 1%) — 49) kosullarini sagliyorsa

bl 4 ¥ m2
Z A =M trQ (x) dx — o (trQ’(m) — trQ’(0)) + 2C
m=0 Ln=1 0

1 1
=C+ = [trQ*(0) + trQ¥ (m)] + 7 [trQ?(0) + trQ?(m)]

dir. Burada
/s T 2
_ %(U‘Q”I(ﬂ') _ tI‘Q’”(O)) _ %f ter(X) dx — 8—:[2U' [JO Q(x)Xm
0

dir.

Ispat: (3.9), (3.15), (3.19),(3.109) ve (3.110) formiillerinden p — o iken

T

Zp:i(l - JtrQ(x)dem

=0n=1 0

1 1
+ P + D(2p + D(rQ' (1) = Q' (0)) + —p (@ (0) — 1@ (m))

T s

6p+7
ftrQ”’(x) cos 2mx dx + P fter(x) dx

m=10 0

)

m=1

+1
8w

+
SRR

T - 2
f trQ?(x) cos 2mx dx + iz (2p + Dtr U Q(x)dxl +0(1)
. 8m 0

veya g(x) = trQ"(x) + 8trQ?(x) alinirsa
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4 T 2
— | 50 dx = 2 (1@ () — Q' (0))

n=1 0

1 r 2
—g(trQ”’(O) trQ”’(n)) — —f trQ?(x) dx — —tr U Q(x)dxl ]

p ™ 5
1
— g(x) cos 2mx dx — —tr [ Q(x)dxl
8m zlof f

—trQ""(m)) + 0(1)

[

! J. trQ?(x) dx +

0

1 nr O
8 (trQ""(0)

Burada p — oo iken limite gegersek

[o'e] (e%) 2 4 T 2
Z [Z (A2 —m®) — % f trQ (x) dx — 'Z"—n (rQ' () — trQ"(0))
0

m=0 n=1

1 ; 2
= (0" (0) ~ Q" (M) — 7 f Q2 (x) dx——tr [ f Q(x)dxl ]

—ftrQ (x)dx + %i fg(x)cosmedx——trU Q(x)dxl2
=10

_g(tI'Q”’(O) _ tI'Q’”(T[))
elde edilir.
co T
LS ey conzmsa
o g(x) cos 2mx dx
m=1g
1 (o] T T i
- FZ Jg(x) cos 2mx dx + (—1)mjg(x) cos 2mx dx
T[m=1 0 0 ]
[ee] r 77.' -
1 2 1
:3_2{2 fg(x)cosmxdxcosm0+ fg(x)dxcosO]»
m=1 -T[O 0
oo r s T
+ 1 Z Zf @ 4 N 1f 0 d )
37 — | 9(x) cosmx dx cosmm +— | g(x) dx cos Omr|( — T—
m=1L o 0 ,
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T

1 1
= 5190 + (] -7 | g(x) dx (3112)

0

(3.111) ve (3.112) den

o o . - 2
ZO |:Zl(/1mn2_m8) — %f trQ (X) dx — Tzn_n (trQ’(TL') . trQ’(O))

I3 T 2
_%(trQIH(O) _ U'Q’”(T[)) _ %f tI'QZ(x) dx — %ﬂztr [J;) Q(x)dxl ]

0

1 L .
= gf tI'Qz(x) dx — @tr [-]; Q(X)dXI _ g(tl‘Q'”(O) _ ter(T[))
0

T

+=19(0) + 9] ~ ¢ [ g ax
0

veya
fg(x) dx = j(trQ“’(x) + 8trQ?(x)) dx = trQ""" () — trQ""" (0) + 8 J trQ?(x) dx
0 0 0

oldugu g6z online alinirsa

oo

> [ ot

m=0

trQ (x) dx — — (trQ (m) — trQ'(0))

1 3 1 m 2
+§(trQ”’(n) - trQ”’(O)) - EJ trQ?(x) dx — mtr Uo Q(x)dxl }
0

1 [ L rm .
= g‘f trQZ(x) dx - _87'[2 tr [j;) Q(x)Xm — g (trQ’”(O) _ trQ’”(T[))
0

+ % [trQ® (0) + 8trQ?(0) + trQ* (m) + 8trQ?(m)]

1 " " 2
=T trQ"" () — trQ""" (0) + 8J trQ“(x) dx

0

72



s T 2
. %(U‘Q”I(T[) _ tFQ’”(O)) _ %f trQZ(X) dx — 8—:[2tr [JO Q(x)Xm
0

42 [1rQ(0) + Q™ ()] + 5 [17Q(0) + Q)]

bulunur. Bu son bagintida

/s T 2
. %(U‘Q”I(T[) _ tFQ’”(O)) _ %f trQZ(X) dx — 8_:[2tr IJO Q(x)Xm
0

alinirsa L 6peratori igin

> |t

1 1
= C + 35 [trQ* (0) + trQ* (m)] + 7 [trQ?(0) + trQ*(m)]

trQ (x) dx — — (trQ (m) —trQ’(0)) + 2C

seklinde ikinci dizenli iz formila elde edilir. m
3.4  Ornekler
Burada 1°) — 49) kosullarini saglayan Q(x) operatér fonksiyonuna iki 6rnek verilmistir.

Ornek 3.1 Q(x) = ixB olsun. Q(x), 1°) — 4°) kosullarini saglar. Burada her x € H

icin
Bx = Z i (x, 0);
i=1

seklinde olup {¢;}, H nin ortonormal bir tabanidir. B: H - H kendine es bir ¢ekirdek

operatordir. Her x,y € H igin

(Bx,y) = (x,By)

olmali.

o)

(Bx,y) = (Z 72 (x, qoi)wi,y>

i=1

73



o)

= Z(i_z (X, 9)0uY)

i=1
oo

=) 20090 @0 Y)
= Z(x, CADED)
= (x,By)

B nin 6zdegerleri A; = s; = i~2 oldugundan B bir ¢ekirdek operatérdiir. Bdylece her
x € [0, ] icin Q(x) de kendine es bir ¢cekirdek operatordiir.

0, (H) deki norma gore Q'(x) = iB ve 0D(x) =0 (i =2)
[0P@)] = Q¥V) (i=012,..)

dir. Simdi de Q(x) in 2°) ve 3°) kosullarini sagladigini gésterelim. Gercekten
10CO Ny = |58 || = 5-xlBlly < 3181 = 5
QW = |[o7 B || = zz¥Blla = 7 1Blls =3

ve

10C)@all? = f 10 @l dx
0

1
X IB gl dx

Il
o —_

— 2?lln "2} dx

Il
ov":l
N
—_

‘ 1
= fﬁxzn“‘ dx
0
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veya
1Q(x) @yl < Vn=2

dir. Buradan da
DIl < V7Y n? < oo
i=1 i=1

elde edilir.

Ornek3.2 H =1,[0,1] ve

-1

olmak tizere her x € [0,1] i¢in L,[0,1] den L,[0,1] e
oo 1
Q(x)f(t) = acosmx Z m~? sinmrttff(s) sinmntds (f = f(t) € H)
m=1 0

olsun. Kendine es Q(x): H —» H operat6rinin 6zdegerleri

{a cos nx}°°

2
2n n=1

seklindedir. Dolayisiyla her x € [0, 7] i¢in Q(x), H den H ye kendine es bir ¢ekirdek

operatérdiir.Q (x) operatér fonksiyonunun 1°) — 49) kosullarini sagladigi gdsterilebilir.
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BOLUM 4

SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda H ayrilabilir bir Hilbert uzayi olmak tzere H, = L,(0,m; H)
uzayinda

[(y) =y"(x) + Q(x)y(x)

diferansiyel ifadesi ve

y'(0)=y'(m) =0

y"'(0) =" (m) = 0

sinir kosullari ile olusturulan L operatoriiniin spektrumu incelenmis ve ikinci dizenli izi
hesaplanmistir. [(y) nin ifadesinde yer alan Q(x) operator fonksiyonunun belirli
kosullari sagladigi varsayilmistir.

Bu calismanin devami olarak ayni sinir kosullari altinda yiksek mertebeden sinirli

operator katsayili bir diferansiyel operatériin spektrumu incelenebilir ve ikinci veya n.

diizenli izi hesaplanabilir.
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