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OZET

ARALARINDA ASAL YAPILANDIRILMIS MODULLER, ALT MODULLERIN
RADIKALLERI, BAER SPEKTRUMU UZERINDE DEMETLER

Zehra BILGIN

Matematik Anabilim Dali

Doktora Tezi

Tez Danismani: Prof. Dr. Ahmet Goksel AGARGUN
Es Danisman: Prof. Dr. Unsal TEKIR

R birimli ve degismeli bir halka ve M bir R - modil olsun. P, M nin bir asal alt
moduli olmak (izere, M nin herhangi alt modiller ailesinin her elemani ile P
aralarinda asal iken, bu ailenin kesisimi P tarafindan kapsanmiyorsa P ye aralarinda
asal yapilandirilmis alt modil denir. M nin her asal alt modillu aralarinda asal
yapilandirilmis ise M ye aralarinda asal yapilandiriimis moddl denir. Bu ¢alismanin ilk
boliminde aralarinda asal yapilandirilmis modul tanimi yapilarak, bu modiillerin bazi
ozellikleri incelenmistir. Ozel olarak, sonlu {retilmis modiiller ve ¢arpimsal modiiller
icin aralarinda asal yapilandirilmis olma 6zelligine dair ¢esitli sonuglar elde edilmistir.
Ayrica temel ideal halkalari Gzerinde sonlu Uretilmis sadik ¢arpimsal modillerin sifir
boyutlu olmasina denk kosullar bulunmustur.

Calismanin ikinci boélimiinde, degismeli halkalar lizerinde modil teorisinde giincel
konulardan biri olan alt moddillerin radikalini belirleme konusuna egilinmis, modiillerin
dis kuvvetleri kullanilarak, sonlu rankh serbest modillerin sonlu dretilmis alt
modyillerinin radikalleri icin bir karakterizasyon verilmistir. Ayrica, temel ideal bolgeleri
Gzerinde sonlu rankh serbest modillerin sonlu dretilmis asal alt modilleri
belirlenmistir.



Calismanin son boéliminde yariasal bir R halkasinin asal kuvvetli Baer idealleri kiimesi
Uzerinde tanimli topolojinin bazi 0Ozellikleri incelenmis, Baer spektrumu olarak
adlandirilan bu uzay lizerinde bir halkalar 6ndemeti tanimlanmistir. R sifirlayici sartini
sagladiginda bu dndemetin bir demet oldugu ispatlanmistir. Ek olarak, bu demetin
kokleri bulunmustur. Ayrica bu halkalar demeti kullanilarak, Baer spektrumu lzerinde
bir moduller demeti tanimlanmistir. her R- modul M ye bir modiller demeti ‘M
eslenerek, bu eslemenin bir tam sadik izle¢ oldugu ispatlanmistir.

Anahtar Kelimeler: Aralarinda asal yapilandirilmis moddl, alt modillerin radikali,
kuvvetli Baer ideal, Baer spektrumu, halka demeti, modil demeti.
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ABSTRACT

COPRIMELY STRUCTURED MODULES, RADICALS OF SUBMODULES,
SHEAVES OVER THE BAER SPECTRUM

Zehra BILGIN

Department of Mathematics

Ph.D. Thesis

Adviser: Prof. Dr. Ahmet Goksel AGARGUN
Co-Adviser: Prof. Dr. Unsal TEKIR

Ler R be a commutative ring with identity and M an R - module. A prime submodule
P of M is called coprimely structured if, whenever P is coprime to each element of
an arbitrary family of submodules of M , the intersection of the family is not contained
in P. An R- module M is called coprimely structured provided each prime
submodule of M is coprimely structured. In the first part of this work, the concept of
coprimely structured module is defined and some general properties ara given. In
particular, various results are obtained on coprimely structured property for finitely
generated modules and multiplication modules. Besides, some equivalent conditions
for a finitely generated faithful multiplication module over a principal ideal ring to be
zero-dimensional are given.

In the second part, one of the appealing problems of module theory over commutative
rings, determining radicals of submodules, is studied, and using exterior powers of
modules, radicals of finitely generated submodules of free modules of finte rank are
characterized. In addition, finitely generated prime submodules of free modules of
finte rank over principal ideal domains are determined.

Xi



In the last part, some properties of a topology on the set of strongly prime Baer ideals,
namely the Baer spectrum, of a semiprime ring R is studied and a presheaf of rings is
defined on the Baer spectrum. It is proved that if R satisfies the annihilator condition,
then that preasheaf is actually a sheaf of rings. In addition to that, the stalks of this
sheaf are found. Using this sheaf of rings, a sheaf of modules is defined on the Baer
spectrum. Assigning a sheaf of module to each R- module M, it is shown that this
correspondence gives a fully faithful functor.

Keywords: Coprimely structured module, radical of submodule, strongly Baer ideal,
Baer spectrum, sheaf of rings, sheaf of modules.

YILDIZ TECHNICAL UNIVERSITY
GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES
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BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Asal idealler degismeli halkalarin yapisini incelerken kullanilan en kullanish araglardan
biridir. Benzer sekilde asal alt moddllerin de degismeli halkalar Gzerindeki moddiller
teorisinde 6nemi blylktir. Literatirde asal ideallerle ilgili bircok 6zelligin asal alt

modiillere genellestirilmesine ¢alisiimistir.

Asal ideallerle ilgili iyi bilinen sonuglardan biri soyledir: R bir degismeli halka ve P ,
R nin bir ideali olmak lizere, eger P sonlu tane idealin kesisimini kapsiyorsa, bu
ideallerden en az birini kapsar. Gilmer, 1997 yilinda yayinlanan “An Intersection
Condition for Prime Ideals” adli makalesinde bu ifadenin sonsuz kesisim icin ne zaman
dogru olabilecegi sorusunu ortaya atmistir, [1]. Jayaram, Oral ve Tekir, 2013 yilinda
yayinladiklari “Strongly 0-dimensional Rings” adli makalede bu 6zelligi her asal ideal
icin saglayan halkalara kuvvetli 0-boyutlu halka adini vererek bu halkalarin bazi
ozelliklerini incelemislerdir, [2]. Daha sonra, Oral, Ozkirisci ve Tekir, 2014 yilinda
“Strongly O-dimensional Modules” adli makalede bu vyapiyi ¢arpimsal modiillere

genellestirmislerdir, [3].

Ozkirisci, Oral ve Tekir, 2015 yilinda yayinlanan “On Coprimely Structured Rings” adli
makalede kuvvetli 0-boyutlu halkalarin bir genellestirmesi olarak aralarinda asal

yapilandirilmis halkalari tanimlamis ve incelemislerdir, [4].

Bir idealin radikali o ideali kapsayan asal ideallerin kesisimi olarak tanimlanir. Bundan
baska, bir idealin radikalini o idealin elemanlari cinsinden belirlemek de mimkindir.

idealin radikali taniminin modiiller teorisindeki karsiligi alt modiliin radikali olarak
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karsimiza cikar. Oyle ki, bir alt modiiliin radikali o alt modiilii iceren asal alt modiillerin
radikali olarak tanimlanir. Son 40 yilda degismeli cebir alanindaki gelismelerde alt
modillerin radikallerinin karakterizasyonu ilgi cekici problemlerden biri olmustur.
Dikkate deger sayida yazar bu problem ile ugrasmis ve farkli metotlarla kismi sonuglar

elde etmiglerdir.

McCasland ve Moore, 1991 yilinda yayinlanan “On Radicals of Submodules” ve 1992
yilinda yayinlanan “Prime Submodules” adli makalelerinde alt modillerin radikallerini
belirlemek icin alt modulin birimi (envelope) kavramindan yararlanmislardir. Bu
yontemle temel ideal bdlgeleri tzerindeki sonlu Uretilmis moddllerin alt modiillerinin
radikallerini, idealin radikaline benzer sekilde elemanlari cinsinden belirlemislerdir, [5],
[6]. 1992 vyilinda Jenkins ve Smith “On the Prime Radical of a Module over a
Commutative Ring” adli makalede McCasland ve Moore’un sonuglarini Dedekind

bolgeleri Gzerindeki herhangi modiillere genisletmislerdir, [7].

Pusat-Yilmaz ve Smith, 1999 yilinda yayinlanan “Radicals of Submodules of Free
Modules” adli makalede sonlu rankh serbest modillerin sonlu Uretilmis alt

modyillerinin radikalleri icin bir karakterizasyon elde etmislerdir, [8].

Alt moduliin radikali hakkinda bahsettigimiz bu c¢alismalarda bu konuyla ilgili bir
problem olarak asal alt modilleri belirleme ¢abasi ortaya c¢ikmaktadir. Yukarida
saydigimiz calismalara ek olarak, Pusat-Yilmaz, 2003 yilinda yayinlanan “On Prime
Submodules of Finitely Generated Free Modules” adli makalesinde, sonlu rankl
serbest modillerin asal alt modillerini belirlemekle ilgilenmis, tek tirli carpanlara
ayrilabilen boélgeler tzerinde sonlu rankl serbest modiillerin devirli ve iki Uretecli alt
moddlleri icin bazi sonuclar elde etmistir, [9]. Hedayat ve Nekooei 2005 vyilinda
yayinlanan “Characterization of Prime Submodules of a Finitely Generated Free
Module over a PID” adli makalelerinde tek tirli carpanlara ayrilabilen bolgeler ve
temel ideal bolgeleri lzerinde sonlu rankli serbest modillerin bazi asal ideallerini
belirlemislerdir. Buna ek olarak tek tiirli ¢arpanlara ayrilabilen bolgeler (izerinde sonlu

rankli serbest moddllerin devirli alt modiillerinin radikallerini tespit etmislerdir, [10].

Degismeli Baer halkalarinda Baer idealleri 1972 yilinda Speed tarafindan “A Note on

Commutative Baer Rings” adli makalede tanimlanmistir, [11]. Jayaram tarafindan 1984



yilinda yayinlanan “Baer Ideals in Commutative Semiprime Rings” adli makalede
yariasal halkalarda farkli bir tanimla Baer idealleri tanimlamistir, [12]. Degismeli Baer
halkalarinda bu iki tanim biribirine denktir. Jayaram makalesinde kuvvetli Baer idealleri
de tanimlamis ve bu iki tip idealin 6zelliklerini bu makalede ve 1990 yilinda yayinlanan
“Quasiregular Rings” adli makalesinde incelemistir, [12]. Ayrica bu makalede asal

kuvvetli Baer idealleri kimesi tizerinde bir topolojinin varligini géstermistir.

Topoloji ve cebirsel geometride, bir topolojik uzay Uzerinde tanimli bircok yapi
yerellestirilebilir, diger bir deyisle, acik kiimeler Gzerine kisitlanarak incelenebilir. Buna
ornek olarak, surekli reel ya da kompleks degerli fonksiyonlar, yerel halkalar ve
diferansiyellenebilir formlar sayilabilir. Ondemetler (presheaves) ve demetler (sheaves)
bu yerellestirmeyi formalize eden kavramlardir. Literatiirde ondemet ve demet
kavraminin detayli olarak islendigi ilk kaynaklardan biri Grothendieck’in dizenledigi
cebirsel geometri konulu seminer notlarindan olusan ve 1960 yilinda yayinlanan
“Eléments de géométrie algébrique, I: Le Langage des Schémas” adl eserdir, [14].
Literatlirde en sik rastlanan orneklerden biri olan yapi demeti (structure sheaf)
halkalarin asal spektrumu olarak adlandirilan asal idealler kiimesi Uzerinde, Zariski
topolojisine sahip uzay icin tanimlanmis bir demetir. Halkanin bir elemani ic¢in o
elemani icermeyen asal ideallerin kiimesi bir acik kiimedir. Her eleman i¢gin olusturulan
bu acik kiimeler asal spektrum icin bir baz tanimlar. Yapi demetinde bu acik kiimelerin
her birine halkanin s6z konusu elemanin kuvvetlerinin olustrudugu carpimsal kapali

kiimeye gore alinmig yerellestirme halkasi atanir.

1.2 Tezin Amaci

Bu tezin U¢ amaci bulunmaktadir. ilki; aralarinda asal yapilandiriimis halka tanimini
moddl yapisina genellestirerek aralarinda asal yapilandirilmis modillerin 6zelliklerini
incelemektir. ikincisi; modiillerin dis kuvvetlerinden yararlanarak, literatiirde halen
tamamen c¢o6ziilememis olan modillerin alt modillerinin radikallerinin karakterize
edilmesi ve asal alt modiillerin belirlenmesi problemlerine serbest modiiller sinifinda
katki saglamaktir. Dis kuvvet yapisinin problemi formalize etmeye, gosterim ve islem
kolaylig saglayarak ¢6zimu basitlestirmeye yarayacagi 6ngoérilmektedir. Son olarak;

asal kuvvetli Baer idealleri kiimesi lizerinde [12]'de tanimlanan topolojinin 6zellikleri
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incelenerek bu topolojik uzay Uzerinde bir halka demetin varliginin gosterilmesi
hedeflenmektedir. Ayrica bu bahsedilen uzay Uzerinde bir modil demetinin varlig
gosterilecektir. Bu demet yapisinin asal spektrum Uzerindeki yapi demetiyle iliskisinin

degerlendirilmesi amaglanmaktadir.

1.3 Orijinal Katki

ilk bolimde, aralarinda asal yapilandirilmis halka kavrami modil yapisina
genellestirilerek aralarinda asal yapilandirilmis modil tanimi yapilacak ve bu yapinin
bazi genel ozellikleri tespit edilecektir. Aralarinda asal yapilandirilmis modiillerin
kuvvetli modillerle olan iliskileri goézlemlenecektir. Sonlu Uretilmis aralarinda asal
yapilandirilmis moddiller ve ¢arpimsal aralarinda asal yapilandirilmis modullerin gesitli
ozellikleri elde edilecektir. Ek olarak, temel ideal halkalari lizerinde sonlu Uretilmis,

sadik, carpimsal modiillerin sifir boyutlu olmasina denk kosullar verilecektir.

ikinci bélimde, modiillerin dis kuvvetleri kullanilarak, sonlu rankli serbest modiillerin
sonlu Uretilmis alt moddllerinin radikallerinin bir karakterizasyonu verilecektir. Ayrica,
temel ideal bolgeleri Gizerinde sonlu rankli serbest modiillerin sonlu Uretilmis asal alt

moddulleri belirlenecektir.

Uclincti bélimde, Baer spektrumu olarak adlandirilan yariasal halkalarin asal kuvvetli
Baer idealleri kimesi Uzerindeki topolojinin bazi 6zellikleri incelenerek, Baer
spektrumu Uzerinde bir halkalar 6ndemeti tanimlanacak ve halka sifirlayici sartini
saglarsa bu 6ndemetin bir demet oldugu ispatlanacaktir. Ayrica bu demetin kokleri
bulunacaktir. Bu halkalar demeti R kullanilarak, bir R - modil M ye bir R - moddller
demeti M atanacak, boylece Baer spektrumu Gzerinde bir moduller demetinin varhg
gosterilecektir. Dahasi M — M eslemesinin bir tam sadik izle¢ oldugu ispat

edilecektir.



BOLUM 2

ON BILGILER

Bu bdélimde tez icin ihtiyac duyacagimiz genel bilgileri verecegiz. Sirasiyla, moddller,
topolojik uzaylar, limtiler, izlegler gibi bazi kategorik yapilar ile demetlerden

bahsedecegiz.

2.1 Modiller

Bu kisimda modiiller ile ilgili ihtiyacimiz olan bazi genel bilgileri verecegiz. Bu tezin
tamaminda tim halkalar birimli ve degismeli kabul edilecektir. Kavramlar hakkinda

kapsamli bilgi icin [15] ve [16]'ya bakilabilir.

M bir R- modil ve S< M olsun. M nin Syi iceren tim alt modullerinin kesisimine
S tarafindan tretilen alt modul denir ve (S) ile gosterilir. Bu alt modul S yi iceren en

kicguk alt moduldir. S = ise
(S) ={Zrisi ‘neN, r,..I eR,s,..,S, es}
i=1

seklinde yazilabilir. Eger S#=J ve S :{Sl,...,st} sonlu bir kiime ise
t
(S)={ IS i h,..I € R}
i=1

olur. M nin bir alt moduli N, M nin sonlu bir alt kiimesi tarafindan Gretilmisse

N ye sonlu Uretilmis alt modil denir. Eger N tek elemanh bir S:{m} kiimesi



tarafindan Uretilmisse N ={rm: re R} yazilir ve N, Rm ile gosterilir. Eger M tek bir

eleman tarfindan retilmisse M ye devirli modul denir.

K, M nin bir alt modili ve J M bostan farkli bir alt kiimesi olsun. R nin
{reR: herjeJicinrjeK}
ideali (K:J) yada (K:; J) ile gosterilir. Eger J :{m} ise (K:m) yazilir. Ozel olarak
K=0ise
(0:J)={reR:herjeJ icinrj =0}
idealine J nin sifirlayicisi denir ve Ann(J) ya da Ann,(J) ile gosterilir. Eger J ={X}

ise J nin sifirlayicisi Ann(x) olarak yazilr.

M nin sifirlayicisi sifir modil ise, yani (0:M)=Ann(M)=0 ise, M ye sadik modiil

denir.
M nin bir elemanlar ailesi (e,),.,, M yi Uretiyor ve her meM elemani, her LA
icin r, eR olmak Uzere, mzzieArﬂueﬁ seklinde tek tirlu yazilabiliyorsa, (€;),.,

ailesine M nin bir bazi denir ve M ye bir serbest R- modil denir. M nin bazinin

eleman sayisina M nin ranki denir.
M nin serbest R - modil olmasi icin gerek ve yeter kosul M nin, R nin kopyalarinin
bir direk toplamina izomorf olmasidir. Gercekte, eger (el)lEA, M nin bir bazi ise, her

Ae€A icin R, =R olmak Gizere M =®,_, R, yazilabilir.

P, R nin bir 6z ideali olsun. a,b eR icin abe P iken acP veya beP oluyorsa P ye

asal ideal denir. R nin tim asal ideallerinin kiimesi R nin asal spektrumu olarak

adlandirilir ve Spec(R) ile gosterilir.

Rnin bir ideali Q, Rnin tim idealleri kiimesinin kapsamaya gore bir maksimal
elemani ise Q ya maksimal ideal denir. R sifirdan farkli ise en az bir maksimal ideali

vardir. Ayrica R nin her 6z ideali en az bir maksimal ideal tarafindan kapsanir. Her

maksimal ideal ayni zamanda asal idealdir.

Tek maksimal ideali olan halkaya yerel halka denir.
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R nin bir ideali | igin, | y1 kapsayan tim asal ideallerin kesisimine | nin radikali denir

ve /| ile gosterilir. Bu ideal su sekide de ifade edilebilir:
\/Tz{reR:birneN icinr" e I}

M bir R- modil ve N, M nin bir 6z alt modili olsun. meM ve reR icin rmeN

iken me N veya r (N : M) oluyorsa N ye asal alt moddl denir.

M nin bir alt modili K, M nin tim alt modiller kiimesinin kapsamaya goére bir
maksimal elemani ise K ya maksimal alt modil denir. Her maksimal alt modil ayni
zamanda asal alt modildur. Bir moduilln her asal alt moduli maksimal ise moddle sifir

boyutlu modiil ad1 verilir.

M bir R- modil ve L, M nin bir 6z alt modili olsun. meM ve reR icin rmeN

iken meN veya r e,/(N: M) oluyorsa N ye asalimsi alt modiil denir.

M ve N iki R-modil olsun. M xN kartezyen ¢arpimi Gizerindeki serbest R - modiil
F ile gosterilsin. mm'eM, n,n'e N ve r e R olmak GzereK, F nin

(m+m',n)—(m,n)—(m',n)

(m,n+n")—(m,n)—(m,n"

(rm,n)—r(m,n)

(m, rn)—r(m,n)
elemanlar tarafindan dretilen alt moduld olsun. R- modil F/K, M ve N nin
tensor garpimi olarak adlandirilirve M ® N ile gosterilir. F nin baz elemani (m,n) nin
M &®N deki gorintisi m®n ile gosterilir ve bir basit tensér olarak adlandirilir.

M & N tim basit tensorler tarafindan dretilir.
M,N,P U¢ R- modil olsun. f:MxN — P tasviri her iki bilesende lineerse, yani,
her m;m'e M, n,n'eN ve r e Rigin

f(m+m'n)=f(m,n)+ f(m'n)
f(mn+n’)=f(mn)+ f(mn’
f(rm,n)=r-f(m,n)
f(mm)=r-f(m,n)

saglaniyorsa f ye bilineer tasvir denir.



ItMxN-—->M®&N
(m,n)> m®n

tasviri bilineer tasvirdir ve kanonik bilineer tasvir olarak adlandirilir.

M ® N, bilineer tasvirler icin evrensel dzelligi saglar. Oyle ki, Lbir R- modiil ve

g:MxN — L bir bilineer tasvir ise, i kanonik bilineer tasvir olmak tzere, gi=g

olacak sekilde tek bir 3:M ® N — L, R - modil homomorfizmasi vardir.

2.2 Modiillerin Dig Kuvvetleri

Bu kissimda modadillerin dis (exterior) kuvvetleri konusunda bazi genel bilgiler verecegiz.

Kavramlar hakkinda detayli bilgi icin [17]’den faydalanilabilir.

M bir R- modiil ve k>2 olsun. M nin k. tensér carpimini (X) M ile gdsteriyoruz.
k

Ji» @ M nin bir i# j icin m =m, esitligini saglayan m ®m, ®---®m, elemanlari
k
tarafindan Uretilen alt modiili olsun. R - modil (&) M)/J, ye M nin K. dis kuvveti
k

denir ve A*M ile gosterilir. 0. dis kuvvet A°M =R ve 1. dis kuvvet A'M =M olarak

kabul edlir. Her m,m,,---m eM icin m ®m,®---®m, elemaninin A*M deki

denklik sinifi m Am, A---Am, ile gésterilir.
K. tensér carpim () M basit tensorler m ®m, ®---®m, tarafindan tretildi§inden k.
k

dig carpimda m Am, A---AMm, elemanlari tarafindan tretilir.
Her r e R ve her 1<i<Kk igin
M A ATM A AM =F(M A AM A--AM,)
ve
m A---AOA---AM, =0

esitlikleri saglanir. Ayrica, bir dis carpimdaki herhangi iki bilesen esit ise dis carpim

sifira esittir, yani, bir i ] igin m, =m; saglaniyorsa, m A---Am, =0 olur. Tim bu



Ozelliklerden ayni bilesenlerin farkh siralanmasiyla elde edilen iki dis ¢arpimin isaret

farki ile esit oldugu gézlemini yapabiliriz.

R bir halka, M ve N iki R- modil olsun. f:Mx...xM — N tasviri asagidaki

ozellikleri sagliyorsa f ye ¢oklu lineer tasvir denir:
(i) Her i e{L,...,k} igin

f(m,...m +m ,..m)=f(m,.m,..m)+f(m,..,m,..m),

(ii) Her i e{l,...,.k} ve her r e R igin

f(m,...,m,..m)=rf(m,...m,..m) .

R bir halka, M ve N iki R- modil olsun. f:Mx-..xM — N bir ¢oklu lineer tasvir
olmak Uzere bir i# j icin m;=m, iken f(m,..,m)=0 saglaniyorsa f ye alterne

¢oklu lineer tasvir denir.

Dis kuvvetler alterne ¢oklu lineer tasvirler icin evrensel 6zelligi saglar, [17, 1.4]:

M bir R- modiill ve k>1 olsun. M nin k. direkt carpimi M* ile gésterilsin.
viM“ > A*M, v(m,..,m)=m A---am_ ile taniml kanonik alterne goklu lineer
tasvir olsun. Bu durumda, her R- modil N ve her alterne coklu lineer tasvir
f:M“ >N icin fov=f olacak sekilde tek bir R - lineer tasvir f: A*M — N
vardir.

Sonlu rankli serbest modiillerin dis carpimlari da serbest modiillerdir, [17, 1.6] :

F, n rankh bir serbest R- modil olsun. k<n igin, C(n,k), n nin Kk-li
kombinasyonlarinin sayisi olmak tzere, k. dis kuvwvet A¥F ranki C(n,k) olan bir

serbest R - moduldur. {e,,...,&,}, F nin bir bazi ise
{eil Aweng 1< i <---<i, <N}

kiimesi A*F nin bir bazidir.



2.3 Topolojik Uzaylar

Bu kisimda topoloji konusunda ihtiya¢ duyacagimiz bazi genel bilgileri verecegiz.

Kavramlar hakkinda genel bilgi icin [18]’e bakilabilir.

Bir X kiimesinin asagidaki 6zellikleri saglayan bir T alt kiimeler ailesine X (izerinde

bir topoloji denir:

(i) @ ve X, T nin elemanidir;
(ii) 7 nin herhangi bir alt ailesinin elemanlarinin birlesimi 7 nin elemanidir;
(iii) 7 nin herhangi bir sonlu alt ailesinin elemanlarinin kesisimi 7 nin elemanidir.

X kiimesi 7 topolojisi ile bir topolojik uzay olsun. X in bir alt kiimesi U, ‘7 nin

elemaniise U ya X in bir agik kimesi denir.

X bir kime ve B, X in bir alt kiimeler ailesi olsun. Eger
(i) her x e X elemani B nin en az bir elemani tarafindan kapsanir;

(i)B,,B, € Bve xeB NB, ise xe B, ve B, =B NB, olacak sekilde bir B, B

vardir.

sartlari saglaniyorsa, B ye X (izerinde bir topolojinin bazi denir. Bu durumda, B
tarafindan iretilen topoloji 7 soyle tanimlanir: U, X in bir alt kiimesi olmak tzere,
eger her xeU igin xeB ve BcU olacak sekilde bir Be B varsa, U, X te aclk

kiimedir denir, (yani 7 nin elemanidir) .

X bir kiime ve B, X uzerinde bir T topolojisinin bazi olsun. Bu durumda 7, B deki

elemanlarin tim birlesimlerinden olusur.

X bir topolojik uzay ve Xxe X olsun. X in X i kapsayan her acik kimesine X in bir
komsulugu denir.

X ve Y topolojik uzaylar ve f : X —Y bir fonsiyon olsun. Y nin her acik kiimesi V
icin T7(V), X in bir agik kimesi ise f ye strekli fonksiyon denir. f: X —Y bire bir

ve orten bir fonksiyon olsun. Eger hem f hem de ters fonksiyon f:Y — X siirekli
ise f ye homeomorfizma denir.

10



Bir X uzayinin bir alt kiimeler ailesi A nin elemanlarinin birlesimi X e esit ise A ya
X in bir orttsu denir. Eger A nin elemanlar acik kiimeler ise A acgik 6rti olarak

adlandirihr. X uzayinin her agik ortiisi sonlu bir agik ortlyl kapsiyorsa X e kompakt

uzay denir.

Bir X uzayinin her iki elemanindan en az biri digerini kapsamayan bir komsuluga

sahipse X e T, - uzayi denir.

24 Bazi Kategorik Yapilar

Bu kisimda ihtiyacimiz olan bazi kategorik yapilardan bahsedecegiz. Kavramlar

hakkinda genel bilgi icin [19]'a bakilabilir.

Bir C kategorisi Ug¢ unsurdan olusur: Bir objeler sinifi obj( C ), her (A B) obje ikilisi

igin bir morfizmalar kiimesi Hom(A, B), ve her (A, B,C) obje tglisu igin

Hom(A, B) x Hom(B,C) — Hom(A,C)
(f.9) = of

seklinde tanimli bir bileske islemi. f € Hom(A,B) morfizmasini f:A—>B ya da

A—' 5B seklinde gésterecegiz. Bu unsurlar asagidaki 6zellikleri saglamalidir:
(i) Hom kiameleri ikiserli ayriktir.

(i) Her A objesiicin, f : A— B olmak tzere,
fi,,=f ve 1L, f=f
olacak sekilde tek bir birim morfizma 1, € Hom(A, A) vardir.

(ii) Bileske islemi birlesmelidir: f:A—B, g:B—>C, h:C—>D morfizmalar olmak

uzere, h(gf) =(hg)f saglanir.
C ve D iki kategori olsun. T : C—D fonksiyonu
(i) Her Aeobj(C )igin T(A) eobj(D );

(i) f :A—> A", Cdeise, T(A) >T(A), D dedir;

(i) A——> A'—9 > A", C deise,

11



T(A) 5T (A) 19 5T (A"
D dedir ve
T(gf) =T(9)T ()
saglanir.

(iv) Her Aeobj(C )icin T(1,) =1;,

ozelliklerini saghyorsa, T ye C den D ye bir izle¢ denir.
T: C—D birizleg olsun. Her A;B eobj(C ) igin
Hom (A, B) — Hom ,, (T (A), T(B))
f - T(f)
tasviri bire bir ise, T ye sadik (faithful) izle¢ denir. Bu tasvir 6rten ise T ye tam (full)
izleg denir.

I kismi sirali bir kime ve C bir kategori olsun. (M,)..,, C de bir objeler ailesi ve

iel 7

(% :M; > M), , bir morfizmalar ailesi olmak Uzere, ((Mi)ie,,(l//ij)j>i) sirali ikilisi

{M,, '} ile gosterilsin. Her iel igin l//ii =1, esitligi saglaniyorsa, ve her K> j>i

icin

diagrami degismeliise {M., '} ye ters sistem denir.
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| kismi sirali bir kiime, C bir kategori ve {M,,;)}, C de, | iizerinde bir ters sistem

olsun. Ters limit (projektif limit ya da limit) bir limM, objesinden ve bir
-

(o, :limM, - M,),_, projeksiyonlar ailesinden olusur ve asagidaki 6zellikleri saglar:
(i) i< ] ise lyijaj = q; esitligi saglanir.

(i) Her X eobj(C )ve i< j oldugunda v/ f, =1, esitligini saglayan f:X —>M,

morfizmalari igin, asagidaki diagrami degismeli yapan tek bir €:X —limM.,

«—

morfizmasi vardir.

R bir halka olmak lizere, R - moddllerin herhangi kismi sirali kiime | Uzerindeki her

ters sistemi {M,, '} nin ters limiti mevcuttur.

I kismi sirali bir kime ve C bir kategori olsun. (M,),,,, C de bir objeler ailesi ve

iel 7

((0} :M; = M;),.; , bir morfizmalar ailesi olmak (zere, ((Mi)igl,(¢})i<j) sirali ikilisi

{Mi,(p}} ile gosterilsin. Her 1 | igin (o,i =1, esitligi saglaniyorsa, ve her i< j=<K igin
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diagrami degismeli ise {Mi,gpij} ye direkt sistem denir.

I kismi sirali bir kime, C bir kategori ve {Mi,go}}, C de, | Uzerinde bir direkt sistem

olsun. Direkt limit (indlktif limit ya da kolimit) bir Ii_m)Mi objesinden ve bir

(o, : M, —>I|_m) M.).., insertion morfizmalari ailesinden olusur ve asagidaki 6zellikleri

saglar:

(iyi< ] ise ajgp} = q, esitligi saglanir.

(i) Her X eobj(C )ve i< ] oldugunda fjgpz =f, esitligini saglayan f:M; > X
morfizmalari igin, asagidaki diagrami degismeli yapan tek bir @:limM, — X

—

morfizmasi vardir.
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R bir halka olmak tzere, R - modiillerin herhangi kismi sirali kime | {izerindeki her

direkt sistemi {M,, 1/} nin direkt limiti mevcuttur.

2.5 Demetler

Bu kisimda demetler hakkinda bazi temel bilgileri verecegiz. Kavramlar hakkinda

ayrintili bilgi icin [20], [21], [22]’'ye bakilabilir.

X bir topolojik uzay olsun. X in her agik kimesi U — X igin bir F(U) kiimesi

belirlensin. Her U <V agik kiimeleri igin bir

P F(V)—>FU)

tasviri belirlensin. Asagidaki sartlar saglaniyorsa, bu kiimeler ve tasvirler sistemine X

Uzerinde bir 6ndemet (presheaf) denir:

(i) U bos kiime ise F(U) bir elemandan olusur;
(ii) Her U agik kiimesi igin pfj tasviri birim tasvirdir;
(iii) Her U <V < W agcik kiimeleri igin
P =Py Ay
saglanir.
U <V acik kiimeleri igin pb’ tasvirlerine kisitlama tasvirleri denir.

F(U) kimelerinin tamami gruplar, bir R halkasi Gzerinde modiiller ya da halkalar ve
pl\j tasvirleri bu yapilarin homomorfizmalari ise F vye, sirasiyla, gruplar, R - moddller

ya da halkalar 6ndemeti denir.

U, X in bir agik kiimesi olmak lGzere, F(U), F nin U (zerindeki kesiti olarak

adlandirilir. X Gzerindeki kesite global kesit denir.

F, bir X uzayi Uzerinde bir 6ndemet olsun. Eger her U < X acik kiimesi ve her
U ZUaUa acik ortlsu icin asagidaki ozellikler saglaniyorsa, F ye X (zerinde bir

demet denir:
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(i) 5,8, e F(U) ve her U, icin g () =7} (s,) ise s, =s, dir;
(i) s, e F(U,) olmak lzere, her U, ve U, icin pﬁ:ﬁuﬂ (Sa):ptffmuﬁ (sy) iken, her

U, icin s, =) (S) olacak sekilde bir s e F(U) vardir.

a
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BOLUM 3

ARALARINDA ASAL YAPILANDIRILMIS MODULLER

R bir halka, {I,},.,, R halkasinin bir idealler ailesi ve P, R nin bir asal ideali olsun.

HeriAeA icin |, +P=R iken ﬂ |, £ P saglaniyorsa, P ye aralarinda asal

AeA
yapilandirilmis ideal denir. R halkasinin her asal ideali aralarinda asal yapilandiriimis

ideal ise R ye aralarinda asal yapilandiriimis halka denir.

Ozkirisci, Oral ve Tekir, “On Coprimely Structured Rings” makalesinde aralarinda asal
yapilandirilmis halkalari tanimlamis, bu halkalarin bazi 6zelliklerini ve gesitli halkalarla

iliskilerini incelemislerdir, [4].

Bu boélimde aralarinda asal yapilandiriimis halka kavraminin moddller teorisindeki
genellestirmesi olarak aralarinda asal yapilandirilmis moddlleri tanimlayip 6zelliklerini

inceleyecegiz.

3.1 Aralarinda Asal Yapilandiriilmis Modiiller
Tanim 3.1 R bir halka, M bir R - modil, {N,},_.,, M nin bir alt modiiller ailesi ve P,
M nin bir asal alt modili olsun. HerAe A igin N, +P=M iken ﬂﬂeANAg;P

saglaniyorsa, P ye aralarinda asal yapilandirilmis alt modil denir. M modilinin her
asal alt modulu aralarinda asal yapilandirilmis alt modil ise M ye aralarinda asal

yapilandirilmis modil denir.

Her modul aralarinda asal yapilandirilmis modil degildir. Asagidaki modil bu duruma

bir 6rnektir.
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Ornek 3.2 R=7 ve M =ZxZ olsun. Her tek dogal sayi n icin N, =nNZxnZ kimesi

M nin bir alt moduliidir. Bu durumda ﬂneN N, =(0) olur. Ayrica 2Zx 27, kiimesi M

n tek

nin bir asal alt modulidir veﬂneN N, ©2Zx27 dir. Fakat, her tek n dogal sayisi

n tek
icinN,+2Zx27Z=M olur. Dolayisiyla M aralarinda asal yapilandiriimig modiil
degildir.
Teorem 3.3 Bir aralarinda asal yapilandiriimis modiliin her homomorf goriintiisi de

aralarinda asal yapilandiriimistir.

ispat : M bir aralarinda asal yapilandirilmis R - modiil ve M ' bir R- modiil olsun.

f:M —>M' bir R- modil homomorfizmasi olmak tUzere f(M) nin {N,%}._ alt

iel
modailler ailesi ve P' asal alt moduli icin ﬂiel N,'c P’ kapsamasi saglansin. Heri e |
icin T(N,)=N."ve f(P)=P’ olacak sekilde M nin ker f i kapsayan bir alt modiiller

ailesi {N.}._, ve bir asal alt moduli P vardir. Bu durumda,

FOIN) S F(N) =N, "P'= £ (P)

iel iel iel
ve dolayisiyla ﬂiel N, = P elde edilir. M aralarinda asal yapilandiriimis bir modidil
oldugundan, bir jel igin N;+P#M saglanir. N; ve P modiillerinin her ikisi de
ker f alt modilini igerdiginden, N;+P'=f(N;+P)=f(M) esitligi elde edilir.
Dolayisiyla f (M) aralarinda asal yapilandiriimistir.

Sonu¢ 3.4 M bir R- modil ve N, M nin bir alt moduli olsun. M aralarinda asal

yapilandiriimig ise, bolim modilii M / N de aralarinda asal yapiladiriimistir.

Kuvvetli 0-boyutlu modiiller, carpimsal modiiller icin Oral, Ozkirisci ve Tekir tarafindan
[3]'de tanimlanmis ve Ozellikleri incelenmistir. Biz burada c¢arpimsal modil sartini

kaldirarak tanimi genellestiriyoruz.

Tanim 3.5 R bir halka, M bir R- modul, {N,},.,, M moduliinin bir alt modller

ailesi ve P, M nin bir asal alt modulu olsun. ﬂleA N, =P iken en az bir y € A igin
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Ny c P saglaniyorsa, P ye kuvvetli asal alt modul denir. M modullnin her asal alt

modull kuvvetli asal alt modilise M ye kuvvetli 0 -boyutlu modul denir.

Siradaki teorem aralarinda asal yapilandiriimis modiller ile kuvvetli 0-boyutlu

modadller arasindaki baglantiyi vermektedir.
Teorem 3.6 Her kuvvetli 0-boyutlu R - modiil aralarinda asal yapilandiriimistir.

ispat: M bir kuvvetli 0-boyutlu R- modil, {N;}._,, M nin bir alt modiller ailesi ve

el ”
P, M nin bir asal alt modili olsun. ﬂiel N, =P kapsamasinin saglandigi kabul
edilsin. M kuvvetli 0-boyutlu oldugundan, bir jel icin N; P bulunur. Bu

durumda N;+P=P =M elde edilir. Bu sonug aralarinda asal yapilandiriimig modiil

taniminin karsit tersidir. Dolayisiyla M aralarinda asal yapilandirilmis moduldur.

Teorem 3.3 {in bir sonucu olarak bir direkt toplam aralarinda asal yapilandirilmis modul
ise, her bir direkt toplam terimi de aralarinda asal yapilandirilmistir. Bu ifadenin tersi
bazi sartlar altinda dogrudur. Bu sonucu vermek icin bir yardimci teoremden
yararlanacagiz. Erdogdu, [23]'de iki R - modulin direkt toplaminin alt modul yapisini

karakterize etmektedir.

Yardimci Teorem 3.7 [23, Lemma 2.1] R bir halka ve M @ N iki R - moduliin direkt

toplami olsun. Asagidaki ifadeler denktir:

(i) M@®N nin tim alt moddlleri, A, M nin bir alt modili ve B, N nin bir alt

modili olmak tizere, A® B formundadir.
(ii) Her xeM ve ye N icin Ann(x)+ Ann(y) =R esitligi saglanir.
Burada, bu sonucu herhangi bir direkt toplama genelliyoruz.
Yardimci Teorem 3.8 M, , i€l , R-modiller olsun. Asagidaki ifadeler denktir:
(i) Herm e M, , i # j icin, Ann(m;)+ Ann(m;) =R .

(ii) @Mi nin her alt modiili, her i el igin, N;, M, nin bir alt moduli olmak tzere,

iel

@N; formundadir.

iel
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Ispat: (i) = (ii) Her m e M, ve i # j icin Ann(m,)+ Ann(m;) = R oldugu kabul edilsin.
Once herneN , m, eM; ve 1< j<n igin Ann((m;,...,m_))+Ann(m, ) =R esitligini
gosterecegiz. neNolsun. ifadeyi n Gzerinde tiimevarim ile ispatlayacagiz. m e M,
olsun. N=2 i¢in sonug kabulden elde edilir. n=3 igin, kabulden, ae Ann(m),

c e Ann(m,) ve b,d € Ann(m,) olmak lizere 1=a+b=c+d yazilabilir. Bu durumda
1=(a+b)(c+d)=ac+ad +bc+hbd
yazilir. ac € Ann((m;,m,)) ve ad +bc+bd € Ann(m,) oldugundan
Ann((m;, m,))+Ann(m;) =R
elde edilir.

n=k olsun.2<1<k-1, i; efl,...,k} icin Ann((m,,...m _))+Ann(m, )=R saglanir.

Kabulden, Ann((m,,...,m, ))+Ann(m, ) =R ve Ann(m, )+ Ann(m )=R oldugundan

Ann((mi1 oMy, M, )+ Ann(mik )
= Ann(((m,..,m; ), m_))+Ann(m, )
=R

bulunur.

$imdi, M =@M, modiilinin bir alt modili N yi ele alahm. neN olsun. Bu

iel

durumda, m,,...,m, sifirdan farkli ve her 1 #1,..., 1, icin m =0 olmak tizere nzz:mi

iel
yazilabilir. Her | e{L,...,k} igin,
1=a +h

olacak sekilde a € Ann(((m;,...,m, ,m,

LM ))) ve b€ Ann(m, ) vardir. Bu durumda

1=1L[(aI +b)=(ab,..b, +abb,..b +..+ab..b )

+h..b, +(Zatl...atrbsl...bsp]

2>r
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yazilabilir. Bu esitligin sol tarafindaki terimlerden ikinci satirdakiler her | e{l,...,k} igin

Ann(m, ) kiimesinde igerilir. Ote yandan, z:M; — @M, dogal icerme tasviri olmak

iel
Uzere

(ab,.b)n = (a1b2"'bk)li1 (mil) eN mlil(Mil)
(abbs..b)n  =(abb;..b )z (M) e NNy (M)

(ab..bn = (akbl"'bk—l)lik (mik) eNng (Mik)
ifadeleri saglanir. Dolayisiyla
¢, =(ab,..b)m , ¢, =(@hbb;..0)m .., ¢ =(@hb..b_)m

ve her i el —{i,,...,i .} igin ¢, =0 olmak lzere

iel

n=1.n=[lL[(a1 +b,)}n=Zci

elde edilir.

Bu durumda ne @(N n(M;)) = N olur. Dolayisiyla N =@(N nz (M;)) bulunur.

iel iel
(i)= (@) N , M =@M; nin bir alt modiili olsun. Bu durumda, kabulden, her i |
iel

icinN; , M; nin bir alt modiilii olmak Gzere N =@N; dir. Ayrica

iel

iel

N mli(Mi):(@Nijmli(Mi):li(Ni)

yazilabilir. Dolayisiyla N =@N; =@P(N nz(M,)) dir. i,jel ve m eM;, m, eM;,

iel iel

olsun.a, =m;, a;=m; ve k=1, j icin a =0 olmak Uzere a=Z:ak eM alalim.Ra,
kel

M nin bir alt modulu oldugundan yukaridaki argiiman kullanilarak
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Ra=@(Ran;(M;)) vyazlabilir. Bu durumda n eRamy(M,) olmak izere

iel

61=Z:kelak formundadir. b=m, b;=n; ve k=i, jicin b =0 olmak uzere

bzzkelbkeM alalim. Bu durumda a_b:Zkelak_ZkelbkZZkelnk_Zkelbk
yazilir. indisleri kargilagtirdigimizda n.—m =0 ve m; —n; =0 elde ederiz. Oyleyse
m=n ve m;=n; dir. Her kel icn, g(n)eRang(M,) oldugundan
ra=g4(n) e (M,) esitligini saglayacak bir r, eR vardir. Ozel olarak, ¢(n;)=r;a
dir. n,=m ve n,=m; esitlikleri kullanilarak, r;m =0 ve m, =r;m; elde edilir. Bu

durumda r; € Ann(m,) ve 1—r; € Ann(m;) dir. Dolayisiyla
1=r;+(-r;) € Ann(m;)+ Ann(m;)
ve béylece Ann(m;)+ Ann(m;) =R bulunur.

Teorem3.9 M,, iel, aralarinda asal vyapilandinlmis R- modiller olsun ve
herm eM;, i,jel, i#] icin Ann(m)+Ann(m;)=R kabul edilsin. Bu durumda,

M =@M, aralarinda asal yapilandirilmistir.

iel
ispat: N,, A€A, M nin bir alt modiiller ailesi ve P, M nin bir asal alt modili olmak

Uzere ﬂl AN/1 c P kapsamasi saglansin. Yardimci Teorem 3.8 kullanilarak, her i el
€

icin N;, M; nin alt modili olmak izere, M nin her alt modili @N,; seklinde

iel

yazilabilir. Oyleyse her 1 €A igin N, =@N, , olacak sekilde M; nin alt moduli N; ,

iel

vardir. Ayrica P =@P olacak sekilde her i€ icin M, nin alt modili P, bulunabilir.

iel

Bu durumda

iel \ 1leA AeA \ i€l AeA iel

@[ﬂ Nujé ﬂ(@'\'i,a} (1N, cP=&R (3.1)

kapsamalari yazihr.
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P asal oldugundan, B, # M, olacak sekilde tek bir k e | vardir. re R ve me M, igin
rme PR, ve m¢ P, kabul edilsin. a, =m ve i=K igin 8 =0 olmak lzere a:zﬂelai
alalim. Bu durumda raeP ve a¢P dir. Oyleyse, P asal oldugundan, re(P: M)
olur. Boylece rM, c R, ve r (R, : M,) sonucuna varilir. Dolayisiyla B, M, nin bir asal
alt modaladir. (3.1) ifadesinden ﬂk/\ N, <R vyazihr. M, aralarinda asal

yapilandiriimig modil oldugundan bir y € A icin N, , +B # M, dir. Dolayisiyla

Ny+P:(@NWj+P =N, +R)® _@Nw + .@Pi
ik i=k

=M, +| @EM; |=M
iel
i#k

elde edilir. Oyleyse M aralarinda asal yapilandirilmis modiildiir.

Her sonlu modiiliin aralarinda asal yapilandiriimis oldugu agiktir. Siradaki 6rnek sonsuz

bir aralarinda asal yapilandiriimis moduiltn varligini géstermektedir.

Ornek3.10 R=7Z ve M = @7, olsun. M bir R- moduldir. Her p asal sayisi igin,

p asal

Z, sonlu oldugundan aralarinda asal yapilandinlmistir. p ve ¢ iki farkli asal sayi
olsun. p ve ( aralarinda asal oldugundan, px+qy=1 olacak sekilde x ve Yy
tamsayilari vardir. Her m eZ  ve m, eZ, icgin, pxe Ann(m)) ve gy e Ann(m,)
oldugundan 1€ Ann(m_ )+ Ann(m,) dir. Dolayisiyla, Teorem 3.9 dan, M aralarinda asal

yapilandirilmstir.

3.2 Sonlu Uretilmis Modiiller ve Aralarinda Asal Yapilandirilmis Modiiller

Sonlu Uretilmis modiller s6z konusu oldugunda aralarinda asal yapilandiriimis
modidllerin bircok dikkat cekici ozelligi ortaya cikar. Bu kisimda aralarinda asal
yapilandirilmis sonlu dretilmis modiilleri inceleyecegiz. Oncelikle sonlu retilmis

modyillerin bilinen bir 6zelligini not edelim.
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Teorem 3.11 [29, Theorem 2.8] M sifirdan farkli bir sonlu Gretilmis R - moddl olsun.

Bu durumda M nin her 6z alt moduli bir maksimal alt modul tarafindan igerilir.

Sonlu dretilmis modiller igin, bir modilin aralarinda asal yapilandiriimis oldugu
maksimal alt modiillerinin aralarinda asal yapilandiriimis olup olmadigina bakilarak

anlasilabilir. Siradaki teoremde bu sonug verilmektedir.

Teorem 3.12 M sifirdan farkh bir sonlu dretilmis R- modidl olsun. M nin her
maksimal alt modilt aralarinda asal yapilandirilmis ise, M aralarinda asal

yapilandirilmis moduldir.

Ispat: M nin her maksimal alt modiilii aralarinda asal yapilandiriimis alt modiil olsun.

{N.}..,, M nin bir alt modiiller ailesi ve P, M nin bir asal alt modiilii olmak tzere
ﬂiel N, cP saglansin. M sonlu Uretilmis oldugundan, P alt modili M nin bir
maksimal alt modiili K da igerilir. Bu durumda ﬂiel N, =K olur. K aralarinda asal
yapilandirilmis oldugundan, Nj+K;tM olacak sekilde bir jel vardir. Boylece

Nj + P #M elde edilir. Dolayisiyla M aralarinda asal yapilandirimis moduldar.

Yardimci Teorem 3.13 M sifirdan farkh bir sonlu Gretilmis R - modil olsun. Asagidaki

ifadeler denktir:
(i) M aralarinda asal yapilandiriimistir.
(ii) M nin her maksimal alt modili K kuvvetli asaldir.

(iii) M nin her maksimal alt modili K ve her alt moddller ailesi {N,},_, icin
K+N, =M esitligi her A €A igin saglaniyorsa K +ﬂk/\ N, =M dir.
ispat: (i) = (i) {N,}._,, M nin bir alt modiller ailesi ve K, M nin bir maksimal alt

modull olsun. ﬂiel N, = K kapsamasinin saglandigi kabul edilsin. M aralarnda asal

yapilandirilmig oldugundan, bir jel igin N;+K # M dir. Bu durumda N; =K ve

boylece K kuvvetli asal alt moduldur.

(if) = (iii)) {N,};_, , M nin bir alt moddller ailesi ve K, M nin bir maksimal alt moduilii

olsun. Her iel igin K+N,=M esitliginin saglandigi kabul edilsin. K maksimal
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oldugundan, her iel igin N, z K olur. Ayrica K kuvvetli asal oldugundan,

(., \i € K elde edilir. Béylece K+(")._ N, =M bulunur.

(iii) = (i) {N.}.., » M nin bir alt modiiller ailesi ve P, M nin bir asal alt modiilii olsun.
ﬂiel N, € P kapsamasinin saglandigi kabul edilsin. M sonlu uretilmis oldugundan, P,
M nin bir maksimal alt modili K da igerilir. Boylece ﬂiel N, < K ve dolayisiyla
K+ﬂiel N. =M elde edilir. Oyleyse her jel igin P+ N, cK+N; =M dir.
Dolayisiyla M aralarinda asal yapilandirilmis moduldiir.

[3, Proposition 2.5])'de kuvvetli 0- boyutlu bir ¢carpimsal moddulin sifir-boyutlu oldugu
sonucu verilmistir. Haddizatinda bu sonu¢ carpimsal modil kabulii olmadan da

gecerlidir.

Teorem 3.14 M sifirdan farkli, sonlu Uretilmis, sifir boyutlu bir R - modiil olsun. M nin
aralarinda asal yapilandirilmis olmasi icin gerek ve yeter kosul M nin kuvvetli 0-

boyutlu olmasidir.
Ispat: Teorem 3.6 ve Yardimci Teorem 3.13 sayesinde sonug elde edilir.

Tanim 3.15 Bir R- modil M nin alt modadller latisi distributive ise M ye distributive
modil denir. Diger bir deyisle, M nin her alt moduli AB,C icin
AN(B+C)=(AnB)+(ANC) esitligi saglanir.

Teorem 3.16 [25, Proposition 2.3] R bir yerel halka ve M bir distributive R - moddl

ise M nin alt modulleri tam sirahdir.

Distributive modiiller hakkinda daha fazla bilgi icin Stephenson'in makalesi [25]e

bakilabilir.

Bir lokal halka Gzerinde sonlu Uretilmis, distributive, aralarinda asal yapilandiriimis bir

modilin lokalizasyonu da aralarinda asal yapilandiriimistir.

Teorem 3.17 R bir yerel halka ve M sifirdan farkli, sonlu Uretilmis, distributive bir R -
modil olsun. S, Rnin carpimsal kapah bir alt kimesi olsun. M aralarinda asal

yapilandirilmis ise S™M de aralarinda asal yapilandiriimis SR - modildr.
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ispat: {N.}._,, M nin bir alt modiiller ailesi ve P, S™M nin bir asal alt modili olsun.
Bu durumda, M nin bir alt modiller ailesi {K;},_, ve bir asal alt modili Q igin
N, =S7'K. ve P=57"'Q yazilr. ﬂiel N, = P kapsamasinin saglandigi kabul edilsin. Bu

durumda

S‘l[ﬂ KijgﬂS‘lKi =N, cP=5"Q
iel iel iel

yazilabilir. Dolayisiyla ﬂiel KicQ dir. M aralarinda asal yapilandiriimis modiil
oldugundan, K;+Q=M olacak sekilde bir jel vardir. M sonlu Uretilmig
oldugundan, K;+Qc K olacak sekilde M nin bir maksimal alt moduld K vardir.
Kj < K oldugundan, Kj ng c K olacak sekilde M nin bir minimal asal alt modulu
vardir. Budurumda Q; +Q = K olur. R yerel halka ve M distributive oldugundan, ya

Q, =Q veya Q< Q; saglanir. Béylece S7Q, =S™Q veya S7'QcSTQ; elde edilir.

Buradan Nj +P#S™M bulunur. Dolayisiyla S™*M aralarinda asal yapilandiriimistir.

3.3 Aralarinda Asal Yapilandiriimis Carpimsal Modiiller

Carpimsal modiiller s6z konusu oldugunda aralarinda asal yapilandirilmis modiillerin
bircok 6zelligi belirlenebilmektedir. Bu kisimda aralarinda asal yapilandiriimis ¢arpimsal

modyillerin 6zelliklerini inceleyecegiz.

Tanim 3.18 Bir R - modil M nin her alt moduld N i¢cin N =IM olacak sekilde R nin

bir | ideali bulunabiliyorsa M ye ¢arpimsal modiil denir.

Carpimsal modiller literatirde c¢ok genis kapsamda incelenmistir. Barnard'in
“Multiplication Modules” adli makalesi [26] ve Abd el-Bast ve Smith'in “Multiplication
Modules” makalesi [27] konuyla ilgili en dnemli iki referans olarak sayilabilir. Simdi

carpimsal modiillerin kullanacagimiz bazi 6zelliklerini ifade edelim.

Carpimsal modiller de sonlu Giretilmis modiiller gibi maksimal alt modiile sahiptirler.
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Teorem 3.19 [27, Theorem 2.5] R bir halka ve M sifirdan farkh bir ¢arpimsal R -
modil olmak lGzere M nin her 6z alt moduli bir maksimal alt modul tarafindan

kapsanir.
Carpimsal modullerin asal alt modiilleri asagidaki gibi karakterize edilir.

Teorem 3.20 [27, Corollary 2.11] R bir halka, M bir ¢carpimsal R- modil ve N, M

nin bir alt moduli olsun. Asagidaki ifadeler denktir:
(i) N asaldir.

(ii) Ann(M / N) bir asal idealdir.
(iii) R nin Ann(M) < P kapsamasini saglayan bir asal ideali P icin N=PM dir.

Teorem 3.21 [27, Theorem 1.6] R bir halka ve M bir carpimsal sadik R - modil ise
R nin her idealler ailesi {I },_, icin ﬂjeJ (I;M) = (ﬂjeJ I;)M esitligi saglanir.

Abd El-Bast ve Smith, ayrica sonlu Uretilmis sadik ¢arpimsal modiillerin alt moddlleri
icin bir karakterizasyon vermislerdir:

Teorem 3.22 [27, Theorem 3.1] M bir sadik ¢arpimsal R - modil olsun. Asagidaki

ifadeler denktir:
(i) M sonlu Uretilmistir.
(ii) A ve B, R nin idealleri olmak tizere AM — BM ise Ac B dir.

(iii) M nin her alt modild N icin N =IM olacak sekilde R nin tek bir | ideali

vardir.
(iv) R nin her 6z ideali A icin M = AM dir.
(v) R nin her maksimal ideali P icin M = PM dir.

Sonlu Uretilmis modiller ve carpimsal modiillerin her ikisinde de 6z alt modiller bir
maksimal alt modil tarafindan kapsandigindan, sonlu Uretilmis modiller icin daha
once verilmis bazi teoremler carpimsal modiiller icin de gecerlidir. ispatlar tamamen

ayni oldugundan sadece sonuclarin ifadelerini verecegiz.

Teorem 3.23 M carpimsal birR- modil olsun. M nin her maksimal alt moduli

aralarinda asal yapilandirilmis ise, M aralarinda asal yapilandiriimis moduldr.
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Yardimci Teorem 3.24 M carpimsal bir R - modiil olsun. Asagidaki ifadeler denktir:
(i) M aralarinda asal yapilandirilmistir.
(ii) M nin her maksimal alt modilt K kuvvetli asaldir.

(iii) M nin her maksimal alt modili K ve her alt moddller ailesi {N,},_, icin
K+N, =M esitligi her A € A igin saglaniyorsa K +ﬂz€/\ N, =M dir.

Teorem 3.25 M c¢arpimsal bir R - modil olsun. M nin aralarinda asal yapilandiriimis

olmasi igin gerek ve yeter kosul M nin kuvvetli O - boyutlu olmasidir.

Simdi, asal alt modil aileleri ve maksimal alt modilleri kullanarak aralarinda asal
yapilandirilmis ¢carpimsal moddllerin bir karakterizasyonunu verecegiz. Bunun igin énce

bazi kavramlarin tanimlarini tekrar edelim.

Tanim 3.26 R bir halka, M bir R- modil ve N, M nin bir alt moduild olsun. M nin

N yi iceren tim alt moddllerinin kesisimine N nin radikali denir ve rad,,(N) ya da

rad(N) ile gosterilir.

R halkasi bir R - modul olarak distinuldugiinde her | alt moduli igin radR(|)=\/|_

saglanir.

Bir | idealinin radikali \/I_ nin elemanlari cinsinden karakterizasyonu bilinen bir

sonuctur. Soyle ki;
JI={xeR: birneNicinx"el}.

Genel olarak, bir alt modilin radikalinin  benzer sekilde elementer olarak
karakterizasyonu elde edilememistir. Yine de, carpimsal modiiller icin benzer bir sonug
mumkiindir. Carpimsal modiillerin alt modillerinin elementer bazda karakterizasyonu
Ameri tarafindan [28]'de verilmistir. Bu makalede M c¢arpimsal moduliinin N =IM
ve K=JM alt modillerinin ¢arpimi NK =(IJ)M olarak tanimlanmis, bu tanim
kullanilarak M nin iki elemant m ve m’' nin carpimi Rm ve Rm’ alt modiillerinin
carpimi olarak belirlenmistir. Ameri bu tanim vasitasiyla bir carpimsal modil M nin alt

moduli N igin
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rad,, (N)={meM : birk >0 icinm“ = N}
oldugunu gostermistir, [28, Theorem 3.13].

R bir halka, M bir carpimsal R- modil ve {N,},.. , M nin bir alt modiiller ailesi
olsun. Her xeM igin, xerad,(N,) iken x" <N, olacak sekilde bir neN
bulunabiliyorsa {N,},_, ailesi (*) 6zelligini saglar denir. R halkasi kendi tizerinde bir

modil olarak duslintldiginde, bu kosul [29, Teorem 7]’deki (2) sartina denktir.

Dolayisiyla, siradaki yardimci teorem [30, Teorem 2]’nin bir genellestirmesidir.
Yardimci Teorem 3.27 Bir carpimsal R - modil M nin bir alt modiiller ailesi {N,}_,
nin (*) ozelligini saglamasi icin gerek ve yeter kosul her Jc | alt kiimesi igin,
rad (ﬂiEJ N,) :ﬂid rad(N;) esitliginin saglanmasidir.

ispat: {N.}_,, M nin bir alt modiiller ailesi olsun. {N.}_, nin (*) 6zelligini sagladig
kabul edilsin. J, | min bir alt kiimesi olsun. rad(mieJ Ni)gmiEJ rad(N,) kapsamasi
her zaman saglanir. Diger kapsama igin, XeﬂiEJ rad(N,) olsun. Bu durumda her ieJ
icin xerad(N,)dir. {N,}._, ailesi (*) 6zelligini sagladigindan, bir n dogal sayisi ve her
ied igin X" < N, olur. Dolayisiyla X" gﬂieJ N, elde edilir. Boylece x rad(ﬂiEJ N.)
bulunur. Tersine, I nin her J alt kiimesi igin, rad(miEJ Ni):ﬂieJ rad(N,) esitligi
saglansin. xeM ve J={iel:xerad(N,)} olsun. Bu  durumda
ﬂid rad(N,) = rad(mieJ N.) olur. Dolayisiyla X" eﬂid N, olacak sekilde bir n dogal
sayisi vardir. Her ieJ igin ﬂid N. = N. oldugundan her x"c N, elde edilir.
Dolayisiyla {N.}._, ailesi (*) 6zelligini saglar.

Teorem 3.28 M bir carpimsal R - modil olsun. M aralarinda asal yapilandiriimis ise
M nin her {P,},., asal alt modiiller ailesi ve her K maksimal alt modili igin

P, < K iken bir y € A igin P, < K saglanir.

AeA

Eger M nin her alt moddiller ailesi (*) 6zelligini sagliyorsa yukaridaki teoremin tersi de

dogrudur.
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ispat: M aralarinda asal yapilandirilmis bir carpimsal modiil olsun. {P}.,, M nin bir

asal alt moddller ailesi ve K, M nin bir maksimal alt moduli olmak Gzere ﬂiel PcK

kapsamasi saglansin. M aralarinda asal yapilandiriimis oldugundan, bir jel igin
P,+K#M dir. K maksimal oldugundan, P, c K kapsamasi elde edilir. Tersine, (*)
ozelliginin M nin her alt moddller ailesi i¢in saglandigi kabul edilsin. Ayrica, M nin her

asal alt moddller ailesi {P},

.., ve her maksimal alt modili K igin, ﬂieIPigK
kapsamasi  bir jel icin P,c K kapsamasini gerektirsin. {N_},.,, M nin bir alt
modiiller ailesi ve P, M nin bir asal alt moduli olmak tzere ﬂaeA N, < P olsun. Bu

durumda rad(ﬂaEANa)gl’ad(P):P bulunur. M bir garpimsal modiil oldugundan,

P, M nin bir maksimal alt modilti L tarafindan kapsanir. {N_} _,, (*) ozelligini

sagladigindan, Yardimci Teorem 3.27 kullanilarak,
...rad(N,)=rad((),_,N,)cPclL

elde edilir. Ayrica, her oz € A igin, {Pﬂ’a}ﬁes, M nin bir asal alt moduller ailesi olmak

uzere

rad(N,)= () P,
peB
NagPﬂva

saglanir. Dolayisiyla,

Pow =) [) Pro=[)rad(N,)cL
(a,B)eAxB acA PBeB aeh
Nagpﬂ.a NagPﬁ‘a

yazilabilir.

Bu durumda, kabulden, bir (4,x) e AxB icin P,, < Ldir. Béylece bir (4,x) e AxB

icin P, . +L#M olur. Oyleyse, bir 1€ A igin,
N,+PcP, +PcP,  +L=M

dir. Dolayisiyla M aralarinda asal yapilandiriimistir.
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Teorem 3.29 M bir carpimsal R - modul olsun. M nin her alt moddller ailesi icin (*)

ozelligi saglansin. N, M nin rad(0)da igerilen bir alt modili olsun. Bu durumda,

M /N nin aralarinda asal yapilandiriimis olmasi icin gerek ve yeter kosul M nin

aralarinda asal yapilandirilmis olmasidir.

ispat: M /N aralarinda asal yapilandirimig bir modiil olsun. {P}._,, M nin bir asal alt

iel ’

moddller ailesi ve K, M nin maksimal alt modili olmak tzere, ﬂi | P < K kapsamasi
€

saglansin. Bu durumda, N < rad(0) oldugundan,

R/N)=(R)/NcK/N

iel iel
yazilabilir. K maksimal oldugundan, K/N, M /N nin bir maksimal alt moduluddr.

Oyleyse, bir jel igin, P,/N+K/N=#M/N saglanir. Béylece P,/NcK/N
bulunur. Dolayisiyla, bir jel igin Pj c K kapsamasi saglanir. Teorem 3.28

kullanilarak M nin aralarinda asal yapilandirimis modil oldugu sonucuna varilr.

Yeterlilik kismi Sonug¢ 3.4’Un bir sonucudur.

Teorem 3.30 M bir sonlu Uretilmis, sadik, ¢arpimsal R- modil olsun. M nin
aralarinda asal yapilandirilmis modul olmasi icin gerek ve yeter kosul R nin aralarinda

asal yapilandirilmis halka olmasidir.
Ispat: M nin aralarinda asal yapilandiriimis modiil oldugu kabul edilsin. {l_}..r, Rnin
bir idealler ailesi ve P, Rnin bir asal ideali olmak lzere ﬂaeAla < P saglansin. Bu

durumda,

ﬂ(IaM):(ﬂlajM < PM

aehA aehA
yazilabilir.
M aralarinda asal yapilandiriimis oldugundan, (1,+P)M =1,M +PM =M olacak

sekilde bir #e A vardir. Dolayisiyla |,+P # R elde edilir ve béylece R nin aralarinda

asal yapilandiriimis halka oldugu bulunur. Tersine, R nin aralarinda asal yapilandiriimis

halka oldugu kabul edilsin. {N,},_,, M nin bir alt modiiller ailesi ve Q", M nin bir asal
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alt moduli olsun. ﬂleA N, Q' kabul edilsin. M ¢arpimsal modil oldugundan, her
AeA igin N, =1,M olacak sekilde R nin bir idealler ailesi {I,},_, ve Q'=QM

olacak sekilde R nin bir asal ideali Q vardir. Bu durumda,

(ﬂIA)M :ﬂ(IAM):ﬂNg cQ'=QM

AeA AeA AeA
elde edilir ve Teorem 3.22 kullanilarak, ﬂﬂeAlng bulunur. R aralarinda asal

yapilandiriimis oldugundan, |_+Q =R olacak sekilde bir xe A vardir. Boylece,
Teorem 3.22 kullanilarak, N,_+Q'=(I_ M +P)M =M bulunur. Dolayisiyla M
aralarinda asal yapilandirilmistir.

Teorem 3.31 Her Artinian ¢arpimsal modil aralarinda asal yapilandiriimistir.

Ispat: Her Artinian carpimsal modiiliin kuvvetli O - boyutlu oldugu [3, Theorem 2.6]’da

gosterilmistir. Teorem 3.6 kullanilarak sonug elde edilir.

3.4 (*) Ozelligi

Brewer ve Richman, [30]'da sifir-boyutlu halkalarin bazi karakterizasyonlarini
vermislerdir. Biz de bu sonuglari bazi sartlar altinda modiillere genelleyecegiz. Ozel
olarak, R temel ideal halkasi ve M sonlu (retilmis, sadik, carpimsal R - moddl iken
3.3’te tanimladigimiz (*) ozelligi M nin sifir-boyutlu olup olmadigini belirlemede
kullanilabilir. Oncelikle bazi gerekli yardimci teoremleri verecegiz. Bu kissmda R nin

temel ideal halkasi oldugunu kabul edecegiz.

Yardimci Teorem 3.31 M bir sonlu dretilmis carpimsal R - modiil olsun. m, M nin bir
elemani olmak Gzere, m ile Uretilen alt modil Rm=1IM seklinde yazilsin. Asagidaki

kosullar denktir:

(i) Bir neN igin 1"M =1"M esitligi saglanir.
(i) IM+ ) (0, 1M =M .

ispat: (i) = (ii) Bir neZ icin 1"M =1""M oldugu kabul edilsin. R temel ideal halkas

oldugundan | =(r) olacak sekilde bir r e R vardir. Bu durumda r"M =r""M olur.
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n _ N+l

Oyleyse, her meM icin, r"'m=r""m’ olacak sekilde bir m'e M vardir. Bdylece

m—-rm'e(0:, r")=(0:, 1") elde edilir. Dolayisiyla M < IM +U:;1(O:M ") bulunur.

)= (@) IM +U:O=1(O:M I")=M esitliginin saglandigi kabul edilsin. | temel ideal

oldugundan, bir xeR igin I=(x) olur. Bu durumda xM +U(::1(O:M I"=M

yazilabilir. M nin bir trete¢ kimesi {a,4a,,...,a,} olsun. Boylece, kabulden, her
ie{l,2,...,n}igin

a, € xM +0(O:M x")
n=1

elde edilir. O halde, her ie{l2,..,n} igin, a =xm +n olacak sekilde m eM

ven €(0:x4), k eN vardir. k=max{k,,...,k } olsun. Bu durumda
Xkai — Xk+ln,,|i +ani — Xk+l|,,ni c Xk+1M
olur.

Boylece XM < x'M  bulunur. Diger kapsama her zaman gecerlidir.
Dolayisiyla XM = x*M , yani 1M =1**M elde edilir.
Teorem 3.32 Sonlu Uretilmis sadik bir carpimsal R - modul M nin sifir boyutlu olmasi

icin gerek ve yeter kosul Yardimci Teorem 3.31'deki kosullarin her meM igin

saglanmasidir.

ispat: Bir me M icin Yardimci Teorem 3.31’in (ii) kosulunun saglanmadigi farz edilsin.
Bu durumda IM +U:=1(O:M "), M nin bir 6z alt modiliidir ve bu sebeple M nin bir
maksimal alt modiili Q' tarafindan kapsanir. Oyleyse Q=(Q':M), Rnin bir asal
idealdir. R temel ideal halkasi oldugundan, bir aeR igin | =(a)dr.
S={a"r:neN,reR\Q} olarak tanimlansin. 0eS kabul edilsin. Bu durumda
a'r=0 olacak sekilde bir reR\Q wvardir. xeM olsun.  Oyleyse
rxe(0:,a")=(0:, 1")Y<Q" olur. r¢Q=(Q":M) ve Q" asal oldugundan, xeQ’
bulunur ve bdylece M = Q' celiskisi elde edilir. Dolayisiyla 0¢S olmahdir. Oyleyse

P NS = olacak sekilde R nin bir asal ideali P vardir. R\Q < S oldugundan P Q
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elde edilir. Ayrica aM < Q' ve boylece a € Q bulunur. Fakat aeS oldugundan a ¢ P
dir. DolayisiylaP, Qnun bir 6z idealidir. Bu durumda, Teorem 3.22 kullanilarak,
PM nin QM nin bir 6z alt modull oldugu sonucuna varilir. Dolayisiyla M sifir-boyutlu
degildir.

Tersine M sifir-boyutlu olmasin. Bu durumda P —Q olacak sekilde M nin asal alt
moddulleri P ve Q vardir. meQ\P olsun. Bu durumda Rnin bir ideali | igin
Rm=IM dir. U;(O:M ") & P farz edilsin. Bu durumda bir neN igin 1"x=0 ve
fakat x¢ P olacak sekilde bir xeM vardir. Bir beR igin 1 =(b) oldugundan
b"x=0€P bulunur. P asal alt modil oldugundan, b"e(P:M) dir. Boylece

be(P:M) bulunur. Dolayisiyla meRm=bM c P celiskisi elde edilir. O halde

U;(O:M ") = P <= Q olmalidir. Ayrica IM =Rm < Q saglanir. Béylece

IM +CJ(0:M I c Q=M

bulunur. Bu ifade Yardimci Teorem 3.31’in (ii) sartinin karsit tersidir.

Teorem 3.33 M bir sonlu Uretilmis, sadik, carpimsal R- modil olsun. Asagidaki

kosullar denktir:
(i) M sifir-boyutludur.
(i) M nin her alt moddller ailesi icin (*) 6zelligi saglanir.
(iii) M nin her asalimsi alt moddiller ailesi icin (*) 6zelligi saglanir.

ispat: (i) = (ii) M nin sifir-boyutlu oldugu kabul edilsin. Bu durumda Teorem 3.32
sayesinde, her me M icin, Rm=IM olmak iizere, 1"M =1""M esitligini saglayacak
bir neN vardir. ™M =1"M esitligi her t N icin saglanir. N, M nin bir alt moddlii
olsun. xerad(N) ise, Rx=JM olmak tzere, J*M = N kapsamasini saglayan bir
keN vardir. Eger n>k ise, J"M =J"*(J*M)c J"*N = N elde edilir. Eger n<k
ise, J"M =J*M <N bulunur. Her iki durumda da X" =J"M < N esitligi elde edilir.
Dolayisiyla (*) 6zelligi M nin tim alt modul aileleri icin saglanir.

(if) = (iii) ifade agiktir.
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(iii)) = (i) (*) o6zelliginin M nin tum asalimsi alt modiiller aileleri tarafindan saglandigi

kabul edilsin. M sifir-boyutlu olmasin. P, M nin maksimal olmayan bir asal ideali
olsun. xeM alalim. M ¢arpimsal modil oldugundan, Rx=1IM olacak sekilde R nin

bir ideali | vardir. P, IM nin bir minimal asal alt modilu olsun. Her ne N igin,
Q,={meM|birseR\(P:M)icinsmel"™M }

tanimlansin. Q=(P: M) olsun. Bu durumda, [31, Theorem 6] kullanilarak, MQ nun
yerel modil oldugu sonucuna varilir. DolayisiylaP,, MQ nun tek maksimal alt
modiilidir. P, 1"M nin de minimal asal alt modili oldugundan rad((1"M),) =P,
elde edilir. Béylece

rad(Qn)zrad((I”M)QmR):(rad(I”I\/I)Q)r\R:PQmR:P,
ve dolayisiyla

(P:M)M =P =rad(Q,) =rad((Q, : M)M) = /(Q,: M)M

yazilabilir.

M sonlu Uretilmis, sadik, ¢carpimsal modil oldugundan, Teorem 3.22 kullanilarak,

J(@Q, :M) =(P:M) sonucuna varilir. Simdi, rmeQ, olacak sekilde reR ve meM
alalm. Bu durumda srme|"M ifadesini saglayan bir se R\(P:M) vardir. Eger
re@,:M) ise sreR\(P:M) bulunur. Bu durumda, srmel"™M oldugundan

m e Q, elde edilir. Dolayisiyla Q,, (P :M)-asalimsidir.

O halde{Q.}, €N, M nin bir asalimsi alt moduller ailesidir. XeP:ﬂneNrad(Qn)
saglanir. Simdi XgéﬂneNrad(Qn) oldugunu gosterecegiz. Aksine XeﬂneNrad(Qn)
oldugu farz edilsin. Bu durumda bir kK eN icin x* gﬂneNQn kapsamasi saglanir. Ozel
olarak, X =Q,,, dir. | bir temel ideal oldugundan, | =(a) olacak sekilde bir acR

k+1

bulunabilir. P#M oldugundan, bir meM icin sa*m=a“"'m’ esitligini saglayacak

SmeM\P ve SeR\(P:M) wvardir. M burulmasiz modil oldugundan,

sm=am’'eIM < P sonucuna varilir. Fakat bu sonu¢ meM \P secimimizle celisir.

35



Oyleyse x ¢ rad (ﬂneNQ”) olmalidir. Boylece M nin (*) 6zelligini saglamayan bir asal

alt modailler ailesi Q,, ne M, elde edilmis olur.
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BOLUM 4

MODULLERIN DIS KUVVETLERi VE SERBEST MODULLERIN ALT
MODULLERININ RADIKALLERI

Bu boliimde modiilerin dis kuvvetlerinden faydalanarak sonlu rankli serbest modiillerin
sonlu Uretilmis alt moddllerinin radikalllerini karakterize edecegiz. Ayrica, temel ideal
bolgeleri Gzerinde sonlu rankl serbest modiillerin sonlu Uretilmis asal alt moddllerini

belirleyecegiz.

4.1 Serbest Modiillerin Alt Modiillerinin Radikalleri

Bu kisimda dis kuvvetlerden vyararlanarak sonlu rankh serbest modillerin sonlu

Uretilmis alt modiillerinin radikallerini karakterize edecegiz.

R bir halka ve F, ranki n olan bir serbest R- modul olsun. k<n olmak tzere,

{firrn e}, A“Fnin bir bazi olsun.  z,..,z, €F igin, z A--AZ, eleman,

k2R olmak zere,

seklinde yazilabilir.

Siradaki yardimci teorem modillerin dis kuvvetlerinin faydali bir 6zelligini ifade

etmektedir:

Yardimci Teorem 4.1 [17, Lemma 5.1] M bir R - modiil ve {e,,...,e,} bir Greteg kiimesi

n
olsun. k bir pozitif tamsayi ve 1<i <k olmak Uzere, X; =injej eM ve
=1
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olsun. Bu durumda, K%%, K nin L., 1. sttlinlan segilerek olusturulan matrisin

determinanti olmak Uzere,

iy <+ <y
yazilabilir. Ozel olarak, eger k >n ise, X, AX, A---A X, =0 saglanir.

Siradaki yardimci teoremde bir modilin alt modilinin radikalinin  bir

karakterizasyonu verilmektedir.

Yardimci Teorem 4.2 [8, Corollary 1.2] M bir R- modil ve N, M nin bir alt moduli

olsun. P, R nin bir asal ideali olsun.
K(N,P)={meM : bir ceR\Pigincme PM +N }

kiimesi M nin bir alt moduludir ve

rad, (N)= (] K(N,P)

PeSpec(R)
saglanir.

Simdi bu calismanin ana sonucu olan teoremi ifade edip ispatlayacagiz. Once

ihtiyacimiz olan bazi gosterimleri verelim.

R bir halka, F, ranki n olan bir serbest R- modil ve {e :1<i<n}, F nin bir bazi
olsun. m<n olmak tizere, N =(X,,...,X,), F nin bir alt modulu olsun. Her i=1,....m
igin X :injej yazilabilir. F nin bir r:erej elemanini alalim. [17, Theorem 1.6]
sayesinde, her 1<t <m igin, A'F nin rank C(n,t) olan bir serbest modul oldugunu

biliyoruz.  A'F nin bazini {f;:1<j<C(n,t)} ile gosterelim. Bu durumda, her
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seklinde yazilabilir.

yazilir.

Teorem 4.3 R bir halka, F, ranki n olan bir serbest R - modiil ve {g, :1<i<n}, F nin
bir bazi olsun. m<n olmak Uzere, N =(X,..,X,), Fnin bir alt modili olsun.
Yukaridaki gosterim kabul edilsin. Bu durumda, r erad. (N) olmasi igin gerek ve yeter

kosul her 1<k <n igin

hoe (% :1<i<ml<j<n)

ve her 1<t<m igin

b e (bt bl
olmasidir.
ispat: r erad. (N) kabul edilsin. P, Rnin (x;:1<i<m,1< j<n) idealini iceren bir

alt moduliu olsun. Yardimci Teorem 4.2 dolayisiyla r € K(N, P) saglandigindan, ¢, eR

n n
ve p= Z p,e, € PF olmak lzere, cr = Z:Cixi + p esitligini saglayacak bir ce R\P
i=1 i=1

n
bulunabilir. Dolayisiyla, her 1<k<n igin cr, =Z:Cixik +p,€P vyazilir. Boylece
i=1

ho€J(%;:1<i<m,1< j<n) elde edilir.
M=n ve t=m ise, Yardimci Teorem 4.1 dolayisiyla, r AX, A---AX, =0 oldugundan

sarti acik olarak saglanir. Oyleyse, m<n ve 1<t<m kabul edilsin. i <---<i, olmak

tzere, her 1<i<n igin i, <---<i, <i<i, <---<l, olacak sekilde bir 1<| <t vardr.

asal ideali olsun. rerad.(N) oldugundan r e K(N,Q) saglanir. O halde, d. R ve
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q:ZqieieQF olmak Uzere, dr=Zdixi+q esitligini saglayan bir d eR\P
i=1

i=1

bulunabilir. Bu durumda

=d(rAX, A-AX)

:(dr)/\Xi1 A AKX
:(Zdixi +qj/\---/\xit
i=1

[_ Z d, (; /\Xil/\"'/\Xit)}'(q/\xil/\"'/\Xi[)

{0 }
(i) C(n,t+1) C(n,t+1)
_ _\san(ie -y
= > (DA > Af+ D Bifey,
iefipic} i =]

yazilir. Burada AJ- , Yardimci Teorem 4.1 geregince,

ql qn
Xill Xiln
L Xitl Xitn i

matrisinin belirli t+1 sttunu segilerek elde edilen matrisin determinantidir. Her j igin,
A, ilk satir Gzerinde agildiginda, bu determinantin (blil""’i‘,...,bé'(};:it) idealinin bir

elemani oldugu goriilir. Ote yandan, Bj in matrisinin ilk satirr Q nun elemanlarindan

Boylece
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elde edilir.

Tersine, gereklilik kisminin varligi kabul edilsin. P, R nin bir asal ideali olsun.

r e K(N,P) oldugunu gosterecegiz.

Her 1<i<mve 1< j<nicin x; € P ise, bu durumda her 1<k <n icin

hoe(:1<isml<j<n)cP
elde edilir.
$imdi bir 1<u<m ve bir 1<v<n icin X, ¢ P oldugu kabul edilsin. X A---AX =0
oldugu aciktir. Boylece, (blil """ LN o It )=0c P oldugu goérilir. Oyleyse her

(n m+1)

i <---<l,, igin (bf """ ha é'('ﬁ":‘fl))cP ve bir j, <---<j, igin (blJl """ o bc‘l(’;]"’t));c_P

Dolayisiyla,

=D bl (r A fy) (4.1)

yazilabilir.

1<k <n olsun. Baz elemani g, A f, yi gbz 6niine alalim. f_ elemani bir k; <---<k,
icin ¢ _A---Ag formundadir. kedk,....k} ise g A f,=0 olur. kedk,...,k} olsun.

Bu durumda baz elemani g A f =€, A--ng A A
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€ AT AR yi e lle

€, AT AB AT AR yi e, e
€ NEB AT AG A AR Y e, lle
B N A A A AR e, lle

carparak elde edilebilir. Dolayisiyla, Dki ,

lekl Xilkz Xj1k lekt
Xijo Xk, X Xik,
| Xik Kk, X Xk, |

matrisinin k;. sttunu silinerek olusturulan matrisin determinanti olmak uzere, e, A f,

nin Denklem (4.1) in sag tarafindaki katsayisi
Kolk 4 D +1 D +---+5 D (4.2)
olur. Dki determinatlarini k. situn Gzerinde agarak, Oy € R olmak uzere,

Dki = Oy Xj T 921 Xk T+ Oy thk

t
elde edilir. Bu durumda, h, =Z:rkjgikj € R olmak lizere, Denklem (4.2) de belirtilen
j=1

ifade,

seklinde yazilabilir. Her 1< j<C(n,t+1) igcin ajj1 """ b katsayisi P nin elemani
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olmalidir.

Sonug 4.4 R bir temel ideal bogesi ve F bazi {g :1<i<n} olan bir serbest R - modiil
n

olsun. x=Yxe eF i¢in, d=ged(x:1<i<n) olsun. dnin ilgili olmayan asal
i=1

carpanlari p,..., p, olmak Gzere
rad(Rx):{Zriei eF:heri<i<niginr e(p)n...0(p,) }
i=1

Siradaki 6rnek serbest Z - modiuillerin alt modillerinin radikallerinin hesaplanmasinda
Teorem 4.3 (in naslil kullanilabilecegini géstermektedir.
Ornek 4.5 F, ranki 3 olan serbest Z - modil ve {e,,e,,6,}, F nin standart bazi olsun.
N =Z(2,2,0)+Z(2,5,8) + Z(0,0,9), F nin bir alt modulidir. A%F de

(2,2,0) A (2,5,8) =6(e, ne,)+16(e, A&,)+16(e, AE)

(2,2,0)A(0,0,9) =18(e, A&,)+18(e, AEy)

(2,5,8) A (0,0,9) =18(e, A&,)+45(e, AEy)
bulunur.  Ayrica, ./(6,16,16) =27, (18,18) =6Z ve (18,45) =3z dir.
r=(r,r,n)eF olsun. Bu durumda, Teorem 4.3’den, r erad.(N) olmasi igin gerek

ve yeter kosul

h L h

2 2 0| =16r,—16r,+6r, 2Z
2 5 8

rZI. r2 r3

2 2 0| =18r-18r, c6Z
00 9

n. r-2 r3

2 5 8| =45r-18r, 3%
00 9

olmasidir. Yani, rerad.(N) olmasiigin gerek ve yeter kosul, K,I,m e Z olmak lzere,
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8r,—-8r,+3r, =Kk
3r, —3r, =1
151, —6r, =m
denklem sisteminin 1,r,,r, tarafindan saglanmasidir. Bu sistem c¢o6zildiginde ise

rad- (N) soyle ifade edilir:

rad..(N) ={(rl,r2,r3) eF:r =é(m—2l),r2 =é(m—5l),r3 =%(3k—8l),k,l,m ez}

4.2 Temel ideal Bélgeleri Uzerinde Serbest Modiillerin Asal Alt Modiilleri

Bu kisimda dis kuvvetleri kullanarak temel ideal bolgeleri izerinde sonlu rankli serbest
modiillerin sonlu Uretilmis asal alt modiillerinin bir karakterizasyonunu verecegiz. Once

ihtiyacimiz olan bazi sonuglari verelim.

Teorem 4.6 [9, Theorem 2.6] R bir tek turli carpanlara ayrilabilen boélge ve 1<i<n
olmak lizere @ €R en az biri sifirdan farkh elemanlar olsun. Bu durumda
N =R(a,,...,a,) nin n rankli serbest R - modiil F nin asal alt modiilii olmasi igin gerek
ve yeter kosul @, lerin her ortak béleninin R de birimsel olmasidir.

Teorem 4.7 [9, Corollary 2.2] R bir tamlik bolgesi ve F, ranki m olan bir serbest R -
modil olsun. m<n olmak lGzere, N, F nin m-iretecli bir alt modili olsun. Bu

durumda, N nin asal alt modil olmasi icin gerek ve yeter kosul R- modil F/N nin

burulmasiz modul olmasidir.

Teorem 4.8 R bir temel ideal bolgesi ve F, ranki n olan bir serbest R - moddl

olsun. X €F ve k<n olmak tUzere, N =(X,...,%.), F nin bir alt modulu olsun. Bu
durumda, N nin asal alt modil olmasi igin gerek ve yeter kosul R(X A---AX,) nin
AXF nin bir asal alt modiilii olmasidir.

ispat: {f;:11<j<C(nk)}, A¥F nin bir bazi olmak zere,

c(nk)

X A AX = Zl: a, f;
J:
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ve ged(a; :1< j<C(n,k))=d olsun. R(X A---AX) nin, A¥F nin bir asal alt modiili

oldugu kabul edilsin. Bu durumda, Teorem 4.6’dan, d, R de birimseldir. meF ve

r<0 icin rmeN olsun. Teorem 4.7 sayesinde, meN oldugunu gostermek

yeterlidir. rmeN oldugundan, rmax A---AX =0 elde edilir. Bu

i, €{L,...,n} olmak Uzere, her i, <---<i, ve je{l,...,n} icin

m. m - m |
| b I
X Xy o Xy,
L X Xa, 0 X ]

matrisinin determinantinin sifir oldugu sonucuna varilir.
X1i1 X1ik
in1 ink

matrisinin determinanti A_, ile gdsterilsin. Bu durumda,

r m m _
1 k
Xil1 Xlik
Xicoi, Xi-vi,
X(i+1)i1 T X(i+1)ik
B inl ink |

matrisinin determinanti C;; ; , ile gésterildiginde

M A, %G5 T %Gy =0

esitlikten,

(4.3)

esitligi yazihr. Bir 1<j<C(nk) icin A ;, =a; dir. gcd(a;:1<j<C(n,k))=d

oldugundan

zlﬁmﬂw:d

Iy <<l

ile carpildiginda

olacak sekilde bir f, ; €R vardir. (4.3) esitligi f,

i
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mj fil...ik Al...ik + X1j fil...ik cl(il...ik) +eeet ij fil...ik Ck(il...ik) =0

esitligi elde edilir. Bu esitlik tim i, <---<i, Gzerinden toplandiginda

mj Z fil...ik Al...ik JrX1j_ Z fil...ikcl(il...ik) +"'+ij_ Z fil...ikck(il...ik) =0

iy < <y iy < <y iy < <y

esitligi bulunur. d.

A1 ..
=—d7x; Z fi i Gig.i) olsun. Béylece

m; =x1jdl+---+xkjdk
yazilir. d, ler jden bagimsizdir. O halde
m=xd, +---+xd, €N

elde edilir. Dolayisiyla N asal alt moduldir.

c(nk)
Tersine, N, F nin bir asal alt modlu olsun. U, € F ve u, A---AU, = Z b; f; olmak
j=1

Uzere

X, A AX =d(U A AUL)
yazilabilir. ged(b; :1< j<C(n,k)) nin Rde birimsel oldugu gorilir. K, F nin
{u,,...,u.} ile dretilen alt modulii olsun. ilk olarak N =K oldugunu gosterecegiz.
meN olsun. Bu durumda, mMAX A---AX, =0 olur. R bir tamhk bolgesi ve d =0

oldugundan MAU, A---AU, =0 bulunur. Yeterlilik kisminda kullanilana benzer bir

argimanile meK elde edilir. me K olsun. Bu durumda,
MAX A--AX =d(MAU A---AU ) =0
elde edilir. Yine, benzer bir argimanla, dme N bulunur. N asal oldugundan, me N

bulunur. Boylece N =K oldugu gosterilir. Dolayisiyla her u;, X; lerin bir lineer

kombinasyonu olarak yazilabilir. O halde bir seR igin
U A AU =S A AX)
olur. Boylece

R A---AX)=Rd(U, A---AU, ) =RAS(X, A---AX,)
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elde edilir. Dolayisiyla, ds=1 dir. Teorem 4.6 kullanilarak R(X A---AX,) alt

modllinin asal oldugu sonucuna varilr.
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BOLUM 5

BiR HALKANIN BAER SPEKTRUMU UZERINDE HALKA VE MODUL
DEMETLERI

Bu boélimde yariasal bir halkanin Baer spektrumu olarak adalandirdigimiz, asal kuvvetli
Baer ideallerden olusan topolojik uzay Uzerinde bir halka demetinin varhgini

gosterecegiz. Ayrica bu uzayin tizerinde bir modiil demetinin varligindan bahsedecegiz.

5.1 Baer idealler ve Kuvvetli Baer idealler

Bu kisimda Baer idealler ve kuvvetli Baer ideallerin bazi 6zelliklerini verecegiz. R bir

halka ve |, R nin bir 6z ideali olsun. Eger her x e | i¢in Ann(Ann(x)) | saglaniyorsa,
| ya Baer ideal denir. Eger her X,y,z€R igin, Ann(x) nAnn(y)=Ann(z) ve x,yel
iken z el oluyorsa | ya kuvvetli Baer ideal denir. Kuvvetli Baer idealin taniminda Yy

nin X e esit olmasi konusunda hehangi bir kisitlama olmadigini not edelim. Boylece,

X,y € R ve Ann(x)=Ann(y) olmak uzere, bir kuvvetli Baer ideal |igin, xel ise
yel olur. Ayrica xeR igin, Ann(Ann(x)) 6z ideal ise ayni zamanda kuvvetli Baer
idealdir: a,b € Ann(Ann(x)) ve Ann(a) N Ann(b) = Ann(c) oldugunu kabul edelim. Bu
durumda a-Ann(x)=0 ve b-Ann(xX)=0 olur. O halde Ann(x)c Ann(a) ve
Ann(x) c Ann(b) dir. Boylece Ann(x)c Ann(c) elde edilir. Dolayisiyla

¢ € Ann(Ann(x)) olur.

Baer idealler ve kuvvetli Baer idealler C. Jayaram tarafindan “Baer Ideals in
Commutative Semiprime Rings” [12], adli makalede yariasal halkalar icin tanimlanmis

ve oOzellikleri bu makalede ve vyine Jayaram’in “Quasiregular Rings” [13] adl
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makalesinde incelenmistir. Sifirdan farkli nilpotent elemani olmayan halkaya yariasal

halka denir. Tezin bundan sonraki kisminda halkalari yariasal kabul edecegiz.

[12] de, | bir kuvvetli Baer ideal olmak lzere, X el olmasi icin gerek ve yeter kosulun
Ann(Ann(x)) < | kapsamasinin saglanmasi oldugu gosterilmistir. Boylece her kuvvetli
Baer idealin Baer ideal oldugu sonucuna varilr. Ayrica, sifirlayici idealler ve minimal

asal idealler kuvvetli Baer ideallere 6rnektir, [12].

R birimli oldugundan sifir ideali kuvvetli Baer idealdir: Eger bir XeR igin
Ann(0) = Ann(x) ise 1x=0 dir. Dolayisiyla x=0 olmalidir. Tamlik bolgelerinde sifir
idealinden baska kuvvetli Baer ideal yoktur. Sifir boyutlu halkalarda ise, her asal ideal

minimal oldugundan her asal ideal kuvvetli Baer idealdir.
Simdi ileride kullanacagimiz bazi yardimci teoremleri verelim.

Yardimci Teorem 5.1 [12, Lemma 3] R bir halka ve |, R nin bir kuvvetli Baer ideali

olsun. Bu durumda | nin her minimal asal ideali kuvvetli Baer idealdir.

Yardimci Teorem 5.2 [12, Lemma 4] Bir R bir halkasinin her kuvvetli Baer ideali bu

ideali iceren tiim asal kuvvetli Baer ideallerin kesisimidir.

M. Henriksen ve M. Jerison “The Space of Minimal Prime Ideals of a Commutative
Ring” [32] adli makalelerinde bir degismeli yariasal halka R icin sifirlayici sartini sdyle
tanimlamiglardir: Her a,b e R igin Ann(a) n Ann(b) = Ann(c) olacak sekilde bir ceR
varsa R vye sifirlayici sartini saglar denir. Henriksen ve Jerison makalelerinde bu sarti
minimal asal idealler uzayinin hull-kernel topolojiye gére kompakt olmasina denk
kosullar vermek i¢in kullanmuglardir.  Ayrica sifirlayici sartini saglayan bazi halka
ornekleri de vermislerdir: Tam sirali tamlik bolgelerinin altdirekt toplamlari, her sonlu
Uretilmis ideali temel ideal olan yariasal halkalar, sifirlayici sartini saglayan halkalarin

tam ya da zayif direkt toplamlari sifirlayici sartini saglar.

Yardimci Teorem 5.3 [12, Lemma 8] R sifirlayici sartini saglayan bir halka ve {I_}, R

nin bir kuvvetli Baer idealler ailesi olsun. Bu durumda

V,, 1, ={xeR:birijl, , j=1...n icin Amn(i,) -~ Ann(i,) < Ann(x)}
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kiimesi her Ia yi kapsayan en kiictuk kuvvetli Baer idealdir.

Bir degismeli R halkasinda her reR icin r’x=r olacak sekilde bir XxeR
bulunuyorsa R ye von Neumann regiler halka denir. [33, Theorem 1.16] dan,
degismeli bir halkanin von Neumann regiiler olmasi icin gerek ve yeter kosul halkanin

yariasal ve 0 - boyutlu olmasidir.

Onerme 5.4 R bir yariasal halka ve P, R nin bir asal ideali olmak {izere, P nin

minimal asal ideal olmasi icin gerek ve yeter kosul her X e P igin igin Xy =0 olacak

sekilde bir y ¢ P olmasidir.

Ispat: [32, Lemma 1] e bakilabilir.

Sonug 5.5 R bir von Neumann regiler halka olsun. R nin bir ideali P nin asal olmasi

icin gerek ve yeter kosul P nin kuvvetli Baer ideal olmasidir.

5.2 Bir Halkanin Baer Spektrumu
Bu kisimda asal kuvvetli Baer idealler spektrumunu inceleyecegiz. R bir halka olsun.
7(R) ={P € Spec(R) : P kuvvetli Baer ideal}

kiimesini ele alalim. Her X € R ve R nin her kuvvetli Baer ideali | igin

U, ={Pey(R):x¢ P}
ve

U ={Pey(R): 1 « P}
olarak tanimlayalim. | kuvvetli Baer ideal olmak lzere, X<l olmasi icin gerek ve
yeter kosul Ann(Ann(x)) = I oldugundan U, =U . . oldugu aciktir. C. Jayaram
“Quasiregular Rings” adli makalesinde y(R) kiimesinin, bazi u, ={U, : x € R} kiimesi
olan bir kopmakt, T, - uzay oldugunu goéstermistir, [13, Theorem 1]. Bu uzay! Baer

spektrumu olarak adlandiracagiz. Gelecek kissimda »(R) uzayi lzerinde bir halka

demeti tanimlayacagiz. Bunun icin asagidaki yardimci teoremleri veriyoruz.

Yardimci Teorem 5.6 Her X,y € R icin, eger U, cU, ise Ann(y) < Ann(x) dir.
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ispat: x,yeR igcin U, cU,  kabul edilsin. U, =U, .. ©ldugundan
U amncamogy S Y amcamgyy Yazilabilir. Oyleyse, her P e #(R) icin, eger Ann(Ann(y)) <P
ise Ann(Ann(x)) < P olur. Ann(Ann(x)) kuvvetli Baer ideal oldugundan Yardimci
Teorem 5.2 kullanilarak, her x e R igin
An(Ann(x))c (| P< () P=Ann(Ann(y))
Pey(R) Pey(R)
Ann(Ann(x))cP Ann(Ann(y))=P
elde edilir. Dolayisiyla Ann(y) < Ann(x) olur.

Yardimci Teorem 5.7 Her X € R igin, bolim halkasi R/ Ann(x) yariasaldir.

Ispat: [32, Lemma 2.6] ya bakilabilir.
f :R— R’ bir halka homomorfizmasi olsun. Her zaman y(R") den y(R) ye bir tasvir
yazilamayabilir. Fakat, S, Rnin bir alt kimesi olmak Uzere, |=Ann(S) ise
f :R— R/ 1 halka homomorfizmasi

7RI > ¥(R)
P/l » P

surekli tasvirini dogurur.

Yardimci Teorem 5.8 Her X eR igin, U, ve y(R/Ann(x)) kumeleri, her P €U, igin,

P <> P/ Ann(x) eslemesiile homeomorfturlar.

ispat: U, =9 oldugundan x=0 igin sonug agiktir. Bu yiizden, x=0 kabul edelim.
Yaridmci Teorem 5.7°den, R/ Ann(x) yariasal halkadir. Simdi P €U, olmasi igin gerek
ve yeter kosulun P/Ann(x) € »(R/ Ann(x)) oldugunu gosterecegiz. PeU, kabul
edelim. Oyleyse P, X iicermeyen bir asal kuvvetli Baer idealdir. Her r € Ann(x) igin
r’X=0eP oldugundan r € P olur. Dolayisiyla Ann(x) < P dir. Béylece P/ Ann(x) in
R/ Ann(x) in bir asal ideali oldugu sonucuna varilr.

a+Ann(x), b+ Ann(x) e P/ Ann(x) ve bir ceR igin

(a+ Ann(x)) N (b + Ann(x)) = (c + Ann(x))
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olsun. Bu durumda Ann(a) n Ann(b) = Ann(cx) elde edilir. a,beP ve P kuvvetli

Baer ideal oldugundan cxeP bulunur. x¢ P oldugundan c <P olmalidir. O halde
c+ Ann(x) € P/ Ann(x) dir. Dolayisiyla P/ Ann(x) € »(R/ Ann(x)) bulunur.

Tersine P/Ann(x) e ¥(R/ Ann(x)) kabul edelim. Bu durumda P, R nin bir asal
idealidir. a,beP olsun ve bir ceR igin Ann(a) N Ann(b) = Ann(c) saglansin.

a+ Ann(x), b+ Ann(x) € P/ Ann(x) ve
Ann(a+ Ann(x)) N Ann(b+ Ann(x)) = Ann(c + Ann(x))

oldugundan c+ Ann(x) € P/ Ann(x) bulunur. Dolayisiyla ceP ve boylece P bir
kuvvetli Baer idealdir. Ann(x+ Ann(x)) = Ann(1+ Ann(x)) esitligi kolayca gortlebilir.
1+Ann(x) ¢ P/Ann(x) ve P/Ann(x) kuvvetli Baer ideal oldugundan
Ann(Ann(1+ Ann(x))) « P/ Ann(x) olur. Boylece Ann(Ann(x-+ Ann(x))) < P/ Ann(x)

elde edilir. O halde x ¢ P dir. Dolayisiyla P €U, bulunur.

Boylece

f:U, —» »(R/Ann(x))
P+ P/Ann(x)
tasviri tanimlanabilir. Yukarida bahesttigimiz arglimanlar sebebiyle f bire-bir 6rten bir
tasvirdir ve

g:y7(R/Ann(x)) - U,
P/Ann(x) —P

tasviri f nin tersidir.

Simdi f ile g nin surekli olduklarini go6sterecegiz. Bunun i¢in U, ve
y(R/ Ann(x)) uzaylarinin baz elemanlarinin sirasiyla f ve g nin ters goéruntileri
altinda agik olduklarini gostermek yeterlidir. a+ Ann(x) e P/ Ann(x) olsun. Bu

durumda
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f_l(Ua+Ann(x)) ={PeU,: f(P)e Ua+Ann(x)}
={PeU, :P/AN(X) €U, nn}
={PeU, :a+ Ann(x) ¢ P/ Ann(x)}
={PeU, :ag¢P}
=U,nU,
yazilir. U, NU, kiimesi U, ile y(R) de bir agik kiimenin kesisimi oldugundan U, de

aciktir. Boylece f nin stirekli oldugu sonucuna varilr.

{U, NU, },: ailesi U, uzayiicin bir bazdir. a€ R olsun. Bu durumda

g, nU ) ={P/Ann(x) € »(R/ Ann(x)): g *(P/ Ann(x)) eU, U }
={P/ Ann(x) e ¥(R/ Ann(x)): P €U, NU,}
={P/Ann(x) e »(R/ Ann(x)):a¢ P ve x¢ P}
={P/ Ann(x) € (R/ Ann(x)):a+ Ann(x) ¢ P/ Ann(x)}
=U

a+Ann(x)

yazilir. Dolayisiyla g strekli tasvirdir. Boylece f nin homeorfizma oldugu sonucuna

varilir.

Yardimclr Teorem 5.9 R sifirlayici sartini sagliyorsa, her xR igin, R/ Ann(x) de

saglar.

Ispat: a+ Ann(x), b+ Ann(x) e R/ Ann(x) olsun. Bu durumda a,b R ve R sifirlayici
sartini sagladigindan Ann(a) n Ann(b) = Ann(c) olacak sekilde bir ¢ € R vardir.
Ann(a+ Ann(x)) N Ann(b+ Ann(x)) = Ann(c + Ann(x))

oldugunu gosterecegiz. r € Ann(a+ Ann(x)) N Ann(b + Ann(Xx)) olmasi igin gerek ve
yeter kosul rae Ann(x) ve rbe Ann(x) olmasidir. Bu kosul ise rax=0 ve rbx=0
olmasina denktir. Bu ise rxe Ann(a) Ann(b)=Ann(c) demektir. Bu igermenin

saglanmasi icin gerek ve yeter kosul rcx=0 esitliginin saglanmasidir. Bu esitlik

rc € Ann(x) ifadesine, ve bolyece r € Ann(c+ Ann(x)) ifadesine denktir.
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5.3 Baer Spektrumu Uzerinde Bir Halka Demeti

Bu bolimde y(R) uzayi Gzerinde bir halka demeti tanimlayacagiz. Bunun igin 6ncelikle
her xR elemanina karsilik gelen U, acik kiimesine bir halka atayacagiz. Sonra bu

bilgiyi kullanarak herhangi acgik kiimeye karsilik gelen halkayi tespit edecegiz.

U, acik kiimesine karsilik gelen halka adayimiz R(U,)=R/Ann(x) dir. U, cU,

X

oldugunda karsilik gelen
Pyt RU,)—>RU,)
kisitlama tasvirini tanimlamaliyiz. Her r € R igin
Ay (r+Ann(y)) = r+ Ann(x)

tanimlayalim. Yardimci Teorem 5.6 sayesinde bu tasvir iyi tanimlidir ve ayrica bir halka
homomorfizmasidir.

Simdi (R) nin herhangi bir agik kimesi U ya karsilik gelen halkayi belirleyelim.
RU)yu, ters limit, U, gUy icin ,oLL,Jy homomorfizma sistemine goére tim U, cU
kiimeleri Gzerinde alinmak lizere

RU) =Ilim RU,)
olarak tanimlayalim. Yani

RU) :{{ui}eHR/Ann(xi):Uxi cUveegerU, cU, isey, :pLL,J' (uj)}.

iel
UcV olsun. U, =V icin v, eR/ANN(X) lerden olusan her {v;}e R(V)ailesinde,
ij cU kapsamasini saglayan j indekslerine karsilik gelen X; ler secilerek {Vj} alt
ailesi olusturulabilir. {v;}e R(U) oldugundan
Al RV) > RU)

W Y

tasvirini tanimlariz.
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7(R) nin her agik kiimesi U igin g, R(U) nun birim homomorfizmasidir. Ayrica agik
kimeler UcV cW icin g =g saglanir. Dolayisiyla R(U) ve g, 7(R)
Uzerinde bir halka 6ndemeti tanimlar.

Teorem 5.10 R sifirlayici sartini saglarsa, R 6ndemeti ¥(R) tzerinde, global kesiti R

olan bir demet tanimlar.

Ispat: X bir topolojik uzay ve {V.}; X in bir bazi olsun. F, X {zerinde, asagidaki

el 7

iki kosulu saglayan bir 6n demet olsun:

(1) X in her agik kiimesi U icin, ters limit p\\,’; homomorfizma sistemine gore tim

V, cU uzerinde alinmak tizere
FU)=IimF(,)

olsun.

(2) p\\,’ homomorfizmalari ters limitin dogal homomorfizmalari ile ortiigsiin.
]

Buna ek olarak, F in bir demet olmasi igin gereken iki sart {V.},_, ailesi igin
saglaniyorsa, F, X (zerinde bir demettir, [20, Theorem 5.1]. Dolayisiyla, R nin y(R)
Uzerinde bir demet oldugunu gostermek icin demet aksiyomlarinin, X, X, € R olmak
uzere, U=U, ve U, =U, durumunda saglandigini géstermek yeterlidir. Ayrica,
Yardimci Teorem 5.8 ve Yardimci Teorem 5.9 sayesinde, problem U =»(R) ve X €R

olmak uzere, U; =U, durumuna indirgenir.

7/(R)=Ui€|UXi kabul edilsin.

R((R))=R/A@) =R oldugu agiktir. ue R(y(R)) olsun. Bu durumda bir
reRigin u=r+Ann() olur. Her iel igin pjﬁiR)(u):0 kabul edilsin. Oyleyse her
el igcin re Ann(x;) dir. Her P ey(R) icin X; ¢ P olacak sekilde bir jel vardir. O

halde, her P e y(R) icin x; ¢ P ve rx; =0€ P olacak sekilde bir je | vardir. Béylece

her P € y(R) i¢in r € P elde edilir. Dolayisiyla
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re (] P=Ann(Ann(0)) = (0)

Pey(R)

ve boyece u=0 bulunur.

[13, Theorem 1])'de y(R) nin kompakt oldugu gosterilmistir. O halde )/(R):Un U

i=1 X

yazilabilir. Her i=1,..,n igin u, € ZR(UXI) olsun. Bu durumda her i=1,...,n igin,

I € R olmak tizere, u, =r. + Ann(x;) dir. Her i, j e{l,...,n} igin
A, W) =25, (U)
kabul edilsin. U)q mUXj :Uxixj oldugundan, her i, j e{l,...,n} igin
r—r; € Ann(xX;) ,

yani, (1 —r;)%X; =0 olur.
Simdi her i=1..,n igin Ann(x)=0 kabul edilsin. Bu durumda her i=1..,n

icin Ann(Ann(x,)) #R olur. Oyleyse her i=1,..,n igin Ann(Ann(x)) kuvvetli Baer
idealdir. x, € Ann(Ann(x)) oldugundan, Yardimci Teorem 5.3’ten, V[, Ann(Ann(x,))

her X; yiiceren bi kuvvetli Baer idealdir. Bu durumda, Yardimci Teorem 5.1’den,
(%, X)) < VI, Ann(Ann(x,)) < P

olacak sekilde bir asal kuvvetli Baer ideal vardir. Halbuki }/(R):Uin:lUXi oldugundan

(X,...,X,) ideali higbir asal kuvvetli Baer ideal tarafindan kapsanmaz. O halde bir
kefl,..,n} i¢in Ann(X,)=0 olmahdir. u=r, +Ann(l) olsun. Bu durumda, her

i=1..,nigin (r, —r)XX =0 oldugundan,
(n—1)% € Ann(x) =0
elde edilir. Dolayisiyla her i =1,...,n igin
r.—r. € Ann(x.)

olur. Boylece, her 1 =1,...,n icin
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PSLR) (u)=uy,
bulunur.

Ornek 5.11 R bir von Neumann regiiler halka olsun. Bu durumda, Sonug 5.5’ten, R nin
tim asal idealleri kuvvetli Baer ideal olacagindan, Teorem 5.10°da anlatilan demet

Zariski topolojiye sahip Spec(R) uzayinda bir demet olur.

F, bir X topolojik uzayinda bir 6ndemet olsun. Herhangi bir x e X noktasi igin, F

nin X teki kokd F,, X in X teki tum U komsuluklar tzerinde F(U) halkalarinin

direkt limiti olarak tanimlanir. Gelecek &nermede ‘R o6ndemetinin kdklerini

belirleyecegiz.
Pey(R) igin,
P.={reR: birs¢ P icinrs =0}

kiimesini tanimlayalim. P. kiimesi bir kuvvetli Baer idealdir. Bu ideal her zaman asal

degildir, fakat R von Neumann regiiler halka ise, P. =P olur.
Onerme 5.12 Her P € 7(R) icin, R nin P deki kokii
R .=R/P..
ispat: P € 7(R) olsun. J ={x e R:x & P} kiimesini tanimlayalm. J kiimesi
X<y <:>Uy cU,

vy}, J indeks kiimesi Gzerinde

bagintisi ile kismi sirahdir, ve {(R/Ann(x))xd,(pb’;)

halkalarin bir direkt sistemidir. R nin P deki koku

R,=lim RU)=Ilim RU,)=Ilim(R/ Ann(x)) = lim(R/ Ann(x))

PeU PeU, PeU, xel

olur.

Her x,yeJ igin Xy, J nin X<Xy vey=<Xy bagintilarini saglayan bir elemani

oldugundan J bir yonlendirilmis sistem (directed system) dir. Dolayisiyla, [19, Lemma

5.30] kullanilarak,
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S= (zy,ol‘jyx (r+Ann(x)) —¢,(r + Ann(x)) : r + Ann(x) e R/ Ann(x) ve x < y)

olmak tizere, R nin P deki kokii

’sz(ZR/Ann(x)j/S

xed

xed

bulunur. Burada ¢, R/ Ann(x) den (ZR/Ann(x)j/S e icerme tasviridir, R, nin

her elemani ¢ (r+Ann(x))+S formunda yazlabilir ve z (r+ Ann(x))+S =0 olmasi

icin gerek ve yeter kosul bir X <t igin z (r+ Ann(x)) = pLL,’: (r+ Ann(x)) olmasidir.
x e J alalim. x ¢ P oldugundan Ann(x) c P. dir. O halde

f.:R/Ann(x) > R/P.
r+Ann(x) > r+P.

homomorfizmasi tanimlanabilir. X<y oldugunda fypb’y* =f, esitligi saglanir.
Dolayisiyla, direkt limitin evrensel 6zelliginden
g: R, —>R/BE

t,(r+Ann(x))+S>r+Pk

homomorfizmasi elde edilir. Her r+PR. eR/R. igin, 7 (r+Anmn@)+SeR,
oldugundan

O (r+Ann@))+S)=r+PR
yazilabilir. Dolayisiyla @ 6rtendir.

6(¢ (r+ Ann(x))+S) =0 olsun. Bu durumda r+P. =P, yani reP. dir. Oyleyse bir
ae Ann(r)\P vardir. re Ann(x) ise 7 (r+Ann(x))+S=¢(0)+S=S olur. Simdi
r ¢ Ann(x) kabul edilsin. ag P ve x ¢ P oldugundan ax¢ P bulunur. Béylece ax e J

olur. U, cU, oldugundan x<ax elde edilir. r € Ann(ax) oldugundan

A5 (r+Ann(x)) =r + Ann(ax) =0
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bulunur. Boylece [19, Lemma 5.30] kullanilarak, z (r+Ann(x))+S=0 elde edilir.
Dolayisiyla, @ bire birdir. Boylece R nin P deki kokii R, nin R/P. a izomorf oldugu
sonucuna varilir.

[34, Appendix 1, Proposition 2] de R nin, P, tim maksimal ideallerinde dolasirken
R/P. larin altdirekt (subdirect) carpimi oldugu gosterilmistir. P, R nin bir asal ideali
olmak tizere, P/PR., R/P. nin bir asal idealidir ve R/P. in tim sifir-bdlenlerini icerir.

[34, Appendix 1, Proposition 5] te, yariasal bir halkanin asal spektrumunun Zariski
topolojiye gore Hausdorff olmasi icin gerek ve yeter kosulun R nin her asal ideali P

icin R/ P. in tek asal ideale sahip bir halka olmasi oldugu gosterilmistir.

Ornek 5.13 X bir topolojik uzay ve. R=C(X), X {zerinde reel degerli siirekli

fonksiyonlar halkasi olsun. R nin vyariasal oldugu agiktir. Her f,geR igin
Ann(f)~Ann(g) = Ann(f?+g?) oldugundan R sifirlayici sartini saglar. Her f eR
icin  Z(f)={xeX:f(x)=0} ve supp(f)={xeX:f(x)#0} olsun. feR igin
RU,;)=R/Ann(f) dir. g+Ann(f)eR/Ann(f) sifirdan farkli bir eleman ise
g ¢ Ann(f) olur. O halde, x¢g Z(f)nZ(g) olacak sekilde bir xe X vardir. Boylece

supp(9) ¢ Z(f) olur. Dolayisiyla R(U,)=R/Ann(f)halkasi Z(f) tzerinde tanimli

reel degerli stirekli fonksiyonlar kiimesinin tlimleyeni olarak goriilebilir.

5.4 R — Modiil Demetleri

F, bir X topolojik uzayi iizerinde bir halka demeti ve o, acik kiimeler U cV < X
icin kisitlama tasvirleri olsun. X in her U agik kiimesi icin bir degismeli grup G(U)
atansin. Eger G(U) bir F(U)- modul yapisina sahipse ve her U cV agik kiimeleri igin,
G(U), a tasviri sayesinde bir F(U) - modiil olarak disiiniildiiginde, G(V) den
GWU) ya bir F(V)- homomorfizmasi varsa G o6ndemeti X Uuzerindeki F halka

demeti Uzerinde bir modul 6ndemeti adini alir.

M bir R - modil olsun. M ye bir R - modiiller demeti /M atayacagiz.
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R nin birideali | igin (0:, 1)={meM :Im=0} kimesi m nin bir alt modilidur. Her
xeR i¢in x, =(0:y, Ann(Ann(x))) olarak tanimlayalm. Her X,y eR igin, U, cU,
ise Yy S Xy saglanir. U, < ¥(R) igin

MWU,)=MTXx,
olarak tanimlayalim. Ann(x) < An(M /x,,) oldugundan M /x,, degismeli grubu bir

R/ Ann(x) - modldr.
X,y €R igin U, gUy oldugunda
7t MU,) - MU,)
m+y,, = M+X,,
tasviri tanimlanabilir. y,, = X,, oldugundan z‘SV iyi tanimhdir. R/ Ann(x) - moddl

M /X, , pLLJJXy:R/Ann(y)—>R/Ann(X) halka homomorfizmasi vasitasi ile bir

R/ Ann(y) - modul yapisi ile donatilabilir. Dolayisiyla, aslinda TLLJJV bir R/ Ann(y)-

modul homomorfizmasidir.

Herhangi bir agik kime U c y(R) icin MU) yu, ters limit, U cU, icin TLLJJV

homomorfizma sistemine gére tim U, cU kiimeleri Gizerinde alinmak Uzere,
M)=lim MU,)

olarak tanimlayalm. {r}e RU) ve {a}e M(U) olmak tzere, {r}H{a}={ra}

islemiyle M (U) bir R(U)- moddldur.

UcV olsun. U, cV ic¢in v, eM /X, lerden olusan her {v.}e M(V) ailesinde,
ij cU kapsamasini saglayan | indekslerine karsilik gelen X; ler segilerek {v;} alt

ailesi olusturulabilir. {v;}e M (U) oldugundan

7yt MV)—> MU)
it=1vi}
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tasvirini tanimlariz. Ayrica, 7, bir R(U) - homomorfizmasidir.

M(U) kimelerive 7 tasvirleri ¥(R) zerinde bir modiil 6n demeti tanimlar. Aslinda,

R sifirlayici sartini sagladiginda bu 6ndemet bir modil demetidir.

Teorem 5.14 R sifirlayici sartini saglarsa, M ondemeti y(R) Uzerinde, global kesiti

M olan bir demet tanimlar.

ispat: M (y(R))=M /1, =M oldugu agiktir. Teorem 5.10°da oldugu gibi, demet
aksiyomlarinin y(R) = Uin:lUXi icin gecerli oldugunu gostermek yeterlidir.

ue M(y(R)) heri=1,...,n igin zﬁiR)(u) =0 esitligini saglasin. Bu durumda bir me M

icin u=m+1,, olmak Uzere, her i=1,...,n i¢cin me X, olur. Yani, her i=1,...,n igin
Ann(Ann(x,))m=0 dir. Teorem 5.10 un ispatinda bir k e{l,...,n} icin Ann(x ) =0
oldugu gosterilmisti. Boylece 0= Ann(Ann(x,))m=Rm bulunur. Dolayisiyla m=0 ve

u=m+l,, =1, dir.

Simdiher i=1..,nigin u, € M(Uxi)elemanlarmln, her i, je{l,...,n} igin

2o, W) =700, (U)

esitligini sagladigini kabul edelim. Bu durumda her i =1,...,n i¢in, m, € M olmak lzere
U; =M + X, yazilabilir. Ayrica, U, NU, =U, ~oldugundan, her I, jef{l...,n} igin

Ann(Ann(x;x;))(m; —m;) =0
esitligi saglanir. Bir kK e{L,...,n} icin Ann(x, ) =0 oldugundan, her i =1,...,n igin

Ann(Ann(x;)) = Ann(Ann(x.X, ))

elde edilir. Boylece, her i =1,...,n igin

Ann(Ann(x;))(m —m,) =0
bulunur. u=m, +1,, olarak belirleyelim. Yukaridaki gézlemler sayesinde her i=1,...,n
icin
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Ti(R)(U) =M + Xy =M+ Xy =4
elde edilir.
Pey(R) olsun. R" ={meM: birsgPicinmes,} kimesi M nin bir alt

modulidiir. Onerme 5.12’ye benzer bir insa ile /M demetinin P noktasindaki kokii

M, nin R/P. - modiil M /P oldugu gdsterilebilir.

Teorem 5.15 R sifirlayict sartini saglarsa, M — M tasviri R- moduller
kategorisinden R — modul demetleri kategorisine tam sadik (fully faithful) bir izleg

tanimlar.

ispat: f:M —>N bir R- modil homomorfizmasi olsun. Her xeR igin

f(xy)< f(xy) oldugundan, f bir R/AnNN(X)- modil homomorfizmasi

¢ M /%, >M/x, dogurur. M demetine ait kisitlama tasvirlerini rS:M ve N

demetine ait kisitlama tasvirlerini TS:N ile gosterelim. U, cU, olacak sekilde

X,y € Ralalim. Her m+y,, e M /y,, i¢in
Uy UV
Ty, ¢y(m+ Yu) :¢x7ux (M+Yy)

saglanir. Yani, q‘j;;zﬁy :¢X2'LLJJXV olur. Dolayisiyla R - moduller kategorisinden R — modill

demetleri kategorisine bir izleg vardir. Bu izle¢ ayni zamanda tam sadiktir:

Hom, (M, N) —» Hom (M, N')

tasvirinin varligi agiktir. Her R - modil M igin /M (X) =M oldugundan diger yonde de

bir tasvir mevcuttur. Bu tasvirler birbirlerinin tersidir. Dolayisiyla izle¢ tam sadiktir.
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BOLUM 6

SONUC VE ONERILER

Bu tez ¢alismasinin ilk bolimiinde, [4]’de incelenen aralarinda asal yapilandiriimis
halka yapisinin modil teoriye genellestirmesi olarak aralarinda asal yapilandiriimis
modil kavrami tanimlanmis ve bu yapinin bazi 6zellikleri incelenmistir. Sonlu Gretilmis
modyiller ve ¢arpimsal modiiller igin aralarinda asal yapilandiriimis olma 6zelligi detayl

olarak incelenmistir.

ikinci béliimde, alt modiillerin radikalini tespit etme problemine ¢dziim iretmeye
calisilarak, moddllerin dis kuvvetleri yardi miyla sonlu rankli serbest moddllerin sonlu
Uretilmis alt modiillerinin radikali karakterize edilmistir. Ayrica, temel ideal boélgeleri
Uzerinde sonlu rankh serbest modillerin sonlu Uretilmis asal alt modilleri
belirlenmistir. [5]’de envelope kavrami kullanilarak temel ideal bolgeleri tizerinde sonlu
Uretilmis moddllerin alt moddllerinin radikalleri verilmistir. Bu tez c¢alismasinda
incelenen, herhangi bir halka lzerinde sonlu Uretilmis serbest modillerin sonlu
Uretilmis alt moddilleri sinifi [5]'de incelenen sinifi kapsamasa da halkanin temel ideal
bolgesi olma sartinin kaldirilmis olmasi bu g¢alismanin sonuglarini daha genel
kilmaktadir. [8] ve [10]'daki calismalarda bu calismada oldugu gibi sonlu rankl serbest
modydllerin sonlu Gretilmis alt modillerinin radikalleri ve sonlu Uretilmis asal alt
modiilleri ile ilgilenilmistir. Bu calismada ana arag olarak kullanilan modiillerin dis
kuvvetleri [8] ve [10]'da kullanilan karmasik gosterimli matris islemlerine nazaran
gosterim kolayligi ve islem sayisi acgisindan tercih edilebilir. Ayrica [8]'deki sonuclarda
serbest modilin sonlu Uretilmis alt moddillerinin radikalleri alt modillinin Ureteg

sayisinin - moduliin rankinden kiclik ve ranka esit olmasi olarak iki asamada
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incelenirken, bu galismada dis kuvvetler sayesinde s6z konusu durumlar tek seferde
incelenebilmis, béylece daha toplu bir ispat elde edilmistir. Ote yandan [10]’daki asal
alt modaullerin karakterizasyonu probleminde halkalar tek tiirli garpanlara ayrilabilen
bolgeler olarak alinabiliyorken, bu ¢alismada asal alt modiillerin karakterizasyonundaki
yontemin uygulanabilmesi igin halkalarin temel ideal bdlgesi olmasi zorunlulugu
dogmustur. Sonucun tek tirli c¢arpanlara ayrilabilen bolgelere genisletilmesi
incelenebilir. Ayrica kullanilan dis kuvvetlerle ilgili yontemin sonlu Ulretilmeyen alt

modadlleri de tespit etmek igin genellestirilmesi Gzerine ¢ahsilabilir.

Ugtincii béliimde, yariasal Baer spektrumu (izerinde bir halkalar demeti ve bu demetle
iliskili bir moduller demetinin varhgi gosterilmistir. Halkalarin Baer spektrumu asal
spektrumun bir alt uzayidir. Dolayisiyla, asal spektrumun lzerinde tanimli yapi demeti
Baer spektrumu Uzerine kisitlanabilir. Fakat bu galismada tanimlanan demet ile yapi
demeti birbirine denk degildir. Benzer sekilde bu calismada Baer spektrumu (lizerinde
tanimlanan halka demetinin asal spektruma genisletilme ihtimali dislintlebilir. Fakat
genel sartlar altinda bu genisletme muimkin degildir. Halka von Neumann regiiler
oldugunda Baer spektrumu ile asal spektrum cakistigindan von Neumann regiiler
halkalarin asal spektrumu lizerinde birbirinden farkli iki demet; yapi demeti ve bu
calismada incelenen demet, elde edilmis olur. Bu calismalarin devami olarak, bu
galismanin konusu olan demetin hangi halkalar igin asal spektruma genisletilebilecegi
arastirilabilir. Ayrica, bahsedilen demetin hangi durumlarda bir sema oldugunun tespiti

diger bir acik problemdir.
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