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ONSOz

“Dual Kuaterniyon Katsayili Matrisler” adli doktora tezinde Yildiz Teknik Universitesi
Fen Bilimleri Enstitlisi Matematik Mihendisligi Ana Bilim Dalina Doktora Tezi olarak
hazirlanmis olup konusu, dual kuaterniyon katsayili matrisler Uzerinedir. Doktora
tezinin tamami dort bolimden olusup, ilk bélimde doktora tezinin amacindan ve
bulgulardan bahsedilmistir. ikinci béliimde dual kuaterniyonlar konusu incelenmistir.
Uglincii ve tezimin orijinal kismi olan bu béliimde dual kuaterniyon katsayili matrisler
hakkinda temel cebirsel islemler ve temel kavramlar olusturmak amacglanmistir. Ayrica
elde edilen sonuglarin uygulamalarinin pratik elde edilebilecegini gostermek igin
Matlab uygulamalari yapilmistir. Dérdlinci bélim ise sonug bolimuddr.
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OZET

DUAL KUATERNIYON KATSAYILI MATRISLER
Kemal Gokhan NALBANT

Matematik Mihendisligi Anabilim Dah

Doktora Tezi

Tez Danismani: Prof. Dr. Salim YUCE

Bu calismada, ilk olarak, I dual sayilar kimesi olmak uzere, Mn(]HI]D)) dual

kuaterniyon matrislerin kiimesinin, Iy dual kuaterniyon halkasi izerinde n2 boyutlu
bir modul oldugu ve ikinci olarak, Mn(]R) reel matris halkasi tizerinde 4 boyutlu bir

modil oldugu gosterilmistir. Ayrica dual kuaterniyon matrisleri kiimesi Uizerinde,
toplama, carpma, eslenik, transpoz, eslenik transpoz, ters, kuvvet ve iz gibi 6zellikler
incelenmistir. Elde edilen sonuclar, dual kuaterniyonlarin sahip oldugu ozelliklerle
karsilastirlmistir. ilaveten, dual kuaterniyon matrislerin reel matris temsilleri ve bu
temsillerin  6zellikleri incelenmistir. Bu temsiller dual kuaterniyon matrislerin
determinantini ve tersini bulmada uygulanmistir. Ayrica, bu matrislerin determinantini
ve tersini bulmada farkh tipte yontemler tanimlanmistir. Son olarak, elde edilen

sonuclarla ilgili 6rnekler Matlab kullanilarak da ¢6zlilmustdr.



Anahtar Kelimeler: Dual kuaterniyonlar, dual kuaterniyon matrisler, reel matris
temsilleri
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Kemal G6khan NALBANT
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In this study, firstly, it was shown that the set of dual quaternion matrices M, (]HI]D)) is

a n’-dimensional module and 4-dimensional module over the dual quaternion ring

Hyp and the real matrix ring Mn(]R), respectively, where D is the set of dual

numbers. Besides, properties such as addition, multiplication, conjugate, transpose,
conjugate transpose, inverse, power and trace were examined on the set of the dual
guaternion matrices. The obtained results were compared with properties of the dual
guaternions. Moreover, real matrix representations of the dual quaternion matrices
were introduced and their properties were described. These were applied to find
determinant and inverse of the dual quaternion matrices. Also, different types of
determinant and inverse of the dual quaternion matrices were defined. Finally,
examples of obtained results were also solved by Matlab.
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BOLUM 1

GIRIS
1.1 Literatiir Ozeti

1843 yilinda irlandali matematikci Hamilton, [1] kuaterniyonlari kompleks sayilarin bir
tir genellestirmesi olan vyeni bir sayr sistemi olarak tanimlamistir. Hamilton
kuaterniyonlari tanimlamakla iki vektor icin, bolimin de miimkiin olabilecegi, yeni bir
¢arpma islemini vektor cebirine dahil etmis oldu. Boylece ig¢ boyutlu uzaydaki
hareketlerin incelenmesini kolaylastirmistir. Yani kuaterniyonlar, bir bélim cebiridirt,?

[2]. Bolum cebiri olan diger yapilar ise reel sayilar, karmasik sayilar ve oktanyonlardir.

1985 yilinda Nagaraj ve Bharathi, [3] tarafindan kuaterniyonik garpimin geometrisi
incelenmistir. Kuaterniyonlar kullanilarak egriler teorisi ile ilgili alanda yapilan ilk
calisma Bharathi ve Nagaraj, [4] tarafindan reel tek degiskenli kuaterniyon degerli
fonksiyonlar (kuaterniyonik egriler) bashgi ile verilmistir. Ayrica kuaterniyonik egriler ile

ilgili yapilan bir diger calisma da [5]’dir.

1 F bircisim ve V' bir vektér uzayi olmak iizere V' iizerinde bir carpma ikili islem ile birlikte ¥ a € F ve

Y u,v,WeV icinasadidaki sartlar
i) (au)v=a(uv)=u(av) iu+w)y=Uuv)+Uuw), i) (U+v)w=(Uuw)+(vw)
saglaniyorsa V' vektér uzayina F cismi iizerinde bir cebir denir [6].

2V, F cismi iizerinde bir cebir olmak iizere ' ¢carpmaya gére bir birime sahip ve sifirdan farkl her

elemanin bir carpimsal tersi varsa \I' cebirine F iizerinde bir b6liim cebiri denir [6].
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Kuaterniyonlar kullanilarak fonksiyonlar teorisi ile ilgili alanda da galismalar yapilmistir.
Hamilton [7] ile birlikte Tait [8] ve Joly [9] tarafindan kuaterniyon degiskenli
fonksiyonlar teorisinde sadece birkac reel degiskenli fonksiyon teorisinin genel
metodlari verilmistir. 1935 yilinda R. Fueter [10] Cauchy-Riemann denklemlerinin bir
benzeri olacak sekilde kuaterniyon fonksiyonlari igin dizenli (regiler) tanimini
vermistir. 12 yil boyunca Fueter ve ¢alisma arkadaslari kuaterniyon analizi teorisini
gelistirmislerdir. Ayrica Fueter calismasinda kompleks degiskenli bir analitik
fonksiyondan, kuaterniyon degiskenli bir regililer fonksiyon insa etmistir. Kuaterniyon
analizi alaninda kuaterniyon degiskenli kuaterniyon degerli fonksiyonlar (zerine
calisma yapanlar Cullen [11] ve Sudbery [12]'dir. Ayrica dual kuaterniyonlar lzerine

fonksiyonel analiz konusunda Ay, [13] tarafindan yliksek lisans tez ¢alismasi yapiimistir.

Son vyillarda kuaterniyonlar sadece modern matematigin (cebir, analiz, geometri ve
hesaplama) [14-16] bir dalinda degil ayni zamanda bilgisayar grafiklerinde, kontrol
teorisinde, sinyal islemede, yikseklik kontroliinde, fizikte, mekanikte, kinematikte,
animasyonda, sanal gergeklikte bilgisayar uygulamasi gelistirmede, 3-boyutlu uzayda
objelerin dénme ve yénelmesinin temsilinde yaygin bir bicimde kullanihr. Ornegin,
uzay araci ylkseklik kontrol sistemleri kuaterniyonlar yardimiyla komuta edilmistir [17,
18]. Ayrica kuaterniyonlarin uygulama alanlari gelismekte olup kimya dalinda molekail
yapilarinin incelenmesinde [19-21], tibbi bilimlerde g6z hareketinin tanimlanmasinda
[22-24], hidrodinamikte [25], elastisite teorisinde [26] ve optikte [27] kullaniimaya

baslanmistir.

Cesitli TOMB RAIDER oyunlarini da kapsayan (glinci sahis oyunlari tim kamera

hareketlerini canlandirmak (oynatmak) igin kuaterniyon rotasyonlarini kullanmustir.

Kuaterniyonlar igin yaygin bir kullanim alani askeriye ve ticari ugus similatoérleridir.
Sirasiyla x, y ve z eksenlerindeki donmeleri temsil eden li¢ aciyi ( yatis/yalpa, yikselme,
rotadan sapma) kullanarak ucagin yonini degistirmek yerine tek bir kuaterniyon

kullanmak daha basittir [28].

Kuaterniyonlar yardimi ile nesneleri dondiirmek icin Unity 3d oyun programlama dili

kullanilir [29].



Sekil 1.1 TOMB RAIDER Oyunlari

Hamilton’dan sonra kuaterniyonlar tzerine galisan bilim adamlarindan biri Taittir [8].
Daha sonra Maxwell elektromanyetizma ile ilgili ¢alismasinda kuaterniyonlari
kullanmistir [30]. Gibbs ve Heaviside ise Hamilton tarafindan bulunan kuaterniyon
sisteminden kendi vektor sistemlerini tanimlamiglardir ve ginimiiz vektor cebirini

gelistirmislerdir [31-32].

Kuaterniyonlar ¢arpmaya gore degismeli olmadigindan, kompleks ve reel sayilardan
farkl sonuglara sahiptir. Bu yiizden kuaterniyon matrisleri Gzerine pek ¢ok ¢alisma
yapilmistir. Wolf [33]'de elemanlari reel kuaterniyon olan matrisler icin benzerlik
kavramini incelemistir. Lee [34]'de kuaterniyon matrislerinin 6zdegeri ve
kosegenlestirilmesi lizerine ¢alismistir. Brenner [35])'de her kare kuaterniyon matrisinin
bir karakteristik koki oldugunu ve benzer matrislerin ayni karakteristik koke sahip

oldugunu ispat etmistir.

Son zamanlarda, kuaterniyon matrisleri tizerine literatlire en biliylk katkiyi saglayan
¢alismalardan biri Zhang'in [36]'da yapmis oldugu bir kuaterniyon matrisini kompleks
matrisler ciftlerine dénistirerek inceledigi calismadir. Ayrica bu ¢alismada kuaterniyon
matrisleri icin yeni ispatlar verilmistir. Baker [37]'de her kare kuaterniyon matrisinin en
az bir tane sag 6zdegerinin oldugunu ispat etmistir. Huang ve So tarafindan [38]'de
kuaterniyon matrislerinin sol 6zdegerleri detayli bir bicimde ele alinmis ve sol
Ozdegerlerin Ozellikleri ve nicelikleri incelenmistir. Zhang tarafindan [39]'da

kuaterniyon matrislerin sag ve sol Ozdegerleri arasindaki fark ile kuaterniyon
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matrislerle kompleks matrisler arasindaki farklar 6rneklerle gosterilip 6zetlenmistir.
Farid vd. tarafindan [40]'da kompleks ve kuaterniyon matrislerin 06z deger

problemlerindeki temel farklar incelenmistir.

Ayrica James Cockle Co-kuaterniyonlar kiimesini tanitmistir [41]. Co-kuaterniyonlar
kiimesi, birim elemanlarin pozitif ve negatif birimler olarak ikiye boliniyor olmasi
nedeniyle belli bir zaman sonra bolinmis (split) kuaterniyonlar olarak adlandiriimistir.
Split kuaterniyonlar da kuaterniyonlar gibi degismeli olmayan bir cebirdir. Split
kuaterniyon matrisleri de yeni gelisen calismalardan oldugu icin, bu alana ait ilk
calismalardan biri Alagdz vd. tarafindan [42]'de yapilmistir. Alagdz vd. tarafindan
[42])'de kuaterniyonlar ve split kuaterniyon matrislerin temel 6zellikleri ele alinmistir.

Ayrica split kuaterniyon matrisleri Gzerine birgok ¢alisma yapilmistir [43, 44, 45, 46].

Cho tarafindan [47]'de, De-Moivre formuli kuaterniyonlar i¢in uygulanmistir. Erdogdu
vd. tarafindan [48]’de split kuaterniyonlarin 4 x 4 reel matris temsilleri elde edilmistir
ve split kuaterniyonlarin reel matris temsilleri icin De-Moivre formuli ve Euler teoremi

verilmistir.

Majernik [49]'da kuaterniyonlarin yeni bir tipi olarak tanimlanan dual kuaterniyonlar
Uzerinde calismistir ve bu calismada reel, ikili (binary) ve dual kuaterniyonlar
incelenmistir. Dual kuaterniyonlar sayesinde matematiksel fizikteki pek ¢ok problem

¢Ozllebilir [17].

Dual kuaterniyonlar yeni gelisen bir ¢alisma olup, bu alana ait ilk ¢alismalardan biri
Yiice [50] tarafindan yapilmistir. Yiice tarafindan [50]’de dual kuaterniyonlarin matris
temsilleri verilmistir. Ayrica dual kuaterniyonlar igin Euler ve De Moivre formiilleri elde

edilmistir.

Dual kuaterniyonlar kiimesi literatiirde iki farkh sekilde bulunmaktadir:

1) q=q,+0,i+0, J+q;K olmak Uzere, burada ,, 0;,J,, 3 birer dual sayi ve
i=j’=k’=ijk=-1, ij=—ji=k, jk=—kj=i, ki=—ik=] seklinde olup, bu
kuaterniyon dual katsayili kuaterniyon olarak adlandirilir. H(D) ile gdsterilir ve

H(D)={ a=0o+0dsi+0; j+5Kk : do, 0y, Gy, Gge D, i* =7 =k* =i jk=—1}



seklinde tanimlanir.

2) q=qy,+0,i+q, j+q;k olmak tzere, burada q,, q;, q,, q; birer reel sayi ve

i=j?=k?®=ijk=0, ij=ji=jk=k j=ki=ik =0 seklinde olup, bu kuaterniyon

dual kuaterniyon olarak adlandirilir. SIS ile gosterilir ve
Hy={ 4=0o+0;i+0; j+0sk : do, Gy, 0z, Az € R, i% = j?=K? =i jk=0 |
seklinde tanimlanir.

Tezimiz boyunca dual kuaterniyonlar kiimesi lizerinde calisilacaktir. Bu calismada dual
kuaterniyon matrisleri incelenmistir. Bolim 2’de dual kuaterniyonlar ile ilgili temel
kavramlardan bahsedilmis ve cebirsel 6zellikleri verilmistir. B6lim 3’de tezimin orijinal
kismi olan dual kuaterniyon katsayili matrisler hakkinda temel cebirsel islemler ve
temel kavramlar olusturulmustur. Ayrica 6rnekler icin Matlab uygulamalari yapilmistir.

Dordinci bélim ise sonug bolimidur.

1.2 Tezin Amaci

Tezin temel amaci, dual kuaterniyon katsayili matrisler hakkinda temel cebirsel
islemleri ve temel kavramlari olusturmaktir. Dual kuaterniyon matrisleri ve ozellikleri
verildikten sonra dual kuaterniyon matrislerin 4x4 tipinde reel matris temsilleri ve bu
temsillerin  6zellikleri elde edilecektir. Ayrica dual kuaterniyon matrislerin izi,
determinanti ve tersi incelenecektir. Elde edilen teoremlerin ve sonuglarin Matlab

uygulamalari yapilacaktir.

1.3 Orjinal Katki

Tezin amaci, literatire dual kuaterniyon katsayili matrisler ve bu matrisler tzerindeki
islemleri tanimlayarak ve matris temsilleri olusturarak matlab (zerinde yapilan

uygulamalar ile katkida bulunmaktir.



BOLUM 2

DUAL KUATERNIYONLAR

Bu bolimde dual kuaterniyonlar ile ilgili temel bilgiler verilecektir.

2.1 Dual Kuaterniyonlar
Bu kisimda, dual kuaterniyonlar Gzerine temel bilgiler verilecektir.

Tanim 2.1

i2=j?=k®=ijk=0, ij=ji=ki=ik=jk=kj=0
ve 0q,0;,0,, 03 reel sayi olmak tizere
q=0o+0,i+0, j+azk

ifadesine dual kuaterniyon adi verilir. Dual kuaterniyonlar kimesi H, ile gésterilir ve

HD:{ q=0o+0;i+0;, j+0sK 0o, 0y, 0y, %ER}
seklinde tanimlanir, [49].

Tanim 2.2

Her q=0q,+0q,1+0, j+q5k e H} dual kuaterniyonu igin reel kismi q, ve vektorel

(pure) kismi q=0Q,i+0, j+03K olarak tanimlanir. Buna gére bir dual kuaterniyon

=0, +0

seklinde ifade edilebilir, [50].



Tanim 2.3

H, kiimesi tizerinde toplama islemi
®:HyxH, - H,

@) —->®(@Qn=0@r=(q,+aq)®(r+r)

=(Qo+r)+(q+T1)

veya
q=0g+0Q,i+0, j+0q3k, r=ry+r,i+r, j+ryk e Hy dual kuaterniyonlari igin
q+r=(do+rp)+(q+n)i+(d2+r)j+(a3+r3)k
seklinde tanimlanir, [13].

Bu islemle birlikte (H,®) ikilisi bir Abel grubudur. Hy kiimesinin @ islemine gore

birim elemani q=0+0i+0 j+0k dir, [13].
Tanim 2.4

H, kiimesi iizerinde skalerle carpma islemi
O:RxH, - H

(4,0) > 0(4,9)=1094=10(q,+0)

=105+ 9

veya
=0y +0,i+0, j+q;k ey ve A My igin
A0q=20(qo+01+0, ] +03k)

= (400) +(40,)1+(402) J +(A03)k
seklinde tanimlanir, [50].

Boylece O©:RxH, — Hy disislemi asagidaki 6zellikleri saglar:



i) A0(q®rnN=(10q)®(10r)
i) (4+4)00=(400)®(400)
iii)  (44,)0q4=40(4 0q)
iv) 10gq=q
O halde {H,®, R, +,-, 0} altilisi bir vektor uzayidir. Hy =Sp{Li, J,k} oldugundan
boy(H,) =4 dur, [50].
Tanim 2.5
< Hp xHy — Hy,
(@.r)—-(a.r)=ar
olmak tzere
Vq=0qg+0dqi+qy j+0q3K, r=rg+rqi+ro j+rgk € Hy dual kuaterniyonlari igin iki
dual kuaterniyonun ¢arpimi
qr=(Go+0i+0, j+Ask)(ro+ryi+r, j+rsk)
qr=do ro+0o(ryi+r, j+rzk)+ro(di+d, j+03k)+0

=QplptQor+ryq

seklinde tanimlanir, [13, 50].
Vq=0qg+0dqi+qy j+0q3K, r=rg+rqi+ro j+rgk € Hy dual kuaterniyonlari igin iki
dual kuaterniyonun ¢arpimi
qr=(q)(ro+ryi+r, j+rgk)

=Qro+qryi+qr, j+qrik (2.1)
seklinde de tanimlanabilir. Burada
i2=j?=k®=ijk=0, ij=ji=ki=ik=jk=kj=0

dir.



Not 2.1

Burada reel kuaterniyon carpimi degismeli olmamasina ragmen dual kuaterniyon

carpimi degismelidir.

2.1.1 Dual Kuaterniyonlar Uzerine Temel islemler

Tanim 2.6

Dual kuaterniyonlar igin esitlik q=0,+q ve r =1y +r € Hyp olmak tzere

g=r<=(qy=rqy ve q=r
seklinde tanimlanir, [49].
Tanim 2.7

Toplama ve skaler ile c¢arpma
kuaterniyonlarinin farki
q-r=(ap—ro)+(a-r)

seklinde tanimlanir, [49].

Tanim 2.8

Eslenik islemi

(Hy —» Hp

q—>0=0,—¢

islemlerinden gq=0,+q, [r=ry+r ey

seklinde tanimlanir ve @ dual kuaterniyonuna ( dual kuaterniyonun eslenigi denir,

[50].

Eslenik islemi asagidaki 6zelliklere sahiptir:

V(q,r € Hy dual kuaterniyonlarive 4 R reel sayisiigin

) (Q+r)=q+F,

i) qr=rgq=qr=rgq,



i) g=q,
iv) Ag=A7,
v) gq=qo€Rise=q,

vi) qeR%ise g=—q,

" _gq+qQq
vii) g ==~
L -0
viii) q——2 ,

[13].
Tanim 2.9

q € Hj dual kuaterniyonun normu

| |- Hy >R

q-lal=vag =\/as =|q,|

olarak tanimlanir, [50].

Tanim 2.10

Bir g € H, dual kuaterniyonu igin | g ||=1 ise g ya birim dual kuaterniyon denir, [50].

Norm islemi asagidaki 6zelliklere sahiptir:

v q,r € Hy dual kuaterniyonlari igin

) Jar|*=(ar)(qr)=(ar)(qr)=(qr)(rq),

i) Jar|=laflri=lrla

7

i) [a+rf=]af+]r

’

’

v) |a|=|q

V) ||q||:0<:>qO:Ol

10



[13].

Tanim 2.11

(” ”)71 :H, —{0} - Hy —{0} islemi

1

q—Qq =—7>
o

(2.2)

seklinde tanimlanir. Burada q_l dual kuaterniyonuna ( dual kuaterniyonunun tersi

denir, [13].

Ters islemi asagidaki 6zelliklere sahiptir [13]:

) ot |=lal”,

i) gg=q7"'q,
i) qqt=1
Sonug 2.1

Cebirsel olarak ise, H, dual kuaterniyonlar kiimesi (2.2)'deki esitlikten de gérilecegi

gibi pure elemanlarin tersi bulunmadigindan birimli ve degismeli bir halka

olusturmaktadir, [13].

Teorem 2.1

{H;,®,R,+,-,O} dual kuaterniyonlarin vektdr uzayi, {G* [+], R, +,-[]} Galile vektor
uzayina izomorftur. Burada [+] islemi G’ uzayinda iki vektériin toplami islemi, []

islemi ise bir skalerle G* uzayinda bir vektorin carpimi olan dis islemdir, [49, 50].

(Hp =G*)
ispat : ¢:H, —G*

q—>¢(aq) =(do,d;,9,,03)

doénistimiini tanimlayalim.
v' ¢ donlisimu lineerdir:

11



HAOADuON) =P(A0 (Ao +0;1+0, j+0K)DuO(ro+ryi+T, j+T5K))
=¢((A0g +uro) + (A0 +ury)i+ (A0, + 41 ;) j+(A05 + ur)k)
= (AQq +ur g, AQy + 4y, A + Ul 5, AQ + ur 3)
= (A0, A0y, A0, AQg)[+](ur g, il 1, i 5, 111 5)
= A[1(00, 91,92, Aa) [+l 1(ro, 71,757 3)
=A0@(0o +011+0, j+ 03 K) @ uOPro+r,i+r, j+13K)
=20¢(Q)® 1O ¢(r)
elde edilir.
v’ ¢ doénlsumi birebirdir:
#(q) =¢(r) olsun. Bu durumda
PAo+011+0, J+05K) =g(ro+rii+r, j+r3K)
esitligi yazilir. ¢ nin tanimi géz 6niine alinirsa,
(Q0:01,02:G3) = (o, 1, T2 T3)
elde edilir. Bdylece q=r olur. Yani ¢ birebirdir.
v ¢ dénlsimi ortendir:
boyH,, =4, boyG* =4 ve ¢ birebir oldugundan ¢ értendir.

Sonug olarak, ¢ bir izomorfizmdir. Béylece Hj dual kuaterniyonlar kiimesi G* Galile
uzayina (Galile uzaylariigin [51] referansina bakiniz) izomorftur.
Tanim 2.12

Reel kismi sifir olan dual kuaterniyona pure dual kuaterniyon (vektér kuaterniyon) adi

verilir, [50].

=g+ dual kuaterniyonu igin q eG?.

12



Sonug 2.2

q=0, VvgeH, kuaterniyonu ||q||‘2q:q‘1 tersine sahip oldugundan @ cebiri

bolim cebiridir.

Boylece H) boliim cebirinde bélme islemi tanimlanabilir.

Teorem 2.2

q, r, selp olmak Gzere agagidaki 6zellikler saglanir, [49]:

() Her q=q,+0q,i+0, j+qsk dual kuaterniyonu
A=0o +0i+0, 05k =goe™ "2 19

formunda yazilabilir.

(ii) Dual kuaterniyonlarda ¢arpim islemi birlesme ve degisme 6zelligine sahiptir.

(iii) q=Q9,+0,1+0, J+qzk, r=ry+ri+r, j+rzKk iki dual kuaterniyon olmak

Uzere bunlarin bolimleri yine bir S dual kuaterniyonudur.

ispat : (i) Burada 0o # 0 olmak lzere

* ql * q2 * q3
ql =—, q2 =—— Ve q3 = —
Qo Qo Qo
tanimlansin.
* * *k
(2.3) ifadelerini iceren e(q1 a2 a3 ) ifadesini seriye actigimizda

(qfi+QJJ+qu)Z+
- .

(a7 i+a2 j+q3 k) . e
e =1+(0q; i+0, j+0; k)+

=1+(0, i+0, j+q5 k)+0

elde edilir.

Hil

Burada n>1 icin i"=j"=k"=0 oldugundan (q,i+q,j+qsk)"

ifadeleri sifira esit olur. Bu son agilim sayesinde

(Q1*i+CI2*j+Q3*k) . .
q=0,e =Qo+0,i+0, j+ask

13
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elde edilir, [49].

(ii) Dual kuaterniyonlarin Ustel formunu kullanarak degisme ve birlesme o6zelligini

sagladigini gosterebiliriz. Birlesme o6zelligi ve degisme 6zelligi direk hesaplama ile de

dogrulanabilir.
q=0Qo+0,1+0, J+qzk, r=ry+ri+r, j+r;k ve s=s,+5,1+S, j+S3K Ug dual

kuaterniyon olsun. O zaman
(ar)s=(qorg+(gor +d.rg)i+(dor, +d,rg)j+(gers+asry ) k)
(Sg+Syi+S, j+5s3k)
=0oroSo+( Aol So+01FoSo+0oFeSy) i+ (0o Tz Se+ 02 g So+0gFopS2) J
+(0or3Se+03reSo+0dorpSs )k
ve
q(rs)=(do+0,i+0q, j+dsk)
(roso+(rgs+rSg)i+(rysq+rys,) j+(r3sSp+rys;) k)
=0 lpSo+(dy1gSe+UpleSy+dorSo)i+ (gl Se+delgS,+0d,10Sg)
+(Qor3Se+0oreS3+03rpSy )k
olup
(ar)s=q(rs)
elde edilir. Béylece birlesme 6zelligi saglanir, [49]. Ayrica
qr=(qo+0i+0; j+azk) (ro+ri+r, j+rzk)
=0g Fo+ (o Iy +0y o ) I+(0g I +05 T ) J+(0p r3+03 1)K
ve
rq=(ro+ri+r, j+r;k) (do+0,i+09; j+ask)

=l Qo+ (rgdy+rdg)i+(rgdy+rydg) j+(rgdz+rsgy)k

14



olup

qr=rq

elde edilir. Boylece degisme 6zelligi saglanir.

(iii) =0y +0,i+09, j+03k , r=ry+rji+r, j+ryk iki dual kuaterniyon olmak tizere

bunlarin bélimleri Teorem 2.2’nin i. 6zelligi kullanilarak

( *' -k' *k)
qi1 i+q2 j+d3
go€

* * *
r (rq i+rp j+r3 k)

Qo (@i -ri+@2 —r2)i+(ag ~r3 k)
Fo

seklinde ifade edilir. Burada

0, « U2 . U3

qo qo qO
* r1 * rl2 * r3
W =—, I =—, I{ ==
Io I lo
dir, [49].
Sonug 2.3

iki dual q ve r kuaterniyonunun carpimi ve bdlimi bir s dual kuaterniyonu

oldugundan, dual kuaterniyonlar kiimesi toplama ve ¢arpma altinda bir bélim cebiri

olusturur, [49].
Sonu¢ 2.4

q #0 olmak Gzere q My dual kuaterniyonu r € Hj dual kuaterniyonuna bdlmek igin

q yu r " ile carpmak gerekir. Fakat dual kuaterniyon carpimi degisimli oldugundan %

notasyonu kullanilabilir.

15



2.1.2 Dual Kuaterniyonlarin Kutupsal Gosterimi

Reel eksenile q=0,+0q,i+q, j+0;K dual kuaterniyonu arasindaki agi 6 olsun.
2, 2 2
. (01 +0,"+0
cosgezq—ozq—ozll ve SINgO = ! 2 ’
ol o ol

Jo+0;1+0, j+0sk
Jal

, 4 #0 olmak Gzere

4=0o+0;i+q, j+q:k =|jq

veya

=g % 4 YO0 G| i+ Tk
W | o

yazilabilir. Burada,
I+q, J+0sK
W:Ch : q2J2 Q32
Jai+a,2 +ag

alinirsa dual kuaterniyonun kutupsal gosterimi
q =g (cos g&+ wsin go)

seklinde elde edilir, [50].

2.1.3 Dual Kuaterniyonlar igin Euler Formiili
g=0y+q birbirim dual kuaterniyon olsun. Her birim dual kuaterniyon
g=cosgé+wsingé

olarak ifade edilebilir. Burada

! Galile anlamda cosinus ve siniis fonksiyonlari, sirasiyla, COS @, sin g olmak tzere
cosgd =1
singd =46

olarak tanimlanir, [50].

16



i+0, J+0.Kk
WZQ12Q2JZ q32
\/Q1 +(; +0Q3

ve

Singo=0=\a;2 +q,2 + 057

olarak gosterilebilir. Bu gosterim ayni z=cosé@+isin@ kompleks sayisinin kutupsal

koordinath gésterimine benzerdir, [50].

Her w pure dual kuaterniyonu igin
w?=0 ve WO=0q,i+q, j+q,k
olduguna gore ( dual kuaterniyonun Euler formulini herhangi bir @ igin:

(W0)2+(W9)3+...
2! 3!

el 11w+

yazilabilir. Her w pure dual kuaterniyonu igin

oldugundan

e"? =1+ w6 =cosgh+wsingé
olarak elde edilir, [50].

Teorem 2.3

Her pure dual w kuaterniyonu igin;

wo, wao w(0,+0
oV o 2=e(1 2)

1. e
1 w(-o)
2 eWH_e
eV (6,-0,)
W 1Y
3. ewez €
dir, [50].
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ispat : W,, W, iki pure dual kuaterniyon olsun.

eW%eW92=(1+mmﬁ)(l+w92)

=1+WO, +Wh,+W? 6,0,

w? =0 oldugundan

=1+w(6,+6,)

:eW(91+92)
elde edilir.
5 1 3 1 u 1 B 1-wé
oY 14wl 1+wl 1+wh-wh-w2H?
(1-wo)

w2 =0 oldugundan

bulunur.

e"(=9)7in Maclaurin acitlimindan

) gy (_gys (W0D) (W(=0))°
2! 3!

=1l-wé
bulunur. Béylece

10 _eW(-0)
eW

elde edilir.

w(6,-0
8 (1-07),

3. in Maclaurin agilimindan
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B w(o,-6,))° (w(6,-6,))°
ew(91 92)=1+W(6’1—¢92)+( ( 1 2)) +( ( 1 2)) e
2! 3!
=1+w (6,-6,)
bulunur.
W91 1 _ _ 2
e 1+wo, 1+wl, 1+wO -wo,-w 0,0,

= = = =1l+wé,-wl,=1+w (6,-6
V% 11w, 1+wél, 1+wo,-woh,-w?6,> ' ? (61-62)

(1-wo5)

bulunur. Béylece

Wt91
€ w (61-65)
=e
W02
elde edilir.

2.1.4 Dual Kuaterniyonlar igin De-Moivre Formiilii

Bu kisimda dual kuaterniyonlar icin De Moivre formliinii elde edecegiz:

Yardimci Teorem 2.1

i+, | +0.k
W—ql J, Jt0Q;

= > > > icin,
ol +a, + 4
(cosgé +wsingé )(cosg b, +wsing b, )=cosg (& +6,)+wsing (& +6,)
dir.
, qui+0, j+ask .
Ispat: W icin W =ww =0’dir. Bu esitlikler kullanilarak,

O +0,7+ gy

(cosgd,+wsingé, ) (cosgd,+wsingd,)=cosgob,cosgd,+wsingé,cosga,
+wcosgé,sing @, +w?singé,singé,
=C0sQg 6, cosgl,+w(singe, cosgé,+cosgé;singéb,)
=cosg(6,+6,)+wsing(6,+6,)

elde edilir. Bu esitligi elde ederken,
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cosg (6, +6,)=cosg cosgb,
ve

sing(& +6,)=cosgé singé, +sing @ cosg b,
esitlikleri kullaniimistir, [50].

Teorem 2.4

q =" =C0Sgd+wsingé@ bir birim dual kuaterniyon olmak tizere

q“=(e"")

k =(cosg¢§?+wsinge)k =cosg (k@)+wsing (k&)

dir, [50].

Ispat : ispati timevarim yéntemi ile yapilacaktir. k negatif olmayan bir tamsayi olsun.
v' k =2 icin teoremin dogrulugu Yardimci Teorem 2.1 kullanilarak

q%=(cosg@, +wsingh, )’
=(cosgd,+wsingé, ) (cosgl,+wsingé, )
=c0sg(20)+wsing(26)

oldugu gorilir.
v qk :(cosg6?+wsinge)k =cosg(ké&)+wsing (k&) oldugunu kabul edelim.
v (cosgO+wsingd)* =cosg((k+1)8)+wsing((k+1) &) oldugu

gosterilmelidir:

k1 = (cosg&+wsingd)* (cosgd+wsingd)

(cosgf+wsingd)
=(cosg(kd)+wsing(ké#))(cosgf+wsinga)
=cosg(kd+60)+wsing(kod+80)
=cosg((k+1)@)+wsing((k+1)8)

olur. Bdylece n=k +1 icin ifadenin dogru oldugu gorulur.

k negatif bir tam sayi olsun. Teorem 2.3’in 2. 6zelligini kullanarak
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Ao = W) _cosg(-6)+wsing (—-0)=cosgH—-wsingd

o)
2|
SN

q =(q )k :WLke:eW(—k@) —cosg(k@)-wsing(ke)

=cosg(—-k@)+wsing(-k@&)

elde edilir. Béylece ispat tamamlanir.

2.1.5 Dual Kuaterniyona Karsilik Gelen Matris

Oy, 91, U,, 5 reel sayilar olmak tzere q=q,+q,i+0, j+q5K dual kuaterniyon

olsun. Her r € Hy igin sol lineer dontgim

Lgq @ Hp > Hy
r—Lg(r)=rq

seklinde tanimlanir. Bu donlsiim birebir ve ortendir. @Hj dual kuaterniyonlar

kiimesinin { 1,1, j, k } baz vektorleri kullanilarak;
Lq(1)=1(0o+011+0, j+03k) =0o+0;1+0, J+q3k.
Lq(1)=1(go+0;i+0; j+a3k) =0yl
Lq(1)=1(00+010+0, J+0A5k)=0q0 ] .

Ly (k)=k(do+0a;i+0d, j+ask) =0k

elde edilir. Boylece tanimlanan Lq donidsimiinin matris temsili,

4, 0 0 0]
L - 4, 4, 0 0
T, 0 g, 0
1z 0 0 qo]

seklindedir. Buradan
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4
det(Lq)=]a] =a"
dir, [50]. Dual kuaterniyonlar degismeli oldugu icin sol (sag) matris temsilleri aynidir.
Ornek 2.1

q=1+i+ j+k e Hp olmak tzere

[a]*=1

elde edilir. Ayrica ( ya karsilik gelen matris

olmak lzere

N T
o B, O O
P O O o

0
1
0
0

det (Lq) = a*=1

elde edilir.

Ornek 2.2

q=1+i+ j+k e Hp olmak tizere

Q> =(+i+j+k)A+i+ j+k)=1+2i+2j+2k

elde edilir. Ayrica  ya karsilik gelen matris

1000
I__1100 )
q101oolmakuzere

1001

100 01 000 1 000

11001100 2 100
“ha=l 0 1 0f10 1 072 01 07

100 11 0 0 1 2 0 01
ve
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elde edilir.
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BOLUM 3

DUAL KUATERNIYON MATRISLER

Tezin orijinal kismi olan bu bélimde, dual kuaterniyon matrisler ve o&zellikleri

verildikten sonra dual kuaterniyon matrislerin 4x4 tipinde reel matris temsilleri ve bu

temsillerin  6zellikleri elde edilecektir. Ayrica dual kuaterniyon matrislerin izi,
determinanti ve tersi incelenecektir. Elde edilen teoremler ve sonuglar igin Matlab

uygulamalari yapilacaktir.
Tanim 3.1

Elemanlari birer dual kuaterniyon olan matrislere “Dual Kuaterniyon Matris” adi

verilir. Yani 4, € Hj olmak tzere A=[d4,],., matrisine dual kuaterniyon matris

denir. Burada 1<r<m, 1<s<n, a.b.c.d.eR ve

rs?™rs? rs? -rs

a,=a,+bi+c j+d keH; olmakuzere

A:[é‘rs]:[ars]Jr[brs]i+[Crs]J-Jr[drs]k

yazilabilir. Buradan dual kuaterniyon matris

A:A1+Bli+C1j+D_Lk

seklinde de tanimlanabilir. Burada

i2=j2=k®=ijk=0, ij=ji=jk=kj=ki=ik=0

ve
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A =[ars], By =[brs], Cr=[crs], Dy =[drs]eMpn (R)

dir.

mxn tipindeki “dual kuaterniyon matrislerin kiimesi” My, (Hp) ile gésterilir ve

M () =| A=[as] = A +Byi+Cy j+Dik © ds By, A,B,Cy Dy Ry, 7= 17 =k =i k=0
seklinde tanimlanir.

Not 3.1

Ayrica dual kuaterniyon matrisler, dual kuaterniyonlarda oldugu gibi, reel ve vektorel

kisim olarak asagidaki sekilde yazilabilir:

A=[4s]= A +Byi+Cy j+Dyk=A +Vek{A}

Tanim 3.2
A:[érs]mxn:Al+Bli+Clj+le ve B:[Brs}mxn:AﬁBzHCzj+D2kemen(]HID) birer

mxn tipinde dual kuaterniyon matris olsun. Vr,s 1<r<m, 1<s<n, d.=0b ise bu

iki matrise esittir denir ve A=B ile gosterilir. Buna gore

Il
o>

A=B o & =by, Vr,s 1<r<m, 1<s<n, &b cHp olmasidir.

A=B & [4]=[br]

© g =hyg
& Qg Hhyg 14Cps J+0rgk=Xg + Y1 +2p5 [tk
© ag=Xs Os=VYrsr Crs =215, s =1t

& A=A, B =B, G=C D=D,.

25



Ornek 3.1

. a 3+5j+2k | L |2-3i+5k c
A= ’B:

. o olmak lzere A=B ise
1+i—-6j)+Kk b d —4I—J+k}

a,b,c,d katsayilarini bulalim.

o a 3+5j+2k 2-3i+5k c .

Cozim : ) . = L. icin
1+i-6j+k b d —4i—j+k

a=2-31+5k, b=—4i—j+k,c=3+5j+2k ve d=1+i—-6j+k

bulunur.

Tanim 3.3
A:[érs]mxn matrisi verilsin. Vés =0y € Hp ise A matrisine dual kuaterniyon sifir
matrisi denir ve A=f)mxn ile gosterilir. m=n ise Opyn =0y, ile gosterilir.

Ornek 3.2

62 matrisi  dual kuaterniyon  sifir

~ |0+0i+0j+0k 0+0i+0j+0k
[0+0i+0j+0k 0+0i+0j+0k |, ,

matrisidir.
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3.1 Dual Kuaterniyon Matrisler Kiimesi Uzerinde Cebirsel Yapilar

3.1.1 H]ID Modiil Yapisi ve Bazi
Tanim 3.4
A=[a] ., ve B= [brs}m o€ Mmxn(Hp) dual kuaterniyon matrislerinin

toplami

ile tanimlanir. Boylece,

®:men(HD)Xmen(H]D))%men(H]D))
(AB) > A®B =| drg +bys |

mxn

bir i¢ islemdir. O halde

&1 - dp byq b1
A=| + - ,B=| :
aml e amn mxn bml e bmn mxn
icin
arptbp o dp by
A+B=| 1 :
Amy+Bm1 0 @mn+Pmn |

ile tanimlanir.
Not 3.2

iki dual kuaterniyon matrisinin toplami su sekilde de tanimlanabilir:

A:Al"'Bli‘*‘Clj"'le ve B=Ay+Byi+Cy j+Dyk e My, (Hp) matrisleri igin

A+B=(A +Ag)+(By+Bp)i+(Cy+Cp) j+(Dy+ D)k
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yazilabilir.

Ornek 3.3
1+i 3+ i+k I+ j+3k j+3k 4]
A=|5+2i+3j 1+2k i+3j|ve B=| 5+4j 3i+2j 1+2k | matrislerinin
i+4j+k 4+k 10 6+i+2j+3k 3k j +5k

toplamini bulalim.

1+2i+J+3k  3+2j+3k 1+4]+k
1.Coziim: A+B=| 10+2i+7] 1+3i+2j+2k 1+i+3j+2k
6+1+6])+4k 4+ 4k 10+ j+5k

elde edilir.

2. Coziim : A ve B matrisleri

13 0][101] [o10] [0o001
A=|5 1 0[+/2 0 1]i+/3 0 3|j+/0 2 0lk
0410/ (1 00| (400 |11

000][100] [114] [330
B=/5 0 1[+/0 3 0fi+|4 2 0[j+0
6 00[(100 |201| [335

o
=

formunda yazilarak

1 3 0] [2 01 1 2 4 3 31
A+B=|10 1 1|+[2 3 1]i+|7 2 3[j+/0 2 2/k
|6 4 10 |2 00 6 0 1 4 4 5
[1+2i+j+3k  3+2j+3k i+4j+k
A+B=| 10+2i+7] 1+3i+2j+2k 1+i+3j+2k
| 6+i+6])+4k 4+ 4k 10+ j+5k
elde edilir.

28



Tanim 3.5

Bir dual kuaterniyon ile bir dual kuaterniyon matrisinin carpimi, qeHp),

A~

A=[4rs]€ Mpn(Hp) olmak iizere

qQA:q@[érs]z[qérs]mxn

seklinde tanimlanir. q ey ve 4,5 € Hyp oldugundan qé&,s € Hy dir. O halde

A

qAeMp,n(Hp) olup
©:Hp xMpn (Hp) > M« (Hp)
(@A) > g0 A=[q4]

mxn

islemi bir dis islemdir. Yani

&1 -+ @ qdy; -+ Qény
qA=q| : . = K :
amt  Amn e L98m1 0 98mnp«q

ile tanimlanir. Buradan =03 +0pi+03 j+0s k € Hp ve

A=[4;s]1=A +Bi+Cy j+ Dk e My, (Hp) olmak tizere

A A=[q4rs]=[(ch+0i+03 J +0s K) (Brs +brs i +Crg j+drs k)]
=[ 0 (ars +0rsi+Crs j+drsK)+aps (A1 +03 j+0sK)]
=0y (A +Byi+Cy j+Dy k) +Vek{q}A

=g A+Vek{q}A

olup

qA=q A+Vek{q}A (3.2)

elde edilir. Ayrica bu esitlikten farkh olmasina ve bu esitlikten fazla terim icermesine

ragmen (bu fazlaliklar 0’a esittir) daha pratik olmasi agisindan
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qA=qA+qBi+qCy j+qDik

olarak da yazilabilir.

Toplama isleminin Ozellikleri

1) A,B,C e My . (Hp) igin

3) YAe My, (Hp) igin
A+ A =A'+ A=0 olacak sekilde A'=—Ae Mmxn (Hp) vardir.

4)VA, B My, (Hp) igin

A+B=B+A
dir.
ispat : 1) vA:[érs]an, é:[ﬁrs}mxn' é:[érs]mxn Emen(H]D)) igin

(A+B)+C = [ars]+[ s |} +[6rs]

:[(érs+6rs)+érs] (Dual kuaterniyonlarda toplama isleminin birlesme

ozell.)
= [ ar + (Brs +Crs) |
~[4rs]+ ([ Brs | +[6rs])
=A+(B+C)

elde edilir.

30



A

2) A+0=A olsun. O halde A=[a] . . Oz[Orstxn €My, n(Hp) olmak

uzere [4rs] +[O|rs}mX = [ars],, , dir. Bu durumda

(Hp,+) Abel grubu oldugundan 6EHD, ars €Hp icin érs+6rs:6rs+érs
yazilabilir. O halde

A

A+0:[ér5+6r5]mxn =[6rs +érs} =[&s] 0= AeMpy,n (Hp)

mxn

elde edilir.

3) A+A =0 olsun. O halde A=[érs]mxn, A’:[Brs}mxn eMpn(Hp) olmak
Uzere

[BrsTmen | Brs | =|ars+Bs] =0=[0rs|  olup, &+ =0
(&, by, 0 Hp) dir.

A

(H}D),‘F) Abel grubu oldugundan b,y =—&5 elde edilir. Burada (-1)e R, érs e Hp

icin (—1) &5 =45 oldugundan A'=[ -4, |=[ (-1 4 |=-Ac My, (Hp)

elde edilir.

yazilabilir.
(Hp,+) Abel grubu oldugundan & "'Brs = Brs +8,5 olup

A+B Z[Brs +érSJ

31



B+ A
elde edilir.

3. 6zelligin 2. ispati :

A=A +Bi+Cy j+Dik ve B=Ay+B,i+Cp j+DykeMpyp(Hp) olmak iizere

A+B=(A+Bi+Cy j+Dyk)+(Ay+Byi+Cy j+Dyk)
=(A+A)+(B+By)i+(C +Cy) j+(Dy+Dy )k
=(A+A)+(By+By)i+(Cy+C;) j+(Dy+Dy )k  (Reel matrislerde toplama

isleminin degisme 6zelliginden)

= (A +Bpi+Cy J+ Dy k) + (A +By1+Cy j+ Dy k)

-B+A
elde edilir.
Dolayisiyla (M (Hp),+) Abel grubudur.
Dis islemin Ozellikleri
1) Vp,qeHy, VAe My, (Hp) igin
(p+q)A=pA+qA (3.2)
2)Vq e Hy, VA BeMpy,,(Hp) icin
q(A+B)=qA+qB (3.3)

3)Vp,qeHp, VAe My, (Hp) icin

(pq)A=p(qA) (3.4)
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4) (Hpy, +,-) birimli degismeli halka 2. isleminin birim elemani 1 olmak tzere
1A=A
5)VqeHp, VAe My, (Hyp) igin
gA=Ag (3.5)
dir.
ispat : 1) VA=[4,s]e My, (Hp) ve ¥p,q e Hy iin
(p+Qq) A= (p+q)[érs]= [(p+q)érs] (Dual kuaterniyonlarda carpma isleminin
toplama lizerine dagilma 6z.)
=[Pérs +98rs] = pars]+a[érs]
=pA+qAc My, (Hp)
elde edilir.
2) VA=[45],B =[bg] € My (Hp) ve Vq e Hyy iin
q(A+B)=0([ars]+[bs])
=q([Ars +by])
=[0(ars +bt)]
=[adrs +aby ]
=Q[ém]+Q[6mJ
=qA+qBeMy,,(Hp)

elde edilir.
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3) Vp,qeHp, VA=A +Bi+C; j+ Dk e My, (Hp) olmak tizere
(PA)A=(pa)(A +Byi+Cp j+DiK)
=((P)A +(pa)Bii+(pa)Cy j+(pq) Dik)
=(p(aA))+(p@By)i+(p(aCy))j+(p(aby))k
=p((@A)+(@Bi+(@Cy) j+(aDyk)
=p(a(A+Byi+Cp j+Dyk))

=p(aA)

elde edilir.

5) vq:ql+qu+Q3j+Q4k€HD, VA=A|_+B_|_i+Q|_j+D1kEMan(HD) olmak

Uzere
qA=(tg+0pi+0g j+0gk) (A +Byi+Cp j+DyK)
=0 A+ (0 B+ A)i+(0r Gy +a3 A j+(0 Dy +04 AK
=Aq+(Brop+AG)i+(Crap+Adz) )+ (Do +Ada)k
Aq=(A +Byi+Cy j+DyK) (o +0pi+0g j+0s k)

=A G +(Brog+AG)i+(Crap+Adz) )+ (Do +Ada)k

oldugundan
qA=Ag

elde edilir.
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Sonug¢ 3.1

simdi {M, (HD),C-B, Hp,+,-,©} modiliiniin bir bazini aragtiralim:

VA= [érs] e M, (Hp) igin

a1
az1

A

any

yazilabildiginden dolayi

My, (Hp )= Sp{S;}=5Sp

elde edilir.

{Mpxn (Hp),®,Hp,+,-, G} altilisi bir modiildiir.

: 10
=a] .
ann 0
+én1
1
0
0
0
0
1

|t ann

(3.6)

M (Hp), Hy halkasi Gzerinde bir modil olmak UGzere S; sisteminin lineer

bagimsizhigini arastiralim:

611,612, Gmn € Hp igin

0

10
00

0

o

0

0

35

0

0

Il
[an)N
=



olsun.

Buradan

Gip d12 Gan

Go1 G2z ~,
_in QnZ an

yazilabilir. O halde

11 =012 =---=0nn =0

elde edilir.

O halde S; sistemi lineer bagimsizdir.

Sonug 3.2

Mn(H]D)) bir modulii Gzerindeki S sistemi igin

1) Sy lineer bagimsiz

2) M (Hp)=Sp{Sy}
oldugundan S; matris sistemi My (Hp) moduliniin bir standart bazi(tabani)dir.

Boylece boy (M, (Hp)) =n? dir.

Sonug olarak, {M, (Hp),®, Hp, +,-, O} modiiliiniin standart bazi

00 - /[0 0 - : 00 «+ :[[0 0 - : 00 :

00 ---0/|l0 0 --- 0 10 - 0/l01 -0 00 - 1
bulunur. Ayrica Va,s €Hp icin 85 = PrgGys olacak sekilde Pyg,Grs €Hp var

oldugundan
Py O - 0 Gy O - O 00 - 0
0 o - : ) o 0 - : . |0 O :
. . . = P11| . .o . +...+ Pnn -
0 o - ﬁnn an 0O 0 -0 00 - qnn
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yazilabildiginden (3.6) ile verilen standart bazin disinda da baz bulunabilir.

3.1.2 R Vektor Uzayi Yapisi ve Bazi

Sonug 3.3

g € R igin vektor uzayi aksiyomlari saglandigindan {Mn(HD),@,R,+,-,A} altilis1 bir
vektor uzayidir.

Simdi {M(Hp),®,R,+,-, A} modilinin bir bazini arastiralim:

VA=[4rs]e M (Hp) ve &g =arg +bygi+Crs j+drgk olmak iizere

&1 & - & 10 -0 i 00 j 00 k 0 - 0
d) a ' e 0 e 00 - : 00 - :
:21 ?2 =, L. +hyg cooe e s 0y SRS L

g 4y - &n| (00 0] (00 -0 00 0 00 - 0

00 1 0 0 - i 00 J 00 k
00 - : 0 - : 00 0
-4y : . : +bln : - : +Cypy . +d1n +
00 0 00 -0 00 -0 00 0]
00 -0 00 -0 00 0 00 0
00 - : 0 - 00 - 00
SR R T 1 P | -
10 -0 i 0 -0 j 0 0 k 0 0
00 0 00 0 00 0 00 0
etapn| . . . L Fben| . oo FCun| . . . L [+dpn] .
00 1 0 0 [ 00 J 00 k

yazilabildiginden dolayi
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00 ... : N o 0 .. ¢
MH(HD):SD{SZ}:Sp TR L) DR Ll R O & IESRE R LA

0 g f L | O A RN R TEE)

elde edilir.

M, (Hp), R cismi tizerinde bir modiil olmak iizere Sy sisteminin lineer bagimsizligini

arastiralim:

q11,q12,...,qnn,rll,rlz,...,rnn,311,312,...,Snn,tll,t12,...,tnn eR icin

1 0 - 0 i 0 --- 0 'j 0 - 0 'k 0 --- 0
00 : 00 : 00 : 00 :
Qui| . . S tha) . . IV P : 1 I

_O o ... O_ _0 o ... 0_ _0 o ... 0_ _0 o --- 0

R 1 ] I v 1 P R
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0 0 0 --- 0 00 0 0
0 e 8 0 -.- 0 ... - 0 ..o R
+++F Onn oo, :+rn”: o, :+Snn oo, :+tnn S :Onxn
00 1 00 I 0 0 0 00 k
olsun.
Buradan
i1 Gio Gy |
Go1 G2z ~,
_in QnZ an

yazilabilir. O halde

G1=0h2=-=0n=RA1=M2=- =M =81=82=---=Syn =h1 =l =...=tp =0
elde edilir.

O halde Sy sistemi lineer bagimsizdir.

Sonu¢ 3.4

M (Hp) bir modiilii tizerindeki Sy sistemi igin

1) Sy lineer bagimsiz

2) My, (Hp) =Sp{Sy}

oldugundan 52 matris sistemi Mn(HHD) modduliniin bir standart bazi(tabani)dir.

Boylece boy (M, (Hp)) = 4n? dir.
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3.1.3 M, (R) Modiil Yapisi ve Bazi
Tanim 3.6

Bir A dual kuaterniyon matrisinin satir ve sttun sayilari esit ise yani N XN tipinde bir

matris ise A matrisine n. mertebeden bir dual kuaterniyon kare matris denir ve dual

kuaterniyon matrislerin kiimesi M, (Hp) ile gosterilir.

n. mertebeden A=[4, ] dual kuaterniyon kare matrisi

é.ll é.lz cese éln
A N ézl é22 cee éZn
A=[8rs]lnxn = < :

dqyp 92 .- a9pp

ile ifade edilir. Burada &1,89,..-,dp, elemanlarinin bulundugu késegene de A’nin

esas késegeni denir.

Tanim 3.7

Bir reel matris ile bir dual kuaterniyon matrisinin carpimi, Q:[qrs]eMn(R),

A=[4g]e M, (Hp) olmak iizere

. . X n X (3.8)
QA=Q0 A=[0s]nxn [Ast]nxn = z1qrs dgt |€ Mn(H]D))
S=

seklinde tanimlanir. ¢, € R ve dg € Hp oldugundan Qrségt € Hypy dir. O halde

A

QAeMp(Hp) oldugundan

©: Mp (IR)xMp (Hy ) > My (Hp)

(Q,A) —>Q®A=QA:{ gl(%s é-st}
5=

n

islemi bir dig islemdir. Ayrica, dg =ag +bgt 1+Cg¢ J+dg K igin

QA:[Qrs][ést]
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. A
=| 2 Ors gt

Ls=1

n - -
=| X Oy (st + by 1 +Cgt J+dgt k)}

L s=1

yazilabilir. (2.1) esitliginden

QA= L%l{ (Ars @st) + (0rs bst) 1+ (Ars Cst) T+ (ars dgp) K }}

yazilabilir. Buradan

n n n . n ) n
Q A={ % (Ors ast):|+[ % (drs bst)}“{ 2 (drs Cst)} J +{ 2 (Ors dst)}k
s=1 s=1 s=1 s=1
elde edilir. iki reel matrisin carpimi tanim geregince

Q:[qrs]r Alz[ast]' Bl:[bst], Clz[cst] ve D1=[d5t]€ Mn(R) matrisleri icin

QA=QA +QB;i+QC; j+QDk (3.9)

yazilabilir.

Dis islemin Ozellikleri
1)VQ,Q, e My (R), YAe M, (Hyp) igin
(Q+Q,)0A=Q OA®Q,0A
2)VQ, €M, (R), VA Be M, (Hp) igin
QO(A®B)=(Q0A)®(Q OB)
3)VQ, Q €M, (R), YAe M, (Hp) igin
(QQ)OA=Q6(Q,04)

4)(|\/|n(R),-I-,-) reel matrislerin halkasi 2. isleminin birim elemani |, olmak tizere

A

=A

>

I, ©
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5)VQeM,(R), VAeM, (Hp) igin
QA#AQ
dir.

6)VQ,Q, e M, (R), VA, BeM, (Hp) iin

(QA)(BQ)=Q (AB)Q, (3.10)

dir.
7)VQ,Q €M (R), VA Be M, (Hp) icin
(@ A)(Q,B)#(Q Q) (AB)
dir.
ispat : 1) VA=[4,5]e M, (Hp) ve VQ,Qy € M (R) igin
(Qu+ Qo) A= (Q+ Qo) [rs = [(Q+ Q) Ars ] =[Qu Ars + Qo Ars ] = Q1 [Ars ]+ Qo [Ars ]
=Q A+Q, Ae M, (Hy)
elde edilir.
2) VA=A +Bi+C j+Dk,B=Ay+Byi+Cy j+ Dok eM, (Hp) ve VQeMp(R)
igin
Q(A+B)=Q((A +Ay)+ (B +By)i+(Cy+Cy)j+(Dy+Dy)k)
(3.9) 6zelliginden
=Q(AL+A)+Q(B +Bp)i+Q(Cy+C3) j+Q(Dy + Dy)k
=(QA+QA)+(QB +QBy)i+(QC +QC2)j+(Q Dy +QDy)k
=(QA+QBi+QC j+QD k) +(QA +QBi+QC; j+QD; k)

=QA+QB
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oldugundan
Q (A+B)=QA+QB
elde edilir.
3) VQ, Q) eM, (R), VA=A +Byi+Cy j+D ke M, (Hyp) olmak iizere
(QQ)A=(Q Q) (A +Bi+C; j+DiK)
=(QQ)A+(QQ)Bi+(QQ)Cy j+(QQ2)Dik) (reel matrislerde

¢arpma isleminin birlesme 6zelliginden)

= (Q(QoA))+(Qu(QB)i+(Q QL) J+(Q QD) )k
=Q((Q2 A)+(QBYi+(QCy) j+(QDyk)

=Q1(Q (A +B;i+Cy j+Dik))

=Q @A

oldugundan

(Q Q)A=Q QA

elde edilir.
5) VQeM,(R), VA=A +Bi+C; j+DykeM; (Hp) olmak izere
QA=Q (A +Byi+Cy j+Dik)
=QA +QBi+QCy j+QDyk
ve
AQ=(A +Byi+C j+D1k)Q
=AQ+BQi+CQj+DyQk

olup reel matrislerde carpma islemi degismeli olmadigi icin
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QA=AQ
dir.
6) VQ,Q, eMp(R), VA=A +Bji +Cyj+Dik, B= Ay +Byi +Cypj + Dok € My, (Hp)
olmak iizere
(QA(BQ)=(Q A +QBi+QuCpj+Q; Dik) (A Qp +By Qi +C5 Qo + D QpK)
=Q A A Qr +(Q A B Q+Q By Ay Qp)i
HQLAC)Q+QC A Q) j+(QuA Dy Qy +Q Dy Ay Qo )k

ve
Qu(AB)Qy = Q1 (AL Ao+ (A By + By Ag)i+ (A Co+Cy Ag) j+(A Dy + Dy A)k)Qy
=QAAQ+(QABQ+Q B A Q)
+HQACHQ+QCy Ay Q) j+(Q A Dy Qp +Q Dy Ay Qp)k
oldugundan
(QABQ)=Q(AB)Q,
elde edilir.
7) VQLQ My (R),
VA=A +Bi+C j+Dik,B=Ay+Byi+Cy j+Dyk e M, (Hp) olmak iizere
(QA(QB)=(Q A +Q B i+QC; j+Q Dk)(Q Ay +Qy By i +Qy C; j+Q; Dy k)
QAL A +HQARB+QBQ A)i
HQUAQC+QC1Q A)j+(Q AQ Dy +Q Dy Qy Ak
ve
(QQ2) (AB) =(QuQ2) (A Ap + (A By +By Ap)ii+(A Cp+Cy Ag) j+(A Dy + Dy Ap)k)
=Q Qo A +(QQ A By +Q Qy By AY)i
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HQLQ2 A Cr +QQCr Ap) j+(Q Qo A Dy +Q Qa Dy Ap)K
olup reel matrislerde degisme 6zelligi olmadigindan
(QA)(QB)=(QQ,)(AB)
ozelligi saglanmaz.

Sonug 3.5

{M,, (Hp),®,Mp(R),+., 6} altilisi bir modiildir.

simdi {M,, (Hp),® M, (R),+,-, 6} modiiliniin bir bazini arastiralim:
vAe M, (Hp) igin
A:[élrs]nxn =[ays +0ysi +Cpg j +dsK]
=[ars]+brsli+[crs]j +[dsIK
=A+Bji+Cj+ Dk
seklinde tanimlandigini biliyoruz. A, By,Cy, Dy reel matrisleri icin

AELIn:AEl' Biln=B1, G ly=Cve D1y =Dy

oldugundan
A:[ars] I +[bes il +Crs] i1y +[des 1K 1,

=[ay] 1+[br 11 +[crs] J +[ds]K

olmak Uizere

A:Ali+Blf+Clj+D1K

yazilabilir. Burada

A.B;,C,D e M (R) ve 1,1,J,K eM,(Hp) olup
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[ 0] i 0 ]
. 0 . o0 .
i- o=l 0= =il
00 ..o1) 0 0 ..o
o ] ] ]
. |0 . .
i=|” ] —ji, K= —k
0 0 ..ol 0 0 ..ok

seklinde tanimlanir. Ayrica

ozellikleri saglanir. Boylece

VAe M, (Hp) icin A=A 1+B 1+C J+D;K yazlabildiginden

Mn(Hp) =sp{L.1,J,K}

elde edilir.

M (Hp), M (R) halkasi tizerinde bir moddil ve

1 0 .. 0] i 0 ... 0] j 0 l
o1 .0 .0 i -0
1= . Q= RE ,
0 0 1. 10 0 il 0 0 ..o
» _
0 k

~
Il

€ M, (Hp) olmak tzere {i, IJ, K} sisteminin lineer

0 0 ... k

L -nxn

bagimsizhigini arastiralim:

Q1,Q7,Q3,Q4 e M (R) igin Q1i+Q2f+Q3j+Q4K :én olsun. Buradan
[ars]i+[brs]f+[crs]j +[d]K :dn olmak iizere
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[ays +bysi+Crg j +dysk]=[0,]

yazilabilir. O halde

8rs =Dbps =Crs =drs =0 olup Q =Qy =Q3=Qy =0y
elde edilir.

O halde {i, f, j, K} sistemi lineer bagimsizdir.

Sonug¢ 3.6

M,,(Hp) bir modiilii izerindeki {i, IJ, K} sistemi icin
1) {1,1,J,K} lineer bagimsiz

2) Spfl, 1,J,K}=M, (Hp)

oldugundan {i,f,j,K} matris sistemi M, (Hp) modilinin bir standart

bazi(tabani)dir. Béylece boy (M (Hp)) =4 diir.

Ornek 3.4

. {1+2i—4j+5k 2—i+2j+k

— 245+ i— 2K 3+4i—3j+k}EM2(HD) matrisinin {i,f,j,K} bazina gore

bilesenlerini bulalim.

1+2i-4j+5k 2-i+2j+k] _[1 0 i 0 i 0 k 0
245isj 2k 3+4i-3j+k| Ao 1720 i|TBlo j[T%|0 «
121 0] [2 i o
T2 3llo 1]T[5 4o i
P i E P
+ |+
1 -3llo j|T|=2 1/|0

bulunur. O halde A nin {i, f, j, K} bazina gore bilesenleri
1 2(|2 1|4 2 5 1
2 3|'ls 4|1 3|21
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dir.

Ornek 3.5

1+i+2j) 1+3j-5k  2+4i+2k
A=|-2+5i+k 4i+5] 3-4i e M3(Hp) matrisinin {i, f,j,K} bazina gore
1-k i+j+k 1+2i-3j+6k

bilesenlerini bulalim.

141+2) 1+3j-5k  2+4i+2k 100 i 00 j 00 k 00
-2+5i+k  4i+5]j 3-4i =Q[0 1 0[+Qy0 i 0[+Q30 j 0[+Q4(0 k 0
1-k I+j+k 1+2i-3j+6k 001 00 i 00 j 00k
1 1 21 00| (1 0 41i 00
=/-2 0 3|0 1 O|+|5 4 4|0 i O
1 0 1(l0 0 1] (0 1 20 0 i
23 0fj 00O 0 5 2|k 00
+0 5 0|0 j O|+|1 0 0|0 kK O
01 -3//00 j|] |1 1 6|00 k

1 1210 4|23 0|0 -5 2
-2 0 3|,|5 4 4,05 0,1 0 O
1 0 1{(01 2|01 3||-1 1

dir.
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3.2 Dual Kuaterniyon Matrislerin Temel Ozellikleri: Carpma, Eslenik, Transpoz,

Eslenik Transpoz, Ters ve Kuvvet

3.2.1 Dual Kuaterniyon Matrislerin Carpimi

Tanim 3.8

A

A:[érs]mxnemen(HD) ve é:[bst}nxoeMnxo(HD) dual kuaterniyon

matrisleri verilsin. Bu durumda iki matrisin ¢arpimi
A n
AB=| X & by (3.11)
1 mxo

ile tanimlanir. O halde ¢arpim islemi

‘:men(H]D))anxo(H]D))_)meo(HD)

seklinde bir i¢ islemdir. Eger

n .
Y A b =C, 1

<r<m, 1<t<o

s=1
denilirse
. n . A . A R A . A
Cl1= % &5 bgg =819 byg +849 bog +...+85 by

S=
. n R A R A R A . A
Cp = 21 45 Dsp =11 byp +3819 bpo +...+ 83 by

n . . . .
G = Zlals bso =811 By + 812 Do +...+ a1, bg
S=

yazilabilir. O halde
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A1 9
x| Ay . Ao By By ... D 1 A
AB - ?1 22 2n 21 22 20 :[Crt]:C (3.12)
mi &m2 &mn | _Bnl bn2 bng ]

olarak hesaplanir.

Not 3.3

Ars bt = (ars at) +(ars st +bys Ast) 1+ (rs Ct +Cps Ast) J +(@rs dgt +Cps A )k
yazilabilir. Buradan

~~ [n ~
AB=| ¥ d bst}
Ls=1

n 4 .
Zl((ars ast) + (ars bt +byps ast )i+ (Ars Cst +Crs Agt) J +(Ars gt +Cys dst)k)}
LS=

n n ..n . n
= Zl(ars agt) + Zl(ars bgt +bys ast)i+ Zl(ars Cst +Crs Ast) | + Zl(ars dgt +bys dst)k}

n n .
= ¥ (as ast)}‘{ Zl(ars bgt +Dys ast)}'
S=

L s=1

n ~[n
"‘[ Zl(ars Bst +bys ast)} J '{ Zl(ars bst +bys ast)}k
S=. S=

elde edilir.

(3.11) ve (3.12) esitlikleriyle verilen iki dual kuaterniyon matrisinin ¢arpimi su sekilde

tanimlanabilir:

A=A +Bi+C j+DikeMp,n(Hp) ve B=Ay+Byi+Cyj+DykeMy,o(Hp)

matrisleri i¢in

(3.13)

AB= A A+ (A By+By Ag)i+(A Cy+Cy Ag)j+(A Dy +Dy Ag)k
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seklindedir.
Not 3.4

(3.11), (3.12) ve (3.13) esitlikleriyle verilen iki dual kuaterniyon matrisinin ¢arpimi su

sekilde tanimlanabilir:
A=A +Bi+C j+DikeMpy,n(Hp) ve B=Ay+Byi+Cyj+DykeMy,o(Hp)

matrisleri igin

AB=A A+ A (Byi+Cy j+Dyk)+(Byi+Cp j+Dk) A, | (3-14)

seklindedir.

Not 3.5

Burada A e R, Ay e R} oldugundan A A, carpilabilir matrislerdir.

Ornek 3.6
2+3i+2k  1+j  1+2i+3k i+ ] i+ 2k
A=| 5+5j 1+i+2k 3j ve B=[2+j+2k 3i+2]j matrislerinin
i+k 4+2k  4+2i+3k 3 4+i 5
%3 3x2

¢arpimini bulalim.

2+3i+2k  1+j) 1+2i+3k i+ ] I+ 2k
1.Coziim: AB=| 5+5j 1+i+2k 3] 2+j+2k 3i+2]j
i+k 4+2k  4+2i+3k 4+i 5

olmak Uizere

6+11i+5j+14k  5+15i+2)+19k
AB=| 2+7i+18j+6k 8i+17j+10k
24+12i+4)+24k 20+22i+8j+15k 3

elde edilir.

2. Coziim : A ve B matrisleri
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2111302 010

>
11

0 4 4|10 2 4 00

0 0] 1 1] [10] [o2
B=|2 0|+/0 3|i+[1 2[j+/2 0k
4 50|10/ [00] |00

olmak Uzere

2 03

51 0[+/0 1 0J|i+|5 0 3|j+|/0 2 0}k

123

AB=AA +(ABy+B Ay)i+(ACy+C Ay j+(A Dy +Dy Ak

yazilabilir. O halde

6 5 3 5] [8 10
AB=|2 0/+|5 8[+/2 0]li+
24 20| | |8 10| |8 10

6 5| |11 15 5 2
=2 0|+ 7 8|i+[18 17|j+

3212 0
6 2[+/12 15
4 8/ 10 0
(14 19
6 10k
|24 15

24 20| (12 22 4 8

6+11i+5j+14k  5+15i+2j+19k

=| 2+7i+18j+6k 8i+17]
24+121+4)+24k 20+22i+

elde edilir.

3.Coziim : A ve B matrisleri

2111302 [o10
A=|5 1 0|+/0 1 0]i+|5 0 3
044|102 400

0 0] 1 1] [10] [o2
B=|2 0|+/0 3|i+[1 2[j+/2 0k
4 50110/ {00 (00

olmak Uzere

+10k
8 +15k

203
j+0 2 0k
123
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AB=A Ay + A (Byi+Cy j+Dyk)+(Byi+Cp j+Dyk) Ay
yazilabilir. O halde

6 5] [2 1 1]([1 1] [1 0] [0 2 302 [o10 2 0 3] )00
AB=| 2 01[+5 1 0/[|0 3[i+|1 2[j+[2 0lk|+[|0 1 O]i+|5 0 3|j+/0 2 0lk[2 0
24 20| [0 4 4|||1 0] [0 0| |0 O 102 [400 |123])45

(6 5 3 5] |32 2 4 '8 10] [2 0 12 15
=[2 0|+ |5 8|i+|6 2[j+|2 10|k [+[|2 O0]i+/12 15(j+/ 4 01k
124 20 4 12| |4 8] |8 0 18 10] [0 O 16 15

6 5 11 15] [5 2 14 19
=12 0+ |7 8/|i+/18 17|j+| 6 10k
24 20| (|12 22| |4 8 24 15

[ 6+11i+5j+14k  5+15i+2j+19k
=| 2+7i+18j+6k 8i+17j+10k
| 24+12i+4)+24k 20+22i+8j+15k

elde edilir.

Carpma isleminin Ozellikleri

1) Birlesme Ozelligi: Ac M, (Hp), BeM o (Hp), CeMg, p (Hp) matrisleri
icin

(AB)C=A(BC)

2) Soldan Dagilma Ozelligi: Ac My, (Hp) ve B,C e M, o (Hp) matrisleri igin

A

A(B+C):AI§+A(§
3) Sagdan Dagilma Ozelligi: Ac M, b (Hp) ve B,CeMpy, (Hp) matrisleri igin
(B+C)A=BA+CA

A~

4) AeMpy 0 (Hp), BeMp,o(Hp), qeHp igin
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q(AB)=(qA)B=A(gB)

5) Degisme Ozelligi: Ae M, (Hp), BeM,(Hp) dual kuaterniyon kare matrisleri
icin

AB=BA

dir.

6) Ac My, n(Hp), BeMy,o(Hp), p,geHy igin

(aA)(pB)=(q p)(AB) (3.15)

dir.

ispat: 1) Ae My, n(Hp), Be My, o(Hp) ve CeMgy, o (Hp) matrisleri igin

A=[4], é:[Bst] ve C =[¢,] olsun. O halde
An . - a8 N N
AB =[] [bs]=[dri], dyt=3ar by +ap0p¢ ++-+ 8 byt = = aps by

s=1

> :[Bst][étu]:[fsu]r = slclu +b52 Coy +- +bsn Chu = Z bst Cty

yazilabilir.

(Aé)é=[dn][étu]{

I ™M
o
H

i |

yazilabilir. Buradan

A Al A 0 - n o
(AB)C{tgldnqu} {z > (A st)cm} (3.16)

s=1t=1

bulunur. Diger taraftan

A( ) [ars][fsu] {Zlars su}
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elde edilir.

érs’Bst’étu e Hp oldugundan

s (B Cuu) = (Brs ) G

yazilabilir. O halde (3.16) ve (3.17) denklemlerinden
(AB)C = A(BC)

elde edilir.

~

2) AcMpyn(Hp), BeMy,o(Hp) ve Ce My, o (Hp) matrisleri igin

A=[4;], B=[bg] ve C=[¢4] olsun. O halde

A A

A n A
B :[érs] [bst] :{ 2 érs bst}

s=1

ve

f A n o
AC =[as][Cst] ={ glars Cst}

yazilabilir.

A(B +C) =[4rs] ([0s ]+ 1€t 1) =[Ars ] ([0t +C5t])

bulunur. Buradan

n ~
={ Y drs (bgt +Cst)} (Dual kuaterniyonlarda ¢arpma isleminin
s=1

toplama lizerine dagilma 6z.)

n .
= { Zl(ars bgt +ars Cst)}
S=
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= L%l(érs 6st) + S%1("9% Cot )}
elde edilir. AB ve AC matris carpimlari yardimiyla
A(B+C)=AB+AC
elde edilir.
3) Ac Mg, o (Hp) ve B,C e My, o(Hp) matrisleri igin

A=[44], B=[brs] ve C =[] olsun.

yazilabilir.

(B+C) A= ([bys]+[ErsDIAst] = ([0yrs +Crs ) [Agt]

bulunur. Buradan

no
{ > (byg +érs)(ést)} (Dual kuaterniyonlarda garpma isleminin
s=1

toplama (izerine dagilma 6z.)

no.
= Zl(brs dgt +Crs ast)}

n . n
Y (bsag)+ X (Crs ast)}
L s=1 s=1

elde edilir. BA ve C A matris carpimlari yardimiyla

(B+(§)A: BA+CA
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elde edilir.

4) AeMpyn(Hp), BeMp,o(Hp) matrisleri igin A=[4.], é:[t;st] olsun. O

halde

A s nooo~

AB=[a][bst]= Zlars bst =[CrtImxo
S=

oldugundan ¢ e Hi icin

q (Aé) =q[CrtInxo

=[qC]
n o .
=[q T &g bg]
s=1
n Y .
=[ X (qasbg)]
s=1
=[q érs][Bst]
=(qA)B

q (Aé) =q[CrtInxo

=[q¢xt]
n
=[q X as bg]
s=1
n o o«
=[ X (qas bst)]
s=1
n o R
:[ 2 (ars q bst)]
s=1

=[4rs][abg]
= A(gB)
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elde edilir.
5) Degisme 0Ozelliginin saglanmadigini asagidaki 6rnekle gosterelim :

Ornek 3.7

. {1+i+j—2k i+j+5k} R {i+2j+k 1-i—k
ve B

= . . . . ) matrislerinin  garpimini
2+3i+4) 1+2i+k 2i—-3)] 5+2i

bulalim.

L ~ A~ |1+i+ -2k i+ j+5k |[i+2)j+k 1-i-k
Cozim: AB=

2+3i+4) 1+2i+k | 21-3] 5+2i
olmak lzere

AB i+2j+k 1+51+6)+22k
| 4i+j+2k 7+13i+4j+3K

elde edilir.

BA= i _ .
10+21i+17) 5+12i+5k

. n [2+2i+6j—k 1+i }
oldugundan

AB=BA oldugu goralir.

Sonug 3.7

Dual kuaterniyon matrislerinin carpimi genellikle degismeli degildir.

6) Ac My (Hp), BeMy, o (Hp), g, peHp igin

(aA)(pB)=a(Ap)B
=q(p A) B ((3.4) denkleminden)

=(qp)(AB)

elde edilir.
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Ornek 3.8

~ |1+1 2+ £ |3+1
A= _ , B= .
5 j+k 4  i+Kk

bulalim.

. I j+k o
C= . . matrislerinin ¢arpimini
1+1 3—]

[ 11+4i+4j  Bi+2k|[ 0 j+k
|15+5i+4j+4k  5i

[14i+2k  9i+11j+17k
| 20i  15i+15j+15k

~oaao (1w 2+ ]( 340 i j+k

A(BC)= , . : :
| 5 j+k 4 i+k|[1+i 3—]
1+ 2+ (] 41 3Bi+3j+3k
| 5 j+k]\[5i+k 3Bi+4j+7k
C[14i+2k  9i+11j+17k
| 20i  15i+15j+15k

elde edilir.
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3.2.2 Dual Kuaterniyon Matrislerin Eslenigi

Tanim 3.9

VA =[4;s]1€ My n (Hp) igin A matrisinin eslenigi

Az[ilz[ars —Dbysi —Crs j—dysk] € men(HﬂD)

seklinde tanimlanir.

Ayrica A=A +B,i+Cy j+ D keMpy,n(Hp) olmak iizere eslenigi

A=A -Bii-C; j-DikeMp,q(Hp)

seklinde yazilabilir.

Dual kuaterniyon matrislerin eslenik ile ilgili bazi 6zellikleri :

~

A, B dual kuaterniyon matrislerinin eslenikleri, sirasi ile, A, B ve

asagidaki ozellikler saglanir:

(i) Ac M (Hp) icin A=A,

(vi)Ae M, (Hp) icin AA:(AA)
dir.

ispat: (i) A=[4]=A +Bi+Cy j+DkeMpy,n(Hp) olmak tzere

A=A -Bji-C j-Dik olup
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_K:A&+B_Li+clj+D1k=A
elde edilir.
(i) A=[as]=A+Bi+C j+DkeMp,,(Hp) ve q=Cq+0pi+03j+uskeHy
olmak tzere (3.1) denkleminden
GA=(@ 0210 J-0sK) (A ~B1i-Cy j-D; K
= A (@B +0p A)i—(qCr+0a3 A) j— (o Dy +0g ADK

yazilabilir.

qA=((0q+02i+03 j+0s k) (A +Byi+Cy j+DiK))

—(ct AL+ (cu By + 02 A)i+ (g G +0g A) j +(cg Dy + 04 ADK)
=0 A — (B +02 A)i— (G +03 A) J— (0 Dy +0g Ak
oldugundan
o353
elde edilir.

(i) A=[4]=A +Bi+C j+Dk ve

B =[4rs]=A +Bi+Cy j+ Dok e My, n (Hyp) olmak iizere

(A+B=((A+ A+ (B +Bp)i+(Cr+ C) i + (Cr+ Co)K)

=(AL+A) = (B +Bp)i—(C  +C3) j - (G + Cp)k

= (A —B1i=Cy j—Dik) + (A —Bi —Cp j - D2k)

|
W |

+

elde edilir.
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(iv) A=[4;s]=A +Bi+C j+Dk e My, (Hp) ve
B=[4s]=A +Bi+Cyj+Dok e My, o (Hp)
olmak iizere
AB =(A +Byi+Cy j+Dik)(Ay +Byi+Cy j+ Dyk)
= APy +(ABy+BiAy )i+(ACy +CiAp ) j+(AD, + DA )k
AB = A Ay — (A By + By A)i— (A Cy+Cp Ay)j— (A Dy + Dy Ak
elde edilir.
A=[as]=A-Bji~Cyj-Dike My, (Hp) ve
B =[By]= Ay —Byi~Cyj~Dyk e My o (Hp)
olmak iizere
AB =(A —Bi—C; j—Dik)( Ay —Byi—C, j— Dyk)
=AM A —(AB+B A)i-(AC+C A)) j—(A Dy + Dy Ak

elde edilir.

Bu nedenle;

AB=AB
elde edilir.

(v) A=[4rs]=A +Bi+C; j+ Dk e M, (Hp) ve Qe M, (R) olmak izere

QA=QA +QBi+QCyj+QDk

oldugundan
|QAJ-QA-QBi-QC1j-QDKk
=QA
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bulunur.
(vi) A=[érs]=Ai+Bli+C1j+D1keMn(H]D)) olmak uzere
AA= (A +Byi+Cy j+Dik) (A ~Byi—Cp j—Dik)

= A +(~A B +B A)i+(—A C +C A j+(~A D+ Dy Ak

ve
AA=(A~Bi~Cy j~DyK)(A +Byi+Cy j+DiK)

= A+ (A B~ By A)i+(AC —CyA)j+(A D —Dy Ak

olup reel matrislerde garpim degismeli olmadigindan

AZ:(KAJ

elde edilir.

63



3.2.3 Dual Kuaterniyon Matrislerin Transpozu

Tanim 3.10

VA= (4s) € My n (Hp) icin A matrisinin transpozu (devrigi)

~ ~ 1T ~
AT :[ars] :[asr]EMnxm(H]D))

seklinde tanimlanir.

Ayrica A=A +Bi+C; j+ D keMp . (Hp) olmak iizere transpozu

AT =(A+Bi+Cy j+D k) =A" +Bi+C{" j+Dy ke My m(Hp)

seklinde yazilabilir.

Dual kuaterniyon matrislerin transpoz ile ilgili bazi 6zellikleri :

vA,BeM, (Hp), YQeM,(R) ve qeHy (skaler) olmak iizere

(iv)(AB)T =BT AT,

W) QAT =AT QT
dir.

ispat : (i) A=[4]=A +Bi+C j+Dk ve

B=[4]= A +Bi+Cy j+Dyk e M, (Hyp) olmak iizere

T _ _ T
(A+B) =((AL+Ap)+(B1+B)i+(C;+C5) j+(Dy + Dy)k)

= (A +A)" +(B1+B5)Ti+(Ci+Cy) j+(D+Dy) k
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— (A" + AT )+ (B +B2T)i+(CT+C2T)j+ (D +D2" )k
=(A' +B1Ti+C T j+ D k)+ (A +B2Ti+C2' j+D2 k)

AT g

elde edilir.
(ii) A=[4,s]=A +B,i+Cy j+Drk e M, (Hp) olmak iizere
(A7) =(AT 481G j+ Dk
=AD" +B)Ti+ N j+(D) K
= A +Byi+Cy j+Dik
= A
bulunur.
(i) A=[4s]=A +Byi+Cy j+DikeM,(Hp) ve qeHy olmak iizere
(aA) =@A+qByi+aC j+qDik)T
=qA' +0Bi+qCy j+qD; K
=q(A' +Bi+C" j+ D' k)
=qAT
elde edilir.

(iv) A:[érs]:Al+Bli+Clj+le ve éz[é-rs]:A2+Bzi+C2j+D2kEMn(HD)

olmak Uzere
(AB)T =(A Ay +(A By +By A)i+(A Cp+Cy Ap)j+(A Dy +Dy Ap)k)'
=AT AT (B AT HATB)iIHCT AT +ATC) (D AT +ATD K

olarak elde edilir.
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Diger yandan;

(A)T =[4s]" =A" +Bi+C" j+ D keM, (Hp) ve

(é)T =[brs]" = A" +By i+C,' j+D," ke M, (Hp)

esitlikleri kullanilirsa

BN AT = (AT +B, i+C,  j+D, k) (A +B"i+C{" j+D; k)
= A AT+ (AT B BT AN+ (AT C +C AT j+ (A D +Dy AT K
=Pt AT+ (B AT + AT B )i+ (CoT AT + AT CT) j+ (DT AT + AT DY K

olarak elde edilir.

Bu nedenle;
(Ag) =8 AT
elde edilir.
(v) A=[4,s]=A +Bi+C; j+ Dk e M, (Hp) ve Qe M, (R) olmak izere
(QA) =(QA+QBi+QCy j+QD k)T
=@QA)" +(@QBY"i+(QC)" j+@DY k
=,A&TQT +BlTQTi+C1TQT j+D1TQTk
= (A +8i+C" j+Dy K)QT
_ AT QT

elde edilir.
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3.2.4 Dual Kuaterniyon Matrislerin Eslenik Transpozu

Tanim 3.11

A=[4s]€Mpn (Hp) icin A matrisinin eslenik transpozu

~

A :[érs] :[g]EMnxm(HD)

seklinde tanimlanir. Ayrica A=A +B;i+C; j+D ke My (Hp) olmak tzere

A =(A+Bi+C j+Dk) =A" —B"i-C j—-D keMp, 1 (Hp)

seklinde yazilabilir.

Dual kuaterniyon matrislerin eslenik transpoz ile ilgili bazi 6zellikleri :

VA BeM,(Hp), QeM,(R) ve qeHy (skaler) olmak izere

dir.

ispat: (i) A=[4,]=A+Bi+Cy j+DkeM,(Hp) ve qeHy olmak iizere

(aA) =(alA+Bi+Cj+ D k)

(a(A~B1i~C j-Dik))'

(a(A" -Bi-¢"j-Dy"W)
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elde edilir.

(ii) A=[4]=A+Byi+C j+DkeM,(Hp), A,B,C,D eM,(R) olsun. O halde

=T _
(A) =[] =(A+Bri+Cli+Dk) =AT -Bi-C/ -k

yazilir. Burada

(A_Tj A ]1=[(3y +ber i +Cy ] + g K)]
= [age ]~ [b Ji~[c5 ] ] ~[dg IK
=A' -Bi-C j-D/k
elde edilir.
(i) A=[4]= A +Bi+Cj+Dk ve B=[b]= A, +Byi+C; j+ Dok e M, (Hp)
olmak lzere
(A+ é)* :((A1+A2)+(Bl+82)i+(C1+C2)j +(D1+D2)k)*
= ((A + Ag) —(B1+By)i —(C1+Cy) j — (D1+Dy)k)’
= (A" + AT )= (B1 +B, )i~ (C1" +C,T) j— (D1 +D, )k
=(A" -B1'i-C1" j-D1'K)+ (A -B,Ti-C,T j-D,k)
=A +B
elde edilir.

(iv) A:[érs]:Al-i-Bli-i-Clj-l-le ve éZ[BSt]:A2+Bzi+C2j+D2kEMn(H]D))

olmak Uzere

AB =(A +Byi+Cy j+Dik)(Ay +Byi+Cy j+ Dyk)
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= Ao +(ABy +BAg )i+(AC, +CiAy ) j+(AD; +DyAy )k
(AB)" =(AAp +(AB +BiAg )i +(ACs +CiAp ) j+(AD; + DA k)’
~(Ay Po—(ABy + By )i~(AC; +CiAy) j~(AD, + Dy )k )|
=R AT (B AT+ ATBI-(CT AT+ ATCT) - (D" AT + AT DT K
elde edilir. Diger yandan;
A* :(Z\)T [l =AT -Bi-C j-D ke M, (Hp) ve
g* =(§)T ~[Bs]* = AT —B,Ti-C,' j-D," k e M, (Hp)
esitlikleri kullanilirsa
B'A = (A" -By'i-Cyl j-D, k) (A —By'i-Cy' j—Dy' k)
= AT AT (AT B BT AT (AT +C T AT) - (AT DY + D, AT K
=P AT - (BT A+ AT B (G AT + AT - (D AT + AT DK
olarak elde edilir.

Buradan
(AB) =8"A"
bulunur.
(v) A=[4,s]=A +Bi+C; j+ Dk e M, (Hp) ve Qe M, (R) olmak izere
(QA)" = (QA +QBi +QCy j +QDik)”
= (QA - QB;i—QC; j—QD k)"
=(QA)" —(@BYTi-(QC)" j-(@QDY "k
_ ALTQT _ BlTQTi _ClTQT J _ DlTQT k
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=(A"-8'i-¢' j-D"k)Q’

= A QT

elde edilir.

Ornek 3.9

~ |i+]j-k 1-k A I+ ] 1+i+ j+k A

A= +_J T , B= +_J " +J_+ eMZ(HD) olsun. A/B dual
1-i+k i+j-k -1+ j-k 1-j

kuaterniyon matrislerini inceleyelim.

Cbzﬁm:(i)_A:{_l_JJrk 1+k}

1+i—-k —-i—j+k

(ZY__4—j+k 14k ] [-i-j+k  L+i-k
| 1+i-k  —i—j+k| | 14k  —i—j+k
(ATJ_ —i—j+k 1+i-k

| 1+k  —i-j+k

iy [ 1] K
(i) (A8) _L—i+2k 1—i—2j—k}

Ak Aok -1-j -k
BA = . A
1-i+2k 1-i-2j-k

(AB) =B'A
o T 1+ k AT A
(i) (AB) = L R gTAT
1+i-2k 1+i+2j+k
o= |-1-) 1-i+2k ==
(iv) AB= . =AB
-k 1-i-2j-k
Tanim 3.12

Esas kosegen Uzerindeki elemanlari 1, digerleri 0 olan n. dereceden dual kuaterniyon

kare matrise dual kuaterniyon birim matris denir ve
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1 0 ...0
. 01 ...0
h=ln=|. . .
00 1
ile gosterilir.
Teorem 3.1
ABeM,(Hp) olsun. Eger AB=1 ise BA=1, dr.

ispat: A=[4,(]=A +Bii+C,j+Dik, B =[bs]= A +Byi +Cy j+ Dok € M, (Hyp) ve
A,B,C, D, A, By,Cy, Dy €M (R) olmak iizere
AB =(A +Byi+Cy j+Dik)(A +Byi+Cy j+Dyk)

= A A+ (A By +By Ap)i+(A Co+Cy Ag) j+(A Dy + Dy Ag)k =iy =11y +0i-+0 + 0k

oldugundan

A hp =1y

A By+B Ay =0y
A Co+Cy Ay =0y

A Dy +D; Ay =0,

esitlikleri elde edilir. Burada In' Nxn tipinde birim matrisi ve On ise NxN tipinde sifir

matrisi temsil etmektedir.
AP =1, icin Ay=A"T olup AA =1,
ve Ay = A{l olmak tizere

A By +By Ay =0, icin Bj=—A By A (3.18)

ACy+C Ay=0y, icin C=—ACy A
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ve

A Dy +Dy Ay =0y icin Dy =-A Dy A
bulunur.

(3.18) esitlikleri kullanilarak

By A+Ap B =By A+A(-ABA)
=B A+(-AA)B A
=By A-By A
=0,

ve

CoA+ACG=CA+ACACA)
=CA+CAA)CA
=Cr,A-Co A
=0,

ve

Dy A+ A D =Dy A+ Ay (A D2 AY)
=Dy A+(-A A)D A
=D, A-Dy A
-0,

bulunur. Sonug olarak

Ao A =1p

By A+ A B =0y

CoA+AC =0
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Dy A+ Ay Dy =0y

esitlikleri elde edelir. Buradan

Ao A+ (By AL+ AgBy)i+(Co A+ Ag Cp) j+ (D AL+ Ay Dk
=(Ay+Byi+Cy j+Dyk)(A +B1i+Cyj+Dk)=BA=1,+0i+0j+0k =T,

oldugu gorulir ve ispat tamamlanmis olur.

3.2.5 Dual Kuaterniyon Matrislerin Tersi

Tanim 3.13

A, Be M, (H]D)) icin, eger

AB-BA-I,

~ A ~

ise A matrisinin tersi vardir denir ve B matrisine A matrisinin tersi denir ve
B=Alile gosterilir.

Teorem 3.2

A=[4;]=A +Bi+Cyj+DkeM,(Hy), A,B,Cy,DieM(R) olsun. Eger A

reel matrisi terslenebilirse (|Ai| # 0) A da terslenebilirdir ve tersi

A=t (AT i- (Ao AT - (AT A K

veya

Al Ai—l_A I

seklinde bulunur.

ispat: Az[érs]:Ag_+B:|_i+q_j+[)_|_k, é=[6rs]=(A2+Bzi+C2j+D2k)EMn(H]D))
icin

Aé =(A|_+Bli+clj+le)(A2+Bzi+C2j+D2k)
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A

=A P +(ABy+B A)i+(ACo+C A)j+(A Dy + Dy Agdk =1y =15 +0i+0j+0k

olsun. O halde

Ahy=ly

A By +B Ay =0y

ACy+C A =0y

A Dy +Dy Ay =0y

esitlikleri elde edilir. A matrisinin tersi olan B matrisini bulalim:
A{l mevcut oldugundan

Afg=ly icin Ap=A""

ve

A By+By Ay =0y igin By =—A BA

ve

A Cy+C Ay =0y igin Cy =—A A

ve

A Dy+Dy Ay =0y icin Dy =—A DAL

elde edilir. O halde,

B=A1=A, +B,i+C,j+D,k
= AT - ATIBIAT - ATICA T - AT DA K
= A (A -Bi—C j-Dik)A
_ Ai—l_AAl—l

elde edilir. Benzer sekilde
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BA=(Ay+Byi+Cyj+Dyk)(A +Byi+Cyj+Dk)

= A A +(By A+ AgBy)i+(CoAy + AgCy) j+ (DA + AgDpk = 1y +0i+0j + 0k = 1,

icin
Pohy =1l
BoAy +AgBy =0

C2A|_+ A201 = On
DoA + A0y =0,

esitlikleri elde edilir. A matrisinin tersi olan B matrisini bulaim. A1 mevcut

oldugundan

PoA =1, icin Ay =AL

ve

ByA +AB =0, icin B, =—A BA T

ve

CZAEI_ + A2C1 = On i(;in C2 = —AI__]'C]_A]__]'

ve

DoA +ADy =0y, icin Dy = —A DA

bulunur. Buradan

B=A1=A, +B,i+C,j+D,k
A -ATBATI-ATIOA T -ATIDIAT
= A (A -Bi—Cj-Dik)A

_ Ai—l_A AL

75



elde edilir. O halde

AB=BA=I, olmakiizere A matrisinin tersiolan B matrisi

B Al_ A&—l_AA&—l

seklinde elde edilir.

Uyari 3.1 : Dual kuaterniyonlarin tersinin olmasi ile uyumlu olduguna dikkat edelim.
Sonug 3.8

A= A +Byi+Cy j+ Dk e M (Hp) matrisinin tersinin olabilmesi icin gerek ve yeter
sart A matrisinin terslenebilir olmasidir. Yani |A£L| #0.

Teorem 3.3

A= [4rs]= AL +Byi+Cy j+ Dk € M, (Hp) kare matrisinin tersi varsa tektir.

~

Ispat : A kare dual kuaterniyon matrisinin tersinin tek olmadigini kabul edelim. B ve

C matrisleri, A matrisinin tersi olsun. Bu durumda,
AB=BA=1_

ve

AG=CA=i,

yazilabilir. Burada

A A

C=Cli,=C(AB)=(CAB=I,B=B
olmak tzere

A

C=B
elde edilir.

Teorem 3.4

A

AeM; (Hp) bir nxn tipinde bir dual kuaterniyon kare matris olsun.
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i) Eger |.5>, AB = fn ozelligini saglayan nxn tipinde kare matris ise B =Aldir.

AB=BA= I, oldugundan Tanim 3.13 geregince B = A elde edilir.

A

ii) Eger B , BA= I, 6zelligini sagliyorsa, Teorem 3.1’den AB fn dir. AB=BA= In

oldugundan Tanim 3.13 geregince B = A1 elde edilir.
Tanim 3.14

Tersi mevcut olan bir dual kuaterniyon matrise dual kuaterniyon regiiler matris denir.

Aksi taktirde dual kuaterniyon singiiler matris denir.

Ornek 3.10

) {nj—k 1-k

= ; r EMz(H]D)) olsun. A dual kuaterniyon matrisinin tersini
1-i+k i+j-k

bulalim.

01
Coziim : Ai:[l O} olmak tzere

Al_l— 01 oldugundan
BER I

A—lZA&—lZAl—l

[0 1)-i-j+k 1+k 0 1
|1 0] 1+i-k —i-j+k][1 O
[ 1+i-k -i-j+k][0 1
ClHi-j+k o 1+k ]2 0

[Ai-j+k 1+i-k
| 1+k -tk |
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Ornek 3.11

4+ -k 2+i-k i+k
A=| 2+i i+j-k 3-j+k EM3(HD) olsun. A dual kuaterniyon matrisinin
1-i+k  4-j 2-k

tersini bulalim.

olmak Uzere

GCozim: A =

P NN
A~ O DN
N W O

024 008 -0.12
At=| 002 -016 0.24 | oldugundan
~0.16 028 0.8

Al Ai—l_AAi—l
024 008 -012) 4-j+k 2-i+k —i-k (| 024 008 -0.12
=1 002 -016 024 2-i —i-j+k 3+j-k| 002 -016 0.24

-0.16 0.28 0.08 || 1+i—k 4+ ] 2+k ||-0.16 0.28 0.08

[1-02i-024j+0.36k -0.32i-0.2j+0.32k  -0.24i+0.08j-0.44k |[ 024 0.08 -0.12
=| 04i-0.02j-022k 1+0.14i+04j-0.14k -0.02i-0.16j+0.38k || 0.02 -0.16 0.24
| -02i+0.16j-0.24k  -0.12i-02j+0.12k 1+0.16i+0.28j-0.04k || -0.16 0.28 0.08
[ 0.24-0.016i-0.0744j+0.1632k  0.08-0.032i +0.0352j -0.1456k —0.12-0.072i -0.0128 - 0.0016k
0.02+0.102i +0.0288j -0.1164k  -0.16+0.004i —0.1104j +0.1112k ~ 0.24-0.016i +0.0856 j +0.0232k
| -0.16-0.0761-0.0104j-0.0488k  0.28+0.048i+0.1232j-0.0496k  0.08+0.008i -0.0448 j +0.0544k

100
Saglama: AAl=|0 1 0|= I

0 01
Ornek 3.12

1-i 2-j 3-k
A=|-i+j 1-k 2+2j eMg(H]D)) olsun. A dual kuaterniyon matrisinin
3-i 2+i -i—j-k

tersini bulalim.
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1 2 3 4 -6 -1
Gézim: Ay =|0 1 2| olmak izere Al_l: -6 9 2| oldugundan
320 3 4 -1

A‘1=A{1E\A{1

(4 -6 -1[1-i 2-j 3-k |[4 -6 -1
=16 9 2| -i+j 1-k 2+2j ||-6 9 2
3 -4 -1|| 3-i 2+i -i-j-k| 3 -4 -1

[1-3i+6] i+4j-6k —i+11j+3k|[4 -6 -1
=| 5i-9j 1-2i-6j+9% 2i-16j-4k ||-6 9 2
| —2i+4] i+3j-4k 1-i+7j+2k| 3 -4 -1

4-21i+33j+45k —6+31i-44]-66k —1+6i-9j—15k
=|—6+38i-48j—66k 9-56i+64j+97k 2-11i+13j+22k
3-17i+19j+30k —4+251-25j-44k —1+5i—5j 10k

Saglama: A dual kuaterniyon matrisi icin
=i 2-j 3=k [ 4-21i+33j+45k —6+3Li—44j—66k —1+6i—9j—15

AAI=|-ivj 1-k  2+42j || -6+38i-48j-66k O-56i+64j+97k 2-1%i+13j+22k
3—i 2+i -i-j-k|| 3-17i+19j+30k —4+25i-25j-44k -1+5i-5j-10k

A

10 0
=0 1 0f=1,.
00 1

O - O

[ 4-21i+33j+45k —6+31i-44j-66k -1+6i-9j-15k |[ 1-i 2-j 3-k
A'A=|-6+38i-48j-66k 9-56i+64j+97k 2-1%i+13]j+22k || —i+] 1-k 2+2]

| 3-17i+19j+30k -4+25i-25j-44k ~1+5i-5j-10k || 3-i 2+i -i-j-k
1 0 0
={0 1 0|=1,.
00 1
Ornek 3.13

. {4—i+2j+k —1+i+2k

= e M-, (H dual kuaterniyon matrisinin tersini reel
2+3j—k  2+i-] } 2(Hp) Y

matrisler yardimi ile bulalim.
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. T02 o1 11 2 0 1 2
Coztim : Ay :[—02 04}'81:[0 1}’C1{3 —Jve Dl{—l o}

olup Teorem 3.2’den
~1 |02 01 01 -01| |-0,16 -0,03|. |0,06 -0,17
Al- + i+ j+ k
-0,2 0,4 0 -01 -0,24 0,08 0,04 0,22
1 ]20+10i-16j+6k 10-10i-3j-17k
100 —20-24j+4k  40-10i+8j+ 22k

elde edilir.

Ornek 3.14
1-i 2-j 3-k

A= —i+) 1-k 2+2) |[eM3(Hp) dual kuaterniyon matrisinin tersini reel
3—i 2+1 —i—-j-k

matrisler yardimi ile bulalim.

4 6 -1 10 0 0 -1 0
Cozim: A =[-6 9 2| ,B=/-10 0[,C=1 0 2]|ve
3 4 -1 11 4 00 -1
0 0 -1
D=[0 -1 0
0 0 -1

olup Teorem 3.2’den

(4 -6 -1] [-21 31 6 33 -44 -9 45 —66 -15
Al-l_6 9 2|+ 38 56 -11li+|-48 64 13 j+|—66 97 22 |k
3 4 -1| |-17 25 5 19 -25 -5 30 -44 -10

[ 4-21i+33j+45k -6+31i—-44j-66k —1+6i—9j-15K
=|—6+38i-48j—66k 9-56i+64j+97k 2-11i+13j+ 22k
| 3-17i+19j+30k —4+25i—25j—44k —1+5i—5j—10k

elde edilir.
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3.2.6 Dual Kuaterniyon Matrislerin Tersinin Ozellikleri

Teorem 3.5

A,éeMn(HD), QeM,(R) ve qeHyp (pure olmayan dual kuaterniyon) olsun.

Asagidaki 6zellikler saglanir:

(i) q pure olmayan dual kuaterniyon ve A da terslenebilir dual kuaterniyon matris

A

-1
olmak tizere (q A) :q_l A1,
SN Esar A 5 L N A S |
(ii) Eger A ve B matrislerinin tersi var ise (AB) =B A,
A -l (g

(iii) Eger A matrisinin tersi var ise (A ) :(A ) )

=1 (=
(iv) (A) =(A )

vl T
o (A7) =(A7)

A A1«
(vi) Eger Q ve A matrislerinin tersi var ise (Q A) -AfQ.

ispat: (i) A=[4]eM, (Hp) ve qeHyp olmak tzere

eger ( kuaterniyonun tersi ve A matrisinin ters matrisi varsa
AALZATAZT
yazilir.  pure olmayan dual kuaterniyon oldugundan
qq_l =1 olup (3.15) 6zelliginden

@A A=A @AY =1,

esitligi degismez. Boylece

o] -

elde edilir.
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A

Yani qA matrisinin tersi vardir ve (q A) =q_l A~ olarak bulunur.

(ii) ABe M, (]HID) olmak lzere eger A ve B matrislerinin ters matrisleri varsa

~ ~ A A A A A

AAT=ATA=1, ve BB 1=B1B=1,
esitlikleri saglanir. Bu esitliklerden
AAT=A fn A= A(é é_l)A_l = (A B) (é_lA_l) = fn olmak lzere
(AB)B A =T,
B1lB=B"1 fn B= é_l(A_lA)B = (é_lA_l) (AB) = fn olmak Uzere
(BAYAB) =1,
elde edilir.

. AaY 1 se1a-1
Yani AB matrisinin de tersi vardir ve (AB) =B ~A " olarak bulunur.
(iii) Ae M, (H]D)) olmak lizere eger A matrisinin tersi var ise
AATZATAZ

esitligi yazilabilir. Buradan AAL= I,, ifadesinin her iki yaninin * (eslenik transpozu)

alinirsa;

elde edilir. Ayni sekilde ATA= fn ifadesinin her iki tarafinin * (eslenik transpozu)

alinirsa;

seklinde benzer bir ifade bulunur. Dolayisiyla A" matrisinin tersi vardir ve
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A*(A_l) Z(A_l) A*:In oldugundan

elde edilir.

(iv) Ae M, (H]D)) olmak lizere eger A matrisinin tersi var ise

AAL = ATA=,

esitligi yazilabilir. Buradan AAL = fn ifadesinin her iki yaninin eslenigi alinirsa;
qkﬂ:@J:g
elde edilir. Ayni sekilde A1A= fn ifadesinin her iki tarafinin eslenigi alinirsa;

(kﬂzzﬂ:g

seklinde benzer bir ifade bulunur. Dolayisiyla A matrisinin tersi vardir ve bu iki

denklemden;

SR

elde edilir.

(v) AeM, (HD) olmak Uzere eger A matrisinin tersi var ise

A

AALZATAZT,

esitligini yazabiliriz. Buradan AAL= fn ifadesinin her iki yaninin transpozu alinirsa;

elde edilir. Ayni sekilde A1A= I,, ifadesinin her iki tarafinin transpozu alinirsa;
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A (A1) =(i) =1,

seklinde benzer bir ifade bulunur. Dolayisiyla AT matrisinin tersi vardir ve bu iki

denklemden;

Yo

elde edilir.

(vi) A:[érs] eM, (H]D)) ve Qe M, (R) olmak tizere eger Q ve A matrislerinin ters
matrisleri varsa

QQ1=Q'Q=1, ve AAT=ATA=I

esitlikleri saglanir. Bu esitliklerden ve (3.8) esitligi yardimiyla

QQ ' =QiH Q" =QAAHR T =QA (A Y =1,

ve

ATA=AT1, A=A QTQA= (AT QA =1,

elde edilir.

~ ~ _1 ~
Yani Q A matrisinin de tersi vardir ve (Q A) = A_lQ_l olarak bulunur.

Ornek 3.15

~ i+ j-k 1=k 8- i+ ] 1+i+ j+k
1-i+k i+j-k|”

= 14k 1 }EMZ(HD) olsun. AB dual

kuaterniyon matrislerini inceleyelim.

Cozim: (i) A_12[—i—j+k 1+i-k }

1+k —-i—j+k

g1_ 1-2i-2j-2k -1+i+k
| 1-2i-2j-k i+

gip_[l-ivk 1-j-dk
k  1-i-2j-2k
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~a-1 | =1-j+k 1-j-4k
(8] - -
k 1-i—-2)-2k

=t ij-k 1otk
('")(A) { 1-k i+j—k}

G
-
(iv)(AT)—l{—i—ﬁk 1+k}

1+i-k —i—-j+k

(A_l)T _ —i _-j+k 1+k
1+i-k —-i-j+k

Orneklerinden de Teorem 3.5 deki esitliklerin saglandigi gériilmis olur.
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3.2.7 Dual Kuaterniyon Matrislerin Kuvveti
A nxn tipinde kare matris olmak lzere A dual kuaterniyon matrisi kendisi ile

carpilabilirdir. Bu durumda A™=AA...A, meZ matrisine A matrisinin m inci
t
m—tane

kuvveti denir.

Yardimci Teorem 3.1
A=A +Bi+C j+DkeM,(Hy) icin A=A +Vek{A} olmak iizere

A% = A2 + A Vek{A}+Vek{A} A

ispat: i°=j?=k?®=ijk=0, ij=ji=jk=kj=ki=ik=0 oldugundan

A% = (A +Vek{A}) (A +Vek{A})

= A® + AVek{A}+Vek{A}A
elde edilir.
Teorem 3.6

VA=A +Vek{A}e M, (Hp) olmak iizere (m>1)

A™ = A™ + A Vek{A}+Vek{A"1}A

dir.
Ispat : ispati timevarim yéntemi ile yapilacaktir. m negatif olmayan bir tam sayi olsun.

m=2 icin teoremin dogrulugu Yardimci Teorem 3.1 kullanilarak
A% = A% + A Vek{A}+Vek{A} A
seklinde gorilar.
v A% = AR AR Nek{A+Vek{A*3A oldugunu kabul edelim.

v Akl Alk+1+ AlkVek{A}+Vek{Ak}AL oldugu gésterilmelidir:
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A = (A + AR Vek{A}+Vek{A}A) (A +Vek{A})

= (A +Vek{AK}) (A +Vek{A})
= A+ AMVek{A}+Vek{AKIA

elde edilir.

Sonug 3.9

A= A —Vek{A}e M, (Hp) igin,

A2 = A2 - A1Vek{A}+Vek{;\}Ag —AZ+ ﬁVek{Z}—Vek{A}Al

ispat : i”= j2=k?=ijk=0,ij=]ji=jk=kj=ki=ik=0 oldugundan
A2 = (A ~Vek{AY) (A ~Vek{A})

= A% — A Vek{A}—Vek{A} A

= A2 — A Vek{A}+Vek{A} A (3.19)
elde edilir. Ayni zamanda

= A2 + A Vek{A}—Vek{A} A (3.20)
olur.

Teorem 3.6 ile elde edilen sonucu farkli bir sekilde asagidaki teorem ile verelim.

Teorem 3.7

A=A +Bi+Cj+DkeM,(Hp) olmak iizere (m>0)

AP = A"+ T O+ D A

dir.

Ispat : ispati timevarim ydntemi ile yapilacaktir. m negatif olan bir tam sayi olsun.
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m=2 igin teoremin dogrulugu

A% = A® +(A B+ By A)i+(A C +Cr A j+(A Dy +Dy Ak

seklinde gorilar.

Ak _ak K ker - rs .
VA=A+ITA (Bii+C1j+Dik) A" oldugunu kabul edelim.
r=0

A k
v Ak A1k+l+ > Alk_r (Bji+Cyj+Dk) A" oldugu gosterilmelidir:
r=0

Ak+1 _ AAk

=(A1+Bli+clj+le)[Alk +ki1A1k‘r—1<Bli+clj+D1k)Afj

r=0
= A4 (Bl +Cyj+ DA +A1(§;A1k‘f‘l(8ﬂ+clj+D1k)Afj
- A i DIOA o[ 'S AT B i D A |

_ AR S AKT (B4 Cyj+ D) A
r=0

elde edilir.

Sonug 3.10

A=A —Bji—C j— Dk e M, (Hy) olmak iizere (m>0)

= -1

AT =AM TS AT (B4 D) A
r=0

Sonug¢ 3.11

A=A +Bji+Cyj+ Dk e M, (Hp) olmak iizere (m>0)

A= AT ="S A0 (B D AT
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Sonug 3.12
VA=A —Vek{A}e M, (Hp) olmak iizere (m>0)
Zm _ A&m _Vek{ A} A&m—l " ALVek{Zm_l}
dir.
Sonug¢ 3.13
A=A +Vek{A}e M, (Hp) icin,
A2 = o2 - A VekgAYA 2 + AT AVek{A}A
dir.
ispat: i’=j°=k?®=ijk=0,ij=ji=jk=k j=ki=ik =0 oldugundan
(A2 = Al—lz‘Al—l) 2_ Ai—zz\z A2 = A{ZZ\Z A2
Sonug 3.9’dan
= A2 (A7 — AVek{A}+Vek{A}A) Ay 2

= A2 - AT Vek{A}A 2 + A{ZVek{K}A{1
elde edilir.

Sonug¢ 3.14
VA= A +Vek{A}e M, (Hp) olmak tizere m>0
AT = AT - A TNVek{AYA ™ + AT Vek{AT 13 A ™ dir.

Ispat : ispati timevarim yéntemi ile yapilacaktir. m negatif olan bir tam sayi olsun.

m=2 igin teoremin dogrulugu Sonuc 3.13 kullanilarak

A2 = A2 ATNVek{AYA 2 + AT AVek{A}A

bulunur.
v AR = AR - A Vek{ATA K + A TMVek{A 1AL oldugunu kabul edelim.
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v AR o AR Ak A AT+ A K VekfAR3A X oldugu gosterimelidir:
Akd_ Ak AL
= (AT~ ATVekEATAT + A TMVek{AK A ) (A tAn T
= (A~ ATVek{AYA T + ATKVek{AR AR (ATY(A —Vek{AD A )
= (A~ ATVek{AYA T + ATKVek{AR AR (A7 AT NVek{A}A )
= AR ATk AR A T - ATNVeK{AYA T + AT Ve {AKT3A K
= AN ATV {AA T - AN Ve {AA T+ ATVeIAR T3

= AR A Wek{AIA KL 4 AR (Cvek{AFAK T + AVek{AK T} A K
Sonug 3.12'den
Vek{AK} = Vek{A}AK 1+ AVek{Ak1}
oldugundan
= AT ANV ARA KL AT ek AR A K
elde edilir.

Not 3.6

A=A +Vek{A} olmak iizere AAZ — A2A dir.

A? = AA= A + AVek{A}+Vek{A}A

A3 = AZA = AB + APVek{A}+Vek{ArA? + AVek{A}A
A3 = AA? = A3 + ANVek{A}+ AVek{A}A +Vek{A}A?

A3 = AR? — A2A

elde edilir.
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3.3 Dual Kuaterniyon Matrislerin Reel Matris Temsili

Bu alt bolimde V Ae Mn(HD) dual kuaterniyon matrisi igin karsilik gelen reel matrisi

bulmak istiyoruz. Bunun igin oncelikle
ERA . MH(H]D))_)MH(HID))
B —>‘J%A(B) =BA

donltsimiini tanimlayalim ve ilk olarak ‘.RA dontgimiinin lineerligini inceleyelim.

by

C=A1+B,;i +C,J +D,K eM, (Hy) olmak iizere
R;(B+C)=%R;(B)+%R,;(C)
ve
RA(QB)=QR4(B), QeMy(R)
Ozelliklerinin saglandigini gosterelim:
R;(B+C)=A(B+C)
=AB+AC
=R;(B)+R;(C)
ve
R;i(QB)=(QB)A
=Q(BA)
=Q‘J?A(é)

oldugundan ERA lineerdir.
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Simdi Mn(Hm) kiimesinin {i, f,j,K} bazina gore ‘J{A lineer dénusimune karsihk

gelen matrisi bulalim:

R (1)=1A=1(Ai+B+CI+DK)=AL+B,I+CJ+DK
Ri( [)=TA=T(A1+B,/+C,J+D,K)=01+A,1+0J+0K
sJ%A(j):jA:j(AllA+ B, +C,J+D,K)=01+01+A J+0K
mA(K):KA:K (Ai+B,I+C,J+D,K)=01+01+0J+AK

elde edilir. O halde iRA lineer dontstiimine karsilik gelen reel 4nx4n matris

_Afl On 0n On_
o _|B A 00,
A Cl 0n Al On
_D1 0” 0” A1_4nx4n

dir. Bu matrise A dual kuaterniyon matrisin reel matris temsili denir ve R A ile

gosterilir. ERA seklindeki matrisler kiimesi S4n (R) ile gosterilirse

A
Sa(M,(R))=S4,(R)=5R; = B
(o () =500 (R)={1, |
D
yazilabilir.
Ornek 3.16
2x2 tipindeki A:{H_Z_J 1_+k
2—-i  j-Kk

Cozlim : A matrisini su formda yazalim:

A=A +Bi+C j+Dk

o:oi}so

=}

:O ? :O :O
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=

| A=A +Bi+Cyj+Dik e M, (Hp)

} dual kuaterniyon matrisini distinelim.




}k olmak uzere

RO

1 0
-1 0

12 ol

1 00 00 OO
0O 00 O O OO
0O 01 0 0O0O

0
2

1
-1 0 2 000 0O

0O 00 01O00O0
1 00 2 00O
1 00 0 0 O01
-1 0 000 2 O

2
0
0
0

elde edilir. Ayrica

-1 2 00 O

0 21

-1

100 0 011

000 2 0O0O0 O
001 0 00O0O

0000 02650 O

000 0100 O

000 0 O0OO0OTO0 2

000 0 O0OO0OT1TO0

(93) =

olarak bulunur.
A :{

A

A

2+1
. oldugundan
-j+k

—i-2]j
1-k

matrisini su formda yazalim:

*

}k olmak Uzere

] {0 0
]+
11

-1

5 o o

*

A
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2 00 0O0O0O
0 000O0O0OO
-1 1 02 00O0O0

0
1
0

0 100000

-2 0 000 200

0
0

-1 001000
0 000O0O0O 2

-1 1 000O01O0

R

olarak elde edilir.
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331 My, (R)= M4(Mn (R)) Uzayinin Ozellikleri

1.S4n (R) = Mgy (R) oldugu agiktir.

2.Myp(R) kiimesi M4(M,(R))=Mg4(R}) ile de gésterilebilir.

Tanim 3.15

VA € Mn(R), 1<r,s<4 igin

Al A2 Az Ay
a_|fer P2 Poz Poa| Man ()
A1 A Agz Pgy
A41 A42 A43 A44 4x4
_(%1h1 (%2%1 (%nhl o (%1%4 (%2%4
(a21)y;  (322)y; ' (a21)14 (322)14
(an1)11 (an2)11 (ann )11 (an1)14 (an2)14
(au1)41 (aH2)41 (aﬁn)41 (ah1)44 (aﬂ2)44
(321)4; (322)y (311)4 (321)44 (322)44
_(an1)41 (an2 )41 (ann )41 (an1)44 (an2 )44
ve
Biu B2 Biz Bus
5o Bo1 By Bz By
Bs1 Bsx Bz Bz
Ba1 Baz Baz Bag s,

95
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(anr? )14

(aln. )44

G

“4nx4n



olmak

(), (ora)es -

uzere

A ve B matrislerinin toplami

A+B

A1 Ao
_| o1 Ax
Ag1 Agp
A1 Ay

A1 +Brg
_| A1t Ba
Ag1+Bgy
A41+Byy

seklinde ve

Az A
Aoz Aoy
Agz  Agy
Az Ay

A +Bpo
Ao + By
Agp +Bgp
Ay +Bygp

A ve B matrislerinin carpimi

AB=

A1 A
Por Ao
Az Agp
| Air Agp

4
2 AjBj |,
j=1

Az Ay
Aoz Poy
Agz  Agy
Agz Ay

1<i,k<4
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(b1n.)14_
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" (bln)44
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ABy AR tAB +ABy AB,+AB,tAB, tAB,  AByt ARyt ABy+ABy ABtABtAB,tAB,]
_ PosBy + ABy+ AgBy + By AByy + AgBry+ AxByy + AyBy AyBiyt AyBt ABig+ AyBig AyByy+ By + By + A By,

AuByy+ Ay + AgBy + By AuBy+ AByy + AgBy + ABy  AyBig+ ABy+ B+ ABlg AyBy+ Ay + ABy + AuB,,
AuBuy+ AgBy + AgByy + AuBy AuBp+ Ay + AgBy +ABy A+ AgByy+ AgBin + AuBy AyByy +ABy +AgBy + ARy, |

seklinde tanimlanir.

simdi My (R) kiimesinin alt kiimesi olan Sy, (R) kiimesini inceleyelim.

Tanim 3.16
r=12 icin A,B;,Cy, Dy €M (R) olmak tizere
AI. On On On
0, O
Cl 0n Al On

Dy 0y 0Oy Ax4

(an)y (a2)y - (8n)y 0O 0 .. 0
(321)11 (3.22)11 0 0 .
(anl)ll (an2)11 (ann)ll 0 0 0
(311)41 (3.12)41 (aln)41 (a]-l)ll (8.12)11 (aln)]_]_
(Bo1)yy (322)y 1) (321)yy (a22)y :
[(Bm)yy (@n2)yy = (Bn)yy o () (Bn2)y (ann)11_4n><4n
ve
A, 0y 0p O
w._|B2 A O O
B 1C 0, A O

>

4x4
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(bn1.)41 (bn2.)41 (bm;)41 (b”;)ll (bné)ll

olmak Uizere

ERA ve iRé matrislerinin toplami

A O0p 0y O A 0y 0, 0y
_ Bl Al On on BZ AZ 0n 0n
FAtR8=Ic o A o |flc, 0, A O
n n 2 n n
_Dl On On D2 0n 0n A2
_AEL+A2 On On On
_ B_|_+BZ A_]_+A2 On On
|c+C, 0,  A+A 0,
D, +D, On On A+A
seklinde ve

9?'& ve SR,_S) matrislerinin carpimi

A 0y Oy Opfl A 0p 0y O
RN~ Ra = Bt A 0, Oh| B2 A 0, O :[A‘][B ]
ATB Ct Oh A Oh||C O A 0 : Ik
Dp 0, Oy D, 0p Op
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AR
_| Brio + AB;
Cihr + AC)
D1Ay + A D;

seklinde tanimlanir.

On
ARy
On
On

On
on
ARy
On

On

On

On
Ay
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3.3.2 Reel Temsil Matrisin Ozellikleri

Ozel Durumlar

1=1,,1=il,, d=]l,, K=Kkl, matrislerinin, sirasiyla, reel matris temsilleri olan

S4n(R);S4(Mn(R)) uzayinin - R, R, Ry, R matrisleri asagidaki  zelliklere

sahiptir:
R =gy, N7 =057 =07 =0y,
RiR; =N;R; =R;Re =ReR; =R R =R R =04y,
_In On On On_ _On On On On_
. On In On On In On On On
Ispat: %=1 o | g B :
n n n n n n n n
O On On o Jynean % On On Onynean
_OI’I On On On_ _On On On On_
0, 0, 0, O 0, 0, 0, O
ERj: n n n n ’ERK: n n n n
In On On on On On On On
On On On Onypean [In On On OnJypean
olmak tzere
Wi =lgn, N2 =R;% =R =0y,
ve

RR5 =R =R3Ry =R R =R R =RRye =0y

elde edilir.
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Teorem 3.8

VA B e Mn(]HIID)) ve ue€R icin asagidaki 6zellikler saglanir:

() %55 =Nz +Ng,

(i) Ry =R Ry,

(iii) SR/JAZA!?RA,

(iv) 4= +0pi+0g j+0sk € Hp ve A=A +Bji+Cpj+Dk e My, (Hp) igin
Ry a = @Rz +Rver{ara -

(v) Ri = lan,

(vi) Eger A dual kuaterniyon matrisinin tersi var ve ERA matrisi de terslenebilir ise

(vii)Be My (R) olmak iizere % ; , =% ;Rp veya Ry ; =RpR;,
(viii)(%)T #R 7
A Al
(ix) (ERA);tERZ\,
(x) Bz =2%p- %Ry,

-R
A2

(xi) iRAfRZ =SR(A—A) +R i

ozellikleri saglanir.
ispat : r=1,2 icin A;,By,Cy,D; €M (R) olmak iizere

A:A1+Bli+C1j+D1keMn(H]D)) ve L3>:A2+Bzi+C2j+D2keMn(H]D)) olsun.

(i) A+I§:(A1+A2)+(B_L+Bz)i+(Cl+C2)j+(D1+ D, )k olup

AR 0, 0, Op

Bi+B, A+hA Oy Op
A+B Cl + C2 On Al + A2 On

[Di+Dy O O At+hA]
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bulunur.

Afl 0n 0n 0n A2 On 0n 0n
R = B_L A& 0n On R~ = BZ A2 0n 0n ldusund
= ve = oldugundan
A Cl on Ai On B C2 n A2 0n &
_Dl On 0n i _D2 n 0n |
Rag =Na+ Mg
elde edilir.
_'Al 0n 0n On_ _A2 On 0n On_
(i) R = Bl AEL 0n 0n o R BZ A2 0n 0n oldusundan
ii = Y = ugu
ATle 0, A O 571, 0, A 0, | OFFE
Dy On Op A D> On Op A |
I AELAZ On On On ’
w o o| B2 TBA Ak 0, O
A"B
AC+CA 0, AA Oy
L AD+DA 0 0 AA

bulunur.

AB = A Ay +(ABy + B Ay )i+(ACy +CiAy) j+(ADy + DAy )k olmak iizere
[ ASI.AZ On On On |
| ABetBiAy AR 0y O
MBI AC+CA 0, AMA O
| ADy+DiA Oy 0, AA|

yazilabilir. O halde
RiRg =Nzg

elde edilir.
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(i) ueR, R; =

S RNQENCE

yazilabilir.

OSO?:O

=)

o
>

)

> S
o o o
=5

>

o
>

olmak tizere 4R} =

,uA:yAl-l—,u Bji+1Cyj+uDK igin reel matris temsili

_,UAl 0,

) #C Oy
uDp Oy

bulunur.

Buradan %#A

Oy
uBy  uh 0y
uh 0,

Oy IUA&_

0, |
O

= R ; elde edilir.

(iv) =0 +0pi+03 j+04 k € Hy icin

qA=0 A +(0 B+ A)i+ (0 Cp+03 A j+(cg Dy +ag ADK

olup

oA
WB +a A
QG +az Ay
D +as A

qA =

A
0 By
nC
LDy

On
A
On
On

On
A
On
O,

On
On
A
On

yazilabileceginden (3.1) den

=0 RA+Rvek{ara

elde edilir.

O, 0,
O, O,
WA Oy
Oh @A
O, 0, 0, 0, O,
O, 4 @A Oy 0y O,
O, GA Oy 0, O,
wA] [94A Oy 0y 0O,
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(v) fn matrisi I, +0,1+0p, J+0,K seklinde yazilabilir. Dolayisiyla

I, matrisinin reel matris temsili igin

_ln Op Op On_
R = Op In Oy 0y
n Op 0y Iy 0y
_On Op Op In_

elde edilir. I, nxn reel birim matris olmak tizere
Yani R; =l olarak elde edilir.
n

(vi) Eger A matrisinin tersi var ise AAL= A~A= fn yazilabilir. O halde (ii) ve (v)

ozelliklerinden

mAA_l =9{AmA_1 =mfn = |4n

-1
elde edilir. Dolayisiyla, (ERA) = ERA_l elde edilir.

(vii) B=Ay, e M, (R) olmak tlizere

A On On 0n ) On n On
R = B_L Ail 0n 0n ERB_On A2 n 0n 5
A Cl On A On ve On oA On oldugundan
1D Oy Oy A1-4nx4n (O On O A2-4nx4n
_'AlAZ 0n 0n 0n |
A 0 0
ERAERB= BlAZ A1 2 n n
CLAZ On A1A2 0n
_D1A2 0n 0n AiAZ_
bulunur.

AB = A Ay + By Aoi +Ci Ay j+ DAk olmak izere
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AR O,
o | BR A
AB CLAZ 0n

DAy On
yazilabilir. O halde
RiRe =Nz

elde edilir. Ayrica

_AZ'ASL 0n
A A
R ; = 0B oAy
ACy 0y
L ADp 0y
bulunur.

On
On
M Ay
On

On
On

Aoy

On

0, |
On
O

Pohy |

BA= Ay A + AoBli + ACrj+ ADik olmak tizere

AA 0, 0
o _|MBL MA O,
BATIAC 0y AA

| AD 0y On
oldugundan
ReR i =R
elde edilir.
A {i+2j 1+k
(viii) A= ) ]

2—-1  j-Kk

} olmak Uzere
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021 -12000
1000011 -1
0002000 0

T 10010000 0

(mA)zooooozoo
00001000
0000000 2
0000001 0

bulunur. Ayrica

AT 1+2) 2—-i| . ) .
A = icin reel temsil matrisi

1+k  j—k
0 2 0000 0 O]
1 0 000O0O0TO
1 -1020000
- 0 0100000
Al 712 0000 2 0 0l oldugundan
01 001000
0 0 00O0O0OTO0?2
1 100001 0]
(9:) =97
A

bulunur. O halde genellikle A dual kuaterniyon matrisi igin
R ! R

( A) AT

ozelligi saglanmaz.

A {i+2j 1+k

(ix) A= S olmak tzere
2—-1  j-Kk
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ozelligi

R~
A

Anx4n

0 000 O0O

0O 0 0O0OO0OO0OO O

0O 01 00 O0UDO

0 02000

1 00 0 0 0 1

-1 0 000 2 O
} matrisinin reel temsili igin

1

0O 000100
1-k

—j+k

1
1 00 0 O0O0O

0O 000O0OOTGO
-1 0 01 0 O0O0O

0 2 0 0O0O0O
2 0 000100 oldugundan

0
0
0

-1 0 2 00 0 0O
-1 00 2 00O
-1 0 00 001

1 00 0O0 20

0
2
1
2
0
0
0

2+i

0
2
1

Y
#R=

{

A
R

bulunur. Gorildigi gibi, A dual kuaterniyon matrisi icin (ERA)

bulunur. Ayrica
saglanmaz.

(%)

ve

4Anx4n

c c© <
o O O
c c
OOAW_O
c c o
OAW_OO

o e [
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olup

ZAI. On On On Afl. On On On Afl. On On On
On 2Af|. On On Bl Afl. On On _Bl Al On On
2mA_mA: On 0n 2Al on - Cl 0n Al 0n _Cl on AEL On
0, 0, 0On 2A Dy 0, O, -Dy 0, 0y
oldugundan
SR’A=25RA—‘RA
elde edilir.
(xi) AA= A+ (ABy — B A+ (AC; —CiA) j+ (A Dy — DAk
olup
A A 0y Oy 0y |
R0 =R 5= BA-AB AA 0, 0
AAAIGA-AG 0, AA O
DIA-AD 0 O AA L,
_AEI.AEI. On On On On On On On
| ABL AA 0, 0y | |BA 0, 0 O
_Alcl On Al'ASL 0n ClASl 0n On On
-AD 0 0 AA| DA 0, 0y O
yazilabilir.
(A0 A| = Apy — MBI~ AC1j ~ ADIK, AA = AA +BIAT+CiA j+DIAK olmak izere
I AA 0n 0n 0n |
5 _|ABL AA 0, O
Al |-AC; 0 0 ve
A 'ASL 1 n AELAl n
SADE 0h 0h AA
_A1A1 On On 0n |
o _|BA AA 0 0
AN | C 0 0
1'A1 n AEL'ASL n
DA O O AA s

bulunur. Ayrica
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AlAl On On On
On AEI.AEI. On On
R 5 =Rpa =
n? AR 00 0, AA O,
On O On  AAy 4nx4n

PSL_ERASLZ

oldugundan

R -

AERT&:&R(A&X)—HRA

elde edilir.

Teorem 3.9

ABe Mp(Hp) ve R; matrisi de A dual kuaterniyon matrisinin reel temsili olsun.

A matrisinin terslenebilir olmasi icin gerek ve yeter sart ERA matrisinin terslenebilir

olmasidir.

ispat : A,Ls)el\/ln(]HIm)) herhangi bir ~ NxN dual kuaterniyon matrisler ve

A=A +Bji+C,j+ Dk e M (Hp) olsun.

A

(=): A terslenebilir bir matris olsun. O zaman Aé:é/:\zln olacak sekilde

B e M, (Hp) vardr.
AB=BA=1,=| olmak lizere
nxn

. .. -1
elde edilir. Bu esitlikten dolayi ‘:Ré = (SRA) olup

-1 1
R; ‘Z—io
frd B

#0)

dir. Yani ERA da terslenebilirdir. (‘QRA

(<): RA terslenebilir olsun. A matrisinin terslenebilir oldugunu gosterelim.
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RA terslenebilir oldugundan
iRAiRé = lyn

olmak Uizere

elde edilir.

A~ ~

B, A matrisinin tersi olup

A=A+Bji+Cj+Dk ve B=A,+Byi+C,j+Dok

olmak Uizere
AI. On On On
RN, = Bt A On O matrisinin tersi de
C]. On Af]. On
Di Onh On A
A2 On On On
B, A 0, O
ERBZ(ERA)]'Z 2 2 n n
C, 0, A 0,
D2 0n 0n A2
dir.
Not 3.7

Bir A dual kuaterniyon matrisinin tersinin reel matris temsili yardimiyla bulunmasini

3.6.2 alt boluminde (syf. 182) sonug olarak elde edecegiz.
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Tanim 3.17

QeMy(R), Ae M, (Hyp) icin R 4 € San (R) Kronecker carpimi

A 0n 0n 0n _QAl 0n On 0n
B A 0, O QB QA 0, O
Q®R; =01 c 0 = v (3.21)
1 n Al On QCl 0n QAl 0n
D1 Op Oy A [QD 0p 0, QA
seklinde tanimlanir. Ayrica
ERQSRAZSRQGA
esitligini goz onlne alarak
QONZ =NQRi=Nyeh
esitligi elde edilir.
Sonug¢ 3.15
{Myp, (R),@, M, (R),+,.,®} altiisi modildiir ve
A Ay Az Ayl
Po1 Anp A Ay
x4 1A A Az Agy
A1 Az Az A
A.Ll A.LZ 'A§L3 ASL4 In 0n 0n 0n 0n In 0n 0n
A21 A22 A23 A24 =P11® On On 0n 0n +A12® On on 0n 0n ..
A31 A32 A33 A34 On On 0n 0n On On 0n 0n
A41 A42 A43 A44 On On 0n 0n On 0n 0n 0n
On On On On On On Oﬂ On
+A43® On On On On +A44® On On Oﬂ On
On On On On On On On On
0, 0, I, O 0, 0, 0, |

>
>
>
>

yazilabildiginden dolayi
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lh 0y Op 0q((0y Iy 0y Oy Op Op 0y Onf|0p 0y 0 O
Mgy (R)—Sp O, 0y 0y O , 0, 0y 05 Op . 0, 0y 0, Oy | 0, Op 0, Oy

Op 0y 0y 0q1)0p 0, Oy 0y 0y Op 0y On[|0y 0y 0y O

0n On On 0n On 0n 0n 0n 0n On Iy On 0n On On Iy
elde edilir.

Boylece boy(M4n (R)) =16 dir.
Teorem 3.10

Bir nxn QeMn(R) reel matrisi ile Nxn A dual kuaterniyon matrisinin reel temsili
olan 4nx4n iRA matrisinin Kronecker carpim “®” islemi asagidaki ozelliklere
sahiptir:

1) Q®fRA=§R ZERQERA

QA
VQ,Q, M (R), VR ; €S4n (R) igin
2) (Q1+Q2)®SRA=Q1®ERA+Q2® ERA

3) Q@(%A+§Ré) =Q®9RA+Q®9%B
4) (QQ)ON; =Q ®(Q®R,)

5) (R2,+,-) reel matrislerin halkasinin 2. isleminin birim elemani |, olmak Uzere

,®%; =R;.

QA 0, 0, O
. 0 0
Ispat : 1) Tanim 3.17'den Q®% ; = gil ?)Al QZ& O” oldugunu biliyoruz.
1 n n

QD 0, 0n QA
Ayrica (3.9) esitliginden
QA=QA +QB;i+QCy j+QDik e My (Hp)

oldugunu biliyoruz. O halde
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QA.I. On On On

QB QA 0, 0, ‘o A ; ; L
matrisi QA=QA +QB;i+QC;j+QDk matrisinin reel

QC, 0, QA 0,

QD 0y 0p QA

temsili oldugu aciktir. Boylece

Q®fRA = SRQA

bulunur.

Ayrica Qe M, (R) = My, (Hy) igin

Q On On On
Rg = O Q On Op olmak tizere
On On Q On
On On On
Q'Al On On On
0 0
R ; = QB QA 0, n

A1QC, 0, QA 0,
QD 0y 0, QA

elde edilir. Sonug olarak

QO®R; =N

oA = RN 4

bulunur.

2)VQ,Q, M (R), VR ; €San (R) olmak tzere

(Q+Q)A On O On
(Q+Q,)B (Q+Q)A On On
R, =
QreI®A= (o 40,0 On (Q+Q)A On
(Q+Q,)Dy Op O (Q+Q)A
ve
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_QlAEL On 0n On Q2Al 0n 0n 0n
@B QA O 0n | QB QA 0, Oy
QC 0 QA O | |G 0, QA 0

_QlDl On On lel Q2D1 On On QZAl

Q1®5RA+Q2®5RA:

(Q+Q)A On On On
| @Q+Q)B (Q+Q)A On On
@+Q)CG 0y (QQ)A 0,
L(Q+Q;)Dy On Op (Q+Q)A

oldugundan
elde edilir.

3)VQeM, (R) , VR, Rg €34 (R) olmak iizere

Afl 0n 0n On A2 On 0n 0n
_ B_L AEL 0n On _ BZ A2 0n 0n
ERA— ve mg— olup
C1 On A& 0 CZ n A2 0n
_Dl 0n 0n i _D2 On 0n i
A+hA On On On
Bi+By, A+A On On
~ R~ =
QO +Mg)=Q® C,+Cy 0, A+A, 0,
Dl+D2 On On A_|_+A2
QA +A) On On O
_ Q(B +By) QA +Ay) On On
Q(C+Cy) On Q(A+A) O
Q(Dy +Dy) On On QAL+ A)

QAl 0n 0n On QAZ On On 0n
QB QA On 0n | |QB QA 0p Oy
ch 0n QAl On QCZ 0n QAZ 0n
QD Oy 0, QA QD, 0Oy 0, QA

Q®ERA+Q®iRé =
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Q(A+A) O On On

_| Q(BL+By) Q(A+AY) 0, O,
Q(Cy+C) On QA +A)) Oy
Q(Dy+Dy) O 0, QA +Ay)

oldugundan
Q®R; +Rg)=QBR; +QBNR,
elde edilir.

4) VQ;,Q eMp(R), ¥R ; € Sgp (R) olmak tizere

(QI.QZ)AEI. On On On

m. | @QQ)B (QQ)A 0, 0,

(Q1Q2)®RA (Q]_QZ)C]_ On (Qle)AL On
(QQ)D 0 On (QQ) A

ve

QZASI_ 0n On On
QB QA 0, 0Oy
QG 0 QA 0,
QD;  On 0, QA

UO(Q®R;)=Q®

QLA 0, 0, 0,
| Q@B) Q@A) Oy Oy
QQC) 0 Q@A) Oy
|Q(@D) 0Oy Op QUQA)
(QQ)A Oy Op 0,
@B @WA O, 0,
@G 0 @A 0
| (QQ2) Dy 0, Op (Q Q) A

oldugundan
(QQ)®NR; = ®(QOR;)

elde edilir.
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Sonug 3.16

{S4n (R),®,Mp, (R),+,.,®} altilisi bir modiildir:

Ispat: i) Toplama: 4nx4n reel matrisleri toplama islemi olarak tanimlanir.
ii) Dig islem: Qe M (R) ve R4 €San(R) olmak iizere (3.21) esitligi ile verilen

islemi tanimlayalim. Teorem 3.10 geregince {S4n (R),®,Mp(R),+,.,&} altilisi bir

moduldir.

Ayrica Sy, (R) nin bir bazi:

_Afl. On On On_
0, O
\V/SRA: Bl Aﬂ. [ n €S4n (R) |g|n
Cl On Al On
D Op Op A
_In On On On_ _On On On Onw
R, = 0n In On On R = In On On On
! on On In On ’ ! On On On On '
-On On On In d4nx4n -On On O” On J4n><4n
_On On On On_ _On On On On_
R. = On 0n on 0n R, = On 0n 0n 0n
! In On On On ’ K On On On On
-On 0“ 0“ 0“ Jd4nx4n L I” On On On d4nx4n
olmak tzere
Ai 0n On On In 0n 0n On 0n On On On
Bl Al On On :A1® 0n |n On On +Bl® In On on 0n
Cl 0n A& 0n 0n 0n In 0n On On 0n 0n
I:)l 0n On 'A& 0n 0n 0n In On On On On
On 0n 0n 0n 0n 0n On 0n
+C1® On On On 0n +D1® On On On On
In On On 0n On On On 0n
0, 0, 0, O l, 0, 0, O

=}
=}
>
>
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veya
mAZAg_@mi-i- B_|_®mf+q_®mj+[)_|_®mk

yazilabildiginden dolayi

I On Oq O0q|(On Op O Onf|0y 0y 0y 0nf |0y Oy Oy Oy
S (}R)—S On In On Onf{ln Oqp Oy 0qf|0y Oy Oy O0q)|0y Oy Oy Oy
nlH=F Op Op In 0y010y Oy 0y Op||1y 0y Oy Op|'(0, 0, 0, O

On On On In][O0n On Oy 0qf|0y 0n O Onf[ly Oy 0 Oy
veya

San (R) = Sp{ %y, R;. Ry, R |
elde edilir.
Boylece boy(84n (R))=4 dir.

Ornek 3.17
~ [1+2i—-4)j+5k 2—-i+2j+Kk
| 2+5i+j—2k 3+4i-3j+k
inceleyelim.

. {1+2i—4j+5k 2—i+2j+k}

}GMZ(HD) icin Teorem 3.9 un 1. &zelligini

Cozim: A= o . .
2+5i+ -2k 3+4i-3j+k

fy ooy ey Yol ]

2% ER Y L P S P

olmak Uzere
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2 000O0O0CO
3 000O0O0CO
-11 20000
4 23 0000

1
2
2
5

-4 2 001200

-3 002 300
1 00001 2

1
5

2 10000 23],

mA:

bulunur. Ayrica

1
olmak Uizere
-3 4}

{2

Q

|

kk
™ +
+ =
—_ R
+
o
+
~ &
>
S
+ |
T
L+
.Old.l
+ 3
< +
Lo
L 1
I
N
X
AN
1
kk
-
|
+ -
- F
~ &b
'
TN
+
<
X
5 2
+2
—
| |
<
N
1
— <
o~ P
| |
I
«<C
(@4

olup reel matris temsili igin

0 00 0 OO

7
6

2
19

0 00O0OO0OTGO
4 70 000
5 6 00 0O

0 047 00

14
-7
16

1
-18 0 0 5 6 0 O

0O 00 0 47

3
1

0 00O 5€®6

-23

RQA

elde edilir. Ayrica

J4nx4n

2 0000 0 0]
3 000O0O00O0
-11 20000
4 23 0000

-4 2 001200

1
2

-3 002 300
1 000012

1
5

2 1 0 0 0 0 0 O]

-34 0 0 0 0 0 O

0 0 21 0 0 0 0}2

0 0

-3 4 0 0 0 05

0 000 2100

0 0 0 O

-3 4 0 0

0 000 0 0 21

0 0 00O O -3 4|j-21000°©0 23
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0 00O0O0OTO

7
6

2
19 5 6 0 0 0 O

0 00O0O0O

4 70 000

14
-7

0 04700

1
-18 0 0 5 6 0 O

16

0 00O 47

3
1

0 00 0S5 ®6

-23

bulundugundan RQA =Rq Rji oldugu aciktir.

Diger taraftan,

| L
O OO0 o0 o o~ ©
O OO0 o0 o o < 1
O OO0 o~ © o o
O OO0 o < 1 o o
OO~ ®© O O O o
OO < IO o o o
©
~ © « mlv_ - —d ™Mm -
|
™
< ~ ©
L ]
Il
I 1
O OO0 O oo a ™
O OO0 0 o0 o +H N
O 0o o N MmO o
O OO0 O 4N O o
O ON MO O o o
O O 4N O O o o
N T NP A
— N N LD A_w — n 9
L ]
®
1
- <
o~ P
1
Il
<«
[a e
®
(@4

Q®RA=RQA=RQ RA
oldugu kolaylikla géralir.

oldugundan
Ornek 3.18

€ Sg(R)

2 00 0O0O0DO
3 00 0O0O0DO
-11 2 0 0 0O

1
2
2
5

4 2 3 0000

-4 2 001 2 00

-3 00 2 300

1
5

1 00001 2
-2 1 00 00 2 3

N =

matrisinin {i}{i,ﬂ{f,%}{j,ink } bazina gore bilesenlerini bulalim.
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Cozim:

12000000)20000000][2-1000000]00
23000000(02000000(|54000000(0°0
001200000002 00000[(002-1000TC0}10
%A:0023000000010000+00540000Ol
A100001200(00002000/(00002-100]00
0000230000000 200((00O0O0S5400}0°0
0000002200000 010[(0O0O0O0TO0TO0 2-1}00
00000023J00000001](00000O05 4)00
42 00000 O0[00000000[[52 00000 0o
1300000 O0I000C0CO0CO0CO0CO0|-21 00000 0)0
0042000 O000000000/ (0051000 00
00 1-3000TO0)I0O00000O00/(00-2120200 00
+0000—420010000000+000051000
00001 -300)01000000/(/0000-2120 00
0000O0O0-4200000000//00000O0TO0S5 1)1
0000001 300000000, /000000-21)0
(100000 0 0] 0000000 O]
01000000 00000O0O0CO
00100000 10000000
{12]@00010000{2—1]@01000000
230000210005 400000000
00000100 00000O0O0O
00000010 00000O0O0O
0000000 1 0000000 0
0000000 0] 00000000
00000000 00000000
00000000 00000000
{—42]00000000{51}00000000
+ ® + ®
1 3110000000 |21 /00000000
01000000 000000CO00O
00000000 10000000
00000000 01000000

bulunur. O halde ®; matrisinin {iRi,mf,i}{j,ERK } bazina gore bilesenleri
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] e I e |

Teorem 3.11

¢: My, (Hp) > S4n (R)

A=A +Bji+Cyj+Dk > g(A)=R; =

dontsimi bir lineer izomorfizmdir.

ispat : @ donlsiminin izomorfizm oldugunu goéstermek icin 1-1, orten ve
homomorfizma oldugunu godstermemiz gerekir. Oncelikle bu dénisimin

homomorfizma oldugunu yani asagidaki esitlikleri sagladigini gdsterelim.

v §(A+B)=¢(A)+4(B) (3.22)
v 9QA)=Q®4(A), QeM,(R) (3.23)

ABeM,(Hp)ve A=A +Bji+Cij+Dk, B=Ay+Byi+Cyj+Dok olsun.
H(A+B)=g((A+Ag) + (B +Bp)i+(Cp+Cy) j+(Dy + Dp)k)

[A+A O 0 0

A3+83 0 0 A|_+A2
A O 0 0][A 0 0 0
a0 o |B A4 0 o
“lc, oA 0|Tlc, 0 A O
D, 0 0 A|[D, 0 0 A
= §(A)+¢(B)
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bulunur. Ayrica

QA=Q(A +Bji+C;j+Dk)=QA +QBi+QC; j+QDk olmak iizere

QF 0O 0 0
- |oB om0 o
MM%0e 0 oa o
0 0 QA
ve
A 0 0 O Qa0 0 0
Ay BB A 0 O QB QA © 0
QOIN=0%c o A o|Tloc, 0 oA o
Db 0 0 A] [QD 0 0 QA

elde edilir. O halde

#QA)=Q ®4(A)
bulunur.

v Simdi ¢ déntsiminin érten oldugunu gosterelim:
VR i €San(R) igin #(A) =%R; olacak sekilde bir tek AeM, (Hp) oldugundan ¢
ortendir.

v' ¢ donlGstimi 1-1 dir.

A=A1+ Bji+Cij+Dk ve |.5>=A2+Bzi+C2j+D2k icin ¢(A):¢(é) olsun. O halde

ERA =iR|§ olup

A=h, B=8),(=Crve D =Dy

elde edilir. Boylece A=B bulunur. Yani ¢ donlisimu 1-1 dir.

Boylelikle ispat tamamlanmis oldu.

Sonug 3.17
My, (Hp) = S4n (R) = Mgn (R).
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Ornek 3.19

1
AN <t
—A M
1
I
o
_|r_
kk
+ =+
— T
o~
+
- F
N &
'
TN
+
_ 1
T4
.m__b
T+
12
1
I
«

} icin (3.22) ve (3.23) esitliklerini inceleyelim.

X
s
+_
—
m N
|+
+ 3
I
X
|%3
l_l
—_
o~
T
= ™
T o+
o 7
L 1
Il
Nat)
)

6 0000O0O
4 000O0O0TO

-2 0 46 0000

4
1
8

-2
0
4
1

0 140000

-1 004600y}
-1 001400

3 00O0O0 46
-4 000014

0 0 0 0 0 O]

4
1

1
-4

0 0 0 0 0 O

-1
-4
3
2

3 4 0 0 0 O

-1 2 0 0 0 O

-3 0 0 3 4 0 O

-1 2 0 O

-1 2 0 O

-1
3

0O 0 0 0 3 4

2

2

-1

-5 0 0 0 O

A

2 000O0O0TO
3 000O0O0TO
-11 20000

1
2
2
S)

4 230000
4 2 00120 of?bB

-3 00 2 3 00

1

5
-2 1 00 0O0 2 3

1 00001 2

~

#(A)

olup

©O 0o 0o o o o © <
© 0o oo o o < -
©O oo o o < o o
©O 0o oo < d o o
© 0o © < O o o o
O o< 4 o0 o o o
©o oo T T o ¥
< A Y o Y o
L

Il

—~

N

N—r

<

I—l

<

N—r”

<

oldugundan

A

#(A+B) =g(A)+¢(B)

A

oldugu kolaylikla géralir.
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QA_F 2}{1+2i—4j+5k 2—i+2j+k}_
3 4| 2+5i+ -2k 3+4i-3j+k
icin
'5 8 0 0 0 0O 0 O
11 18 0 0 0 O 0 O
12 7 5 8 0 0 0 O
H(OA) = 26 13 11 18 0 0 O O
-2 -4 0 0 5 8 0 O
-8 6 0 0 11 18 0 O
3 0 0 0O O 5 8
i 7 0 0 0 0 11 18]
olup
1 2 0 000
2 3 0 0 0O
2 -1 1 2 00
A) = 1 5 4 2 3 00
Qe ){3 4} 4 2 00 1 2
1 -3 00 2 3
5 1 0 0 00
-2 1 0 0 0 O
'5 8 0 0 0 0O 0 O
11 18 0 0 0 O 0 O
12 7 5 8 0 0 0 O
|26 13 1118 0 0 0 O
|2 -4 0 0 5 8 0 0
-8 6 0 0 11 18 0 O
3 0 0 0O 0 5 8
i 7 0 0 0 0 11 18]
oldugundan

#QA)=Q®4(A)

oldugu kolaylikla gérulir.
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3.4 Dual Kuaterniyon Matrisin izi

Tanim 3.18

A=[45]=A+Bi+Cy j+DkeM,(Hp) olmak iizere A dual kuaterniyon kare
matrisinin esas kdsegen tizerindeki elemanlarinin toplamina A matrisinin izi denir ve

iZ(A) ile gosterilir. Bu durumda,

iz(A)= Z ayy = Z r + Z byr i+ Z Crr J + Z drrk
r=1 r=1 r=1 r=1

veya

iZ(A) =iz (A) +iz(By )i +iz(Cy) j+iz(Dy )k

elde edilir.
Bir Dual Kuaterniyon Matrisinin izinin Ozellikleri
A=[4]=A+Bi+C j+Dk, B=[bs]=Ay+B,i+C, j+DykeM,(Hp) iki dual

kuaterniyon kare matris, 0 € Hp ve Qe M (R) olmak tzere,

A

1) iz(A+B) =iz(A) +iz(B)

2) iz(AB) #iz(A)iz(B)

3) iz(AB) =iz(B A)

a) iz(Aq)=iz(A)q veya iz(qA) =giz(A)

A

5) iz(Q A) =iz(AQ)

dir.

ispat : 1) A=[4,]=A +Bi+C; j+ Dk, B=[bg]=Ay+B,i+Cy j+Dy ke M, (Hp)

icin

iz(A) = Z e Z Ay + Z Drei + Z Crr J + Z drrk
r=1 r=1 r=1 r=1 r=
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=iz(A)+1z(By)i+iz(Cy) j+iz(Dy)k

ve

iz(B) = Z by = Z €rr + Z frri+ Z Orr J+ Z hrrk
r=1 r=1 r=1 r=1

=iz(Ay ) +iz(By )i+iz(Cy ) j+iz(Dy )k

olmak Ulizere

A A n . A n n .n .n
iZ(A+B)= X (r +brr)= X (@ +er)+ X O + fre)i+ X (Cr +9pr)J+ X (dyy + e )K
r=1 r=1 r=1 r=1 r=1

= Z A + Z brei + Z CrrJ+ Z Ak + Z Crr + Z frrit Z Orrj+ Z hrrk
r=1 r=1 r=1 r=1 r=1 r=1 r=1 r=

=iz(A)+iz(B)
elde edilir.

2) Esitligin saglanmadigini asagidaki 6rnekle goésterelim:

Ornek 3.20

~ [1+k A~ [3+1 ]
A=|" |, B= _ e M, (Hyp) olsun.
o 2—] k i-k

L ~ A~ |1+k 3+ ]
Coézim: AB=| . .
o 2-j| k i-k
| 3+i+3k j
| 3j+2k  2i-2k
ve
iz(AB)=3+3i+k
bulunur.

iz(A)=3-j+k ve iz(B)=3+2i—k oldugundan

s

iz(A) iz(B) = (3 j+K) (3+2i —K)
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=9+6i-3]

elde edilir. Sonug olarak,

iz(AB) #iz(A)iz(B)
dir.
3) A:[érs], éz[ﬁrs]eMn(HD) icin

A noo. X .
'A‘B:[ars][bst]:[Zlarsbst]:[crt]:C ve
S=

P n . . 5
BA=[b][&;]1=[2 bsté]=[ds]=D olsun. Bu durumda
t=1

r=1 r=1s=1
ve
A A n nn _ .
iZ(BA)= X diy = = ¥ arly
r= r=1t=1

elde edilir.

4) qeHp, A=[4]=A +Bji+C j+Dke M, (Hp ) igin qu[qérs] olmak tizere

>

) A n n n . n .
iZ(qA)= X qé, = X qarr"‘( X qbrr}""( 2 quer"'( ) qdrrjk
r=1 r=1 r=1 r=1 r=1

n n n n
:CI( 2 arerFQ( 2 brrj”Q( 2 Crr]jJrQ( 2 drer
r=1 r=1 r=1 r=1

=qiz(A)+qiz(By)i+qiz(Cy) j+qiz(Dy)k

=q (iz(A)+iz(By )i+iz(Cp) j+iz(Dy)k)
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=qiz(A)
elde edilir.

5) A:[érs]e M, (Hp) ve Q=[qst]eMn(R) icin

. n .
AQ=[ar][ast]=I Zlérs Ust]=[6t]=C ve
S=

. n . .
QA=[0 1[4 ] :[tZlqstétr] =[ds]=D olsun. Bu durumda

n non
iZ(AQ)= X Gy = X X sl
- r=lis—
ve
. n . nn
iZ(QA)= X dpy = X X Oy
r= r=1t=

bulunur. Buradan bir reel sayi ile bir dual kuaterniyonun g¢arpma isleminin degisme

ozelligi oldugundan

iz(AQ)=iz(QA)

elde edilir.
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3.5 Dual Kuaterniyon Matrislerin Determinanti

Dual kuaterniyonlar degismeli oldugundan determinant tanimi dual kuaterniyon
matrisleri icin genellestirilebilir. Bu sebepten dual kuaterniyon matrisleri igin bir
determinant fonksiyonu tanimlayabiliriz. Bu determinant fonksiyonu, reel matrislerin

determinantina benzer sekilde asagidaki gibi tanimlanmistir.

Burada R cismi lGzerinde veya daha genel olarak birimi 1 olan bir ]HI]D) degismeli

halkasi Uzerinde Nnxn dual kuaterniyon matrisler icin determinant fonksiyonu

tanimlayacagiz.

Tanim 3.19

A=[4s]€ M (Hp) matrisini ele alahm. A matrisinin j. siitun vektérleri

aj = 5 EH]T]), 1< j<n olmak ilzere A matrisinin determinant det(A) ile
énj
gosterilir ve

det : HIfj x HI x...x H), — Hyp,

(,a7,...,0n) > det(q, ap,...,an) = ZS S(0)a5@185(2)2 8o (n)n
oe n

ile tanimlanir. Burada S, {1,2,...,n} kimesinin bitlin permutasyonlarinin kiimesi ve
S(o) da o permitasyonlarinin isaretidir. Burada dual kuaterniyonlar igin

tanimladigimiz determinant fonksiyonu reel matrisler icin tanimli determinant

fonksiyonunun sagladigi benzer Ozelliklere sahiptir. Ayrica VAeMn(]HI]D)) icin

det(A) Hp olduguna dikkat edelim.

Not 3.8

Bu determinant tanimi, reel matrislerin determinantindaki 6zelliklere sahiptir.
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Ornek 3.21

A

dpp 8y

¢ozum : o :{?ﬂ}, ay :{?12} ve S, :{01 :(1 2},02 :(1 2)} olmak lzere
dsq doo 1 2 2 1

detA= 3 S(0)a,1dn(2)2
=RY)

~ | & a L .
A { 11 lZ}EMz(Hm)) matrisinin determinantini hesaplayalim.

=5(01)a5, (1185 (2)2 + 5(02)85, (1185, (2)2

elde edilir.
Ornek 3.22
1 dp a3

A

A=|dy 8y d&y3|eMg(Hp) matrisinin determinantini hesaplayalim.
d31 a3y dg3

cozim: s, o (T2 3, (128 (123
PWINNT L 2 3)7%7 1 3 2) T 3 2 1)

12 3 123 123
64: 10-5: ’66:
2 1 3 2 31 312
detA= ¥ S(0)4,11805(2)285(3)3
0eS3

= 5(01) a5, (1186, (2)286; (3)3 + S(02)8s, (1185, (2) 280, (3)3 + S (03)80, (11864 (2) 2804 (3)3

=3(04)35, (1185, (2)280,(3)3 + 5(05)as (1185 (2)280 (3)3 + 5(06) s, (1180 (2) 2805 (3)3

= 811899833 — 8118383 — 831899813 — 89139833 + 18393 3 + 31812803 (3.25)
elde edilir.
Sonug 3.18

det(,) =1dr.
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A

ispat : @,0dp,-,0p; |, birim dual kuaterniyon matrisinin siitun vektérleri olmak
uzere, &1 =(0,---,0), a, =(0,1,---,0),--- , &, =(0,0,---,1) olup & =(d1,%2,"**,%%n)

yazilabilir.

det(l,) = det(dy, Gy, ... én) = z S(60)051195(2)2 O (n)n
o€

yazilabilir. Burada
i) o birimise 811 =0y =---=0y, =1 dir.

i) o birim degilse, O5(1)1 = O5(2)2 =" =g (n)n =0dr.

Bu durumda det(fn) =1 dir.
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3.5.1 Dual Kuaterniyon Matrisler icin Determinant Hesaplamalari

Simdi pratik olarak dual kuaterniyon matrisinin determinant hesaplamalarini

inceleyelim:

i) 1x1 tipindeki A:[éll] matrisin determinanti det(A) =& dr.

" - TR - ,
ii) 2x2 tipindeki A:{A11 Alz} matrisin determinanti
1 A2

" a a
det(A) = |- A12‘=311322—321312 dir.
a
Ornek 3.23

11.JKe M5 (Hp) olmak tizere

AN _ 12 _ N _:2 _ N2 r 2\ 1,2 _
det(1) =1° =1, det(1)=i“-0=0, det(J) = j“—-0=0 ve det(K)=k“-0=0.
Ornek 3.24

. {4—i+2j+k —1+i+2k

= ] .. |eMy(Hp) dual kuaterniyon matrisinin determinantini
2+3j-k 2+i—j

hesaplayalim.

Coziim : det(A) = (4—i+2j+K)2+i—j)—(~1+i+2K)(2+3j—k)

=8+2i+2k—(-2+2i-3]+5k)=10+3) -3k (3.26)
Ornek 3.25
A:[Sij 21::|€M2(H]D) olsun. A dual kuaterniyon matrisinin determinantini
bulalim.

Coziim : det(A) = (2+i) - (2+i)(3- j) =—4-2i +2j .

iii) Dual Kuaterniyon Matrisleri icin Sarrus Kurali: Reel matrislerde kullanilan bu
metod, sadece 3x3 tipindeki dual kuaterniyon matrisinin determinantinin

hesaplanmasinda kullanilir:
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A=|d8y; dy a3 | matrisin determinanti

_|_
_|_
_I_

olmak lzere

det(A) = 811897833 — 811837823 —~ 83189083 — 81312833 + 818383 + 31810803 (3.27)
elde edilir.

(3.27)'nin (3.25) ile ayni olduguna dikkat ediniz.

Ornek 3.26
1-i 2-j 3-k
A=|-i+j 1-k 2+2j |eMz(Hp) olsun. A dual kuaterniyon matrisinin
350 240 —i—j-k
determinantini bulalim.
Coziim : det(A) = (L—i)(L—K)(—i — j—K) +(=i + )2 +)E-K) +B -2~ D2 +2 )
—(B-k)A-k)@B-i)+@2+2))2+)A-1)+(-i - j-K)2- ])(-i+]))
= (mi— j—K)+ (-6i+6)+ (12— 4i+6]) —((9-3i—12K) + (4—2i + 4]) +0)
=12-12i +11j —k — (13— 5i + 4 j —12K)
=-1-6i+7j+11k € Hy.
Not 3.9

A:[érs]nxn , N>2 olmak tizere 4,5 pure dual kuaterniyon ise det(A) =0 dr.
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3.5.2 Dual Kuaterniyon Matrisler igin Determinant Agilimlari

Tanim 3.20

Az[érs]eMn(]HIm)) olsun. Mrs, A dual kuaterniyon matrisinin . satir S. situn
elemanlarinin silinmesiyle elde edilen (n—1)x(n—1) tipinde bir matris olmak Uzere
det(|\7|r5) ifadesine A dual kuaterniyon matrisinin 8,5 elemaninin mindri ve

As = (-1)"*Sdet(M,) ifadesinede &; elemaninin kofaktorii (isaretli mindri-es

garpani) denir.

Teorem 3.12

A=[4]eM(Hp) birimi 1 olan degismeli halka iizerinde kare matris olsun. A

matrisinin herhangi bir I'. satira gére determinant agilimi

. A A A noo.
det(A) = Ay A +8érpArp +++ 8mAm = zlarsArs
S=

veya S. stituna gore determinant agilimi

. . . . n .
det(A) = &5 A +apsAps ++++ang Ang = ZlarsAYs
=

seklindedir.

ispat : A=[4]eMy(Hp) dual kuaterniyon matrisinin situn vektorleri

A, 0p,...,0 € Mpq (Hp) olmak iizere A:[dl&Z---&n] yazilabilir. {&;,,,...,6,} H{

nin standart bazi olmak tzere

n
ds = 2 Arser
r=1

yazilabilir. O halde s=1 igin
~ n . . R
det(A) =det| ¥ a6, dy... &,
r=1
olmak Uzere det fonksiyonu n - lineer oldugundan
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~ n
r=1

elde edilir. Burada

0 &, .. &

det[6; dy...an]=|. . )
1 &, ... an
0 énz énn

olmak Uzere “iki satir yer degistirdiginde determinantin isareti degisir” 6zelliginden

1 élr2 érn

0 &, .. &,
det[6 dy...an]= ()"0 &r-1p2 &(r_1)n
0 &ri2 Ar+1)n
0 afy .. .4

bulunur. Ayrica (_1)r—1 = (—l)r+1 ve determinantin 6zelligi geregince

a2 a1y
a a
N . r41|4(r-12 (r-Dn{ A
det[er az...an]=(—l) . . =Af1
Ar+12 -+ Ardn
& .. An

| .
elde edilir. O halde det(A) = ¥ &, Ar bulunur. Benzer sekilde herhangi bir § icin
r=1

~ n
r=1

n
r=
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M=

éI‘SAI'S
r=1

elde edilir.
Not 3.10

NxnN lik bir dual kuaterniyon matrisi igin 1. satira gére determinant agilimi yapilirsa;

?11 ?12 o ?1n dpp ... 8oy ap1 don-1
o G2 g e (DM | :
é;ﬂ_ ér;z élr;n ano ... ann anl --- Aanpn_
elde edilir.
Ornek 3.27

. [4—i+2j+k —1+i+2k

= eM,(H olsun. A dual kuaterniyon matrisinin
243j—k 2+i—j} 2(Hp) Y

determinantini bulalim.

Coziim : 1. satira gore determinant acilimi yapilirsa

det(A) =81 A +812A

elde edilir. Burada

Ay = (-1 det(Myg) =2+i-

Pyp = (12 det(My) =—2-3j +k

oldugundan

det(A) = (4—i+2j+K)(2+i— j)+(=1+i +2K)(=2 3] +K)
=8+ 2i+2k)+(2—-2i+3j—5k)
=10+3j -3k

bulunur.
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Ornek 3.28

1-i 2-j 3-k
A=|-i+j 1-k 2+2j eM3(]I-]I]D)) olsun. A dual kuaterniyon matrisinin
3-i 2+i -i—j-k

determinantini bulalim.
Coziim : 1.satira gore determinant agilimi yapilirsa
det(A) = a1 A1 +a12 A0 +813A3

elde edilir. Burada

~ . 1-k  2+2]
= (=D det(My;) = (-1)°
A1 = (-1 det(Mqq) = (-1) 24 ik
. s —-i+] 2+2]
= (M2 det(Myp) = (3| ]
Ao =(-1) (M12)=(-1) 3.0 o j_k
A . “i+j o 1-k
= (DM det(Myg) = (<04 )
Az =(-1)""det(M13) = (-1) w A
oldugundan
. ) 1-k I+j 2+2j -i+] 1-k
det(A) = (L-D)(-D°], . ‘ -, ‘ E-ke*
+1 - 3—-1 2+

=@0-1)(-4-3i—-5]j —k) 2-j))6+2i— 6])+(3 K)(-3—i+2]j+3k)
=(-4+i—-5j—k)+(12—-4i+6j)+(—9—-3i+6j+12k)
=—-1-6i+7j+11k

bulunur.

1. sGituna gore determinant acilimi yapilirsa

det(A) = &y Ay +8p1 A0 + 8311

elde edilir. Burada

A = (C)F det(My) = (D)2

-k 2+2j
2+i —i—j-k

137




o1 = (-)** det(My) = (- 1)

—j 3—k‘

2+1 —i—j-Kk
;o 2—-] 3-k
fo1=( 1-k 2+2j‘
oldugundan
A _ 1-k  2+2] 3-k
det(A) = (L-i)(-1) _i_.J +(-i+j)(- 1)3 2+| G ‘ B-i)(- 1) Lk 2+2]‘
=A-1)(-4-3i—-5j—k)—(—i+ J)(-6—5i— 2])+(3 )A+2]j+4k)
=—4+i—-5]j—k—-6i+6j+3—-i+6j+12k
=-1-6i+7j+11k
bulunur.
Ornek 3.29
Az[i:j ;i:}eMz(HD) olsun. A dual kuaterniyon matrisinin determinantini
bulalim.

Coziim : 1. satira gore determinant acgilimi yapilirsa
det(A) =a11A1 +310A
elde edilir. Burada
Ap = (DM det(My) =2+
Ay = ()" det(Myp) =3+ |
oldugundan
det(A) = (2+i)+(2+i)(=3+ j)
=—4-2i+2]

bulunur.

138



Ornek 3.30

i 0
A=0 —j k|e M3(Hp)  dual  kuaterniyon  matrisinin  determinantini
i j k

hesaplayalim.

Coziim : 1. satira gore determinant agilimi yapilirsa

i ] 0 - 0 _i

0 —j k=il J =i S0 |-
: bkl okl

I ] k

elde edilir.

Sonug¢ 3.19

A=[4;s] e M (Hp) dual kuaterniyon matrisinin S situn elemanlari ile { situn

elemanlarina ait kofaktorlerinin ¢arpiminin toplaminin degeri sifirdir, yani

A Ayt + Ao+ + 8 Ay =0

elde edilir.
éll élz cen é.lt cee éls cee é.ln

ispat : A=| %1 22 2t 2s 2n dual kuaterniyon matrisinin L.
& &np - &gt . g ... Apn |

sitununundaki elemanlarinin yerine S. situnundaki elemanlari yazarsak

d1 X2 ... Hg ..o XHg .- Qp
B—| ¥ 2 2s 2s 2n dual kuaterniyon matrisi elde edilir.
dyp dp2 --- dpg .-+ dpg  --- dpp nxn

Burada det(l§)=0 oldugu aciktir. Teorem 3.12 kullanilarak B nin t. sitununa gore

determinant acik yazilirsa

bulunur. Ayrica
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Bt = Aits Bot = Aot -+ Bt = Ayt
oldugundan

&5 Ay +8g At e+ Ang Ay =0 (3.28)

elde edilir.
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3.5.3 Dual Kuaterniyon Matrislerin Klasik Determinantin Diger Hesaplamalari

Teorem 3.13

A_ éll é.lz _ . . . . PR ~ .
A=| T |=A+Bji+C;j+ Dk e My(Hy) matrisi verilsin. A dual kuaterniyon
1 a2

matrisinin determinanti

[AllBi]lz[Ez a2 '[AllBl]Zz[all blZ][AﬂCl]l:[Oll 312}

asy | ag; by Co1 A

[Al|cl]2:{22 Cr2 ’[AllDl]l:{dll alz][”&lDl]z{all dlz}

22 | dy1 ap ap; dpp

olmak Uzere (3.24) esitligi ile hesaplanan determinant

det(A) = det(A) +(det([ A |By ];) +det([ A 1B, ],) )i+ (det([ A |C;],) +det([ A 1C],)) ]

+(det([ A |Dy]) +det((A |Dy],))k

seklinde de hesaplanabilir.

Not 3.11

['A1|B.L]s Al matrisinin $. situnu yerine By nin . siitununun yazilmasi ile elde edilen

matris olsun.

. ~ & @ "
Ispat : A:{A11 Alz} e M, (Hp) olmak Gzere
d1 a2

A=A1+Bli+clj+D1k=[a11 alz}{bll blZ}ijL{Cll Glz}j{dn dlZ}k
ay axp | |by by Co1 Cp2 dp; dp
seklinde yazilabilir.

det(A) = a19dpp —d1d1p

= (g9 +lygi +¢p9 j +dp1K)(@9p +bpoi +Cpp j +dpok)

—(apq +0g9i +Co1 j +dp1k) (a2 +byoi + ¢ j +d10K)
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= (@g1899 + (32092 +D1189)i + (4160 +C19829) j + (1022 + dy13p9)K )
—(@21892 + (B21b12 +bo1an2)i +(821C12 +Co1842) j +(A21012 +d1842)K)
= aq18p) — 8181 + (811D + 011397 — a1y —bgayy)i
+(811C2p + 11892 —@1C12 —C112) ]

+(aq1dpp +d11a9p —apgdip —do132)K

elde edilir. O halde

b, a
det((A |B]) = b b2 —pyjay; —byars
21 422
a1 b
det(A |B],) = apy byl a11bpp — a5
Cl1 &2

det((A 1C1]) =

=C1820 —C1& 2

C1 ap

a
det(A 1C],) = 1 = 811022 — 821012+

det(( A |Dy]) =1 X2

dy; ap

=dy1app —d132,

a1 dpp
a1 dp

det((A Dy ],) =

‘ =ay1doo —ap1dyo olmak Gizere A nin klasik determinanti

det(A) = det(Ay) +(det([ A | By ],) +det( A By ],) )i +(det( A IC,],) +det( A 1Cr],)) |

+(det( A |Dy],)+det(( A |D1],) )k

seklinde de hesaplanabilir.
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Teorem 3.14

&1 dp a3
A= é.z]_ 322 é.z3 EMg(H]D)) matrisi verilsin.
d31 d3p dg3
determinanti
by ap A ap by
[ALIB] =[by a0 a3 |,[AlB],=|a2 by
b3 ag agz| azp by
o1 @y ag] &1 Cp
[AIC] =|co1 an ax|[AlC],=|an
1C31 @3p @33 | a3 C3
dp app a3 a1 dpp
[AID] =|do1 ap a3 |,[AID],=|an dy
d3; agy as3 a3 d3p

A dual kuaterniyon matrisinin
3 a1 a3 b3
ax |, [AlBi]y=|a ax b3
233 a3 azp by
813 41 42 €3
a3 |, [AlC];=|a1 a3 C3
a33 | 1831 832 C33
a3 &1 ap O3
3|, [AID];=| 2y ap dy3
833 | 831 ag g3

olmak Uzere (3.25) denkleminde hesaplanan determinant

det(A) = det(A) +(det([A1 |By ],) +det( A By ],) +det([A | 31]3))i
+(det([ Ay |C,],) +det([ A [Cy],) +det([ A |C1]5)) |

+(det([ A |Dy],) +det([ A |Dy],) +det( A | Dy],) )k

seklinde de hesaplanabilir.

a1 dp A3

ispat : A=|4dy;
d3; dgp dz3

a1 3 93

by by b3

83 |€ M3(Hp) olmak tizere

01 Co C3| |[Oig dip Op3

A=A+Bji+Cj+Dk=|ay ayp ag|+|by by bogli+t|Cy Cpp Cp3|j+|dy dyp dyzk

a3 dyp dagg

seklinde yazilabilir.

by by b3

143

C31 C3p Cg3| |d31 O3 dg3



det(A) = 41499853 — 113,893 — 31890813 — 1810833 +p18gofy3 + g1 odg
811890833 = (817 +by1i +Cp1 j +d11k)(agp +bool +Cop j +dook)(azz +basl +C33] +d33k)

= aq182833 + (011827833 + 811020833 + Dy 18pp833)i

+(C1180p833 +811Cp833 +81187C33) | + (011820833 + 811029833 + @ 185033)k
a1183p8p3 = (g1 +by11 + €11 +dy1K)(agy +D0go1 +C3p ] +d3pk)(az3 +bogi +Co3 ) +d33k)

= ay18378p3 + (D183283 + 811037873 + 81783203)I

+(C11830803 + 311032823 +811332C23) J + (11332803 + 811030803 + 3113320 23)K
ag1apd3 = (agy +b31i +C31 j +d31k) (g +bpol +Cpp j +d2ok) (83 +by3i +C13] +dp3K)

= ag1ap)a3 + (3189783 + 831083 + 831877y 3)

+(C31822813 +831C22813 +83182C13) | + (31800813 + 831022813 +33180013)K
a21812833 = (apq + Do +Cp1 j +d21K) (a2 +byoi + 012 j +d1ok)(a33 +b33i +C33 ) +d33k)

= 81812833 + (1819833 + 81012833 + 8181 2033)I

+(C21812833 + 821012833 + 821819C33) | + (dp1310833 + 1010833 + 8131 pd33)K
p1azp813 = (A1 +DPo1i +Cp1 j +dp k) (agp +bspl +Cgp j +d3ok) (a3 + 0y 3 +Cp3j +dy3K)

= ap183p83 + (Dp1832813 + 82103081 3 + A1832Dy 3)i

+(Co1830813 + 3213233 +321832C13) | + (21830213 +Ap10303 3 +ap1332013)K
83181283 = (831 +1311 +C31 ] +d31k)(agp +byol +Cyp j +dy k) (@3 +bosi +Cp3j +dpsk)

= 83187873 + (31812873 + 831D 873 + 83181 2073)

+(C31812803 + 831C1 2803 + 83131 2C03) J + (31312803 +a31012803 + 313120 23)K

elde edilir. Bu esitlikler det(A) da yerine yazilarak
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det(A) = ayoppags — ay Dy —agDypdn3 — aibrodgs +apghapdy +ag P odns
+(brypp833 — 11839803 ~ 31809813 — D11 9833 + 11830813 + D311 803

+by 1800833 — Dy 1832873 — 31829813 — 021812833 + bp1832813 + 03181 2803
+a1100833 — 81 1D39893 — 831P2081 3 — 891Dy 2833 + Bo1b3pA 3 + 831283 )i

+( 1899833 —C11832803 — C31822813 — C21812833 *+ Co18328 3 +D3181 983
81122833 — &1032823 — 83122813 —a1C1 2833 + 821C328 3 +831C1 2823
+811897C33 — 81832C23 — 831822013 ~ 821312033 + 21832013 + 8312023 ) ]

+( ch189p833 — th1839893 — 31820813 — 01819833 + Uq83083 + 332823
+ay107833 — 811032873 — 831029813 — 81012833 + 8103813 + 831012873
+8y1899033 — 841837023 — 831899t 3 ~ 81817033 + 8837013 + 8139203 K

elde edilir.

O halde

1 A2 X3
det(A) =|ap1 ag aps
a31 az» a3

= &118p23833 — 3118323823 —Aaz182233 — A1 2833 +A21832H 3 +A31H 2303

b1 &2 &3
det((A[Bi])=bx ax a3
b1 az a3

=by1ap0a33 —by1a32a823 —b31a0033 — D213 2833 +bo1azra13 +b313 2803,

a1 b a3
det(A B],)=|ao1 by a3
agr by ags

= q1bo0a33 — 1030823 —agibooa;z —aziboazz +aribzray 3z +azibpans
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a1 3 b3
det(A 1B ];)=|ag1 @z b
ag1 ag baz

= 31130033 — 1835023 —az1a20b13 —A2132b33 +an1a320 3 +az1@1 2003

Cl1 32 &3
det((AIC1]) =lcor a2 a3
C31 @3 as3

= 11322333 — C1183233 — C31822 3 — C213 23833 + Co1@32813 + 31312803/

%1 C2 &3
det(AIC],) =[ap1 €0 a3

az; C3p as3

=811C22833 —1C32823 —a31Co23 —a21C 2833 +aA21C32 3 +a31C1 2803

a1 92 O3
det(AIC ) =[ap1 @ Co3
azp dzp Cz3

= &1892C33 — 81183203 —a31825C13 —A21812C33 +Ap1832C13 +3831812C23

di1 &y &3
det(A D) =|d21 a2 ag
d3; azy as3

= dyja0a33 —dijazrap3 —dzj@rra13 —dpi@0833 +dp18303 3 + Az 0803

ay O a3
det(A D)) =|ap1 dap a3
ag; O3 as3

= a11dp0833 — 31032803 —agz1d 22813 —aAp10d12333 +a21d32313 +ag 012803

ay ap i3
det( A IDy];) =[ag1 ap das
a3; agy ds3

= ay13p20d33 — 311832023 —ag1ax0d13 —A213 2033 + 31832013 +a313 2023
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olmak Gizere A matrisinin klasik determinanti

det(A) = det(A) +(o|et([ASl |By ],) +det([ A By ],) +det([A | 31]3))i
+(det([ Ay |C],) +det([A |C;],) +det((A 1C1])) ]

+(det([ A |Dy],) +det([ A |Dy],) +det( A | Dy ],) )k

seklinde de hesaplanabilir.
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Teorem 3.15

a1
dy1

>
Il

dn_11
L é‘nl

a2
)

dn_12
én2

dn A

él2n—1 éZn
éln -In-1 éln —-In

dn-1

€ M, (Hp)

olsun.

A dual

kuaterniyon

matrisinin determinanti

det(A) = det(A) +(S%1det([Al | Bl]S)Ji +(S%1det([A1 |c1]S)J j +(S%1det([A1 | Dl]s)jk

seklinde de hesaplanabilir.

a4 T R T
dyp Ay dony  dgp
ispat: A=| : : : :  |eM,(Hp) olmak tzere
dn_11 @n-12 dn_in-1  @n_n
L élnl énz élnn—l élnn ]
A=A +Bji+Cj+Dk
&1 &2 ... dpg A bp b bin1 bip
ap1 Ay an-1 A by by b1 bop
— . . . . + . . . . i
an-11 12 an-in-1 @n-tn| |Pn-11 Bnoa2 bh-tn-1  bh-tn
L ang a2 ann-1 ann 1 L bnl bn2 bnn—l bnn i
1 O Cn-1  Cin dig dp dip1 dip
Coy  Cp Con-1 Con dyy  dyp dyp_g  dap
+ . . . . j+ . . . . k
Ch-11 Ch-12 Ch-tn-1 Cn-in dy11 dnoa2 dn-tn1 dn-1n
L Cn1 Ch2 Chn-1 Chn ] L dnl dn2 dnn—l dnn |
seklinde yazilabilir.
1 2 3 n-1 n 1 2 3 n-1 n
Sn = O-l = ,0-2 = I}
1 2 3 n-1 n 1 3 2 n-1 n
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1 2 3 ... n-1 n
. Op =
1 n 2 ... n-2 n-1
olmak Uizere

det(A)= T S(0)ayr(1180(2)2840(3)3 " do(n)n
o€Sp

=5(01)85, (1185, (2)286,(3)3 - 80y (n + S(02)80, 11867, (2) 285, (3)3 -8, (M)n T+
...+5(0n)ags, (1185, (2)285, (3)3 8o, (M)n (3.30)
elde edilir.
$(01)a5; (1186, (2)286, (3)3 - 8oy (n)n = 411822833 -+ -8
= (g1 +bygi +Cy J +dy1k)(@np + Dl +Cpp | +dgok)(az3 + b33l +C33] +d3zk)....
...(@ngn +bpni +Cpp J +dppk)
= 811822833 ---anp
+(by1890833. .. 8nn + 811020833 ... 8py + 811800033 ... Appy ... + 811802833 ...Dy )i
+(C11899833 - .- 8pn +81C22833 - .- 8pp +311899C33 ... 8pp +---+ 311829833 ---Cppy) ]
+(thq1899833.. .. 8y, + 311022833 ... 8pp + 817899033 ...8pp +... +3g18p0833...d ), )K (3.31)

ve

Q>

S(02)8, (1019, (2)280, (3)3 -8y ()n = ~A11832823 - -8nn
=—(aqg +bygi +¢11 +dy1K)(agp + b3l +C3p  +d3k)(ag3 +bpgi +Co3j +dp3k) ...
...(@pn +bpni +Can J +dpnk)
= 811832823 --anp
—(y1830803...8np + 31030803 ... 8y + 811832003 ... 8p +... + 811830803 .. .o )i
—(C11832823 - --8nn +@11C32823 ---@nn +811832C03 -+ - 8np + .-+ 811832823 ---Cp) ]

—(d113.328.23 ...dpn +a11d32a23...ann +a11a32d23...ann +...+a11a32a23...dnn)k (3.32)
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ve
N ciftise S(op) =+1,
N tekise S(op) =-1
olup
S(on)as (180, (2)286,,(3)3 -, (n)n = S(0n)8118n2823 - --8n_1n
= (ayq +bygi +¢p1 j +d13k)(@no +bnol +Cpp j +dpok) (a3 +Posi +Cp3) +dp3K)...
+-(@n—-1n +Bn_qni +Cn_1n j + dn_1nk)
=8118n2823---8n_1n
(011802823 - 8n_1n + 81102823 -8 1 +8118n2003 -8y 1 + -+ 8182823 - Dy g
+(C118n2893 -8 10 + 81100289381 +8118n2C23 -8 1 F--- + A118n2823 --Cp_1n) ]
+(dp1a00893 .- 810 + 810n2803 ... 8y_1n + 811802023 ... 81 +--- F 1802803 ... 0,0 )K (3.33)

elde edilir.

(3.31),(3.32) ve (3.33) esitlikleri (3.30) denkleminde yerine yazildiginda
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det(A) = a18pp833.. .8y — 311830893 ...8pn +- ..+ 81872823 .- 8n_1n
+(b_|_18.223.33 .o.dpp t a11b22a33 ...dpp t a11a22b33 ...dpn ...+ a1d90d33.. .bnn

—D11830823 .- 8nn — 811032823 - -8y — 811832023 -8 — -~ 11832823 - by
o

+D11800803 -1 + 8102803 - -8n_1n +18noDp3 B g+ + 81800803 . Dy g )i

(@)

+(0_|_13.228.33 ...8nn tA11C20a33. .. +d1822C33...dpn ...+ 811922833 .. .Cp

—C11832823 .. -@pp — 811032823 ---Anp —811832Cp3 ---Appy —- .- — 1832823 --.Cppy

019802893 - -8n-1n +@11Cn2893 +-8n_1n + 81180203 -+ Bnin T+ 81132893 - C1n ) ]
+( 1820833 - -y + 811029833 .8y + 81180033 .8 +-..+ 81180833 ..Uy
—0y1830823 .- 8nn — 811037893 ---Bnp — 811837023 - 8pp —--- — 811837873 ---Upp

+0118n993.-8n 10 +2410hp893 .3y 1n +aysngUg3 .8 1y +-.+Aysdngdog...y g )k (3.34)

elde edilir.
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O halde

a) a1 an—1 n
azy ap) arn-1 an
det(A)=| : : : :
ah-11 12 An-1n-1 @n-1n
ang an2 ann-1 ann
= 8.118.228.33 v ann — 3118.323.23 v ann +...
bulunur.

+811872823---8n_1n

by & &n-1  an
by ap an-1 @
det((A [B]) =] : : : :
bh11  @n-12 ah-1n-1 @n-1n
bnl an2 ann-1 Ann
determinanti birinci siituna goére acilirsa
dyp A dn-1  dp 42 &3
a3 &3 -1 & 3  a33
det((A [By]) =big| ‘ ‘ bo=by| '
h-12 413 a1-1n-1 @n-In ah-12 13
2  an3 dn-1  ann d a3
a2 43 n-1 An
a2 az3 a2n-1 a2n
byl : : :
an-22 23 An-2n-1 an-2n
n-12 an-13 An-1n-1 an-1n
elde edilir.
az» a3 an-1 A
a32 a33 d3n-1  n
by X : X
An-12 an-13 An-1n-1 Qn-1n
an2 an3 Ann-1 Ann
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(3.35)
&p1 A
31 a3
: N E
8n-1n-1 @n-In
-1 @
(3.36)

ifadesinin determainant acgilimi yapilirsa



a3 84 ... dp Ay a3 Ay
43 A4 o Y1 3 Ay
=by| 8| P Po|mag| :
an-13 @14 -+ -In-1 an-n an-13  an-14
an3 ang -+ @ma ann an3 ang
a3 a4 ... @pa @
d33 a3 ... 8 A3
tan,| : ) : :
h-23 @-24 -+ -2n-1 Gn-2n
n-13 an-14 -+ Gn-1n-1 8p-an

bulunur. Benzer sekilde diger acilimlar da yapildaktan sonra

denkleminde yerine yazilirsa

det([ A By ],) = bi1825833 - 8nn —br1832823 - 8np +--+ br1dnoans

elde edilir.
a1 b ... @y Ay
a1 bp ... @y Ay
det(A [B1],)=| : : AW : :
ah-11 bho12 o @ @poan
an1 bn2 -+ @pn ann

determinanti birinci siituna gore acilirsa

by a3 ... apg A b a3
by, a3 ... agpy A b, a3
det(A [B],) =aq| Y : Dolmay| :
b1z @13 - @it @n bh-12 @13
b @3 - @pa am by an3

bp &3 ... apnay  an

by, @3 ... apng A

+an : :

bh-22 @23 .- @ _2n1 @2

bh-12 @13 - @1 @noan

elde edilir.
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a2n-1 an
d4n-1  n
: : +..
8n—in-1  an-1n
ann-1 8nn
(3.37)

elde edilen (3.37)

B n (3.38)
dp-1
&Bp-1 83
An-1n-1 @n-1In
An-1  mn
(3.39)



ifadesinin determinant acilimi yapilirsa

a3 ay

as3 g
dn-13 an-14

an3 ang

aon-1
a4n-1

An-1n-1 @n-1n

ann-1

n
Un

ann

by  ap3 an-1  an
by as3 a1 asp
a| . : X
bh-12  an-13 a)-1n-1 @n-1n
b2 an3 nn-1 ann
d33 a3 &n-1  a3n
a43 a4 d4n-1  &un
=ayy| by : : Do -bs
an-13 an-14 dn-1n-1 @n-in
an3 ang ann-1 ann
a3 a4 n-1  n
a33 a34 a3n-1 a3n
ih,| X : X
an-23 an-24 an-2n-1 @n-2n
an-13 an-14 dn—1n-1 @n-1n

(3.40)

bulunur. Benzer sekilde diger acilimlar da yapildaktan sonra elde edilen ifadeler (3.40)

da yerine yazilirsa

det([ A | Bl]z) = 81102833 .- 8nn — 11030893 ... By +-.. + 811b2A23 -8y 1

elde edilir.

Benzer sekilde det([Ai | Bl]s), s=2,...n—1 icin yapilir.

a1 ap a1 by
a1 ap an-1 by
det(A[By])=| : : :
an-11 an-12 an—in-1 DBn-an
ant  @n2 an-1  bnn

determinanti birinci situna gore acilirsa
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ayp Ay g by a7 3
ap A an-1 bgp ap Ay
det( A 18] ) =2y : oAy
12 13 n-1n-1 bnn 12 13
dn2  n3 a1 bmy dn2  n3
a2 A3 an-1 b
ay A ap  bop
..+an1 : : : :
an_22 423 an-2n-1 bn_2n
an-12 @13 an-1n-1 Bp-1n
elde edilir.
ay  axg an-1  bop
a3y  as3 an1  bapn
a]_l : :
an-12 a-13 an-1n-1 Pn_1n
an2 an3 ann-1 bnn
ifadesinin determinant acilimi yapilirsa
azz Az an-1 by a3 Ay
a3 Ay -1 ban 3 Ay
=a11| A : —agp
13 An-14 an_1n-1 Bn_1n a-13 an-14
an3 ang Ann-1 Brn an3 ang
3  aAx an-1  bop
a3 A an-1  bay
+an2 : : :
an_23 an-_24 an-_2n-1 bn_2n
13 an-14 An-1n-1 bn_in

-1 bln
a3n-1 b3n
n-1n-1 bnn
a1 Bn
(3.42)
an-1  bop
-1 bap
: N

an_1n-1 bn -In
Ann-1 Brn

(3.43)

bulunur. Benzer sekilde diger acilimlar da yapildiktan sonra elde edilen ifadeler (3.43)

de yerine yazilirsa

det(( Ay By ],) = &11822833 - by — 811835803 - o + -+ 9802823 - B _1n

elde edilir.
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Buradan benzer sekilde det([A1|C1]S) ve det([A&|D1]S) s=12,...n igin
hesaplamalar yaplilir.

Benzer sekilde elde edilen denklemler ve (3.35), (3.38), (3.41) ve (3.44) esitlikleri
det(A) = det(A) +(§1det([Al | Bl]s)]i +(§10|et([Al |cl]s)j i +[§1det([Al | Dl]s)jk

denkleminde yerine yazilirsa (3.34) denklemi elde edilir.

Yani A matrisinin klasik determinant

det(A>=det(&){édet([msﬂgji+[§1det<wcﬂs)]j{édet([/ﬁlDﬂS)Jk

seklinde de hesaplanabilir.

Ornek 3.31

~ |4-i+2j+k —1+i+2k
2+3j-k 2+i—j

}e M, (Hp) dual kuaterniyon matrisinin determinantini

hesaplayalim.

~ |4 -1 |-1 1] |2 O]. |1 2
Cozim: A= + i+ j+ K
{2 2} {O J [O —J [—1 O}

olmak lzere (3.29) denkleminden

A

det(A) =10+ (=2+2)i + (7—4) j+ (1-4)k =10+3] -3k
bulunur. (3.26) ile ayni olduguna dikkat ediniz.
Ornek 3.32

1-i 2-j 3-k
A=|-i+j 1-k 2+2j eM3(]H[]D)) olsun. A dual kuaterniyon matrisinin
3—-i 2+i -i—j-k

determinantini bulalim.
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Goziim: A=A +Bi+Cj+DKk

12 3] |-100 0 -1 0 0 0 1
=01 2{+|-1 0 OJi+f1 0 2|j+/0 -1 O |k
3201141 0 0 -1 0 0 -1

olmak lzere (3.29) denkleminden
det(A) = -1+ (-3—2-2)i+(6-6+7)j+(0+9+2)k
=—1—-6i+7j+11k

Ornek 3.33

. 1 2+i =
A:[3 - _:|€M2(H]D)) olsun. A dual kuaterniyon matrisinin determinantini
—-j 2+i

bulalim.

- ~ (1 210 1] (0 O]. |0 O
Cozim: A= + i+ j+ k
s oo o5 ofio o

olmak Uzere (3.29) denkleminden
det(A) =—4+(0-2)i+(2+0) j+ (0+0)k =—4—2i +2j

bulunur.
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1
Simdi A dual kuaterniyon matrisinin determinantini farkli bir yol ile elde edelim:

Teorem 3.16

A:[érs]:A1+Bli+Clj+leeMn(Hm)) dual kuaterniyon matrisinin determinanti,

A regiler matris olmak Uzere

det(A) = det(A))(L+iz(A Bi +iz(A1C)) j +iz(A Dyk) (3.45)

seklindedir.

ispat : A= A +Bji+Cij+DkeM,(Hyp) icin A regiiler oldugundan

A=A (1+A B+ ATC i+ AT'DK)

olmak lizere

det(A) = det(Ay (1 + A 'Byi+ A Cpj+ A Dik))
veya

det(A) = det(A) det (I + A Bji+ AC j+ A Dk) (3.46)

yazilabilir.
P= Al_l(Bli +C1j+Dk) =[] olmak uzere

det (I + A (Bji +Cy j + Dk)) = det (1 + P)

: 1 P2 -+ P P
1 ..00 Por P22 o Ponr Pon
_ SRR I : . : :
O | Ph-1z Pn-12 -+ Pntnt Pn-tn
ﬁnl an pnn—l ﬁnn
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L+P1 P2 P1n—1 P1n
o1 1+ Py Pan-1 P2n
P11 Prot2 o+ 4Pt oo
Pra Pn2 Pnt 1+ P
olur. Bu determinant birinci satira gore acllirsa,
1+ P P23 Pan P21 P23 Pan
. P32 1+ P33 Pan | . |P31 1+P33 P3n
=@+ P)| . : . |7 P2) . : :
Pn1 Pn3 1+ Pnn Pn1 Pn3 1+ Pnn
P21 1+ Poo Pon-1
. P31 P32 P3n-1
ot Pl :
fJnl f)n2 f’nn—l
olup
P21 P23 P2n
5 14 B .
p?,l .p33 p_3n determinanti birinci satira goére acildiginda fy, ile
Pn1 Pn3 1+ Ppn

carpilacak olan ifadelerde pure dual kuaterniyon terimleri oldugundan

P21 P23 Pan
. |P31 1+ P33 P3n
P12 . : :

Pn1 Pn3 1+ Pnn

ifadesinin sonucu sifir olur. Ayni sekilde yukaridaki ifadenin saginda kalan ifadelerin de

determinanti sifir olur. Buradan

1+ P22 P23 P2n
A D 1+p D
det(l +P) =+ pyy)| "2 P Pan
Pn1 Pn3 1+ Pnnly_1xna
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elde edilir. Elde edilen ifadenin de ayni sekilde determinanti birinci satira gore

acildiginda ayni islemler tekrar edeceginden

det(l + P) = (1+ Pyy) 1+ Ppo)... L+ Prp)

elde edilir. Buradan

det(l +P) =1+ Py + Pop +...+ P
=1+iz(P) =1+iz(A *(Bji + Cy j + Dik))
=1+iz(A B+ A Cyj+ ATTDK)
=1+iz(A ' Byi) +iz(A'Cyj) +iz(A 'DIK)
=1+iz(A'By)i+iz(AT'Cy) j+iz(A DK

bulunur ve

det (I + A B+ A C j+ A TTDK) =1+iz(A B)i +iz(AC)) j +iz(A 1Dk
elde edilir.

(3.47), (3.46) denkleminde yerine yazilirsa

det(A) = det(A) (L+iz(A 'By)i +iz(A 'Cp) j +iz(A Dy)k)
elde edilir.

Sonug 3.20

~ 311 ap ) - .

A=| 7 |eMy(Hp) olmak lizere (3.45) esitligi gecerlidir.
dp1 a

ispat : det(A) = é‘llé‘ZZ - 321312

= (ayg +bygi + 011 +d1k)(agp +booi +Cpp j + k)

—(agq +bgqi +Cpq1 j +do1K) (@12 +byoi + 1 j +di9K)

(3.47)

= (aqgapp + (aqqp +by18307 )i + (aq1C0 +C11827) j + (8g1d2p +dpgap) )k)
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— (@181 + (Bp1b12 +bp1an5)i +(B1C12 +Co1an2) j + (81010 +dp1a0)K)
=ay18)7 — 1317 + (11020 +byga90 —ap1byy —0y1ay))i

+(811Cp9 + €189 —A21C1p — Cp1812) j + (819099 + dy1899 — Bp1d10 — dpgay )k

_det(A) | 1+ (811092 +P11892 ~agbp ~By181o) . . (811020 + Q11890 ~ 100 ~Crfa) -
det(A) det(A)

_ (811d9p + 01589 —ap101p —dp215) |
det(A)

bulunur. Buradan

A & " _ a —a .
:{ 11 12} ise 1 1 { 22 12} olmak Uzere

a1 ap Cdet(A) | a1 ap
Al = #{ ap —a } {bll b2 } _ 1 { agobyy —agobyy  apobyy —agoby
det(A)) | —ao1 @11 | bo1 bop | (811820 —8p1342) | —a2ibyg +a11021  —apbyp +aq9bop
veya

i2(A 1By = 8oy — @101 —ap i) +a3by)
811822 — 82182

elde edilir. Ayrica

@ a —a .
:{ 11 12} ve -1 =#{ 22 12} olmak Uzere
a1 Ay det(A)| —ap1 a1
Al_lcl __ 1 { a —312}[011 012} _ 1 { appC11 —a12Cx1 a0 —32Ch)
det(A)) | —821 &1 [[Co1 Coo| (31782 —@21342) | —821C11+811C21 —@1C12 +&11C20
veya

i2(A"lC,) = apbn1 —81pbp1 — 81ty +89305)
81822 — 82182

elde edilir.
g @ a —a .
:{ 11 12} ve A L= 1 [ 22 12} olmak Uzere
a1 det(A)| —ap1 a1
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AlD =

agy  —app || d;p dpo 1 agolhy —agpdpr  aglip —agpdp)
det(A)

-1 a1 || Oy Oy | (g98p0 —@x181p) | —ap101q +3q1dy;  —apqdip +a1da)

veya

a1y 8011 —&9Upg —apgdip +a19dy)
iz(A "Dy) =
@187 — 2182

elde edilir. O halde bu esitlikler yardimiyla

det(A) = det(Ay) (L+iz(A By )i +iz(A'Cy) j +iz(A DpK)

esitliginin saglandigi gosterilmis olur.

Sonug¢ 3.21

q=a+bi+cj+dk eHp icin | q|=|a| oldugu bulunur.

A= A +Bi+Cj+Dk e My (Hp) matrisinin determinant det(A) € Hp oldugundan
Hdet(A)H — |det(Ay)| (3.48)
elde edilir.

Ornek 3.34

. {4—i+2j+k —1+i+2k

= ] .. |€My(Hp) dual kuaterniyon matrisinin determinantini
2+3]-k 2+1— ]

(3.45) yardimi ile hesaplayalim.

. 4 -1 -11 2 0 1 2 .
Cozim : A = 2 2|’ B = 0 1,C1: 3 _1,D1: 10 olmak lizere

1 1062 01 .
A= oldugundan

0,2 0,4
02 03 07 -0.1 0.1 04
-1 -1 -1
= ’ C = ’ = ) d t :10,
AT {0.2 0.2} AT {0.8 —0.4} A0 {—0.6 —0.4} A

A

det(A) =10(1+0i +0.3]—0.3k) =10+3 — 3k

elde edilir.
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Ornek 3.35

1-i 2-j 3-k
A=|-i+j 1-k 2+2j eM3(]I-]I]D)) olsun. A dual kuaterniyon matrisinin
3-i 2+i -i—j-k

determinantini (3.45) yardimi ile hesaplayalim.

12 3 -1 0 0 0 -1 0 0 0 -1
Gozim : A={0 1 2|, Bj=|-1 0 0|, C=[1 0 2|, D=0 -1 0
320 -1 1 -1 0 0 -1 0 0 -1
olmak Gzere
4 6 -1 3 11 6 -4 11 0 6 -3
At=|-6 9 2[AB=5 2 2| ,A'C=|9 6 16 [AD=[0 9 4
3 4 -1 2 11 £V 3 & 0 4 -2
olup

A

det(A) = —1(1+6i—7 j—11k) =—1-6i+7 j +11k
elde edilir.

Ornek 3.36

~ 1 2+i -
A:[3 - }EMZ(HD) olsun. A dual kuaterniyon matrisinin determinantini
—j 2+

(3.45) yardimi ile hesaplayalim.

Coziim s AL 2/4 2/4 A~lB -2/4 2/47[0 1] [0 ©
’ | 3/4 -1/4) 1 3/4 -1/4(l0 1| |0 2/4)

1 -2/4 2/41]0 0| |-2/4 0 .
A C= = olmak tizere
3/4 -1/4]|-1 0 1/4 0

A 1. 1.
det(A)=—-4(1+=i—= j+0k
(A) ( S5 )

=—-4-2i+2]

elde edilir.
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uzaylarinin baz elemanlarinin determinantini inceleyelim:

i) Mg (R) uzayinin baz elemanlarinin determinanti 0 dir.

i) S4n(R) uzayinin baz elemanlarinin {mi,mf,s}aj,mk } determinantini hesaplarsak

det(;) =0, det(R;)=0 ve det(R;)=0

det(9R;) = det(1,,) det(1,,) det(1,,) det(1,) = (det(1,))* =1,

elde edilir. Simdi genel olarak Sy, (R) uzayinda her

A Oy
w. | B A
BA_ C Oy
Dy 0,
AeMR) ve

o

=}

O}jo

>

On
On
On
A O,
B oA
ATl o,
Dy O,

o
>

O}DO

n

€ Sypn (R) matrisinin determinantini hesaplayalim:

jn

o O o
>

€ S4n(R) olmak tzere Rj; matrisinin
n

A

determinantini dncelikle N =1,n =2 icin hesaplayalim:

n=1icin A =ay; € My(R) olmak tizere R 3 matrisinin determinant,
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det( ;) =| 2

a1

azy
ay

elde edilir.

n=2 igin

Alz[all

i)
a1 ap

0

A1
0

0

le

0
0

a1
0

0
0
0

~ (ay1)" = (det(A))*

N1lay4

olmak Uizere mA matrisinin

det(% ;) =

determinanti birinci satira gére agilim yapilarak hesaplanirsa

det(% ;) =

a1
a1
byy
boy
1

a1
a1
b1
by
G1

=d1|G2

a2
a2
P
bao
12

Lo smforlen il
0 0 0 0 0 O

0 0 0 0O 0 O

1 & 0 0 0 O

B a»p 0 0 0 O

0 0 a7 &, 0 O

0 0 ay ap 0 0

0 0 0 0 o7 &

0 0 0 0 ay apjgg,

a, 0 0 0 0 0 O

a3 0 0 0 0 0 0

bp @ @, 0 0 0 0

by ay apy 0 0 0 0

Gp 0 0 a; a 0 O

Crp 0 0 ay ay 0 0

dp 0 0 0 0 a7 &

dp 0 0 0 0 ay apge
0 0 0 0 0 0 851
aq; & 0 0 0 0 byy
a ap 0 0 0 O (%
0 0 ay a 0 O0-ap0y
0 0 ay ayp 0 0 Co1
0 0 0 0 a7 & dig
0 0 0 0 ay ap doq

{dn dio
dp; doo

0 0
0 0
0 0
&1 &2
a1 8
0 0
0 0

}EMz(R)




a1 9 0 0 0 0 G 0 0 0 0
dy1  ay 0 0 0 0 dgr dp 0 0 0 0
0 0 a1 92 0 0 0 0 1 A2 0 0
=311 a9 —adpay
0 0 dgq doo 0 0 0 0 dp1 Ay 0 0
0 0 0 0 a1 9 0 0 0 0 a1 92
0 0 0 0 dp1 ap 0 0 0 0 dgq do

0 0 A1
=(qq189 —pa 3.49
(811822 — 812 871) 0 0 ay ap 0 O (3.49)
0 0 0 0 dq1 92
0 0 0 0 dp1 dpo

elde edilir. Burada

1 &2

0 0 0 0
0 0 0 0 3.22 0 0 0 0 8.21 0 0 0
3 3 0 0 0 all a]_z 0 0 0 all 3.12 0
11 812
o a0 o0 2 3 0 040 ay ap 0
(2)1 82 4 3 0 0 0 all a12 0 0 0 all 3.12
11 12 0 0 0 8.21 322 0 0 0 a21 8.22
0 0 3.21 3.22
a; ap 0 0 a1 8 0 0
8 apy 0 0 a1 ap 0 0
=118 —&pdn
0 0 &1 ap 0 0 & ap
0 0 ay ay 0 0 ay ay

all 3.12 0 0
do1 aAx 0 0

=(g1a99 — Qo a
(81182 —a12871) 0 0 ay ap
0 0 dy1 doo

3
= (ag1a2 —ay2a1)

bulunur. O halde

det(9R ;) = (41897 — arpap1)* = (det(A))*

elde edilir.
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Simdi ise en genel halde verilen S4,(R) uzayinin bir iRA elemaninin determinantini

hesaplayalim:
Aﬂ. On On On
M- (R A:BlAlOnOn Imak i
A eMp(R) ve Ri c, 0. A O, € Syn (R) olmak iizere
D, 0, 0O
A [0, 0, O
det(3 ;) = " " =det(A)[0y | A Op|=(det(A))t| P
C1 0n ASL 0n 0 0 A& 0n Al
Dy [0h Oy A ne
= (det(A))"*
elde edilir.
Sonug 3.22
A=A +Bji+C;j+Dk e My (Hp) olmak tzere
det(% ;) = (det(A))* (3:50)
dir.
Sonug 3.23

A=A +Bji+C;j+Dk e M, (Hp) olmak iizere (3.48) ve (3.50) denklemlerinden

(3.51)
A)

Hdet(A)H4 = det(R

elde edilir.
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3.6 Dual Kuaterniyon Matrislerin Tersinin Hesaplanmasi

Bu bélimde Az[érs]e M, (Hp) dual kuaterniyon matrisinin tersi Ek Matris ve Reel
Matris temsili yardimi ile hesaplanacaktir.

3.6.1 Dual Kuaterniyon Matrisin Eki ve Ek Matris Yardimiyla Matrisin Tersi

Tanim 3.21

A:[érs] e M, (Hp), det(A) pure olmayan bir dual kuaterniyon olacak sekilde bir dual
kuateniyon matris olsun. A dual kuaterniyon matrisinin transpozunda elemanlarinin

yerine kofaktdrlerinin yazilmasiyla elde edilen matrise A nin ek matrisi denir ve €k(A)

ile gosterilir. Kisaca bir matrisin eki igin

r A A A _T
Al A2 - A
A22 con A2n

ek(A) = Afl

A

Ar Az Al

yazilabilir.

Teorem 3.17

Az[érs] € M,,(Hp) (pure olmayan) dual kuaterniyon matrisi verilsin.

Aek(A) =ek(A) A=det(A)l, (3.52)
dir.
TR an .. : o
dpp dp aon Ar Py o A o Ay
ispat: Aek(A)=| = c A2 A 2 o A2
41 a2 din || : : :
A A: O An Ao Ajn - A |
[8n1  @n2 dnn

carpimi yapilirsa Aek(A) matrisinin (r,S) bileseni

Crs =ar A +8r2As0 +++++am A
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olarak bulunur. Eger

r=s ise Aek(A) ifadesinin (r,s) bileseniigin a.4Ay +4a,,As ++-+ & Aq =|A

s ise Aek(A) ifadesinin (r,s) bileseniigin (3.28) esitligine benzer olarak

ar A +arpAsp +o+amAyy =0

elde edilir. O halde

det(Ay 0 ... 0 10 ...0
N A o1 .0 .
hek(hy=| O ®A 0T ey | = det(A) i,
0 0 .. det(A)] 00 ..1

elde edilir. Benzer sekilde ek(A) A dual kuaterniyon matrisinin (r,s) bileseni igin

PP ;L det(A), r=s
Pyrdgg + Agrdpg ++ -+ Anrang :{

0O, r=s
yazilabilir. O halde ek(;’:\)A:det(,’:\)rn bulunur.

Teorem 3.18

A=[4,s]=A +Bji +Cyj+ Dk e M, (Hp), det(A) pure olmayan bir dual kuaterniyon

A

olacak sekilde bir dual kuaterniyon matris olsun. Bu durumda det(A) #0 olmak tizere

(det(A) = a+bi +cj + dk = det(A)(L+iz(A " B)i+iz(A Cy) j +iz(A 1DK)

oldugundan det(A) #0 veya a#0)

Al 1A ek(A) (3.53)
det(A)

dir.

ispat : Aek(A):ek(A)A:det(A) fn oldugunu biliyoruz. det(A) =0 oldugundan
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Al —L ek(A) |= L ek(A) |A=1T, elde edilir.
det(A) det(A)
Bir dual kare matrisin tersi tanimindan

Ato_ L ek(A)
det(A)

elde edilir.
Not 3.12

1) A dual kuaterniyon kare matrisinin tersi varsa A matrisine regiler matris denir.

Teorem 3.2 geregince det(A)) #0 oldugundan A ya regiiler matris denir.

Not 3.13

Az[érs] € M, (Hp) dual kuaterniyon kare matrisi verilsin. det(A) =0 olmak tzere

k(%)

-1 _
(R3) = deuw (det(R;)lan =Rz ek(RR))

i)
olmak lzere reel matrisler icin yazilabildigini biliyoruz.
Teorem 3.19

A=[4.]eM,(Hp) pure olmayan dual kuaterniyon matrisi olsun. det(A;) #0 olmak

Uzere

det(ek (A)) = det(A)" (3.54)

dir.

Ispat : (3.52) ifadesinin her iki tarafinin determinanti alinirsa,
det(A ek(A)) = det(ek (A) A) = det(A)"

olup

det(A) det(ek (A)) = det(ek (A)) det(A) = det(A)"

elde edilir. Buradan
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det(ek (A)) = det(A)"
bulunur.

Sonug 3.24

A:[érs] € M, (Hp) dual kuaterniyon matrisi verilsin. det(A) # 0 olmak tizere

— (3.55)
N5 ek(R ;) = n—\lf Hdet(ek(A))H l4n = det(R ;)14

dir.
. ~ 14
ispat : det(iRA) lan =R3 ek(iRA) oldugunu biliyoruz.  det(R ;)= H det(A) H

oldugundan

H det(A) H4 lgn =% ; ek(R (3.56)

A)

elde edilir. (3.54) denkleminin her iki tarafinin normunun doérdiinci kuvveti alinirsa
A4 An—14

|det(ek (A)| =Hdet(A) H

bulunur.

det(A) =a; +byi+¢;j+ ik olmak uzere

Hdet(ek(A))H4 _ ‘ 2"+ 8" 2 (n—Dbyi + 2" 2 (n—1)cy j + 8" 2(n —1)d1k)H4

elde edilir. Buradan
oot o
elde edilir.
e -
olup

=]
Jaetcex (A = [“det(A)“4jn
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bulunur. Buradan

det( ) =|det(A)|" = " |detcek (A (3.57)

elde edilir. Buradan (3.57) ifadesi (3.56) de yerine yazilirsa

R ek00;) =" Joet(ek (A)] 14 = et )1y

elde edilir.

Ornek 3.37

~ [4-i+2)+k 1+i+2k
2+3j-k 2+1—]

}e M, (Hp) tersini ek matris yardimi ile bulalim.
Coziim : det(A) =10+3j -3k,

My =(D?@+i-j)=2+i-],

A1 =()3@2+3j-k)=-2-3j+k,

Aoy = (=13 (-1+i+2K) =1-i—2k,

Ap=CED*A-i+2j+k) =4—i+2j+k

ve

ek (A) =

24i— —2—3j+kT {2+i—j 1-i-2k
= (3.58)

1-i-2k 4-i+2j+k -2-3j+k 4-1+2j+k

olup (3.53) denkleminden

2+i—j 2+i—j 20+10i—-16j+6k 1 1. 16 . 6
- = _ = =—+—i-— j+—=k,
10+3j-3k 10+3j-3k 102 5 10 102 102
(10-3 j+3k)
1-i—2k 1 1. 3 . 17
—— = ——i-—— j——k
10+3j—-3k 10 10 102 102

2-3j+k 1 24 . 4
—_=____J+_kl
10+3j-3k 5 102" 10%
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4—-i+2j+k 4 1. 8 . 22

- i+— j+—
10+3j—3k 10 10 102 102

ve
1 1. 16 6 1 1. 3 17
il B B =k
~q |5 10 1027 102 10 10 1027 102
| 1 24, & 4 1. 8 . 22
e A P S i+
5 102 102 10 10 102" 102
elde edilir.
1 1. 16. 6. 1 1. 3 . 17
Y . ol It =K~ -
~aq | A=i+2)+k 14142k |5 10 1027 10 10 10 10c° 10
Saglama: AA "= . o
2+3j-k  2+i-] 1 24. 4 4 1. 8 . 22
————j+t—=k =—=i+t—=j+—
5102 102 10 10 102" 102
10
1o 1)
Ornek 3.38

2x2 tipindeki A=

4—-i+2j+k -1+i+2k
2+3j-k 2+i— ]

} dual kuaterniyon matrisini distinelim.

Bu matrisin reel matrisin tersi yardimi ile bulalim.

Coziim : A matrisini su formda yazalim:

A:AL+ Bji+C;j+ Dk

1o 2o e Al ok

Sonug olarak; A ’nin reel matris temsilleri su sekilde bulunur:
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4 -1 0 0 0 0 O
2 2 00 0 00O
-1 4 -1 0 0 0
%20122000
Al2 000 4 -0
3 .10 0 2 20
1 2 0 0 0 0 4
-1 0 0 0 0 0 2

o O O O o o

-1
2 |

det(A) =10+3j 3k, det(A) =10—3j+3k,

ve
det(A) det(A) =100

olup

det(% ;) = (det(A)det(A))? = | det(A)

elde edilir.

2000 —2000 1000

1000 4000 -1000
0 0 2000
0 0 1000
ek(R3) = 0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0

0 -1600
-1000 -300
—2000 0
4000 0

0 2000

0 1000

0 0

0 0
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—2400
800
0
0
—-2000
4000
0
0

4 — 14
4 H det(A) H ~10000 £ 0

600 400 |
-1700 2200
0 0
0 0
0 0
0 0
2000 —2000
1000 4000 |




(2000 1000 O 0 0 0 0 0
2000 4000 O 0 0 0o 0 0
1000 -1000 2000 1000 O O 0 0
| 0 -1000 -2000 4000 O 0 0 0
“|-1600 -300 0 0 2000 1000 O 0
2400 800 0 0 -2000 4000 0 0
600 -1700 0 0 0 0 2000 1000
| 400 2200 0 0 0 0 —2000 4000

15 10 0 0 0 0 0 0

1/ 410 0 0 0 0 0 0

110 -1/10 1/5 1/10 0 0 0 0

ek( 3) 0 110 -1/5 4/10 0 0 0 0

Al det(®;) |-16/100 -3/200 0 0 1/5 1/10 0 0

24/100 8/100 0 O -1/5 4/10 0 0

6/100 -17/100 0 0 0 0 1/5 1/10

| 4/200 22/100 0 0 0 0 -1/5 4/10]

elde edilir. Buradan

1 1. 16. 6. 1 1. 3 . 17
el B SR el PR Sl
A1_|5 100 1027 102 10 100 1077 107
1 24 4 4 1. 8 . 2
S 4 1. 8. 2,
5 1027 102 10 10 102 102
bulunur.
Ornek 3.39
~ [4-i+2j+k —1+i+2K M., (Hp) icin (3.74) esitligini inceleyeli
B IgIn \5. itligini in im.
243j—k  24i—j | 2RI esitligini inceleye
A 2+i—] 1-1-2k
ek(By=| “Tod o A
—2-3j+k 4-i+2j+k

det(ek(A)) =10+3j -3k,
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"Y|det(ek (A 140 =10% 14, =10%14,

elde edilir.

Ornek 3.40

. {4—i+2j+k —1+i+2k

= M, (Hp) icin (3.56) esitligini inceleyelim.
243k 2+i—j}€ 2 (Hp) icin (3.56) esitlig y

4 1000 00 0J[2000 1000 0 0 0 0 0 0
2 200000 0|/-2000 40 0 0 0 0 0 0
11 4100 0 012000 1000 2000 000 0 0 0 0
00122000 0| 0 1000200400 0 0 0 0
A=, 0 0 04 10 0fae00 30 o0 0 200 2000 0 0
3 1002 20 0||-2400 80 0 0 2000 4000 0 0
1 20000 4 -1/600 -1700 0 0 0 0 2000 1000
1000002 2|40 20 0 0 0 0 -2000 4000

(10000 0 0 0 0 0 0 0
0 10000 O 0 0 0 0 0
0 0 10000 O 0 0 0 0
0 0 0 10000 O 0 0 0 4
- =10" 4y,
0 0 0 0 10000 O 0 0
0 0 0 0 0 10000 O 0
0 0 0 0 0 0 10000 O
| 0 0 0 0 0 0 0 10000 |
bulunur.
RN ek(R ) =10% 14,
olup (3.56) denkleminin saglandigi gorulir.
Ornek 3.41
1-i 2-]  3-k
A= -i+j 1-k 2+2j | eM3(Hp) dual kuaterniyon matrisinin tersini ek matris
3-i 2+1 -i—-j-k

yardimi ile bulalim.
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Coziim : det(A) =—1-6i+7 j+11k,

1-k  2+2j o
= (-1 =—4-3i-5j—Kk,
A= —i—j—k‘ :
I B PP
S TR I
Si+j 1-k o
=(-1* =-3-i+2j+3k,
S M PP :
2-j  3-k .
Ay = (-1)° =6+51+2],
1= ik :
2— ] 3-k A
Aoq = (=1)3 =6+5i+2],
=07 ik J
1-i 3-k
Ay, = (-1) =-9+2i—j+2k,
22 =017, —|—j—k‘ j
1-i 2] y
Agg = (-1)° =4-i-3j,
Sl P .
2-j 3-k .
= (-1* =1+2j+4k,
Par=CT, 2+2j‘ el
1-i  3-k
=(-1)° =—2-i+]j,
Fo = 2+2j‘ :
Ags = (-1)° L2700k
I W

ve

4-3i-5j-k  6-2i+6] —3-i+2j+3k]|
ek(A)=| 6+5i+2] -9+2i—j+2k 4-i-3j
1+2j+4k —2—i+] 1+i-2j—k

-4-3i-5j-k 6+5i+2] 1+2j+4k
ek(A)=| 6-2i+6] —9+2i—j+2k -2-i+]
-3-i+2j+3k  4-i-3j  1+i-2j-k
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olup (3.53) denkleminden

-4-3i-5j-k  -4-3i-5j-k
-1-6i+7j+11k -1-6i+7j+11k
(~1+6i—7 j-11k)

=4+(-24+4)i+(28+5)j+(44+1)k =4—-21i+33j+45k,

6+51+2)  _ . 31i—44j—66k,
—1-6i+7j+11k

172)+24K _ _ 1. 6i—9j—15k,
—1-6i+7j+11k

6-21+6] _ g, 38i_48j_66k,
-1-6i+7j+11k

6-21+6] _ 4, 38i_48j—66k,
—1-6i+7j+11k

9+21-1+2K _ o 56164497k,
—1-6i+7j+11k

—2—i+j . .

e —2-11i +13j + 22k ,
—-1-6i+7j+11k

—8=i+2i+3K 5 17419 +30k,
—1-6i+7j+11k

A=1-3) 4 o5i-25)— a4k,
—1-6i+7j+11k

1i=2j-K 4. si_5j-10k
—1-6i+7j+11k
olup

4-21+33)+45k —6+3Li—-44)j-66k —1+61—9)—15k
A= —6+38i—-48j—-66k 9-56i+64j+97k 2-11i+13j+22k
3-171+19)+30k —4+251—-25j—-44k —1+51-5]-10k

elde edilir.

-i 2-j 3-k 4-211+33)+45k -6+31i-44j-66k -1+6i-9)-15
Saglama: AR = -i+) 1-k  2+2) ||-6+38i-48)j-66k 9-56i+64)+97k 2-11i+13j+22k
3-1 2+ —i-j-k|| 3-17i+19)+30k -4+251-25j-44k -1+5i-5j-10k
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o 1)

2-]

Ornek 3.42
{

€ M3(Hp) icin (3.56) esitligini inceleyelim.

3-k
2+2]
-i—j-k

1-k
2+i

—i
—i+ ]
3—i

OO0 O0OO0OO0OO0O0O0OOMmMAO
OO0 O0OO0OO0OO0O0O0OWNHN
OCO0OO0OO0OO0OO0O0O0OOdHOM
OCOO0OO0OO0OO0OMmMNOOOO
OCO0OO0OO0OO0OO0ONAHNOOO
OCo0oO0OO0OO0OO0HdOo®mOoOoo
OO O®mMNOOOOOOO
OCoOoONA4NOOOOOO
OCoOO0OHOmMOOOOOOo
mNooo Joa T T oY
N4 NOOO FJo0oo0o0o 7o
dom T 77040000
| | |

<

&

AL’

= det(%R )R ;

ek (R 3)

1,

det(iRA)

6 4 -6 -1
-11 6 9

-21 31
38

—56

0
0

-1

0
4

-1
0

4
0

3
0
0
0

5
-9
13
)
-15 0
22

—44

-17 25
33

48 64
19
45

0
4

3 -4 -1

0

—25
—66

-1

—6

0

0

0

-66 97

3 4 -1

0

0

0

-44 -10 O

30

ek(SRA)

olup
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R; ek(Rz) =1,
elde edilir.
det(ek(A)) =1+12i-14j—22k,

n=3,

3 Joet(ek(A)] 140 = 12,

oldugundan

R k(%) = n—\lj Hdet(ek(A))H4 »

dogrulugu gorulmds olur.

180



2x2 tipindeki bir dual kuaterniyon matrisin tersini bulma (PRATIK YOL)

~ | & & . I . .
A:{ 1 Alz} e M, (Hp) pure olmayan regller matrisinin tersi pratik olarak,

dy1 Ay
Al 1 [322 _312}: 1 [322 —312}
det(A)|[—8x1 &1 | &qdpp —dpp8p1 | —dx1  ann
seklinde bulunur.
Ornek 3.43
~ | 4-1+2]j+k —-1+i+2k N .
S ) 7, det(A)=10+3j—3k
2+3j-k 2+i—]
o 2+01— | 1-i—2k
Coziim : A_l=;_ i _J . .
10+3j—3k|—2-3j+k 4—-i+2j+k
1 1 16 6 1 1 3 17
S (R _k L AR ik W
|5 10 1027 102 10 10 10?2 102
4 1 24 4 4 1. 8 22
=y Sk L2 L
5 102 102 10 10 102" 102
1 16 . 6 1 1 3 17
I ol —_ S it— - -k
AR 4-1+2)+k -1+i+2k||5 10 10 10 10 10 10 10
243j-k  2+4i-] 1 24 . 4 4 1. 8. 2
5 1027 102 10 10 102" 102
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3.6.2 Dual Kuaterniyon Matrisin Tersini Reel Matris Temsili ile Bulma

A

ABeM,(Hp) iin, eger AB=BA=I, ise B matrisine A matrisinin tersi denir. Tersi
olan A matrisi terslenebilir (singiiler olmayan) matris olarak adlandirilir.

Dual kuaterniyon matrislerin tersi reel matris temsilinin tersi kullanilarak bulunacaktir.
Dual kuaterniyon matrislerin tersi su sekilde bulunur:

Sonug 3.25

AeM n (]HI]D)) matrisinin tersi var ise, Teorem 3.9 geregi ‘.RA matrisinin de tersi vardir

ve Teorem 3.9 ile Teorem 3.8 in (vi). 6zelliginin sonucu olarak

Ao Op

On 0n
B, A 0, O
T DG U . S (3.59)
A C2 0n A2 0n A
D2 0n On A2

olup ve A matrisinin tersi
A~ = A, +B,i +C, j + D,k olarak elde edilir.

Ornek 3.44

. {4—i+2j+k —1+i+2k

= e M-, (H dual kuaterniyon matrisinin tersini reel
2+3j-k  2+i-] } 2(Hp) Y

matris temsilinin tersi yardimi ile bulalim.

Coziim : A matrisini su formda yazalim:

A=A +Bi+Cj+Dk

1o 2o e Al ok

Sonug olarak; A ’nin reel matris temsilleri su sekilde bulunur.
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4 -1 0 0 0 0 0 O]

2 2 0 0 0 0 0 O

-1 4 -1 0 0 0 O
%=°1220000
Al2 00 0 4 -10 0

3 100 2 2 00

1 2 0 0 0 0 4 41

-1 0 0 0 0 0 2 2|
olup

det( ;) =10000 %0

elde edilir.

Yani ERA terslenebilirdir. Bu nedenle A da terslenebilirdir.

ERA'nm tersini kullanarak, A=’ su sekilde buluruz:
-1

R ~ =

Ry =R,

Oncelikle mA—l MATLAB ile hesaplanarak

2710 1/10 0 0 0 0 0 0

-2/10 4110 0 0 0 0 0 0

1/10 -1/10  2/10 1/10 0 0 0 0

(ER ) )—1 _ 0 -1/10 -2/10 4/10 0 0 0 0
A -16/100 -3/100 0 0 2/10 1/10 0 0

-24/100 8/100 0 0 -2/10 4/10 0 0
6/100 -17/100 0 0 0 0 2/10 1/10
| 4/100  22/100 0 0 0 0 -2/10 4/10]

seklinde elde edilir. (3.59) denkleminden

s1_[ 20/100 10/100] [10/100 ~10/1007. [-16/100 -3/100], [6/100 -17/100]
"1 -20/100 40/100 0  -10/100| |-24/100 8/100 |® |4/100 22/100
1 {20+10i—16j+6k 10—10i—3j—17k}

T100| —20-24j+4k  40-10i+8]+22k
bulunur.
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Sasl AR-L {4—i+2j+k —1+i+2k} 1 [20+10i—16j+6k 10—10i—3j—17k}
aglama : =

2+3j-k  2+i—j |100| —20-24j+4k  40-10i+8j+22k
10
o 1)

1-i 2-j 3-k
A= -i+] 1-k  2+2] | dual kuaterniyon matrisinin tersini reel matris temsili yardimi
3= 2+i -i-j-k

Ornek 3.45

ile bulalim.

123 |-100 0 -1 0 0 0 -1
Cozim: A=[0 1 2|+[-1 0 O0li+|1 0 2|j+/0 -1 0 |k olmak tzere
320|-11-1 0 0 -1 0 0 -1

1 2 3 000O0O0OO0OO0OTU 0O
0O 1 2 00O0O0OOUO0OUO0OUO0O
3 2 0 00O0OO0OOUO0OUO0OO0O
-1 0 0 123000000
-1 0 0 01 2000000
%:—11—1320000000
Ao -1 0 00012 3000
1 0 2 000012000
0 0 -1 000320000
0O 0 -1 000O0O0OTO0TZ12 3
0O -1 0 000O0OO0OUOUO12
|0 0 -1 00 00O0O0 3 2 0]
dir.
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4 -6 -1 0 0 0O O O O O O O
-6 9 2 0 0 0 0 0 O 0 0 O

3 4 -1 0 0 0O 0 0O O O 0 O

21 31 6 4 -6 -1 0 0 0 0O 0 O

3 56 -11 -6 9 2 0 0 O 0 0 O

@)t -17 25 5 3 -4 -1 0 0 0 O O O
A 33 -4 -9 0 0 0 4 -6 -1 0 0 O
48 64 13 0 0 O -6 9 2 0 0 O

19 25 -5 0 0 O 3 -4 -1 0 0 O

45 -66 -15 0 O O O O O 4 -6 -1

66 97 22 0 0 O O O 0 -6 9 2

130 44 -10 0 0 O O O O 3 -4 -1f

olup (3.59) denkleminden

4-21i+33j+45k —6+31i—44j-66k —1+6i—9j—15k
Al=|-6+38i-48j-66k 9-56i+64j+97k 2-11li+13]j+22k
3-17i+19j+30k —4+25i-25j—44k —1+5i—5j—10k

elde edilir.

-1 2-] 3-k || 4-21i+33)+45k —6+3Li-44j-66k -1+6i—9j-15k
Saglama: AR = —-i+] 1-k 2+2j || -6+38i-48j-66k 9-56i+64j+97k 2-11+13]+22k
3-i 2+ -i-j-k|| 3-17i+19j+30k —4+25i-25j-44k -1+5i1-5]-10k

Ornek 3.46

1+i+3j—-k 1+ j+2k

2x2 tipindeki A= ; ..
1+2i 3+2i— ]

} dual kuaterniyon matrisini disiinelim. Bu

matrisin tersini bulalim.

Coziim : A matrisini su formda yazalim:

A=A +Bi+Cj+Dk
{1 1} {1 o}_ {3 1] {—1 2}
= + I+ J+ k
1 3] 1|2 2 0 -1 0 0
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Sonug olarak; A ’nin reel matris temsilleri su sekilde bulunur:

1 1 00O0O0O0TO
1 3 00 0O0O0O
1 0 110000
SRA _ 2 2 1 3 0000
31 001100
0 -1 001300
-1 2 000011
|0 0 0000 1 3]
olup

det(% ;) =16 %0
elde edilir. Yani ERA terslenebilirdir. Bu nedenle A da terslenebilirdir.

Oncelikle SRA_l MATLAB ile hesaplanarak

[ 6/4 -2/4 0 0 0 0 0 0
214 2/4 0 0 0 0 0 0
5/4 3/4 6/4 -2/4 0 0 0 0
(%A)_lz -1/4 -1/4 -2/4 2/4 0 0 0 0
A -23/4 5/4 0 0 6/4 -2/4 0 0
714 -1/4 0 0 -2/4 2/4 0 0

15/4 —9/4 0 0 0 0 6/4 -2/4

5/4 3/4 0 0 0 0 -2/4 2/4]

seklinde elde edilir. (3.59) denkleminden

~, | 6/4 -2/4| |-5/4 3/4 | |-23/4 5/4 | |15/4 -9/4
A= + i+ j+ k
214 2/4 -1/4 -1/4 714  -1/4 —5/4 3/4

_1|6-5i-23j+15k -2+3i+5j—-9k
4| —2-i+7j-5k  2—i—j+3k

olarak bulunur.

1+2i 3+42i—j |\ 4] —2-i+7j-5k  2—i—j+3k

Saglama: M_l_[{l+i+3j—k 1+j+2kD[1{6—5i—23j+15k —2+3i+5j—9kD
' - 4
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3.7 Dual Kuaterniyon Matrislerinde Matlab Uygulamalari

3.7.1 Dual Kuaterniyon Matrislerde Temel islemler

Ornek 3.47
2+3i+2k 1+ 1+ 2i+3k i+ ] i+ 2k
A=| 5+5j 1+i+2k 3] ve B=|2+j+2k 3i+2j
iI+k 4+2k  4+2i+3k 33 4+i 5 32

matrislerinin (Ornek 3.6) carpimini Matlab yardimi ile bulalim.
Coziim : Matlab kodlari agagida verilmistir:

A dual kuaterniyon matrisinin reel matris bilesenleri girilir:

Al1=[211;510;044];
B1=[302;010;10 2];
C1=[010;503;400];
D1=[203;020;123];

B dual kuaterniyon matrisinin reel matris bilesenleri girilir:

A2=[00;2 0;4 5];
B2=[1 1,0 3;10];
C2=[10;12;00];
D2=[0 2;2 0;0 0];
iki dual kuaterniyon matrisinin carpma islemi yapilir ve dual kuaterniyon matrisinin reel

matris bilesenleri bulunur:

X1=A1*A2

X2= A1*B2+B1*A2
X3= A1*C2+C1*A2
X4= A1*D2+D1*A2

Carpim sonucu elde edilen cikti
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24 20
X2 =

11 15
12 22

5 2
18 17
4 8
X4 =
14 19
6 10
24 15

seklindedir. Sonuc olarak

6+1Li+5)j+14k  5+15i+2)+19k
AB=| 2+7i+18j+6k 8i +17 j +10k
24+12i+4)+24k 20+ 22i+8j+15k 32

elde edilir.
Ornek 3.48

~ |1+i+j—2k i+ j+5k A~ [1+2]+k 1-i-KkK .

= . . . ve B= . . . matrislerinin (Ornek 3.7)
2+3i+4) 1+2i+Kk 2i—3] 5+2i

carpimini Matlab yardimiile bulalim.

Coziim : Matlab kodlari agagida verilmistir:

A dual kuaterniyon matrisinin reel matris bilesenleri girilir:
Al1=[10;2 1];
B1=[11;3 2];
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C1=[11;4 0];
D1=[-2 5;0 1];

B dual kuaterniyon matrisinin reel matris bilesenleri girilir:

A2=[0 1,0 5];

B2=[1-1;2 2];

C2=[20;-30];

D2=[1-1;00];

iki dual kuaterniyon matrisinin carpma islemi yapilir ve dual kuaterniyon matrisinin reel

matris bilesenleri bulunur:

X1=A1*A2

X2=A1*B2+B1*A2
X3=A1*C2+C1*A2
X4= A1*D2+D1*A2

Carpim sonucu elde edilen ¢ikti

seklindedir.

190



Sonug olarak

AB = i+2j+k 1+51+6]+22k
4i+j+2k 7+13i+4j+3k

elde edilir.

3.7.2 Dual Kuaterniyon Matrisin Tersini Bulma

Ornek 3.49

; i+j-k 1=k
1-i+k i+j—k

} €M, (Hp) (Ornek 3.10) olsun. A dual kuaterniyon matrisinin

tersini Matlab yardimi ile bulalim.

Coziim : Matlab kodlari asagida verilmistir:

A dual kuaterniyon matrisinin reel matris bilesenleri girilir:
double

A1=[01;10];
B1=[10;-11];
C1=[10;01];
D1=[-1-1;1-1];

A dual kuaterniyon matrisinin tersinin reel matris bilesenleri bulunur:

X1=round(inv(A1))
X2=round(-inv(A1)*B1*inv(Al))
X3=round(-inv(A1)*C1*inv(Al))
X4=round(-inv(A1)*D1*inv(Al))
Elde edilen cikti

X1=
0 1
1 0
X2 =
-1 1
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X3 =

-1 0

0 -1
X4 =

1 -1

1 1
seklindedir.

Sonug olarak

Al —-i—j+k
lo1+k

elde edilir.
Ornek 3.50

4+ j-k
2+i
1-i+k

A:

1+i-k

i j+k

2+i—-k i+k

i+j-k 3-j+k|eMz(Hp) (Ornek 3.11) olsun. A dual kuaterniyon
a-j  2-k

matrisinin tersini Matlab yardimi ile bulalim.

Coziim : Matlab kodlari asagida verilmistir:

A dual kuaterniyon matrisinin reel matris bilesenleri girilir:

double

Al=[420;203;142];
B1=[011;110;-100];
C1=[100;01-1;0-10];
D1=[-1-11;0-11;10-1];

A dual kuaterniyon matrisinin tersinin reel matris bilesenleri bulunur:

X1=inv(A1)

X2=-inv(A1)*B1*inv(Al)
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X3= -inv(A1)*C1*inv(A1)
X4= -inv(A1)*D1*inv(A1)
Elde edilen cikti

X1l=

0.2400 0.0800 -0.1200
0.0200 -0.1600 0.2400
-0.1600 0.2800 0.0800
X2 =

-0.0160 -0.0320 -0.0720
0.1020 0.0040 -0.0160
-0.0760 0.0480 0.0080
X3 =

-0.0744 0.0352 -0.0128
0.0288 -0.1104 0.0856
-0.0104 0.1232 -0.0448
X4 =

0.1632 -0.1456 -0.0016
-0.1164 0.1112 0.0232
-0.0488 -0.0496 0.0544
seklindedir.
Sonug olarak

0.24-0.0161-0.0744j+0.1632k  0.08-0.032i+0.0352j-0.1456k -0.12-0.072i—0.0128 j — 0.0016k
AL=| 0.02+0.102i +0.0288)-0.1164k -0.16+0.004i—0.1104j+0.1112k  0.24-0.016i +0.0856 j +0.0232k

-0.16-0.076i—0.0104 - 0.0488k  0.28+0.048i+0.1232j-0.0496k  0.08+0.008i —0.0448  +0.0544k
elde edilir.
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Ornek 3.51

1-i 2-j 3-k
A=—-i+j 1-k 2+2] eM3(Hp) (Ornek 3.12) olsun. A dual kuaterniyon
3-i 240 —i—j—k

matrisinin tersini Matlab yardimi ile bulalim.

Coziim : Matlab kodlari agagida verilmistir:

A dual kuaterniyon matrisinin reel matris bilesenleri girilir:

A1=[123;012;320];
B1=[-100;-100;-11 -1];
C1=[0-10;102;00-1];
D1=[00-1;0-10;00-1];

A dual kuaterniyon matrisinin tersinin reel matris bilesenleri bulunur:

X1=round(inv(A1))
X2=round(-inv(A1)*B1*inv(A1))
X3=round(-inv(A1)*C1*inv(A1))
X4= round(-inv(A1)*D1*inv(A1))
Elde edilen gikti

X1=
4 6 -1
6 9 2
3 -4 -1

X2 =
21 31 6
38 -56 -11
17 25 5

X3 =
33 44 -9
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-48 64 13
19 -25 -5
X4 =

45 -66 -15
-66 97 22
30 -44 -10
seklindedir.
Sonuc olarak

4-21i+33j+45k —6+31li—-44j-66k —1+6i—-9j-15k
A= —6+38i-48j-66k 9-56i+64j+97k 2-11i+13j+22k
3-171+19j+30k —4+25i-25j-44k -1+5i-5j-10k

elde edilir.

3.7.3 Dual Kuaterniyon Matrisin Tersini Reel Matris Temsili ile Bulma

Ornek 3.52
1-i 2—j 3-k

A= —-i+j 1-k 2+2j |eMz(Hp) (Ornek 3.14) olsun. A dual kuaterniyon
3-i 2+i —-i—j-k

matrisinin tersini reel matris temsilini kullanarak Matlab yardimi ile bulalim.

Coziim : Matlab kodlari asagida verilmistir:

A dual kuaterniyon matrisinin reel matris bilesenleri ve matrisin mertebesi girilir:
m=3;

A=[123;012;320];
B=[-100;-100;-11-1J;
C=[0-10;102; 00 -1];
D=[00-1;0-10;00-1J;

A dual kuaterniyon matrisinin kuvvetinin reel matris bilesenleri bulunur:
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Zero=zeros(m);
Rel=vertcat(A, B, C, D);
Re2=vertcat(Zero, A, Zero, Zero);
Re3=vertcat(Zero, Zero, A, Zero);
Red=vertcat(Zero, Zero, Zero, A);
Re=horzcat(Rel, Re2, Re3, Red);
InvRe=inv(Re)
forr=1:(3*m)
InvRe(:,m+1)=[];
end
InvReoriginal=InvRe
forr=1:(3*m)
InvRe(m+1,:)=[];
end
X1=round(InvRe)
InvRe=InvReoriginal;
forr=1:(3*m)

if(r<=m)

InvRe(1,:)=[];

else

InvRe(m+1,:)=[];

end
end
X2=round(InvRe)
InvRe=InvReoriginal;
forr=1:(3*m)

if(r<=(2*m))

InvRe(1,:)=[];

else

InvRe(m+1,:)=[];

end
end

X3=round(InvRe)
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InvRe=InvReoriginal;

forr=1:(3*m)
InvRe(1,:)=[];

end

X4= round(InvRe)

InvRe=InvReoriginal;

Elde edilen cikti

-21

38

-17

X3 =

33

-48

19

X4 =

45

-66

30

31

-56

25

64

-25

-66

97

-44

-11

-15

22

-10

seklindedir.

Sonug olarak
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4-21i+33j+45k —6+31i—44j—66k —1+6i—9j—15k
Al=|-6+38i-48j-66k 9-56i+64j+97k 2-1%i+13j+22k
3-17i+19j+30k —4+251—25j—44k —1+5i—5j—10k

elde edilir.

Ornek 3.53

~ |4—-1+2)+k -1+i+2k . A .
= ] .. |eMy(Hp) (Ornek 3.13) olsun. A dual kuaterniyon
2+3j-k 2+i—j

matrisinin tersini reel matris temsilini kullanarak Matlab yardimi ile bulalhim.
Coziim : Matlab kodlari asagida verilmistir:

A dual kuaterniyon matrisinin reel matris bilesenleri ve matrisin mertebesi girilir:
m=2;

A=[4-1;22];
B=[-11,01];
C=[20;3-1];
D=[12; -1 0];

A dual kuaterniyon matrisinin kuvvetinin reel matris bilesenleri bulunur:

Zero=zeros(m);

Rel=vertcat(A, B, C, D);
Re2=vertcat(Zero, A, Zero, Zero);
Re3=vertcat(Zero, Zero, A, Zero);
Red=vertcat(Zero, Zero, Zero, A);
Re=horzcat(Rel, Re2, Re3, Red);
InvRe=inv(Re)

forr=1:(3*m)

InvRe(:,m+1)=[];

end

InvReoriginal=InvRe
forr=1:(3*m)

InvRe(m+1,:)=[];

end
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X1=InvRe
InvRe=InvReoriginal;
forr=1:(3*m)
if(r<=m)
InvRe(1,:)=[];
else
InvRe(m+1,:)=[];
end
end
X2=InvRe
InvRe=InvReoriginal;
forr=1:(3*m)
if(r<=(2*m))
InvRe(1,:)=[];
else
InvRe(m+1,:)=[];
end
end
X3=InvRe
InvRe=InvReoriginal;
forr=1:(3*m)
InvRe(1,:)=[];
end
X4=InvRe
InvRe=InvReoriginal;

Elde edilen cikti
X1l=
0.2000 0.1000
-0.2000 0.4000
X2 =

0.1000 -0.1000
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0.0000 -0.1000
X3 =

-0.1600 -0.0300
-0.2400 0.0800
X4 =

0.0600 -0.1700
0.0400 0.2200
seklindedir.

Sonug olarak

= [
-20/100 40/100 0 -10/100 y -24/100 8/100 4/100 22/100
1 {20+10i—16j+6k 10—10i—3j—17k}

T100| —20-24j+4k  40-10i+8j+22k

il {20/100 10/100}{10/100 —10/100}_ {—16/100 —3/100]{6/100 _17/100}

elde edilir.
Ornek 3.54

A_{1+i+3j—k 1+ j+2k

i .. |eMy(Hp) olsun. A dual kuaterniyon matrisinin tersini
1+2i 3+2i—]

reel matris temsilini kullanarak Matlab yardimi ile bulalhim.

Coziim : Matlab kodlari asagida verilmistir:

A dual kuaterniyon matrisinin reel matris bilesenleri ve matrisin mertebesi girilir:
m=2;

A=[11;13];
B=[10;2 2];
C=[3 1,0 -1];
D=[-1 2;00];

A dual kuaterniyon matrisinin kuvvetinin reel matris bilesenleri bulunur:

Zero=zeros(m);
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Rel=vertcat(A, B, C, D);
Re2=vertcat(Zero, A, Zero, Zero);
Re3=vertcat(Zero, Zero, A, Zero);
Red=vertcat(Zero, Zero, Zero, A);
Re=horzcat(Rel, Re2, Re3, Red);
InvRe=inv(Re)
forr=1:(3*m)
InvRe(:,m+1)=[];
end
InvReoriginal=InvRe
forr=1:(3*m)
InvRe(m+1,:)=[];
end
X1=InvRe
InvRe=InvReoriginal;
forr=1:(3*m)

if(r<=m)

InvRe(1,:)=[];

else

InvRe(m+1,:)=[];

end
end
X2=InvRe
InvRe=InvReoriginal;
forr=1:(3*m)

if(r<=(2*m))

InvRe(1,:)=[];

else

InvRe(m+1,:)=[];

end
end
X3=InvRe

InvRe=InvReoriginal;
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forr=1:(3*m)
InvRe(1,:)=[];

end

X4=InvRe
InvRe=InvReoriginal;

Elde edilen ¢ikti
X1l=

1.5000 -0.5000

-0.5000 0.5000
X2 =

-1.2500 0.7500

-0.2500 -0.2500

-5.7500 1.2500
1.7500 -0.2500
X4 =

3.7500 -2.2500
-1.2500 0.7500
seklindedir.

Sonuc olarak

41 _ 1[6-5i-23j+15k
4| —2-i+7j-5k
elde edilir.

—2+3i+5]-9k
2—i—j+3k
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3.7.4 Dual Kuaterniyon Matrisin Kuvveti

Ornek 3.55

~ | 1+j-k 1-k
A= : .
1-i+k i+j-k

:|€M2(H]D)) olsun. A dual kuaterniyon matrisinin kuvvetini

Matlab yardimi ile bulalim.

Coziim : Matlab kodlari agagida verilmistir:

A dual kuaterniyon matrisinin reel matris bilesenleri ve matrisin mertebesi girilir:
n=2;
m=2;

A=[01;10];
B=[10;-11];
C=[10;01];
D=[-1-1;1-1];

A dual kuaterniyon matrisinin kuvvetinin reel matris bilesenleri bulunur:

X1=zeros(n,n);

X2=zeros(n,n);

X3=zeros(n,n);

X4=zeros(n,n);

X1=A"m;

forr=0:m-1
X2 = X2+(AMm-r-1))*B*AAr;
X3 = X3+(AMm-r-1))*C*AAr;
X4 = X4+(AN(m-r-1))*D*A7r;

end

X1

X2

X3

X4

Elde edilen gikti

X1=
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0 1
X2 =

102

2 -1
X3 =

0 2

2 0
X4 =

0 -2

-2 0
seklindedir.

Sonug olarak

<9 1-i 2i+2j-2k
AS =

2i+2)-2k 1-i
elde edilir.
Ornek 3.56

. {4—i+2j+k -1+i+2k

= e M, (H olsun. A dual kuaterniyon matrisinin 3.
2+3j—k  2+i-j } 2(Hp) Y
kuvvetini Matlab yardimi ile bulalim.

1. Coziim : Matlab kodlari asagida verilmistir:

A dual kuaterniyon matrisinin reel matris bilesenleri ve matrisin mertebesi girilir:
n=2;
m=3;

Al=[4-1;2 2];
B1=[-11;0 1];
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C1=[20; 3 -1];

D1=[1 2;-1 0];

A dual kuaterniyon matrisinin kuvvetinin reel matris bilesenleri bulunur:

X1=zeros(n,n);

X2=zeros(n,n);

X3=zeros(n,n);

X4=zeros(n,n);

X1=A1"m;

forr=0:m-1
X2 = X2+(A1A(m-r-1))*B1*Al17r;
X3 = X3+(A1A(m-r-1))*C1*Al’r;
X4 = X4+(A1A(m-r-1))*D1*Al r;

end

X1

X2

X3

X4

Elde edilen gikti

X1=

44 -26
52 -8
X2 =

-26 26
0 26
X3 =

60 -9
96 -36
X4 =

94 37
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4 38
seklindedir.
Sonuc olarak

R 44-261+60j+94k —26+26i—9j+37k
| 52+96j+4k  -8+26i—36j+38k

elde edilir.
2. Coziim : function kuvvetyeni(A,B,C,D,m,n)

X1=zeros(n,n);

X2=zeros(n,n);

X3=zeros(n,n);

X4=zeros(n,n);

X1=A1"m;

forr=0:m-1
X2 = X2+(A17(m-r-1))*B1*A1Ar;
X3 = X3+(A1A(m-r-1))*C1*Al1Ar;
X4 = X4+(A17(m-r-1))*D1*A1Ar;

end

disp( sprintf( 'X1=") )

disp(X1)

disp( sprintf( 'X2=") )

disp(X2)

disp( sprintf( 'X3=") )

disp(X3)

disp( sprintf( 'X4=") )

disp(X4)

Asagidaki komut matrisin 3. Kuvvetini hesaplamak icin kullanilir:
n=2;
m=3;

Al=[4-1;2 2];
B1=[-11;0 1];
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C1=[20; 3-1];

D1=[12;-10];
kuvvetyeni(A1,B1,C1,D1,m,n)
elde edilen gikti

X1=
44 -26
52 -8

X2=
26 26
0 26

X3=
60 -9
9 -36

X4=
94 37
4 38

Asagidaki komut matrisin 10. Kuvvetini hesaplamak igin kullanilir:

Al=[4-1;2 2];
B1=[-11;0 1J;
C1=[20; 3-1];
D1=[12;-10];
X1=zeros(n,n);

X2=zeros(n,n);
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X3=zeros(n,n);
X4=zeros(n,n);
X1=A1"m;
forr=0:m-1
X2 = X2+(A17(m-r-1))*B1*Al”r;
X3 = X3+(A17(m-r-1))*C1*Al’r;
X4 = X4+(A1Mm-r-1))*D1*A1Ar;
end
X1
X2
X3
X4
X1l=

-107296 7584

-15168  -92128
X2 =

7584 -7584
0 -7584

X3 =

-126256  -38480

54208 -180464

X4 =

1009616 -951056

1879360 -854576

Asagidaki komut matrisin 100. kuvvetini hesaplamak i¢in kullanilir:
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n=2;
m=100;

Al1=[4-1;2 2];

B1=[-11;0 1J;

C1=[20; 3-1];

D1=[12;-10];
kuvvetyeni(A1,B1,C1,D1,m,n)
elde edilen gikti

X1=

1.0e+050 *
1.4137 -0.6883
1.3766 0.0371

X2=

1.0e+049 *
-6.8829 6.8829
-0.0000 6.8829

X3=

1.0e+051 *
2.2053 -0.6697
1.5459 0.6593

X4=

1.0e+052 *
-0.2233 0.7855

-1.5504 1.3134
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3.7.5 Dual Kuaterniyon Matrisin Esleniginin Kuvveti

Ornek 3.57

~ | 1+j-k 1-k
A= : .
1-i+k i+j-k

:|€M2(H]D)) olsun. A dual kuaterniyon matrisinin esleniginin

kuvvetini Matlab yardimi ile bulalim.

Coziim : Matlab kodlari agagida verilmistir:

A dual kuaterniyon matrisinin reel matris bilesenleri ve matrisin mertebesi girilir:
n=2;
m=2;

A1=[0 1;1 0];
B1=[10;-1 1J;
C1=[10;0 1];
D1=[-1-1;1-1];

A dual kuaterniyon matrisinin esleniginin kuvvetinin reel matris bilesenleri bulunur:

X1=zeros(n,n);

X2=zeros(n,n);

X3=zeros(n,n);

X4=zeros(n,n);

X1=A1"m

forr=0:m-1
X2 = X2+(A1A(m-r-1))*B1*A1Ar;
X3 = X3+(A1A(m-r-1))*C1*A1Ar;
X4 = X4+(A17(m-r-1))*D1*A17r;

end

X2=-X2

X3=-X3

X4=-X4

Elde edilen gikti

X1=
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0 1
X2 =

1 -2

2 1
X3 =

0 -2

-2 0
X4 =

0 2

2 0
seklindedir.

Sonug olarak

A2 1+i -2i-2j+2k
| =2i-2j+2k 1+i

elde edilir.

3.7.6 Dual Kuaterniyon Matrislerin Tersinin Kuvveti

Ornek 3.58

A {Hj—k 1-k
A=

_ T e M, (Hp) olsun. A dual kuaterniyon matrisinin tersinin
1-i+k i+j—-k

kuvvetini Matlab yardimi ile bulalim.

Coziim : Matlab kodlari agagida verilmistir:

A dual kuaterniyon matrisinin reel matris bilesenleri ve matrisin mertebesi girilir:

n=2;
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A1=[0 1;1 0];
B1=[10;-1 1];
Cl1=[10;01];
D1=[-1-1;1-1];

A dual kuaterniyon matrisinin esleniginin kuvvetinin reel matris bilesenleri bulunur:

X1=zeros(n,n);

X2=zeros(n,n);

X3=zeros(n,n);

X4=zeros(n,n);

X1=inv(A1)Am

forr=0:m-1
X2 = X2+(A1A(-m+r))*B1*A1A(-r-1);
X3 = X3+(A1A(-m+r))*C1*A1A(-r-1);
X4 = X4+(A1A(-m+r))*D1*A1A(-r-1);

end

X2=-X2

X3=-X3

X4=-X4

Elde edilen gikti
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0 2
2 0
seklindedir.
Sonug olarak

A2 1+i =2i-2j+2k
| -2i-2j+2k 1+i

elde edilir.

3.7.7 Dual Kuaterniyon Matrislerin Reel Matris Temsilleri
Ornek 3.59

~ i+2] 1+k .. - . L
A= 20 -k e M, (Hp) (Ornek 3.16) olsun. A dual kuaterniyon matrisinin reel

matris temsilini Matlab yardimi ile bulalim.

Coziim : Matlab kodlari asagida verilmistir:

A dual kuaterniyon matrisinin reel matris bilesenleri ve matrisin mertebesi girilir:
m=2;

A1=[0 1;2 0];
B1=[1 0;-10];
C1=[2 0;0 1];
D1=[0 1;0 -1];

A dual kuaterniyon matrisinin kuvvetinin reel matris bilesenleri bulunur:

Zero=zeros(m);

Rel=vertcat(Al, B1, C1, D1);
Re2=vertcat(Zero, Al, Zero, Zero);
Re3=vertcat(Zero, Zero, Al, Zero);
Red=vertcat(Zero, Zero, Zero, Al);
Re=horzcat(Rel, Re2, Re3, Re4)
Elde edilen gikti
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Re =

0

0

1

-1

0

0

seklindedir.

Sonug olarak

elde edilir.

P kP, O O O O k-,

-1

Ornek 3.60

g

O O O O NN O o o

O O O O O —r O o

O O N O O O o o

O O O b O O o o

N O O O O O o o

O kB O O O O o o

1+2i—-4j+5k 2—-i+2j+k
2+5i+ -2k 3+4i-3j+k

:|EM2(]HI]D)) (Ornek  3.17) olsun. A dual

kuaterniyon matrisinin reel matris temsilini Matlab yardimi ile bulalim.

Coziim : Matlab kodlari asagida verilmistir:

A dual kuaterniyon matrisinin reel matris bilesenleri ve matrisin mertebesi girilir:

m=2;

214



Al=[12;2 3];

B1=[2-1; 5 4];
C1=[-42; 1-3];
D1=[5 1; -2 1];

A dual kuaterniyon matrisinin kuvvetinin reel matris bilesenleri bulunur:

Zero=zeros(m);

Rel=vertcat(Al, B1, C1, D1);
Re2=vertcat(Zero, A1, Zero, Zero);
Re3=vertcat(Zero, Zero, Al, Zero);
Red=vertcat(Zero, Zero, Zero, Al);
Re=horzcat(Rel, Re2, Re3, Red)
Elde edilen gikti

51 0 0 0 0 1 2
21 0 0 0 0 2 3
seklindedir.

Sonug olarak
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1 2 00O0O0O0O

2 3 00 O0O0O0O

2 -11 20000
R, - 5 4 2 3 0000

-4 2 001200

1 3002 300

5 1 000012

-2 1 0000 2 3]

elde edilir.

3.7.8 Dual Kuaterniyon Matrisin Determinanti

Ornek 3.61

~ | 4—=1+2j+k —1+i+2k . ~ .
] .. |eMy(Hp) (Ornek 3.27) olsun. A dual kuaterniyon
2+3j-k 2+i—j
matrisinin determinantini Matlab yardimi ile bulalim.

Coziim : Matlab kodlari asagida verilmistir:

A dual kuaterniyon matrisinin reel matris bilesenleri girilir:

Al=[4-1;2 2];
B1=[-11;01];
C1=[20;3-1];
D1=[1 2;-10];

A dual kuaterniyon matrisinin determinanti bulunur:

X1=det(A1);

X2= det(Al)*trace(inv(A1l)*B1);

X3=det(Al)*trace(inv(A1)*C1);

X4= det(Al)*trace(inv(A1)*D1);

disp(['Det="num2str(X1) '+ ' num2str(X2)'i +' num2str(X3)'j 'num2str(X4)'k'])
Elde edilen gikti

Det=10+0i + 3] -3k

seklindedir.
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Sonug olarak
det(A) =10+3j -3k
elde edilir.

Ornek 3.62

1-i 2-j  3-k
A=|-i+j 1-k 2+2] e M3(Hp) (Ornek 3.28) olsun. A dual kuaterniyon
3-i 2+i -i—-j-k

matrisinin determinantini Matlab yardimi ile bulalim.

Coziim : Matlab kodlari agagida verilmistir:

A dual kuaterniyon matrisinin reel matris bilesenleri girilir:

Al1=[123;012;320]
B1=[-100;-100;-11 -1J;
C1=[0-10;102;00-1];
D1=[00-1;0-10;00-1];

A dual kuaterniyon matrisinin determinanti bulunur:

X1=det(A1);

X2=det(Al)*trace(inv(A1)*B1);

X3=det(Al)*trace(inv(A1)*C1);

X4= det(Al)*trace(inv(A1)*D1);

disp(['Det="num2str(X1) ''num2str(X2)'i +' num2str(X3)'j + ' num2str(X4) 'k'])
Elde edilen cikti

Det=-1-6i +7] + 11k

seklindedir.

Sonug olarak
det(A) =-1-6i+7j+11k

elde edilir.
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Ornek 3.63

1+3i+4j-2k 3+5] 3i 1+2i+4]
3-4i+3j-k “1+4] 2-4k  3-6i+5j+2k
A=| 10+2i-k 2-2i+5j-6k 3-i+2j+4k  6+3i—]
j-3k 4+3i-4j 3-2i+k 4+ 6k
i+4j-2k i—2] 3-i i+3]

4 +5k
3+3]
5
i—k
4-Ti+3]

€ M5 (Hp)

olsun. A dual kuaterniyon matrisinin determinantini Matlab yardimi ile bulalim.

Coziim : Matlab kodlari asagida verilmistir:

A dual kuaterniyon matrisinin reel matris bilesenleri girilir:

A1=[13014;3-1233;102365;,04340;,00304];
B1=[30320;-400-60;2-2-130;03-201;11-11-7];
C1=[45040;34053;052-10;1-4000;4-203 3];
D1=[-20005;-10-420;-1-6400;-3016-1;-20000];

A dual kuaterniyon matrisinin determinanti bulunur:

X1=det(A1);

X2= det(Al)*trace(inv(A1l)*B1);
X3= det(Al)*trace(inv(Al1)*C1);
X4= det(Al)*trace(inv(A1)*D1);

disp(['Det="num2str(X1) '+'num2str(X2)'i ' num2str(X3)'j 'num2str(X4) 'k'])

Elde edilen cikti
Det=-1800+ 6480i -1920j -6710k

seklindedir.

Sonuc olarak
det(A) = —1800+ 6480i —1920 j — 6710k

elde edilir.
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Ornek 3.64

~ |4—-1+2)+k -1+i+2k . A .
= ] .. |eMy(Hp) (Ornek 3.31) olsun. A dual kuaterniyon
2+3)—k 2+1— ]

matrisinin determinantini Matlab yardimi ile bulalim.

Coziim : Matlab kodlari asagida verilmistir:

A dual kuaterniyon matrisinin reel matris bilesenleri ve mertebesi girilir:
m=2;

Al=[4-1;2 2];
B1=[-11;0 1J;
C1=[2 0;3-1];
D1=[1 2;-1 0];

A dual kuaterniyon matrisinin determinanti bulunur:

Aloriginal=Al;

X1=det(A1);

X2=0;

X3=0;

X4=0;

forr=1:m
Al(:r) =B1(:r);
X2 = X2+det(A1);
Al=Aloriginal;

end

forr=1:m
Al(:,r) = C1(:,r);
X3 = X3+det(Al);
Al=Aloriginal;

end

forr=1:m
A1(:,r) =D1(:,r);
X4 = X4+det(Al);
Al=Aloriginal;
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end

disp(['Det="num2str(X1) '+ ' num2str(X2)'i +' num2str(X3)'j 'num2str(X4)'k'])
Elde edilen cikti

Det=10+0i +3j -3k

seklindedir.

Sonuc olarak
det(A) =10+3j -3k
elde edilir.

Ornek 3.65

1-i 2-j 3-k
A=|—-i+j 1-k 2+2] e M3(Hp) (Ornek 3.32) olsun. A dual kuaterniyon
3-i 2+i -i—-j-k

matrisinin determinantini Matlab yardimi ile bulalim.

Coziim : Matlab kodlari asagida verilmistir:

A dual kuaterniyon matrisinin reel matris bilesenleri ve mertebesi girilir:
m=3;

A1=[123;012;320];
B1=[-100;-100;-11 -1J;
C1=[0-10;102;00-1];
D1=[00-1;0-10;00-1];

A dual kuaterniyon matrisinin determinanti bulunur:

Aloriginal=A1l;
X1=det(Al);
X2=0;
X3=0;
X4=0;
forr=1:m

Al(:,r) = B1(:,r);

X2 = X2+det(Al);
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Al=Aloriginal;
end
forr=1:m
Al(:,r) = C1(:,r);
X3 = X3+det(Al);
Al=Aloriginal;
end
forr=1:m
Al(:,r) =D1(:,r);
X4 = X4+det(Al);
Al=Aloriginal;
end
disp(['Det="num2str(X1) ' ' num2str(X2)'i +' num2str(X3)'j + ' num2str(X4) 'k'])
Elde edilen gikti
Det=-1 -6i +7j + 11k

seklindedir.

Sonug olarak

det(A) =-1—6i+7j+11k

elde edilir.
Ornek 3.66
1+3i+4)-2k 3+5] 3i 1+2i+4] 4+ 5k
3-4i+3j-k -1+4j 2-4k 3-6i+5j+2k 3+3]j
A=| 10+2i-k 2-2i+5)j-6k 3-i+2j+4k 6+3i—j 5 e Mg(Hp)
j—3k 4+3i-4] 3-2i+k 4+ 6k i—k
i+4]-2k -2 3-i i1+3] 4-Ti+3]

olsun. A dual kuaterniyon matrisinin determinantini Matlab yardimi ile bulalim.

Coziim : Matlab kodlari agagida verilmistir:

A dual kuaterniyon matrisinin reel matris bilesenleri ve mertebesi girilir:
m=5;

A1=[13014;3-1233;102365;04340;00304];
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B1=[30320;-400-60;2-2-130;03-201;11-11-7];
C1=[45040;34053;052-10;1-4000;4-203 3];
D1=[-20005;-10-420;-1-6400;-3016-1;-20000];

A dual kuaterniyon matrisinin determinanti bulunur:

Aloriginal=A1;
X1=det(Al)
X2=0;
X3=0;
X4=0;
forr=1:m
Al(:r) =B1(:r);
X2 = X2+det(Al);
Al=Aloriginal;
end
forr=1:m
Al(:,r) = C1(:,r);
X3 = X3+det(Al);
Al=Aloriginal;
end
forr=1:m
Al(:,r) =D1(:,r);
X4 = X4+det(Al);
Al=Aloriginal;
end
disp(['Det="num2str(X1) '+' num2str(X2)'i ' num2str(X3)'j ' num2str(X4) 'k'])
Elde edilen gikti
Det=-1800+6480i -1920j -6710k

seklindedir.

Sonug olarak
det(A) =-1800+6480i —1920 j — 6710k
elde edilir.
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2. Coziim : function determinantnew(A1,B1,C1,D1,m)

Al_original=Al;
X1=det(A1);
X2=0;
X3=0;
X4=0;
forr=1:m
Al(:r) =B1(r);
X2 = X2+det(Al);
Al1=Al_original;
end
forr=1:m
Al(:,r) = C1(,r);
X3 = X3+det(Al);
Al1=A1l original;
end
forr=1:m
Al(:,r) =D1(:,r);
X4 = X4+det(Al);
Al1=A1l original;
end
if (X2>=0 && X3>=0 && X4>=0)
disp(['Det="num2str(X1) '+ num2str(X2) 'i +"' num2str(X3) 'j + ' num2str(X4) 'k'1)
elseif (X2>=0 && X3>=0 && X4<0)
disp(['Det="num2str(X1) '+ num2str(X2) 'i +"' num2str(X3)'j ' num2str(X4) 'k'])
elseif (X2>=0 && X3<0 && X4<0)
disp(['Det="num2str(X1) '+ num2str(X2) i ' num2str(X3)'j ' num2str(X4) 'k'])
elseif (X2>=0 && X3<0 && X4>=0)
disp(['Det="num2str(X1) '+' num2str(X2) 'i ' num2str(X3)'j + ' num2str(X4) 'k'])
elseif (X2<0 && X3>=0 && X4>=0)
disp(['Det="num2str(X1) " num2str(X2) i +' num2str(X3)'j + ' num2str(X4) 'k'])
elseif (X2<0 && X3<0 && X4>=0)
disp(['Det="num2str(X1) " num2str(X2) 'i +' num2str(X3)'j + ' num2str(X4) 'k'])
elseif (X2<0 && X3>=0 && X4<0)
disp(['Det="num2str(X1) " num2str(X2) 'i + ' num2str(X3)'j + ' num2str(X4) 'k'])
else %(X2<0 && X3<0 && X4<0)
disp(['Det="num2str(X1) " num2str(X2)'i ' num2str(X3)'j ' num2str(X4) 'k'])
end

m=5;
Al1=[13014;3-1233;102365,04340;00304];
B1=[30320;-400-60;2-2-130;03-201;11-11-7];
C1=[45040;34053;052-10;1-4000;4-2033];
D1=[-20005;-10-420;-1-6400;-3016-1;-20000];

223



determinantnew(A1,B1,C1,D1,m)
Sonuc olarak;
Det=-1800 +6480i -1920j -6710k

elde edilir.
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BOLUM 4

SONUC VE ONERILER

Bu tezde, dual kuaterniyon matrisleri tizerine elde edilen sonuglar sunlardir:

e Dual Kuaterniyon Matris

A

A=[drs]=[ars]+[brs]i +[crs] i +[drs ]k

seklinde yazilabilir. Buradan dual kuaterniyon matris

A=A +Bi+Cpj+Dk

seklinde de tanimlanabilir. Burada

i2= 7 =k?=ijk=0, ij=]ji=jk=kj=ki=ik=0

ve

A =[ars], By =[brs], Cr=[crs], Dy=[drs]eMpn (R)

dir. Ayrica dual kuaterniyon matrisler su sekilde de yazilabilir:

A=[4s]= A +Byi+Cy j+Dyk=A +Vek{A}

e Dual kuaterniyon matrislerinin toplami

ile tanimlanir. Ayrica
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yazilabilir.

A+B=(A+A)+ (B +By)i+(C +Cp) j+(Dy+Dy)k

e Bir dual kuaterniyon ile bir dual kuaterniyon matrisinin ¢carpimi

A

qQA:q@[érs]z[qérs]mxn

seklinde tanimlanir. Ayrica

dir. Bu garpim

A= A+Vek{q}A

qA=qA+qBi+qCy j+qDik

olarak da yazilabilir.

Sonuc¢ 4.1

{Mmxn (HD),@, Hp,+,-, O} altilisi bir moduldr.

e Bir reel matris ile bir dual kuaterniyon matrisinin carpimi

. . n
QA=Q0 A=[drs]nxn [AstInxn :[ 21Qrs é‘st} eM, (HHD)
S=

seklinde tanimlanir. Bu garpim asagidaki sekilde de

QA=QA +QB;i+QC; j+QD;k

yazilabilir. Ayrica

dir.

QA (BQ)=Q (AB)Q,
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Sonug 4.2

{M,, (Hp),®,Mp(R),+.,6} altilisi bir moduildir.

A matrisi

Seklinde yazilabilir. Ayrica

ozellikleri saglanir ve

Mn(Hp) =sp{L.1,J,K}

elde edilir. A ve B matrislerinin carpimi

AB=A Ay +(A By +By Ap)i+(A Co+Cy Ag) j+(A Dy + Dy Ak

seklindedir. Ayrica

AB=A A+ A (Byi+Cy j+ Do k) +(Bi+Cp j+Dyk) Ay

yazilabilir. Carpma isleminin 6zelliklerinden

(qA)(pB)=(qp)(AB)

dir.

e A matrisinin eslenigi

A:[%]:[ars —bysi—CrsJ—disk] e men(H]D))

seklinde tanimlanir. Ayrica

A=A -Bji~C j-DykeMp,n(Hp)

seklinde yazilabilir.
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e A matrisinin transpozu (devrigi)

seklinde tanimlanir. Ayrica

AT =(A+Bi+Cy j+D K) =A" +Bi+C{" j+ Dy keMy, m(Hp)

seklinde yazilabilir.

e A matrisinin eslenik transpozu

A =[] =[] Mo (Hp)

seklinde tanimlanir. Ayrica

A =(A+Bi+C j+Dk) =A" —B"i-C j—-D k eMp, 1 (Hp)

seklinde yazilabilir.

e ABeM, (Hp) igin, eger

AB-BA-,

ise A matrisinin tersi vardir denir. A matrisinin tersi

Al Ai—l_A I

seklinde bulunur.

e A matrisinin m inci kuvveti (m >1)

A™ = A™ 4+ A Vek{A}+Vek{A"1}A

veya (m>0)
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N Uy T

seklinde bulunur.

e A dual kuaterniyon matrisinin reel matris temsili

Ai On On On
- _|B A0 0
A Cl On Ai 0n
D 0 0, A 4nx4n
dir. Reel Temsil Matrisin Ozellikleri
Ri? = lgn, N2 =R;% =N2 =0y,

ve

KRG =R =R Re =R N5 =R R =R R =0y

seklindedir. ‘.RA matrisi de terslenebilir ise

dir.

Sonuc¢ 4.3

{S4n (R),@, Mp (]R),+,.,®} altilisi bir modulddr.

e Dual kuaterniyon matrisin izi

iZ(A) =iz(A)+iz(By )i +iz(Cp) j +iz(Dy)k

seklindedir.

e A matrisinin herhangi bir I'. satira gére determinant acilimi

. . . . n .
det(A) =ar A +arpArp ++ 8 A = zlarsArs
S=
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veya S. stituna gore determinant agilimi

. . . . noo.
det(A) = a1 As + s Aog ++++ang Ans = ZlarsAYs
r:

seklindedir.

e Dual Kuaterniyon Matrislerin klasik determinanti

det(A) = det(Ay) +(det([ A | By ],) +det( A By ],) )i +(det( A IC,],) +det( A 1C1],)) |

+(det([ A |Dy]) +det((A | Dy],))k

ve
det(A) = det(A) +(det(( A |B],) +det([ A By ],) +det(( A |Bi],))i
+(det([ Ay |C];) +det([A |G ],) +det((A 1C],)) ]
+(det([ A |Dy],) +det([ A |Dy],) +det([ A | D))k
ve

det(A) = det(Ay) +(§1det([A1 | Bl]s)ji +(§ldet([ﬁl |cl]s)J j +(§ldet([ﬁl | Dl]s)j k

seklinde de hesaplanabilir.

e A matrisinin determinanti

det(A) = det(A)(L+iz(A By)i+iz(A'Cp) j+iz(ADy)K)

ile de hesaplanabilir. Bundan baska

det(R ;) = (det(A))*

ve

230



dir.

A)

Hdet(A)H4 — det(R

o A dual kuaterniyon matrisin Eki

ve

ve

ve

Aek(A) =ek(A) A=det(A)l,

Ato_ L ek(A)
det(A)

det(ek (A)) = det(A)"

R k(W)= n—g] Hdet(ek(A))H4 |4 = det(9 )14

esitlikleri elde edilmistir.

e 2x2 tipindeki bir

dual kuaterniyon matrisin tersi pratik olarak,

A—l

_ 1 {322 _é-12}: 1 {322
det(A) | —dp1 &1 | &1189p —d108p1 | A1

—ao
&1

|

seklinde bulunur.
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[4 24

REEL KUATERNIYON MATRISLER

DUAL KUATERNIYON MATRISLER

My (Hg)={A=A +Bi+Cyj+Dik: A,B,C;, Dy e My (R)}

i2=j2=k?=-1, ij=-ji=k, jk=—ki=i, ki=-ik=]

Mn (Hip)={A=A +Bji+Cyj+Dik: A,B;,C, Dy € My (R)]
i2=j2=k®=ijk=0, ij=ji=jk=Kj=ki=ik=0

AeMpn(Hg) ve BeMp,o(Hg) olsun. Asagidaki

ozellikler saglanir [36]:
(i) (K)_1 % (F) (genel olarak)

(ii) (AT )_1 ;t(A_l)T (genel olarak)
(iii) AB=AB (genel olarak)

(iv) (AB)T £BTAT (genel olarak).

AeMpyn (Hp) ve BeM o (Hp) olsun. Asagidaki 6zellikler

saglanir:
0 (A) " =(a)
@) (A7) =(a)

(i) AB=AB

(iv) (AB) =BTAT.

Isew|iaseisiey
ulId|suIeA uoAiuaaleny |enq aA |99y T ‘v 9819z1)
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REEL KUATERNIYON MATRISLER

DUAL KUATERNIYON MATRISLER

AeMpn(Hg) ve BeMp,o(Hg) olsun. Asagidaki

ozellikler saglanir [36]:
N (N AT
M (A) =(A"),
(i) (AB) =B"A",

(iii) Eger A ve B  matrislerinin tersi var

(AB)t=B71A",

* _1 *
(iv) Eger A matrisinin tersivarise (A") =(A_1) :

ise

AeMpyyn (Hp) ve BeMy o (Hp) olsun. Asagidaki 6zellikler

saglanir:
N TN AT
M (A) =(A"),

(i) (AB) =B"A",

iii) Eger A ve B matrislerinin tersi varise (AB _1=B_1A_1,
(iii)

* _1 *
(iv) Eger A matrisinin tersivarise (A") =(A_1) .

(lwenap) 1sewuseisie)|
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REEL KUATERNIYON MATRISLER

DUAL KUATERNIYON MATRISLER

Kompleks Adjoint Matris

A, A, e M (C) olmak Gzere A=A+ A, je M, (Hp ) reel
kuaterniyon katsayili matrisine karsilik gelen 2n x 2n tipindeki
kompleks matrisi

Al AZ

Ay A
seklinde tanimlanir. Bu matrise kompleks adjoint matris veya A
reel kuaterniyon katsayill matrisinin adjointi denir ve y, ile

sembolize edilir [36].

(lwenap) 1sewunsesie)y
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REEL KUATERNIYON MATRISLER

DUAL KUATERNIYON MATRISLER

Reel Kuaterniyon Katsayili Matrislerin Reel Matris Temsilleri

A=A +Bji+Cyj+DkeM(Hg) olsun.

A B G -D

? éil _Zl Cél matrisi A reel kuaterniyon katsayili
1 _

D -G B A

4n x 4n matrisin reel matris temsili olarak adlandirilir ve R p ile
gosterilir [52].

Dual Kuaterniyon Katsayili Matrislerin Reel Matris Temsilleri

A=A +Bji+C;j+ Dk e M (Hp) olsun.

0
A o .
0 matrisi A dual kuaterniyon katsayili 4nx4n
0

o P o o

0
0
0
A

20w P

matrisin reel matris temsili olarak adlandirilir ve SRA ile gosterilir.

(1weaap) isew|uise|isiey ula|siIe

uoAluialeny| |enqg aA |93y T ‘¥ 93|9z1H
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REEL KUATERNIYON MATRISLER

DUAL KUATERNIYON MATRISLER

A=[4,s]=A +Bji+Cyj+Dk e M, (Hp), det(A) pure olmayan bir dual kuaterniyon

A

olacak sekilde bir dual kuaterniyon matris olsun. Bu durumda det(A) #0 olmak tizere

(det(A) =a+bi +cj +dk = det(A))(L+iz(A " By)i+iz(A1C)) j+iz(A 1D)K)

oldugundan det(A;) #0 veya a=0)

Aot k(A)
det(A)

dir.

(lwenap) 1sewuseisie)|
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EK-A

DUAL SAYILAR

Bu kisimda dual sayilar ile ilgili temel kavramlar verilecektir.

Tanim A.1

Bir dual z sayisi +1 reel birim ve & dual birimden olusan ( X,y ) sirali reel sayi ciftidir.
Burada & operatori et=e%=...=0 sartini saglar [50].

Bir dual sayi genellikle

Z=X+¢ey

formunda gosterilir. Boylece dual sayilar 1 ve ¢ ile tretilen 2 boyutlu
]D)zR[g]z{ Z=Xx+¢ey : X, yeR, & =0, g;tO}

reel cebirinin elemanlaridir, [50].

Tanim A.2

Dual sayilarda toplama ve carpma z; =X, +¢&Y;, Z, =X, + &Y, €D olmak lizere
(% +ey)+(X+ey, )=(X+X)+e(Vi+Y,),

(X +ey) (% +eY,)=(X%)+e(X Y+ V1% ),

seklinde tanimlanir, [50].

Bu carpim degisme, birlesme ve toplama Uzerine dagihm o6zelliklerine sahiptir.

Z =X+¢& Y’nin eslenigi
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1=X-¢y

ile tanimlanir ve
ZL7=X

ozelligini saglar, [50].

Dual sayilar; gauss temsili, kutup temsili ve Ustel temsili olmak Uzere g farkh sekilde

temsil edilebilir, [53]:

1. GaussTemsili: z=X+¢Yy.

2. Kutupsal Temsili: z=p (1+&6), (p=xve 6’:%).

3. Ustel Temsili: z=pe®?, (p=x(x=0), 19:% ve 629 =1+ ¢0).

Kompleks saylya benzer sekilde, z dual sayisinin modili || Z ||:|| X ||=p olarak ve
0 =y/x ise arglimenti olarak adlandirilir ve arg ( z) olarak gésterilir, [54].

|| Z || =1lise Z=X+¢&Yy birim dual sayi olarak adlandirilir, [50].

|z|, =] x+&y|=| x|=r>0 denklemini saglayan dual diizlem® izerindeki tim
noktalarin kiimesi, X==xr dogrularidir. Bu Galilean ¢cemberi olarak adlandirilir, [54,
55].

| z||=1 (veyax==+1) esitligini saglayan kiime, dual diizlem iizerindeki Galilean birim

cemberi olarak adlandirilir, [50, 55, 56].

LD dual duzlem;

<,>:'DxD—>D
(2,2;) 9< 23,2, >4=Re(2,23) =% %,

seklinde tanimlanan nokta ¢arpimi ile bir R? reel dizlemidir, [54]. Burada Z;, =X, +¢Y, ,

Z,=X+ey,eD.

242



Her reel @ igin, @ acgisinin Galilean (dual) kosinlisii cosg & ve @ agisinin Galilean
(dual) sintst sin g @ sirasiyla Galilean birim halkasi Gzerinde P( X,y ) noktasinin x ve

y koordinatlari olarak tanimlanmistir, [55, 56]:
cosgéd=x,singd=y.
Ayrica, her reel @ igin su denklemleri yazabiliriz, [50, 54, 55, 56]:

cosg Hzﬁzl , singH:X:H (her reel @ igin).
X

X

Asagidaki formuller cosg ve sing tanimlari ve Us kurallari kullanilarak elde edilmistir,

[55]:
e cosg (8,+6,)=cosg (6,)cosg (92)—gzsing (8,)sing (6,)
esing (6,+6,)=sing (6,)cosg (H,)+cosg (6,)sing (6,)

e cos’g (6, )+&”sin’g(6,) =1.
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