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OZET

LIE GRUPLARI UZERINDEKi BAZI KONTROL SiSTEMLERININ
KONTROL EDILEBILIRLIiGi

Mahmut KUDEYT

Matematik Anabilim Dali

Doktora Tezi

Tez Danigmani: Prof. Dr. Ayse KARA HANSEN
Es Danisman: Dog. Dr. Eylp KIZIL

Bu tez calismasi ile belirli Lie gruplari Gzerindeki afin kontrol sistemlerinin kontrol
edilebilirligine dair sonuclar elde edilerek Matematiksel Kontrol Teoriye katkida
bulunulmustur.

Calisma 5 bolimden olusmaktadir.

Birinci bolimde, tezimizdeki problemlerin literatiir 6zeti, bu tez ¢alismasinin hangi
amacla olusturuldugu ve problemlerin hipotezlerinden kisaca bahsedilmistir.

ikinci béliimde, Lie teorisinin temelini olusturan Lie cebiri, Lie grubu, Ustel tasvir ve
adjoint gosterim detayli bicimde acgiklanmis ve temel teoremler ile drnekler verilerek
tezin temel kavramlari ifade edilmistir.

Ucglincii bolimde ise, genel kontrol sistemlerinin temel bilesenleri detayli bir bicimde
verilmistir. Lie gruplari Uzerinde taniml bilinen kontrol sistem gesitleri kisaca
belirtilmistir. Calismamizin 6nemli bir pargasi olan afin kontrol sistemleri detayli bir
bicimde ele alinmis ve calismamiza isik tutan karakterizasyonun Oklid uzayi Gizerindeki
calismasi gosterilmistir.

Dordincl bolim, tezin ilk 6zglin kismini igermektedir. Tim 3-boyutlu reel matris Lie
gruplarinin tiirev cebirleri ve bu Lie gruplari Gzerindeki afin kontrol sistemlerinin
dinamiginin elemanlarinin Lie parantezleri hesaplanmistir. Ayrica 3-boyutlu Lucky



Guess Lie grubu elde edilmis ve; bu grubun cebirsel ve topolojik o6zellikleri
incelenmistir. Ek olarak, Lucky Guess Lie grubunun 3n boyutlu genel hali verilmistir.
Son olarak, 3-boyutlu reel matris Lie gruplari tzerindeki afin kontrol sistemlerinin
kontrol edilebilirlik siniflandirmasi lineer, invariant ve bilineer kontrol sistemlerinden
yararlanilarak yapilmistir.

Besinci bolim de tezin 6zglin kismindan olusmaktadir. Serbest nilpotent Lie grubu
Uzerindeki afin kontrol sisteminin otomorfizm yoriingesi elde edilmis ve sisteme ilisik
bilineer kismina bagli olarak kontrol edilebilirlik karakterize edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Afin kontrol sistemi, kontrol edilebilirlik, 3-boyutlu reel matris Lie
gruplari, serbest nilpotent Lie grubu, serbest nilpotent Lie cebiri.
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ABSTRACT

CONTROLLABILITY OF SOME CONTROL SYSTEMS
ON LIE GROUPS

Mahmut KUDEYT

Department of Mathematics

Ph.D. Thesis

Advisor: Prof. Dr. Ayse KARA HANSEN
Co-Advisor: Assoc. Prof. Dr. Eylip KIZIL

Via this thesis, by obtaining controllability results of affine control systems on some Lie
groups, a contribution to Mathematical Control Systems has been done.

This work consists of 5 chapters.

In the first chapter, literature summary of problem of our thesis, the purpose of which
this thesis is created and hypothesis of the problem are mentioned.

In the second chapter; Lie algebra, Lie group, exponential map and adjoint
representation which are base of Lie theory, are elaborately explained; and as
fundamental theorems and some examples are given, basic notations of our thesis are
expressed.

In the third chapter, basic notations of general control systems are described in details.
Variety of common control systems on Lie groups are briefly given. Then affine control
system which is very significant piece for our work is approached and a
characterization, which is illuminating our study, on Euclidean space is referred.

Fourth chapter contains the first original part of this thesis. Derivation algebras of all 3
dimensional real matrix Lie algebras and Lie brackets of the elements from the

xii



dynamics of affine control systems on these Lie groups have been calculated. Besides,
3-dimensional Lucky Guess Lie group has been obtained and; topological and algebraic
properties of this group has been examined. In addition, 3n dimensional general form
of Lucky Guess Lie group has been given. Finally, classification of characterization of
controllability of affine control systems has been given by using linear, invariant and
bilinear control systems.

Fifth chapter also contains orginal part of this thesis. Affine control system on free
nilpotent Lir goup has been examined. Automorphism orbit of the affine control
system on free nilpotent Lie group has been found and the controllability has been
characterized realted to its associated bilinear part.

Keywords: Affine control system, controllability, 3-dimensional real matrix Lie groups,
free nilpotent Lie algebra, free nilpotent Lie group.
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GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES
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BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Kontrol sistem X, sonlu boyutlu diferansiyellenebilir bir M manifoldu ve sistemin
kontrol parametreli vektor alanlarinin kimesi ® den olusur, yani; X = (M,D)
seklindedir. Kontrol sistemlerinin en temel klasik problemlerinden biri olan kontrol
edilebilirlik problemi, sistemin negatif olmayan zamandaki ¢éziimleri ile Vx € M igin
olusan Sy(x) kiimesinin Sy(x) = M olup olmamasidir. Eger bu esitlik varsa sistem
kontrol edilebilirdir, denir. Bu problem olduk¢a uzun bir gegmise dayanmakla birlikte,

Lie parantezleri ve Lie gruplariile ilgisi 1970’lere dayanmaktadir.

Cahsmamizin Lie gruplari Uzerindeki afin kontrol sistemleri Uzerine kurulu olmasi
nedeniyle literatlir acisindan bu sistemleri kisaca tanimlayalim. G sonlu boyutlu bir Lie

grubu olmak lizere, X = (G, O) afin kontrol sistemi

d
g =D+X),+ Z(Di +YY),
i=1

diferansiyel denklemlerin ailesi ile belirlidir. Burada, X ve Y?, g Lie cebirinin elemanlari
ve D ve D!, Der(g) tiirev cebirinin elemanlaridir. Bu sistem, Lie gruplari iizerindeki

lineer, invariant ve bilineer kontrol sistemlerini igerir.

Afin kontrol sistemlerinin kontrol edilebilirligi, ilk olarak Jurdjevic ve Sallet tarafindan
Oklid uzayi tizerinde incelemislerdir [1]. Bu calismadaki yaklasim, Oklid uzayi Gizerindeki
afin kontrol sistemlerine ait vektor alanlarinin bilineer kisimlarina, bir homoteti

fonksiyonu ile ulasarak, bilineer sistemin kontrol edilebilirligi yardimiyla, afin sistemin



kontrol edilebilirligini elde etmektir. Daha sonra, Kara ve San Martin bu teknigi
Genellestirilmis Heisenberg Lie grubu Uzerindeki afin kontrol sistemlerinin kontrol
edilebilirligini elde etmek icin kullanmis ve homoteti yerine sistemlerinin Lie cebiri
seviyesindeki 6zel bir otomorfizmayi kullanarak, daha genel bir sonug elde etmislerdir
[2]. Daha sonra, Kara ve Kule, benzer teknik ile, Carnot gruplar lzerindeki afin kontrol
sistemleri icin kontrollenebilirlik karakterizasyonunu elde etmislerdir [3]. Kara ve
Demirtas, oOzel bir Lie grubu Uzerindeki afin kontrol sistemleri Uzerine kontrol

edilebilirlik karakterizasyonu benzer teknik ile elde etmislerdir [4].

Tez ¢alismamizda, 6nceki tim durumlari genelleyen bir sistem Uzerinde, benzer bir

teknik kullanarak, son bélimde karakterizasyonumuzu sunuyoruz.

Ayrica, 4. Bélimde, 3-boyutlu reel Lie gruplari lizerindeki sistemlerin Lie parantezlerini
hesaplayarak kontrol edilebilirlik siniflandirmasini mevcut kriterler tGzerinden yaparak,
tablolar yoluyla kontrol edilebilen veya kontrol edilemeyen sistemlerin belirlenmesini

sagliyoruz.

1.2 Tezin Amaci

Tezin amaci, Matematiksel Kontrol Teoriye diferansiyel geometrik agidan ve Lie Teorisi
yardimiyla katkida bulunmaktir. 3-boyutlu reel matris Lie gruplar Uzerindeki afin
kontrol sistemlerinin kontrol edilebilirliginin karakterize edilmesi icin siniflandiriima
yapilmis ve serbest nilpotent Lie gruplari Gizerindeki afin kontrol sistemlerinin kontrol
edilebilirligi, sistemin bilineer kisminin kontrol edilebilirligi yardimiyla karakterize elde

edilmistir.

1.3 Hipotez

Tezin ilk 6zgilin kisminin yeraldigi dérdiinci bélimde, 3-boyutlu reel matris Lie gruplari
Uzerindeki afin kontrol sistemleri icin kontrol edilebilirlik siniflandirmasi verilmek
Uzere, tim 3-boyutlu reel Lie gruplari, onlarin cebirleri ve bu cebirlere ait tlrev
cebirleri hesaplanmis ve sistemlerin vektér alanlarinin Lie parantezleri de
hesaplanarak, uygulanan kontrol edilebilirlik karakterizasyonlari igin listelenmistir. Bu

tablolar, ilgili kontrol edilebilirlik yardimiyla invaryant, bilineer ve lineer kontrol



sistemlerinin kontrol edilebilirligini yorumlanmaktadir.

Besinci bolimde, serbest nilpotent Lie gruplar Uzerindeki afin kontrol sistemleri
olusturularak, cebir seviyesindeki bir otomorfizma yardimiyla bilineer parcasina
ulasilmaktadir. Boylece, bu tip sistemlerin sadece otomorfizm yoériingeleri Gzerindeki
kontrol edilebilirliklerinin yeterli oldugu ve bilineer kisimlarina otomorfizma ile

ulasilmasi yoluyla afin sistemlerin kontrol edilebilirlikleri karakterize edilmektedir.



BOLUM 2

TEMEL KAVRAMLAR

Bu bolimde, once [5-9] kaynaklarindan yararlanilarak Lie gruplari ve Lie cebirleri
hakkindaki bazi temel bilgiler, daha sonra ise bu tez calismasinin iki problemi icin temel

kavram ve tanimlar verilmektedir.

2.1 Lie Gruplan

Bir G Lie grubu cebirsel, topolojik ve geometrik yapilari bir arada bulunduran bir

kiimedir.

oan

Tanim 2.1 G bostan farkh bir kiime olmak Uzere, ikili islemine gore bir grup ve

diferansiyellenebilir manifold yapisina sahip olsun. Eger Vx,y € G igin,

U:G6GxXG6 -G (2.1)
y) > ply) =x-y*

seklinde tanimlanan tasvir C®-sinifindan ise, G kiimesine Lie grubu adi verilir [5].

Tanimdaki u tasviri asagidaki iki tasvir seklinde de ifade edilebilir. G’nin birim elemani

e olmak lizere, Vx,y € G igin,

T.GXG->G, t(x,y)=x"-y (2.2)
LG -G, Ay)=yt (2.3)

C”-sinifindan tasvirleri u tasvirine denktirler.

Yani; Vx,y € G igin,



wGxG-G T:GXG-G, 1(x,y)=x"-y
&
C,y) > py)=x-yt v 1
LG-G, A(y)=y

dir.

ilk olarak, (2.1) tasvirini kullanarak (2.2) ve (2.3) tasvirlerini elde edelim. G’nin birim

elemani e olmak Uzere,
u:{e}xG -G

(ey) > uley)=e -y t=y"

elde edilir. Yani;

A=Ue:G—>G, (2.4)
2Q) = p.(y) = ple,y) =y~

dir.

(2.4) ile tanimlanan tasvir u’nin ikinci bilesenine gore izdiisimi oldugundan A tasviri

diferansiyellenebilirdir. Ayrica, Id: G — G birim tasvir olmak lzere,
(Id X pu,):G X G- G X

(y) - (6y™)
tasviri tanimlansin ve

T=uo(ldXu,)GxaG- G,
-1 .
(x»J’)Id_X”;(x:y )7)6' y

bileske tasviri g6zonune alinsin. Bu durumda, T = p o (Id X ) tasviri de, diferansiyel-
lenebilir tasvirlerinin bileskesi olarak diferansiyellenebilirdir.

Yeter kosul igin, Id: G — G birim tasuviri ile,

(IdxA):6XG->GXG

(xy) - (6y™)

tasviri gozonine alindiginda, 4 = 7o (Id X 1) elde edilir ve u iki diferansiyellenebilir

tasvirin bileskesi olarak diferansiyellenebilirdir.



Ornek 2.2 Tersi olan tiim reel n X n tipindeki matrislerin kiimesi

Gl(n,R) = {4 € M,,(R)| det(A) # 0} genel lineer grup, bir Lie grubudur. Matris
carpimi altinda bir grup vyapisina sahiptir. Diferansiyellenebilir manifold oldugunu
gostermek igin, R diferansiyellenebilir manifoldunun agik bir alt kiimesi oldugunu

gostermek yeterlidir [6]. Bunun icin, 6ncelikle n X n matrislerinin R™ 'nin elemanlarina

izomorf oldugunu gosterelim.

Tum n Xn reel matrislerin kimesi M, (R)'nin elemanlari ile R™ ’nin elemanlari

arasinda

f: M, (R) > R™
f(eij) = €jtn(i-1)

tasvirini gézonlne alalim. Bu fonksiyon bir lineer izomorfizmadir ve f tasvirinin

yardimiyla bir A = [aij] € M, (R) matrisi, R™’nin bir elemanina donusur. Yani;
2
f(4) = f([aij]) = (41, A12) o) A1py A21, A2, e, ) € R™

dir. Determinant fonksiyonu

det: M, (R) = R" > R

det(4) = z (sgno). A15(1) A20(2) *+ Ano(n)

OESy
bir polinomsal fonksiyon oldugundan siirekli tlretilebilirdir. Genel lineer grubun

elemanlarinin determinanti sifirdan farkl oldugundan,
det(Gl(n, R)) = R\{0}

dir.

R’nin standart topolojisine gore tek nokta kiumeleri kapaldir. Yani; {0} tek nokta
kiimesi kapalidir. Tumleyen kiimesi kapali olan bir kime de agik oldugundan, R\{0}

actk bir kiimedir. Agik bir kiimenin surekli bir fonksiyon altindaki ters gorintlsu de

aciktir, dolayisiyla, det™(R\{0}) = Gl(n, R), R™nin acik bir alt kimesidir.



Diferansiyellenebilir bir manifoldun agik bir altkiimesi de diferansiyellenebilir manifold

oldugundan Gl(n, R) kiimesi de diferansiyellenebilir manifold yapisi kazanir.
Son olarak, matrisin tersi

A:Gl(n,R) - Gl(n,R)
A(B) = B!

ve polinomsal fonksiyon olan matris ¢arpimi

7: Gl(n,R) X Gl(n,R) - Gl(n, R)
7(A,B) = AB
diferansiyellenebilirdirler.

Ornek 2.3 Gl(n, R) Lie grubunun kapali her altgrubu G’nin bir Lie altgrubudur [5].

Bir matris grubunun Lie grup oldugunu géstermek icin GI(n, R) bir altgrubunun kapah
oldugunu gostermek yeterlidir. Bu, her Cauchy dizisinin yakinsak olmasi ve yakinsadigi

noktanin kiime tarafindan igerilmesi ile gosterilebilir.

Tanim 2.4 G bir Lie grubu ve herhangi bir g € G olsun.

lg:G > G

lg(x) = gx

seklinde tanimlanan tasvire, g’nin sol 6telemesi adi verilir. Ayrica,
dly:TyG = Ty G

tasviri de [; tasvirinin tirevidir [5].

Benzer sekilde sag 6teleme ile sag 6teleme tirev tasviri de tanimlanabilir.

Tanim 2.5 G Lie grubunun herhangi bir vektér alani X olmak lizere, Vg € G igin
dly(X(e)) = X(9) (2.5)

esitligi saglaniyorsa, bu vektor alanina sol-invaryant vektor alani denir [5].



Onerme 2.6 Bir G Lie grubu lizerindeki tiim sol-invaryant vektér alanlarinin kiimesi g,

G’nin birimdeki tanjant vektor uzayi T, G’ye izomorfik olan bir vektér uzayidir [5].

Ispat G, lzerindeki tim vektor alanlarinin vektér uzayl, y®(G) ile gosterilsin. g’nin

x*(G) vektor uzayinin alt vektor uzayi oldugunu gosterelim:
Vg € G igin,
i) VX,YEg=>X+YEg

(2.5) deki esitligi kullanirsak,

dl, (X +Y)(e) = dly(X(e)) + Y(e)) = dl;(X(e)) + dl,(Y(e))
yazilabilir ve her bir vektor alani sol-invaryant oldugundan

dlg(X(e)) + dlg(Y(e)) = X(g) + Y(g)

dir. Boylece, X + Y € g elde edilir.

i) VX Eg VAER=>AXE g

dl,((Ax)(e)) = diz(A(X)(e)) = Adly(X(e)) = 1X(9)

dir ve buradan AX € g dir. Boylece, g’'nin y*(G) vektor uzayinin bir alt vektor uzayi
oldugu gosterilmis olur.

Simdi ise, g ile T, G vektor uzaylarinin birbirlerine izomorf olduklarini gosterelim.

fia-> TG
fX)=X(e)

tasviri sirasiyla, lineer, birebir ve értendir. Once lineerligi gsterelim.
Va,b € R,VX,Y € g olmak lizere,

f(aX + bY) = (aX + bY)(e) = aX(e) + bY(e) = af (X) + bf (V)

oldugundan, f tasviri lineerdir.

Bu tasvirin birebir oldugunu gostermek igin esit goriintliye sahip farkli herhangi iki sol

invaryant vektor alaninin birbirine esit oldugunu gosterelim.



Vg € G igin,

fX) =f{)=X(e) =Y(e)

esitliginden ve iki vektor alani da sol-invaryant oldugundan,

dlg(X(e)) = dlg(Y(e)) = X(g9) =Y (g)

gerceklenir. Her bir eleman igin bu esitlik saglandigindan X =Y dir, yani; tasvir
birebirdir.

Son olarak, f tasvirinin 6rten oldugunu gésterelim.

Vg,h € G,X € y*(G) vev € T,G olmak Uizere,

X(g) = dlz(v)
esitliginden
X(hg) = dlyg(v) = dly, (dly(v)) = dly

elde edilir. Vg € G icin bu esitlik saglandigina gére g = e olarak distnildiginde
istenilen elde edilmis olur. Yani; f tasviri 6rtendir. Boylece, g = T,G izomorflugu

ispatlanmis olur.

Tanim 2.7 G ile H iki Lie grup olmak Uzere, ¢: G — H tasviri eger diferansiyellenebilir

bir grup homomorfizmasi ise, bu tasvire Lie grubu homomorfizmasi denir [5].

Tanim 2.8 G bir Lie grubu, H € G’nin bostan farkli bir alt kiimesi ve ¢: H = G bir
tasvir olsun. Eger H kiimesi, G’'nin bir alt manifoldu ve ¢ tasviri de bir grup
homomorfizmasi ise H’ye bir Lie altgrubu denir ve (H, @) ile gosterilir [5]. (H, ¢), G’'nin

kapali altgrubu ve ¢ (H) de G’nin kapali altkimesidir.

2.2 Lie Cebirleri

Tanim 2.9 g bir K(= C,R) cismi Uzerinde taniml bir vektor uzayi olsun. Eger g

Gzerinde tanimli

[.,.l:gxg—g



bilineer tasviri, VX,Y,Z € g olmak lzere, asagidaki iki 6zelligi saglyorsa, g vektor

uzayina bir Lie cebiri adi verilir:

i) [X,Y] = —[V,X] (terssimetri 6zelligi) ve
i) [[X,Y1,Z] +[[Y,Z],X] + [[Z,X],Y] = O (Jacobi &zdesligi).

Bu ozellikleri saglayan [.,.] ikili islemine de Lie parantezi denir [8].

Bir G Lie grubunun birimdeki teget uzayi T, G, bu grubun Lie cebirine denktir. Yani;
T,G = g dir. Onerme 2.6’dan dolayl, G lzerindeki sol-invaryant vektér alanlarinin

kiimesi ile Lie cebiri denktir.

Lie cebir kavrami, Uzerinde tasidigi cebirsel ozellikleri Lie grubuna da yansittigindan

blyik bir 6neme sahiptir.

Ornek 2.10 M diferansiyellenebilir bir manifold olsun. M (izerindeki tim vektor

alanlarinin  vektor uzayi y (M)
[ 1 x®(M) X x*(M) = x* (M)
[X,Y] = XY - YX

Lie parantezi ile birlikte bir Lie cebiridir [5].
Bu Lie parantezi ile birlikte y*(M)’nin bir Lie cebiri oldugunu gosterelim:
Vf,g,h€ C®(M)veVX,Y,Z € y*(M) igin,

i) [gX +hY, ZI(f) = (gX + hY)(Z(H)) — Z((gX + hY)(f))
i) =gX@Z()-z2(X(N))+h(Z(N)-Z(Y(F)) = glX,Z] + h[Y,Z]
ikinci degiskene gore de lineerlik benzer sekilde gosterilebilir. Dolayisiyla, tasvir

bilineerdir.

iii) [X,Y1(N) =X(Y(N) -Y(X(N) = —-{r(X() -Xx(¥Y(N) = -1V, X1()
= [X,Y] = —[Y,X].

Tasvir ters simetriktir.

iv) {[[x,Y], 2] + [[v,Z], X] + [[Z, X1, Y]}(F) = 0.
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{[[x,Y1,z] + [[Y, 21, X] + [[Z, X1, Y]}(F)
= [[x,Y1,Z](F) + [[Y, 21, X](F) + [12, X1, Y] (F)
= (X, YD(Z(N) - (X, Y1(N) + (Y, ZD(X () — X([¥, Z1(H)
+ (2, XD(Y(H) - Y (12, X1(N))
= (XY —YX)(2(f) + Z (X(Y(f)) - Y(X(f))) +(YZ - zv)(X(P))
+X(Y(2(F) - 2(Y(N)) + @X - X2)(Y ()

+v (2(x(N) - x(2())) = 0
Yani; tasvir Jacobi 6zdesligini saglar. Boylece, y (M) vektor uzayi yukarida tanimlanan
Lie parantezi ile bir Lie cebiridir.

Ornek 2.11 Herhangi bir cisim tizerinde tanimli bir vektdr uzayi V iizerinde,

[,. VXV >V
[X,Y]=0

olacak sekilde bir tasvir tanimlanirsa, bu tasvir Lie cebiri tanimindaki tim o6zellikleri
saglar. Boylece, V vektor uzayi da bir Lie cebiridir. Bu cebire, Abel (degismeli) Lie cebiri

denir [8].

Ornek 2.12 Tim n X n lik reel kare matrislerin vektér uzayr M, (R),

[.,-]: My (R) X My, (R) = M, (R)

[A,B] = AB — BA

Lie parantez islemi ile birlikte bir Lie cebiridir [7].

Bir Lie grubunun Lie cebirinin nasil elde edilebilecegini asagidaki drnekle gosterelim.

Ornek 2.13 U¢ boyutlu Heisenberg Lie grubu,

1 x z
(0 1 y)
0 0 1

a:[0,1] » H3(R) taniml, a(0) =1 ve x,y,z:[0,1] » R, x(0) = y(0) =2z(0) =0

H;(R) =

X,V,Z € R} kiimesi ile tanimlanir.

olacak sekilde sirekli tasvirler olmak lizere,
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1 x(t) O
a(t) = (0 1 0)
0o 0 1

seklinde tanimlanan sirekli bir tasvir olsun. a(t)'nin birimdeki tirevini (t'ye gore)

alalim.
0 x(t) 0
d(t)=(0 0 0)
0 0 O
0 x(0) 0 0 1 0
:>oz(0)=(0 0 o)=x(0)<0 0 0)
0 0 O 0 0 O

01 0
>X=|0 0 0]€THsR).
0 0 0

H3(R) Lie grubunun birimdeki teget uzay1 T;H3 (R)’G, b3 (R) ile gosterelim.

Boylece, X € h3(R) olur. Benzer islemler yapildiginda,

0 0 O 0 0 1

Y=(0 0 1|veZ=(0 0 O0]€bhs3(R)
0 0 O 0 0 O

bulunur.

Boylece, H3(R) Heisenberg Lie grubunun Lie cebiri,

b3 (R) = geren{X,Y,Z|[X,Y] = Z}

dir ve [X,Y] = Z Lie parantezi disindaki tiim Lie parantezleri sifirdir.

Tanim 2.14 g ve b birer Lie cebiri ve 1: g = b bir tasvir olsun. Eger 1 bir lineer tasvir

ve
Y([X,Y],) = &), vy

seklinde Lie parantezi islemini koruyorsa, 1 tasvirine bir Lie cebiri homomorfizmasi

denir [5].

Teorem 2.15 G ile H birer Lie grubu, g ile b sirasiyla bu gruplarin Lie cebirleri ve

12



@:G — H bir homomorfizma olsun. Bu durumda,

a) VX €gicin, Xvedp(X) ¢ —(iliskilidir).
b) d¢:g — b bir Lie cebiri homomorfizmasidir [5].
ispat Oncelikle, teoremin ilk kismini ispatlayalim. ¢ bir homomorfizma oldugundan,

Vx,y € G igin,

o(xy) = o(L(») = @ o L)

ve

p(xy) = p(x) e 9(¥) = Ly ° 9 (¥)
S@oly =l

dir. Buradan,

X = dp(X) ve X bir sol-invaryant vektor alani oldugundan,

X(p() = dly (£en)) = dlppodp(X (es))

= d(lp ° )X (eg) = d(ly) ° 9)X(eg) = dp(X(x))
elde edilir. Béylece, istenilen sonucu, yani;
>Xop=dpoX

yi elde etmis olduk.

(b)’yi ispatlamak igin, VX, Y € g igin,

[X.Y] =[X,7]

oldugunu géstermemiz yeterlidir. ilk olarak, [X,Y] ile [X,Y] nin ¢ —iliskili oldugunu
gosterelim. Vg € G,Vf € C*(H) igin,

do([X,Y1g)(f) = [X,Y](f o 9)
= Xg(V ((f o 0)) = Yy (X(f o 0))
= X, (de o Y)(f) — Y,(de o X)(f)
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= Xg(T(f) ° 9) = Yo (R(f) ° )
= do(x,) (7(N) - do (%) (£)

= ti(g) (Y(f)) - Ytp(g) (X(f))
= [X: Y]qo(g)(f)

dir. Ayrica, [X,Y](e) = do([X,Y])(e) olup, tek oldugundan ispat tamamlanmis olur.

Tanim 2.16 g bir Lie cebiri ve §h € g'nin bir altuzayi olsun. Eger, VX,Y € b icin, bu iki

elemanin Lie parantezi h’nin bir elemani ise, §’ye g’nin bir Lie alt cebiri denir [7].

Simdi de, calismamiz icin blylk 6neme sahip baglantil Lie gruplarindan ve
herhangi bir Lie grubunun baglantili Lie altgruplari ile onun Lie cebirinin alt cebirleri

arasindaki birebir iliskiyi ifade edelim.
Hatirlatma 2.17 Topolojik bir 6zellik olan baglantiliigin tanimini ifade edelim.

X bostan farkli bir topolojik uzay ve C, D € X’in alt kiimeleri olsun. Eger X = CUD iken
CND = @ ve C,D bostan farkli iki acik alt kiime ise, X bir ayrisima sahiptir denir. Eger
X uzayi hig bir ayrisima sahip degilse, baglantilidir denir [9].

Teorem 2.18 G bir Lie grubu; g, G’nin Lie cebiri ve § € g bir Lie alt cebiri olsun. G’nin

oyle bir tek (H, ¢) baglantili Lie alt grubu vardir ki
de() =
esitligi saglanir [5].

Sonug 2.19 Bir Lie grubunun baglantili Lie alt gruplari ile grubun Lie cebirinin alt

cebirleri arasinda birebir bir esleme vardir [5].

Hatirlatma 2.20 Basit baglantihligin ayrintih tanimina [9] dan ulasilabilir. Kisaca
hatirlatmak istersek, her noktadaki temel grubu sadece birim elemandan olusan uzaya

basit baglantili topolojik uzay denir.
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Teorem 2.21 G ve H, Lie cebirleri sirasiyla g ve §) olan iki Lie grubu, G basit baglantili ve
Y:g = b bir homomorfizma olsun. d¢ = olacak sekilde bir tek ¢:G - H grup

homomorfizmasi vardir [5].

Sonu¢ 2.22 Eger basit baglantih G ve H Lie gruplari, izomorfik Lie cebirlerine

sahiplerse, izomorfiktirler.

Teorem 2.23 Lie cebirlerin izomorfizm denklik siniflari ile basit baglantil Lie gruplarinin

izomorfizm denklik siniflari arasinda birebir bir esleme vardir [5].

Tanim 2.24 Bir g Lie cebirinin ideallerinden olusan tiretilmis (derived) serisi,

g =g2g® = [g(O),g(O)] 2 g@ = [g(l),g(l)] 2...2¢0 = [g(j—l)'g(j—l)] (2.6)
seklinde tanimlanir. Eger, bir j € N igin, g(j) = {0}, ise g'ye j.dereceden ¢oziilebilir Lie
cebiri denir. Lie cebiri ¢ozulebilir olan Lie grubuna, ¢ozilebilir Lie grubu denir [10].

Tanim 2.25 Bir g Lie cebirinin ideallerinden olusan alt merkezil serisi,
80) =828 = [8,800)] 282 =88] 229 =[98 8¢-1] (2.7)

ile tanimlanir. Eger, bir j € N igin, g(;) = {0} ise, g ye j. dereceden nilpotent Lie cebiri

denir. Lie cebiri nilpotent olan Lie grubuna, nilpotent Lie grubu denir [10].

2.3 Ustel Tasvir

Basit baglantili Lie grubunun 6nemi onceki boliimde belirtilmisti. Simdi de verilen Lie
cebirinin basit baglantili Lie grubunu bulabilmek igin Ustel tasvir ve bir parametreli

altgruplardan bahsedelim.

Tanim 2.26 G bir Lie grubu olmak lzere, ¢@:R — G homomorfizmasina, G’'nin bir

parametreli alt grubu denir [5].

Tanim 2.27 G bir Lie grubu, grubun Lie cebiri g ve R’nin Lie cebiri g olsun.

9:ar — g
()ld)—/lX
¢ dr]

bir Lie cebir homomorfizmasidir. R basit baglantili oldugundan,
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expy:R—- G

tasviri dexpy (/’l%) = AX olacak sekilde tek bir parametreli alt gruptur.

Baska bir sekilde ifade edersek, t — expx(t) tasviri G’nin tek bir parametreli alt

grubudur.
Eger t = 1 olarak dustintllrse,

exp(X) = expx(1),exp:g = G (2.8)

Ustel tasvir olarak adlandirihr [5].

Teorem 2.28 G bir Lie grubu ve g onun Lie cebiri olsun. X € g ve Vt,s € Rigin,

a) exp(tX) = expyx(t)
b) exp((t+ s)X) = exp(tX) exp(sX)

exp(—tX) = (exp(tX))™*
dir [5].
ispat s €R icin, Y:R - G, P(t) = expsx(t) ile @:R - G, @(t) = expy(st)
tasvirlerini tanimlayalim. Teoremin a) kismini ispatlamak icin ¥ = ¢ esitligini elde
etmemiz yeterlidir.

Bir vektor alaninin integral egrisi tanimindan; ¥, sX in integral egrisidir ve ¥(0) = e.

@ tasvirinin tirevi alinirsa,
d d d
do (5. ) = dexpy (s ) = sdexpy (3-Ise) = X lexpy(st)

elde edilir. Esitlikten de goruldugi gibi ¢ de sX’in integral egrisidir ve ¢ (0) = e dir.
Fakat bir vektor alaninin integral egrisi varsa tektir. Bu ylzden, ¥ = ¢ dir. s
ve t parametreleri yer degistirilip t = 1 alindigindan a) ispatlanmis olur. a)’daki
esitlikten ve expy(t) tasvirinin bir homomorfizma olusundan b) ve c), homomor-

fizmanin 6zellikleri yardimiyla bulunur. Yani;
exp((t + s)X) = expx(t +5) = expx(t) expx(s) =exp(tX) exp(sX),
exp(—tX) = expx(—t) = — expx(t) = (expx(£)) ™! = (exp(tX))™*

dir.
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Teorem 2.29 G ile H birer Lie grubu ve ¢: H — G bir Lie grup homomorfizmasi olsun.

Asagidaki

H—23¢G
-
g

Sekil 2.1 Ustel tasvir diyagrami [5]

exp
h —>-

diagrami degismelidir [5].
ispat VX € h,t € R icin exp(tX), H Lie grubunun bir elemanidir.

@ o exp(tX) = @ o expy(t)

tasviri t = @ o expy(t), t = 0 daki tanjanti d(p(X(e)) olan diferansiyellenebilir bir
egridir.  Ayrica, @ o expyx(t) homomorfizma  oldugundan t — @(exp(tX)) =
@(exp(tX)) = ¢ o expx(t) G’'nin bir parametreli alt grubudur.

Fakat, X € b icin, dp(X) € g ve exp (t(d(p(X))) € G olacak sekilde, t — expgqx)(t)
tasviri t = 0 daki tanjanti dp(X(e)) olan G’nin tek bir parametreli alt grubudur,
(expy (t)’in tanimindan ).

Boylece, bir parametreli alt grubun tekliginden, @ (exp(tX)) = exp (t(d(p(X))) esitligi
yazilabilir. X vektor alani sol invaryant oldugundan tamdir. Yani; ¥Vt € R icin tanimhdir.

Eger son esitlikte t =1 alirsak, istenilen ¢ o exp(X) = exp(d@(X)) sonucu elde

edilmis olur.

Ornek 2.30 GL(n,R) n X n tersinir matrislerin kiimesinin Lie grubu oldugunu daha

once gostermistik.

¢:R - GL(n, R)

@(t) = exp(tA)

tasviri GL(n, R)’nin tek bir parametreli alt grubudur. t = 1 alindiginda ise,
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A A% A3
exp(A) :I+;+z+§+...

Ustel tasviri matris grubu icin tanimlanmis olur [6].
Ornek 2.31 b;(R), H;(R) Heisenberg Lie grubunun Lie cebiri olmak iizere,
b3 (R) ={X,Y,Z|[X,Y] = Z} ve exp: h3(R) — H;(R) tasviri verilsin.

0 1 0
X=10 0 0]€Db3(R)olmak tzere,

0 0 O

tx? tx™ . 2 o

exp(tX) =1+ tX to et dir. X* = 0 oldugundan,

1 0 0 01 0 1t 0
eXp(tX)=(0 1 0>+t<0 0 0>=(0 0>EH3(]R)
0 0 1 0 0 O 0 0 1

Uy

0 0 O 1 0 0
elde edilir. Benzer sekilde,Y =0 0 1 |igin,exp(sY)=(0 1 s ]€ H;(R)ve
0 0 O 0 0 1

0 0 1 1 0 k
Z=10 0 O0]igin,exp(kZ)=|0 1 0 )€ H3(R) seklindedir.
0 0 O 0 0 1

2.4 Adjoint Gosterilimi
Tanim 2.32 M bir diferansiyellenebilir manifold ve G de bir Lie grubu olmak lizere,
Vo,T € GveVm € M igin,

uaGxXxmM-M
(a7, m) = p(o, u(rm)),
ule,m) =m

seklinde tanimlanan diferansiyellenebilir tasvire G’nin M {izerindeki sol etkisi denir
[5].
Benzer sekilde,

UMxXGg-M
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(m,01) > p(m, o7) = p(u(m,0),1)
u(m,e) =m

ile tanimlanan tasvir de G’nin M Uzerindeki sag etkisi olarak adlandirilir [5].

Eger u: G X M — M tasviri G'nin M lzerindeki sol etkisi ise, sabit bir ¢ € G elemani

icin m — u(a, m) tasviri M’nin difeomorfizmasidir ve u, ile gosterilir.
Tanim 2.33 Eger bir G Lie grubunun kendisi tizerinde

GXG->G
(0,7) = i(0,7) = 0ot0™ ! =iy (7)

tasviri ile tanimlanan sol etkisi alinirsa, buna i¢ otomorfizma denir.

Bu i¢ otomorfizmanin sabit noktasi ise, Vo € G igin iy (e) = e ile tanimlidir. Bu sabit e

noktasi kullanilirsa,

p: G = Aut(g)
o0->digl. T.G=g

seklinde tanimlanan tasvir, G’'nin Aut(g) igine gosterimidir ve bu gosterim Adjoint
(eslenik) gosterim olarak adlandirilir [5]. Ayrica, Sekil 2.1’de verilen degismeli diyagram

kullanilarak, asagidaki diyagramlar elde edilir ve bu diyagramlar da degismelidir:

a _de), End(g)

J/exp expT

G —2 5 Aut(g)

Sekil 2.2 Adjoint gosterim diyagrami [5]
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G 224G

Sekil 2.3 ic otomorfizma diyagrami [5]
exp(tp) (6)(X) = o(exp(tX))o~"
exp o p(0) = i © exp

esitlikleri gecerlidir.

2.5 Lie Tiirevi

Tanim 2.34 Bir X vektor alaninin y,,: (a(m),b(m)) - M,y,,(0) =m seklinde
tanimlanan integral egrisi verilmis olsun. D, = {m € M|t € a(m),b(m)} tanim
kiimesine sahip olan ve Vt € Rsayisi igin X;(m) = y,,,(t) esitligini saglayan bir X,
tasvirini alahm.

Eger, Vt elemani igin, D, = M esitligi gercekleniyorsa, yani; Ym € M igin, ¥, integral
egrisinin tanim kiimesi (—o0,00) araliginda tanimli ise, X’e tam vektor alani ve X;

tasvirine de 1-parametreli reel sayilar ile parametrelenen M’nin dénistmlerinin grubu

denir.

Eger X tam vektor alani degilse, X, tasviri de grup olusturmaz ve X’in yerel bir

parametreli grubu olarak X, tasvirlerinin koleksiyonu g6z 6niine alinabilir.
Bu ifadelerden sonra Lie tiirevi tanimini verebiliriz:

Bir M manifoldu lzerinde X ve Y diferansiyellenebilir vektor alanlarini alalim.
X:, X vektor alaninin 1-parametreli grubu olmak Gzere, Y’'nin X’e gore Lie tiirevini su

sekilde tanimlayabiliriz.

X vektor alaninin m’den X, (m)’ye tanimh integral egrisini alalim ve Y vektor alani igin
Yx,m)’yi bulalim. Daha sonra X_; difeomorfizmasinin dX_; diferansiyeli kullanilarak,

m noktasindaki tanjant uzayi T,,M’de dX_;(Yx,m)) ve Y (m) vektérlerinin farkini t'ye
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bolerek, t — 0 iken limiti alinirsa, Y vektor alaninin X’e gére m noktasindaki Lie tlrevi

bulunmus olur. Bu Lie tirevini (LyY),, semboli ile gosterilerek, tirevin ifadesi

asagidaki sekilde verilir [5]:

dX—t(YXt(m))_Y(m)

(LY ) = limy ey : = = omo (dX_c(Yieom))

Boylece, M manifoldu Gzerinde X ve Y diferansiyellenebilir vektor alanlarindan Y’nin

X’e gore Lie turevi LyY = [X, Y] ile de verilebilir.

Onerme 2.35 g, G Lie grubunun Lie cebiri olmak lizere, X,Y € g igin,
dp(X)(Y) = [X,Y]

esitligi gerceklenir [5].

Simdi de bu 6nerme ile ilgili bir 6rnek verelim:

Ornek 2.36 Heisenberg’in 3 boyutlu Lie grubu ile bu grubun Lie cebirini disiinelim.

H;(R) grubunun i¢ otomorfizmasinin

i: H3(R) X H3(R) - H3(R)

(0,7) = i(0,7) = 0t07 ! =iy (7)

1 a ¢
oldugunu bildigimizden, H5(R)’nin iki elemanini o = <O 1 b) € H;(R),
0 0 1

1 x z
T= (0 1 y) € H;(R) alirsak,
0 0 1

1 a c\/1 x z\/1 a c\*
l-(,@):(o X b)(o y)(o X b)
0O 0 1/\0 0O 1/\0 0 1

[UnN

1 a c\N/1 x z\/1 —a —-c+ab
=<0 ; b)(o 1 y)(o ST )
0 0 1/\0 0O 1/\0 O 1

1 x z+ay—-bx
{177
0 0 1
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elde ederiz.

p: H3(R) — Aut(h3(R))

1 a c 1 a c
a=<0 1 b>—>p (O 1 b) =di, (1)
0 0 1 0 0 1

dir. diy (7) tlrevini elde etmek icin iy ( T)’nun t’ya gore, yani; x,y ve z degisken-

lerine gore tlrevini alarak,

1 0 O
Jac(iy ), = ( 0 1 0> =di, (1) € Aut(H3(R))
—-b a 1

elde edilir.

diz:h3(R) - h3(R) (2.9)

0 x z x X 1 0 0\~ X
(0 0 y) - (y) - di, (y) = < 0 1 O) <y> = ( y >
0 0 O z z —b a 1/ \z —bx +ay+z

0 x —bx+ay+z
—><O 0 y )

0 0 0

dir. X,Y € b3(R) igin, dp(X)(Y) = [X, Y] oldugunu gostermek istiyoruz. Bunun igin,

Sekil 2.2’deki diagramdan yararlanarak,
d
dp(X)(¥) = — |e=op (exp(tX))(Y)

1 t O
elde edilir. X,Y € b3(R), exp(tX) = <O 1 0) = (t,0,0) ve
0 0 1

0 0 O 0
Y=(0 0 1])=/{(1] oldugunu, Ornek 2.31’de gdstermistik.
0 0 O 0

1 t O 0 0
p(exp(tX)(Y) =p (0 1 0) (1) = (1)
0 0 1 0 t

fonksiyonunun degerini, (2.9)'daki ifadede a =¢t, b=0, c =0, x=0, y=1ve
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z = 1 yazarak elde ettik. Béylece,

0 0
%h:op(exp(tX))(Y) = %h:o <1> = <0> =Z7Z=1[XY]
t 1

istenilen sonucu elde etmis oluruz.

2.6 Ug-Boyutlu Reel Matris Lie Cebirleri

Bu kisimda tezin 4. Bolimindeki kontrol edilebilirlik siniflandirmasi igin kullanilan
durum uzaylarinin cebirlerini veriyoruz. Bu amagcla, Bowers’in [11] deki ¢alismasinda
siniflandirdigl 3-boyutlu matris Lie cebirlerini inceliyoruz. [11] de verilen siniflandirma

asagidaki sekilde 6zetlenebilir.

g Lie cebiri bir boyutlu reel matris Lie cebiri olsun. Bu durumda, g Lie cebiri tek bir e;

elemanindan Uretilmistir. [e;, e;] = 0 oldugundan, bu Lie cebiri L(1,0) ile gbsterilsin.

Benzer sekilde, iki boyutlu reel matris Lie gruplarini inceleyelim. g Lie cebiri iki boyutlu
bir matris Lie cebiri olmak Uzere, g = geren{e;, e,},;. verilsin. Genel durumda, iki
boyutlu Lie cebirlerinin Lie parantez islemi [e;,e,] = A;e; + A,e, olmalidir. Bu
nedenle, [e;, e;] = 0 olmasi durumunda tek degismeli Lie cebiri L(2,0) ile ifade edilir.
A, yada A, den en az biri sifirdan farkl ise, 6rnegin; A; # 0 olsun. [e, e;] = A;e4
esitliginden L(2,1) Lie cebirini elde etmis olduk. A, # 0 durumu ilk duruma izomorfik
oldugundan tek bir L(2,1) cebiri vardir. U¢ boyutlu reel matris Lie cebirleri igin
g = geren{e;, e,, €3}, Ug boyutlu matris Lie cebirinin tirev cebiri sifir, bir, iki ya da Ug

boyutlu olabilir.
Buradan, [ey, e;] = e; sartini saglayan, h3(R), L(3,1) ile temsil edilmistir.

ilk olarak, iyi bilinen Heisenberg grubununun tiirev cebir elemanlarini vererek

basliyoruz.
2.6.1 Heisenberg Lie Cebiri h3(R) (L(3,1)) ve Onun Lie Grubu H3(R)

1 a c
H;(R) = (0 1 b)la,b,c eER
0 0 1
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Heisenberg Lie grubu ve

0 1 0 0 0 O
b3(R) = span;4ie;,={0 0 0),e;=(0 0 1
0 0 O 0 0 O

Heisenberg Lie cebiri verilsin. [e, e;] = e; olmak Uzere, h3(R) nin tirev cebiri olan

Der(H3(R))’nin elemanlari asagida yeralmaktadir.

2.6.2 h3(R)’nin Tiirev Cebiri Der(h3(R))
Bu kisimda, h3(R) tiirev cebir elemanlarindan [12] de oldugu gibi yararlanacagiz.
islemleri kisaca ifade edelim.

D € Der(h3(R)) elemaninin tanimi geregi,
D:p3(R) — h3(R)

D([A,B]) = [D(A), B] + [A, D(B)]

ile verilir. D ayni zamandan bir endomorfizma oldugundan bir 3 X 3 matris temsiline

sahiptir. Bu matrisi
dyy dip diz\"

D=\dy dy dys (2.10)
d3; dz; ds3

ile gosterirsek, BH3(R)’nin Lie parantez islemleri ve D tanimi kullanarak, bu matrisi

elde edebiliriz. Burada,

D (S bg(R) = D(el) = d1161 + dlzez + d1363 (211)
D(e;) = dyieq + dye; + dyzes
D(e3) = d3ieq + dzze; + dszes

dir. Bu bagintilar yardimiyla d3; = dq3 = 0,d33 = d,, + dq4 elde edilir.

Boylece, D’nin (2.10)’daki matris temsili
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diy diz diz\'  dyy diy 0\ /dy dy 0
D = d21 dzz d23 = d21 d22 d23 = d12 dzz d32

d3; ds; dss 0 d3; dy+diy 0 dys dy+dy

haline dénisir. Her bir d;; sayisina gore ifadeyi duzenledigimizde
0 0 O 0 0

Dy=(0 0 0),D,=|(0 1),D; =
0 1 0 0 0

01 0 0
0 0 O 0

tlrev cebirinin baz elemanlarini elde etmis oluruz.

0

0

0

Der(b3 (]R)) = span 0
0
0

S
O O =
orRr oo
ok oo
\_/\_/
h—_‘

2.6.3 iki Boyutlu Ust Uggensel Matrislerin Lie Cebiri ut(2)(L(3,—1)) ve Onun Lie
Grubu UT(2)

iki boyutlu Ust licgensel matrislerin Lie grubu

ur@ = {(§ ’Z) ja,b,c € R}

dir ve onun Lie cebiri

ut(2) = span {61 = (8 (1))162 = (_01 (1))r93 - (é (1))}

seklindedir. Lie parantez islemleri; [e;, e;] = e, olmak lizere, diger cebir elemanlarinin

Lie parantezleri sifirdir.

2.6.4 Poincare Lie Cebiri p(1, 1)(L(3, 2,x = —1)) ve Onun Lie Grubu P(1,1)
Uc boyutlu Poincare Lie grubu,

A x

P(1,1) = {(0 .

) A€ 0(1,1),x € ]RZ}

ve onun Lie cebiri

0 0 1 0 0 1 0 1 0
p(1,1) =spanje; =0 0 —-1),e;=(0 0 1],e3=(1 0 O
0 0 O 0 0 O 0 0 O

verilsin. Ayrica, bu Lie cebirine ait Lie parantez islemleri
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[e;,e,] = 0,[eq,e3] = e; ve[ey e3] = —e,
ile verilir.

2.6.5 Lucky Guess Lie Cebiri Ig(3)(L(3,3))

Lucky Guess Lie cebiri

0 0 1 0 0 1 0 1 0
Ig(3) = spanie; =0 0 O0),e;=(0 0 —-1)],e5={0 0 1
0 0 O 0 0 O 0 0 1

verilsin. Ayrica, bu cebire ait Lie parantez islemleri

[e1,e,] = 0,[eq,e3] = e veleye3] =e; +e,
ile verilir.

2.6.6 Ozel Oklidyen Lie Cebiri se(2)(L(3,4,x = 0)) ve Onun Lie Grubu SE(2)

Ozel Oklidyen matrislerin 3 boyutlu Lie grubu

SE(2) = {(117 g) |v € R%,R €S0(2)

verilsin. Bu Lie grubun, Lie cebiri

0 0 O 0 0 O 0 0 O
s¢(2) =spanie; =1 0 O0),e,=({0 0 0)],e5=|0 0 -1
0 0 O 1 0 O 0 1 0

ile verilsin. Ayrica, bu cebirin Lie parantezleri
[e1, 2] =0, [e;,e3] = €1 veles, e] =e,
seklindedir.

2.6.7 Ozel Lineer Lie Cebiri sI(2,R) (L(3,5)) ve Onun Lie Grubu SL(2)

Siralamamizda altinci sirada olan 6zel lineer Lie grubu

s1@) = {a= (¢ Z) |a,b,c,d € R detA = 1]
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kiimesi ile verilir. Bu grubun Lie cebiri,
s[(2) = span {el = ((1) 8),82 = (1/2). ((1) _01),93 = (8 (1))}

ve Lie parantez islemleri

[er,ex] = e ,[eq,e3] = —2e, ve [ey,e3] =e;3

seklindedir.

2.6.8 Ozel Ortogonal Lie Cebiri s0(3)(L(3, 6)) ve Lie Grubu SO(3)

Uc boyutlu 6zel ortogonal Lie grubu

cosf —sinf O 1 0 0 \
A= (sin@ cos @ 0),3 = (0 cos —sinf ),l
0 0 1 0 sinf cos6 }
cos@ 0 —sinf
C = ( 0 1 0 ) |6 ER J

sind@ 0 cos@

(
S0(3) = 1
\

ve onun Lie cebiri

0 0 1 0 0 0 0 1 0
s0 (3) =spanfe; =l 0 0 0),e;=[0 0 —-1)],e3=|-1 0 0
-1 0 0 01 0 0 0 0

en iyi bilinen 6rneklerdendir. Burada, [e;,e;] = e;5 ,[e;, es] = —e, ve [eye3] = ¢

dir.

2.7 Serbest Nilpotent Lie Gruplari

Bu kisimda, tezin 5. Boliminde durum uzayi olarak kullanacagimiz serbest nilpotent
Lie grubunu ve cebirini tanitiyoruz.

Tanim 2.37 m = 2 ve r > 1 belirli birer tamsayi olmak lzere; {X;, X5, ..., X;y } vektor
alanlarinin kiimesi ile Uretilen ve nilpotentlik derecesi r olan Lie cebirine serbest Lie
cebiri denir. Bu Lie cebir f,, - ile gosterilir.

Yani, f,,,» serbest Lie cebiri

o fmr = Lie{Xy, Xp, o, X},

e 7. dereceden nilpotent bir Lie cebiri,
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e r. dereceden nilpotent her n Lie cebiri ve her ¢:{X;,X,, ..., X;,} = n tasviri igin,
oyle bir tek @:f,, > n Lie cebir homomorfizmasi vardik ki ¢ tasvirinin

genislemesidir.

Hatirlatma 2.38 Sabit m ve r icin; f,,, , Lie cebiri, izomorfizmaya gore tektir.
Tanim 2.39 f,,, , {X1, X2, ..., X;n} m Uretegli ve r. dereceden serbest nilpotent Lie

cebiri olsun. f,, ;- icin bir Hall tabaninin elemanlarini agagidaki gibi tanimlayalim [13] :

e X, X,,...,X;, elemanlar bir Hall tabaninin ilk m elemanlaridir ve bu elemanlar
agirligi (height) 1 olan standart monomiallar olarak gosterilecektir;

e n < 2 < rolmak lizere, agirhgi(height) n olan standart monomialleri tanimlayalim:

Kabul edelim ki agirigi 1,2,...,n — 1 olan monomiallari tanimlamis olsun ve
monomiallarin agirliklarina gore siraladigimizi kabul edelim. Yani, eger u
monomiallinin agirligi v monomiallinin agirhgindan daha yiksek ise u > v seklinde
ifade edebiliriz. Ayrica, eger u > v ve bu iki monomialin agirliklari toplami n ve
eger asagidaki kosullar saglanirsa, u ve v nin Lie parantezi [u, v]'nin agirhgi da n
dir:

1. uvewv,u > volacak sekilde iki standart monomiallerdir.

2. Eger u standart monomiali u = [x, y] formuna sahip ise v > y dir.

Agirlig 1,2,..,r olan tim standart monomiallerin kolleksiyonu f,,, icin bir Hall
tabanidir [13].

Teorem 2.40 f,,, icin bir Hall tabani, bir tabandir (vekt6ér alanlarinin bir tabani
anlaminda) [13].

Ornek 2.41 {3 ,, Uretegleri {X;, X5, X3} olan 4.dereceden nilpotent bir serbest Lie cebiri
olsun. Bu Lie cebirin Uretecler ve nilpotent derecesi yardimiyla Hall tabani elemanlarini
elde edelim.

Burada agirliklari indislere goére siralayabiliriz; yani X; > X, > X; olsun.

1 Agirhkh: X1, X3, X3,

2 Agirhikl: [X2, X1], [X3,X1], [X5,X;]
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[[X2, X1, X1], [[X3,X11, X4 ]
3 Agirlikl: [[X21X1]1X2]1 [[Xs,Xﬂ»Xz]’ [[Xs,Xz]'Xz]
[[X2, X110, X3], [[X3,X1], X3], [[X3, X2], Xs]

( [0z, X1) X1 ], Xa |, [[X6, X0 X ], X4
[0z, X11 X0 ], X | [[s, Xa 1, X X |
X2, X1, Xo), X | [[[Xa, X1), X5 ], X | [[[X5, %51, X, X |
: (X5, X,],X,], Xs
X2 X1, X2 ], X [[[Xa, X411 X2 ], X [[1X5, X5, X, X
X3, X1, Xs], Xs |, [[[Xs, X11, X5], X, [[[X5, X1, X5 X

[[X3,X1], [XZ;Xl]]J [[X3,X2], [XZixl]]
\ [[X3'X2]f [X31X1]]'

[[XZ'X1]1X1]IX3: ’

4 Agirhikli: {

fm,2 icin bir Hall tabani verilsin:
1 Agirhkli: X1, X5 i, Xos
2Aé|r||kll: [XZIXI]! [Xg,Xl],...,[Xm,Xl],

[XSJXZ]' ey [Xm; XZ]'

[Xm' Xm—l]'
Hatirlatma 2.42 H(m, r) = dim(f,, ) olmak (izere,

m.(m+1)

H(m,2) = dim(fmlz) = Zj = 5
j=1

2.7.1 f,,, Serbest Nilpotent Lie Cebiri i¢in Bir Model
Bu kisimda, calismamizda kullanacagimiz f,, , serbest nilpotent Lie cebirleri igin

[14] de yer alan modeli kisaca ifade edelim.
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Oncelikle fmr Lie cebirinin boyutunu, hatirlatma 2.42’de oldugu gibi H(m,r) ile
gosterelim. f,,,, cebirinin tretegleri {E1, E, ..., E;;} olmak (izere cebirin lreteglerinin
siralamasini, Ornek 2.41’de oldugu gibi indislere gére oldugunu, yani E,, > Egm_1y >
-+ > E; > E; olsun. Bu siralama yardimiyla diger Eqp 1y, Egma42), -, Eg €lemanlarini

Uretebilmek icin asagidaki yontem izlenir:

i > m olmak Uzere,
[ J1’Ek1] ]1 > kl)

bu cebirin herhangi bir elemani verilsin. Eger Ej i sabit tutup j, > k, olacak sekilde

E; yerlne[ ]Z,Ekz]yazdlélmlzda,
Ei = [[ ]z’Ekz] Ekl]

elde etmis oluruz. Benzer sekilde bu islemi devam ettirdigimizde

[ J1° Ek1]

[[ Ej, Ex, | Ekl]

= [[[ ]3,Ek3] Ekz] Ekl]

= [[ [[Ejn’Ekn]’Ekn—l] ) "'lEkz] ; Ekl]'
1SlSn—1IQIn1Skn<]nSm ve kl+1gkldir.

Bu agilimda gorildugu Uzere, E; elemani n tane Lie parantez islemi sonucu olusmustur.
E;'yi ait Lie parantez islemini sayisini, kisaca d(i) = n ile gosterecek olursak, fy,,

cebirinin Uretegleri olan {E, E5, ..., Ep, } igin

d(1)=d2)=--=d(m)=0

olur. Cunkl bu elemanlar Urete¢ olduklarindan, herhangi bir Lie parantezi ile

Uretilmemislerdir. Yani, herbir lretec icin Lie parantez islemi sayisi sifirdir. Ayrica,
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herbir E; vektdor alani igin, bu vektdér alaninin  Gretilmesini  saglayan
E,, E,, ..., Ey elemanlarinin sayisini bir indeks yardimiyla ifade edelim. Herbir /1]-
elemani, Uretilmis olan E;iginde yeralan Ex. Exp—1) - B2 Eq elemanlarindan kag

tanesinin E; oldugunu gosteren sayisidir. Boylece,
I(l) = (/11, /12, ...,/11.1)

E; icin bir indeks olusturmustur. I tanimi geregi, serbest Lie cebirinin Uretegleri olan

{E\, E,, ..., Ep Y lerigin indeks

11)=1(2) =--=1(m) == (0,...,0)
gibidir.

E; vektor alani uretilirken E; E; , ..., E E; elemanlarinin azalan bir siralamasi

J1’ 72’ Jn-1’
kullanildigini gézéniine alirsak, Vj; € {j1, j2, ---, jn} indisi i¢in j; < i olarak yazabiliriz. Bu
siralama, kismi siralamadir. Bu kismi siralama ile eger a < b ise I(a) nin herbir girdisi,
I(b)’nin karsilikli gelen girdisinden buylk ya da esittir. Bu tanimlamalardan sonra [14]

da verilen model igin tanimlanan monomiali ifade edelim:

(-1)ad)-d(@

) 1(b)-1(a)
a<b=Pyp:= OEO)] .

Ornek 2.43 E; = JEg|ve Ey = [[[E3,E2],E4];E6]

“[[[Eg,Ezl,Ez],Ez] JEy| 'Esl,Ee
vektor alanlari verilsin. E;’nin 7 tane Lie parantezinden olustugu ve E}’nin da 2 tane Lie
parantezinden olustugu gorilmektedir. Bu durumda, d(i) = 7 ve d(k) = 2 dir. Ayrica

1() = (0,3,0,1,1,2,0,0, ...,0), I(k) = (0,1,0,1,0,1,0, ...,0).

Boylece

3 2 2
_ X2X4X5Xg _ X2Xs5Xe
3121 TRkET g

Pz,i =

bulunur.

Teorem 2.44 f{,, ., m lretegli ve r.dereceden nilpotent olan bir serbest nilpotent Lie

cebiri olsun; dim(f,,-) = H verilsin. R? tizerindeki polinom katsayilarina sahip
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9]

By = dx,’

1
6x2 +Z Zjax]

j>2

=2 4 Z
Em axm mJ 6x]

]>m

vektor alanlari asagidaki 6zelliklere sahiptir [14] :

i) RY =§,,=V,®..0V,. Burada herbir V; vektér uzayr i agirhkh Hall

tabaninin standart monomillari ile gerilmistir.

i) E(0)=-—, Vi=1.,H.

i
iii) Ei, ..., E;, vektor alanlarinin Urettigi Lie cebiri f,,, - izomorfiktir.

Hatirlatma 2.45 f,,, bir nilpotent Lie cebiri oldugundan, VX,Y € f,,, icin asagida

tanimlanan Cambell-Hausdorff formuli bu cebir tGizerinde bir ikili islemdir, [15]:

XoY=X+Y+;[X Y]+1—12 [X,[X, Y]] = [V, [X, Y]]

s [V, [X,[X,Y]]] = [X,[Y,[X, Y]]]) + - + {nilpotenlik derecesine bagli}.
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BOLUM 3

GENEL KONTROL SiSTEMLERI

Bu bolimde genel kontrol sistemleri ve Ozel olarak da tezin 6zgin kisimlarinin yer

aldig1 son iki bolimde kullanilacak olan afin kontrol sistemleri incelenmektedir.

3.1 Giris

Bir genel kontrol sistemini kendisini olusturan pargalari tanimlayarak ifade edelim. Bir

kontrol sistemi agsagidaki nesneleri igerir:

e Durum (State) Uzayi: Sonlu boyutlu bir M diferansiyellenebilir manifolduna kontrol
sisteminin durum uzayi denir.

e Kontrol: u:l c R— U kabul edilebilir fonksiyonlarin her birine sistemin
kontrolleri (stratejileri) denir. Burada, U kiimesi kontrollerin deger kiimesi ve
U = {u|u:I c R - U, u kabul edilebilir fonksiyonlar} kimesine de kontrol-
lerin kiimesi denir. Calismamizin ilk kisminda u kontrollerini pargali sabit tasvirler

olarak kabul edecegiz.
e Dinamik: Her biru € U igin,
Xy M->TM
x — X(x,u)
nun M Uzerinde bir diizglin vektor alani oldugunu kabul edelim. Vx € M ve
Yu € Uigin,
x = X(x,u(t)) (3.1)

33



diferansiyel denklemler ailesi, ® = {X,|lu € U} vektor alanlarinin ailesi ile

belirlidir.

Bu D kiimesine kontrol sistemin dinamigi denir. (3.1) diferansiyel denklemler ailesi

sadece ¢ (t, x,u) yerel goziimlerine sahiptir. t = 0 ise ¢(0,x,u) = x dir.

Kisaca, ¥ = (M, D) ikilisine bir kontrol sistemi denir. Simdi de X kontrol sistemi ile

iliskili iki objenin tanimini verelim.

Tanim 3.1 X = (M, D) bir kontrol sistemi olsun. ©’deki vektdér alaninin olusturdugu

yerel diffeomorfizmalar ile verilen

Gy ={X} o X o..oXE|X' € Dvet; eR}

pseudo-grubu ekleme (concatenation) islemine goére bir gruptur. Fakat, her bir
elemaninin birden fazla tersi oldugu icin, bu gruba pseudo-grup denir.

Gs’'nin x € M Uzerine etkisi
Gz (x) = {@c(x)|@; € Gs }

ile verilir ve Gy (x) kiimesine M’nin x’deki yorlingesi (orbiti) denir. Bu etki, M lzerinde
bir denklik bagintisi olusturur. Bu bagintiyi x~y <& y € Gx(x) ile gosterelim. Simdi de

bu bagintinin, denklik bagintisi 6zelliklerini sagladigini gosterelim.
Bir bagintinin denklik bagintisi olabilmesi icin asagidaki (¢ sarti saglamasi gerekir:

i) Yansima ozelligi: Vx € M icin x~x & x € Gg(x) olmasi gerekir. V¢, € Gy icin,
@o(x) = x oldugundan yansima 6zelligi saglanir.

ii) Simetri 6zelligi: Vx,y € M igin x~y = y~x olmasi gerekir. x~y = y € Gx(x) dir.
Yani, 3¢, € Gy icin @.(x) = y dir. Gy, bir grup oldugundan ¢; ! € Gy dir.

x = @;1(y) olarak dusiinilirse x € Gx(y), y~x dir.

iii) Gegisme oOzelligi: Vx,y,z€M igin x~yve y~z = x~z olmasi gerekir.
X~y =y € Gg(x) ve y~z = z € Gy (y) oldugundan 3¢}, p? € Gy olmak lizere,
pi(x) =y, (3.2)

Pi(y) =z. (3.3)

34



(3.2)'deki esitlikten @} (x) = y ve (3.3)‘den (¢2)~1(z) = y olur. Buradan

ot (x) = (@) 1(2) = @2 o pl(x) = z > x~z dir.

Tanim 3.2 X = (M, D) bir kontrol sistemi olsun. © deki vektor alaninin olusturdugu

yerel diffeomorfizmalarin pozitif zamana kisitlanigi ile olusan

Sy ={X{ o XE 0.0 Xf|X' € Dvet; € RY}

pseudo-semigrubu, ekleme (concatenation) islemine gore kapalidir. Fakat, ¢; € Sy
iken, ;1 & Sy dir. Ayrica, Sy C Gy, dir. S5(x) kiimesine M’nin x’deki pozitif yériingesi

(orbiti) denir.
Tanim 3.3 X = (M, D) bir kontrol sistemi olsun.

Ax(x) = {y € M|y € ¢.(x),t > 0}

kiimesine kontrol sistemin x’den ulasilabilirlerin kiimesi denir.

Tanim 3.4 X = (M, D) bir kontrol sistemi olsun. Sy(x) = M ise, ¥ kontrol sistemi

M manifoldu lizerinde kontrol edilebilirdir, denir.

Teorem 3.5 (Yoriinge Teoremi, Sussman) X = (M, D) bir kontrol sistemi olsun. Gz (x)

yoriingesi M manifoldunun bir immersed alt manifoldudur [16].

Ss(x) € Gs(x) € M oldugu bilindiginden, kontrol edilebilirlik problemini karakterize
edebilmemiz icin 6ncelikle Gy (x) = M olmasi gerekir. Bu 6zellik kontrol sistemin gegisli
olmasi ile adlandinlir. Eger sistem gegisli ise, kontrol edilebilirlik problemi Ss(x) =
Gy (x) esitliginin hangi durumlarda gergellendigine dénisir. Yériinge Teoremi, kontrol
sistemin dinamigindeki tim bilgileri koruyarak, kontrol edilebilirlik problemini sistemin

yoriingesine indirgeyerek ¢calismamiza olanak veren énemli bir teoremdir.

Oklid uzayi Uzerindeki kontrol sistemleri, Lie gruplari lzerindeki kontrol
sistemlerine genellestirilmis ve Kontrol Teorinin temel en oOnemli iki klasik
problemlerinden biri olan kontrol edilebilirlik problemi bu sistemler {izerinde

calisiilmaya devam edilmistir.
Lie gruplari tGzerindeki kontrol sistemlerini temelde asagidaki gibi listeleyebiriz:

G, sonlu boyutlu bir Lie grubu ve g’de onun Lie cebiri olsun.
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1) Invaryant Kontrol Sistemleri

g €GX, Yie g, u;: R = U kontrol fonksiyonlari olsun. Lie gruplari tGzerinde taniml

invariant kontrol sistemi
g =X +TE wY (9)

diferansiyel denklemler ailesi ile belirlidir.

2) Lineer Kontrol Sistemleri

g € G, D € Der(g),Y! € g, u;: R - U kontrol fonksiyonlari olsun. Bu durumda, Lie

gruplari Gizerindeki lineer kontrol sistemi
g(t) = D(g9) + X, w Y (9)

diferansiyel denklemler ailesi ile belirlidir.

3) Bilineer Kontrol Sistemleri

g € G, D,D' € Der(g), u;: R - U kontrol fonksiyonlari olsun. Bu durumda, Lie

gruplari Gizerindeki bilineer kontrol sistemi
g(t) = D(g) + X, uD (9)

diferansiyel denklemler ailesi ile belirlidir.

4) Afin Kontrol Sistemleri

g € G,D,D' € Der(g); X,Y' € g € G, D,D' € Der(g), u;: R - U kontrol fonksiyon-

lari olsun. Bu durumda, Lie gruplari tGzerindeki afin kontrol sistemi
g = (D +X)(g) + XL, w; (D' + YY) (9)

diferansiyel denklemler ailesi ile belirlidir.

1 a ¢
Ornek 3.6 H;(R) = {(O 1 b) |a,b,c € ]R} matris Lie grubu verilsin. Bu Lie grubu
0 0 1

uzerinde bir invariant kontrol sistem, g € H3(R); u;,u,: R - R olmak tzere
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0 0 1 0 1 0 0 0 O

0 0 O 0 0 O 0 0 O
g g g
seklinde verilebilir.
1 a c
Ornek3.7 H;(R) =40 1 b]|a,b,c € R} matris Lie grubu verilsin,
0 0 1

D € Der(h3(R) ) olmak Gzere D(X) =Y,D(Y) = X ve D(Z) = 0 olacak sekilde ifade
edilsin. D = —ad(X) olarak bir X otomorfizmasi verilsin. Bu durumda, g € H3(R) ve

Uq,uUy: R = R igin

g@) = Xg +u ¥y + uyZ,

H;(R) grubu tzerinde bir lineer kontrol sistemidir.

1 a c
Ornek 3.8 H;(R) = {(0 1 b) |a,b,c € ]R} matris Lie grubu verilsin. (Ornek 3.7)
0 0 1

deki gibi X otomorfizmasi ve D;(X) = 0,D,(Y) = 0 ve D,(Z) =Y olacak sekilde bir

D, = —ad(X;) olacak sekide X; otomorfizmasi daha verilsin. Boylece,
g € H;(R),u: R = R olacak sekilde,
g(t) = xg + u(xl)g

H;(R) grubu tzerinde bir bilineer kontrol sistemidir.

1 a c
Ornek 3.9 H;(R) = {(O 1 b>|a, b,c eR matris Lie grubu verilsin.
0 0 1

Otomorfizlari Ornek 3.8’deki gibi X ve X olarak disiiniirsek, g € H;(R) ve u: R - R
icin

g) =X +X)y +ulX; +7Y),

ile H;(R) grubu tzerinde bir afin kontrol sistemidir.

Asagida; invariant, lineer ve bilineer kontrol sistemlerinden daha genel olan afin

kontrol sistemleri verilmektedir.
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3.2 Afin Kontrol Sistemleri

Afin kontrol sistemleri ilk olarak R" Uzerinde 1984 yilinda Jurdjevic ve Sallet [1]

tarafindan sunulmustur. Daha sonra Lie gruplari lizerine genisletilmistir [2].

R™ Gzerindeki afin kontrol sistemlerini tanimlamak i¢in bu uzay tzerindeki afin grubu,

bu grubun Lie cebirini ve son olarak afin vektor alanini inceleyoruz [1].

Tanim 3.10 R"™ UGzerinde tanimh endomorfizmalarin uzayr End(R") ile ve
otomorfizmalarin uzayr da Aut(R") ile gosterilsin. Aut(R™) ile R™nin semi-direkt
carpimi Aut(R")QR"™ , R™ uzerindeki afin grubu tanimlar. Bu grup Af(R™) ile

gosterilir.

Tanim 3.11 Af(R") grubunun Lie cebiri, End(R") ve R™nin semi-direkt ¢arpimi
End(R™)QR" ile tanimlanir ve af (R") ile gosterilir.

Tanim 3.12 af (R") Lie cebirine ait vektor alanlari afin vektor alani diye adlandirilir. Bu
cebirin tanimi geregi, A € End(R™) ve b, R™de bir situn vektori olmak tzere, bir

afin vektor alani

X(x)=Ax+b (3.4)

seklindedir.
Tanim 3.13 R™ Gzerinde tanimli afin kontrol sistemi, x € R";

A AL Ay, . A € End(R™); b, by, by, ..., by R™deki stutun  vektorleri ve

Uq, Uy, ..., Ug: I © R — U kontrolleri de pargali sabit tasvirler olmak lzere,

X = (Ax +b) + X_, ui (D) (Ajx + b)) (3.5)

seklindeki diferansiyel denklemler ile verilir. Diferansiyel denklemde (Ax + b) ve
(Ajx + bj) nin her biri (3.4) ‘daki gibi bir afin vektdr alani olarak yazildiginda, yani
X(x) = (Ax + b) ve her jicin X;(x) = (4;x + b;) yazildi§inda, (3.5) ‘daki diferansiyel

denklem
x=Xx)+ X wOX ()

sekline donusr.
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Bu sistemin kontrol edilebilirligi Jurdjevic ve Sallet tarafindan [1] de incelenmistir. Bu
karakterizyonu ifade edebilmek icin bazi tanimlar verip [7] deki teoremden

yararlanalm.

Tanim 3.14 D, R" lzerindeki afin kontrol sistemin dinamigi olsun. VX € D ve Vx € R"

olmak lzere, X(x) # 0 ise, bu dinamigin tekil noktasi yoktur, denir.
Tanim 3.15 X(x) = Ax + b, R™ Gzerinde taniml bir afin vektor alani olsun. Bu vektér

alaninin Ax kismina vektoér alaninin bilineer kismi denir ve X (x) = Ax ile gosterilir.

Teorem 3.16 D, R" Uzerindeki bir afin kontrol sistemin dinamigi ve D bu dinamigin
bilineer kismi olsun. Eger D tekil noktaya sahip degil ve 5), R™ — {0} uzerinde kontrol

edilebilirse, D de kontrol edilebilirdir [7].

Simdi de baglantili bir G Lie grubu Uzerindeki afin kontrol sistemini tanimayalim. Bu
sistemler lizerinde kontrol edilebilirlik problemi icin genel bir sonu¢ bulunmamaktadir.

Sonraki iki bolimde ise, bu problem ile ilgili tezin 6zgln kisimlari yer almaktadir.

G baglantili bir Lie grubu ve g, bu grubun Lie cebiri olsun. Af(G), G nin afin grubu,

Aut(G) ile G nin semi-direkt carpimidir. Yani;

Af(G) = Aut(G)®G

dir. Af(G) grup tzerinde
(0, 90- @, 92) = (@ ¥, g19(g2)

bir ikili islemdir. Bu grubun birim elemanini bulmak icin bu grubu olusturan her bir
grubun birim elemanini belirtmemiz gerekir. Aut(G) nin birim elemani 1 ve e, G’nin
birim elemani olmak tzere, Af(G) grubun birim elemani (1,e) ve (@, g) € Af(G)
elemanin tersi (¢~ %, @ 1(g™1)) dir.

Boylece, Af(G) Lie grubunun grup yapisini ifade etmis olduk. Simdi de Lie cebir

yapisini inceleyelim.

Af (G)'nin Lie cebiri; af (G) = aut(G)®g seklindedir. Burada, aut(G), Aut(G) nin Lie

cebiridir.

G Lie grubu basit baglantili ise Aut(G), Aut(g) ye izomorftur. Aut(g) Lie cebiri ise,
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Der(g) = {D € End(g)|VX,Y € ¢, D([X,Y]) = [D(X), Y]+ [Y,D(V]}

ile tanimli cebirdir. G baglantili ve basit baglantili bir Lie grubu oldugunda
af(G) = Der(g)®g seklinde yazilabilir. Bu cebirin Lie parantezi islemi

[(D1, X1), (D2, X3)] = ([Dy, D], D1 X, — Do X1 + [X1, X))

seklindedir.

Bir Af (G) grubu Gzerinde tanimli afin kontrol sistemi £ = (G,D )

§=0+X),+E w0 +X),

diferansiyel denklemi ile verilir. Burada, g € G; D, D,, ..., Dy, € Der(g);
X, Xy, ..., Xy € gveuy’lerise kontrol fonksiyonlaridir.

Afin sistem, oldukga genis bir sistemdir. Sistemde tiirev cebirinden gelen elemanlar yok
edilirse, sistem invaryant sisteme; Lie cebirinden gelen elemanlar yok edilirse, sistem
bilineer sisteme doénlsur. Eger afin kontrol sistemi Abelyan grup Uzerinde ise, lineer

sisteme donusgar.
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BOLUM 4

3-BOYUTLU LIiE GRUPLARI UZERINDEKI

AFiN KONTROL SiISTEMLERiINiIN KONTROL EDILEBILiRLiGi

Bu boliimde, tez calismasinin ilk 6zgin kismi yer almaktadir ve lg¢ boyutlu Lie gruplari
tzerinde afin kontrol sistemleri incelenerek kontrol edilebilirlik karakterizasyonu

siniflandirmasi yapiimistir.

Bu amacla, 6nce Bowers'in [11] deki ¢calismasinda siniflandirdigi 3-boyutlu matris Lie
cebirlerinin tirev cebirlerini elde ediyoruz. Bu islemler [12] de verilen algoritma ile
yapilmaktadir. Boylece, afin sistemler icin gerekli elemanlar elde edilmis olur. Daha
sonra elimizdeki vektoér alanlarinin Lie parantezlerini hesaplayarak bu 3-boyutlu reel
matris Lie cebirlerinin karsilik gelen Lie gruplar lzerindeki kontrol sistemlerinin

siniflandirmasini yapacagiz.

4.1 Heisenberg Lie Cebiri h3(R) (L(3,1))’in tiirev cebiri tablosu

Ug boyutlu ilk matris grubu, Fizikte ve Matematikte {izerine bircok calisma yapilmis
olan Ug¢ boyutlu Heiseberg Lie grubu 2. Bolimde detayl olarak verildi. Siniflandirmada
kullanilmak Gzere, vektdr alanlarinin bilinen Lie parantezi yardimiyla tlrev

elemanlarinin Lie parantezlerini hesapladigimizda,
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Cizelge 4.1 Der(b3(R)) elemanlarinin Lie parantezleri

[.,.] D, D, D D, Ds D
D, 0 0 —D, 0 -D, 0
D, 0 0 0 —-D, 0 D,
D D, 0 0 D, —D; 0
D, 0 D; -D, 0 D3 — D¢ D,
Ds D, 0 Ds Dg — D3 0 —Dg
D¢ 0 —D, 0 —D, Ds 0

gizelgesi elde edilir.

ut(2) Lie cebirinin Uretegleri [e;, e,] = e sagladigindan L(3,—1) = L(2,1)®L(1,0) ile
adlandiriimistir.

4.2 ut(2)’nin Tiirev Cebiri Der(ut(2))

Bu kisimda, ut(2) Lie cebirinin tirev cebirini bulmak icin Bélim 2.6.2’deki (2.7) ve (2.8)

ile benzer islemler yapildiginda, (2.7)'deki benzer matris
diy di; diz\'

D=|dy dy dy3
d3; dsp ds3

kullanilarak, d,, = di5 = dy3 = d31 = d3, = 0 bagintilan elde edilir. Boylece, tiirev

cebiri
0 1 0 1 0 O \
D1 ( O),D2=<0 0 0),
Der(ut(Z)) = span % 01 % %
|kD3 <o 0 0>,D4=<0 0 0>J
0 0 0 1



elde edilir. Bu baz vekt6r alanlarinin Lie parantez islem sonuglarini asagidaki tabloda

listeliyoruz:
Cizelge 4.2 Der(ut(Z)) elemanlarinin Lie parantezleri
[,-] D, D, Dy D,
D, 0 D, 0 0
D, —D; 0 0 0
Dy 0 0 0 —Dj
D, 0 0 D; 0

4.3 p(1,1)’in Turev Cebiri Der(p(1,1))

Bu kisimda, p(1,1)’in tiirev cebirinin baz vektér alanlari bulunacaktir. Bolim 2.6.2’deki
benzer islemler yapilip, (2.7)’deki matris kullanilarak d;, = d,; = 0 ve dy,3 = d 3 =

d33 = 0 bagintilari bulunur. Boylece,

( 0 0 1 0 0 0 1 0 0\)
D1=(0 0 o>,02=<o 0 1>,D3:<0 1 o),
Der(p(1,1)) = span 0 0 0 0 0 0 0 0 0

10 0 00 0
L p,=[0 0 o],Ds=(0 1 0
00 0 00 0

elde edilir. Bu tiirev cebirine ait vektor alanlarinin Lie parantezlerini asagidaki tabloda

listeliyoruz:
Cizelge 4.3 Der(p(l,l)) elemanlarinin Lie parantezleri
[,] D, D, D; D, Ds
D, 0 0 D, —D, 0
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Cizelge 4.3 Der(p(l,l)) elemanlarinin Lie parantezleri (devami)

D, 0 0 —-D, 0 —D,
Dy —D, D, 0 0 0
D, D, 0 0 0 0
Ds 0 D, 0 0 0

4.4 Lucky Guess Lie Grubu LG(3)

Bu kisimda, Bowers’in [11] deki U¢ boyutlu Lie cebirlerinin siniflandirmasi sirasinda
sundugu U¢ boyutlu Lucky Guess Lie cebiri Ig(3)’tin daha 6nce hesaplanmamis olan Lie

grubunu hesapliyoruz. Ayrica, bu grubun cebirsel ve topolojik 6zelliklerini inceliyoruz.

Oncelikle Lucky Guess Lie cebirini geren baz vektér alanlarini ve bu vektér alanlarinin

Lie parantez islemlerini ifade edelim.

Lucky Guess Lie cebiri

0 0 1 0 0 1 0 1 0
Ig(3) = spanie; ={0 0 0],e,=(0 0 —-1],e5=(0 0 1 (4.1)
0 0 O 0 0 O 0 0 1

ve bu cebire ait Lie parantez islemleri

[e;,e2] = 0,[e1,e3] = ey veley ez] =e; +e, (4.2)

ile verilir.
Buradan, bu Lie cebirin basit baglantil Lie grubunu (2.8)’de tanimlanan
exp:1g(3) — LG(3) tasvir yardimiyla elde edelim:

exp:1g(3) = LG(3)
exp: A = exp(4)
tasviri verilsin. Vx,y,z € Rve eq, e,, e3 € [g(3) olmak tzere,
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1 0 x
exp(xe;) = <O 1 0)
0 0

1
1 0 vy
exp(yez) = <0 1 —y>
0 0 1
1 z —-1—z+¢€*
exp(ze;) =0 1 —1+¢*
0 0 e’

elde edilir . Boylece,

1 z x+y—-1—z+¢€?
LG(3)=[<O 1 —y —1+e? >|x,y,zE]R

0 0 e’

Lie grubu yapisini elde ettik.

4.4.1 LG(3) Lie Grubunun Ozellikleri

Bu kisimda, elde ettigimiz LG(3) Lucky Guess Lie grubunun cebirsel ve topolojik

ozelliklerini inceleyecegiz.
Lemma 4.1 Lucky Guess Lie grubu bir matris Lie grubudur.

Ispat. 7 pozitif bir tam sayi ve (4,), LG(3)’iin elemanlarindan olsun. x,., y, ve z, R’de

birer Cauchy dizi olacak sekilde

1 z, x+y,—1—2z.+e*
Ar=<0 1 -y, —14+e* )

0 0 e’r
1 z x+y—-1—2z+e¢€*
Cauchy dizisinin, LG(3) ‘ln A = (0 1 —y—1+e? > elemanina yakinsa-
0 0 e’

digini gosterebilirsek ispat tamamlanmis olur.

R tam oldugundan, her Cauchy dizisi R'de bir noktaya yakinsar. x,., v ve z, dizileri
sirasiyla x, y ve z reel sayilarina yakinsasin. Bu durumda, e?r dizisi de e*’ye yakinsar.

Boylece, r — oo iken, A, = A elde edilir. n boyutlu bir matris grubu, GL(n, R)’nin bir
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kapali alt grubu ise, matris Lie grubudur [17]. Boylece, LG(3), GL(3,R)'nin kapali bir

alt grubudur. Dolayisiyla, bu grup, bir matris Lie grubudur.
Simdi de bu Lie grubunun cebirsel 6zelliklerini bulalim.
Lemma 4.2 LG (3) Lucky Guess Lie grubu, ¢ozilebilir bir Lie grubudur.

ispat Tanim 2.24’de, (2.6) ile verilen tiiretilmis seriyi LG (3) icin elde edelim. Bunun

icin, (4.1)'deki Lie cebiri ve (4.2)’deki Lie parantez sonuglarini gézoniine alalim.

19(3)(0) = 1g(3) = span{e,, e, e3},
1g(3)W = [1g(3) @, 1g(3) @] = span{e,, e,} ve
19(3)@ = [1g(3)W, 1g(3) V] = {0}

tlretilmis serisinin ikinci basamaktaki ideali sifir vektoriine esit oldugundan LG(3)
¢coziilebilirdir.

inceleyecegimiz diger bir cebirsel dzellik, nilpotentlik dzelligidir.

Lemma 4.5 LG (3) Lucky Guess Lie grubu, nilpotent bir Lie grubu degildir.

ispat Tanim 2.25’de, (2.7) ile verilen alt merkezil serisini LG (3) icin elde edelim.

(4.1)’deki Lie cebiri ve (4.2)'deki Lie parantez sonuglari gdzoniine alinarak,

13(3)(0) = la(3) = spanfey, ey, €3},
19(3) 1y = [18(3),18(3) (0] = spanfey, e}

19(3)(2) = [16(3),1a(3) (1] = spanfe,, e}

16(3)(jy = [18(3),18(3)(j-1)| = spanies, e} # {0}

elde edilir. Alt merkezil serisindeki hi¢ bir ideal sifir vektoriine esit olmadigindan,

LG (3) nilpotent degildir.

Simdi de LG (3)’un topolojik dzelliklerini inceleyelim.
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Lemma 4.6 LG (3) kompakt olmayan, baglantili ve basit baglantili bir Lie grubudur.

Ispat Kompakt olmadigini gdéstermek icin [17] de verilen yéntem kullanilacaktir. Bunun

icin, LG (3) Lie grubunun herhangi bir elemaninin asagidaki Frobenius normunu alalim:

1 z x+y—-1—z+¢€*
(0 1 —-y—1+¢€* )

0 0 e’

F

1 z x+y—1—z+e?\/1 z x+y—-1—z+e?\"
= iz(O 1 —-y—1+e? )(0 1 —-y—1+e? >

0 0 e? 0 0 e?

=J2+22+(x+y—z—1+e%)2+ (—y— 1+ e%)?

Vx,y,z € R igin, LG(3) norma sinirh degildir. Dolayisiyla, bu grup kompakt degildir.

Grubun baglantili ve basit baglantili oldugunu gostermek icin,

g:R3 > LG(3)
1 z x+y—-1—z+¢€*
g(x,y,z)=<0 1 —y—1+e* >
0 0 e’

homeomorfizmasindan yararlaniyoruz. g tasviri bir homeomorfizma ve R3 ‘de hem
baglantil, hem de basit baglantih oldugundan dolayi, LG(3)’de ayni ozelliklere

sahiptir.

4.4.2 lg(3)’iin Tiirev Cebiri Der(lg(3))
2.6.2 kismindaki benzer islemler yapildiginda (2.10) matrisi yardimiyla,
dy3 =dqi3 = 0,dy; = d33 = 0vedy; = dy

bagintilari elde edilir. Buradan da,
0 0 1

Dl = O O 0 ’DZ
0 0 O

10 0 01 0 0 0 0
lD4=(O 1 0>,D5=<0 0 0>,06=<0 0 1>J
00 0 00 0 00 0

Il
N
o O O
o O O
O R =
<
]
w

Il
/N
O O
O R =
o O O
< —

Der(lg(3)) = span



elde ederiz. Asagidaki tablo ile tlirev cebirinin bazini olusturan vektor alanlarinin Lie

parantezlerini verelim:

Cizelge 4.4 Der(lg(3)) elemanlarinin Lie parantezleri

[,.] D, D, D5 D, Ds Dg
D, 0 0 —D; —D, 0 0
D, 0 0 —D, — D, -D, -D, 0
D, D, D, + D, 0 0 0 Dg
D, D, D, 0 0 0 Dy
Ds 0 D, 0 0 0 Dy
Dy 0 0 —D, —Dg —Dg 0

Lucky Guess Lie grubunu 3n boyutlu formunun elde ettigimiz halini, I,, = (

n —boyutlu birim matris, x4, X3, ..., X5 Y1, V2, o» Yns Z1, Z2, -, Zn, € R igin

(yl 0) (yl

X,=(: =~ :)y=|:
Z1 ces 0 Z1

Zn:< ),ezn=<
0 e Zp 0

olmak Uzere

Ly, Z, Xp+Y,—1,—Z,+e"n
I, —Y, — I, + e’

LG(3n) =

(@)

0 O

dir [18].

e

0)
Yn

Zn
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4.5 se(2)’nin Turev Cebiri Der(se(2))

se(2) Lie cebirinin tlrev cebirini bulurken yukarida yaptigimiz benzer islemleri

tekrarlarsak,

dy3 = dy3 =dz3 =0,d1p = —dyy,dy; = dypy
bagintilari elde edilir ve

0 -1 0 0 1 0 -1 0
D=1 0 O0]),D,=1{0 0],D;=({1 0 0],
0O 0 O 0 0 0 0 O

L

dir. Bu elemanlarin Lie parantezlerini asagidaki tabloda listeleyelim:

0
0
Der(se(2) ) = span (())
0
0

Cizelge 4.5 Der(se(2) ) elemanlarinin Lie parantezleri

[, ] D, D, D D,
D, 0 0 —D, —D,
D, 0 0 D, D,
D D, —D, 0 0
D, Dy D, 0 0

4.6 sI(2)’nin Tiirev Cebiri Der(s1(2))

Ozel Lineer Lie grubunun tiirev cebirini bulmak icin benzer islemleri tekrarladigimizda,

dy, = diz3 =dzg = 0,d13 = —2dy3,d3; = —2dy,,d33 = —dqq

bagintilarini elde ederiz. Buradan,

Der(sI(Z)) = span {Dl = (

1 0
0 0
0 0

0
0
-1

o
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elde edilir ve bu tlirev cebirine ait vektor alanlarinin Lie parantez islemleri asagidaki

tabloda listelenmistir:

Cizelge 4.6 Der(sl(2) ) elemanlarinin Lie parantezleri

[.,.] D, D, D;
D, 0 D, —D,
D, -D, 0 —2D,
Dy D, 2D, 0

4.7 so0(3)’uin Tiirev Cebiri Der(so(3))
$0(3) cebirinin tlrev cebirini hesaplarken karsimiza gikan bagintilar,

d33 = dqy1 =dyy = 0,d31 = —dy3,d3y = —dj3,dy; = —dy;

seklindedir. Buradan,

0 -1 0 0 0 -1 0 0 O
Der(so(3)) =spaniD; =1 0 O0[|,D,=(0 0 O >,D3 =0 O —1>
0 0 O 1 0 O 0 1 0

turev cebiridir ve son olarak bu cebiri geren vektor alanlarinin Lie parantezi asagidaki

tabloda listelenmistir:

Cizelge 4.7 Der(s0(3)) elemanlarinin Lie parantezleri

[..] D, D, D,
D, 0 D, -D,
D, —D, 0 D,
D, D, D, 0
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inceledigimiz 3-boyutlu Lie gruplarinin cebirsel ve topolojik 6zelliklerinin matris

gosterilimi asagida verilmektedir:

Cizelge 4.8 Lie cebirlerinin cebirsel ve topolojik 6zellikleri

hs(R) | ut(2) | p(1,1) | Ig(3) | se(2) | sl(2) | s0(3)

Baglantilik + + - + + + +

Basit + + - + - + -

Baglantilik

Kompakthk - - - - - - +
Coziilebilirlik + + + + + - +
Nilpotentlik + = - - - - i,

4.8 3-Boyutlu Lie Gruplar Uzerindeki Afin Kontrol Sistemin Kontrol Edilebilirlik

Bu bolimde; yukarida ifade edilen yedi tip Lie grubu d{zerindeki afin kontrol
sistemlerinin kontrol edilebilirligini, [19], [2] ve [20] de verilen kontrol edilebilirlik

karakterizasyonlarini kullanarak siniflandiracagiz.

Bu Lie gruplari Gzerinde tanimlanan afin kontrol sistemlerine ait birinci dereceden Lie

parantezleri elde edilip her biri icin bu hesaplamalar yedi tabloda gosterilecektir.

Y = (G,D) afin kontrol sistemi

k
Gg=D+X),+ Zuj(t)(Dj +%),
j=1

diferansiyel denkler ailesi ile tanimlidir. Burada, X ve X; € g olmak lzere, D = 0 ise,
sistem invaryanttir. Eger sistemdeki Lie cebirinin elemanlari yoksa, afin kontrol sistemi
lineer kontrol sistemine dondsir. Ayrica, Lie grubu UGzerindeki afin kontrol sistemi igin,

X =X, ==X, =0 oldugu disunulirse, bilineer kontrol sistemi elde edilir. Genel
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olarak, Lie gruplari Gzerindeki afin kontrol sistemleri, lineer , bilineer ve invariant

sistemlerden daha genel bir sistemdir.

Asagida verilen tablolardan kontrol edilebilenleri bulabilmek icin kullanilmasi
ongorulen [19], [2] ve [20] deki karakterizasyonlardan ilki invaryant sistemler
Uzerinedir ve Lie parantezleri ile de invaryant sistemlere doniisebilen afin sistemlere de
hizmet eder. Bu karakterizasyondaki ana tema, kontrol vektor alanlarinin tim Lie
parantezleri alinarak gerilen vektor uzayi ile durum uzayinin Lie cebirine ulagsmaktir. Bu
saglandigl taktirde, sistem kontrol edilebilirdir. Bunlari saglayan durumlar, tim Ug-
boyutlu reel Lie gruplar igin asagidaki tablolarda mevcuttur. Tim Lie parantezleri
hesaplanmistir. ikinci kaynak, bilineer kontrol sisteminin kontrol edilebilirligini cebir
seviyesindeki 6zel bir fonksiyon ile afin sistemine tasimaktadir. Bu durum, tablolardaki
sistemin vektdr alanlarinin afin ve bilineer vektoér alani olmasi durumlarinda goérulir.

Uclincii calisma ise, ¢oziilebilir vektdr alanlarinin meydana getirdigi sistem hakkindadir.

Birinci tip olan lg¢ boyutlu Heisenberg Lie grubu i¢in asagidaki tablo verilmektedir.

Cizelge 4.9 1.Tip Lie grubu UGzerindeki afin kontrol sistemin Lie parantezleri

[,-] (e1,€z) (ez,eq1) (e1,€3) (ez,e1) | (ez,e3) | (e3ep)

(le DZ) (0'363) (0' —63) (0' 63) (0'0) (0'0) (0' 63)

(D1, D3) | (—Dy,2e5 | (—Dy,—€3) | (=Dy,—€1) | (=Dy,—€3) | (=D4,0) | (—D4,0)

—e1)

(D1,Dy) | (0,2e5) (0, —e, (0,0) (0,0) (0, —eq) (0,0)

—e3)

(D1, Ds5) | (—D3,2e3 | (—D3,—€3) | (=D3,—€3) | (=D3,0) | (=D, 0) | (—D3, —ej3)

—e3)
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Cizelge 4.9 1.Tip Lie grubu lzerindeki afin kontrol sistemin Lie parantezleri (devami)

(D1,D6) | (0,2e3) (0, —e; (0,0) (0, —e3) (0, —ez) (0,0)
—e3)
(Dzr D3) (0, €3 (Or —283) (O, _el) (01 —263) (O'O) (0, —63)
—e1)
(D2,D4) | (—Dq,e3) | (—Dy,—2e5 | (=D4,0) | (—Dy,—e3) | (—Dy,—€1) | (—D4,0)
—e1)
(D2,Ds5) | (0,e3 (0,—2e3) | (0,—ey) (0, —es3) (0,0) (0,0)
—ey)
(D2,D6) | (D3, €3) (Dy, —2e3 (D3, 0) (D2, —2e3) | (D2, —€z) | (D, —e3)
—€;)
(D3,D4) | (D4, e3) (D4, —e3) (D4, e3) (D4, €1) (D4, €3 (D4, 0)
—e1)

(D3,D5) | (—Ds, €3 (—Ds, €4 (—Ds, €3 (—Ds, 1) (—Ds,e3) | (—Ds,0)
—e;) —e3) —ez)

(D3! D6) (0, e3) (0' €1 — 6 (O, 63) (O, €1 (0, €3 (0, —63)

—e3) —e3) —e;)

(D4, Ds5) | (D3 (D3 (D3 (D3 (D3 (D3
—Dg,e1 | —Dg,—€3) | —Dg,—€3) | — D6, 0) — Dg, 0) — Dg, €1)
— e,
+ e3)
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Cizelge 4.9 1.Tip Lie grubu lzerindeki afin kontrol sistemin Lie parantezleri (devami)

(D4, D) (D4, &4 (D4, —€; (D4,0) | (D4, —€3) | (D4, —e3) (D4, €4
+ e3) —e3) —e3)
(D5! D6) (_D5! 83) (_DS' —63) (_DS' 0) (_DS' € (_DSI _eZ) (_D5! —63)
—e3)

Cizelge 4.10 2.Tip Lie grubu Gzerindeki afin kontrol sistemin Lie parantezleri

[,-] (e1,€z) (ez,eq) (eq,€3) (e3,eq) (ez, e3) (e3,€2)
(D1, D2) | (Dy,3ey) (D1, —eq) (D1, €1) (D1,0) (D1,0) (D1, €1)
(Dll D3) (0,261) (0' —€1 (0,0) (O'O) (0' —63) (0' el)

—€3)
(D1,Dy) | (0,2e9) (0, —eq) (0,0) (0, —e3) (0,0) (0,eq
—e3)
(DZI D3) (0' el) (O' —€1 (0,0) (0' _el) (0' —63) (0'0)
+ e3)
(D2,Dy) | (0,€9) (0, —2eq) (0,0) (0,—eq (0,0) | (0,—e3)
—€3)
(D3,Dy4) (—D3, eq (—D3,—e3) | (—D3,0) | (—D3,—e3) | (—=D3,0) | (—D3,0)
+e3)
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Cizelge 4.11 3.Tip Lie grubu Uzerindeki afin kontrol sistemin Lie parantezleri

[-,-] (e1,€z2) (ez,€q) (e1,€3) (e3,eq) (ez, e3) (e3, ez)
(D1, D7) (0,0) (0,0) (0,2e4) (0,—ey (0, ¢4 (0,0)
—e;) —ez)
(D1, D3)| (Dy,€q) (D1, e2) (Dy,3ey) (D1, —¢€1) (Dy, €4 (D1, e7)
— 2e;)
(D1, D4) | (—=Dy,—€1)| (—=D41,0) | (—=Dy,—€1)| (=Dy,—e1) | (—Dy,er | (—Dy,e3)
—e;)
(Dli DS) (0,0) (0' —62) (0'261) (O, _el) (0, €1 (0, eZ)
— 2e,)
(D2,D3)| (—D3,e1) | (=D3,—e3)| (—D3,e; | (—Dg,—€1) | (D3, —e;)| (—Dy, €;)
+ 2eq)
(D2,Dy)| (0,—ey) (0,0) (0, —2¢q (0,—eq) (0,0) (0,e2)
+e;)
(D2,D5)| (=D2,0) | (—Dye;) (—Dy, &4 (=D3,—eq1)| (—Dg,—e3)| (—Dg,e;)
+e,)
(D3' D4-) (0' —€ (O, _el) (0!0) (O! —261) (O' _eZ) (0,262)
+ey)
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Cizelge 4.11 3.Tip Lie grubu lzerindeki afin kontrol sistemin Lie parantezleri (devami)

(D3, D5)

(0,e2)

(O) -

e; —€3)

(0' el)

(0,0)

(0,—2e,)

(0,2e;)

(D4, Ds)

(0,0)

(0,e1 —e;)

(0,e1)

(0,0)

(0,—2e;)

(0,e2)

Cizelge 4.12 4.Tip Lie grubu Uzerindeki afin kontrol sistemin Lie parantezleri

[-,-] (e1,€z) (ez,€q) (e1,€3) (e3,€q) (e, e3) (e3,ez)
(Dl' DZ) (O'O) (0'0) (0, eZ) (O, —281 (O' €1 (0, _2e1
—e;) +e, —2ey)
+e3)
(D1, D3) | (—Dq,—€1)| (=Dy,—e1 | (—Dy,e1)| (=Dy,—€1) | (=Dy,e1) | (=Dq,—e4
—ey) —ez)
(D1, D4) | (D1, —€1)| (—=Dy,—€3) | (—=Dy,€1) | (=D, —e1) | (—Dy,2€;3) | (—Dq,—e4
—ey)
(Dl' DS) (O'O) (O' _el) (0,261) (0' _el) (O' €1 (0' —€1
+e;) —ez)
(D1,D)| (0,0 (0,0) (0,2e4) (0, —eq (0,2e4 (0,—eq
—ez) +ez) — 2e;)
(D2, D3) | (=D (=D (=Dy (=D (=D (=Dy
— Dy, —e1) | — Dy, —ey —Dy,e; | =Dz, —eq) | —Dyer | —Dy—ey
—e;) + e;) + e;) —ez)
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Cizelge 4.12 4.Tip Lie grubu Gzerindeki afin kontrol sistemin Lie parantezleri (devami)

(D2,D4) | (—D3,—eq) | (—=D3,—e;) | (—Dyz,e; | (—Dz,—€1) | (—Dy, 2e4 | (—Dy,—e;
+ez) +e;) —ez)
(D2,D5) | (—D4,0) (—=D1,—e1) | (=Dy,2e1 | (—Dy,—e1) | (—=Dy,e1 | (—Dyq,—eq
+e;) + 2e;) —€3)
(D5, Dg) (0,0) (0,0) (0,2e4 (0,—e; (0,2e4 (0,—eq
+e;) —ey) + 2e;) —2e;)
(D3, Dy) | (0,e2) (= (0,0) (0,0) (0,e1) (0,0)
—ey)
(D3, Ds) | (0,eq (0,0) (0,e1) (0,0) (0,e2) (0,0)
+e;)
(D3, Ds) (D3, &4 (D2, e41) (D3, eq) (Dz, —e3) (Dz, €4 (Dz, —e3)
+e,) +e,)
(D4, D5) | (0,e) (0,0) (0,e1) (0,0) (0,e3) (0,—ey)
(D4, Dg) | (Dg,€7) (D¢, €1) (De,e1) | (Dg,—€3) (Dg, €4 (D¢, —€4
+ e;) —e3)
(Ds, Dg) (D1, €1) (D1,0) (D1, eq) (Dy,eq (Dy,eq (D, —2e5)
—e3) +ey)
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Cizelge 4.13 5.Tip Lie grubu Uzerindeki afin kontrol sistemin Lie parantezleri

[-,-] (e1, €2) (ez,€q) (e1,€3) (e3,e1) | (eze3) (e3, ez)
(Dl' DZ) (0'0) (0'0) (0, —282) (O, —€1 (0, €1 (0, _Zel)
+ e3) —e;)
(D1,D3) | (—D3,—e;)| (=Dg,e1) | (=Dy —3ey)| (=Dy,ez)| (—Dy,2eq| (—D3, —eq)
—e;)
(D1,D4)| (=D, —€1) | (=Dy,—€3) | (—Dy,—e; | (=Dy,e3)| (—Dy,e; | (=Dy,—eq)
—2e,) — 2e)
(D2,D3) | (D, —ey) (Dy,€q) (Dy, ey (D1, ez) | (Dg,3e1) | (Dg,—e€q)
— 2e;)
(D2,Dy4) | (—D3,—eq) | (—Dz,—e;)| (—Dz,—e;) | (—Dy,ez)| (—Dy,2e4| (—D3, —eq)
—€3)
(D3' D4—) (0' _Zel) (0!0) (Or —€1 (O,Zez) (0, €1 (O' _Zel)
—e3) —e3)

Cizelge 4.14 6.Tip Lie grubu Uzerindeki afin kontrol sistemin Lie parantezleri

[-,-] (e1,€z) (ez,eq) (e1,e3) | (es,eq) (e, e3) (e3,ez)
(D1, D) (D3, eq) (Dy,—e1) | (Dy,—2e;| (Dg,eq (D, —ey) (Dy, 2e,
- e3) + 4‘32) - e3)
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Cizelge 4.14 6.Tip Lie grubu Ulzerindeki afin kontrol sistemin Lie parantezleri (devami)

(D4,D3) (—D3,e1 (—D3,—e3) (—D3,—e3) (—D3,e1 (—D3:—393) (—D3,—e3)
+e,) + 2e,)
(DZ, D3) (_2D1, 261 (_2D1, —61 (_ZDl, —282 (_ZDl, Ze; (_2D1, —262) (_2D1, el
+ 2e;) —e3) —e3)
Cizelge 4.15 7.Tip Lie grubu Uzerindeki afin kontrol sistemin Lie parantezleri
[,-] (e1,€2) (ez,eq) (eq,e3) (e3 eq) (ez,e3) (e3, ez)
(Dll DZ) (D3J _el) (D3r e2 (D3l _eZ (D3r el (D3r el) (D3J _el)
—e3) —e3) + 2e;)
(D1,D3) | (=D3,—e;| (=Dy,e; | (=Dy,—e3) | (=Dy,3e;) | (=Dj,e; | (=Dy,—2e4
+ e3) — 2e3) —e3) + e;)
(D2, D3)| (Dq,e3) | (Dy,—e3) (Dy, —e4 (D4, 2e; (Dy,—e3) (D4, €4
—e;) + e3) —e;)

Yukarida verilen tablolarin yorumu igin asagidaki iki 6rnegi verelim.

Ornek 4.7 H;(R) Heisenberg Lie grubu tizerindeki herhangi bir afin kontrol sistemini

1.tip tablo yardimiyla, g € H3(R) igin,

g = (D4 te3)g+ [u(Dy +ep) +u(Dy + e3)]y

Sistemi ile g6zonine alalim. Sistemin kontrol parametreli vektdr alanlarinin Lie

parantezini Cizelge 4.9’dan inceledigimizde (0,3e3) = 3e; vektor alani elde edildigi

goralir. Bu sistemin kontrol kismi h3(R)’yi Urettiginden, durum uzayimiz basit
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baglantili ve nilpotent oldugundan [19] daki karakterizasyon ile bu sistem kontrol

edilebilirdir.
Ornek 4.8 G 3-boyutlu Lucky Guess Lie grubu olmak Uzere,

D={X+uY|ueUXY € af(g)} dinamigi ile £ = (G, D) kontrol sistemi verilsin. X,

G Uzerinde herhangi bir vektor alani olmak tzere, X kontrol sistemi
g=X;+ uy (Dy + el)g +u, (D, + 33)9

diferansiyel denklemler ailesi ile belirlensin. [(D; + e;1), (D, + e3)] = (0,e; + e, + e3)
oldugundan span; 4 {Dyontroi} = 8 oldugundan sistem [20] deki ¢6zilebilir Lie gruplar
Uzerindeki invaryant sistemin kontrol edilebilirlik karakterizasyonundan, kontrol

edilebilirdir.
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BOLUM 5

SERBEST NiLPOTENT LiE GRUPLARI UZERINDEKi AFIN KONTROL SiSTEM

Bu bélimde, serbest Lie cebirleri ve Lie gruplari Gzerindeki afin kontrol sistemlerinin

kontrol edilebilirligini inceliyoruz.

Afin kontrol sistemlerinin R™ Gzerindeki kontrol edilebilirligi 1984 yilinda Jurdjevic ve
Sallet tarafindan karakterize edilmistir [1]. Daha sonra, benzer teknik kullanilarak, 2006
yiinda Genellestiriimis Heisenberg Lie gruplari lzerindeki afin sistemlerin kontrol
edilebilirligi saglamistir [2]. Benzer teknik kullanilarak, Kara ve Kule, Carnot Gruplari

Uzerindeki afin kontrol sistemlerin kontrol edilebilme karakterizasyonunu elde etmistir
[3].

Bu boliimde, daha genel ve farkh bir durum uzayi olarak serbest nilpotent Lie gruplari
Uzerindeki afin kontrol sistemlerini inceliyoruz. Lie gruplari Gzerindeki afin kontrol
sistemleri, Lie gruplari Gizerindeki invaryant, bilineer ve lineer kontrol sistemlerinden en

genel olanidir.

X, E,, serbest nilpotent Lie grubu lzerinde bir affine kontrol sistemi olsun. Sistemin
dinamigi

d
9 = (D + (@) + ) w D+ (g)

i=1

ile belirlidir. Burada, g € Fy,, D, D' € Der(finr); X,Y" € finyr € G, D, D' € Der(finr)

ve u;: R = U kisitlanmayan kontrol fonksiyonlari olsun.
Sy ={X} o X} 0.0 XE|X' € Dvet; € RY}
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olmak lzere, sistemin pozitif yoriingesi
S2(9) ={e@lp €Sy ve g € By }
dir.

E,, , serbest nilpotent Lie grubu Gzerindeki afin kontrol sistemin kontrol edilebilirligini
karakterize etmek icin, afin kontrol sistem ile bu sistemin bilineer kismi arasindaki cebir

diizeyindeki bir otomorfizmadan yararlanacagiz.
Asagidaki yardimci teoremde cebir seviyesinde bir otomorfizma elde edilmektedir.

Lemma 5.1 f,,, . boyutu H olan bir serbest nilpotent Lie cebiri olsun. {Ei}{il » Ty igin

bir taban, a;’ler herbir E;’nin agirligi ve 1 € RTU{0} olmak lizere

Pa: fm,r - fm,r

H H
® <Z xiEi> = Z VAaixE,;
i=1 im1

tasviri verilsin. @;, f, - Uzerinde bir otomorfizmadir.

ispat ilk olarak, ¢, tasvirinin homomorfizma oldugunu gosterelim. VX,Y € fmr icin

H H
Pr(X oY) = @, (Z X E; o z yiEi>
im1 im1

m

= ¢, | Z(xi + yi)E;
i=1
1 m
+5 Z (v — xiy;)|Ew 5]
i=1,)=1
j>i
m
1
+ 2 Z (2 — yk)(xjyi - xiyj)[Ek: [Ei, E; ]] + oo |
i=1,j=1k=1
j>isk
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m
= WZ(xi + V)E;
i=1

m
—1
+ \/ﬁz Z (xjyi —xiyj)[Ei'Ef]

i=Tj=1
j>i
1 m
+ WE Z Cee = 1) (i — xy;) [ Ex [Ew, B 1] + -+
i=1=1k=1
j>isk
m
= Z(xi + y)VIE;
i=1
1 m
+ T\/ﬁg Z (i = %) [VAE, V2E]]
i=1,j=1
j>i
1 m
+ WE Z G — v (i — %) [VAE, [VAE, VAE; 1] + -
i=1,j=1k=1
j>isk

= @a(X) o a(Y).
Boylece, @, bir homomorfizmadir.
Simdi de ¢, nin birebirligini ispat edelim.
0a(X) = @a(Y) =
H

H H H
o (Z xiEi) = @, <Z yiEi> = Z VA%xE; = z Vaaiy,E;
i=1 i=1 i=1

i=1

= x; = y;, Vi € H. Buradan, X =Y elde edilir.

H
z TV AaixiEl'
i=1
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icin en az bir

H
X = inEi
i=1

vardir ki

H
pr(X) = z Vadix;E;
=1

dir, yani; ¢, tasviri 4. Dolayisiyla, ¢, bir otomorfizmadir.

Asagidaki yardimci teoremde sistemin otomorfizma yoriingesinin topolojik o6zelligi

verilmektedir.

Lemma 5.2 F,,, serbest nilpotent Lie grubu olsun. F,,,’nin otomorfizm yéringesi

Aut(F,;, ;) yogundur.

Ispat f,, - boyutu H ile gosterilsin. Fy, ,’nin bir Aut(F, ) ototomorfizma yoriingesi

O = exp (fm,r) = [.. [fm,w fm,r] -] = Fm,r = [... [Fm,rJ Fm,r] b |

r—1 r—1

olsun. Exp, Ustel tasvir olmak lzere; exp tasvirinin, basit baglantili nilpotent Lie gruplar
icin bir difeomorfizma oldugu bilinmektedir. Eger F,, ,. Gzerinde tanimli x o y islemi y
elemaninin sol 6telemesi olarak gorilrse, f,, - nin bir Jacobiyen tabani {Z,, Z,, ..., Zy},

y’nin sol 6telemesinin orjindeki Jacobiyen matrisininin tabanindan elde edilir.

fmr, r.dereceden nilpotent oldugundan, bu cebirin, Ureteglerinin r tane Lie
parantezinden meydana gelen elemanlarin sifir olmasi demektir. Ureteclerinin r — 1
tane Lie parantezinden meydana gelen elemanlari gozéniine alalim ve bu elemanlarin

kiimesini V ile gosterelim. V' kiimesine ait olan Z; taban elemanlari, [14] Un kullandig

modelin yardimiyla hesaplanirsa her birinin orjindeki degeri % gibi bir elemana
J

karsilik gelir. f,,,’den V kimesine ait elemanlari ¢ikardigimizda, F,,, Lie grubundan
sonlu sayida dogru cikarmis oluruz. Bu islem, FE,, durum uzayimizin boyutunu

degistirmez. Ek olarak, Aut(F,,,) otomorfizm yoringesi, F;,, ,- de agiktir.

Herhangi bir x € [...[F, , En ] ... ] ve B(x, §) yuvariigin

r—1
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B(x,6) N Fpy — [ [Enyr Byl o] # 0

r—1

oldugundan Aut(F,;, ) yogundur.
Teorem 5.3 F, .. basit baglantili serbest nilpotent Lie grubu Gzerinde tanimli

X = (F,, D) afin kontrol sistemi olsun. Eger X afin kontrol sistemi tekil noktasina

sahip degil ve X’'nin bilineer pargasi 2y, = (F;,, Dp),

n
Dy =D+ Z w,DJ|D, DI € Derffy,), u € R
Jj=1

Aut(FE,,,) uzerinde kontrol edilebilirse, ¥ sistemi F, , lizerinde kontrol edilebilirdir.

Ispat Bir kontrol sistemdeki herhangi bir tekil noktasi, bu noktadan ulasilabilirlik
saglanmadigindan, kontrol sistemin kontrol edilebilirligi icin bir problemdir. Bu ylizden,
sistemin kontrol edilebilmesi icin gerek sart sistemin herhangi bir tekil noktasina sahip

olmamasidir.

Der(fmyr ), fmr serbest Lie cebirinin tiirev cebiri ve ¢, otomorfizmasi Lemma 5.1’deki

gibi tanimlasin. Bu durumda,

¢: Der(fm,r ) X fmr Der(fm,r ) X fmr

§(D+X) =D+ py(X)

otomorfizmasini tanimlayalim. @, tasvirinin tanimindan, VX € f,, ;- igin

0, = (VAId,V2Id, ..., NAId, VA4, ..., Ald, ..., Ald)

seklinde dislnebiliriz. Boylece, A — 0 iken ¢, — 0 olur. Buradan, §(D +X) =D +
3 (X) tasvirinin goriintusi, A — 0 iken D tirev elemani olacagindan, ¢ tasviri £ = X

ye kisitlanir.
Lemma 5.2'de, Aut(F,,,) yogun otomozfizma yériingesinin varligini gosterdik.

Ayrica, A — 0 iken; afin sistem, bilineer sisteme surekli olarak yakinsar. Boylece, Zy,

sistemi her noktada kontrol edilebilirdir.
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B(1,1) 1 merkezli birim yuvari olmak tzere, S(1,1), B(1,1)’in siniri olsun. Yeterince
kicguk A icin, kiiclik karisikliklar altinda tamamen kontrol edilebilirlik stirdtrtldiginden

[21], &) S(L1) — [... [fmss Tmr] -] de kontrol edilebilirdir.  Buradan; &,(%),

r—1

B(1,1) — [...[fmrs Tmyr] -] Uzerinde de kontrol edilebilirdir. Béylece,

r—1

L = (L(S i )ooor (g ) o (B05))

olmak tizere, X sistemi B(1,1) — [... [fmrs fmr] -] Uzerinde kontrol edilebilirdir.

r—1

Afin kontrol sistemin birimden gecen pozitif orbiti acik ve ici bostan farkli oldugundan,

X kontrol edilebilirdir.
Bu sonug icin asagidaki 6rnek hesaplanmistir.

Ornek 5.4 {33 uretegleri {X;,X,, X3} vektor alanlari olan 3.dereceden nilpotent bir
serbest Lie cebiri olsun. Bu Lie cebirinin elemanlarini agirhklarina gore X; < X, < X3

siralamasini kabul ederek Hall tabani yardimiyla elde edelim:

1agirhikh X4, X5, X5 ;

2 agirlikh - X, = [X,, X1], X5 = [X3, X1, X¢ = [X3,X3];

3agrlkl X, = [Xy, X1] = [[X5, X1, X:], Xg = [X4, Xo] = [[X5, X1]. Xz,
Xq = [X4'X3] = [[Xz'X1]:X3]» X10 = [Xs'X1] = [[X3'X1],X1]»
X1 = [XS:XZ] = [[Xs»Xl]»Xz]» X1z = [XS»X3] = [[X3'X1],X3];
X3 = [X61X2] = [[X3'X2];X2]’ X4 = [X6'X3] = [[X3'X2]»X3]-

Teorem 2.40°da belirtilen f33’Gn  {X;, X;, X3} lreteglerine izomorfik olan Ey, Ey, E5

vektor alanlarini [14] de yer alan model yardimiyla elde edelim. Oncelikle,
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Bz = 6x2+z Zjax]

j>2

Es = 6x3+z 316xj

j>3

verilsin. Yukarida belirttigimiz gibi X}, vektor alani,
X = [[ [[Xj,Xin],Xin_l] Xl2 ]formuna sahip ise k > j dir. Buradan,
X=X, X1]=>4>2=P,,

X, =[[X2, X1 X, | =>7>2=>P,,

Xg = [[X2, X11,X2] > 8> 2= Py g

Xo = [[X2,X11,X5] > 9 > 2> Py

Xs = [X3,X1] >5>3= P35

Xe = [X3,X3] = 6 >3 = P34

X10 = [[X3,X1]1, X1] = 10 > 3= P34

X1 = [[X3, X1 X, 211 >3> Py

Xi3 = [[X3,X,1, Xz = 13 >3 = Py 45

X4 = [[X3, X1, X3] 2 14 >3 = P54,

edilir. Herbir X; elemani igin

d(1) = d(2) = d(3) = 0,
d(4) = d(5) = d(6) = 1,
d(7) = d(8) = d(9) = - = d(14) = 2,

Lie parantez sayilarini ve
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I(1)=112)=1(3) =0,
1(4) = (1,0,...,0), I(5) = (1,0, ...,0), I(6) = (0,1,0, ... ,0),
1(7) =(2,0,..,0),I1(8) =(1,1,0,..,0),I(9) = (1,0,1,0, ... ,0),1(10) = (2,0, ... ,0),
I(11) = (1,1,0, ... ,0),1(12) = (1,0,1,0, ... ,0),1(13) = (0,2,0, ... ,0),
1(14) = (0,1,1,0, ... ,0)
indekslerini elde edelim. Boylece,
_ (~)@@-d@)

_ 1
Py, = Wx’(‘”"(z) = % = —x,; formiili sayesinde elde edildi. Benzer

islemler tekrar edilirse,

£ = d
17 ox,
9 o (x2\ @ 9 ?
E, = — 4 (— e’y .
2 9%, + (—x1) 3 + (2!> 3 + (x1x3) 9%, + (x1x3) s’
By = = 4 (et (ce) o () 2 o) =2t (i) =
37 0xs *1 0xc *2 dx¢ 2! ] 0x4 *1 %2 0xq1 1%s 0x12

N x2\ 0 + o) d
2! ] 0x43 X2%3 0x14

vektor alanlari bulunur. Elde edilen bu vektér alanlarinin Lie cebiri, f33 serbest

nilpotent Lie cebirine Teorem 2.44’den izomorfiktir.

Serbest nilpotent Lie cebiri 3 3’Un tlrev cebiri Der(f3 3) igin,

Ay 0 A114
A141 - Q1414

matrisini elde etmemiz gerekir. Bu matrisin bilesenlerini hesaplamak icin asagidaki

T

denkleri ¢ozecegiz:
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Bunun igin,

14

D(X;) = Z ajX;

olacak sekilde

i=1

1) D([X,, X;1) = [D(X,), X,] + [X,, D(X,)] formiilii ile

[Zilil a,,iX; ;X1] + [Xz,Z%;‘l al,iXi]

D(X,) = Ap2X4 + Az 3X5 + Az 4X7 + Az5X10 + 11X, — A13X6 — A14Xg — a1 5X11

14

Z AgiX; = A2X4 + A3X5 + a34X7 + a3 5X10 + a11X4 — 13X — a1 4Xg — A1 5X711

i=1

— ay16X13
= 0g4 = Q11 T Az, Q45 = 023,046 = —Aq3, Ag7 = A4, Qgg = —0q4,0410 = Q25
(411 = —Qy5, Q413 = —0q6, dier a, ; katsayilar sifir olarak elde edilir.

Benzer sekildeki islemler yapilirsa, asagidaki 14 X 14’lik matris elde edilir. Bu matrisin

— ay16X13

devrigi istenilen tiirev cebir elemanlarini elde etmemizi saglar.

Cizelge 5.1 {33 cebirinin tirev cebiri matrisi

a1 | Q12 | Q13 a4 Qa5 a16 a7 aisg Q9 ai10 aj11 ai 12 ai13 aj 14
Az1 | GA22 | Q23 Qaz,4 azs az6 az,7 azs Qaz9 az10 az11 az12 az13 az14
az1 | A32 | Q33 aza azs aze aszz azs aso asz10 as11 az12 az 13 az 14
0 0 0 a1 az;3 —a1,3 Qaz,4 —0a1,4 0 azs —a15 0 —01,6 0
+az;
0 0 0 azz ay1 QAy,2 Q34 0 —0Q1,4 azs 0 —a1,5 0 —0a1,6
+ass
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Cizelge 5.1 {33 cebirinin tiirev cebiri matrisi (devami)

010 0 —Q3q | Gz1 | QG2 0 Az —Q4 0 Azs | —dzs Az | —az6
+as;s
0 0 0 0 0 0 2a1_1 al'z a1'3 a2'3 0 0 0 0
+az:
O O 0 0 0 0 a2’1 a]_‘]_ a2’3 0 a2’3 0 _a1'3 O
+ as s
+a,,
0 0 0 0 0 0 a3'1 a3‘2 a1’1 0 0 a2'3 0 _a1'3
taz;
+ass
0 0 0 0 0 0 a3'2 0 0 Zal'l allz a1'3 0 0
+ass
0 0 0 0 0 0 0 a3‘2 0 az’l a1’1 a2’3 a1’2 0
+ass
+ay,
0 0 0 0 0 0 0 0 a3,2 a3’1 a3’2 a1,1 0 a1,2
+ 2a33
olo| o 0 0 0 0 —as, 0 0 | az 0 |24, | ass
+azsz
O O 0 0 0 0 0 0 _a3’1 0 0 a2’1 a3,2 aZ,Z
+ 2az3

Cizelge 5.1'de verilen matrisin devrigi alinip, a; ; katsayilarina gére ayirma yaptigimizda

f3 3 turev cebiri Der(f33)’ln D! elemanlari bulunur.

Bu Ej,E; ve E3 vektor alanlari yardimiyla f33 merkezindeki elemanlari yeniden ifade

edelim. f3 3 merkezinde Z (3 3) iki Lie parantezinden olusan

70




Z(f3,3) = {X7'X8' 'X14}

seklindedir. Vektor alanlarinin bilinen Lie parantezi isleminden

X; = [[XZ»X1]'X1] = [[EZ'El]'El]

[ o o () d 9 o a] o
= —+(—x1) ) < )6 +(x1x2) +(x1x3) l_]

a Xy 2! ox X9 axl axl

N d
[~ (- o+ e+ G5+ G5 )] o

L d Xy axl

[/ 0 0 0 0 0 0
= || — — —_— —_— [— —=O—(——)=—

_(GX4 (xl) 6x7 (xZ) ax8 ( 3) ) axl ax'7 6x7
elde edilir. Benzer sekilde Lie parantezlerini hesaplarsak,

a
Xg = [[XZ»X1 Xz] X9 = [Xz;X1 Xs] 9' X10 = [[X3,X1],X1] = ;10,
Xu1 = [[X3, K11, Xo] = 5=, Xz = [[X3, X1 K] = 57, Xus = [[Xa, o], %] = 5
0

X14- - [[X3,X2],X3] - a

elde edilir.

f33 serbest Lie cebirinin, basit baglantili Lie grubu F33 lzerinde tanimli o islemi

asagidaki gibidir:

x = (X1, .., %14),Y = (Y1, ..., ¥14) € F33 olmak lzere,
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X1+ Y1
X+ Y
X3+ Y3

1
X7 +y; + E (x4y1

1
Xoy = Xg + Vg +§(x4y2

1
X9+ Y9 + > (43 —

1
X911 t Y11+ 5 (xsy2 —

1
X12 T Y12 + 5 (xsy3 —

1
X13 T V13 +§

1
X14 T Y1a + > (x6y3 —

dir. (F3 3,0) Lie grubu lzerinde tamimli afin kontrol sistem X = (F33,D) igin sistemin

dinamigi ® = {(D + X) + XL, w; (D' + X')|D, D' € Der(f33); X, X' € 33} ile belirli

olsun.

1
X10 t Y10 + > (xsy; —

1

X4+ Y4+ 5 (x2y1
1

X5+ Y5+ > (x3y1
1

Xe T Ve t > (x3y2

VaX1) +

YaX3) +

VaX3) +

Ys5X1) +—

Ys5X2) +

Y5X3) +

Ve6X3) +

F3 5 serbest Lie grubunun otomorfizm orbiti

Aut(F3'3) = exp (f3,3 - Z(f3,3)) =F33 — [[F3,3,F3,3]:F3,3]

seklindedir. Goraldagu Uzere Z(fg‘g) elemanlari sonlu sayida dogru belirtiginden,

Aut(F3,3) boyutu degismez. Ayrica, Aut(F3,3) yogundur. Teorem 5.3 uygulamasini

— Y2X1)
— ¥3X1)
— V3x2)
(xz}’1
(XZJ’1
(x2y1

(x3y1 —

(x3y1

(x3y1

(xsyz

V2%1) (X1

V2%1) (X2

V2x1) (x3
y3x1) (%1
V3x1) (X,

V3%1) (X3

y3x2) (X3

- Y1)
= Y¥2)
- ¥3)
- Y1)
- ¥2)
- ¥3)
1
(X6Y2 — Yex2) + E (x3Y2 — ¥3x2) (X2 — ¥2)

—¥3)

gostermek igin, Lemma 5.1’de tanimladigimiz ¢, otomorfizmasi yardimiyla,

§D+X)=D+p(X)

E(DT+XY) = Di + ¢ (XY)
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elde edilir. A >0 iken ¢@; = 0 oldugundan sistem sadece tirev cebirinin
elemanlarindan olusur. Yani, afin sistemin bilineer kismini elde etmis oluruz. Boylece,
Aut(F3,3) yoriinge Uzerindeki bilineer sistemin kontrol edilebilirligi, afin sistemin

kontrol edilebilirligine genisletilebilir.
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BOLUM 6

SONUC VE ONERILER

Bu calismada, ilk olarak 3-boyutlu Lie cebirleri ve onlarin Lie gruplarina ait tirev
cebirleri hesaplanmistir. Bu Lie cebirleri tizerindeki afin kontrol sistemlerine ait vektor
alanlarinin Lie parantezleri hesaplanarak tablolar halinde verilmistir. Ayrica bu Lie
gruplarinin cebirsel ve topolojik ozellikleri de ifade edilmistir. Daha sonra, eldeki
tablolar yardimiyla afin ve invaryant kontrol sisteminlerinin mevcut kontrol edilebilirlik
karakterizasyonundan yararlanarak, 3-boyutlu reel Lie gruplar (zerindeki afin,
invariant, lineer ve bilineer kontrol sistemlerin kontrol edilebilirlikleri siniflandiriimis

oldu.

Calismanin son kisminda ise serbest nilpotent Lie cebiri f,,,, ve serbest nilpotent Lie
gruplan F,, .. Gzerindeki afin kontrol sisteminlerinin otomorfizm yériingesi incelenmis
ve cebir seviyesindeki nilpotent Lie cebirinin otomorfizmasi yardimiyla ilisik bilineer

kisminin kontrol edilebilirligi tim sisteme genisletilmistir.

Kontrol edilebilirlik problemi bir cok alana uygulanabilen Kontrol Teorinin en temel
klasik iki probleminden biridir. Durum uzayinin yapisi ve dinamigini olusturan vektor
alanlari, sistemin ¢ozimleri agisindan ¢ok yonliu cgalisilabilir. Serbest nilpotent Lie
gruplari Gzerindeki afin sistemlerin kontrol edilebilirligindeki teknik, farkli durum

uzaylari lizerinde ve cebir seviyesinde alt sistemlerine bagl olarak calisilabilir.
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