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ABSTRACT 

 

CONTROLLABILITY OF SOME CONTROL SYSTEMS 

ON LIE GROUPS 
 

Mahmut KUDEYT 

 

Department of Mathematics 

Ph.D. Thesis 

 

 

Co-Advisor: Assoc. Prof.  

 

Via this thesis, by obtaining controllability results of affine control systems on some Lie 
groups, a contribution to Mathematical Control Systems has been done. 

This work consists of 5 chapters. 

In the first chapter, literature summary of problem of our thesis, the purpose of which 
this thesis is created and hypothesis of the problem are mentioned. 

In the second chapter; Lie algebra, Lie group, exponential map and adjoint 
representation which are base of Lie theory, are elaborately explained; and as 
fundamental theorems and some examples are given, basic notations of our thesis are 
expressed. 

In the third chapter, basic notations of general control systems are described in details. 
Variety of common control systems on Lie groups are briefly given. Then affine control 
system which is very significant piece for our work is approached and a 
characterization, which is illuminating our study, on Euclidean space is referred. 

Fourth chapter contains the first original part of this thesis. Derivation algebras of all 3 
dimensional real matrix Lie algebras and Lie brackets of the elements from the 



xiii 

 

dynamics of affine control systems on these Lie groups have been calculated. Besides, 
3-dimensional Lucky Guess Lie group has been obtained and; topological and algebraic 
properties of this group has been examined. In addition,  dimensional general form 
of Lucky Guess Lie group has been given. Finally, classification of characterization of 
controllability of affine control systems has been given by using linear, invariant and 
bilinear control systems.    

Fifth chapter also contains orginal part of this thesis. Affine control system on free 
nilpotent Lir goup has been examined.  Automorphism orbit of the affine control 
system on free nilpotent Lie group has been found and the controllability has been 
characterized realted to its associated bilinear part.  

Keywords: Affine control system, controllability, 3-dimensional real matrix Lie groups, 
free nilpotent Lie algebra, free nilpotent Lie group. 
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    1.1

Kontrol sistem , sonlu boyutlu diferansiyellenebilir bir  manifoldu ve sistemin 

 

dir. Kontrol sistemlerinin en temel klasik problemlerinden biri olan kontrol 

 

  

yanmakla birlikte, 

 

 sonlu boyutlu bir Lie 

 afin kontrol sistemi  

 

diferansiyel denklemlerin ailesi ile belirlidir. Burada, ve ,  

ve  ve ,  rinin 

 

Afin kontrol sistemlerinin , ilk olarak Jurdjevic ve Sallet  

 [1] , 

afin kontrol sistemlerine ait , bir homoteti 

fonksiyonu ile  , afin sistemin 
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kontrol edil ir. Daha sonra, Kara ve San Martin bu  

ndeki afin kontrol sistemlerinin kontrol 

 homoteti yerine sistemlerinin Lie cebiri 

 

[2]. Daha sonra, Kara ve Kule, benzer teknik ile, afin kontrol 

 [3]. Kara ve 

ndeki afin 

edilebilirlik karakteriza 4]. 

Tez 

oruz.  

- Lie parantezlerini 

hesaplayarak kontrol ed yaparak, 

tablolar yoluyla kontrol edilebilen veya kontrol edilemeyen sistemlerin belirlenmesini 

 

  1.2

-

kontrol sistemlerinin kon in karakterize 

 

 Hipotez 1.3

Tezin il , 3-

, -  ve bu cebirlere ait 

cebir  n Lie parantezleri de 

hesaplanarak, u 

tablolar, 
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sistemlerinin nmaktad  

ki afin kontrol sistemleri 

tip sistemlerin    

kontrol edilebilirlikleri  otomorfizma ile 

  

 

 

 

 

 



4 

 

 

TEMEL KAVRAMLAR 

md -9  

temel bilgiler

 verilmektedir. 

  2.1

Bir G Lie grubu cebirsel, topolojik ve g  arada bulunduran bir 

 

  ve 

  

                                                                                                                        (2.1)                            

                                           

-  ise,    [5]. 

   

   

  ,                                                                                      (2.2)                           

,                                                                                                             (2.3) 

-  tasvirleri tasvirine denktirler. 

Yani;  
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dir.    

.3)  tasvirlerini elde edelim. 

   

                                                                                                                                    

 

 elde edilir. Yani;  

                                                                                                                       (2.4)                            

 

dir.                                                                     

(2.4) ile   tasviri 

diferansiyellenebilirdir.    

 

                                                                                                                    

tasviri ta  

  

                                                                                                             

 tasviri de, diferansiyel- 

lenebilir olarak diferansiyellenebilirdir.   

 birim tasviri ile, 

 

                                                                                                                                           

tasviri  elde edilir ve  iki diferansiyellenebilir 
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 T  tipindeki  

 genel lineer grup, bir Lie grubudur. Matris 

. 

 diferansiyelleneb

 [6].  matrislerinin 

izomorf . 

 nin ele

 

                                                                                                                    

 

lineer ve tasvirinin 

 matrisi, nin na  

                                     

dir. Determinant fonksiyonu 

                                                                                                      

 

bir polinomsal . Genel lineer grubun 

 

                                                                                                        

 

nin standart topolo    tek nokta 

 

 , bir 
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Son olarak, matrisin tersi  

                                                                                                         

   

 

                                                                                     

   

diferansiyellenebilirdirler.  

  Lie gr nin bir Lie altgrubudur [5].  

  

 

 ile .  

.4   bir Lie grubu ve herhangi bir  olsun. 

                                                                                                                                 

 

e, n  

                                                                                                                    

tasviri de     [5]. 

 

  G Lie grubunun herhangi bi      

                                                                                                                  (2.5)          

 sol-invaryant vek ]. 
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  Bir  - ,  

ye izo [5]. 

    nin 

   

  

i)                                                                                           

(2.5  

                          

-  

                                                                         

dir.  elde edilir. 

ii) ,                                                                                     

                                              

dir ve buradan , nin   

 

,  ile  sterelim. 

                                                                                                                             

   

tasviri .  

  

                         

o ,   tasviri lineerdir. 

herhangi iki sol 

. 
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-  

                                                                                  

 dir, yani; tasvir 

birebirdir.  

Son olarak,  . 

 ,  ve   

                                                                                                                      

 

 

elde edilir.   

;  ,  

 

   ile     tasvir  diferansiyellenebilir 

, bu tasvire Lie gru ]. 

   bir Lie grubu,  bir 

 , nin bir alt manifoldu ve  tasviri de bir grup 

ye bir Lie altgrubu denir ve   [5]. nin 

  

2.2 Lie Cebirleri 

   bir   
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bilineer tasviri,    vek

 

i)      

ii)    

 ikili lemine de Lie parantezi denir [8]. 

Bir  , bu grubun Lie cebirine denktir. Yani; 

 dir. da  -  

 Lie cebiri denktir. 

 

 

   diferansiyellenebilir bir manifold olsun.  

    

                                                                                      

  

Lie parantezi ile birlikte bir Lie cebiridir [5]. 

Bu Lie parantezi ile birlikte  

  ve   

i)                                     

ii)              

i asvir 

bilineerdir. 

iii)          

                                                                                       

Tasvir ters simetriktir. 

iv)  .                                                         
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Yani; ,   

Lie parantezi ile bir Lie cebiridir. 

    

                                                                                                                     

     

olaca , bu tasvir Lie cebiri 

,  , 

denir [8]. 

   lik reel k , 

                                                                                       

  

e birlikte bir Lie cebiridir [7]. 

Bir Lie grubunu . 

  

      

   ve ,  
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 ,   

,   

  ve                                                                

bulunur.  

 Heisenberg Lie grubunun Lie cebiri, 

                                                                                  

dir ve   

Tan    ve  birer Lie cebiri ve   bir lineer tasvir 

ve 

                                                                                                

 tasvirine bir Lie cebir

denir [5]. 

Teorem 2.15   ile  birer Lie grubu,  ile  s  ve 
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 bir homomorfizma olsun. Bu durumda, 

a)   ve   ). 

b)  bir Lie cebir  [5]. 

 undan, 

  

                                                                                         

ve  

                                                      

                                                                                                              

dir. Buradan, 

 ve  bir sol-  

                                                          

                                                     

elde edilir. , istenilen sonucu, yani; 

                                                                                                                 

 yi  

 , 

                                                                                                                        

 ile   nin  
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dir.  olup,  olur. 

 bir Lie cebiri ve  nin bir ,  , bu iki 

ise, ye ].   

 

alt

 

 

 uzay ve  iken 

  ve   ,   

  ].   

Teorem 2.18   bir Lie grubu;  , nin Lie cebiri ve  bir Lie alt cebiri olsun.  nin 

  

                                                                                                                              

 [5]. 

 [5]. 

nt  

 



15 

 

Teorem 2.21   ve  ve  olan iki Lie grubu,  

 bir homomorfizma olsun.  ir tek   grup 

 [5]. 

 ve 

sahiplerse, izomorfiktirler. 

Teorem 2.23  

 [5].    

Bir   

      (2.6) 

  ise 

 0]. 

 Bir  Lie cebirinin i  

                        (2.7)     

  ise,  ye  dereceden nilpotent Lie cebiri 

denir. Lie cebiri nilpotent olan Lie grubuna, nilpotent Lie grubu denir [10]. 

 

un 

 bir parametreli 

altgruplardan bahsedelim. 

       nin bir 

parametreli alt grubu denir [5].  

   bir Lie grubu, grubun Lie cebiri   ve nin Lie cebiri  olsun.  

                                                                                                                                

 

bir Lie cebir homomorfizma  , 
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tasviri    

 tasviri nin tek bir parametreli alt 

grubudur. 

 ,                                                                                               (2.8)                           

stel tasvi [5]. 

Teorem 2.28   bir Lie grubu ve  onun Lie cebiri olsun.   ve   

a)                                                                                                          

b)                                                                           

                                                                                                 

dir [5]. 

  ,  ile   

 

etmemiz yeterlidir.  

  ,   in integral e   

   

                                 

   de  dir. 

 dir.  

ve  daki 

tasvirinin bir h  b) ve c), homomor- 

 

,                

                       

dir.                                                                                                                                                              
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Teorem 2.29  ile  birer Lie grubu ve  

 

 

 

 [5].  

     ,   

                                                                                                            

tasviri ,   olan diferansiyellenebilir bir 

,  

  nin bir parametreli alt grubudur. 

Fakat,  ,   ve   ,   

tasviri      olan nin tek bir parametreli alt grubudur, 

(  

 

 ;   

   al  sonucu elde 

. 

30   

 

                                                                                                                    

 

tasviri  nin tek bir parametreli alt grubudur.   
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 [6]. 

  ,  

 ve  tasviri verilsin. 

   

 dir.   

                                        

elde edilir. ,  ,  ve  

   

limi 

  bir diferansiyellenebilir manifold ve   

 ve   

                                                                                                                                   

  

                                                                                                                                      

nin   

[5]. 
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nin  ].   

 tasviri nin   

 tasviri  ve  . 

3     

                                                                                                                           

  

na fizma denir. 

    

 

                                                                                                                                   

                                                                                                                               

nin  

( ) ].  

 bu  

 

 [5] 
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 [5] 

                                                                                  

                                                                                                          

 

 

 2.34 Bir   

   

   

 

,  ,  ;  ,  integral 

   

tasvirine de 1-  

denir. 

 tasvir n yerel bir 

parametreli grubu olarak   

 

 Bir   ve  

    - nin 

 

 den     

 Daha sonra     

de  ve  ye 
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 iken   

 i 

]: 

                                              

    ve  nin 

 ile de verilebilir. 

  ,  zere,    

                                                                                                                          

 [5]. 

  

6  Hei  

  

                                                                                                

  

 ,   
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elde ederiz.  

                                                                                                                

                                                                      

dir.     ya , yani;  ve  - 

ini alarak, 

                                                    

elde edilir.                                                                                                                                                        

                                                                                                               (2.9)                           

 

dir.    

deki diagramdan yararlanarak, 

                                                                                   

elde edilir.       ve  

 de  

                                                            

) daki ifadede   ve  
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-Boyutlu Reel Matris Lie Cebirleri 

] 

-boyutlu matris Lie cebirlerini inceliyoruz. [11] de 

 

  Lie cebiri bir boyutlu reel matris Lie cebiri olsun. Bu durumda,   Lie cebiri tek bir  

   

 Lie cebiri iki boyutlu 

verilsin. Genel durumda, iki 

 

nedenle,   ile ifade edilir. 

 yada   olsun.  

  olduk.  durumu ilk duruma izomorfik 

 

 

boyutlu olabilir.  

Buradan,  ,   

 

2.6.1 Heisenberg Lie Cebiri  ve Onun Lie Grubu  
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Heisenberg Lie grubu  ve  

                       

Heisenberg Lie cebiri verilsin.  olm

 

2.6.2  

 ]  

de edelim.  

   

                                                                                                                              

                                                                                                

ile verilir.   matris temsiline 

sahiptir. Bu matrisi 

                                                                                                     (2.10)                           

 

elde edebiliriz. Burada,  

                                                              (2.11)              

                       

              

 elde edilir.  

emsili  
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 Her bir   

  

 

2.6.3  ve Onun Lie 

Grubu  

 

                                                                                             

dir ve onun Lie cebiri  

                                                   

 

 

2.6.4 Poincare Lie Cebiri  ve Onun Lie Grubu  

 

                                                                                    

ve onun Lie cebiri 
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 ve                                                                                 

ile verilir.  

2.6.5 Lucky Guess Lie Cebiri   

Lucky Guess Lie cebiri  

                  

 

 ve                                                                           

ile verilir.  

klidyen Lie Cebiri  ve Onun Lie Grubu  

yen matrislerin 3 boyutlu Lie grubu  

                                                                                             

verilsin. Bu Lie grubun, Lie cebiri 

                          

 

,    ve                                                                                  

 

2.6.7 ineer Lie Cebiri    ve Onun Lie Grubu  
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si ile verilir. Bu grubun Lie cebiri, 

 =                            

 

   ,    ve                                                                      

 

2.6.8  ve Lie Grubu  

 

                               

ve onun Lie cebiri 

      

 Burada,     ,    ve    

dir. 

 

rbest nilpotent 

 

 ve    

  olan Lie cebirine serbest Lie 

cebiri denir. Bu Lie cebir   

Yani,  serbest Lie cebiri  

  

   dereceden nilpotent bir Lie cebiri, 
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 r. dereceden nilpotent her  Lie cebiri ve her  

yle bir tek    tasvirinin 

 

 Sabit  ve    

.39   ,  ceden serbest nilpotent Lie 

cebiri olsun.   ] : 

  

 

    

 

r  

  

  ve 

 ve  nin Lie parantezi  da  

dir:  

1.  ve ,   

2.  standart monomiali  formuna sahip ise  dir. 

   bir Hall 

]. 

Teorem 2.40  

13].  

   olan 4.dereceden nilpotent bir serbest Lie cebiri 

elde edelim. 

 olsun. 
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3 :                                  

 

                          

    

       :                                                     

       :                                 

                                                        

                                                                                                                                            

                                                                          

 2.42   

 

2.7.1    

  

[14]  
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 Lie cebiri   ile 

  rinin 

  

 

  

   (                                                                                           

i sabit tutup   

 yerine   

                                                                                                                          

eld  

                                                                                                           

 

 

       

 

    ve   dir.  

 elema  

   

leri olan   
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herbir  

 

 ele

tanesinin    

                                                                                                                               

   

 

                                                                        

gibidir.  

 irken  

  olarak yazabiliriz. Bu 

 ise  

14] 

 

                                                                         

 ve  

 ve   

                                             

B  

 

bulunur. 

Teorem 2.44   ,  dereceden nilpotent olan bir serbest nilpotent Lie 

cebiri olsun;  verilsin.   



32 

 

 

 

 

 

] : 

i) . Burada herbir   

  

ii)                                                                           

iii)    izomorfiktir. 

  

- ]: 
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n yer 

 

 

 

 Durum : Sonlu boyutlu bir  diferansiyellenebilir manifolduna kontrol 

 

  Kontrol:    

kontrolleri (stratejileri) denir. Burada,    

 - 

 

 

 Dinamik:  Her bir   

                                                                                                                           

  

nun   ve 

                                                                                                                    (3.1)                           
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diferansiyel denklemler ailesi,  

belirlidir.  

Bu  i denir. (3.1) diferansiyel denklemler ailesi 

sadece   ise   dir. 

 ikilisine bir kontrol sistemi denir.  kontrol sistemi ile 

 

.1   bir kontrol sistemi olsun. 

yerel diffeomorfizmalar ile verilen 

                                                                             

pseudo-

-grup denir.  

  

                                                                                                               

ile verilir ve  nin  

 

 

 

i)      

  

ii)  ll     dir. 

Yani,     dir.   .  

 ,  dir. 

iii)     

 ve    

                                                                                                                                (3.2)                           

                                                                                                                               (3.3)   
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  olur. Buradan 

   dir. 

 bir kontrol sistemi olsun.  

 

                                                                             

pseudo-  

iken,   dir.  nin 

(orbiti) denir. 

  bir kontrol sistemi olsun.  

                                                                                              

  

 3.4  bir kontrol sistemi olsun.  ise,  kontrol sistemi 

 

Teorem 3.5  bir kontrol sistemi olsun.  

 manifoldunun bir immersed alt manifoldudur [16].  

 

 li 

 

roblemini sistemin 

 

problemlerind

 

 sonlu boyutlu bir Lie grubu ve de onun Lie cebiri olsun.  
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1)  Invaryant Kontrol Sistemleri 

invariant kontrol sistemi  

                                                                                                     

diferansiyel denklemler ailesi ile belirlidir. 

2)  Lineer Kontrol Sistemleri 

rindeki lineer kontrol sistemi 

                                                                                                 

diferansiyel denklemler ailesi ile belirlidir. 

3) Bilineer Kontrol Sistemleri 

 

                                                                                                

diferansiyel denklemler ailesi ile belirlidir. 

4) Afin Kontrol Sistemleri 

kontrol fonksiyon- 

emi 

                                                                      

diferansiyel denklemler ailesi ile belirlidir. 

   matris Lie grubu verilsin.  Bu Lie grubu 
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   matris Lie grubu verilsin.  

 ve  

edilsin.  olarak bir   ve 

   

                                                                                                      

  

8   

deki gibi   ve  

    

   

                                                                                                               

  

9   matris Lie grubu verilsin.  

 ve   ve    

 

                                                                                                      

ile   

olan afin 

kontrol sistemleri verilmektedir. 
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3.2 Afin Kontrol Sistemleri   

Afin kontrol sistemleri ilk olarak  ] 

2].   

 

bu grubun Lie cebirini ve son olarak af ].  

   ile ve 

da   ile nin semi-direkt 

 ,   ile 

 

   grubunun Lie cebiri,  ve nin semi-

   

  

 ve , de bir s

 

                                                                                                                        (3.4)                           

 

13   

 

  

                                                                              (3.5)                            

lindeki diferansiyel denklemler ile verilir. Diferansiyel denklemde  ve 

 

   

denklem 
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urdjevic ve Sallet ta

karakterizyonu ifade edebi deki teoremden 

 

,   ve  

  

,  

   

Teorem 3.16  ,    

 ,   

edilebilirse,  de kontrol edilebilirdir [7]. 

 

, bu grubun Lie cebiri olsun. ,  nin afin grubu,  

 ile  nin semi-  

                                                                                                                       

dir.    

                                                                                              

iz gerekir.      

  ve  

 dir. 

 mdi de Lie cebir 

 

nin Lie cebiri ;  ,  nin Lie 

cebiridir. 

,  ye izomorftur.   Lie cebiri ise,  
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Bir   

                                                                                       

diferansiyel denklemi ile verilir. Burada,  

 ve ler ise kontrol fon  

edilirse, sistem invaryant sisteme; Lie cebirinden gelen elemanlar yok edilirse, sistem 
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3-  

 

eri incelenerek kontrol edilebilirlik karakterizasyonu 

 

-boyutlu matris Lie 

de verilen algoritma ile 

-boyutlu reel 

nin 

 

4.1 Heisenberg Lie Cebiri  

 ilk 
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 4.1  arantezleri 

[. , . ]       

 0 0  0  0 

 0 0 0  0  

  0 0   0 

 0   0   

  0   0  

 0  0   0 

edilir.   

   ile 

 

4.2   

 2.7) ve (2.8)  

 deki benzer matris  

                                                                                                                 

 

cebiri 
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listeliyoruz: 

  arantezleri 

[. ,. ]     

 0  0 0 

  0 0 0 

 0 0 0  

 0 0  0 

4.3  

deki 

 ve 

  

      

listeliyoruz: 

 arantezleri 

[ , ]      

 0 0   0 
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lge 4.3  arantezleri  

 0 0  0  

   0 0 0 

  0 0 0 0 

 0  0 0 0 

4.4 Lucky Guess Lie Grubu  

 

 

 

Lucky Guess Lie cebiri  

                 (4.1)    

ve bu cebire ait Li  

 ve                                                                  (4.2)         

ile verilir.  

(2.8) anan  

  

                                                                                                                         

  

tasviri verilsin.  ve     
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elde ed  

                                                             

 

4.4.1   

  Lucky Guess Lie grubunun cebirsel ve topolojik 

 

Lemma 4.1  Lucky Guess  Lie grubu bir matris Lie grubudur. 

.    ve   de  

b  

                                                                                   

Cauchy dizisinin,    - 

 

   dizileri 

 ve  ree  dizisi de 

 iken,  elde edilir.  boyutlu bir matris grubu, n bir 
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ubu ise, matris Lie grubudur [17 , 

 

 

Lemma 4.2  

 de edelim. Bunun 

 

                                                                                           

                        ve                                               

                                                                                           

 

 

 

Lemma 4.5  Lucky Guess Lie grubu, nilpotent bir L  

de, (2.7) ile verilen alt merkezil serisini   

 

                                                                                           

                                                                                

                                                                                

  

                                                                 

elde edilir. Alt me
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Lemma 4.6   

 Kompakt olma

  

                                                                                               

                             

                                                        

  norma 

 

                                                                                                                                  

 

 tasviri bir homeomorfizma ve  

sahiptir.        

4.4.2   

 

 ve                                                                               
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parantezlerini verelim: 

 arantezleri 

[. ,. ]       

 0 0   0 0 

 0 0    0 

   0 0 0  

   0 0 0  

 0  0 0 0  

 0 0    0 

Lucky Guess Lie grubunu  boyutlu , , 

boyutlu birim matris,    

                                                                     

                                                                   

  

 

dir [18].     



49 

 

4.5   

 

tekrarlarsak,  

                                                                          

 

    

tabloda listeleyelim: 

 arantezleri 

[. ,. ]     

 0 0   

 0 0   

   0 0 

   0 0 

4.6   

 

                                          

 Buradan, 
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 eleman arantezleri 

[ . , . ]    

 0   

  0  

   0 

4.7   

  

                                               

 

  

tablo  

 arantezleri 

[ .,. ]    

 0   

  0  

   0 
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-

 

 

    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 + + - + + + + 

Basit 

 

+ + - + - + - 

 - - - - - - + 

 + + + + + - + 

Nilpotentlik + - - - - - - 

4.8  3- Kontrol Edilebilirlik 

dilen yedi tip Lie grubu 

sistemlerini 9], [2] ve [20] de verilen kontrol edilebilirlik 

 

Bu Lie grupla

 

 afin kontrol sistemi 

 

di Burada,   ve   ,  ise, 

  sistemdeki  yoksa, afin kontrol sistemi 

lineer kontrol sistemine ki afin kont , 

 bilineer kontrol sistemi elde edilir. Genel 



52 

 

sistemlerden daha genel bir sistemdir. 

19], [2] ve [20] deki karakterizasyonlardan ilki invaryant sistemler 

hizmet eder. Bu karakterizasyon

-

 

 

 1.Ti  
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  emin Lie parantezleri  
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afin kontrol sistemin Lie parantezleri 
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1.tip tablo ,  , 

 

Sistemi ile 

 vek
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edilebilirdir.    

 3-boyutlu Lucky Guess Lie grubu olm  

  kontrol sistemi verilsin. , 

  kontrol sistemi 

  

diferansiyel denklemler ailesi ile belirlensin.  

 

onundan, kontrol 

edilebilirdir.   
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Afin kontrol sistemlerinin  

Sallet  [1] 2006 

 

edilebil   [2]. Benzer , 

 

[3].  

fin kontrol 

sistemleri,  sistemlerinden en 

genel olan  

,   affine kontrol sistemi olsun. Sistemin 

 

 

ile belirlidir. Burada,  

ve  k  
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dir.                                                                                                                

 

 

 

Lemma 5.1  boyutu  olan bir serbest nilpotent Lie cebiri olsun.  ,  

bir taban, ler herbir   

                                                                                                                                  

 

tasviri verilsin. ,   
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i de   

                                                                                                                  

 

 Buradan,  elde edilir. 
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en az bir 

 

 

 

dir, yani;  tasviri   

 

verilmektedir. 

Lemma 5.2  serbest nilpotent Lie grubu olsun. nin otomorfizm  

  

  boyutu     

                                

stel tasvir  

   

 , 

 

 tane Lie 

p  

   14]   

  gibi bir elemana 

den    Lie grubundan 

 dur

  si,   

Herhangi bir  ve   
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Teorem 5.3    

 afin kontrol sistemi olsun. E  afin kontrol sistemi tekil 

, 

 

    sistemi  bilirdir. 

Bir kontrol sistemdeki herhangi bir tekil 

 tekil 

 

,    

 

                                                                                   

  

   

                                                             

 iken  olur. Buradan, 

  iken   tasviri  

ye  

de,   .  

 i  

sistemi her noktada kontrol edilebilirdir.  
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 1 merkezl ,  Yeterince 

  

[21],    de kontrol edilebilirdir.  Buradan; , 

   

                                                 

 sistemi   

 kontrol edilebilirdir.  

 

   

 

 

 ;  

  

   

                     

                       

                       

 belirtilen     

14] de  
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 formuna sahip ise   dir. Buradan, 

                                                                                                       

                                                                                              

                                                                                             

                                                                                              

                                                                                                       

                                                                                                       

                                                                                        

                                                                                                          

                                                                                       

                                                                                       

edilir. Herbir  in  
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 . Benzer 

 

 

 

 

  

 

 serbest 

nil den izomorfiktir. 

Serbest nilpotent Lie cebiri    

   

denkle  
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 elde edilir. Bu matrisin 
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de verilen matrisin   

   

Bu  ve    yeniden ifade 

edelim.  merkezinde   



71 

 

 

 

 

 

 

 

 

, , ,  

  ,  

 

elde edilir.                                              

    

 

 , 
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dir.   

  ile belirli 

olsun.  

 serbest Lie grubunun otomorfizm orbiti 
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elde edilir.  iken  
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6 

 

-boyutl

karakterizasyonundan yararlanarak, 3-

invariant, lineer ve bilin

oldu. 

 ve serbest nilpotent Lie 

 

 

klasik iki problem

e  . 
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