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OZET

KONTROL SISTEMLERI iCiN BiR MiNIMAL GERGEKLEME

Sultan SUTLU

Matematik Anabilim Dali

Doktora Tezi
Tez Danismani: Prof. Dr. Ayse KARA HANSEN

Bu tez calismasi, baglantili Lie gruplari Gizerindeki kontrol sistemlerinin gézlenebilirligi
konusu temel alinarak, afin kontrol sistemlerinin minimal gerceklemesi ve lineer kontrol
sistemleri icin hemen hemen gozlenebilirlik kavramlari Gzerine bir calismadir. Minimal
gercekleme, mihendislik, fizik ve kimya gibi bir cok alanda uygulabilen bir problemdir.
Matematiksel bakis acisiyla ve diferansiyel geometrik metodlar kullanilarak bu konunun
islenmesi literatiirde cok fazla goriilmeyen ¢alismalardir. Hemen hemen gozlenebilirlikte
ise, zaman parametresinde sonlu zaman ihmal edilerek, kontrol teoride gozlenebilirlige
yeni biryaklagim getirilmistir.

Tezin giris kismindan sonra ikinci bolimde, minimal gercekleme ve hemen hemen
gbzlenebilirlik kavramlarini olusturmak icin kullanilan sistemler ve bu sistemleri
olusturan temel 6geler tanitilmistir. Bu bolimden sonra tezin ilk 6zgiin kismi olan
Uclinch bolimde, baglantili bir Lie grubu tzerindeki afin kontrol sistemi icin minimal
gercekleme meydana getirmek amaciyla, ayirdedilemez noktalarin kiimesinin topolojik
ve cebirsel 6zellikleri incelenmis, elde edilen Lie grup yapisi ile kanonik izdtistim tasviri
kullanilarak bu sistem igin bir minimal gergekleme kurulmustur. Dérdiinct bolimdeki
0zglin kisimda ise, baglantili Lie gruplari Gzerindeki lineer kontrol sistemleriigin yeni bir
gbzlenebilirlik tipi olan, hemen hemen gozlenebilirlik kavrami tanitilmistir. Bunun igin,
hemen hemen ayirdedilemezlik tanimi verilmis ve bunun bir denklik bagintisi oldugu
gosterilmistir. Ozel olarak, sistemin cikis fonksiyonu olarak Lie grup homomorfizmasi
alinmis, birim elemandan hemen hemen ayirdedilemez noktalarin cikis uzayinda
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olusturdugu goérintl kiimesinin topolojik ve cebirsel yapisi incelenmis ve vyerel
gbzlenebilirlik ile yerel hemen hemen gozlenebilirlik arasindaki iliski ortaya konmustur.
Son olarak, minimal gercekleme taniminda gozlenebilirlik yerine hemen hemen
gbzlenebilirlik kavrami kullanilarak, hemen hemen minimal gercekleme tanimi
olusturulmustur.

Anahtar Kelimeler: Lie grubu, Lie cebiri, ayirdedilemezlik, gozlenebilirlik, minimal
gercekleme, afin kontrol sistemi, lineer kontrol sistemi
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ABSTRACT

A MINIMAL REALIZATION FOR CONTROL SYSTEMS

Sultan SUTLU

Department of Mathematics

Ph.D. Thesis

Adviser: Prof. Dr. Ayse KARA HANSEN

This thesis study is based on the observability of the control systems on connected Lie
groups, the minimal realization of affine control systems and almost observability
concepts for linear control systems. Minimal realization is an applicable problemto the
areas of engineering, physics and chemistry. Working on these terms by using
mathematical point of view and differential geometric methods are very rare works in
the literature. In the almost observability topic, a new approach to observability in
controltheory has been introduced by omittingthe finite time in the time parameter.

After the introduction of the thesis in the second part, the systems used to create
minimal realization and almost observability concepts and the basicelements that form
these systems are introduced. In third section, which is the first original part of the
thesis, in order to create minimal realization of affine control systems on connected Lie
groups, topological and algebraic properties of the set of indistinguishable points from
the neutral element are investigated and a minimal realization for this system is
established using the obtained Lie group structure and canonical projection. In the
original part of the fourth chapter, for linear control systems on connected Lie groups,
a new type of observability, the concept of almost observability, isintroduced. For this,
definition of almost indistinguishability has been given and it has been shown to be an
equivalence relation. In particular, by taking a Lie group homomorphism of the output
function of the system, we investigated the topological and algebraic structure of the
image of almost indistinguishable points from the neutral element, and revealed the

Xi



relation between local observability and local almost observability. Finally, almost
minimal realization definition has been established by using the concept of almost
observability rather than observability in definition of minimal realization.

Keywords: Lie group, Lie algebra, indistinguishability, observability, minimal realization,
affine control system, linear control system.

YILDIZ TECHNICAL UNIVERSITY
GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES
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BOLUM 1

GIiRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Gercekleme (realization) ve minimal gercekleme (minimal realization) kavramlari,
kontrol teoristler ve miihendislericin uzunyillarilgi ceken bir konu olsa da, matematiksel
bakis acisiyla ve diferansiyel geometrik metodlar kullanilarak kontrolteorisine uygulanisi
1970’lerin baslarina rastlamaktadir. 1973’de Hector J. Sussmann tarafindan sunulan ilk
¢alisma [1], lineer olmayan kontrolsistemlerinin minimal gerceklemesi konusunda temel
olusturmustur. Daha sonra, Sussmann’in 1977 yilinda yayinlanan makalesinde [2] ise,
lineer olmayan sistemlerin minimal gerceklemesinin varligi ve tekligi ispatlanarak bu

konudakitemel teoremler de ayrintilariyla verilmistir.

Lie gruplari Gzerinde afin kontrol sistemlerinin kontrol edilebilirligi ilk defa 1984 yilinda
Jurdjevic ve Sallet tarafindan incelenmistir [3]. Daha sonra Kara ve San Martin [4]'de ve
Kule [5] yayinlarinda bu alanda ¢alismalara devam etmislerdir. Lie gruplari izerinde afin
kontrol sistemlerinin gozlenebilirligi ise 2006’da Kara tarafindan incelenmistir [6]. Lie
gruplari Gzerindeki afin kontrolsistemlerinin minimal gerceklemesiise hentiz literatiirde

bulunmamaktadir. Bu tez calismasindakiilk 6zglin katki bu gercekleme (izerinedir.

Tez calismasinin ikinci orijinal kisminin temel konusu olan lineer kontrol sistemlerinin
gbzlenebilirligi, ilk kez 1960’larda Rudolf E. Kalman tarafindan [7]'de ortaya
konulmustur. [8], [9] ve [10] calismalarindaise, Lie gruplari Gizerindeki lineer kontrol
sistemlerinin gozlenebilirligi Gzerinde gelismeler saglanmistir. Bu tez ¢alismasinda, var
olan literatire ek olarak, lineer kontrol sistemlerinin gozlenebilirligi Gzerinde yeni bir

karakterizasyon getirilmistir.


https://en.0wikipedia.org/index.php?q=aHR0cHM6Ly9lbi53aWtpcGVkaWEub3JnL3dpa2kvUnVkb2xmX0UuX0slQzMlQTFsbSVDMyVBMW4

1.2 Tezin Amaci

Bu tez calismasi temel olarak, baglantili Lie gruplari Gizerindeki kontrol sistemlerinin

gbzlenebilirliginikonu almistir.

Tezin ilk orijinal kismi olan afin kontrol sistemleri icin minimal gercekleme basliginda
amacimiz, genel olarak gozlenebilirligi hakkinda bilgi sahibi olunmayan, gecisli bir
sistemden yola gikarak, sistemin birimden ayirdedilemez noktalarini karakterize edip,
kanonik izdlisim tasviri kullanarak ilk sistem ile denk, gozlenebilir bir sistem elde
etmektir. Béylece minimal gercekleme yoluyla gbzlenebilir olmayan bir sistemden,

gbzlenebilir bir sistem elde edilir.

Tezin ikinci orijinal kisminda ise, sonlu sayida zaman parametresinin ¢ikarilarak lineer
kontrol sistemleri icin gbzlenebilirlige farkli bir yaklasim kazandirilmasi amacglanmistir.

Bu yaklasimin uygulamalardayer bulacagi ve kullanish olacagi diistinilmektedir.

1.3 Orijinal Katki

Bu tez calismasinda, ilk olarak G baglantili Lie grubu Uzerinde gegisli bir afin kontrol
sistemi Y, = (G, D, g, G/K) elealindl.y; sistemiile gok benzeyen gegisli ve gdzlenebilir
bir sistem elde etmek istendi. Bu gegisli ve gozlenebilirsistemi},* = (G*,D*, mk, G /K)
seklinde ifade edersek, G* Lie grubu G Lie grubundan kanonik izdlsim tasviri ile elde
edilir. Burada ele alinan afin kontrol sisteminde sapan vektor alani, tiirev cebirinden bir

elemana sahiptirve bu elemanic tiirevden farkli bir eleman olabilir.

Tez calismasinda daha sonra, G baglantili Lie grubu tzerinde bir lineer kontrol sistemi
> = (G, D, h,H) uzerinde gahisildi. Bu sistem lizerinde, zaman parametresinde sonlu bir
kiimeyi ¢ikararak yerel hemen hemen gozlenebilirlik ve hemen hemen goézlenebilirlik
kavramlari tanimlandi. Ozel olarak ¢ikis fonksiyonu h bir Lie grup homomorfizmasi
alinarak, birimden ayirdedilemez noktalarin goriintilerinin olusturdugu kiimeye bir Lie
grup yapisi kazandirilabilecegi gosterildi. Son olarak, hemen hemen goézlenebilirlik
kavrami minimal gercekleme taniminda kullanilarak, hemen hemen minimal gergcekleme

tanimiortaya kondu.



BOLUM 2

ON BILGILER

Bu bolimde; tez boyunca lzerinde calistigimiz kontrol sistemini olusturan temel
kavramlari iceren 6n bilgiler verilmektedir. Boylece, ilerleyen bolimlerde s6zi gecen
tim materyallerin bir bitldnlik olusturmasi amaglanmistir. Bu amacla, 6ncelikle
manifold, Lie grubu ve Lie cebiri kavramlari ve bununlailgili temel tanim ve teoremler,
daha sonra genel kontrol sistemleri ve minimal gercekleme kavramlariile Lie gruplan

Uzerindeki afin kontrol sistemleri konularina yer verilmistir.

2.1 Diferansiyellenebilir Manifoldlar

Manifoldlarin; topolojik manifoldlar, analitik manifoldlar, C¥-manifoldlar, kompleks
manifoldlar gibi bir cok cesidi vardir. Bu calismada, diferansiyellenebilir (C*-sinifindan)

manifoldlar kullanildigii¢in bu tanimile baslyoruz.

Tanim 2.1 M bir Haussdorff topolojik uzayi olsun. Eger M’nin her p noktasinin,: U —
R™ donlsimi bir homeomorfizma olacak sekilde bir U komsulugu var ise, yani M’nin
her noktasinin R™ e veya bir agik alt kimesine homeomorf olan bir komsulugu var ise,
M uzayina n-boyutlu yerel Oklid uzayi denir. Burada, U kiimesine koordinat komsulugu,

@ tasvirine koordinat tasvirive (U, @) ikilisine de koordinat sistemi denir [11].

Tanim 2.2 M bir yerel Oklid uzayr vei € I olmak tzere, F; (U;, ;) koordinat
sistemlerinin bir kolleksiyonu olsun. Eger bu kolleksiyon asagidaki6zellikleri sagliyorise,

M Uzerinde C*-sinifindan bir diferansiyellenebilir yapi denir [11]:



) UUi M,

ii) Heri,j € I igin, (pl-°<pj_1 bileskesi C*-sinifindan,
iii) Bu kolleksiyon maksimaldir.

Tanim 2.3 M n-boyutlu yerel Oklid uzayi ve ikinci sayilabilir bir Hausdorff uzayi olmak
lizere, bunlara ek olarak bir diferansiyellenebilir yapiya sahip ise, bir diferansiyellenebilir
(C*) manifold olusturur. 1-boyutlu manifold bir egri ve 2-boyutlu manifold bir ylizey

meydana getirir [12].

Bu tez calismasinda, sistemlerin durum uzayr olarak Lie grubu, dolayisiyla
diferansiyellenebilir manifold yapisi kullanilacaktir ve diferansiyellenebilir manifold

yerine kisaca manifold olarak adlandirilacaktir.

Ornek 2.4 (Bir diferansiyellenebilir fonksiyonun grafigi [12]): Herhangi bir U ¢ R" ve
f:U — R™igin f fonksiyonun grafigi (Bknz Sekil 2.1),

() ={(x, f(x)) € U xR™}
seklinde tanimlidir.

IP.'JJ
)

(x, f(x))

Sekil 2.1 f:R™ o U — R™ diferansiyellenebilir fonksiyonun grafigi [12]
U kiimesi R™ in bir agik altkimesive f: U — R™ C* ise, budurumda
¢:T(f) - U,

(x, f(x)) = x tasviriile

(1, f):U = T(f),
x > (x,f(x))



tasviri stirekli olup birbirlerinin tersidirler ve bdylece homeomorfizma olurlar.

f:U - R™ seklinde bir C* fonksiyonun grafigi I'(f)’'in (I'(f),¢) seklinde tek bir
koordinat sistemi vardir, dolayisiyla bir C*°-manifolddur. Buradan, eliptik paraboloid

veya hiperbolik paraboloid gibi bilinen bircok ylizeyin manifold oldugu séylenebilir.

Ornek 2.5 (Genel Lineer Grup) m ve n herhangi iki pozitif tam sayilar olmak tizere , R™*"
tim m X n matrislerin vektér uzayi olsun. R™™ uzayi, R™ uzay: ile izomorf
oldugundan, R™" tizerindeki topoloji kullanilabilir. Genel lineer grup GL(n, R), asagidaki

gibi tanimhdir:
GL(n,R) :== {A € R"™"|det A # 0} = det "1 (R — {0}).

Determinant fonksiyonu, det: R™™ — R surekli bir fonksiyon oldugundan GL(n, R)

uzayl R™" = R™nin actk bir alt kiimesidir. Bir manifoldun acik bir alt kiimesi olarak

GL(n,R) bir manifolddur.

2.1.1 Tanjant Uzay

Tanim 2.6 Bir M diferansiyellebilir manifoldun, herhangi bir p noktasinin acgik
komsuluklarinda tanimli tim diferansiyellenebilir fonksiyonlarinuzayi F (p) olsun. F (p),
fonksiyonlarin toplama islemiile bir vektor uzayidir. L: F(p) — Rtasviri,her f, g € F(p)
icin,

L(fg) = f)L(g) + g®)L(f)

esitligini saglayan lineer birdoniisimise, L’ye bir tirev denir [13].

Genel olarak, bir manifoldun herhangi bir noktasindakitanjant uzayi veya teget uzayi, o
noktadaki turevlerinin vektdr uzayi olarak tanimlanir. Tanjant uzayi, benzer sekilde

tanjant vektorler yoluyla da tanimlabilir.

Tanim 2.7 Bir M manifoldunun herhangi bir p noktasindaki tanjant (teget) vektori, p
noktasindaki bir tiirevdir. p noktasindaki tanjant vektorler o noktada bir vektdr uzayi
olustururve bu uzayatanjantuzayidenir. M manifoldunun p noktasindaki tanjantuzay
T,M ile gosterilir. Bir manifolduntim tanjant uzaylarinin birlegimi ise teget demetini

(tanjant demetini) meydanagetirir. M manifoldunun teget demeti TM ile gosterilir ve



™ = U T,M

pPEM

seklindedir. Ayrica, M n-boyutlu bir manifold olmak lizere, teget demeti TM 2n-boyutlu
bir manifolddur [11], [13].

F: N > M tasviriiki manifold arasindabir C®-sinifindan bir tasvir olsun. F tasvirinin her
p € N noktasindaki tlirevi, tanjant uzaylarin bir lineer tasvirini meydana getirir. Bu

tasvire F’in p noktasindaki diferansiyelidenir ve

dF: TpN - Tp(p)M

seklinde tanimlanir [12].

2.1.2 Vektor Alanlari ve integral Egrileri

Genel olarak bir vektor alani, bir manifoldun her noktasina bir tanjant vektor karsilik
getiren bir fonksiyondur. Bununlabirlikte, bir vektoralaniniegriler yoluyla anlatmak tez
calismamiz agisindan daha dogru olacaktir. Bunun icin diferansiyellenebilir egri ve

egrinin teget vektori gibi kavramlaraihtiyagvardir.

Tanim 2.8 (a,b) € R araligindan M manifoldunun bir agik araligina y: (a,b) » M
seklindeki diferansiyellenebilir tasvire bir dlizglin (smooth) veya diferansiyellenebilir egri
denir. Genellikle, 0 € (a,b) oldugu varsayilir ve y(0) = p ise ¢ egrisinin baslangig

noktasi p olur.

Ayrica, birt, € (a, b) aninda, y egrisininteget vektoru y (t,) ile gosterilir ve

, d
y(ty) =dy <E to) €TypM

seklinde tanimlidir. Burada % gosterimi T, R icin standart koordinat tasviridir. Bir

to

egriyi kullanarak diferansiyel hesaplanmasiise, asagidaki sekilde tanimlanir:

N ve M manifoldlariarasindaki F: N — M tasvirinigéz6ntnealalim.p € NveX, € T,N
olsun. Eger y egrisi baglangigc noktasi p ve p noktasindaki teget vektéra X, olan bir

diferansiyellenebilir egriise,



d
aE,(X,) = 5| P 1))

olur. Diger bir deyisle, de(Xp) ifadesi (F°y) egrisinin F(p) degerindeki teget
vektoridur.
Tanim 2.9 i tasviri teget demetinden manifolda m: TM — M seklinde izdlsim tasviri

olmak lzere, bir o:[a,b] = M egrisi boyunca X vektor alani, 7°X = o olacak sekilde

X:[a,b] = TM seklinde tanimli stirekli bir fonksiyondur [11] (Bknz Sekil 2.2)

™
Xt
- — |/
LS b
/\ ToowM

M

t— 1 R X (P

A 4
o(t)

Sekil 2.2 Vektor alanive teget vektor gdsterimi [11]

Eger X:[a,b] » TM fonksiyonu C*®-sinifindan ise, X vektoér alanina C®-sinifindan

(dizglin veya diferansiyellenebilir) bir vektoralani denir [11].

Tanim 2.10 X vektor alani M manifoldu Gzerinde C® bir vektor alani olsun. X vektor

alanininbirintegral egrisi, her t € [a, b] icin,

y(@) =X®)

olacaksekilde, y: [a,b] = M seklinde tanimli bir diferansiyellenebilir egridir [12].

2.1.3 Akis (Flow) ve 1-parametreli Grup

Kontrol sistemlerinde vektor alanlari ve integral egrileriyle birlikte bunlarin akislari ve
olusturduklari 1-parametreli alt gruplar da dnemli bir yer tutar. Bu nedenle, bunlarnn

tanimlarinada yer veriyoruz.



Tanim 2.11 Bir X vektor alaniigin, M manifoldunun her p noktasindakiintegral egrileri
reel sayilarin tim t degerlerinde tanimli ise, bu X vektor alanina tamdir, denir. Bu
durumda, X vektoralani M lzerinde bir ¢ akisi tanimlar. X’in p noktasindaki integral

egrisi y(t) olmak tizere, ¢ akisl,
¢:RXxXM->M
(t,p) = o(t,p) = y(©
seklinde tanimlidir [14]. Bu akisin asagidaki 6zellikleri sikhikla kullanilir:
1. Herp € Migin, $(0,p) = p.
2. Herp € Mve hers,t € Rigin, ¢ (t +5,p) = d(t, d(s,p)).

3. Her (t,p) € R X M igin,

9]
a q)(t, p) = qu)(t, p)

4. X vektoralanidiferansiyellenebilirise, ¢ tasviri de diferansiyellenebilirdir.

o(t,p) akisi, kisaca ¢.(p) ile gosterilir. Yukaridaki 6zelliklerden bu tasvirin bir
difeomorfizma oldugu gorilir. Ayrica, {¢;:t € R} kolleksiyonu tasvirlerin bileske islemi
altinda bir grup meydana getirir. Bu gruba X vektor alani tarafindan olusturulan,
difeomorfizmalarin 1-parametreli grubu denir. Bir ¢, tasvirini gdéstermek igin ayni

zamanda, exp tX ifadeside kullanilir [14].

M manifoldu izerinde bir diferansiyellenebilir akis ile bir X vektoralaniarasinda

X(p) =% &t P)le=o

seklinde bir iliski vardir. Buradan tam vektor alanlari ile akislar arasinda birebir bir

eslesme oldugu soylenebilir.

Geometrik olarak gosterilmek istenirse, bir X vektor alaninin akisi ¢ ve bir Y vektor

alanininakisi @ olsun. Bunlart aninda ¢, ve ¢, olsun.Sabit birp € M icin, biry, egrisi,
Vp () = o_°P_°0 P

seklinde tanimlanirsa, bu egri asagidaki gibi gosterilebilir [15]:



P Dt (}J)

Sekil 2.3 y,, egrisinin olusumu [15]

Ornek 2.12 M = R" ve X bir sabit vektdr alani olsun. Yani; her x € R" icin X(x) = a
olsun. a’nin koordinatlari (a4, a,, ... , a,) olmak tGzere, X vektor alani tiirev notasyonu

ile yazilirsa,
n

0
X(x) = Zi=1ai ox,

olur.Bu durumda, X’inakisix € R" vet € R igin,

0
X(x) = En S, x) =0

bagintisindan, ¢(t,x) = x + at olur. X’in integral egrileri, a’nin dogrultusundaki tim
paralel dogrulardir. Her t igin, x — &(t, x) tasvirleri x’in at ile 6telenmesi olarak verilir.

Boylece {d,: t € R} kolleksiyonu R™in 6telemelerininbir 1-parametreli grubu olur.

Ornek 2.13 M = R", A bir n X n matris ve X, koordinatlari (X;,X,, ... ,X,) olan bir
vektor alaniolsun. X’in koordinatlari, i = 1, 2, ... ,n igin,

n
Xi(xl,xz,... ,xn) = . AU.X']

J=1
seklinde tanimlansin. Burada,

oo tk
— o Ak
exptA Zk:l il A

seklinde tanimlanmak lizere, her integral egrisi (exp tA)(x) seklindedir. Buradan
d(t,x) = (exptA)(x) olur ve boylece {d.:t € R} kolleksiyonu tim lineer

transformasyonlarin bir 1-parametreli alt grubu olur.

9



n=2veA=(_01 é)

(') tk .
exptA = 2 — Ak = ( cost smt)
k=1 k! —sint cost

Burada, {¢;:t € R} diizlemdeki rotasyonlarin grubuna karsilik gelir ve integral egrileri

icin asagidaki bilinen durum elde edilir;

orijin merkezli gemberlerdir.

2.2 Lie Gruplari ve Lie Cebirleri

Lie grubu ve Lie cebiri kavramlari 1974-1984 vyillari arasinda Norvegli matematikgi
Sophus Lie tarafindan ortaya atilmistir [13]. Lie Teorisi, icerdigi Grup Teori, Topoloji,
Diferansiyel Geometri, Lineer Cebir gibi ¢esitli matematik dallariyla birlikte zengin bir
konu bashgl olmustur. Bu calismada ise, Lie grubu, kontrol sistemlerinin lizerine
kuruldugu durum uzayi olarak manifold yapisiyla ve Lie cebiri ise, kontrol sistemlerinin
dinamigi olarak tanjant uzayina denk yapisiyla karsimiza ¢ikmaktadir. Bu sebeple, bu

bolimde bu kavramlar ayrintilariylairdelenmistir.

2.2.1 Lie Grubu

Tanim 2.14 G diferansiyellenebilir (C*) bir manifold ve soyut bir grup olmak uzere,

asagidaki C*-sinifindan
waGxa-a, u(a,b) =ab

i:G - G, i(a) =a?
tasvirlerivarise, G’ye bir Lie grubu denir [16].

Ornek 2.15 Genel Lineer Grup GL(n, R) bir Lie grubudur. Ornek 2.5 de bahsi gecen genel

lineer grup,
GL(n,R) = {A = [a;;] € R, det A # 0}

seklinde tanimlanirsa, R™™ in bir acik alt kimesi olarak bir manifold oldugu gosterildi.
Bir Lie grubu oldugunu géstermekigin garpma ve ters alma islemlerine bakmak gerekir.

Herhangi A, B € GL(n,R) igin bu matrislerin carpiminin (ij)-bileseni

10



n

(AB);j = Z Qi by

k=1

seklinde, A ve B’nin koordinatlarindan bir polinom oldugundan,
u:GL(n,R) X GL(n, R) — GL(n,R)

carpimi C® birtasvirdir. Ters almaislemiise; bir A matrisinin (ij)-min6ri, A’'nin i. satin
ve j.sUtunusilinerek elde edilen altmatrisin determinantiolup min(4;;)ile gésterilmek
tizere, A~ matrisinin (ij)-bileseni, Cramer kuralindan

1
det A

(A7) =

(=1 - min(Ay;)

seklindetanimlidir. Buradan, det A # 0 olupi: GL(n,R) = GL(n,R) tersislemi C* bir

tasvirdir. Béylece, GL(n, R) kiimesi bir Lie grubudur.

2.2.2 Lie Altgruplar ve Kapali Altgrup Teoremi

Kapali alt grup teoremi, bircok ispatta ¢oziim kolayligi sagladigindan siklikla kullanilan
onemli bir teoremdir. Bu ¢alismada da kullanilacagi icin bu boélimde ispatsiz olarak bu

teoreme ve bu teoremleilgili bazi 6n bilgilere yer verilmektedir.

Tanim 2.16 G ve H iki Lie grubu olsunlar. ¢: G = H tasviri bir grup homomorfizmasi

olmak tizere, C*-sinifindanise, ¢ tasvirine bir Lie grup homomorfizmasidenir [17].

Tanim 2.17 (G bir Lie grubu ve H onun bir altgrubu olsun. Eger i:H - G
daldirma(immersion) tasviri bir Lie grup homomorfizmasi olacak sekilde, H grubu da Lie
grup yapisinasahip ise, H bir Lie alt grubudur. Ayrica, H altgrubu G’'nin topolojine gore

kapaliise, kapali biralt grup olur [13], [17].

Teorem 2.18 (Kapali Altgrup Teoremi) G bir Lie grubu ve H da onun kapali bir altgrubu
olsun. O takdirde, H kapali soyut altgrubu, kendisini G’'nin bir Lie altgrubu yapan tek bir

manifold yapisinasahiptir ve bdylece H bir gomili (embedded) Lie altgrubu olur. [11].

Ornek 2.19 H(3) 3-boyutlu Heisenberg grubu bir Lie grubudur.

1 a c
HG) {(o 1 b>
0 0 1

a,b,cER}

11



seklinde taniml olup, GL(3, R)’nin bir altkiimesidir. H(3) kimesinin herhangi iki

elema

AB =

nin ¢arpimi, yine bu tipte bir eleman ortaya ¢ikartir. Yani; A, B € H(3) igin,

1 a c\N/1 d ¢ 1 ad+a c+ab+c
01 bllo 1 p»|={0 1 b'+c |€H@3)
0 0 1/\0 0 1 0 0 1

dir. Ayrica birim matrisin de bu kiimeye ait oldugu agiktir. Bir

X

ATl =

1 a c

0 1 b) € H(3) icin

0 0 1
1 —a ab-c

(O 1 —b ) € H(3)
0 o 1

oldugundan H(3) kiimesinin GL(3, R)’nin bir altgrubu oldugu s6ylenir. Son olarak bu

formd

aki matrislerin limiti de bu formda bir matris olup, yine, H(3) icinde olacagindan

H(3) grubunun kapalioldugu da séylenir. Bdylece, kapali altgrup teoremi kullanilarak,

H(3) grubunun bir Lie grubu oldugu elde edilir.

Ornek

2.19 a benzer sekilde 6zel lineer grup SL(n, R) ve ortogonal grup O(n), kapali alt

grup teoreminden dolayi, GL(n, R)’'nin Lie altgruplari olduklari séylenebilir.

2.23

Tanim

asagid

Lie Cebiri
2.20 L(G) bir K cismi(reel veya kompleks) lizerinde bir vektor uzayi olmak tizere,

aki 6zellikleri saglayan,

[.,.]1:L(G) x L(G) - L(G),

tasviri

(i)

(i)

X, Y) - [X,Y]
ile bu vektor uzayina K cismilizerinde bir Lie cebiri denir:

(X,Y) - [X, Y] bilineerdir,yaniher X;,X,,Y;,Y, € L(G) vehera,B € K
icin, [aX; + BX,, V1] = a[Xy, V1] + B[X3, V1],
[X1,aY; + BY,] = a[Xy, Y] + B[Xy, Ya].

(X,Y) - [X, Y] terssimetriktir, yani;her X, Y € L(G) igin,

[x,Y] = —[v, X] dir.

12



(iii)  Jakobiozdesligini saglar, yani;her X, Y, Z € g igin,
[X,[v, 21| + v, [z, X]] + [z, [x,Y]] = 0
dir. Burada, [X, Y] gosterimine Lie parantezi denir [11].

Tanim 2.21 G ve H Lie gruplarinin Lie cebirleri sirasiyla g ve b olsun. 7: @ — b tasviri

lineerve her X,Y € qicin

t([X, YD) = [z(X), (V)]

esitligi saglaniyorise 7 tasvirine bir Lie cebir homomorfizmasidenir.

2.2.3.1 Sol invaryant Vektor Alanlari
G Lie grubu olmak tGzerea, g € G igin,
L,:G - G,
g~ Ly,(g) = ag isleminea elemaniilesol 6telemeve
R, :G - G,
g = Ry(g) = ga isleminea elemaniilesag6teleme denir.

Bu 6telemeler, tersleri (Ly)™* = L,-1 ve (Ry)™! = R -1 olan difeomorfizmalardir. Bu
tez calismasinda, sadece sol 6telemeiileilgilitanim ve kavramlar kullanildigi i¢in, bundan
sonraki tanimlar ve kavramlar sadece sol 6teleme ile ilgili olarak verilmistir. Ayni tanim

ve kavramlar sag 6telemeicin de yapilabilir.

G Lie grubu Uzerinde bir X vektor alani géz onilne alinsin. Sol 6teleme tasvirinin

diferansiyeli,
dLy:TyG - ToyG
Xy = dLy(Xg)
seklinde tanimli olmak Gizere, bir X vektoralanticin,

dLa(Xg) = X(La(g)) = X(ag) = Xag

oluyorsa, bu vektéralanina sol invaryanttir, denir [17]. X bir sol invaryat vektoralaniise,

X, dekidegeriile tamamen belirlenebilir, ¢linkli g = e alinirsa, dL,(X,) = X, olur.

13



G Lie grubunun tim sol invariant vektor alanlarinin kiimesi g ile gosterilsin. Siklikla

kullanilan bazi 6zellikler asagida verilmektedir; [11]
(i) g bir reel vektor uzayidir ve T,G vektor uzayl G’nin birimdeki teget uzay
olmak tzere, w: g = T,G, w(X) = X(e) = X, seklinde tanimh w tasviri bir

izomorfizmadir.Sonugolarak,dimg = dim G =dim T,G.
(ii) Sol invaryant vektor alanlari diferansiyellenebilir fonksiyonlardir.

(iii) Sol invaryant iki vektor alaninin Lie parantezi yine bir sol invaryant vektor

alanidir.
(iv) g, vektoralanlari GizerindekiLie paranteziislemiyle bir Lie cebiri olusturur.

Bu oOzelliklerle birlikte bir Lie grubunun Lie cebiri, tim sol invaryant vektor alanlarinin
kiimesi olarak tanimlanabilir. Alternatif sekilde, yukaridaki birinci 6zellik gbz 6niine
alinarak, g ile T,G’ninizomorflugundan bir Lie grubunun Lie cebiri birimdeki teget uzay

olarak da tanimlanabilir.

Onerme 2.22: G bir Lie grubu olsun. G lizerindeki tiim sol invaryant vektor alanlarinin

kiimesi, bir vektor uzayiolarak T, G ile izomorfiktir [17].

ispat: Bir X sol invaryant vektér alani icin asagidaki diyagramin degismeli oldugu

soylenebilir.

dL,
»TG
‘X
Lg
> G

Sekil 2.4 Lie grubu ile teget demeti arasindakiiliskiyi gosteren diyagram [17]

Buradan, hera € G igin
dL.(X(e)) = X(La(e)) = X(a)
dir. T(G) ile G Gzerindekitim sol invaryant vektor alanlarinin kiimesi gosterilsin.
w:T(G) - TG,
X->wlX) =X(e)

14



tasviritanimlansin. w lineerdir, dyle ki;
WX +Y)=X+Y)(e) =X(e) +Y(e).
w birebirdir, dylekiher g € G icinX,Y € T(G) ve w(X) = w(Y) ise
X(g) = dLy(X(e)) = dLy(Y(e)) = Y(g)
olup, X =Y bulunur.Ayrica w 6értendir.V € T,G olsunve g € G igin,
Xy:G - TG,

g~ Xy(g) =dLy(V),

seklinde tanimlansin. Xy ‘nin sol invaryant oldugu gosterilirse w’nin bir izomorfizma

oldugu ispatlanmis olur veispat biter.
Xy ‘ninsolinvaryant oldugu géstermekicin, a,g € G alinsin.
(dLa)(Xy(9)) = (dLg)(dLg(V))

= d(La°Lg)(V)

= d(Leg)(V)

= Xy(ag) = Xy (L,(g)) olupsolinvaryanttir.

Ornek 2.23 Genel lineer grup GL(n,R) Lie grubunu géz éniine alinirsa, I birim matris
olmak Uzere, birimdeki teget uzayi, T,GL(n,R) = R™"olur. Yani; Lie cebiri
g = gl(n, R) = R™™ dir. Buradaki Lie paranteziise her 4, B € R™*" icin,

[A,B] = AB — BA

seklinde tanimhidir.

2.2.4 Baglantili ve Basit Baglantili Lie Gruplari

Genel olarak ¢: G = H tasviri bir Lie grubu homomorfizmasiise, dg:T,G — T,H tasviri
de bir Lie cebiri homomorfizmasidir. Fakat, bunun tersi her zaman dogru degildir. Yani;
G ile H Lie gruplari, sirasiyla, gile b Lie cebirlerine sahip olmak tizere, 7: ¢ — [ tasviri bir
Lie cebir homomorfizmasiise, o takdirde, T = d¢ olacak sekilde bir ¢: G — H Lie grup

homomorfizmasi sadece G’'nin basit baglantilioldugu durumda vardir [17].
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Tanim 2.24 Bir Lie grubu yol baglantilive herhangi bir noktasindabaslayip biten siirekli

fonksiyonlarin hepsi bir noktaya bizilebiliyor ise, basit baglantilidir denir.

2.2.5 Eksponensiyel Tasvir

Bir G Lie grubu ve onun Lie cebiri g verildiginde, eksponensiyel tasvir g Lie cebirinin yapisi

hakkinda bilgi verir.
Onerme 2.25 Her X € g icin, asagidaki 6zelliklerisaglayan bir @ : R = G tasvirivardir:
i) px(0)=e
. d
ii) E|t=0§0x(t) =X
iii) px(s+1t) = px(s)px(t)
ispat: Her X € gicin,

T:R—-> g,

t - tX
seklinde tanimli Lie cebiri homomorfizmasi géz énline alinsin. R baglantili ve basit
baglantih oldugundan (d@yx), =1t olacak sekilde tek bir ¢x:R — G Lie grup

homomorfizmasivardir. Buise

d
dtl,o px@) =X

anlamindadir. Buradan eksponensiyel tasvir tanimina varilabilir.
Tanim 2.26 G bir Lie grubu ve g Lie cebiriolmak tizere, eksponensiyeltasvir
exp:g -G,
X - expX =gx(e)
seklinde tanimhdir [11].

Teorem 2.27 G ve H Lie gruplarivesirasiyla g ve b Lie cebirleri olsun. Eger ¢: H — G bir

Lie grubu homomorfizmasiise, asagidaki diyagram degismelidir [11]:
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Sekil 2.5 Lie grubu ve Lie cebirihomomorfizmalari diyagrami

24

Matris Lie gruplarinda exponensiyel tasvirin dnemlibir yeri vardir. G bir matris Lie grubu
ve g onun Lie cebiri olmak lizere; g, tiim t reel sayilariicin, et* € G olacaksekilde tim X

matrislerinin kiimesi olarak tanimlanir.

Ornek 2.28 HeisenbergLie grubunun Lie cebirini olusturan kiimeyi bulalim.

1 a ¢
HE) = {(0 ; b)
0 0 1

sekilde distinelim. Yani; her t € R igin, a(t), b(t),c(t) dizgun fonksiyonlar olmak

a,b,cé€ ]R} Heisenberg Lie grubunun elemanlarini et* olacak

uzere,
1 a(t) c(t)
et = (o 1 b(t))
0 0 1

olsun.Simdit = 0 icin e®® tirevinialalim. Yani; esitligin sag tarafinin her bir bileseninin

tlrevinialalim.Buise;

d ! !
al ¢ C(t)\ 0 d'(0) c(0)
i tX — — i ! — '
rr PRl B iwl—ﬁ 0 bgﬂ
0 0 El

seklinde hesaplanir. Burada a’ (0), b'(0),c’(0) birer reel say1 oldugundan, Heisenberg

Lie grubunun Lie cebiri

0 x =z
h(3) = {(0 0 y>
0 0 O

seklinde tanimlanir.

x,y,ZE]R}
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2.2.6 Adjoint Gosterilim
Bir G Lie grubu tzerindeic (inner) otomorfizma
i:GXG -G,

(9,0) - i(a,9) = gag™ = ig(a)

seklinde tanimlansin. g lizerindeki tim otomorfizmalarin kiimesi Aut(g) olmak tzere

adjoint gosterilim; icotomorfizmanin diferansiyeli olarak;
Ad: G - Aut(g)
g — Ad(g) = dig

seklinde tanimlanir. Adjoint gosterilim Ad(g) = Ad, ile ifade edilir. Diferansiyeliise, G

Uzerindeki tim endomorfizmalarin kiimesi End (g) olmak lizere;
ad: g - End(g)
X - ad(X) = d(Ad)(X)
selindetanimlidirve ad (X) = ady ile gésterilir.
Teorem 2.29: G bir Lie grubu ve g Lie cebiriolmak Gzere;hert ER, g€ Gve X € g
icin,
i) expt (Adg(X)) = g(exptX) g1
i) exp t(ad X) = Ad(exp tX)

esitlikleriile asagidaki degismeli diyagramlaryazilabilir:

. A,‘(
G £ >G G > At (@)
" ‘£4? ey exp
Ady Aq R
g > g X > End (@

Sekil 2.6 Lie grubu ve Lie cebiriarasindaki iliskileri gdsteren diyagramlar [11]
Ornek 2.30 G = GL(n, R) igin Ad ve ad gbésterilimleri séyledir;
Oncelikle i¢ otomorfizma lineer olup, Ad tanimikullanilarak g € G ve X € g icin,
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Ad(g)(X) = (diy)(X) = %L:O i, (exp tX)

=2 gexp(tX)g~!
0

T odtle=
d _
=g (ngo exp(tX)) g
=gXg™*
yazilabilir. Diger yandan ad tanimikullanilarak, her X,Y € g icin,

ad(X)(Y) = %ltzOAd(exp £X)(Y)

=2 exp(tX)Yexp(—tX)
dtle=0

= (%L:O exp(tX) ) Yexp(—0X) + exp(0X) Y (%L:O exp(—tX))
= XY + Y (-X)
= XY - YX = [X,Y].

elde edilir. Burada, [X, Y], Y vektoralaninin X vektor alani dogrultusundakiLie tiirevidir.

Asagida Lie tlirevi taniminiveriyoruz.

2.2.7 Lie Tiirevi

Bir manifold Gzerinde, herhangi bir vektor alaninin diferansiyeli, baska bir vektor alanina
gore alinabilir. Bu diferansiyel ile elde edilen tlireve Lie tiirevi denir. Baska bir deyisle, M
manifoldu Gzerinde, birY vektéralanininbir X vektor alani boyunca zamandakidegisim

orani Lie tiireviyoluyla hesaplanir. Bu tiirev [X, Y] ile gosterilir.

M manifoldu izerinde birp € M alinsin ve X vektéralanininakisi ¢ olsun. [X, Y], ifadesi

Y vektoralaninint = ¢, (p) akis egrileri boyunca degisimini ifade etsin. [X, Y] bir vektor

alanioldugundan [X, Y], nin T, M nin bir elemani olmasi gerekir. Ayrica,
QM - M,
P = ¢e(p)

d(pt:TpM i T¢t(p)M ve

(dp)~' =do_,
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oldugu biliniyor. Y vektéralanin ¢.(p) noktasindaki degeri Y4, () olmak tizere, T, M’nin

birerelemaniolaraky, ile (dq)t)‘l(Yq,t(p)) vektorleri kiyaslanabilir ve

d . @o) ' (Yp,) — Y
[X,Y]p - a|t=0 (dq)t)_l(Y(bt(P)) = }:1_1;13 t ( ;b (p)) )

elde edilir. Asagidaki Sekil 2.7 bu islemi geometrik olarak agiklamaktadir [15].

{Tp Oi ) -1
(Tp¢1) - {Yc.:'n (p))
Y, [
. \ P —
\ i
N I\f-"
p o¢(p)

Sekil 2.7 Lie turevi geometrik anlami

Asagidaki kisimda, kontrol sistemleritanitilarak, minimal gercekleme problemi genel hali
ile sunulmaktadir. Daha sonra afin kontrol sistemleri verilerek, tezin bundan sonraki
bolimindeki problemi ¢ozmek igin kullanilan gikis fonksiyonu ile birlikte, baglantili bir
Lie grubu uzerindeki afin kontrol sistemlerinin ayirdedilemezlik ve gozlenebilirlik

kavramlari verilmektedir.

2.3 Kontrol Sistemleri ve Minimal Gergekleme

Minimal gercekleme problemi kontrol teorinin klasik temel en 6nemli problemlerinden
biridir. Gergekleme (realization) ve minimal gergekleme kavramlari kontrol teorisi,
sistemler teorisi ve dinamik sistemler alanlarinda ve bunlarin gesitli uygulamalarinda
siklikla kullanilankavramlardir. Ancak diferansiyel geometrik metodlarin sadece teorem
ispatlarinda kullanilan bir ara¢ olmaktan cikarak, lineer olmayan kontrol sistemlerinin
minimal gerceklemesi calismalarina uygulanisi Sussmann tarafindan 1977 vyilinda
yayinlanan makalesinde lineer olmayan sistemlerin minimal gergeklemesinin varligi ve
tekliginin ispatlanmasiyla ayri bir boyut kazanmistir [2]. Bu tez ¢alismasi, bu makaledeki

tanim ve teoremleri temel alarak ortaya ¢itkmistir.
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A.lIsidori, genel olarak gercekleme problemini, verilen bir girdi-¢ikti (input-output) tasviri
ve uygun bir baslangic durumu ile yeniden bir dinamik sistem olusturulmasi olarak
aciklamistir [18]. Bu durumda sistem, secilen bir baslangic durumundan ve belirlenen
girdi-cikti tasvirinden uyarlanarak “gerceklenmis” olur. Eger olusturulan sistem kontrol

edilebilirve gdzlenebilirise, bu gerceklemeye “minimal gercekleme” denir.

Bu baslikta, 6ncelikle genel kontrol sistemleri ve sistemi olusturan 6geler tanitildi. Genel
ayirdedilemezlik ve gozlenebilirlik tanimlariyla birlikte minimal gergeklemenin nasil

olusturuldugu anlatildi.

2.3.1 Kontrol Sistemleri

Diferansiyel geometrik bakis acisiyla Sussmann [2] de, kontrol sistemi ve minimal

gercekleme probleminiasagidaki sekilde agiklamistir.

En genel haliile bir kontrol sistemi X, = (M, f,U, h, N) seklinde bir begli ile gosterilsin.

Kisaca bu beslinin elemanlariigin varsayilan teknik 6zellikler asagidaki sekildedir:

M durum uzayi; sonlu boyutlu, sonsuz diferansiyellenebilir ve sinirlari olmayan bir

manifold,
U sinirlandinimamis, uygun kontrollerin bir sinifi (inputlar-girdiler),

f fonksiyonu; M X U Gzerinde tanimli, x = f(x,u) ile M tzerinde bir C* vektor alani
ifade eden, dx/dtzf(x,u) seklinde bir adi diferansiyel denklemi ile sistemin

dinamigini olusturan fonksiyon,

N gozlem uzayi veya cikis uzayi bir Hausdorff topolojik uzay ve h gézlem fonksiyonu veya

ctkis fonksiyonuise h: M — N seklinde tanimlibir diizglin (smooth) fonksiyondur.

Genel olarak, lineer olmayan bir kontrol sistemi; x € M ve u € U olmak lizere,
i =4/ = fxu) 2.1)

y = h(x)

denklemleriyle ifade edilir. Klasik anlamda, (2.1) denkleminin anlamh olmasi igin
f(x,u)’nun M'nin x noktasindaki teget uzayi T,M’nin bir elemani olmasi beklenir.

Boylece, f dinamigiile {X*“:u € U}seklindeki M tGzerinde C* vektoralanlarinin bir ailesi

21



elde edilirve f(x,u) = X*(x) yazilir. M Gzerindeki tim C* vektor alanlarinin kiimesi
x(M) ile gosterilmek Gizere, herhangi bir X € y(M) icin t = X;(x) tasviri X'in t = 0’da

x noktasindangecen integral egrisiniifade eder.

Tanim 2.31 Kontrol sisteminin ¢dziim egrisini tanimlamak igin, standart varlik ve teklik
teoremlerinden [19], X, = (M, f,U, h, N) sisteminin, uygun bir u kontroli ve x, € M
baslangic degeri igin, X = f(x,u) denkleminin t — x(t) seklinde bir ¢6zimu kabul
edilsin. Bu x ¢6zimu, u'nun tanimlioldugu araligin bir I alt araliginda tanimli strekli bir
fonksiyondur. Ayrica, her t i¢in, 0 € I, x(0) = x, ve x egrisinin t anindaki teget vektori
f(x(t), u(t))’dir. Bunlara ek olarak, bu ¢6ziim tekdir. Oyle ki, bir I' alt araliginda tanimli
farkh bir x’ ¢dziimi var ise, x ve x' ¢éziimleri I N I’ Gizerinde cakisirlar. Buradan, eger
x’intanim kiimesi olarak I araligi miimkiin olan en biiylik kime olarak alinirsa x ¢6zimi

tektir.

x(t) ¢6ziminiin sadece t'ye degil, ayni zamanda x, ve u degerlerine de bagh oldugunu
vurgulamakigin, bu ¢dzim p(x,u, t) ile gosterilsin. Burada, t — p(x,,u,t) egrisine x,

baslangi¢ noktasi ve u girdisine karsilik gelen integral egrisi (trajektorisi) denir.

Kontrol sistemlerini olusturanu € U kontrollerini pargalisabit fonksiyonlar olarak almak
islemleri kolaylastirmak icin faydalidir. Bu sebeple, genel kontrollere sahip sistemlerin
bircok 6zelligi, 6nce parcali sabit kontroller ile disinilerek sonra yaklasim yardima

teoremi (Approximation Lemma)ile herhangi bir kontrol icin genellestirilebilir.

Yardimci Teorem 2.32 (Yaklagim Yardima Teoremi [2]) X, = (M, f, U, h, N) bir kontrol
sistemi olsun. {u;} dizisi, [0, T] araligindatanimli kontrollerin bir dizisi olsun. Her t €
[0, T] igin, u,(t) = u(t) vep(xy,u,t) egrisinin [0,T] aralhiginda tanimh oldugunu

varsayalim. O taktirde, yeteri kadar bliylik k icin, p(xg, g, t) tanimlidir. Ayrica,
’glm p(thukt t) = p(xO;u; t)
olur.

Tanim 2.33 Y, = (M, f,U, h,N) sisteminin uygun bir u kontroliive x, € M baslangi

noktasiicin, p(xy,u, t) ¢cozimiiniin h ¢ikis fonksiyonu altindaki gorintisi

h(p(xo,u,t)) = o(xp,u,t)
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olmak lizere, t = o(xy,u,t) egrisine x, baslangig noktasi ve u girdisine karsilik gelen

cikti denir. h(p(xo,u, t)) bileskesine de girdi-¢ikti tasviri denir.

2.3.1.1 Kontrol Sisteminin Bazi Ozellikleri

Kontrol sistemi Gzerinde uygun bir teoriyi kurabilmekigin gerekli 6zellikler asagidaki gibi

aciklanmistir:
) Analitiklik: Bir Y, = (M, f, U, h, N) kontrol sistemi icin eger;
a) M durumuzayireel analitik manifold,
b) Sistemin tim vektor alanlarireel analitik,
c) N cikis uzayireel analitik manifold,
d) h:M — N cikis tasvirireel analitik
sartlarisaglaniyorise, sisteme analitiktir denir.

° Tamlik ve ileri tamlik: Bir kontrol sistemindeki tiim vektor alanlari tamise, sisteme
tamdir, denir. Yani, vektor alanlarina ait integral egrilerinin tim negatif ve pozitif
zamanlarda tanimli olmasidir. Eger bir sistem tam ise, parcali sabit kontrollere
karsilik gelen integral egrileri her yerde tanimlidir. Bu durum, daha genel

kontrollere karsilik gelen integral egrileri icin gecerli degildir.

Tamliktan daha zayif bir 6zellik olan ileri tamlik ise, vektor alanlarina ait integral
egrilerinin tim negatif olmayan degerlerde tanimli olmasidir. Boyle vektor

alanlarina sahip sistemlere ileri tamdir, denir.

. Simetriklik: Bir kontrol sistemine ait her X vektor alaniigin —X vektor alani da
sisteme aitise sisteme simetriktir, denir. Simetri 6zelliginden daha giicli bir ifade
ise ayni yolla simetrik olma durumudur. Y, ; ve Y, , iki farkli kontrol sistemi olmak
Uzere, her u € U igin sirasiyla bu sistemlere ait iki vektor alani X* ve Y* olsun.
Eger, her u € U igin, X* = —X" ve Y” = —Y" olacak sekilde, v € ‘U kontroll var

ise, Y, 1 ve Y, , sistemlerine ayniyolla simetriktirler, denir.
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. Ulagilabilirlik 6zelligi: Bir kontrol sisteminin her x, baslangic durumu igin x,'dan
sistemin integral egrileri ile ulasilabilen noktalarin kiimesinin ici bostan farkli ise,

sisteme ulasilabilirlik 6zelligine sahiptir denir [20].

2.3.2 Ayirdedilemezlik ve Gozlenebilirlik

> ve )" ayni U kontrol sinifina ve ayni N ¢ikis uzayina sahip iki kontrol sistemi ve M ve
M' desirasiyla verilen sistemlerin durum uzaylariolsunlar.

Tanim 234 x € M ve x' € M’ iki durumu, eger ayni girdi-cikti tasvirini meydana
getiriyorise, yani; her u € U ve her t igin,

o(x,u,t) =o0'(x',u,t)

h(p(x, u, t)) = h’(p’(x’,u, t))

oluyorsa, bu iki duruma ayirdedilemezdir, denir. Ozel olarak, x ve x" ayni Y, sistemine ait
ise, butanimyine gecerlidir [2].

Tanim 2.35 Y, sisteminde ayirdedilemez olan iki farkli x ve x' durumu yoksa, sisteme
gbzlenebilirdir, denir. Yani; sistemde birbirinden ayirdedilemez higbir nokta bulunmaz
ise; sistem gozlenebilirdir [2].

Asagidaki yardimcl teorem ayirdedilemezlik ile ilgili 6nemli 6zellikleri icerdiginden,
ilerideki teoremispatlarindakullanilmistir.

Yardimci Teorem 2.36 [2] Y, sistemi analitik veya tam ve simetrik olsun. Bu durumda;

i) Ayirdedilemezlik Y;'nin durumlari arasinda bir denklik bagintisi olur.
i) M’nin ayirdedilemez nokta giftlerinin olusturdugu kiime kapali bir kimedir.
iii) X sistemin bir vektor alani olmak Uzere, eger x ve y iki ayiredilemez nokta

ise, her t reel sayistigin X;(x) ve X;(y) noktalarida ayirdedilemezdir.

Minimal gerceklemenin varhgiile ilgili teoremlere gegmeden dnce sistemlerin denkligi
tanimini vermek gerekir.

Tanim 2.37 Ayni kontrol sinifinave ayni¢ikis uzayina sahip Y, ; ve Y, , sistemleriverilsin.
Eger Y, ;'in her x; durumuicin Y ,'de x,'den ayirdedilemez bir x, durumuvarise, Y ;

ve Y, , sistemlerine gligll bir sekilde denktirler, denir [2].
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2.3.3 Minimal Gergceklemenin Olusturulmasi

Asagidaki teorem, bir sistemin minimal gergceklemesinin olusturulmasiigin kullanilanen
temel teoremdir. Yani; gozlenebilirligi bilinmeyen bir sistemden yola cikilarak, bu
sisteme glicll bir sekilde denk olan ve gbzlenebilir bir sistem elde edilisi ve bunlarin

hangi kosullar altindasaglandigi bu teorem yardimiile ortaya konulmustur.

Teorem 2.38 [2]: M durum uzayi baglantiliolmak tizere, X, = (M, f,U, h, N) sistemi goz
online alinsin. Y, nin simetrik ve tam veya reel analitik oldugu varsayilsin. Ayrica, Y,
ulasilabilirlik 6zelligine sahip olsun. Bu durumda, Y, sistemine giiclii bir sekilde denk olan,
gozlenebilirbir}, = (M', f',U, A, N) sistemivardir. Ayrica, Y, sistemindenyola gikilarak
elde edilenyeni Y’ sistemi, ilk sistemile ayni dzellikleri tasir. Yani; durumuzayi baglantili
ve ulasilabilirlik 6zelligine sahiptir. Eger Y, simetrik ve tamsa veya reel analitikise, Y’ de

bu ozellikleriilk sistemden alir.

Boylece, bu teoremle gdzlenebilirligini bilmedigimiz Y, sistemine denk ve gézlenebilir bir
Y sisteminin varligi garanti edilir. Teoremin ispatinin nasil yapildig asagida

Ozetlenmektedir.

ispat: Bu teoremin ispatinda éncelikle ayirdedilemezlik bagintisi ile denk noktalarin
kiimesi R belirlenerek, bu kimenin M’de kapali ve diizenli (reguler) oldugu
gosterilmistir. [21] ve [22]'den bilindigi gibi bir M manifoldunun bir R alt kiimesi
verildiginde, izerindeki bolim topolojisi ile M/R bolim uzayr m: M — M /R kanonik
izdUslim tasviri bir batirma tasviri(submersion) olacak sekilde bir diferansiyellenebilir
yaplya sahip ise, R kiimesine regiler denir. Burada, batirma tasviri strekli, C* ve
diferansiyelidm: T,M — Ty () (M /R)herx € M de 6rten bir tasvirdir. ’nin bir batirma
tasviri oldugu ve boyle bir diferansiyellenebilir yapinin tek oldugu gosterilmistir [21] ve

[22].

R’nin regilerligi M/R homojen uzayinin olusmasini saglar. Bu homojen uzay, yeni

gdzlenebilir sistemin durumuzayi M’ olarakalinir.

Y sisteminin dinamigi ise, Y, sistemin dinamiginden diferansiyelle elde edilir. x € M,

u € U olsun.Budurumda,
m:M - M/R
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dm: TxM - Tn(x) (M/R)

flrw) » dr(f(xr,w) = f'(m(x),u)

donusumleri elde edilir. Yukaridaki esitliklerden, f(x,u) € T,M ve dn(f(x,u)) €
Tr) (M") oldugu asikardir ve M' manifoldunun teget uzayinin elemani f'(m(x), u)
seklindedir. Oyleki, bir (x,x") € R alindiginda, dn(f(x,u)) =dn(f(x’,u)) dir
Dolayisiyla, meydana gelen ikiintegral egrisinin ve boylece t = 0’daki teget vektorlerinin
esit oldugu anlamina gelir. Boylece, f' dinamiginin iyi tanimh oldugu sdylenebilir.
Dinamikteki vektor alanlariise, her x € M, u € U igin, f'(x,u) seklinde C* vektér

alanlariolarak tanimlanir. Ayrica, Y, reel analitikise bu vektor alanlari da reel analitiktir.

Cikis uzayr N ayni oldugundan h’: M' — N cikis tasvirinin olusturulmasiincelenirse,
kanonik izdisim tasviri gz 6nlne alinarak, Sekil 2.8 deki diyagramdan h'°m = h
bileskesi yazilabilir. M' = M /R bolim topolojisine sahip oldugundan h tasvirinin
strekliligi h' tasvirinin surekliliginide gerektirir. Ayrica, r bir batirma tasviri oldugundan
h' tasviri de h gibi diizglin(smooth) birtasvirdir. Ozel olarak, Y, reel analitik ise, h’ de reel

analitiktir.

M/R

Sekil 2.8 Cikis tasviri meydana getiren bileske diyagrami

Boylece, X' = (M', f', U, h', N) sistemi ortaya ¢tkmis olur. Ayrica, Y, igin varsayilan tim
teknik ozelliklere de sahiptir. Bunlara ek olarak, m: M — M’ tasviri siirekli ve érten

oldugundan, M baglantili alindigizaman, M’ de baglantiliolur.

Kanonik izdlslm tasviri , her x € M icin X:x = f(x,u) vektor alanlarinin integral
egrilerini, her x' € M’ igin, X":x" > f'(x’,u) vektér alanlarinin integral egrilerine

dénistlrir. Buradan da, eger Y, tamise, Y, sisteminin de tam oldugu s6ylenebilir.

Ayrica, her pargali sabit u kontroliigin,

n(p(x,u,t)) =p' (@(x), u,t) (2.2)
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esitligi yazilabilir. Clinkd, esitligin sol tarafinin tanimli oldugu durumda, sag taraf da

tanimliolup bunlar birbirine esittir. Bu sonug, yaklasim yardimci teoremi ile herhangi bir

kontrolicin genellestirilebilir.

Ulasilabilirlik 6zelligi gb6zénine alindiginda, m acik kiimeleri acik kimelere tasvir
ettiginden dolayi, bu 6zelligin de Y, sisteminden tasindigi soylenebilir. Ayrica, h'°m = h,

m(x) = x’ olmak tizere ve (2.2) esitligi kullanilarak, her u € U igin,

o(x,u,t) = h(p(x,u,t))
= h’rt(p(x, u, t))
= h'p'(n(x), w,0)
=h' (', u,0)
=o'(x',u,t)
elde edilir. (Bknz Sekil 2.9) Burada, ilk terim tanimli oldugu zaman son terim de taniml

olur. Boylece, herx € M igin x ve m(x) ayirdedilemezdirler. Sonugolarak, Y ve ' gligli

bir sekilde denkolurlar.

Sekil 2.9 Cikis fonksiyonuile goriintilerinolusumu
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Son olarak, yeni olusturulan Y sisteminin gézlenebilir oldugunu géstermek gerekir.
Oncelikle, m:M —» M' olmak lizere, x,x' € M icin, m(x), m(x') € M' elemanlan
ayirdedilemez, yani; m(x)~m(x") olsunlar. Amag; x ve x' elemanlarinin da
!/

ayirdedilemez oldugunu gostererek, m(x) = m(x') olduguna ulasmaktir. Yani; M

manifoldundaayirdedilemez eleman olmadigini gdstermektir.

Simdi, x~m(x) ve m(x)~m(x") oldugundan, x~m(x") oldugu séylenebilir. Diger
taraftan x~m(x’) ve m(x")~ x' oldugundan, x~ x" oldugu sdylenebilir. Yani; istenilen

m(x) = nw(x") esitligi elde edilmisolur. @

Sussmann’in [2])'deki ¢alismasinda bu teorem Uzerindeki varsayimlarin ne kadarinin
kaldirilabilecegi de incelenmistir. Oncelikle M durum uzayinin baglantililig kaldirilabilir.
Bu durumda, ayirdedilemezlik yine bir kapali denklik bagintisi olur. Kisaca, manifoldun
baglantili bilesenlerinin farkli boyutlara sahip oldugu durumda, durum uzayinin
baglantili olmasi varsayimi olmadan da bu temel teorem gecerli olur. ikinci olarak,
ulasilabilirlik 6zelligi kaldiriimak istenirse, M durum uzay! altmanifoldlarin ayrik bir
birlesimine ayrisir. Boylece, M durum uzayindan altmanifoldlari acik olan yeni bir
diferansiyellenebilir yapi olusturulabilir. Bu yolla baglantili bilesenleri tam olarak bu
altmanifoldlar olan M manifoldu elde edilir. Buradan, durumu uzayr M manifoldu olan
E sistemi olusturulabilir. Bu sistemin dinamigi, Y, sisteminin dinamigiile ayni oldugu
dusunilebilir. Fakat, bu durumda minimal gercekleme ile olusturulacak Y’ sisteminin
durumuzayidaha once yapildigi gibi bolim uzayiile elde edilemez. Bununiicin farkli ara

islemlereihtiyagduyulabilir.

Tez galismasininilk orijinal kismini olusturan minimal gergekleme, afin kontrol sistemleri

Uzerindeincelendigindensiradaki baslikta bu sistemler tanitilmaktadir.

2.4 Lie Gruplarn Uzerinde Afin Kontrol Sistemleri

G baglantih bir Lie grubu, x(G) kiimesi G Uzerindeki tim dizgln vektor alanlarinin
kiimesi ve g ise G Lie grubunun Lie cebiri, yani; G tGzerindeki tim sol invaryant vektor

alanlarinin kimesi olsun.
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2.4.1 Afin Grup

G Uzerindeki tim otomorfizmalarin kiimesi Aut (G) olmak Gizere, G'nin afingrubuAf(G)

ile gésterilirve Aut(G) ile G'nin yari-direk carpimina esittir. Yani;
Af(G) = Aut(G) X5 G

seklindedir [23].

(¢, 9) € Af(G) olmak tizere, Af (G) grubu tizerindeki garpma islemi

(D1,91) - (P2,92) = (D1°P2,9:1$1(92))

seklindedir. Id elemani Aut(G) nin birim elemanive e elemani da G nin birim elemani

olmak tzere, (Id, e), Af(G) grubunun birim elemanidir.

Herhangi bir (¢, g) elemaninintersi ise (¢1, »~1(g)) seklindedir. Burada, sirasiyla
g — (Id, g) tasviri G grubunuve ¢ — (¢, e) tasviride Aut(G) grubunu Af (G) grubu
icine gomerler. Yani; bu tasvirler birer ggmme (embedding) tasviri olarak grup yapisini
koruyan birebir tasvirlerdir. Béylece, G ve Aut(G) gruplari Af (G) nin altgruplaridirlar.
Ayrica, kapali altgrup teoreminin bir sonucu olarak, G ve Aut(G)’nin Af (G)’nin birer

kapalialtgruplariolduklari séylenebilir [4], [6], [24].

g Lie cebirinin otomorfizm grubunu Aut(g) ile gosterelim. Eger G basit baglantilibir Lie
grubu ise, Aut(g) ile Aut(G) gruplariizomorfiktirler [25]. Ayrica, Aut(g) bir Lie grubu
olup, Lie cebiri ise g'nin tirev cebirini temsil eden Der(g) dir. Aut(G)'nin Lie cebiri
aut(G) olmak uzere, baglantili bir G Lie grubu i¢in aut(G) Lie cebiri Der(g)’nin bir
altcebiridir. Eger G basit baglantiliise, aut(G) Lie cebiri Der(g) tlrev cebirine esittir
[12], [25]. Oyle ki, Aut(G)’nin herhangi bir elemani olan ¢ otomorfizmasini, birimdeki
diferansiyeli d¢|, elemanina tasiyan bir ¢ izomorfizmasi vardir. g Lie cebirinin herhangi
bir otomorfizmasi, G Lie grubunun bir otomorfizmasina denk oldugu igin, Aut(g) ile

Aut(G) izomorfik olurlar. Dolayisiyla, Aut (G) nin Lie cebiri Der(g) olur.

Bu durumda afin grup Af(G)’nin Lie cebiri, Der(g) ile g’'nin yari-direk garpimina esittir.

af (G) Lie cebiri temsil etmek Gzere,

af (G) = Der(g) X5 g
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yazilir. Lie cebirini olusturan Lie paranteziise, D,D, € Der(g) ve X;,X, € g olmak

lzere, asagidaki sekilde tanimlidir:

[(D1,X1), (D2, X3)] = ([D1'D2];D1X2 — DX, + [X1'X2D-

2.4.2 Afin Kontrol Sistemleri

Bir G < Af(G) Lie grubu tzerinde bir afin kontrol sistemi X, = (G, D, h, N) seklinde bir
dortlidur. Burada, D sistemin dinamigini temsil eder. Yani, X, = (M, f,U,h,N) besli
kontrol sisteminde f ve U ile ifade edilen vektor alanlari ve kontrol parametreleri bir
baslik altinda toplanmistir. Afin kontrol sistemine ait D dinamigini belirleyen diferansiyel

denklemlerailesi,
k

§i@® =0 +X(g®) +Zuj(t) (D7 + V) (9(®) (2.3)
j=1

seklindedir. Burada, g € G ve u = (uq, Uy, ... ,U) input fonksiyonlari U sinifina ait
olup, U'nun elemanlari u:[0,0) —» R¥ seklinde sinirlandirimamis parcali sabit
fonksiyonlardir. D dinamigindeki herhangi bir F afin vektér alani; D € Der(g) ve X € g
olmak tzere F = D + X seklinde ifade edilebilir. Buradaki Der(g), g Lie cebrinin tiirev

cebirini temsil etmek Uzere;
Der(g) = dg = {D € End(g)|D[X,Y] = [D(X),Y] + [X,(D(Y)],VX,Y € g}

seklinde tanimlidir. Béylece, (2.3) denkleminde X,Y?,...,Y* € g ve D,D?, ... ,D¥k €
Der(g) dir.

Afin kontrol sistemleri, kontrol sistemleriicinde en genis bir sinifi temsil eder. Oyleki,
afin sistem bir Abelyen Lie grubu Ulzerinde distnulirse, Lie cebiri elemanlarinin Lie
parantezlerisifiroldugundan afinsistem lineer kontrol sistemine dénlismus olur. Benzer
sekilde, bir Lie grubu tizerindeki afin kontrol sisteminde X = OveY! = Y2 = ... = Y¥k =

0 alindigindabilineer kontrol sistemi elde edilir.
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BOLUM 3

BAGLANTILI LIE GRUPLARI UZERINDEKI AFiN KONTROL SISTEMLERI iCiN
BiR MiNiMAL GERCEKLEME

Bu bolim, tezin 6zgiin kisimlarindan ilkidir ve Lie gruplari Gzerindeki afin kontrol

sistemlerinde bir minimal gercekleme verilmektedir [26].

G baglantili ve basit baglantili bir Lie grubu, x(G) kimesi G Uzerindeki tiim diizgiin
vektor alanlarinin kiimesi ve g ise G Lie grubunun Lie cebiri, yani; G tGzerindeki tim sol
invaryant vektor alanlarinin kiimesi olsun. K kiimesi G'nin kapal bir alt kiimesi olmak
uzere, Y, = (G, D, g, G/K) afin kontrol sisteminiele alalim. Burada, D dinamigi vektor

alanlarinin bir kimesi olup, asagidakidiferansiyel denklem ailesi tarafindan tretilir:
k
9 = @ +0(g®) + ) w® (D) +V)(9®)
j=1

y =ng(g) €G/K

Burada, g € G ve u = (uy, Uy, ... ,U) kontrol fonksiyonlari U sinifina ait olup, U'nun

elemanlariu: [0, ) — R seklinde sinirlandirilmamis parcali sabit fonksiyonlardir.
X, Y., Ykegve

D,D%,..., D* € Der(g) dir. Bdylece, Y sisteminindinamigi;

k
D ={(D +X)+Zuj(Df+Yf)|u € R¥}

j=1
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seklinde G Uzerindeki tim diferansiyellenebilir vektér alanlarinin Lie cebirinin bir alt

kiimesidir.

K kiimesi G'nin kapali bir alt kiimesi olarak ayni islemle alt gruptur ve kapali alt grup
teoreminden dolayi da G'nin Lie alt grubudur [11]. Bu durumda, K ile birlikte G /K
homojen uzayini olusturabiliriz. Ayrica, mg: G = G /K kanonik izdisim tasviri ¢ikis

tasvirimizdir.

> sistemiile global difeomorfizmalarin sézde(pseudo) grubu;
Gy = {Ztl1 oZgzo oZé‘k|Zf €D,tieR,j€ N}

ve sozde-yari (pseudo-semi) grubu;

Sy = {Ztl1 0 thzo tokl Z) €D, t; =0,j €N}

meydana gelir. Ayrica, G icinde g durumununydriingesi (orbiti);
Gy (9) ={p(9)lg € G, V¢ € Gy}

ve pozitif yoriingesi;

S5(9) = {9(9)lg € G, Vo € S5}

elde edilir. Burada, Sy © Gy oldugu agiktir. Eger 3] sistemi gegisli ise, her g € G igin
Gy (g) = G olur. Ayrica, Sy kiimesine de ulasilabilirlik kiimesi denir [27].

Tanim 3.1 Afin Kontrol Sistemleri igin Ayirdedilemezlik

Minimal gercekleme elde etmek Uzere olusturdugumuz afin kontrol sistemi igin

ayirdedilemezlik tanimini verelim.

G Lie grubunun herhangiikielemani g, g, ve hert = 0 igin,

(D + X)(g1)) = g (D + X):(g2)),

esitligi saglaniyor ise, bu elemanlar ayirdedilemezdir, denir. g; ve g, nin
ayirdedilemezlik denklik bagintisiyla denk oldugunu géstermekigin kisaca g, ~ g, yazilr.
Burada, (D + X), egrisi, G Uzerindeki (D + X) sapan (drift) vektor alanin integral
egrisidir. g kanonik izdlistm tasviri bir difeomorfizma oldugundan cebirsel islemleri

korur. Dolayisiyla, gbzlenebilirlik 6zelligi bu sistem icin sapan vektdr kismina baghidir.
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Tanim 3.2 Afin Kontrol Sistemleri i¢in Gozlenebilirlik

Y kontrol sisteminin herhangi bir g; noktasiigin, eger icerdigi tim noktalar g; den
ayirdedilemez olmayacak sekilde bir komsulugu varsa, sisteme g, de vyerel

gozlenebilirdir denir. Eger g; # g, seklindekitim g, € G igin,

(D + X)e(g1)) # (D + X):(92))

olacak sekilde t > 0 varsa, sisteme g, de gozlenebilirdir, denir. Eger, sistem her g € G

de gozlenebilir (yerel gozlenebilir) ise, gozlenebilirdir (yerel gozlenebilirdir), denir.

D dinamigindeki her vektéor alani tam olup, y(t) egrisi g Lie cebrinde bir

diferansiyellenebilir egri olmak lGzere, herhangi bir vektor alaninin akisi (flow) soyle

verilir [8], [28];
(D + X):(9) = De(g) expy (D).
Bu esitlikten yararlanarak, hert > 0 icin, g, ve g, ayirdedilemezise, g, ~g, yazilirve

(D + X)(91)) = g (D + X):(92))

D (g1) expy(t)K =D.(g:) expy(DK
D (g:)7'Dc(g1) expy(OK = D (91)7" Di(gz) expy (DK

expy()K = D(g: ) De(g2) expy(OK
exply(t) expy(OK = exp™'y(D)De(g1 ™ g5) expy (DK

expy (D (g, 92) expy() €K
olur.iz: G — G tasvirigenel i¢ otomorfizma olmak tizere her t = 0 igin,
91~z © lexp-1ywy(De(97192)) € K
elde ederiz. Buradan, g; = e ve g, = g alarakbirimden ayirdedilemez elemanlar
e~g © loxp-1y)(De(9)) €K

seklinde tanimlayabiliriz. i otomorfizmaya benzer sekilde, hert > 0 da sabitbirt degeri

i6in, 8expy () tasviri,
Sexp y(t):G -G

g- 8expy(t) (g) = exp_l]/(t)g exp )/(t)
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ile tanimlanmak lizere, ¢px: G = G tasvirini,

dx(g) = 6expy(t)th(g)
= exp'y(0)D.(g) exp ¥ ()
seklinde tanimlayalim. Burada, ¢ tasviri, herhangibir X € g ve
y:R- g
t— y() =tX

seklindetanimliy egrisiigin, expy(t) = exptX ve D, akisi (flow) ile meydana gelen bir

homomorfizmadir. Boylece birim eleman e’den ayirdedilemez noktalarin kiimesini
I'={geGlpx(g)eK, Vt=0}

seklinde elde etmis olduk.

Yardimci Teorem 3.3 ¢, tasvirit parametresine bagli olmak tizere,

I ={geG|px(g)e K, Vt =0 }kiimesi, G’'nin bir normal Lie alt grubudur.

ispat: I kiimesinin G Lie grubunun kapali bir altgrubu oldugunu gésterirsek, kapali alt

grup teoreminden [11], I'nin bir Lie altgrubu oldugunu séyleyebiliriz.
Oncelikle, I kiimesinin G'nin biralt grubu oldugunu gésterelim.

Bununigin, herhangi g;, g, € I alalim.’nintanimindan ¢x(g,), ¢x(9g,) € K yazabiliriz.

Ayrica ¢k nintanimindan, ¢_x(g,)€e K olur.

bk (91)P-k(92) = dr(g) Pk (92) = Ppx(919.™ 1) (3.1)

Burada, (3.1) esitliginin sol tarafi K'nin elemani olup sag tarafi da K'nin elemani

olacagindan g, g, e I ve béylece I biraltgrup olur.

I'nin kapalihgininispatiicinise, I da hert € R igin, g, = g seklinde herhangi bir {g,,}
dizisi alalim. Dizi elemanlari I da oldugu igin, yani g,, € I oldugundan ¢ (g,,) € K’dr.
¢x'nin sirekliliginden, n —» oo iken ¢x(g,) = ¢x(g) olup, Ppx(g) € K bulunur.

Buradanise, g € I oldugunusdyleyebiliriz. Boylece, I kapalidir.

Kapalialtgrup teoreminden [11], bir Lie grubunun kapalialt grubu Lie grubu olacagindan,

I'nin bir Lie altgrubu oldugunu soyleyebiliriz.
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I ‘nin normal oldugunu géstermek igin, herhangi bir [ € I ve herhangi bir g € G alalim.

¢x homomorfizma oldugundan,

¢x(glg™) = dx(9) px(DP_x(9)
= exp~ly(t)D.(glg™) expy(t)

yazabiliriz. I, birim elemandan ayirdedilemeyen noktalarin kiimesi olduguna gore,
(D +X)e(1) = 1 (D + X)e(e))
dir ve
i (P (glg™)) = e (Bx (@i (Px (D) (P (g™)

= 1 (Dx (@) (P (@)Imy (D1 (9))

= 1 (P (9)) ea/x Tk (P-k(9))

=€c/k
elde edilir. Dolayisiyla,
Px(glg ) EK veglgtel
olup I altgrubu, G’ninkapalinormalLiealt grubudur.

I kiimesinin G Lie grubunun normal bir Lie alt grubu oldugunu goésterdigimizicin G/I'nin
bir Lie grubu oldugunu ve G’den G/I'ya m Lie grup homomorfizmasi oldugunu

soyleyebiliriz [13]. Buradan ise asagidaki diyagrami olusturabiliriz:

G K G/K

*

G/1

Sekil 3.1 Cikis tasvirinin olusumunu gosteren diyagram
Onerme 3.4 Y = (G,D, g, G/K) afin kontrol sistemi igin bir minimal gergekleme,
Y = (G*,D*,my, G/K) seklinde gegisli ve gdzlenebilir bir sistemdir. Oyle ki 7: G — G*
tasviri, her Z € D elemani m tasvirinin diferansiyeli dm ile belirlenecek sekilde bir

batirma tasviridir. Ayrica dw(D) = D* vety° T = 1y olur.
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Teorem 3.5 Y = (G,D, g, G/K) gegisli bir afin kontrol sistemi olsun. Bu durumda

u € U kontrollerive dinamigi

k
(g) = dn (D+X)+Zuj(Df+Yf) (gD)

J

*

y* = mg(gl)
diferansiyel denklemleritarafindanbelirlenen ¥* = (G/I,dn(D),y, G/K) sistemi, Y,

sistemiigin bir minimal gerceklemedir.

ispat: Y sisteminin gegisli oldugu varsayimindan, her g € G igin Gy (g) = G olup, birim
eleman icin de G = Gy (e) yazilabilir. G/I grubunun birim elemani I oldugundan,

Gy~ (I) = G/I olup, X" sisteminin de gegisli oldugu séylenebilir.

> * sisteminin birimden ayirdedilemez noktalarinin kiimesi I* ile temsil edilmek Uzere,

I* = I dir,yani; bu kiime birimden ibaret oldugundan Y;* gézlenebilirdir.
X € g ve I kimesinin Lie cebiri T,I = L(I) olmak lzere,
dn(D +X) =dn(D) + (X + L(I))

vektor alani, Y,*sistemiicin sapan vektor alaniolur. Boylece, )" sistemi, Y sistemiigin

bir minimal gerceklemedir.

Ornek 3.6 Basit baglantili 3-boyutlu Heisenberg Lie grubunu ve onun Lie cebirini géz
onunealalim.

1 a ¢ 0 x =z
HQ3) = {(0 1 b) a,b,ce ]R}, h3) = [(0 0 y)
0 0 1 0 0 O

0 1 0 0
h(3) =span, ,yX=(0 0 0|, Y=|0
0 0 O 0

1 0 z
[X,Y]=XY —-YX=Z seklinde tanimh olsun. K=span{<0 1 0)

o O O
(=2 )
N———
N———’

kiimesini H(3) grubununbirkapalialtgrubu olarak alalim.
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H(3) Lie grubunun tirev cebiri Der(H(3)) ile temsil edilmek tzere; cebir elemanlari,

1 0 0 01 0 0 0
D, = <0 0 O), D, = (O 0 0>,D3 = (1 0),
0 0 1 0 0 O 0 0
0 0 O 0 0 O 0 0
D, = (O 1 0), Ds = (O 0 O), Dg = <0 O)
0 0 1 1 0 0 0 0

seklinde ifade edilebilir. Y, = (H(3), D, g, H(3) /K) afin kontrol sisteminin dinamiginin

mRrOoOo ©OOo

sapan vektor alani (Dg+ X) olsun. Sisteminin birimden ayirdedilemez noktalarinin
kiimesi I nin Lie cebiri L(I) yi1 hesaplamak icin, Isidori tarafindan verilen algoritmayi

kullanalim [18], [10].
e Algoritmaninilkislemiolan Ker mg yibulalim.
mg: HQ3) » HQ3)/K

g~ mx(g) = gK

1 0 =z
Kermy = {g € G |nk(g) =K}={(O 1 O>
0 0 1

ZER}

e Ker mg’'nin Lie cebiri L(K) olmak tizere, L(K) icin birbaz segelim. B = {Z} olsun.
e  Sectigimiz bazicin dual baz bulalim. Budurumda, dual baz

BL = {w, = X*,w, =Y*}dir

e L(D?* vedolayisiylaad (X)(B+) eilisik tabanin bulmasiicin asagidakiislemleri
uygulayalim:

ad(X)(BH) = {ad'(X)(w;):0< i<k, 1<j<n-—p}

ad®(X) =1Id

ad(X)(w) = Lx(w)

ad!(X)(w) = ad=(ad(X)(w)),i =1

LywW)() =<w,[X,.] >
L() = geren(ad(X)(B)*+

Biz burada afin sistemigin afin grup islemini kullanacagiz. Afin grup islemi;

[(D1,X1), (D2, X3)] = ([D1'D2];D1X2 — DX, + [X1'X2D
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seklinde tanimliolmak tizere, bu tanimi kullanmakigin gerekli hesaplamalar yaparsak

asagidaki sonuclari elde ederiz:

[Dg,D1] = —D¢ [Dg, D,] =0 [Ds, D3] = Ds
[Dg,D4] =0 [Dg,Ds] =0 [Dg, D] =0
Di X=X DY =0 DiZ =7
D,X=0 D,y =X D,Z=0
D;X=Y D;Y =0 D;Z=0
D,X=0 D,Y=Y D,Z=17
DsX =17 DY =0 DsZ=0

DgX =0 DY =7 D¢Z =0

Bu sonuglari kullanarak, sapan vektor alaniile diger tiim elemanlarin Lie parantezlerini

asagidaki gibi buluruz:

[(De,X), (D1,X)] = ([Dg, D11, DsX — D1 X + [X,X]) = (—=Dg, —X)
[(De,X), (D2,X)] = ([Dg,D;],DX — D, X + [X,X]) = 0

[(D6,X), (D3,X)] = ([D,D3],D6X — D3X + [X,X]) = (Ds,—Y)
[(D6,X), (D4, X)] = ([Ds,D4], DX — DX + [X,X]) = 0

[(D6,X), (Ds,X)] = ([De,Ds], DX — DsX + [X,X]) = —Z

[(De,X), (D6, X)] = ([Dg, D], DX — DX + [X,X]) = 0

[(D6,X), (D1,Y)] = ([Dg, D11, DY — D1 X + [X,Y]) = (=Dg,2Z — X)
[(De,X), (D2,Y)] = ([Dg,D,],DsY — DX + [X,Y]) = 2Z

[(De,X), (D3,Y)] = (D, D3], DgY — D3X + [X,Y]) = (D5, 2Z — )
[(D6,X), (D4, V)] = ([De,D4], DsY — D,X + [X,Y]) = 2Z

[(De,X), (Ds,Y)] = ([D,Ds],DgY — DsX + [X,Y]) = Z

[(D6,X), (D, Y)] = (D, D], DgY — DgX + [X,Y]) = 0

[(De,X), (D1,2Z)] = ([Dg, D11,D6Z — D1 X + [X, Z]) = (=Dg, —X)

[(D6'X)' (DZrZ)] = ([D61D2]'DGZ_ D2X+ [X:Z]) = O
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[(D6,X), (D3,2)] = ([D6,D3],D6Z — D3X + [X, Z]) = (D5, —Y)
[(D6,X), (D4,2)] = ([D6,D4],DZ — DyX + [X,Z]) = 0O

[((D6,X), (D5,Z)] = ([Dg,Ds],DZ —DsX + [X, Z]) = —Z

[(D6,X), (D6, Z)] = ([D6,D6],DZ — DX + [X,Z]) = 0

Simdi,

LipgxywW)() =<w, [(D6,X),.] >

tanimini kullanarak, buldugumuz sonuglarda sifirdan farkli olanlariyerine koyarsak,
[(De,X), (=De,—X)] = 0

[(De,X), (Ds,~Y)] = —3Z

[(De,X), (0,=Z)] =0

[(De,X), (=D¢,2Z — X)] = 0

[(De,X), (Ds,2Z =Y)] = Z

sonuglarini elde ederiz. Boylece,

Lipgy W) =<w,Z >,

Lip,x)W)(X*) =<X*,Z >=0,

Lp,xy(W)(Y") =< Y*,Z >= 0 bulunur.

I kiimesinin Lie cebiri L(I) ve Ker g nin Lie cebiri L(K) olmak tzere,

L(I) = span(Lp, x)(B*))* = span(0)* = L(K) elde edilir. Boylece, I = Ker my = K
buluruz, yanibu sistem gozlenebilir degildir. Sonugolarak, Y, = (H(3), D, g, H(3) /K)

sistemi bir minimal ger¢ekleme meydana getirir.
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BOLUM 4

BAGLANTILI LIE GRUPLARI UZERINDE LINEER KONTROL SiSTEMLERI iCIN
BiR GOZLENEBILIRLIK KARAKTERIZASYONU

Bu bolimde, Matematiksel Kontrol Teoriye yapilan katki ve tezin ikinci 6zgtin kismiolan,
Lie gruplar Gzerindeki lineer kontrol sistemlerinin gézlenebilirlik problemine yeni bir
yaklasim olarak sonlu zaman bakis acisiyla yeni bir gézlenebilirlik karakterizasyonu
yapiyoruz. Bu amagla, dncelikle afin kontrol sistemleri ailesinin bir alt ailesi olan lineer
kontrol sistemlerini kisaca tanitiyoruz. Bolimuinikinci kisminda, lineer kontrol sistemleri
icin bir ayirdedilemezlik karakterizasyonu olarak, hemen hemen ayirdedilemezlik ve
bununla birlikte hemen hemen gozlenebilirlik kavramlarini veriyoruz. Son kisimda ise,
hemen hemen gozlenebilirlik karakterizasyonuna paralelolarak hemen hemen minimal

gercekleme tanimini veriyoruz.

4.1 Baglantili Lie Gruplan Uzerindeki Lineer Kontrol Sistemlerinin Hemen Hemen

Gozlenebilirligi

G baglantil bir Lie grubu, x(G) kiimesi G lzerindeki tim dizgln vektor alanlarinin
kiimesi ve g ise G Lie grubunun Lie cebiri, yani; G Gizerindeki tim sol invaryant vektor
alanlarinin kiimesi olsun. G baglantili Lie grubu Ulizerinde lineer kontrol sistemi
Y =(G,D, h,H) seklinde birdortliile ifade edilir. Burada H ¢ikis uzay! bir Lie grubu olup,
h cikis fonksiyonu h: G — H seklinde bir diferansiyellenebilir fonksiyondur.

D dinamigiise asagidaki diferansiyel denklem ailesitarafindan Gretilen vektor alanlarinin

kiimesidir:

40



k
9 = X(90) + ) w©® Y (9(®)
j=1

y=h(g) €H
Burada ise, X’ sapan vektori bir lineer vektor alani olup, sisteme adini veren bu vektor
alanidir. X’in lineer vektdr alani olmasinin anlami, G Uzerinde 1-parametreli X;
otomorfizmalarini tretmesidir. Y7 ler ise sol invariant vektér alanlandir. u =
(uq, Uy, ..., ur) € U kontrolleri pargali sabit reel degerli fonksiyonlardir. Bu sistemlerde

dinamik;
k
D ={X +zuj(yf) lu € R¥}
j=1

seklinde G Uzerindeki tim diferansiyellenebilir vektor alanlarinin Lie cebirinin bir alt

kiimesidir.

Lineer kontrol sistemleri kontrol teoride uygulamalari acisindan 6nemli bir sistem
cesitidir. Lie teorisinde lineer vektor alanlari genellikle sonsuz kiglik otomorfizma
(infinitesimal automorphism) olarak tanimlanir. G Gzerinde bir sonsuz kiglk
otomorfizmaise, integral egrisi X, G’'nin otomorfizmalarinin bir 1-parametreli alt grubu
olan bir X vektdr alanidir. Yani; X; grup islemini koruyan bir difeomorfizmadir. Oyleki,

her g4, g> € G igin,

X (g1 * 92) = X (91) X (g2)

dir. Y, kontrol sistemiile global difeomorfizmalarin s6zde (pseudo) grubu
Gy = {Ztl1 oZgzo w 0Z{ | 7l €D, ti €R,j €N}

ve sozde-yari (pseudo-semi) grubu

Sy ={Z}, 0Z}0..0Z] | ZJ €D, t; 20, j € N}

meydana gelir. Ayrica, G'de g durumununydriingesi (orbiti)

Gs(9) ={p(9)lg € G,Vo(g) € Gy}

ve pozitif yoringesi
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Sy(9) ={p(9)lg € G,Y9(g) € Sy}

elde edelir.

R™ Oklid uzayi tizerinde lineer kontrolsistemi Y, = (R™, D, C, R%) dértliisii olarak kontrol
sisteminde siklikla karsimiza ¢ikar [14]. Burada, D dinamigi, 4, B ve C uygun mertebeden

matrisler olmak tGzere, asagidaki esitliklerle belirlenir:
x(t) = Ax(t) + Bu(t)
h(x)=Cx=y€eRS

Lie gruplari (izerinde lineer kontrol sistemleri, Oklid uzayi tizerindeki lineer kontrol

sistemlerinin genellestiriimesidir.

Uygulamalariagisindan dnemli olacagi diistiniilen, sonluzaman ihmaliile gozlenebilirlik

icin asagidaki tanim verilmektedir.

Tanim4.1 G Lie grubunun birbirinden farkl iki elemani g;, g, € Gve F c Rél¢imu sifir

olan birkiime olsun.Eger hert € (R* U {0} — F) igin,
hosz(.%) = h°SZ(gz)

esitligi saglaniyor ise, bu iki elemana sistemin hemen hemen ayirdedilemez noktalan

denir. iki hemen hemen ayirdedilemez noktayl g;~,9, seklindeifade edelim.

Baska bir deyisle; G Lie grubunun herhangi bir (g4, g,) eleman cifti, e§er F c R olacak
sekilde, F 6l¢im sifir olan bir kime olmak tizere, hert € (RT U {0} — F) ve her ¢, €
Sy igin,

91~ag2 © h°0(g1) = h°9.(g2)

denkligisaglaniyorise, bu noktalar hemen hemen ayirdedilemezdirler.

Tanim 4.2 Bir }; lineer kontrol sisteminin durum uzayi olan G Lie grubunun, bir g elemani
gbz oOnilne alinsin. F c R ise olcimi sifir olan bir kiime olsun. Eger her t €

(R* U{0}—F)veheru € U icin,

hOSZ ('U,) * hOSZ (g)
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olacaksekilde, g'nin bir U komsulugu varise, sisteme g noktasindayerel hemen hemen
gézlenebilirdir, denir. Eger bu tanim, G'nin tim elemanlariicin dogru oluyor ise, sisteme

yerel hemen hemen gozlenebilirdir, denir.

Tanim 4.3 }, lineer kontrol sisteminin durum uzayi olan G Lie grubunun, bir g elemani

gdz oniline alinsin. F c R ise olgimi sifir olan bir kiime olsun. Eger her t €

(R*U{0}—F) veherx € G igin,

hOSZ(X) * hOSZ(g)
esitsizligi saglaniyorise, sisteme g noktasindahemen hemen goézlenebilirdir, denir.

Eger bu tanim, G'nin tim elemanlari icin dogru oluyor ise, sisteme hemen hemen

gbzlenebilirdir, denir.

Yukaridaki tanimlarda kullanilan “hemen hemen” teriminin yerine, zaman
parametresinde sonlu sayida eleman cikarildigl icin, “sonlu zamansiz” terimi de

kullanilabilir.

Sonug¢ 4.4 Genel olarak, hemen hemen go6zlenebilirlik icin yerel hemen hemen

gbzlenebilirlik bir gerek kosuldur.

Yardimcl Teorem 4.5 G ve H Lie gruplari olmak Gzere, Y, = (G, D, h, H) lineer kontrol

sistemi lizerinde g6z 6nuine alinan ~, bagintisi bir denklik bagintisidir.

ispat: Lineer kontrol sistemlerinde tiim vektér alanlari tamdir ve bdéylece klasik
ayirdedilemezlik bagintisinin bir denklik bagintisi oldugunu biliyoruz [2]. Simdi, hemen
hemen ayirdedilemezlik bagintisinin da bir denklik bagintisi oldugunu gostermek

istiyoruz. Denklik bagintisi olmaninilk iki kosulu olan yansima ve simetri agikardir.

Gegisliligin ispatiigin g farkli g1, g», g3 € G elemanlarinielealalim. g;~,9, ve g,~.93
oldugunu  kabul edelim. Buradan, g1~.93 oldugunu  gostermeliyiz.

g1~a9> bagintisindan F c R olacak sekilde, F 6l¢limu sifir olan bir kiime olmak tzere,

hert € (R* U {0} — F) ve her ¢, € Sy igin,

h°p.(g1) = h°p.(g2)

dirve benzer sekilde, g, ~, g3 bagintisindan, F’' c R olacaksekilde, F’ 6l¢imd sifirolan

bir kiime olmak tizere, her t € (R* U {0}) — F' ve her ¢, € Sy icin,
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h°@.(g;) = h°9.(gs)

oldugunu biliyoruz. Bu durumda;

a)

b)

Eger F = F'ise g1~495 < h°¢.(g9,) = h°¢.(gs)

Eger F + F'ise;

i)

F c F' veya F' c F olabilirler. Her iki durumda da sifir 6l¢imli bir
kiimenin herhangi bir alt kimesi de sifir 6l¢imli olacagindan gegislilik

saglanir.

F ve F' ayrik veya kesisimleri bostan farkli olabilir. Bu durumda sifir
Olcimlli  kimelerin sayilabilir birlesimleri yine sifir o6lgcimla
oldugundan F U F' c R olacak sekilde, F U F' 6lcim sifir olan bir
kiime olmak tzere, her t € (R* U{0}) — (FUF') ve her ¢, € Sy

i¢in, g1~q9s <= h°p.(g1) = h°p.(gs) olur.

Bu asamadan sonra, Y sistemiicin h cikis fonksiyonunu 6zel olarak, h € Hom(G,H)

seklinde Lie grup homomorfizmasiolarak alacagiz.

Yardimcl Teorem 4.6 Y bir lineer kontrol sistemi ve h € Hom(G, H) olmak Uzere, I

kiimesi bu sistemin birim elemani e € G den hemen hemen ayirdedilemez noktalarin

goriuntulerinin kimesi olsun. Bu durumda, I Hausdorff topolojisinesahiptir.

ispat: Y = (G, D, h, H) birlineer kontrol sistemi olsun. Bu sistemin birim elemanie € G

den hemen hemen ayirdedilemez noktalar,

g~ee = h°S3(g) = h°Sy(e)

seklinde tanimlanmak lizere, bu noktalarin gérintilerinin kiimesi

I={s€eH|h°p(g) =s,g~qeve Vo, € Syicin }

seklinde tanimhdir. F ¢ R 6lgima sifir olan bir altkime olmak lzere, bitiint €

(Rt U {0} — F) icin, her s € I degerine karsilik

Vo, € Sy, h°p.(g) = s

esitligini saglayan en az bir g € G vardir. Bu durumda, bu 6zelligi saglayan elemanlarin

kiimesine K dersek, K € G’'nin sonsuz cokluktaelemaniolabilir. Fakat sonlu altkiimeleri
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kapalidir. Dolayisiyla, h°¢; strekli tasviri altinda bu kiimenin elemanlarinin gériintileri
olarak, I'nin da sonlu alt kiimeleri kapalidir. Ayrica, I kimesi K’nin h altindaki

gorunttsudur. Dolayisiyla Hausdorff topolojisine sahiptir.

Yardimcl Teorem 4.7 Y bir lineer kontrol sistemi ve h € Hom(G,H) olmak Gzere, |

kapalidir.

ispat: Herhangi birs € I icin Vo, € Sy, h°@.(g) = s esitligini saglayanen azbir g € G
vardir. G iginde bu 6zelligi saglayan elemanlarin kiimesi K olsun. Bu durumda, I iginde
alinan herhangi bir dizinin herhangi bir elemaninin K iginde bir ters gortintiisii mevcut
oldugu soylenebilir. Simdi, K icinde bir g elemanina yakinsayan g,, dizisi alalim. h°¢p,
bileskesininstrekliliginden, sabit bir t € (R* U {0} — F) igin

h°@e(gn) = h°9:(9)

olur.Her nigin g,,, K kimesinin birelemaniolup, hern igin

h°@:(gn) = Sn

olacak sekilde bir s,, € I vardir. Boylece

h°@(gn) = sn = K@ (g) = s

olup, s € I dir.

Bir Lie grubunun herhangi bir kapali alt grubu yine bir Lie grubu oldugundan [16],
asagidaki sonuca varabiliriz.

Sonug 4.8 Y bir lineer kontrol sistemi ve h € Hom(G, H) olmak lizere, sistemin birim
elemani e € G den hemen hemen ayirdedilemez noktalarin gértintilerinin kiimesi I,
H’nin bir Lie altgrubudur.

Uyan 4.9 G ve H Lie gruplarive h € Hom(G,H) olmak Gzere, X, = (G,D,h,H) lineer
kontrol sistemini gbz 6niine alalim. Bu durumda, klasik yerel gézlenebilirlik ile yerel
hemen hemen gozlenebilirlik iliskilendirilebilirler. G Lie grubunun tiim ayirdedilemez
noktalarinin kiimesi I ve onun Lie cebiri L(1*) olsun. Baglantil bir Lie grubu tzerinde bir
lineer kontrol sistemi igin yerel gozlenebilirlik, L(I*) = 0 ile saglanir [27]. Bu durumda,
hemen hemen gozlenebilirlige benzer sekilde, durum uzayi G lizerinde ayrik noktalar
meydana gelir. Genel olarak K < I* oldugunu biliyoruz. Bu iki durumda gézlenemeyen
noktalar ayni olmak zorunda degildir, ancak, iki durumda da kismi gozlenebilirlik

meydana gelir.
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Yardimc Teorem 4.10 h € Hom(G, H) olmak tizere Y, = (G, D, h,H) lineer kontrol
sistemiigin, L(I*) = Oise, o taktirde Y, yerel hemen hemen gozlenebilirdir.
ispat: L(I*) = 0 ise Y yerel gézlenebilirdir. K c I* oldugundan, sistemin yerel hemen

hemen gozlenebilir oldugu soylenebilir.

Ornek 4.11 3-boyutlu HeisenbergLie grubunu ve onun Lie cebirini gdz éniine alalim.

1 a c 0 x z
H(3) ={<0 1 b) a,b,c € ]R{}, h(3) = {(O 0 y) x,y,ZE]R} ve
0 0 1 0 0 O
0 1 0 0 0 O
h(3) =span, 43 X=(0 0 0], Y=(0 0 1]
0 0 O 0 0 O
0 0 1
[X,Y]=XY —-YX=(0 0 O0|=Z seklindetanimlolsun.
0 0 O

Cikis fonksiyonu kanonikizdlsim tasviri olmak Gzere,

Y = (H(3),D, m, H(3)/exp(RX)) sistemini gozénline alalim. Sapan vektor alanini, bir
sonsuz kiglk otomorfizma olarak bZ alirsak sistem yerel gozlenebilir olur [10].

Dolayisiyla, yerel hemen hemen gozlenebilirdir.

4.2 Hemen Hemen Minimal Gergekleme

Tez c¢alismamizin 3. boéliminde minimal gercekleme tanimini olustururken,
gozlenebilirliginibilmedigimiz, gegisli bir sistemden, yine gegisli ve gézlenebilir bir sistem
elde etmeye calismistik. Literatlirde var olan calismalarda, gozlenebilirligin tanimina
bagli olarak farkli minimal gercekleme tanimlari uygulanabilecegi goriilmistiir. Ornegin;
[29])'daki calismalarinda Ayala ve San Martin, s6zde (quasi) minimal gercekleme ve
zayif(weak) minimal gercekleme tanimlarini ortaya koymuslardir. Biz de vyeni
tanimladigimizhemen hemen gozlenebilirlik tanimintkullanarak hemen hemen minimal

gercekleme tanimi verebiliriz.

Tanim 4.12 Y, = (G, D, h, H) gozlenebilirligi hakkina bilgi sahibi olunmayan herhangi bir
gecisli kontrol sistemi olsun. Bu sisteme giicli bir sekilde denk, gecisli ve hemen hemen
godzlenebilir bir sistem Y,' = (G',D’, h', H) olsun. Bu sisteme ilk sistem i¢in bir hemen

hemen minimal gercekleme denir.
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Bu tanimlama sonlu zaman ihmali problemlerinde direk gériilmesi mimkiin olmayan

sistemlere benzeyen modellerin olusturulmasina olanak verir.
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BOLUM 5

SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda, oncelikle gozlenebilirligi bilinmeyen bir kontrol sistemi icin minimal
gercekleme yoluyla, bu sisteme glicli bir sekilde denk olan gozlenebilir bir sistem elde
edilmesini inceledik. Bu incelememizde, baglantili ve basit baglantili bir G Lie grubu
Uzerinde Y, = (G, D, mg, G/K) afin kontrol sistemini ele aldik. Kontrol sistemininin
birimden ayirdedilemez noktalarinin kiimesini olusturarak, bu kiimenin G’nin kapali
normal bir Lie alt grubu oldugunu gosterdik. Bu Lie grubunu ve kanonik izdGsiim tasvirini
kullanarak yeni sistemimizin durum uzayini meydana getirdik. ilk sistemin gecisliligi
varsayimini da goz 6nlinde tutarak, gozlenebilir bir minimal gercekleme olusturmus
olduk. Bu alanda yapilacak bir calisma dnerisi olarak, optimal bir sistem elde etmekicin,
sistemin ¢ozimlerini ayirdedilebilir bir sekilde cikis uzayina gonderen farkl bir cikis

fonksiyonu ile minimal gercekleme elde edilmesi verilebilir.

Daha sonra, baglantilibir G Lie grubu tzerinde Y, = (G, D, h, H) lineer kontrol sistemini
ele aldik. Bu sistem igin, zaman parametresinde sifir 6lcimli bir kiime cikarilarak
tanimlanan hemen hemen ayirdedilemezlik, yerel ve genel hemen hemen gozlenebilirlik
kavramlarini olusturduk. Hemen hemen ayirdedilemez noktalarin gorintilerinin
olusturdugu kiimenin topolojik ve cebirsel yapisini inceleyerek Lie grubu yapisina sahip
oldugunu gosterdik. Yerel gozlenebilirlik ve yerel hemen hemen gozlenebilirlik

arasindakiiliskiyiortaya koyduk.

Son olarak, minimal gercekleme probleminde gozlenebilirlik yerine hemen hemen

gbzlenebilirlik kullanarak hemen hemen minimal gergekleme tanimini olusturduk. Yine
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Lie gruplan Uzerinde, farkh kontrol sistemleri kullanilarak minimal gerceklemeler

olusturulabileceginidisiinmekteyiz.
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