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OZET

f-CEBIRLERI VE f-MODULLERININ SIRALI VE iKiNCi SIRALI DUALI
UZERINDEKI LINEER OPERATORLER VE ORTOMORFiZMALAR

Serap OZCAN

Matematik Dali

Doktora Tezi
Tez Danismani: Prof. Dr. Omer GOK

Alti bélimden olusan bu tezin birinci béliminde giris kismi verilmistir.

ikinci béliimde, tez boyunca kullanilacak tanim ve gdsterimler verilerek, Riesz uzaylari,
f-cebirleri, ortomorfizmalar ve Banach latislerden bahsedilmistir.

Uglincli bélimde, bir Archimedean f-cebirinin ikinci sirali dualinde tanimli Arens
carpimlari verilmistir. Bu ¢arpimlardan faydalanarak bir dénlisim tanimlanmis ve bu
doénisimiin latis homomorfizmasi oldugu gosterilerek, bazi sonuglar elde edilmistir.
Ayrica f-ortomorfizmalar ve f-cebirlerinin sirali dualindeki ortomorfizmalar arasindaki
iliski ortaya konulmustur.

Dordincl bélimde, bir f-cebiri Gzerinde tanimli bir f-modulinin sirali duali ile ilgili
bazi sonuglar verilmistir.

Besinci bolimde, bir f-cebiri tizerinde tanimli bir f-modulliniin ikinci sirali dualinin de
sirali dualine benzer 6zelliklere sahip oldugu gosterilmistir.

Son boélimde ise, X bir vektor latisi ve X in sirali duali X’ oldugunda, Orth(X’) nin ne
zaman X’ nde ideal merkezi oldugu arastiriimistir.
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ABSTRACT

LINEAR OPERATORS AND ORTHOMORPHISMS ON THE ORDER DUAL AND
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In the first chapter of this thesis, which consists of six chapters, we establish an
introduction.

In the second chapter, the definitions and notations, which are going to be used
throughout the thesis, are given and Riesz spaces, f-algebras, orthomorphisms and
Banach lattices are mentioned, shortly.

In the third chapter, Aren’s products are given, which are defined on the order bidual
of an Archimedean f-algebra. By means of these products, a mapping is defined and by
the way of showing this mapping is a lattice homomorphism, some results are
obtained. Also, the relationship between f-orthomorphisms and the orthomorphisms
on the order dual of f-algebras, is revealed.

In the fourth chapter, some results are given, which are about order dual of an f-
module over an f-algebra.

In the fifth chapter, it is shown that, order bidual of an f-module over an f-algebra has
similar properties with the order dual of it.

In the last chapter, if X is a vector lattice and order dual of X is X/, it is investigated
when Orth(X’) is in the ideal center of X'.
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BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Pozitif operatorlerin baslangici 19. ylzyillin baslarina dayanir. Baslangicta pozitif
operatorler, fonksiyonel analizi baslatan integral operatérlerle baglanti kurularak
cahsilmistir. Ancak c¢ok sonralar sistematik bir bicimde arastirilmistir. Pozitif

operatorlerin gelisimi 6zellikle de Riesz uzaylarinin gelisimiyle hiz kazanmistir.

f-halka teori ve f-cebir teori, bir¢ok yazar tarafindan ¢ahsilmistir [1,2,3,4,5,6,7,8,9,10].
G. Birkhoff ve R. S. Pierce [4]’te bir f-halkayi,

uAv=0,w=0ise(uw)Av=_wWu)Av=20

ozelligiyle birlikte bir latis sirali halkasi olarak tanimlarken, A. Bigard, K. Keimel, S.
Wolfenstein [3]'de ve L. Fuchs [5]’te bir f-halkayr tamamiyla sirali halkalarin bir alt
direkt izomorfik bir latis sirali halkasi olarak tanimlamislardir. Bu iki tanim esdeger
olarak da goriilebilir. Ancak, herhangi bilinen esdeger kanit Zorn Onermesi’ndeki
iddialara dayanir. Eger ikinci tanim kullanilirsa, “Her tam sirali halkada saglanan
Ozdeslik, her f-halkada saglanir.” matematiksel yorumu araciligiyla f-halkalar

Uzerindeki bazi standart teoremleri kanitlamak mimkiandur.

1928 vyilinda F. Riesz [11]'deki “Lineer Fonksiyonlarin Ayrismasi Uzerine” konulu
calismasini, Riesz uzaylari ve pozitif operatorlerin baslangicini, Bologna’da Uluslararasi
Matematikgiler Konferansi’nda sunmustur. 1930’larin ortalarinda, Riesz uzaylarinin
teorisi H. Freudenthal ve L. V. Kantorovich tarafindan aksiyomatik olarak gelistirilmistir.

Ayrica, pozitif operatorler 1930'larin ortalarinda yine L. Kantorovich tarafindan



sunulmus ve c¢alsiimistir. Yaptiklari ¢alismayi ilk olarak G. Birkhoff'un “Latis Teorisi”

[12] kitabinin baskisiyla ders kitabi olarak sunmuslardir.

Suphesiz ki, pozitif operatorlerin en kapsamli ¢alismasi 1930’larda F. Riesz, L. V.

Kantorovich ve G. Birkhoff tarafindan yapilmistir.

1940’larda ve 1950’lerin baslarinda pozitif operatérler Uzerine ¢ok az g¢alisma
yapilmistir. Bu periyotta 6nemli katkilar Sovyet (l. V. Kantorovich, M. G. Krein, A. G.
Pinsker, M. A. Rutman, B. Z. Vulik) ve Japon (H. Nakano, K. Yosida, T. Ogasuwara ve
ogrencileri) okullarindan gelmistir. 1954 yilinda, “Kismi Sirali Uzaylarda Fonksiyonel
Analiz” [13] kitabi, L. V. Kantorovich, B. Z. Vulikh ve A. G. Pinsker tarafindan Sovyet
literatlriine girmistir. Bu kitap, pozitif operatorleri ve onlarin bircok uygulamasini
icerir.

1950’lerin ortalarindan beri pozitif operatorlerin arastirilmasi kaydadeger bir ivme
kazanmistir. 1955’ten 1970 yilina kadar 6nemli katkilar T. Ando, C. Goffman, S. Kaplan,
S. Karlin, P. P. Korovlin, M. A. Krasnoselskii, P. P. Zabreiko, E. I. Pustylnik, P. E.
Sobolevskii, U. Krengel, G. Y. Lozanorskii, W. A. J. Luxemburg, A. C. Zaanen, H. Nakano,
L. Namiska, A. Pressini, H. H. Shaefer ve B. Z. Vulikh’ten gelmistir. Boylece 1960’larin

sonuna kadar pozitif operatorlerin alt yapisi kurulmustur.
1970’li yillar, pozitif operatorler teorisi icin olgunluk periyodu olarak ifade edilebilir.

1971 yilinda W. A. J. Luxemburg ve A. C. Zaanen’in yazmis oldugu “Riesz Spaces |” [14]
kitabi, Riesz uzaylar ve pozitif operatorler hakkinda genis bilgi vermektedir. 1974
yihinda, ilk monografi tamamen literatlirde c¢ikan konuya adanmistir. Bu, pozitif
operatorlerin gelismesinde bulylk etkisi olan H. H. Schaefer’in “Banach Lattices and
Positive Operators” [15] kitabidir. Bu zamanlarda, bu alanda galisan matematikgi sayisi
artmistir ve arastirmalar daha sistematik sekilde yuratilmustir. Konunun gelisimi ¢ok
hizlanmistir ve ayrica diger disiplinlerdeki uygulamalari gelismeye baslamistir.
1970’lerin kilometre tasi, P. G. Dodds ve D. H. Fremlin’in pozitif kompakt operatorlerle
ilgili makalesidir [16]. 1970’lerde pozitif operator teorisi lizerine c¢alisanlar Ju. A. A.
Abramovich, C. D. Aliprantis, S. J. Bernau, A. V. Buhvalov, O. Burkinshaw, D. I.
Cartwright, P. G. Dodds, M. Dohoux, P. Van Elik, J. J. Grobler, D. H. Fremlin, H. P. Lotz,
W. A. J. Luxemburg, M. Meyer, P. Meyer-Nieberg, R. J. Nagel, U. Schlotterback, H. H.
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Schaefer, A. R. Schep, C. T. Tucker, A. I. Veksler, A. W. Wickstead, M. Wolff ve A. C.

Zaanen’dir.

1980’ler pozitif operatorler teorisi icin cok iyi baslamistir. Pozitif kompakt operatérler
Uzerine 6nemli makalelerin bir serisi C. D. Aliprantis ve O. Burkinshaw tarafindan
yazilmistir [17,18,19,20]. Pozitif operatorler Uzerine bir diger secgkin kitap, A. C.
Zaanen’in “Riesz Uzaylar II” [21] kitabidir. Banach uzaylari teorisini ¢alisan pek ¢ok
matematikgi pozitif operatorleri galismaktadir ve bu durum konuya ekstra bir destek
vermigtir. Buna ek olarak, pozitif operatorler teorisi, matematiksel fizikten ekonomiye

kadar bir¢cok disiplinde 6nemli uygulama alanlari bulmustur.

1.2 Tezin Amaci

Bu tezin amaci, Archimedean f-cebirlerinin ve f-modillerinin sirali ve ikinci sirali
dualinde tanimli Arens carpimlarindan vyararlanarak yeni 0&zellikler elde etmek,
f-ortomorfizmalar ile f-cebirlerinin ve f-moddllerinin sirali ve ikinci sirali dualindeki
ortomorfizmalar arasindaki iliskiyi ortaya koymaktir. Ayrica, bir dual vektor latisinin

ideal merkezi ile ortomorfizmalar arasindaki iliskiyi incelemektir.

1.3 Hipotez

A, sirali duali A’, ikinci sirali duali A” olan ayiran duale sahip f-cebiri olsun. Her f € A’
ve FEA" igin T((F) = F.f seklinde tanimlanan Ty : A" - A’ donlsimini goz
onlne alalim. 0 < f € A" igin Ty aralik koruyan latis homomorfizmasidir. Her f € A’
icin Ve(f) =F.f olmak Uuzere, her FeA"” igin V(F)=Vy ile tanimh
V: A" - Orth(A") donisimi lineer, pozitif, cebir ve Riesz homomorfizmasidir. A" nin
Ty altindaki goriintlisi R(f) = {F.f : F € A"} seklinde tanimlandiginda R(f), A’ sirali
dualinde bir sirali idealdir. A" nin tum f-ortomorfizmalarinin koleksiyonu
Orth (A',A’; A") ile, A" Uzerindeki tim f-lineer operatorlerin kimesi L, (A',A’; A") ile
gosterilsin. Bu durumda, Orth (A", A"; A") ve L,(A',A";A"), L,(A") nde banddir.

Carpanlara ayrilma 6zelligine sahip her f-cebiri igin
Orth(A") = L,(A",A"; A"") = Orth(A',A"; A")

esitligi gerceklenir.



L Riesz uzayi olsun. Eger L, A Uzerinde f-moduli ve L nin sirali duali L', ikinci sirali
duali L” ise olsun. Her f €L ve F€A" icin Te(F)=F.f seklinde taniml

T : A" - L' dénlsiimi aralik koruyan latis homomorfizmasi olup,
orth(L) € L, (L, L’; A")
kapsamasi vardir. Benzer 6zellikler A" den L' ye tanimh dontisiim icin de gergeklenir.
X bir relatif diizglin tam vektor latisi olsun. Asagidaki sonuglar denktir:
i. Orth(X')=2(X")
ii. Relatif diizgin topolojiye gore M(Orth(X’)) = m(Orth(X’))dlr.
iii. Her dizgin sonlu uretilmis halka ideali Orth(X') nin bir dizgin kapah

maksimal halka ideali igcinde bulunur ve hk-topolojisinde m(Orth(X’))

kompakttir.

X bir Banach latisi ise, Orth(X') = Z(X") dur.



BOLUM 2

ON BILGILER

2.1 Vektor Uzaylarinin Sirali Yapisi
Bu kisimda, bu tezin temelini olusturan tanim ve teoremler verilecektir.

Tanim 2.1.1 Bostan farkli bir E kiimesi lGizerinde tanimli < bagintisi verilsin. Asagidaki

kosullar saglanirsa < bagintisina siralama bagintisi; (E, <) ikilisine de sirali kime denir.
i. Herx € E igin x < x (yansima)
ii. Herx,y EEicinx <yvey < xisex =y (ters simetri)
ii. Herx,y,z€ FEigcinx <yvey < zisex < z(gegisme)

Tanim 2.1.2 4, bir E sirali kiimesinin alt kiimesi olsun.

i. Her x € A igin x < y olacak sekilde bir y € E varsa A kimesine Ustten sinirli

kiime, y ye de A igin bir Gst sinir denir.

ii. Her x € A igin y < x olacak sekilde bir y € E varsa A kiimesine alttan sinirli

kiime, y ye de A igin bir alt sinir denir.
iii. Alttan ve Ustten sinirli bir kiimeye, sinirli kiime denir.

iv. A kimesinin Ust sinirlart kiimesinin bir en kigclik elemani varsa, buna A

kGimesinin en kiguk Ust siniri denir ve supA ile gosterilir.

v. A kimesinin alt sinirlari kiimesinin bir en bilylk elemani varsa, buna A

kiimesinin en blyk alt siniri denir ve inf A ile gosterilir.

A = {x,y}alinirsa, supA = x V y ve infA = x A y seklinde ifade edilir.



Tanim 2.1.3 (E, <) sirali kiime olsun. Her x,y € E i¢in x Vy ve x Ay E kiimesine ait

ise E ye latis (0rgi) denir.

Tanim 2.1.4 (E, <) latis olsun. E nin en kiiclik elemani varsa, buna sifir eleman denir ve
0 ile gosterilir. E nin en blylk elemani varsa, buna birim eleman denir ve e veya I ile

gosterilir.

Tanim 2.1.5 E bir reel vektor uzayi ve “<”, E de bir siralama bagintisi olsun.
i. Vx,yz€E, x<y=>x+z<y+z
i. Vx,y€EE, x<y,0<a€R>ax<ay

kosullari saglaniyorsa “E, <” sirali vektor uzayi olarak adlandirilir.

Tanim 2.1.6 E, sirali vektor uzayi ve 0, E nin sifir vektori olsun. E nin, x = 0 sartini
saglayan x elemanina pozitif eleman denir. E nin tim pozitif elemanlarinin kiimesine E
nin pozitif konisi denir ve E7 ile gésterilir ve ET = {x € E : x = 0} seklinde ifade

edilir.

Tanim 2.1.7 E, sirali vektor uzayr ve V € E vektor altuzayr olmak lizere, E deki

siralama ile V ye sirali vektor altuzayi denir.

2.2 Riesz Uzaylan

Tanim 2.2.1 E, sirali vektor uzayi olsun. Her x,y € E icin xVy € E veya x Ay € E

oluyorsa E ye Riesz uzayi (vektor latisi) denir. Asagidaki gosterimler kullanilir:
x Vy = sup{x,y}
x Ay = inf{x,y}

Riesz uzaylarinin tipik ornekleri fonksiyon uzaylari arasinda yer almaktadir. Bir X

kiimesi Gzerinde taniml gergel degerli fonksiyonlarin vektoér uzayr E olmak lzere her

f,g € E igin,
(f vV 9)(x) := max{f(x),g(x)}
(f A @) (x) := min{f (x), g(x)}

E ye ait fonksiyonlardir. Aciktir ki, her E noktasal siralama ile Riesz uzayidir.



Ornek 2.2.2
i. Ry, X kiimesi Gzerindeki bitlin gergel degerli fonksiyonlar
i. C(X),X kiimesi tzerindeki bittin gercel degerli stirekli fonksiyonlar
iii. Cp(X), X kimesi tGzerindeki butin gergel degerli stirekli, sinirli fonksiyonlar
Tanim 2.2.3 E, Riesz uzayi ve x € E olsun.
i. xV 0 elemanina x in pozitif kismi denir ve x* ile gésterilir.
ii. —x Vv 0 elemanina x in negatif kismi denir ve x~ ile gosterilir.
iii. —x V x elemanina x in moduli denir ve |x| ile gosterilir.

iv. Eger, x,y €E igin |x|A|y| =0 ise x ile y ayriktir denir ve x L y seklinde

gosterilir. Eger A, E Riesz uzayinin bostan farkl bir altkimesi ise;
At ={x € E:Vy € Aicinx 1 y}

kiimesine A nin ayrik tiimleyeni denir. Buna gére, x* ve x~ ayrik olup, x = xT — x~ ve

|x| = x* + x~ esitlikleri saglanir.
Tanim 2.2.4 @ #+ A bir kiime ve “~”, A Uzerinde bir baginti olsun. Eger,
i. Herp € Aiginp~p
ii. Herp,q,r € Aiginp~q ve q~1 iken p~7r
iii. Herp,q € Aigin p~s ve g~s olacak sekilde bir s € A vardir.

“" ”
~

kosullari saglaniyorsa “~” bagintisina yonlendirme bagintisi ve A kiimesine de

bagintisina gore (yukari) yonlendirilmis kiime denir.

Tanim 2.2.5 (A, ~ ) yonlendirilmis bir kiime ve X herhangi bir kime olsun. f: 4 - X

fonksiyonuna, terimleri X in elemanlarindan olusan bir ag (net) denir.
Tanim 2.2.6 E Riesz uzayl icinde bir {x,} ag icin, a < f iken xg < x, Ozelligi

saglaniyorsa {x,} agH azalandir denir ve x, | ile gosterilir. Eger {x,} azalan ve

inf{x,} = x ise x, | x olarak gosterilir.



Benzer sekilde, E Riesz uzayi iginde bir {x,} agi icin, « < B iken x, < xp Ozelligi
saglaniyorsa {x,} ag artandir denir ve x, T ile gosterilir. Eger {x,} artan ve

sup{x,} = x ise x, T x olarak gosterilir.
Tanim 2.2.7 E Riesz uzayinda her x € E* ve n € N7 icin %x 1 0 6zelligi saglaniyorsa
E ye Archimedean Riesz uzayi denir.
Ornek 2.2.8 R? kiimesi her x = (x1,x,) , ¥ = (y1,y,) € R? igin
X<y xSy, vex; <y,
siralamasina gore Archimedean Riesz uzayidir.

Tanim 2.2.9 E sirali vektér uzayinin x <y ozelligine sahip x ve y 0geleri igin
[x,y] ={z € E : x < z < y} kimesine sirali aralik denir. Eger E nin A altkiimesi bir

sirali araligin icinde kaliyorsa A ya sirali sinirh kiime denir.

E ve F siral vektor uzaylar olmak tzere T : E = F lineer donlisimi igin E nin sirali
sinirh kiimelerinin gorinttsi F nin siral sinirh kiimeleri oluyorsa, T ye sirali sinirh
operator denir ve E den F ye bitin sirali sinirli operatorlerin vektor uzayr L, (E, F) ile
gosterilir. L, (E,F) Uzerindeki siralamaya goére T < S olmasinin anlami S—T >0

olmasidir. Boylece L, (E, F) sirali vektor uzayidir.
E ve F Riesz uzaylari iken £, (E, F) Riesz uzayi olmayabilir [1].

Tanim 2.2.10 E, Riesz uzayl olsun. Eger E nin bos olmayan Ustten sinirli her
altkimesinin supremumu (veya buna denk olarak, bos olmayan alttan sinirli her

altkimesinin infimumu) varsa E ye Dedekind tam Riesz uzayi denir.

Benzer olarak; eger E nin bos olmayan U(stten sinirh sayilabilir her altkiimesinin
supremumu (veya buna denk olarak, bos olmayan alttan sinirli sayilabilir her

altkiimesinin infimumu) varsa E ye o-Dedekind tam Riesz uzayi denir.

Onerme 2.2.11 E ve F Riesz uzaylar, F Dedekind tam ise, £, (E,F) Dedekind tam

Riesz uzayidir.
Her S,T € L,(E,F)ve x € E* igin,

SVT(x) =sup{Sy+Tz:y,z€ E* ,y+z=x}



SAT)x)=inf{Sy+Tz:y,z€E*,y+z=x}
esitlikleri saglanir.
Ayrica, L,(E,F) de T, 1 0 olmasi her x € E* icin T,x 1 0 olmasina denktir.
ispat [1], Onerme 1.13

Tanim 2.2.12 E, bir Riesz uzayi ve G, E nin vektor altuzay olsun. Her x,y € G igin

xVy€Gveyax Ay € (G ise G ye E nin Riesz altuzayi denir.

Tanim 2.2.14 E, Riesz uzayi olsun.y € A ve |x| < |y| esitsizligini saglayan her x € E

icin x € A olacak sekilde E nin bir A vektor altuzayi varsa A ya E de bir ideal denir.
Tanim 2.2.15 {x,}, E Riesz uzay! iginde bir ag ve x € E olsun. Her a icin |x, — x| < y,
0

v, 1 0 olacak sekilde {y,} agi varsa x, , x ’e sirali yakinsaktir denir ve x, — x seklinde
gosterilir.

0
B, E Riesz uzayinin altkiimesi ve {x,} € B olsun. x, = x iken x € B oluyorsa, B ye
sirali kapalidir denir. Sirali kapali ideale band denir.

Tanim 2.2.16 E Riesz uzayive e > 0 olsun.

i. Eger e ile Uretilen esas ideal I, , E ye esit, yani her x € E igin |x| < Ae olacak

sekilde A pozitif sayisi varsa e ye sirali birim denir.

ii. Eger e ile Uretilen esas band B, , E ye esit, yani her x € E* icin {x Ane}, Tx

ise e ye zayif sirali birim denir.

iii. Egere ile Uretilen esas ideal I, , e ile Uretilen vektor altuzayina esit, yani

I, = {Ae: 1 € R} ise, e ye ayrik eleman denir.

iv. Eger x,y €[0,e] ve x Ay =0 iken x =0 veya y = 0 oluyorsa e ye atom

denir.

Archimedean Riesz uzayinda pozitif bir 6genin atom olmasi icin gerek ve yeter kosul

ayrik eleman olmasidir [14], Onerme 26.4.

Tanim 2.2.17 E ve F, sirali vektor uzaylari olmak lizere, T: E — F donlisimu verilsin.

Her x = 0 icin T(x) = 0 oluyorsa, T ye pozitif operatér denir.



Tanim 2.2.18 E ve F vektdr uzaylari olmak lzere, T:E — F donlusimi asagidaki

kosullari saglasin.

i. Herx,y €EicinT(x+vy) =T(x) +T(y)

ii. Herx € Evea € K icin T(ax) = aT (x)
Bu durumda T donlisiimiine, lineer operator denir.
Tanim 2.2.19 F bir K cismi Gzerinde vektor uzayi olsun.

II.lI: E = R,x — ||x]|| seklinde taniml doénlsime, asagidaki kosullari saglarsa E

Uzerinde bir norm adi verilir.
i. Herx € Eicin||x|| =0
ii. Herx € Eigin [|x|]] = 0isex =0
iii. Herx € Evea € K igin ||ax|| = |a||[x]]
iv. Herx,y € E igin ||x + y|| < |[x|| + lly]l (G¢gen esitsizligi)

Bu durumda (E, ||.|]) ciftine normlu vektér uzayi denir. Uzerinde norm tanimlanmis

uzaya normlu uzay adi verilir.

Ornek 2.2.20
i. E=Rolsun.x € Rigin ||x|| = |x| tanimiile ||. || R Gzerinde norm belirtir.
ii. E=Colsun.x € Cigin ||x|| = |x| tanimiile ||. || C Gzerinde norm belirtir.

iii. E=Rolsun.x = (x1,x5,...,%X,) € E igin,

1
n 2
x|l = [Zw]
i=1

tanimiile ||. || E Gzerinde normdur.

iv. 1<p<ooiginE =1,olsun.x = (x,) € [, icin,

1
> P
Ixll = [lem]
i=1

tanimiile ||. || E Gzerinde normdur.
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v. X bos olmayan bir kime ve B(X), X Ulzerinde tanimli sinirli reel degerli

fonksiyonlarin vektor uzayi olsun.
f € BX)icin ||fIl = supsex!|f ()| tammiuile ||. || B(X) tzerinde normdur.

Tanim 2.2.21 (E, ||.||) normlu uzay ve (x,,) E de bir dizi olsun. Verilen her € > 0 igin
bir ny, bulundugunda her n,m > n, igin ||x,, — x,,|| < E oluyorsa (x,,) dizisine E de bir

Cauchy dizisi denir.

Tanim 2.2.22 Eger E deki her Cauchy dizisi E deki norma gore yakinsak ise E uzayina
Banach uzayi (Tam uzay) adi verilir. O halde normlu E uzayinin Banach uzayi olmasi igin
gerek ve yeter kosul, x,, € E ve verilen her £ > 0 igin bir ny sayisi vardir dyle ki her
n,m=ng icin ||x, — x|l < E esitsizligi saglandiginda bir x € E ve bir n, sayisi

bulunabilir kin = n; igin ||x,, — x|| < E esitsizliginin saglanmasidir.
Ornek 2.2.23
i. 1 <p < »iginl, uzayl Banach uzayidir.

ii. Sinirh dizilerin uzayi l, , Gzerindeki supremum normuna gére Banach uzayidir.

Yani, x = (x,) € ly igin,

x|l = supy|xx|.

iii. Yakinsak dizilerin uzayi c, lGzerinde tanimlanan supremum normuna goére

Banach uzayidir. Yani, x = (x,,) € cigin,

x|l = supy|xx|.

Tanim 2.2.24 E ve F, normlu uzaylar ve T: E — F lineer operator olsun. T nin normu
Tl = supjx<1ITx]l = supjx=1ITx]l ile tanimlanir. Eger ||T|| < oo ise T ye sinirl

operator denir.
Ornek 2.2.25
i Tile = Lo, T(xq,x5,...) = (X1 + X3, %1 + X3, ...) ile tammli T operatori lineer

ve sinirlidir.

i. T:C[0,1]>R,T(f) = folf(x) dx tanimiyla T sinirli lineer operatdrdur.
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i. £E={p | p: R - Rpolinom} uzay: veriliyor. T:E > R, T(p) =p(t) , t €R

tanimiyla T lineer operatordiir.

Tanim 2.2.26 E bir vektor uzayr ve K reel veya kompleks sayilarin cismi olsun.

f:E = K lineer operatoriine lineer fonksiyonel denir.

Tanim 2.2.27 f: E — R lineer fonksiyonel olsun. f, E nin sirali sinirli altuzaylarini, R nin

sinirl altuzaylarina orterek esliyorsa f ye sirali sinirli fonksiyonel denir.
Tanim 2.2.28 F bir Riesz uzayi olsun.

i. E Uzerindeki tim siral sinirli lineer fonksiyonellerin vektér uzayina E nin sirali

duali denir ve E™ ile gosterilir.

ii. E Gzerindeki siral siirekli lineer fonksiyonellerin vektor uzayi E;, ile gosterilir.

E; E uzerinde banddir. E;; bandina, E nin sirali stirekli duali denir.

iii. E bir Riesz uzayi ise E nin sirali duali olan E~ de Riesz uzayidir. E~ (zerindeki
tim sirah sinirli lineer fonksiyonellerin Riesz uzayina E nin ikinci sirali duali denir ve

E~" ile gosterilir. E~~, E™ nin sirali dualidir.
Tanim 2.2.29 F ve F, Riesz uzaylarive T: E — F bir operatoér olsun.
0 0
i. Eger E de x, — 0 iken F de Tx, — 0 oluyorsa T ye sirali siirekli operator denir.
0 0
ii. Eger E de x,, = 0 iken F de Tx,, = 0 oluyorsa T ye dizisel sirali sirekli operatér
denir.
L,(E,F)={T € L,(E,F) : T sirali stirekli}
L.(E,F)={T € L,(E,F) : T dizisel sirali stirekli}

olarak tanimlanir. £,(E,F) ve L.(E,F) , L,(E,F) nin vektér altuzaylaridir. Ustelik
L,(E,F) € L.(E,F) dir. F Dedekind tam oldugunda L,,(E,F) ve L.(E,F) , L,(E,F)
icinde banddir [1], Onerme 4.4.

E ve F Riesz uzaylari ve F Dedekind tam olsun. T € L, (E,F) i¢in T nin sifir ideali
Ny :={x € E : |T||x| = 0} olarak tanimlanir. Gergekten N , E de idealdir.

Tanim 2.2.30 E Riesz uzayi, {x,} dizisi ve x € E verilsin.
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i. u€E* olmak tzere, her £> 0 icin N <n,m iken |x, — x,,| < Eu olacak

sekilde N dogal sayisi bulunabilirse, {x,,} dizisine u-duizgiin Cauchy dizisi denir.

i. v €E*olmaklzere, her € > 0icin N < n iken |x,, — x| < Ev olacak sekilde N

dogal sayisi bulunabilirse, {x,,} dizisine x 'e v-diizgiin yakinsaktir denir.

iii. E nin, bir u € ET i¢in u-diizgiin Cauchy (u-diizgiin yakinsak) dizisine, yerel

diizglin Cauchy (yerel diizglin yakinsak) dizisi denir.

iv. E Riesz uzayinda her yerel diizglin Cauchy dizisi yerel diizgiin yakinsak oluyorsa,

E ye yerel diizglin tam denir.
Tanim 2.2.31 E Riesz uzayi, {x,,} dizisive 0 < v € X verilsin.

i. Eger her £ > 0 reel sayisi icin bir ng dogal sayisi vardir ki her n > ng igin
|x,, — x| < Ev oluyorsa X’deki {x,},5( dizisine, x € X 'e (v)-relatif dlizgin yakinsaktir

denir ve x,, = x(v) seklinde gosterilir.

ii. Eger 0 <ve€X igin x,, » x(v) ise bu takdirde {x,},so dizisine x’e (relatif)

dizgun yakinsaktir denir. Bu ise x,, — x(r.u) seklinde gosterilir.

iii. X 'de her relatif dlizglin Cauchy dizisi bir tek limite sahipse, X’e relatif dizgin

tamdir denir.
X Archimedean ise relatif diizglin limitler tektir.

iv. Her duzgun sinirl (x,)7° € X7 dizisi igin sup{>;j=, x; : n € N} mevcut ise X 'e

diizgiin tamdir denir.

2.3 f-Cebirleri ve Ortomorfizmalar

Tanim 2.3.1 B, E Riesz uzayinda band olmak lizere E = B @ B? ise B ye projeksiyon
band denir. E Riesz uzayinin her x dgesiyle liretilen esas band, projeksiyon band ise E

ye esas projeksiyon 6zelligine sahiptir denir.

Tanim 2.3.2 E ve F Riesz uzaylari, T:E — F operatér olsun. Her x,y € E igin

T(xVy)=TxVTyoluyorsa T ye Riesz homomorfizmasi denir.

T:E — F birebir ve orten operatér olsun. T nin Riesz homomorfizmasi olmasi igin

gerek ve yeter kosul T ve T~ in pozitif operatdr olmasidir [1], Onerme 7.3.
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Tanim 2.3.3 E ve F Riesz uzaylan, T: E — F operatér olsun. T pozitif operatér ve her

x € ET icin T[0,x] = [0, Tx] oluyorsa T ye aralik koruyan operatér denir.

Tanim 2.3.4 E, Riesz uzayl ve T : E - E operator olsun. E nin her B bandi igin

T(B) < B oluyorsa T ye band koruyan operatér denir.

Band koruyan, sirali sinirli  operatére ortomorfizma denir. E nin bitin

ortomorfizmalarinin kiimesi Orth(E) ile gosterilir.

E, Archimedean Riesz uzayi olsun. T € L, (E) iken T € Orth(E) olmasi icin gerek ve

yeter kosul, x L y iken Tx L y olmasidir [1], Onerme 8.2.

L, (E) iginde birim operatér ile dretilen esas ideale E nin merkezi denir ve Z(E) ile

gosterilir. Buna gore, Z(E) = {S € L,(E) : —Al < S < AM}ve Z(E) < Orth(E) dir.

Onerme 2.3.5 E, Archimedean Riesz uzayi ise Orth(E) de Archimedean Riesz uzayidir.

S,T € Orth(E) veherx € Eticin, (SVT)(x) =SxVTxve (SAT)(x) = Sx ATx dir.
ispat [1], Onerme 8.9.

Onerme 2.3.6 Archimedean Riesz uzayi lizerinde her ortomorfizma sirali siireklidir.
ispat [1], Onerme 8.10.

Onerme 2.3.7 E Dedekind tam Riesz uzayl ve B, , birim ile dretilen band ise

B, = Orth(E) dir.
ispat [1], Onerme 8.11.

Onerme 2.3.8 G, E Dedekind tam Riesz uzayinin altuzayi ve T : G — E operatérii her
x €GY icin 0 < Tx < x esitsizligini saglasin. Bu takdirde T, E uzerinde bir pozitif

ortomorfizmaya genisler.

Ozel olarak, E Dedekind tam, x € E* ve 0 < |y| < xise —1 <T <1, Tx = y olacak

sekilde T = Orth(E) vardir.
ispat [1], Onerme 8.15

Onerme 2.3.9 E ve F Riesz uzaylari, F Dedekind tam ve T : E — F pozitif operator

olsun. Asagidakiler denktir:

i. T Riesz homomorfizmasidir.
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ii. HerS:E->F,0<S<TicinnT =S5, 0<m <] olacak sekilde m € Orth(F)

vardir.
ispat [1], Onerme 8.16

Tanim 2.3.10 E Riesz uzay! birlesmeli cebir olsun. Eger her x,y € ET icin xy € E*

saglaniyorsa, E ye Riesz cebiri denir.
Ornek 2.3.11

i. L Dedekind tam Riesz uzayindaki tiim sirali sinirli operatérler cebiri L, (L), Riesz

cebiridir.

ii. X topolojik uzay Gzerindeki tiim reel degerli fonksiyonlarin uzayi C(X), Riesz

cebiridir.

Tanim 2.3.12 E, Riesz cebiri olsun. Eger her z € E* icin, x Ay = 0 oldugunda,
xzANy =2zx ANy =0 oluyorsa E ye f-cebiri denir. Archimedean 0zelligini saglayan

f-cebirine Archimedean f-cebiri denir.
Ornek 2.3.13
i. X Uzerindeki tim surekli reel fonksiyonlarin cebiri C(X), f-cebiridir.

ii. X Uzerindeki tim sinirli siirekli reel fonksiyonlarin olusturdugu Riesz uzayi

Cp(X), f-cebiridir.

iii. Bostan farkh bir X kiimesi izerinde tim reel fonksiyonlarin olusturdugu Riesz

uzayl Ry , f-cebiridir.

iv. Bostan farkli X kimesi Uzerinde tim sinirli reel degerli fonksiyonlarin

olusturdugu Riesz uzayi ., (X), f-cebiridir.

Onerme 2.3.14 E, Archimedean Riesz uzayi olsun. Orth(E) bileske islemine gore
birimli f-cebiridir.

ispat [21], Onerme 140.9.

Her Archimedean f-cebiri degismelidir [21], Onerme 140.10.
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Onerme 2.3.15 E, birimli Arsimedyan f-cebiri olsun. Eger m € Orth(E) ise her x € E
icin m(x) = px olacak sekilde p € E vardir. Tersine, her p € E i¢cin m: E > E, x - px

ile tanimlanirsa ™ € Orth(E) dir.

7 nin pozitif ortomorfizma olmasi icin gerek ve yeter kosul 7 ile uyusan p elemaninin

pozitif olmasidir.

m € Z(E) olmasi igin gerek ve yeter kosul E iginde birim ile Uretilen ideal I, olmak

uzere, p € I, dir.
ispat [21], Onerme 141.1.
Onerme 2.3.16 E, f-cebiri olsun. Asagidaki 6zellikler saglanr.
i. Her x,y €E icin |xy| = |x||ly|l dir. Ustelik, (xy)* =xTyT+x"y~ ve
(xy)" =x*y~ +x"y*dr.
i. Her x,y,z€E igin x Ly ise xz Ly ve zx Ly dir. Boylece, E deki dik

timleyen, iki tarafli halka idealidir.
iii. Eger E iginde x L yise xy = 0 dir. Ozellikle, x*x~™ = x~x* = 0 du.
iv. Herx € Eicinx? >0vexxt =xtx = (x*)?2>0dr.

ispat [21], Onerme 142.1.

E, birimli Archimedean f-cebiri ise e = e2 > 0 oldugundan birim pozitif elemandir.

Ustelik, x Ae = 0ise x = x Ax = ex A x = 0 oldugundan e, E nin zayif sirali birimidir.
Tanim 2.3.17 E, Riesz cebiri olsun.

i. n bir dogal sayi olmak lizere, E icinde x™ = 0 iken x = 0 oluyorsa E ye

yariasaldir denir.
ii. I, E nin vektor altuzay! ve iki tarafli halka ideali ise I ya r-ideal denir.
E Riesz cebirinin yariasal olmasi icin gerek ve yeter kosul x? = 0 iken x = 0 olmasidir.

E, yariasal f-cebiri olsun. O halde, x L y olmasi icin gerek ve yeter kosul xy =0

olmasidir [21], Onerme 142.3.

E, birimli Archimedean f-cebiri ise E yariasaldir [21], Onerme 142.5.
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E, Archimedean yariasal f-cebiri ve x,y € E*,x? < yx ise x <y dir [22], Onénerme

12.3.

Onerme 2.3.18 E, Archimedean Riesz uzayi ve e > 0 olsun. O halde, birimi e olacak

sekilde E yi birimli f-cebiri yapan en fazla bir carpma vardir.
ispat [1], Onerme 8.23.

E ve F Archimedean yariasal f-cebirleri ve T : E — F cebir homomorfizmasi ise T
dikligi korur, yani E de x L y iken F de Tx L Ty dir. Pozitif, dikligi koruyan operatorler
Riesz homomorfizmasi oldugu igin T : E = F cebir homomorfizmasinin, Riesz

homomorfizmasi olmasi igin gerek ve yeter kosul T nin pozitif olmasidir.

Onerme 2.3.19 E ve F Archimedean yariasal f-cebirleri ve E yerel diizgiin tam olsun.

O halde, T : E — F cebir homomorfizmasi ise T Riesz homomorfizmasidir.
ispat [23], Onerme 5.1.

Onerme 2.3.20 E ve F birimli Archimedean f-cebirleri, E nin birimi e ve F nin birimi
e’ olsun. T : E — F pozitif operator ve T(e) = e’ olsun. T nin cebir homomorfizmasi

olmasi icin gerek ve yeter kosul, T nin Riesz homomorfizmasi olmasidir.
Ispat [23], Sonug 5.5.

Onerme 2.3.21 X herhangi bir topolojik uzay ve L, C(X) in yerel diizgiin kapal alt
cebiri olsun. O halde L, C(X) in altuzayidir.

ispat [23], Onerme 6.3.
Ornek 2.3.22

i. C(R), Archimedean f-cebiridir. C(R) iginde g(x) = x fonksiyonu ile Gretilen
ideal I olsun. Yani, I = {f € C(R):0 < |f] < Alg|} olsun. g2 & I dir. Boylece I, C(R)
icinde cebir degil, dolayisiyla r-ideal degildir.

ii. C[0,1] icinde her x € [0,1] igin g(x) =x olsun. R={f.g:f € C[0,1]} ile
tanimlanirsa R, C[0,1] icinde r-idealdir. Eger 0 < x <1 icin h(x) =x|sin%| ve

h(0) = 0ise 0 < h < g olmasina karsin h & R dir. Boylece R ideal degildir. Bu durum,

n(g) = h olacak sekilde bir m € Ort(C[0,1]) bulunamadigini gosterir. Bu ise,
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C[0,1] in, daha sonra tanimlanacak olan, zengin merkeze sahip olma ozelligini

saglamadigini gosterir.

Onerme 2.3.23 E, birimli Archimedean f-cebiri olsun. Asagidakiler denktir:
i. FE deherr-ideal, idealdir.
i. Ede0<u<wvisewv =uolacaksekildew € E* vardir.

ispat [22], Onerme 17.5.

Onerme 2.3.24 E birimli Archimedean f-cebiri olsun. Asagidakiler denktir:
i. E de herideal, r-idealdir.
ii. E nin birimi sirali birimdir.

Ispat [22], G6zlem 17.18

Onerme 2.3.25 E Dedekind tam Riesz uzayive 0 < ¥ < @, ® € E;; olsun. ¥ = &m,

olacak sekilde E Uzerinde m, pozitif ortomorfizmasi vardir.
ispat [21], Onerme 145.12

Tanim 2.3.26 A bir Archimedean f-cebiri ve E Archimedean Riesz uzayi olsun. E ye,

asagidaki kosullari saglarsa A Gzerinde bir sol f-modiludir denir.

i. AxE - E,(a,f) = a.f carpimina gore E, A Uzerinde bir sol modildir. Yani

hera,b € A, f,g € Evel € R igin,
(a+b).f = a.f+b.f
a(f+g) =af+ag
a.(b.f) = (ab).f
a.(Af) = (Aa).f = A(a.f)
i. 0<a€Ave0 < f € Eoldugunda, a.f = 0
ii. Hera € AiginEdef L gisea.f 1 g

Sag f-modiliinin tanimi da benzer sekildedir.
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2.4 Riesz Cebirlerinin ikinci Sirali Duali

Bu kisimda, Riesz cebirlerinin ve 6zel olarak f-cebirlerinin ikinci sirali dualinde Arens

carpiminin davranisindan bahsedilecektir.

Birlesmeli, ancak degismeli olmayan herhangi bir A cebiri igin, A nin ikinci cebirsel duali
olan A™ nde bir carpim tanimlanabilir [24]. “Arens carpimi” adi verilen bu carpim (g

adimdan olusur:
1) A*xXA- A
(f,a) » f.a:(f.a)(b) =f(ab),f € A*vea,b €A,
2) A" X A" - A"
(F,f)=T.f:(F.f)(a)=F(f.a) , FEA™, f € A"vea € 4,

(F,G) > F.G:(F.G)(f) =F(G.f),F,GEA™vef EA".

Bu donislimlere gore asagidaki 6zdeslikler saglanir:

(f-a)(b) = f.(ab)

(F.f)(@ =F.(f.a)

(F.G)(f) =F.(G.f).
Her F,G,H € A" icin (F.G).H = F.(G.H) oldugu gorilir. Bu ise, 3) ile tanimli Arens
garpiminin birlesmeli cebir oldugunu gosterir. Ancak, degismeli cebir degildir. A da ilk
carpim degismeli olsa bile A*™ deki Arens carpiminin da degismeli olmasi gerekir.
A™ nin A ya kanonik olarak gomilmesi ile, A** ndeki Arens carpimi A ya genisletilerek
bu gergeklestirilir. Simdi, 0: A - A™ kanonik gommesine iliskin bazi o6zelliklerden
bahsedilecektir (Bundan boyle, her a € A icin o(a) ifadesi a’’ ile gosterilecektir. Yani,
her f € A" igin a’' (f) = f(a) olacaktir.):

i. Eger A, e birim elemanina sahip ise a(e) = e'’, A*™ nin ¢arpimsal birimidir. Bu

iliskiyi soyle belirtelim: Eger A™* bir E birim elemanina sahipse, bu durumda her f € A*

icin E.f = f olur.
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ii. Eger A degismeliise, hera € Ave f € A" igin a”. f = f.a olur. Gergekten, her

beA igin (a".f)(b)=a"(f.b) =(f.b)(a) = f(ba) = f(ab) = (f.a)(b) elde

edilir.

A, Riesz cebiri olsun. Simgesel kolaylik icin A nin sirali duali A’, ikinci sirali duali ise A"
ile, A" deki tum sirali sirekli lineer fonksiyonellerin A" deki bandi ise (4");,, ile
gosterilecektir. Simdi, sonraki bélimlerde kullanilacak olan énemli tanim ve 6zellikler

verilecektir.

Tanim 2.4.1 E, Archimedean Riesz uzayi olsun. E den bir Archimedean Riesz uzayinda

her pozitif lineer donlsim sirali siirekli ise, E ye sirah stireklilik 6zelligine sahiptir denir.

Onerme 2.4.2 Birimi e olan her A Archimedean f-cebiri icin, A’ sirali duali sirali

sureklilik 6zelligine sahiptir.
ispat [25], Teorem 3.3
Onerme 2.4.3 Her Archimedean birimsel f-cebiri icin A"’=(A");, dir [25], Sonug 3.4.

Onerme 2.4.4 A, Riesz cebiri olsun. Eger F,G € A" ise, bu takdirde F.G € A” ve
|F.G| < |F|.|G]| dir. Yani, A" ikinci sirali duali Arens carpimina gore Riesz cebiridir.

Ayni durum, (A");, igin de gegerlidir.
Ispat [25], Teorem 4.1

Onerme 2.4.5 Ayiran duale sahip her Archimedean birimsel f-cebiri icin, A" Arens

carpimina goére f-cebiridir [25], Sonug 4.5.

2.5 Banach Latisleri

Bu tez ¢alismasi boyunca, E Riesz uzayinin sirali duali E™ nin, E nin noktalarini ayirdigi

kabul edilmistir.

Tanim 2.5.1 p, E Riesz uzayl Uzerinde yarinorm olmak uzere |x| < |y| iken
p(x) < p(y) oluyorsa p ye Riesz yarinormu, ek olarak p norm ise p ye Riesz normu
denir ve bu durumda (E, ||. ||) uzayina normlu Riesz uzayi denir. Norma goére tam olan,

normlu Riesz uzayina Banach latisi denir.
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Tanim 2.5.2 Eger her x,y € X7 icin [|[x V y|| = max{||x]|, |[v]|} ise, X Gzerindeki ||. ||

latis normuna M-norm adi verilir.
Tanim 2.5.3 E Banach latisi Gzerindeki norm M-norm ise, E ye AM-uzay denir.

Onerme 2.5.4 E Riesz uzay! yerel diizgiin tam ve x € E olsun. x ile E iginde iretilen
ideal I, , her y €I, igin [|ylle =inf{fA>0: |yl <Alx|} normuna goére birimli

AM-uzayidir. I, izerindeki bu norma sirali birim norm denir.

Ozellikle, her Banach 6rgiisii yerel diizgiin tam oldugundan, E Banach 6rgisi, x € E

icin I, birimli AM-uzayidir.
ispat [26], Onerme 1.2.13 ve [1], Onerme 12.20

Bir Riesz uzayini Banach latisi yapan butin normlar denktir [1], Sonug 12.4. Boylece E
Banach latisi sirali birime sahipse, tekrar normlandirilarak AM-uzayi olur. Baska bir
deyisle bir Banach latisinin birimli AM-uzay! olmasi, Gzerindeki normun sirali birim

norm oldugunu gosterir.

Onerme 2.5.5 E bir Banach latisi olsun. E nin birimli AM-uzayi olmasi icin gerek ve
yeter kosul bir tek (homeomorfik olarak) K kompakt Hausdorff icin C(K) uzayina Riesz

izometrik olmasidir.

Ozel olarak, E nin AM-uzayi olmasi icin gerek ve yeter kosul C(K) nin kapal bir

altuzayina Riesz izometrik olmasidir.
ispat [1], Onerme 12.28

E, birim elemani e olan AM-uzayi olsun. Onerme 2.3.18’den, birimi e olacak sekilde
E vyi birimli f-cebiri yapan en fazla bir carpma vardir. Diger taraftan, Onerme 2.5.5’ten
bir tek kompakt Hausdorff uzayr K ve bdylece m: E —» C(K), m(e) = 1 olacak sekilde
7 Orten, Riesz izometrisi vardir (Burada 1, K Uzerindeki sabit bir fonksiyonu). C(K),
birimi 1 olan f-cebiri oldugundan E de xy = n‘l(rr(x)n(y)) ile tanimli carpmaya gore

carpimsal birimi e olan f-cebiridir.

Boylece E, birimli AM-uzayi, birimi e ise ¢arpimsal birimi e olan f-cebiri yapisina
sahiptir ve her x € E igin E Uzerinde, M(x) = xy ile ¢arpim operat6ri tanimlanir.

Ustelik M, E nin ortomorfizmasidir.
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Boylece E Banach latisi, x € E igin I, sirali birim norma gore birimi |x| olan AM-uzayi
oldugundan, I, bol miktarda carpim operatoriine sahiptir. Baska bir deyisle, her

Banach latisi asagidaki yerel davranisa sahiptir:
Her esas ideal lzerinde bol miktarda ¢arpim operatéri vardir.

Onerme 2.5.6 E Banach latisi, 0 <u € E ve T: I, > I, carpim operatérii olsun.

Asagidakiler saglanir:
i. Eile I, Gzerine indirgenen norma gore T sireklidir.

ii. Eger E o-Dedekind tam ise, T E Uizerinde bir ortomorfizmaya genisler. T

pozitifken genisleme de pozitiftir.
ispat [1], Ondnerme 15.6.
Tanim 2.5.7

i. E, Riesz uzayl olmak tizere her x € E* i¢in 0 < y < x iken m(x) =y olacak

sekilde m € Z(E)™ varsa, E ye zengin merkeze sahiptir denir.
Eger gerekirse, m A I operatori ile calisilarak 0 < 7w < I oldugu kabul edilir.

ii. E Riesz uzayl olmak ilzere her x € ET icin x ile Uretilen ideal Z(E)x in
o(E,E™) kapanisinin altkiimesi ise E ye topolojik dolu merkeze sahiptir denir. Yani, her
x€EY,0<y<xiginmyx - y(a(E,EN)) olacak sekilde Z(E) iginde {m,} agi vardir.
Eger her x € EY, 0 < y < x igin mox — y(U(E,E~)) olacak sekilde [0, I] icinde {m,}
agi varsa, E ye kuvvetli topolojik dolu merkeze sahiptir denir.

iii. I, E Riesz uzay! iginde ideal olsun. Her m, € Z(I) igin T € Z(E) olacak sekilde

genislemesi varsa I ya Z(E)-genisleme 6zelligine sahiptir denir.

iv. E Banach latisi ve I, E iginde ideal olsun. Her my € Z(I) igin m,(x) = my(x)
(her x €1 icin) olacak sekilde Z(E) icinde {m,} dizisi varsa I ya Z(E)-yaklasik

genisleme 6zelligine sahiptir denir.
v. E normlu Riesz uzayl, 0 < u € E olsun. u ile Uretilen sirali ideal, E icinde norm

1
yogunsa, u ya E nin 2 -sinirl ic noktasi denir.

E zengin merkeze sahipken, topolojik dolu merkeze sahiptir.
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E Banach latisi iken, E nin o-Dedekind tam olmasi igin gerek ve yeter kosul E nin esas

projeksiyon ézelligine sahip olmasidir [24], Onerme 1.2.20.

E o-Dedekind tam Riesz uzayi ise zengin merkeze sahiptir [22], Onerme 19.4.
1
E Banach latisi > -sinirli i¢ noktaya sahip ise topolojik dolu merkeze sahiptir.

E Banach latisi iken E~ = E’ oldugundan her x € E* icin Z(E)x konveks kiimesinin
norm kapanisi ile o(E, E™) kapanisi aynidir. Boylece E topolojik dolu merkeze sahip
Banach latisi ise, her x € E*, 0 < y < x i¢in m,x = y (norma gore) olacak sekilde
Z(E) icinde {m,} dizisi vardir ve latis operasyonlarinin sirekliliginden, eger gerekirse,

0 < m, < I olarak alinabilir.

E Banach latisi iken, bu bilgileri asagidaki bicimde verebiliriz:

Dedekind tam
o-Dedekind tam

Zengin merkeze sahip

U

1
Birimli AM-uzayr = 2 -sinirli i¢ noktaya sahip = Topolojik dolu merkeze sahip

Ornek 2.5.8

i. E, [0,1] Gzerinde surekli, sonlu kirik dogrular bigcimindeki fonksiyonlarin Riesz
uzay! olsun. E, C[0,1] in altlatisidir. Her 0 < f € C[0,1] icin f < e olacak sekilde
e € E vardir. E uzerindeki her pozitif fonksiyonel C[0,1] Gzerinde pozitif fonksiyonele
genisletilebilir [21], Onerme 83.15. Bdylece E~ = C[0,1]~. Ancak Z(E) = {AI: A € R}
oldugundan E topolojik dolu merkeze sahip degildir. Gergekten, T € Z(E) ve f € E
olsun. x € [0,1] igin f, = f — f(x)1. Ustelik |Tf,| < Af, olacak sekilde A pozitif sayisi
vardir. f,(x) =0 oldugundan |Tf,|(x) =0 dir. Boylece her x €[0,1] igin
(THx) = (T (x)f(x) dir. T1, [0,1] Gzerinde sabit fonksiyondur. Eger T1 sabit
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fonksiyon degilse, bir acik aralikta T(T1)(x) = (ax + b)? dir. Bdylece bir acik aralikta
T(T1)(x) = a®?x? + 2abx + b? dir. Bu, T(T1) in E de olmasiyla celisir. Boylece,
(Tf)(x) = (T1)(x)f(x) oldugundan a; = T1 olmak Gzere Tf = arf dir.

ii. C[0,1] topolojik dolu merkeze sahip olmasina ragmen zengin merkeze sahip

degildir. Bu durum Ornek 2.3.22 (ii)’de gosterilmistir.
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BOLUM 3

f-CEBIRLERININ SIRALI DUALINDE OPERATORLER

A, f-cebiri olsun. A nin sirali duali A, ikinci sirali duali A” olsun. A nin ayni zamanda
f-cebiri olan ikinci sirali duali A" Gzerinde bir garpim tanimlanabilir. Bu ¢arpim dort

adimdan olusur [27]:

1) AxA—> A
(a,b) > a.b,a,b €A,

2) AxA > A
(a,f) = f.a:(f.a)(b)=f(ab),a,beE A fEA
3) A" xA' > A’
(F,f)-»T.f:(F.f)(a)=F(f.a),a€ A feA,FeA"
4) A"xA" A"
(F,G) - F.G: (F.G)(f) =F(G.f) ,f €A, F,GEA"

A, ayiran sirali duale sahip f-cebiri ve f € A" olsun. Her F € A" icin Te(F) =F.f
seklinde tanimlanan Ty : A" — A" dénlsimini gbz énlne alalim. Her f € A’ icin
Ve(f) = F.f olmak Uzere, her F € A" igin V(F) = Vg ile tanmh V : A" - Orth(A")

doénisimd lineer, pozitif, cebir ve Riesz homomorfizmasidir.
Teorem3.1 0 < f € A’ igin T¢ aralik koruyan latis homomorfizmasidir.
ispat T pozitiftir. Simdi sirasiyla asagidakiler gésterilmelidir.

i) T¢ lineer dontsumdr.

ii) T¢ latis homomorfizmasidir.
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i) Tp: A" > A
T((F)=F.f for FEA", f€EA.

Tf lineer dontisimdir.
a) Tr(F + G) = Tf(F) + T;(G). Bunu géstermek icin, her x € A igin
T (F + G)x = (T;(F))x + (T;(G))x oldugunu géstermek gerekir.
Tr(F+G)x = ((F+G).f)x
=(F+6)(f.x
= F(f.x) + G(f.x)
=(F.f).x+(G.f).x
= (T;(F))x + (T; (6))x.
b) Tr(aF) = a(T¢(F)). Bunu ispatlamak iin, her x € A igin
(Tr(aF))x = a(T;(F))x esitliginin saglandigi gésterilmelidir.
(Tr(aF))x = ((aF).f)x
= (aF)(f.x)
= (aF.f)(x)
= a(F.f).x
= a(Ts(F))x.
Dolayisiyla, T} bir lineer dontisumdr.
ii) V:A" - Orth(A") déniisiimii latis homomorfizmasi ve her F, G € A" igin
Ve, Vg € Orth(A") oldugundan,
Tr(FVG)=(FVG).f
= Vive (f)
=(VEFEVO)N
= (VA VV®)()

=WVFED) VWG
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=F.fVG.f
O halde, Tf latis homomorfizmadir.

Sonug 3.2 f € A" ve F € A" olsun. Bu durumda |F.f| = |F|.|f]| olur. Ayrica, eger
A'ndef L giseherF,G € A" igcin F.f L G. g saglanir.

ispat f € A" olsun. f yi f = f* — f~ seklinde bilesenlerine ayirallm. f* A f~ =0 ve
Ve € Orth(A") oldugundan Vi (f*) L Vg(f~) olur. Teorem 3.1'den ve |f| = f* + f~
ve = f* — f~ formilleri kullanilarak |F. f| = |F|.|f]| esitligi elde edilir.

A" nde f L g olsun. O halde her |F.f|A|G.g| =0 esitligi elde edilir ki bu da
F,Ge A" iginF.f L G.g oldugu anlamina gelir.

A" nin Ty altindaki gorintist R(f) = {F.f : F € A"} olsun.

Sonug 3.3 A, f-cebiri ve f € A’ ise, R(f) = R(|f]) ifadesi saglanir. Ustelik, R(f),

A’ nde bir sirali idealdir.

Ispat Tis aralik koruyan latis homomorfizmasi oldugundan R(|f]), A" nde bir sirali
idealdir. Sonug¢ 3.2’den R(f) S R(|f|) oldugu sonucuna varilir. Ayni zamanda
R(f]) € R(f) oldugundan sonug saglanir.

Yardimci Teorem 3.4 A, carpanlara ayrilma Ozelligine sahip bir f-cebiri ve f € A’

olsun. Egerher x € Aiigcin f.x = Qise, f = 0 dur.

Ispat A, carpanlara ayrilma 6zelligine sahip oldugundan her a € A* icin a = xy olacak
sekilde x, y € A mevcuttur. Carpanlara ayrilma 6zelliginin tanimindan f = 0 esitliginin

saglandigi goralir.

Teorem 3.5 A, carpanlara ayrilma 6zelligine sahip f-cebiri olsun. Eger f,g € A’ ise,

f L g olmasiigin gerek ve yeter kosul R(f) L R(g) olmasidir.

ispat A" nde f L g olsun. Sonug 3.2’den her F,G € A” igin F.f L G.g dir. Bu da
R(f) L R(g) oldugunu ifade eder.

Tersine, eger R(f) ve R(g) ayrik iseler, her F € (A")* i¢in

F.(fInlgh =0
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esitligi elde edilir. Ozel olarak, her x € Aicin x"' € A" kanonik tasviri
x".(IfIAlgh =UfIAlgh.x=0
esitligini saglar.

A, f-cebiri ve T € L,(A") olsun. Eger her f € A" igin R(Tf) S R(f) ise A" nin tum

f-ortomorfizmalarinin koleksiyonu Orth (A',A’; A"") ile gosterilecektir.

Bir sonraki sonug, f-ortomorfizmalari ve c¢arpanlara ayirma o0zelligine sahip f-
cebirlerinin sirali dualinin ortomorfizmalari arasindaki iliski ile ilgilidir. Orth(4"),

L, (A") nde bir banddir [28].

Teorem 3.6 A, f-cebiri olsun. O halde Orth(A’,A"; A""), L, (A") nin lineer altuzayidir ve
Orth(A") < Orth(A',A"; A")

dir. Ayrica, eger A carpanlara ayrilma ozelligine sahip ise
Orth(A’,A"; A") = Orth(A")

olur.

ispat  Orth(A',A’;A"), Lp(A") nin lineer altuzayidir. Ayni  zamanda
Orth(A") € Orth(A',A'; A")

kapsamasi vardir.

A, ayiran sirali duale sahip f-cebirive T € L,(A") olsun. Eger her f € A" ve G € A" igin
T(G.f) =G.(T(f)) ise T'ye A" ye gore f-lineerdir denir. A" tzerindeki tim f-lineer
operatorlerin kimesini L, (A',A"; A"") ile gosterecegiz. L, (A',A"; A"), L,(A") nde bir
banddir [28].

Teorem 3.7 A, ayiran sirali duale sahip f-cebiri olsun. O halde,
Orth(A") € L,(A",A"; A")
saglanir.

Asagidaki sonug icin, sirali sinirli bir operatorin sirali adjointinin sirali stirekli oldugu

kullanilacaktir.
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Yardimci Teorem 3.8 T € L,(A’,A"; A”) olsun. Bu durumda, T nin T' adjointi, her
FeA" ve feA iginT'(F).f = F.T(f) esitligini saglar. Ote yandan, her F,G € A"
icinG.T'(F) =T'(G.F) dir.

ispat T € L,(A',A’; A"") ve A" degismeli f-cebiri oldugundan, her F € A", f € A’ ve
x€A icin (T'(F).flx) = (F.T(f))(x) esitligi  elde  edilir.  Boylece,
T'(F).f = F.T(f) olur. F,G € A" olsun. Buradan da, G.T'(F) =T'(G.F) oldugu

gorilir.
Teorem 3.9 L,(A',A’;A") € Orth(A’,A"; A") dir.
Teorem 3.6, Teorem 3.7 ve Teorem 3.9’un birlestirilmesiyle asagidaki sonug elde edilir:
Sonug 3.10 Her A f-cebiri igin
Orth(A’) € L,(A",A"; A") € Orth(A',A"; A")
dir. Ozel olarak, A faktorizasyon 6zelligine sahipse, o halde
Orth(A") = L,(A",A"; A"") = Orth(A',A"; A")

olur.

29



BOLUM 4

f-MODULLERININ SIRALI DUALI iLE iLGiLi BAZI OZELLIKLER

A, birimsel f-cebiri olmak tizere A nin sirali duali A’, ikinci sirali duali A" olsun. L Riesz
uzayi olsun. Eger L, A Gzerinde f-moduli ve L nin sirali duali L', ikinci sirali duali L”

ise, asagidaki donlsimler tanimlanabilir:
1) LXL - A
6, f)=xf:(x.f)la) =f(a.x),x€EL,feEL,a€A,
2) A" XL > L'
(F,f)=T.f:(F.f)(x)=F(f.x),xeL,fel,FeA",
3) AII X LII N LII
(F.f)-F.f:(FH)=FfF.f,feLl,FeEA fel"
A nin ayni zamanda f-cebiri olan ikinci sirali duali A” Uzerinde 3) doénlsumiinde
verildigi sekilde bir carpim tanimlanabilir. A, ayiran duale sahip birimsel f-cebiri, L, A
tzerinde f-modiild, f € L' ve F € A” olsun. Her F € A” icin Tp(F) = F.f seklinde
tammh Tp: A” - L' dénisimi verilsin. Her f € L' icin Vp(f) = F.f kosulunu
saglayan her F € A" igin V(F) =V seklinde tanmimlanan V :A" - Orth(L")

doénisimi lineer, pozitif, cebir ve Riesz homomorfizmasidir. Dolayisiyla, asagidaki

teorem verilebilir.

Teorem 4.1 L, f-cebiri Gzerinde bir f-moduli ve 0 < f € L' olsun. Her F € A" igin
Te(F) =F.f seklinde tanimh T;: A" - L' dénGsimi aralik koruyan latis
homomorfizmasidir.

ispat T pozitiftir. Simdi sirasiyla agagidakileri ispatlayalim.
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i. Tr lineer donlglimdr.

ii. Tf latis homomorfizmasidir.

i Tp:A" > L
T/(F)=F.f for FEA", feL.
Ty lineer donusumdar.
1) Tr(F + G) = T¢(F) + T¢(G). Bunu gbstermek icin her x € L igin
Te(F + G)x = (Tf(F))x + (Tf(G))x oldugu gosterilmelidir.
Tr(F+G)x=((F+G).f)x
=(F+G)(f.x)
=F(f.x)+G(f.x)
=(F.fx+(G.f).x
= (T;(F))x + (T (6))x.
2) Tp(aF) = a(Tf(F)). Bunu ispatlamak igin her x € L igin
(Tf(aF))x = a(Tf(F))x esitliginin saglandigi gosterilmelidir.
(Tf(aF))x = ((aF).f)x
= (aF)(f.x)
= (aF.f)(x)
=a(F.f).x
= a(Ts(F))x.
Dolayisiyla, T bir lineer donlgimdiir.
i. V: A" > Orth(L") dénisimi latis homomorfizmasi ve her F, G € A" igin
Vi, Vi € Orth(L") oldugundan,
T;(FVG) = (FVG).f
= Veve ()
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=(VFV®)
=VIEIVV@®))
= VED)V VG
=F.fVG.f
= T;(F) V T;(G)

O halde, T latis homomorfizmadir.

Teorem 4.2 L, A f-cebiri Gzerinde bir f-moduliu olsun. Her f € L' ve F € A" igin
|F.f| = |F|.|f| elde ederiz. Ayrica, L' nde f L g ise, her F,G € A" icin F.f L G.g

saglanir.

ispat f € L' olsun. f yi f = f* — f~ seklinde bilesenlerine ayiralm. f* A f~ =0 ve
Vi € Orth(L) oldugundan Vi(f*) L Vz(f~) elde ederiz. Teorem 4.1’den ve ayni
zamanda |f|=f"+f" ve f=f*—f" formilleri de kullanilarak

F.fl=1F.f* +|F.f"]
= [T+ (B + [T (P)]
= Tp+(IF]) + Ty-(IF1)
= |F.f*+I|F|.f~
= IFLIfI.

elde edilir.

L' nde f L g olsun. O halde,
IF.fIAnlG.gl =|FL.IfIAlG] 1gl
< (UFI+1GD- 1) A(UFT+1GD-1g1)
= (FI+16D-(f1AlgD
=0
elde edilir ki, budaher F,G € A" igin F. f L G. g oldugunu ifade eder.
A" nin T; altindaki gérintiisi R(f) = {F.f : F € A"} ile gosterilsin. R(f), L' nin bir

lineer alt uzayidir.
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Tanim 4.3 A, Archimedean f-cebiri olsun. L nin A lzerinde bir f-modulu ve f € L
oldugunu varsayalim. L nin k-6zelligine sahip olmasi igin gerek ve yeter kosul hera € A

igin f.a = 0 oldugunda f = 0 olmasidir.

Teorem 4.4 A bir f-cebiri ve L, A Gzerinde k-6zelligine sahip bir f-modill olsun. Eger

f,g € L ise bu takdirde f L g olmasi igin gerek ve yeter sart R(f) L R(g) olmasidir.

ispat L' nde f L g olsun. Teorem 4.2’den her F,G € A" icin F.f L G.g dir. Bu ise,
R(f) L R(g) oldugunu ifade eder.

Tersine, R(f) ve R(g) ayrik iseler, her F € (A")" icin
F.(AfInlgh) =Ve(fIAlgh
=Ve(fD AVe(glD)
=F.|fIAF.|g]
= |F.fIAIF.g]
=0
bulunur.
Ozel olarak, her a € A icin, a” € A" kanonik tasviri ayni zamanda
a”.(IfInlgh = UfIAlgD.a=0

esitligini saglar. Onceki tanimdan, |[f| A|g| = 0 elde edilir ki, bu ise f L g olmasi

anlamina gelir.

A, ayiran sirali duale sahip birimsel f-cebiri, L, A Gzerinde bir f-moduli ve T € L, (L")
olsun. Eger, her f € L' ve G € A" icin T(G.f) =G.(T(f)) ise T ye A" ye gére f-
lineerdir denir. L' Gzerindeki tim f-lineer operatérlerin kimesi L,(L,L’;A") ile

gosterilecektir.

Teorem 4.5 A, ayiran sirali duale sahip birimsel f-cebiri ve L, A lizerinde bir f-moddli

olsun. O halde, Orth(L") < L,(L',L'; A") dir.

ispat Orth(L’) nin degismeli oldugu aciktir. = € Orth(L') alahm. Her f € L' ve G € A"

icin w(G.f) =n(Ve(f)) =Ve(n(f)) =G.(n(f)) esitligi elde edilir. Boylece,
m € L,(L,L; A" olur.
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BOLUM 5

f-MODULLERININ iKiNCi SIRALI DUALI iLE iLGiLi BAZI SONUGLAR

A, birimsel f-cebiri olmak tizere A nin sirali duali A, ikinci sirali duali A" olsun. L Riesz
uzayi olsun. Eger L, A Uzerinde f-moduli ve L nin sirali duali L', ikinci sirali duali L”

ise, asagidaki donlsimler tanimlanabilir:
(D) LxXL - A
6, f)=xf:(x.f)la) =f(a.x),x€EL,feEL,a€A,
(2 A" xL - L
(F,f)-»T.f:(F.f)(x)=F(f.x),xeL, fel,FeA",
(3) AII X LII N LII
(F.f)-F.f:(FH)=FfF.f,feL,FeEA fel"
A nin ayni zamanda f-cebiri olan ikinci sirali duali A" (zerinde (3) donlsimiinde
verildigi sekilde bir carpim tanimlanabilir. A, ayiran duale sahip birimsel f-cebiri, L, A
tizerinde f-modili, F € A” ve f € L olsun. Her F € A" igin T:(F) = F.f seklinde
tanimh Tz : A" > L dénligimi verilsin. Her felL icn Vp(f) =F.f kosulunu
saglayan her F € A" igin V(F) =V; seklinde tanimlanan V : A" — Orth(L")

donidsimi lineer, pozitif, cebir ve Riesz homomorfizmasidir. Dolayisiyla, asagidaki

teorem verilebilir.

Teorem 5.1 L, A f-cebiri tizerinde bir f-modiilii ve 0 < f € L” olsun. Her F € A" igin

Tp(F) = F. f seklinde tanimli Tp: A" - L" dénlsimi latis homomorfizmasidir.

ispat T pozitiftir. Simdi sirastyla asagidakileri ispatlayalim.
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i. T} lineer dontsimdar.
ii. Tf latis homomorfizmasidir.
i Tp:A” > L
T¢(F)=F.f for FeA", fel".
T} lineer dontisimdr.
a) T¢(F + G) = T;(F) + T#(G). Bunu gostermek icin her f € L' icin
Ti(F+6)f = (Tr(®)f + (Tp(&)f
oldugu gésterilmelidir.

T;(F +G)f = ((F +6).f)f
=(F+6)(f.f)
=F(f.f)+G6(f.f)
=(F.f).f +(G.f)-f
= (T;(M)f + (T (@)

b) T;(aF) = a(T(F)). Bunu ispatlamak icin her f € L' icin
(T¢(@P)f = a(T;(F))f
esitliginin saglandigi gsterilmelidir.

(T7@P)f = ((@F).f)f
= (@F)(f.f)
= (aF.f)(f)
=a(F.f).f
= a(T;()f -

Dolayisiyla, T bir lineer dénisimdir.

i. V:A" - Orth(L'") dénusiimi latis homomorfizmasi ve her F,G € A" igin
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Vg, Vi € Orth(L") oldugundan,
T:(FVG) =(FVG).f

= Veve ()
=VEFV®)DH
= (VR VV(®) ()
=VEA) v VGND)
=F.fvG.f
= T;(F) V T;(G)

O halde, T latis homomorfizmadir.

Teorem 5.2 L, A f-cebiri Gzerinde bir f-modilii olsun. Her f € L' ve F € A" igin
|Ff| = |F|.|f| elde ederiz. Ayrica, L nde f L § ise, her F,G € A" igin F.f 1L G.§

saglanir.
ispat f € L alalim. fyi f = f* — f~ seklinde bilesenlerine ayiralim. f* A f~ = 0 ve
Ve € Orth(L") oldugundan Vp(f*) L Vp(f_) elde edilir. Teorem 5.1’den ve ayni
zamanda |f|=f"+f" ve f=f*—f formilleri de kullanilarak
[Ff=[F.f*+[F.f7|
= [T+ ()| + [T-(P)
= Tp+(IFI) + Tp-(IF])
= |FI.f*+IF|.f~
= IFI.|f]
elde edilir.
L" nde f L g olsun. O halde,
|F.f| A1G.g1 = IFI.|f| AlGL1G]
< (UF1+16D-1£]) A (AFT +16D-141)

= (IF| + 16D (|f| A 131)
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=0
elde edilir, buda her F,G € A" icin F. f 1 G. § oldugunu ifade eder.
A" nin T altindaki gériintlisi R(f) = {Ff : F € A"} ile gsterilsin. R(f), L" nin bir
lineer alt uzayidir.

Tanim 5.3 A, Archimedean f-cebiri olsun, L A iizerinde f-modlii ve f € L oldugunu
olsun. Eger f,§ € L” ise f L § olmasi igin gerek ve yeter kosul her F € A" igin

F.f = 0 oldugunda f = 0 olmasi ise L ye s-6zelligine sahiptir denir.

Teorem 5.4 A, f-cebiri ve L, A Uzerinde s-6zelligine sahip bir f-modili olsun. Eger

f,§ € L" ise bu takdirde f L g olmasi igin gerek ve yeter sart R(f) L R(§) olmasidir.

ispat L nde f L § olsun. Teorem 5.2’den her F,G € A" icin F.f 1 G.§ dir. Bu ise,
R(f) 1 R(g) oldugunu ifade eder.

Tersine, R(f) ve R(§) ayrik iseler, her F € (A”)* igin
F.(IfI n1g1) = Ve(If] A 1g1)
= Ve(|£]) AVE(UgD
= F.|f[AF.14]
= |F.f| AIF. gl
=0
bulunur.
Ozel olarak, her a € A icin, a’’ € A" kanonik tasviri ayni zamanda
a".(|f|~1g1) = (|| Al1g1).-a=0

esitligini saglar. Onceki tanimdan, |f| A1Gl = 0 elde ederiz ki, bu ise f L § olmasi

anlamina gelir.

A, ayiran sirali duale sahip birimsel f-cebiri, L, A Uzerinde f-modulu ve T € L, (L")
olsun. Eger, her f € L ve G € A” igin T(G,f) =G. (T(f)) ise T 'ye A" ye gére f-
lineerdir denir. L” (zerindeki tim f-lineer operatorlerin kiimesi L,(L",L"; A") ile

gosterilecektir.
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Teorem 5.5 A, ayiran sirali duale sahip birimsel f-cebiri ve L, A Uzerinde f-modili

olsun. O halde, Orth(L") < L, (L",L"; A") dir.

ispat Orth(L") nin degismeli oldugu agiktir. w € Orth(L") olsun. Her f € L" ve

Ge A" ignn(G.f)=n(V;(f)) = Ve(r(f)) = G.(n(f)) esitligi elde edilir. Boylece,
m € Ly(L",L"; A") olur.
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BOLUM 6

BiR DUAL VEKTOR LATISINiN iDEAL MERKEZI

X bir vektor latisi ve X ’in sirali duali X' olsun. Bu bolimde, Orth(X') nin ne zaman X'
nde ideal merkezi oldugu arastirilacaktir. Wickstead’in 1977 yilinda “Representation
and Duality of Multiplication Operators on Archimedean Riesz Spaces” [29]
¢alismasinda sormus oldugu soruyu, Toumi 2014 yilinda “When Orthomorphisms are in
the Ideal Center” isimli makalesinde cevaplamistir. Tezin bu boliimiinde, Toumi’nin
[30])’daki calismasinin dual versiyonu arastirilacaktir. Oncelikle, bu bélimiin temelini

olusturan tanimlardan bahsedilecektir.

X bir Archimedean vektor latisi olsun. Orth(X), X Uzerindeki tim ortomorfizmalarin
vektdér latisini  gostersin. X ’in ideal merkezi Z(X) ise, her x € Xt icin
—Ax < m(x) < Ax olacak sekilde negatif olmayan A reel sayisi igin m’leri iceren

Orth(X) in alt latisini gostersin.

Eger X bir f-cebiri ise Vx,y € X icin ms(y) = xy olmak lzere p(x) = m, seklinde
tanimli p: X — Orth(X) donlisimu cebir ve latis homomorfizmasidir. Eger p(x) €
Z(X) ise f ye sinirhidir denir. Eger X deki her x elemani sinirli ise X’e sinirl f-cebiridir

denir [31].

X bir topolojik cebir ve M(X), X deki tim maksimal iki yanh ideallerin kiimesi olsun.
M(X) uzayr hk-topolojisi ile donatilmistir: S € M(X) olsun. S deki tim ideallerin
kesisimi K(S) ve X’in iki yanl her I idealiigin H(I) = {M € M(X):I c M} olmak Uzere

S = H(K(S)) ise, S kapalidir. Eger X, ayni zamanda bir bagdasik topoloji ile donatiimis
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ise, M(X) in kapali ideallerden olusan bir m(X) alt kiimesini g6z 6ntine alalim. m(X) ‘e

kisitlanmis H ve K’y1 gostermek icin h ve k harflerini kullanalim.

Simdi verecegimiz teorem ve Toumi'nin [30], Basly ve Triki'nin [31])deki

¢alismalarindan goéralir.
Teorem 6.1 X bir relatif dizglin tam f-cebiri olsun. Asagidaki 6zellikler denktir:

i. X sinirhdir.

ii. X de her maksimal modiiler halka ideali diizglin kapalidir.

iii. X de her maksimal modiler halka ideali, X — R bir latis ve cebir
homomorfizmasinin ¢ekirdegidir.

iv. X de her maksimal modiiler halka ideali, bir maksimal sirali idealdir.

Teorem 6.2 X, relatif diizgiin tam birimsel f-cebiri olsun. O halde, relatif diizgiin

topolojiye gore M(X) = m(X) olmasi icin gerek ve yeter kosul

i Her diizgiin sonlu Uretilmis halka ideali, X in bir dizgin kapali maximal
halka ideali icinde bulunur.

ii. m(X) , hk-topolojisinde kompakttir.

Onerme 6.3 Bir relatif diizgiin tam yariasal X f-cebirinin her maksimal halka ideali bir

sirali idealdir.

Simdi, [30]'daki calismanin dual versiyonunu verelim.

Teorem 6.4 X bir relatif diizglin tam vektor latisi olsun. Asagidaki sonuglar denktir:

i. Orth(X")=ZX")

ii.  Relatif dlizglin topolojiye gore M(Orth(X’)) = m(Orth(X’))dlr.

iii. Her duzgin sonlu Uretilmis halka ideali Orth(X') nin bir duzgin kapali
maksimal halka ideali icinde bulunur ve hk-topolojisinde m(Orth(X’))
kompakttir.

ispat

i=ii X' Dedekind tam oldugundan, Orth(X') de Dedekind tamdir. Dolayisiyla,

Orth(X") relatif diizgiin tamdir. ilk olarak, ™ € Orth(X") igin
P(r) =inf{A€R: —Aldy < w < Ady}
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olg fonksiyonunu tanimlayalim. Orth(X') = Z(X') oldugundan, P(m) M-normdur.
Ayrica (Orth(X"), P) bir Banach latisidir. Orth(X'), birlesim altinda birimsel f-cebiri
oldugundan, ayni zamanda Banach birimsel f-cebiridir. Orth(X') nde her maksimal
halka ideali duizgiin kapal oldugundan, Orth(X") nde her maksimal halka ideali norm
topolojiye gore kapahdir.

ii<iii Teorem 6.2’den gorilr.

ii=i Varsayalim ki, tersine Z(X') € Orth(X") olsun. O halde m ¢ Z(X') olacak sekilde
m € (Orth(X'))*  vardir. @ €emnAld, € (Orth(A))* ve VneN icin
w, =1 — (mrAng) >0 olsun. © & Z(X") oldugundan, w,, = — (m Ang) > 0 dir.
O halde, {w,}? , Orth(A) nin relatif diizgiin kapali sirali ve halka idealidir ve Vn > 1
icin {w,}¢ € {w,11}% dir. B = U,»1{w,}¢ olsun. Bu durumda B, Orth(X') nin bir
relatif halka idealidir. Dolayisiyla (Idy' — @) A (t — @) = 0 dir. V¢ € Orth(X') igin
Y(dy — @) A(m— @) =0 dir. Sonug olarak, Y(Idy — @) = — P € {w,}¢ ve
dolayisiyla V¢ € Orth(X') icin Y — @ € B dir. B € M olacak sekilde bir kapali
maksimal M halka ideali mevcut oldugundan ve M(Orth(X')) = m(Orth(X"))
oldugundan, Onerme 6.3’e gére M, Orth(X") nin relatif diizgiin kapali sirali idealidir. O
halde Orth(X")/M vektor latis bolimu Archimedeandir.

vn €N igin m, =(mVne)—mn olsun. Boylece m,w, =0 olur. Dolayisiyla,

T, € {w,}? € B dir. M modiil siniflarina gegerek, Vn > 1 igin

T, = (mVnp) —m

(7 V) —

0

olur. Buradan, Vn = 1 icin 0 < 7@ < 7 dir. Orth(X')/M, Archimedean oldugundan
@ €M dir. Y — Y@ € B bagintisina gore Yy € Orth(X") icin Yy —yp E B C M ve
dolayisiyla i € M dir. Sonug olarak, M = Orth(X") elde edilir ki, bu ise geliskidir.
Boylelikle ispat tamamlanmis olur.

Sonug 6.5 X bir Banach latisi olsun. Orth(X') = Z(X') dir.

ispat X bir Banach vektdr latisi oldugundan, X’ nde her m ortomorfizmasi

streklidir,[26]. Ayrica, ™ ‘nin moduli mevcut oldugundan [32], Orth(X') birlesim
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altinda bir Banach birimsel f-cebiridir. Orth(X") nde her maksimal halka ideali norm
topolojiye gore kapalidir. Dolayisiyla, Orth(X') nde her maksimal halka ideali diizgiin
kapahdir. O halde, relatif diizglin topolojiye gore

M(Orth(X")) = m(Orth(X"))
dir. Teorem 6.4’ teki ii=i denklik kosulu kullanilarak, Orth(X") = Z(X") elde edilir.
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BOLUM 7

SONUC VE ONERILER

Bu tez galismasinda, bir Archimedean f-cebirinin ve f-moduliinin sirali ve ikinci sirali
dualinde tanimh Arens ¢arpimlarindan yararlanarak yeni 6zellikler elde edilmis olup,
f-ortomorfizmalar ile f-cebirlerinin ve f-moddullerinin sirali ve ikinci sirali dualindeki
ortomorfizmalar arasindaki iliski ortaya konmustur. Ayrica, bir dual vektor latisinin

ideal merkezi ile ortomorfizmalar arasindaki iliski incelenmistir.

Konu ile ilgilenen arastirmacilar, ortomorfizmalar ile f-cebirleri ve f-moddilleri
arasinda yeni iliskiler elde edebilirler. Tanimlanan farkli dontisiimlere gore elde edilen
sonuglarin ayni zamanda d-cebirleri, hemen hemen f-cebirleri ve hemen hemen d-
cebirleri igin de gergeklenip gerceklenmeyecegi arastirilabilir. Ayrica vektor latislerinin

ideal merkezi ile ortomorfizmalar uzayi arasindaki bagintilar genellestirilebilir.
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