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OZET

LINEER OLMAYAN KESIiR MERTEBELI DIFERENSIYEL
DENKLEMLERIN TAM COZUM YONTEMLERI

Esin AKSOY

Matematik Anabilim Dali
Doktora Tezi

Tez Danismani: Dog. Dr. Adem Cengiz CEVIKEL

Kesirli analiz, tamsayr mertebeden tiirev ve integralin sirasiyla tamsayr olmayan
mertebeden tiirev ve integrale genislemesidir. Lineer olmayan olaylarin matematiksel
modellenmesinde kesir mertebeli diferensiyel denklemlerin, tamsayr mertebeli
diferensiyel denklemlere goére gercege daha yakin modeller olusturdugu birgok
arastirmaci tarafindan tespit edilmistir. Hizla gelisen bilim ve teknolojide; 6zellikle de
mithendislik bilimlerinde lineer olmayan kesir mertebeli diferensiyel denklemlerin tam
¢Ozlimlerinin bulunmasi biiylik 6nem kazanmistir. Son yillarda pek cok arastirmaci
kesir mertebeli diferensiyel denklemlerin yaklasik ve tam ¢oziimleri iizerine calismalar
yapmustir. Bu ¢alismalar sonucunda, farkli ve etkili bir¢ok yontem ortaya ¢ikmistir.

Bu tezin amaci, lineer olmayan kesir mertebeli diferensiyel denklemlerinin ve denklem
sistemlerinin farkli yontemlerle fizik, biyoloji ve miihendislik gibi birgok bilim dalinda
kullanilabilir yeni tam ¢oziimlerini elde etmektir. Bu ¢oziimler hareketli dalga, soliter
dalga, periyodik, iistel, rasyonel, hiperbolik ve soliton ¢oziimleri kapsadigi igin
giintimiizdeki bir¢ok fiziksel modelin gelistirilmesinde dnciiliik yapacaktir.

Bu tez calismasi alt1 boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde; kesirli analiz kavramai,
kesirli analiz’in tarihsel gelisimi ve kullanim alanlar1 hakkinda onemli bilgiler
verilmistir. Ikinci boliimde; sonraki béliimlerde kullanilacak bazi &zel fonksiyonlara
deginilmistir. Uciincii boliimde; literatiirde yer alan bazi 6nemli kesir mertebeli
tiirevlerin tanimlarina ve 6nemli 6zelliklerine yer verilmistir. Dordiincii boliimde; kesir
mertebeli diferensiyel denklemleri adi diferensiyel denklemlere doniistiiren kesirsel
karmasik doniisiimden bahsedilmistir. Ayrica kesir mertebeli diferensiyel denklemlerin
tam ¢ozlimlerini bulmak i¢in kullanilan; alt denklem, fonksiyonel degisken, modifiye

xii



edilmis basit denklem, Kudryashov ve modifiye edilmis deneme denklem yontemleri
ele alinmistir. izleyen boliimde, dordiincii boliimde tanitilan déniisim ve metotlar
yardimiyla, bazi Onemli kesir mertebeli diferensiyel denklemlerin ve denklem
sistemlerinin ¢dziimleri arastirilmis ve bu denklemlerin farkli tiplerde tam ¢oziimleri
elde edilmistir. Tezin son boliimiinde ise elde edilen sonuglar yorumlanmis ve Oneriler
sunulmustur.

Anahtar Kelimeler: Lineer olmayan kesir mertebeli diferensiyel denklem, modifiye
Riemann-Liouville tiirevi, kesirsel karmagik donlisim, alt denklem yoOntemi,
fonksiyonel degisken yontemi, modifiye edilmis basit denklem yontemi, Kudryashov
yontemi, modifiye edilmis deneme denklem yontemi, tam ¢dziim

YILDIZ TEKNiK UNIVERSITESI FEN BiLIMLERI ENSTITUSU
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ABSTRACT

EXACT SOLUTION METHODS FOR NONLINEAR FRACTIONAL
DIFFERENTIAL EQUATIONS

Esin AKSOY

Department of Mathematics
Ph.D. Thesis

Adviser: Assoc. Prof. Dr. Adem Cengiz CEVIKEL

Fractional calculus is the extension of integer order derivative and integral to non-
integer order derivative and integral, respectively. By authorities, it is commonly
expressed that fractional order differential equations has more realistic mathematical
modelling of nonlinear world rather than integer order differential equations. In rapidly
developing science and technology, especially in engineering, it has been very
important to find exact solutions of fractional differential equations. In recent times,
many scientific workers have published many papers on fractional order differential
equations and its exact solutions. Upon these papers, different and efficient methods
arose.

The purpose of this dissertation is to obtain new exact solutions of fractional differential
equations and systems of fractional differential equations via different methods that can
be used in many research areas such as physics, biology, engineering. Since these
solutions contain travelling vawe, solitary wave, periodic, exponential, rational,
hyperbolic and soliton type solutions, this research will be a pioneer work to develop
many physical models used in these days.

This thesis consists of six sections. In the first section, fractional calculus concept,
historical evolution and employment areas of fractional calculus are given. In the
second section, some special functions that will be used in next sections are presented.
In the third section, definitions and properties of some special fractional order
differential equations in literature are given. In the fourth section, fractional complex
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transformation which is used to convert fractional order differential equations to
ordinary differential equations is introduced. Besides, sub-equation, functional variable,
modified simple equation, Kudryashov and modified trial equation that are used to get
exact solutions of fractional differential equations are discussed. In the next section, via
transformations and methods given in fourth section, solutions of some special
fractional order differential equations and systems of fractional order differential
equations have been investigated, different kinds of solutions have been found. In the
last section of the thesis, obtained results from the application part in the previous
section are interpreted and suggestions are presented.

Keywords: Non-linear fractional differential equation, modified Riemann-Liouville
derivative, fractional complex transform, sub-equation method, functional variable
method, modified simple equation method, Kudryashov method, modified trial equation
method, exact solution
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BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Genel anlamda teknolojinin temelini olusturan tiirev kavrami ayni zamanda dogal ve
yapay sistemlerin calisma prensiplerini anlamada onemli bir aragtir. Bu da tiirevin,
matematikle beraber fizik, kimya, biyoloji, miihendislik ve ekonomi gibi ¢esitli bilim
dallarindaki birgok uygulamali problemlerin ¢ozlimlerinin bulunmasinda kolaylik

saglamaktadir.

Tamsayr mertebeli tiirev kavrami, agik bir matematiksel (geometride) ve fiziksel
yoruma sahiptir. Yani tirev, matematikte bir fonksiyonun grafigi olan egrinin bir
noktadaki tegetinin egiminin bulunmasiyla, fizikte ise hareketli bir cismin anlik hizinin
bulunmasi problemlerinden ortaya ¢ikmistir. Ancak gergek diinya problemleri i¢in hem
teorik hem de uygulama alanlarinda hizli bir biiylimeyi (degisimi) temsil eden Kkesirli
tirevler (tamsay1 mertebeli olmak zorunda degil) fiziksel ve geometrik yorumlamalar
acisindan oldukcga zayiftir. Bunun yani sira ¢esitli yazarlar kesirli tiirevin tam olarak bir
fiziksel ve geometrik yorumunu yapamamakla birlikte cesitli yaklasimlar ve 06zel
fonksiyonlar i¢in uygulamalar vermislerdir. Yapilan uygulamalar kesirli tiirev
modellemesine uygun fonksiyonlar ve yapilardir. Son yillarda kesirli tiirevler, kesirli
integraller ve kesirli diferansiyel denklemler icin ¢esitli problemler ortaya atilmis ve

bunlarin ¢oziimleri calisilmistir.

Tiirev operatori D :di olmak tizere, uygun sartlarda segilmis bir f(X)
X

d"f(x)
dx"

secilmesi durumunda kolayca hesaplanabilmektedir. Yani bir fonksiyonun birinci,

fonksiyonunun n. mertebeden tiirevi olan D" f (X) = , N’nin pozitif tamsay1

1



ikinci, U¢ilincl vs. tiirevlerinin nasil alindigi biliniyor, fakat > veya g tiirevi nasil
almabilir? Ayni sekilde uygun sartlarda alinmis bir fonksiyonu iki ya da ii¢ defa integre

edebilir ama > defa integre edilebilir mi? Diger bir yandan yarim tiirev olarak

1 1 1
adlandirilan D? operator olmak lizere D2D? = o esitligi saglanir mi1?

30 Eylil 1695 yilinda, Gottfried Wilhelm Leibnitz tarafindan Marquis L’Hospital’a

n

d'y

yoneltilen “Tamsayr mertebeli tiirevi, tamsayr mertebeli olmayan ig¢in

genellenebilir mi?”” sorusu kesirli analizin ¢ikis tarihi olarak gosterilebilir. Daha sonra

bu soruyu “n herhangi bir sayt olabilir mi?” seklinde sormustur. L’ Hospital bu soruya

d"y

n

1 . . - -
“n= > oldugunda notasyonu ne olacak?” sorusuyla karsilik vermistir. Leibnitz bu

soruya o zamanda acik bir paradoks olan ama sonrasinda ¢ok 6nemli sonuclar ortaya

1
d2x  2Jx |
dx% \/7_[

¢ikaran ’ cevabini verir.

Leibnitz’in yani sira 17. yiizyildan itibaren Liouville, Riemann, Weyl, Lagrange,
Laplace, Fourier, Euler, Abel, Lacroix, Griinwald, Letnikov ve Caputo gibi birgok tinlii
matematik¢i kesir tiirevler iizerine calismalar yaptilar (Loverro [1]). Ornegin; 1730
yilinda L. Euler kuvvet fonksiyonunun kesirli mertebeden tiirevi hesaplanirken biiyiik
oneme sahip Gamma fonksiyonunu tanimladi. 1819 yilinda S.F. Lacroix kesirli tiirev

konusuna ilk katki yapan matematik¢i oldu. m pozitif tamsayr olmak iizere y=Xx"

ifadesini Gamma fonksiyonunu kullanarak n. mertebeden tiirevini

n nym |
dy:dx . m! N '(m+1) L

= = (1.1)
dx"  dx" (m-n)! '(m-n+1)

olarak buldu. Daha sonra S.F. Lacroix bu denklemi m=1 ve n :% alinmasiyla y =X

. 1 .
fonksiyonunun > mertebeden tilirevinin



2 d“? T2 ngzﬁ

g9 (1.2)
dx¥2 7 dx¥? F(i) N

oldugunu gosterdi. 1823°de Abel, yer¢ekiminin etkisi altinda, siirtlinmesiz bir diizlemde
yukaridan asagiya sarkitilan bir cismin salimimi sonucunda olusturdugu egrinin
bulunmasi olarak tanimlanan “Tautochrone” probleminin ¢dziimiinii Riemann-Liouville
kesir integrasyonu ile tanimlanan bir integral esitligi olarak elde etti. 1832-1837 yillari
arasinda Liouville kesir mertebeli integral ve kesir mertebeli diferensiyel ile ilgili bir¢ok
calisma yapti. 1847 yilinda Riemann yazmis oldugu yazilarda kesirli integral tanimini
verdi. Daha sonra bu tamim Liouville tanimiyla birlestirilerek ¢ok yaygin hale geldi
(Oldham ve Spainer [2], Hilfer [3], Kilbas vd. [4]). Griinwald ve Letnikov (1967-1968)
kesir uygulamalari i¢in sonlu fark yaklagimini kullandi ve sonra bu tanimin bazi sartlar
altinda Riemann-Liouville tanimina denk oldugu ispatlandi (Podlubny [5], Samko vd.
[6], Bertram [7]). Kesir mertebeden tiirevin Riemann-Liouville tanimindan farkli bir
versiyonunu da ayni yillarda Michele Caputo tanimladi. Son yillarda, baslangi¢ sartlart
ile verilen kesir mertebeli tiirevlere sahip diferensiyel denklemler i¢in Caputo tarafindan
verilen tiirev tanimi1 daha kullanish oldugundan kesir mertebeli diferensiyel

denklemlerde bu tiirev siklikla kullanilmaktadir (Kurulay [8], Tasbozan [9]).

Kesirli analiz i¢in yapilan tanimlarin bazen ¢elismesi ve tamamlanmamis olmasi kesirli
analizin miithendislik uygulamalarinda yaygin olarak kullanilmasina engel olmustur. 19.
yy’in ortalarinda, Liouville (1834), Riemann (1847), Griinwald (1867) ve Letnikov
(1868) koyduklar1 kesirli tiirev ve integral tanimlar1 teorinin gelisimine hiz
kazandirmasina ragmen bu tanimlarin kabulii ve wuygulama problemlerinde

kullanilmalar1 zaman almistir.

Kesirli tiirev ve integral i¢in tek bir tanimin olmayisi ve cebirsel islemlerde farkli
tanimlarin kullanimi ile ortaya cikan farkli sonuglar, pek cok zorluga sebep olmus,
ancak zamanla problem tiirleri daha iyi siniflandirilmis ve hangi problemde ne tiir bir

tanim kullanmanin gerekliligi ortaya konmustur (Karadeniz [10]).

1.2 Tezin Amaci

Matematiksel analizin bir kolu olan kesirli analiz, tiirev ve integralin tamsay1 olmayan

(keyfi) derecelere genisletilmis seklidir. Zengin tarihsel ge¢misine ragmen, son
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zamanlara kadar Kkesirli analiz karmasik yapisindan Otliri sadece matematikgiler
tarafindan ¢alisilan teorik bir konu olarak kalmisti. Tamsayr dereceli olmayan
diferansiyel denklemlerin ¢6ziim metotlart mevcut olmadigindan diger bilim dallari
tarafindan uzunca bir siire etkin bir bigimde kullanilamamistir (Oldham ve Spainer [2],
Kilbas vd. [4], Podlubny [5], Miller ve Ross [11]). Giiniimiizde, Kesirli diferensiyel
hesap teknigi, fiziksel olaylar1 agiklamak icin yapilan matematiksel yaklagimlara yeni
bir boyut kazandirmasinin yani sira, fiziksel olaylarin yorumlarina da katkida
bulunmustur. Fiziksel olaylar1 betimleyen diferensiyel denklemlerin mertebeleri, ele
alinan fiziksel olayda bir degisim hizin1 belirlemektedir. Bu noktada kesirli mertebeden
diferensiyel, tamsayr mertebeden diferensiyel denklemlerin bazi fiziksel olaylar
aciklamaktaki zayifliklarim1  kapatmakla birlikte fiziksel olayin karakterinin
anlasilmasinda da biiytik bir rol oynamaktadir (Cavus [12]).

Eger zaman bolgesinde tanimlanan bir sistem oldukga yavas soniim yapiyorsa, anormal
hizlaniyorsa, kendi yayilim hizinmi yavaglatiyorsa ya da kendisine ait verilerin ifade
edilebilmesi i¢in ¢ok fazla sayida iistel fonksiyonun toplamini gerektirip islemleri
zorlagtirtyorsa bu durumda kesirli analize bagvurmak sistemin tanimlanabilmesi ve
analizi agisindan oldukca etkilidir. Bir sistemin gergegine ¢ok yakin bir modelinin
gelistirilebilmesi i¢in sistem farkli alt bolimlere ayrilir. Bu esnada bir takim pratik ve
deneysel veriler ile ek oran ya da degisim sabitleri g6z Oniine alinir. Ayn1 zamanda,
kompleks bir modelin biitlin parametrelerinin gergege en yakin degerleri igin
basitlestirilmis varsayimlara gerek vardir. Bu noktada eger kesirli analiz az sayida sabit
kullanarak sistem bilgilerini ger¢ege en uygun halde tanimlayabiliyorsa ve daha smirl
bir zaman diliminde (zamanin sinirli olmasi incelemedeki hassasiyeti arttirir) bu sistem
sabitleri i¢in 1yi bir yaklagim yapabiliyorsa bu basit ve kisa bir sistem modeli saglar. Bir
sistemin gosterimi ne kadar basitlesirse, o sistemi modellemek ve kontrol etmek o kadar

kolaylagir (Karadeniz [10]).

Kesirli analizle bircok farkli bilim alaninda &zellikle uygulamali matematik, fizik,
biyoloji, kimya, miihendislik ve ekonomi bilimi alanlarinda siklikla karsilagilmistir.
Bunlara 6rnek olarak; histerisis, sonme, hafiza ve gerilim faktorlerinin dogal olarak
ortaya ¢iktigi viskoelastik (yapiskan ve esnek) materyallerin (kikirdak, deri, Kkas)
fiziksel durumlarmin modellenmesinde (Magin [13]), fiziko-kimyada, bir metal ve
iyonik ortam arasindaki piirlizlii ara yiizden akan akimin, gerilimin kesir dereceli

tireviyle orantili olmast; elektrikte, bir kapasitenin elektrotlarindan en az bir tanesinin
4



pliriizli bir yilizeye sahip olmasi durumunda benzer sekilde kapasiteden gecen akimin,
gerilimin kesir dereceli tiireviyle orantili olmasi; elektronikte, 5/2 dereceden siniizoidal

osilatorlerin varligi; yayilma alaninda, homojen olmayan medyada anormal yayilma
olayinin tanimlanmasinin kesir mertebeli tiirevle saglanmasi verilebilir. Bunun yaninda,
elektrokimyada difiizyon modeli, elektrot elektrolit arayliz empedansi, kapasitor teorisi,
fraktans devreleri, kaos, tiirbiilans, sinyal isleme, anormal difiizyon gibi konularda birer
ornek olabilir. Konuyla ilgili olarak son yillarda olduk¢a Onemli g¢alismalara imza

atilmistir.

Bu tez calismasinda, lineer olmayan kesir mertebeli kismi diferensiyel denklemlerin ve
denklem sistemlerinin fizik, biyoloji ve miihendislik gibi bilim dallarinda kullanilabilir
yeni tam ¢6ziimlerini elde etmek igin onemli birgok yontem bir arada kullanilmistir.
Matematik alanlarindaki aragtirma basliklarin1 zenginlestirme potansiyeline sahip
calismamizda uygulamalar sonucunda elde edilen farkli ve yeni ¢oziimler; fizik,
biyoloji, kimya ve miihendislik gibi bilim dallarinda uygulama alanlarinin
genisletilmesine katki saglayacak ve gilinlimiizdeki bir¢ok fiziksel modelin

gelistirilmesinde Onciiliik yapacaktir.

Elde edilen tam ¢oziimler uygulamali matematigin diger alanindaki yaklagik (niimerik)

¢Oziimlerin hata oraninin belirlenmesine yardime1 olacaktir.

1.3  Orijinal Katki

Kesir mertebeli diferensiyel denklemler, tamsayr mertebeli diferensiyel denklemlere
gore gergcek yasam problemlerinin daha iyi modellenmesine olanak saglamaktadir. Bu
sebeple sabit katsayili lineer olmayan kesir mertebeli diferensiyel denklemlerin ve
denklem sistemlerinin literatiirde olmayan tam ¢oziimlerini elde etmek igin farkli
yontemler kullanilmistir. Bulunan sayisal sonuglar: tezde kullanilan yontemlerin lineer
olmayan kesir mertebeli diferensiyel denklemlerin tam ¢oziimlerini elde etmede c¢ok
etkili ve pratik oldugunu gosterilmistir.

Ayrica, tezde kullanilan yontemlerin her birinin avantajlar1 ve dezavantajlar1 kapsaml

olarak ilk kez tarafimdan verilmistir.

Bu tez calismasinin, ilk boliimiinde kesirli analiz kavrami, tarihsel gelisimi, onemi ve
kullanim alanlar1 hakkinda kisa bir giris yapildi. Ayrica kesir mertebeli diferensiyel

denklemlerin kullamim alanlar1 ile ilgili kisa bir literatiir taramasi yapildi. Ikinci
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boliimde, konunun daha iyi anlagilmasi i¢in bazi temel kavramlar verilmis ve tam
¢oziim kavramina deginilmistir. Uciincii boliimde, literatiirde en cok kullanilan kesir
mertebeden tiirevler ile birlikte calismamizda kullanacagimiz modifiye Riemann-
Liouville tiirev ile ilgili temel tanim ve bazi 6zelliklere yer verildi. Grilnwald-Letnikov
tiirev operatorii, Riemann- Liouville ve modifiye Riemann- Liouville tiirev operatorleri
ile Caputo tiirev operatorii tanitildi, bunlarin genel bazi 6zelliklerine deginildi. Bu
kisimda yer verilen bazi teorem ve oOzelliklerin ispatlari, literatiirde yer aldigi igin
verilmemistir. Dordiincii boliimde; kesirsel karmasik doniisiim, alt denklem yontemi,
fonksiyonel degisken yontemi, modifiye edilmis basit denklem yontemi, Kudryashov
yontemi (genellestirilmis, gelistirilmis ve modifiye edilmis Kudryashov yontemleri) ve
modifiye edilmis deneme denklem yontemleri verildi. Besinci boéliimde; bir 6nceki
boliimde verilen yontemleri kullanilarak farkli tiplerdeki lineer olmayan kesir mertebeli
diferensiyel denklem ve denklem sistemlerinin tam ¢6ziim uygulanmalarinin bazilar ilk
kez tarafimdan verildi. Bu boliimdeki hesaplamalar i¢in Maple paket programi
kullanildi.



BOLUM 2

TEMEL KAVRAMLAR

Kesirli hesabin tanimlar1 ve kullanimini anlamak i¢in bazi matematik tanimlarini iyi
bilmek gerekmektedir. Bu kisimda sonraki kisimlarda kullanilacak olan bazi 6zel
fonksiyonlar verildi. Kesirli mertebeden diferansiyel denklemler teorisinde sikca
rastlanan bu fonksiyonlar; Gamma fonksiyonu, Beta fonksiyonu, Mittag-Leffler

fonksiyonlaridir.

2.1 Gamma Fonksiyonu

Unlii matematikgi ve fizik¢i Leonhard Euler, 1730 yilinda kuvvet fonksiyonunun kesirli
mertebeden tlirevi hesaplanirken biliyiik 6neme sahip Gamma fonksiyonunu

tanimlamistir.

Kesirli analizin temel fonksiyonlarindan biri Gamma fonksiyonudur. Gamma
fonksiyonunun en basit anlam1 faktoriyelin biitiin reel sayilar i¢in genellestirilmesidir.

Yani, n!’i genellestiren, n’nin tamsayr olmayan ve hatta kompleks degerler almasini
miimkiin kilan, Euler’in I'(z) Gamma fonksiyonu I'(.):C—{..,—2,-1,0} - C olmak

uzere

I'(z)= Te“tz‘ldt (2.1)

ile tanimlanir ve kompleks diizlemin sag yarisinda (Re(z) > 0) yakinsaktir. Gergekten

de;



[(2) = T(xiy) = [e -t = e 't ot
: ’ 2.2)

=I e't**[ cos(ylogt)+isin(ylogt) |dt
0

olarak yazilabilir. (2.2) denkleminde koseli parantezin igindeki ifade her t igin

sinirhidir; €' den dolayr sonsuzda yakinsaklik saglanir ve t =0 daki yakinsaklik i¢in de

x =Re(z)>1 olmas: gerekmektedir.
Gamma fonksiyonun bazi 6nemli 6zellikleri s0yle siralanabilir:
. I'(z+D)=1zI'(2)

dir. Bu ifade kismi integrasyon yontemi ile kolayca ispatlanabilir:

I(z+1)= Ie‘ttzdt = —tze“‘m + zje“tz‘ldt =2I'(z) (2.3)
0 %r—o’ 0

ii. z2=12,3,... i¢in (2.3) denklemini kullanarak;

r(2)=1r@=1=1
I'(3)=2I(2)=2.1=2!
I'(4)=3I(3)=3.21=3!

L(n+)=nr(n)=n.(n-1)!=n! (neN)

elde edilir. Buradan agik¢a goriilmektedir ki; n=0 oldugu zaman faktoriyel

fonksiyonunun degeri,
— (o tdt ——at1” — _(0—_1) —
0'_£e dt=—e"| =-(0-1)=1

dir. Bu sonug T'(1) =0! in neden 1 olarak tanimlanmasi gerektigini agiklar.

Boylece, Gamma fonksiyonunun integral gosterimi; kesirli degerler i¢in de faktoriyel

hesab1 yapmay1 miimkiin kilmaktadir.

iii. n<Oigin I'(n)= @ seklinde tanimlanir.



iv. r(n%j:(znzjl)!\/;, (2n-1)!=13...(2n-1) (neN)

V. Gamma fonksiyonunun limit gosterimi

F(2) = lim nin’
n—> Z(Z +1)(Z+2) ----- (Z+n)

bigimindedir.

Vi F(p)F(l—p):sinETpﬂ), 0<p<1

vii. 22T (X)0(x+1) = ﬁF(ZX) seklinde, Gamma fonksiyonu i¢in cogalma

Sformiilii verilebilir (Arfken ve Weber [14]).

Gamma fonksiyonuna iligkin bazi sayisal degerler asagidaki Cizelge 2.1 de verilmistir:

Cizelge 2. 1 Gamma fonksiyonunun bazi sayisal degerleri

s :
I
r(o) Tanimsiz
i V=
r'(1) 1
r3 A
r'(2) 1
) i
r'(3) 2
() -




Gamma fonksiyonunun grafigi asagidaki gibidir.

=2.5 |

7.5

-1 L

Sekil 2. 1 Gamma fonksiyonun egrisi

Sekil 2.1 sifir noktast civarinda Gamma fonksiyonunun davranisini gostermektedir.
Gamma fonksiyonu pozitif bolgede her noktada tanimli olmasina karsin, negatif tamsay1

degerlerinde sonsuza gitmektedir.

2.2 Beta Fonksiyonu

Cogu durumda Gamma fonksiyonunun degerlerinin belirli kombinasyonlar1 yerine Beta
fonksiyonu olarak adlandirilan bir bagint1 kullanmak daha uygundur. Genellikle Beta
fonksiyonu; B:CxC — C olmak tizere
1
B(X,y) = Irx‘l(l—r)y‘ldr, {Re(x)>0, Re(y)>0} (2.4)
0
ile tanimlanir. Bu integral X >0 vey >0 i¢in yakinsaktir. Beta fonksiyonunun bir diger

tanimi

/2

B(x,y)=2 I cos™'gsin¥ 0do (2.5)
0

seklindedir. Beta fonksiyonu ile ilgili 6nemli 6zellikler arasinda

B(x,y) - FOOT(Y)

: CT(x+Y)
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i. B(x,y)=B(Y,X)

verilebilir (Podlubny [5]).

2.3 Mittag-Leffler Fonksiyonu

Ustel fonksiyon €, tamsay! mertebeden diferansiyel denklemler teorisinde énemli bir
rol oynar. Onun bir parametreli genellestirilmesi ile gosterilen fonksiyon z € C olmak

lizere,

Z;‘F(ak L aeC, Re(a)>0 (2.6)

G. M. Mittag-Leftler tarafindan tanimlanmigtir (Leffler [15]) ve sonrasinda A. Wisman

tarafindan da calisilmustir.

Mittag-Leffler fonksiyonlar1 kesirli diferansiyel denklemlerin hesaplamalarinda g¢ok

yaygin kullanim alanlar1 bulan olduk¢a 6nemli bir fonksiyondur. |Z| <1 ve a nin bazi

0zel degerleri i¢in bir parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu

:Z ! sz:1+z+zz+z3+...oo:i

o) = 1-z

© k © k 2 3

E(z)=) : =ZZ—=1+ L L Lw

= (k+1) = k! rc+) r@+2) r@+3

7 ZZ 3
=l+—+—+—+..0=¢

1 21 3!

2k 2 4 6

0 2k 0
Ez(zz):zz—: L P S S
= (2k+1) = 2k! r2+1) r@4+1 r+1)

Z2 24 6

=1+—+—+Z—+...oo=cosh(z)
21 41 ol

seklinde yazilir.

Yukaridaki verilere gore Mittag-Leffler fonksiyonu yardimiyla bazi hiperbolik ve

trigonometrik fonksiyonlar agagidaki gibi yazilabilir.
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E (z)-E (~z%)

sinh , (z) = —« a ,  cosh (z)= E“(Za)+E“(_Za),

2 2
sin_ (2) = E,(iz )—ZEa(—lz ), cos, (2) = E, (iz )+2Ea(—|z )’
tanh (z) = M' coth, (z) = M,
cosh (2) sinh_(z)
tana(z) _ Slna(z) 1 COta (Z) :M
cos, (z) sin,, (z)
Burada E i bir parametreli Mittag-Leffler fonksiyonunu ifade

etmektedir.

Kesirli mertebeden diferansiyel hesaplamada 6nemli bir yere sahip olan iki parametreli
Mittag-Leffler fonksiyonu, ilk olarak 1953 yilinda R.P. Agarwal ve A. Erdelyi

tarafindan tanimlanmistir. zeCve «, feC igin iki parametreli Mittag-Leffler
fonksiyonu

o0

kz F(ak ot Re(a) >0, Re(f) >0 (2.7)

seri agilimi seklinde verilir. Ayrica, Agarwal ve Humbert tarafindan bu fonksiyon i¢in
bazi bagintilar elde edilmistir.
a ve f parametrelerinin  6zel secimleri ile E, ; fonksiyonundan bilinen bazi

fonksiyonlar elde edilir. Ornegin;

2 3

. 7 e 7 7 Z YA
E = = —:1
12(2) kz:;r(k_,_l) kzz(;k! +F(1+l)+F(2+1)+F(3+1)+ ”
;7 722 78
I+—+—+—+..0=¢
1 2t 3
w 7k w 7k 1& z¢
E _ — —=
12(2) kZ:;F(kJrZ) kZ(;(k"'l)l Zg;(k+1)'
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elde edilir. Hiperbolik kosiniis fonksiyonu ve hiperbolik siniis fonksiyonu, Mittag-

Leffler fonksiyonunun 6zel birer durumlaridir:

B (7)= ir(2k+l):i Z

k=0 k=

2 4 6
z

:1+—+—+Z—+...oo=cosh(z)
21 41 ol

o0 1 ®© Z2k+1|.
E.o(2 ):kz;‘r(zmz) _z(2k+1)!
(z 2 7+ OOj:sinh(z)

1! | | 71

1
z

Ayrica iki parametreli Mittag-Leffer fonksiyonunda S =1 olarak alinirsa

seklinde bir parametreli Mittag-Leffer fonksiyonu elde edilir (Podlubny [5]).

2.4 Dalga ve Soliton Teorisine Fiziksel Bakis

Bir ortamda veya bir boslukta yayilan ve genellikle enerjinin taginmasina yol agan
titresime dalga adi verilir. Ses, 151k ve atomun igindeki taneciklerin hareketlerinin

dalgalar1 ve suda ilerleyen yiizey dalgalar1 en bilindik dalgalardir.

Dalgalar, duragan ve hareketli (travelling) dalgalar olarak siniflandirilabilirler. Duran
dalgalar, pozisyonu sabit olarak kalan dalgalardir. Bu tip dalgalar, dalganin bulundugu

ortam dalganin hareket ettigi yoniin tersine hareket ettiginde veya duragan bir ortamda
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birbiri ile zit yonde ilerleyen dalgalarin girismesi sonucunda olusurlar. Hareketli
dalgalar ise, bir noktadan diger bir noktaya madde tasimasi olmaksizin enerjinin

yayilmasi ile olusan dalgalardir.
Bu kisimda hareketli dalgalardan soliter dalgalar ve soliton hakkinda bilgi verilecektir.

Soliter dalgalar, ilk olarak Iskogyali miihendis John Scott Russell tarafindan 1834
yilinda gozlemlenmistir (Russell [16]). Russell, Edinburg-Glasgow kanalinda dalganin
yapisinda herhangi bir degisiklik olmadan yavag bir sekilde hareket eden suyun ¢ikisini
gozlemlemistir. Ancak soliter dalgalarin varligt Korteweg de Vries tarafindan
kanitlanmistir. Bununla birlikte dalgalarin kararliliklart ve iki soliter dalganin ¢arpisma
sonrast sekillerinin degisip degismedigi konusu netlik kazanmamistir. Bu konu Kruskal
ve Zabusky tarafindan incelenmis, KdV denkleminin sonlu farklar metodu ile ¢éztimleri
arastirtlirken, soliter dalgalarin  carpisma sonrast  sekillerini  degistirmedikleri
goriilmistiir. Bu 0Ozelligin parcaciklarin c¢arpigsmasina benzedigi bulunarak bu tip
dalgalara soliton adi verilmistir (Zabusky ve Kruskal [17]). Daha sonra konu ile ilgili
Gardner, Greene, Kruskal ve Miura tarafindan ters sa¢ilim doniisiim (TSD) yontemi

gelistirilerek, KdV denkleminin soliton ¢éziimleri analitik olarak da verilmistir.

Solitonlar ise asagidaki iki temel Ozelligi saglayan lineer olmayan dalgalar olarak
tanimlanabilir (Wadati [18]):

1. Sekil, hiz gibi 6zellikleri degismeksizin yayilan yerlesik (lokalize) dalgalardir.

2. Karsilikli carpismaya karst kararhidirlar ve kendi Ozelliklerini ¢arpisma

sonrasinda koruyabilirler.

Ik ozellik, soliter dalga sartidir. Ikinci sart ise pargacik 6zelligine sahip bir dalga

anlamina gelmektedir. Ayrica solitonlar uzun mesafelerde yol alabilirler.

2.5 Lineer Olmayan Diferensiyel Denklemlerin Tam Coziimleri

Birinci mertebeden ve yiiksek mertebeden lineer kismi diferensiyel denklemler igin
genel c¢oziimler farkli yontemlerle elde edilebilir. Lineer olmayan kismi diferensiyel
denklemlerin genel ¢oziimlerini bulmak ise her zaman miimkiin olmayabilir. Birinci
mertebeden lineer olmayan kismi tiirevli denklemlerin genel ¢oziimleri Lagrange-

Charpit yontemi ile bulunabilir. Fakat yliksek mertebeden lineer olmayan kismi
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diferensiyel denklemlerin genel ¢oziimiiniin bulunmasi igin belirli bir yontem yoktur.

Bu nedenle bu denklemleri saglayan ¢oziimler tam ¢6ziimler olarak adlandirilir.

Lineer olmayan diferensiyel denklemlerin tam ¢oziimleri periyodik, kompleks, kink,

soliton ve kompakton olarak elde edilir. Periyodik ¢oziimler; sin, cos, tanve cot

fonksiyonlarini, kompleks ¢oziimler; karmasik fonksiyonlari, kink ¢oziimler (a+ tanh)
ve (a+coth) fonksiyonlarini, soliton ¢dziimler sinh, cosh, tanh, coth fonksiyonlarini

ve kompakton ¢oziimler sin®, cos®, sec?, cosec? fonksiyonlarmi igeren ¢oziimlerdir.
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BOLUM 3

KESIR MERTEBELI TUREV TANIMI VE OZELLIiKLERI

3.1 Kaesir Mertebeli Tiirev Tanim ve Ozellikleri

Kesir mertebeli tiirev, teoride ¢ok eskiden beri bilinmesine karsin fizik, kimya ve
miihendislik gibi bilimlerdeki uygulamalariyla son zamanlarda siklikla karsimiza
cikmaktadir. Kesir mertebeli tlirev kavrami uygulamali matematigin énemli bir dalim
olusturur. Kesirli analizin ve bu baglamda kesir mertebeli tiirev kavraminin ortaya
¢ikmasinin en 6nemli nedenlerinden birisi, dogada meydana gelen bir¢cok olayin tam
sayilarla ifade edilememesidir. Kesir mertebeli tiirev; bagimli degiskenin bagimsiz
degiskene gore tiirevlerinin mertebesinin tamsayr degil de, rasyonel sayr oldugu

zamanki haldir.

Bir fonksiyonun kesir mertebeden tiirevini hesaplamak oldukg¢a zordur. Bunun igin
farkli tiirden kesir mertebeli tiirev tanimlar1 verilmistir. Birden fazla tiirev taniminin var
olmasi, problemin tiirline en uygun olaninin kullanilmasi ve bdylece problemin en iyi
¢oziimiinlin elde edilmesini saglar. Farkli tiirden kesir mertebeli tiirevlerin bazilari,
Kolwankar-Gangal tiirevi (Kolwankar ve Gangal [19]), Chen’s fraktal tiirevi (Sun ve
Chen [20], Chen ve Sun [21]), Cresson’s tiirevi (Cresson [22], Cresson [23]),
Griinwald-Letnikov Kkesir mertebeli tiirevi (Samko vd. [6]), Caputo kesir mertebeli
tirevi (Caputo [24]), Riemann-Liouville kesir mertebeli tiirevi (Samko vd. [6]) ve

modifiye Riemann-Liouville kesir mertebeli tiirevidir (Jumarie [25], Jumarie [26]).

Son zamanlarda bu tanimlarin iginden en ¢ok kullanilanlar arasinda Griinwald-
Letnikov, Riemann-Liouville, Caputo ve modifiye Riemann-Liouville kesir mertebeli

tiirev tanimlar1 bulunmaktadir. Genel olarak, Griinwald-Letnikov, Riemann-Liouville ve
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modifiye Riemann-Liouville kesir mertebeli tiirev tanimi matematik ve miihendislik

bilimlerinde, Caputo kesirsel tiirev tanimi ise fizikte kullanilmaktadir.

Tezin bu boliimiinde son zamanlarda sik kullanilan bu tiirev tanimlar ile birlikte
uygulama kisminda kullanilan modifiye Riemann-Liouville kesir mertebeli tiirevinin
tanim1 ve bazi Ozellikleri verilecektir. Daha sonra kisaca kesir mertebeli diferensiyel

denklemlerden bahsedilmistir.

3.2 Griinwald-Letnikov Kesir Mertebeli Tiirev

Bu tanim 6nce 1867 de Anton Karl Griinwald tarafindan Onerilmis daha sonra 1868

yilinda Aleksey Vasilievich Letnikov tarafindan gelistirilmistir (Letnikov [27]).

f, [a,b]cRarahglnda integrallenebilen bir fonksiyon ve o >0 olmak iizere «.

mertebeden Grunwald-Letnikov kesir mertebeli tiirev

DY (t)= lim h‘“zn:(—l)k[@f (t—kh) 3.1)

nh—t-a

seklinde tanimlanir. Burada;

a)l ala-D(a-2)..(a-k+1)
k) k!

ifadesi binom sabitleri i¢in genel gosterimdir. Bu tiirev;
m, m<a <m+1 olacak sekilde bir tamsayi, f(t) fonksiyonu siirekli ve f®(t),

(k =12,3,...,m +l) turevleri de [a,t] kapali araliginda stirekli olsun. Bu durumda f (t)

fonksiyonunun «a.mertebeden Griinwald-Letnikov kesir mertebeli tiirevi

6L« R f(k)(a)(t—a)kfa 1
ath(”‘é C(k—a+1) +F(m—a+1)

[[t-ametm(g)de (32)

bi¢iminde de tanimlanir.
Griinwald-Letnikov kesir mertebeli tiirevinin baz1 6zellikleri;

1. A ve u sabit say1 olmak lizere;
S0 AT O+ug®} =A%D O +45DI90)

17



Griinwald-Letnikov kesir mertebeli tiirev operatdrii lineerdir.

2. n tamsayl ve « >0 olmak tizere f(k)(a):O, (k=0,L2,3,...,n—1) ise

dn
dt"

d"f (t)
dt"

(D5 ()= ;Df[ ]=G;Df*“f<t>

tamsay1 mertebeden tiirevler ile Griinwald-Letnikov kesir mertebeli tiirevlerin bileske

Ozelligi vardir.

3. 0<n<a<n+lve 0<m< B<m+1 olsun. Eger f (t) fonksiyonu,

f®@=0 (k=0123,..r-1)

kosulunu r=max(n,m) olmak iizere saglyorsa, D% ve °D’ Kkesir mertebeli

diferensiyellerinin birlesimi

D/ (5D f (1) =D (D f (1) =D f (1)

seklinde yazilir.

4. 0<n<a<n+lve B<0i¢in f¥(a)=0, (k=0123,..,n-1)
D7 (4D f (D)= %D )
seklindedir. Ancak @ <0 ve S herhangi bir reel say1 ise
D (SDrf )= 5D )
yazilir (Podlubny [5]).

3.3 Riemann-Liouville Kesir Mertebeli Tiirev
f, [a,b]cRarahgmda sirekli ve integrallenebilen zaman degiskenli bir fonksiyon
olsun. n-1<a<n (neN') olmak iizere, t>a igin . mertebeden Riemann-

Liouville kesir mertebeli tirev

1 d"
(n—a) dt"

DI F(D)= [REIG S (33)
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yada

dn

D=5

(,D/"f (), (-1<a<n) (3.4)

bi¢iminde tanimlanir.

Eger f(t), [a,b] kapali araliginda siirekli ve m+1 defa siirekli diferansiyellenebilir bir
fonksiyon ise, her p (0<m< p<m+1) i¢in Riemann-Liouville kesir mertebeli tiirevi

,Df f (t) mevcuttur ve Griinwald-Letnikov kesir mertebeli tiirevine %D f (t) esittir.

Gergekten de Riemann- Liouville kesir mertebeli tiirev taniminda m+1 kez kismi

integrasyon uygulanirsa

1 d m+l o o
Hm—a+DdW”LG_§) Feke

= ) f(k)(a)(t_a)kia 1 t _ g\m-a £ (m+D)
_kZ:; I'(k-a+1) Jrl“(m—aurl)ja(t g)ETE(o)deg

=4D1H (1)

DEf(t)=

esitligi vardir.
Riemann-Liouville kesir mertebeli tiirevinin baz1 6zellikleri;

1. csabit say1 olmak iizere;

ct™

Df(t)=_.Dc=—
a 't () a —t F(l—a)

2. A ve u sabit say1 olmak iizere;
D {Af )+ ug(®} = 2,D5f )+ #,D500)
Riemann-Liouville kesir mertebeli tiirev operatorii lineerdir.
3. m tamsay1 olmak lizere f () (a) =0, (k =0,12,3,....m —l) ise

dm
dt”

d™ f (t)
dt”

(aDi‘f(t>)=aD:‘( ]=an’””f<t)
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tamsay1 mertebeden tiirevler ile Riemann-Liouville kesir mertebeli tiirevlerin bileske

ozelligi vardir.

4, m-1<a<m, n-1<pg<n i¢in f(t)fonksiyonu
f®@=0, (5=0,123,...,r-1, r =max(m,n)

D/ (LD f()=,D¢ (,D/ f(t)=,D " f(t)

seklinde tlirev operatorii yer degistirebilir.

5. a >0 olmak uzere
D (LD f ()= f ()

esittir. Ancak m-1<a <m igin

o myef ) - f N[ ek (t-a)"™"
D (LD f ()= (1) ;[aDt f(t)l_a fakiD (3.5)
olur. Ozel olarak k =1alinirsa (3.5) ifadesi

-a a a-1 (t_a)‘)k1
D (D)= f(M)-[,D; f(t)]taw

olarak bulunur (Podlubny [5], Ross [28]).

Yani Riemann-Liouville kesir mertebeli tiirevde, stirekli bir f(t) fonksiyonunun

integralinin tlirevi fonksiyonun kendisine esittir. Ancak bu fonksiyonun tiirevinin

integrali fonksiyona esit degildir.

3.4 Caputo Kesir Mertebeli Tiirev

Riemann-Liouville kesir mertebeli tiirev yaklagimiyla, baslangi¢c kosullarina sahip
baslangic deger problemleri matematiksel olarak basariyla c¢oziilebilir ancak bu
¢oziimler pratikte kullanigsizdir. Cilinkii kesirli baslangi¢ sartlarinin fiziksel olarak ne
anlama geldigi acik degildir. 1960’larda Italyan matematik¢i Michele Caputo,
matematiksel teori ve pratik ihtiyaclar arasindaki bu uyusmazIigi Caputo kesir mertebeli

tirev kavramimi tanimlayarak ¢ozmiistiir. Riemann-Liouville kesir mertebeli tiirev
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tanim1 lizerinde baz1 degisiklikler yapilarak Caputo kesir mertebeli tiirevi elde

edilmistir.

Kesir mertebeli diferensiyel hesaplamalarinda baslangi¢ kosullarini fiziksel durumlara
en uygun sekilde veren Caputo kesir mertebeli tiirev yaklagimi olmustur. Bu
ozelliginden dolay1 baslangi¢ deger problemleri i¢in Caputo kesir mertebeli tiirev tanimi

daha kullaniglidir.

o herhangi bir pozitif tamsayl, n—-1<a <n, (n € Z*) olacak sekilde f(t) fonksiyonu

n-defa siirekli diferensiyellenebilir olsun. Bu durumda f(t) fonksiyonunun .

mertebeden Caputo kesir mertebeli tiirevi

D)= L 9T 0@z 5)

seklinde tanimlanir. f(t) fonksiyonunda (3.6) de tanimlanan Caputo kesir mertebeli

tirevi o — n iken, bu fonksiyonun n tamsay1 mertebeden tiirevine esit olur. Gergekten

0<n-l<a<n ve f(t) fonksiyonu her T >ai¢in [a,T] araliginda n+1 mertebeden

stirekli tiirevlere sahip olsun. O zaman

. Ca T f(n)(a)(t—a)n_a 1 L pyn-a § (n4)
hmaDJ(U_hm( TheasD +Fm—a+DLa E)" f @mgj

= 10(@)+ [ 19 (&)de
=f™(t), n=123,..

olarak bulunur.

Caputo kesir mertebeli tiirev yaklasiminin temel avantaji, Caputo tiirevli kesir mertebeli
diferansiyel denklemler icin tanimlanan baglangic kosullar1 ile tamsayr mertebeli

diferansiyel denklemler i¢in tanimlanan baslangi¢ kosullarinin ayni olmasidir.

(Podlubny [5]).

Riemann-Liouville kesir mertebeli tiirev ve Caputo kesir mertebeli tiirev tanimlari
arasindaki onemli bir fark sabit fonksiyonun tiirevidir. Riemann-Liouville kesirli tiirev
taniminda sonlu bir alt sinir degeri i¢in sabitin tiirevi sifirdan farkli iken Caputo kesir

mertebeli tiirevde sabitin tiirevi sifirdir.

21



f(t) fonksiyonu her (a,t) sonlu araliginda siirekli ve integrallenebilir olsun.
m-1<a<m, (meZ") olacak sekilde f®(t), (k=0,12,..,m+1) tiirevleri de [a,t]
kapali araliginda siirekli ve integrallenebilir olsun. Bu durumda k=0,1,2,...,m-1 i¢in

f ¥ (a) = O sartlar1 saglanirsa,

Dif)=5Df(t)

esitligi vardir.
Caputo kesir mertebeli tlirevinin bazi 6zellikleri;

1. A ve u sabit say1 olmak iizere;
D {Af(t)+ug)} = 25D T (t)+4SDQ(t)

Caputo kesir mertebeli tlirev operatorii lineerdir.

2. m=0,12,... ve n—1< & <n olmak iizere

D¢ (DT (1)) =D f (1)

yazilabilir.
3. £9(0)=0, (s=n,n+Ln+2,...,m)ve m=0,12,..; n—1<a<n olmasi
durumunda

SO (SDM (1)) = SO (§D7 f(t)) = SDF ™ f (1)

seklinde tiirev operatorii yer degistirebilir. Riemann-Liouville yaklagiminin tersine
Caputo yaklasiminda s=0,1,2,...,m olmasi durumunda f®(0)=0 i¢in herhangi bir

kisitlama yoktur.

3.5 Modifiye Riemann-Liouville Kesir Mertebeli Tiirev

Riemann-Liouville kesir mertebeli tiirev yaklasiminda sabit saymin tiirevinin sifirdan
farkli olmasi bu tiirevle ilgili can sikict bir durum ortaya ¢ikardi. Bu durum Caputo kesir
mertebeli tiirev gibi yeni yaklasimlarin tanimlanmasina neden oldu. Ancak bu tiirev

yaklasiminda da bir fonksiyonun birinci tlirevini bulmak icin ikinci tiirevini bilme
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gerekliligi gibi isi zorlastiran bir durum ortaya ¢ikti. 2006 yilinda Jumarie, Riemann-
Liouville kesir mertebeli tiirev yaklasimmi gelistirerek modifiye Riemann-Liouville

kesir mertebeli tiirev yaklagimini

F(_ /) j -9 [F()-F(OE  a<o

a _ 1 _ -a _

D f(t) = T )dtj( & [f(&)-fO[es O<a<l (3.7)
(f‘"’(t))(a K n<a<n+l n>1

seklinde tanimladi. Bdylece bu tanimla, sabitin tiirevi ile ilgili sorun ortadan

kaldirilirmis oldu. Ayni zamanda bu tanim, standart tiirevin tanimina olduk¢a yakindir.
Modifiye Riemann-Liouville kesir mertebeli tiirevinin bazi 6zellikleri;

1. Sabit fonksiyonun kesir mertebeli tiirevi sifirdir. Yani, € sabit say1 olmak
uzere;

Dc=0

dir.

2. csabit say1 olmak tizere, kesir mertebeli tiirev taniminda homojenlik 6zelligi
D [cf®]=c[ D]

seklinde belirtilmistir.

3. A ve u sabit say1 olmak iizere;
D {AT () +xg(®)} = 2,DTf O +#,D9()

modifiye Riemann-Liouville kesir mertebeli tiirev operatorii lineerdir.
4. f(t)=(t—a)", (t>a) tipindeki polinom fonksiyonlarinin kesirli tiirevi

I'@+r) (t—

R )

a)™, r>0

seklindedir (Jumarie [25], Jumarie [29], Jumarie [23]).
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Modifiye Riemann-Liouville kesir mertebeli tlirevin tanimini ve dordiincii 6zelligini

kullanarak asagidaki birka¢ 6rnegi ¢ozelim.

Ornek 1: f(t) =t fonksiyonunun % mertebeden tiirevini bulalim.

Cozim: o= % icin tlirev tanimindaki formiilden (3.7) de islem yapilirsa

Dt = 11dgt(§—0>dl§
ra-) % @-g)
1 dj gde

Fé)moa—az

Cizelge 2.1 den F(%j =z oldugu dikkate alinirsa

2 1
D%t = —=t2

N

(3.8)

elde edilir. Diger taraftan modifiye Riemann-Liouville kesir mertebeli tiirevinin

dordiincii ~ o6zelliginden  (polinom  fonksiyonunun  kesir  mertebeli

a=0,r=1ve o =% yerine yazilirsa

r'(1+1) tlfgzr(z) t%= 2 t%
1

D’ =
t 3 \/_
r(1+1—§) F(E) d

elde edilir. Buda esitlik (3.8) in esitlik (3.9) ile ayn1 sonucu verdigini gosterir.

Ornek 2: f(t)=5t>-3t>+t+1 fonksiyonunun % mertebeden tiirevini bulalim.

tiirevi)

(3.9)

Coziim: Kesir mertebeli tlirevler i¢in lineerlik 6zelligi oldugu biliniyor; (3.7) deki

polinom fonksiyonlar i¢in kisa kesir mertebeli tiirev formiiliinde t3, t%, t,1 in kesirli

tiirevleri bulunup ara islemler yazilirsa DY?f (t) bulunur. Polinom fonksiyonunun kesir

mertebeli tiirevi yardimiyla
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I'@+r) (

Dit-a) = rd+r-a)

_ a) r-a

. . 1 .
t* polinomu icin a=0, r=3ve a = > yerine yazilirsa

C(1+3) ts-g r(4) _ 16 tg

Dt]/2t3:
r(1+3—;) T ) 5z

. . 1 .
t? polinomu icin a=0, r=2ve a = > yerine yazilirsa

r'(1+2) tzf;:r(3) tg: 8 t;

DY*t* =
1 5 N
r+2-) ) N7

t polinomui¢in a=0, r=1ve « :% yerine yazilirsa

r'(1+1) tl—% F(2) 2

DYt =
r(1+1—;) re ) R

t® icin r=0 olup modifiye Riemann Liouville tiirevinin birinci &zelliginde sabitin

tiirevi sifir oldugundan

DY’1=0

elde edilir. Bulunan degerler yerine yazilirsa modifiye Riemann-Liouville Kkesir

mertebeli tiirevin lineerlik 6zelliginden

16 2 8
DY?(5t° -3t +t+1 )=5 t2 — t2+o
al ) 5\/ 3\/ \/

16 8 ﬁ 2 2

R

_ 2 ;(St —4t+1)

Nk

bulunur. Kesir mertebeli tiirev formiiliinde ayn1 fonksiyon uygulanirsa;
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t(5t° —3t* +t+1)d
D (5t° - 3t* +t+1 ) = 1 d i - Jo<
° (t-¢)?

1, dt
ra-=
-2)
1 d L(5t°-3t +t+1)d¢&

o) -op
6 > 8 2

2 el
£ - =12 4 2
VRN

(3.11)

1

bulunur. (3.10) ve (3.11) deki sonuglarin ayni oldugu goriiliir.
Ornek 3: f(t)=(t —3)4 fonksiyonunun g mertebeden tiirevini bulalim.

Coziim: Polinom fonksiyonunun kesirli tiirevi

Ir'@+r)

S )

(t—a)™

icina=3, r=4vea :g degerleri yerine yazilirsa

D (-3 =0 g

5
F(1+4_§)
_I'e 2
o
2
32 3
= ﬁ(t—3)

(3.7) deki kesirli tiirev formiiliinden de ¢6ztimiin ayn1 oldugu goriliir.

Ornek 4: f(t)=t fonksiyonunun % mertebeden tiirevinin % mertebeden tiirevi bu

fonksiyonun birinci mertebeden tiirevine esit oldugunu gosterelim.

Coziim: Polinom fonksiyonunun kesir mertebeli tlirevini kullanalim.

f(t)=t
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A+l o5 _T@;_ 2 ;
r(1+1—;) r(‘;’) Jz

11
2

DYt =

ayni sekilde buldugumuz bu fonksiyonun bir kez daha % mertebeden tiirevi alinirsa

Tl T wre oL
2 2

N

1 3 1
rl+= rc Iz
Df“z[ 2 ti] 2 W) s 2 2,

elde edilir. Diger taraftan

D'* (DY f(t))=DY***f(t)=D,f (t) =Dt =1

bulunur.

Bu 6rnek modifiye Riemann-Liouville kesir mertebeli tiirevin ardigik tiirevler 6zelligini

gostermektedir.

3.6 Kesir Mertebeli Diferensiyel Denklemler

Kesir mertebeli diferensiyel denklem, bagimli degiskenin bagimsiz degiskene gore

tiirevlerinin mertebesinin tamsay1 olmayip, kesirli oldugu halidir.

3.6.1 Kaesir Mertebeli Adi Diferensiyel Denklemler

Bir bagimli degiskenin bir bagimsiz degiskene gore kesirli tiirevlerini igeren

denklemlere kesir mertebeli adi diferensiyel denklemler denir. Ornegin,
1 1
1. xD?y(x)—3D3y(x)—y(x) =2sinx
2
2. D3y(X)-2y*(x)=%*
5
3. D2y(x)+y(x)=x

3 1

4. D*y(t)-D2y(t)=4
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1 1
5. D%y(t)—-D*y(t)-5y(t)=0
denklemleri birer kesir mertebeli adi diferensiyel denklemdir.

3.6.2 Kesir Mertebeli Kismi Diferensiyel Denklemler

Bagimli degiskenin birden fazla bagimsiz degiskene gore kesirli tiirevlerini igceren

denklemlere kesir mertebeli kismi diferensiyel denklemler denir. Ornegin
1 2
1. D u(xt)—c? M =0

ou(x, y,t) 8°u(x,y,t)
+
aXZ ay2

2. Dt”u(x,y,t):cz{ j O<a<l

denklemleri birer kesir mertebeli kismi diferensiyel denklemdir.

3.6.3 Kesir Mertebeli Lineer Diferensiyel Denklemler

X bagimsiz degisken ve y bagimli degisken olmak {izere
a,()D*y() +a,; (x)DTy(x) +...+a,(x) D™ y(x) +a,(x) D™ y(x) = f(x)

seklinde yazilabilen denklemlere kesir mertebeli lineer diferensiyel denklem denir. Bu

denklemin lineer olmasi i¢in; bagimli degisken olan y ve onun biitiin kesirli
tiirevlerinin derecesi bir olmali ve a(x) katsayilar1 yalnizca X bagimsiz degiskenine

bagli olmalidir (Kurulay [8]). Ornegin;
3
1. x*D2y(x) - y(X) = 2¢*
2. D*y(x)+2D“y(x)-y(x)=0, O<a<l

denklemleri birer lineer kesir mertebeli diferensiyel denklemdir.
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3.6.4

Lineer Olmayan Kesir Mertebeli Diferensiyel Denklemler

Yukarida belirtilen lineerlik tanimmin en az birinin saglanmadigr kesir tiirevli

diferensiyel denklemlere lineer olmayan (nonlineer) kesir mertebeli diferensiyel

denklemler denir. Ornegin,

1.

Dfu—au, +bu+cu®=0, O<a <l (Lineer olmayan zaman kesir tiirevli bir

boyutlu dalga denklemi)

Dfu-u®u, +u, =0, t>0, O0<a <l (Lineer olmayan zaman kesir tiirevli

modifiye KdV denklemi)

Dfu+Dfu—-au’Diu+D*u=0, 0<a<l  (Lineer olmayan uzay-zaman

kesir tiirevli modifiye Benjamin-Bona-Mahony (mMBBM) denklemi)

DXu—-DXu+au—-u®=0, O<a<l  (Lineer olmayan uzay-zaman Kesir

tirevli Klein-Gordon denklemi)

&%%u 2%y aa( ﬁx;)
g 2a o - -
yar X u (Lineer olmayan (2+1)-boyutlu uzay-zaman kesir

% 4 8% 9% (w) Folaall
Oy ofu W) =0
ot X% ¢ 6X2aaya 1

tiirevli dagilimli uzun dalga denklemleri)

denklemleri de lineer olmayan kesir mertebeli diferensiyel denklemlerdir.

3.6.5

Kesir Tiirevli Adi Diferensiyel Denklemin Mertebesi

Bir kesir mertebeli adi diferensiyel denklemdeki en yiiksek mertebeden tiirevin

mertebesine o denklemin mertebesi denir. Ornegin,

3 1
1. D?y(x)-5D?y(x)+3y(x)=2 g mertebeden lineer adi diferensiyel denklem
1
2. D2y(x)-3y*(x)=sin(x) =. mertebeden lineer olmayan adi diferensiyel
denklem
seklindedir.

29



3.6.6 Kesir Mertebeli Adi Diferensiyel Denklemin Derecesi

Bir kesir mertebeli adi diferensiyel denklemdeki en yiiksek mertebeden tiirevin
derecesine (kuvvetine) o kesir mertebeli adi diferensiyel denklemin derecesi denir.
Ornegin,

1
1. D2y(x)+ y(x) =0 denklemi % mertebeden, 1. dereceden lineer adi diferensiyel

denklemdir.

5 ? 1
2. [Dzy(x)J —2D2y(x)+y(x) =0 denklemi g mertebeden, 2. dereceden lineer

olmayan adi diferensiyel denklemdir.

3 ° L
3. (Dzy(x)j —2D*y(x) =sinx denklemi g mertebeden, 5. dereceden lineer

olmayan adi diferensiyel denklemdir.

4, (Dt“y(x,t))s—Do'Sy(x,t): f(x,t) denklemi «. mertebeden, 3. dereceden lineer

olmayan kismi diferensiyel denklemdir.
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BOLUM 4

LINEER OLMAYAN KESIiR MERTEBELI KISMi DIFERENSIYEL
DENKLEMLER iCIN TAM COZUM YONTEMLERI

4.1 Tam Coziim Yontemleri

Bu boliimde, ilk olarak kesir mertebeli diferensiyel denklemler i¢in dengelenme sayisi
ve kesirsel karmasik doniisiimii (fractional complex transform) verildi. Daha sonra
kesir mertebeli diferensiyel denklemlerinin bazi tam ¢éziim yontemleri tanitildi. Bunlar;
alt denklem yontemi, fonksiyonel degisken yontemi, modifiye edilmis basit denklem
yontemi, Kudrasyhov yontemi ve modifiye edilmis deneme denklem yontemidir. Bolim
5 de, bu bolimde verilen yontemlerle ilgili lineer olmayan kesir mertebeli diferensiyel

denklem ve denklem sistemlerinin tam ¢ozlimleri verildi.

Oncelikle, tam ¢dziimlerde kullamlacak olan dengelenme sayisi hakkinda bazi bilgiler

verelim.

Dengelenme Sayisi: Lineer olmayan herhangi bir adi diferensiyel denklemde en yiiksek
mertebeden lineer olan terim ile en yiiksek dereceden lineer olmayan terim arasinda elde

edilen sabit sayiya “dengelenme sayisi” denir. Herhangi bir adi diferensiyel denklemde

" . . du . : .
en yiiksek mertebeden lineer terim F ve en yiiksek dereceden lineer olmayan terim

du) _ ,
up(@j olarak verilsin. Burada u=z" doniisiimii yapilirsa, p, g, r sabit say1 ve n

dengelenme terimi olmak {izere dengelenme bagintisi n+q = np+s(n+q) olarak

yazilir ve bu denklemin ¢6ziimiinden n pozitif dengelenme sayisi bulunur (Bekir vd.
[30]).
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4.2 Kesirsel Karmasik Doniisiim

Son yillarda kesir mertebeli diferensiyel denklemler bir¢ok arastirma alaninda ¢ok sik
goriilmeye baglamistir. Literatiirde kesir mertebeli diferensiyel denklemlerin ¢oziimii
icin bir¢ok giiclii yontem vardir. Bu yontemler bazi 6zel durumlarda tam ¢oztimlere yol
acsa da, genel manada niimerik ve yaklasik ¢oziimler verir. Ancak miihendislikte tam

¢ozlim gereklidir.

Matematik problemlerinin ¢éziimiinde kullanilan farkli bir¢ok doniisiim literatiirde yer
almistir. Bunlardan bazilari: hareketli dalga doniisiimii, Laplace doniistimii, Fourier
dontigiimii, Backlund doniisiimii, integral doniisiimii ve yerel kesir mertebeli integral

doniisiim olarak verilebilir.

Tezin bu kisminda kesir mertebeli diferensiyel denklemlerin ¢oziimii i¢in kesirsel

karmasik doniistim diye adlandirilan yeni bir yontem tanimlanacaktir.

Kesirsel karmasik doniisiimii, ilk olarak 2010 yilinda Li ve He (Li ve He [31])

tarafindan onerilmistir.

Genel olarak kesirsel karmasik doniisim; O<e«, «,, a, ..., @, <1 i¢in sonradan
belirlenecek sifirdan farkli bilinmeyen sabitler ¢, k;, k,, ks, ..., k, olmak tizere,
. - KX, - KX, +ot KX, L (4.1)
I'l+a) I'l+ea,) Tl+ea,) 'l+e,) T'l+e,,)
seklinde tammmlanir. Burada o, =, = a,=...= ¢, =1 olarak alinirsa kesirli karmasik
doniisiimii
E=KX + KX, + KX, +...+K X, +Ct (4.2)

standart hareketli dalga doniisiimiine doniisiir. Sonug olarak, kesirsel karmasik doniisiim

hareketli dalga doniistimiiniin dogal a¢ilimidir.

Kesirsel karmagsik doniisiimiin temel amaci, kesir mertebeli diferensiyel denklemleri
modifiye Riemann-Liouville tiirevi ile birlikte adi diferensiyel denklemlere ¢evirmek ve
¢ozlim prosediiriinii kolaylasgtirmaktir. Boylece lineer olmayan tamsayr mertebeli
diferensiyel denklemlerin tam ¢oziimlerini elde etmek i¢in kullanilan tiim analitik
metotlar kolayca kesir mertebeli diferensiyel denklemlere de uygulanabilir (Giiner
[32]).
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Ornek 1: u(x,t) reel degerli bir degisken, 6" ve &7 notasyonlart modifiye Riemann-
Liouville kesir mertebeli tiirevleri ifade etmekte, k pozitif tamsayr ve 0<a <1,

0 < f <1 olmak tizere kesir mertebeli diferensiyel denklem

ofu(x,t) =kd?u(x,t), teR*, xeR (4.3)

olarak verilsin. Baslangi¢ sartlari, u(x,0)=u,(X) =2x igin kesirsel karmagik dontistimii

yardimiyla bir ¢6ziim bulalim.

p ve g sifirdan farkli olmak tizere kesirsel karmagik doniisiim,

px” qt”

= + (4.4
ri+p) I'd+a)

g

seklinde tanimlanir. Donilistim denklemde yerine yazilirsa
(kp—q)u. =0

bulunur.

1. Durum: kp—q =0 i¢in ¢6ziim, C sabit say1 olmak tizere u(&) =c olur. Bu ¢oziim

baslangi¢ sartini saglamayan asikar ¢oziimdiir.

2. Durum: kp—q =0 i¢in ¢ozlim, baslangi¢ sart1 gézoniine alindiginda
L 1
=
" :3(1“(1+,B)J 2
AL P
yada

u(E) = Z(WY e (4.5)

sekilde segilir. ¢ ve k; kr—c=0 sartin1 saglayan bagimsiz parametreler olmak iizere

(4.4) denklemi (4.5) denkleminde yerine yazilirsa baslangi¢ sartin1 saglayan ¢6ziim

u(x,t):Z(r(lJr’B)jﬁ( px” L Jﬂ (4.6)
p ri+p) I'l+ea)
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olarak bulunur (Li ve He [31]).

Ornek 2: Uzay-zaman kesir mertebeli adveksiyon dagilim denklemi

a B 2B
0 u(x,t)+va u(x,t)_k8 ugx,t) _
ot” ox” ox*”

0 4.7

olacak sekilde t >0, x>0, O<a<1ve 0<A<1 i¢in baslangi¢-sinir sartlar

u(o,t) = exp{r(it:a)}
o’u(0,t) 4"
ox? _GEXp{rm a)} (4.8)

u(x,0) = exp{r(iaﬂ)}

seklinde verilsin. p ve q sifirdan farkli bilinmeyen sabitler olmak iizere

. qt” N px”
I'l+a) T'1+p)

kesirsel karmasik doniistimii yardimi ile

(vp+a)u, =kp?u,. (4.9)

denklemi elde edilir. (4.9) denklemi ¢oziildiiglinde, c, Ve C, integral sabiti olmak tizere
u()=c,+c,exp {%}

veya

B (vp+q), qt” px”
u(§)—cl+c2exp{ Kp? (1“(1+a)+1“(1+,3))} (4.10)

¢Ozlimii elde edilir. (4.10) denkleminde baslangi¢-sinir sartlart kullanilarak

_ (vp+a)at” | _ 4t
u(0,t)=c,+c,exp {—kpzl_(“ a)} = exp{l_(lJr a)}
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8"u(0,t) _c,(vp+q) exp (vp+a)at” | _ 6exp al
Py kp kp’T(1+ ) I'l+a)

B B
U(X, O) — Cl + C2 exp M = eXp 4X
kp['(1+ ) I+ p)
yazilir. Bu denklem sisteminde ¢, =0 ve ¢, =1 segcilirse

(v+Q)a _,

4.11
kpZ ( )
(vp+0) ¢ (4.12)
kp
elde edilir. (4.9) ve (4.10) denklemlerinden p=3; q=2 ve Bv+2) =6 bulunur.
Boylece 18k —3v—2 =0 olmak iizere denklemin tam ¢6ziimii
v+2), 3x’ 2t
u()=exp S I 20 (413)
%k T@+p) TI'(l+e)
olarak bulunur (Li [33]).
Ornek 3: Kesir mertebeli diferensiyel denklemi
a s 38 Y4 A
Ol g0 307U, 40U 50U (4.14)

+5
ot” ox? ox¥ ey’ ort

o

g6zoniline alinsin.

ifadesi «.mertebeden t ye gore modifiye Riemann-Liouville

a i)

anlaminda kesir tiirevidir. O<a <1, 0<f<1 O0<y<lve0<A<1 olmak iizere

kesirsel karmasik doniistim,
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_ . qt”
" T'(l+a)
x =P

rd+p)

_ky”

CT(l+y)

17

T T(1+2)

(4.15)

olarak alinir. Modifiye Riemann-Liouville kesirli tiirev ve 6zellikleri yardimiyla (4.15)

denklemi

o‘u_ouo'T _ ou

o oT ot et
@_ ou o’X 0 ou
B ax axf T Aax
ox”  oOX oOx oX (4.16)
du_woy
oy’ oY oy’ oY
du_moz
ot oL vt dZ
seklinde klasik tiireve doniistiiriiliir. Boylece (4.14) denklemi
ou ou o’u ou ou
— +2pu—+3p? +4ky —+511—=0 4.17
L R R VAR @17

adi diferensiyel denklemine doniisiir. Bu denklem farkli yontemler ile Ornegin alt

denklem, tistel fonksiyon, ... gibi yontemlerle ¢oziilebilir (Li ve He [34]).

Ornek 4: Uzay-zaman kesir mertebeli KdV denklemi

U, o4 o’u . o¥u
ot” ox’ ox¥’

(4.18)

i¢in kesirsel karmasik doniisiim

To_av
I'l+a)

s

X =X
r'@+p)
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olarak tanimlansin. Boylece

ou ou o’u
a—_|_+6pua—x+p3ax3:0 (4.19)

q

seklinde denkleme doniisiir. Islemleri basitlestirmek icin p=q=1 almrsa (4.19)

denklemi

ou ou o
—tOU—+—5=
oT oX oX

0 (4.20)

denklemine doniisiir. Bu denklemin soliton ¢ézimii

u =ésech{£(x —AT)}
2 2

veya

u(x,t)=§sech{ﬁ[ X At ﬂ (4.21)

2 \{TW+p) T(+a)

olarak elde edilir (He ve Li [35]).

Kesirsel karmasik doniisiim kesir mertebeli diferensiyel denklem sistemlerine de kolay

bir sekilde uygulanabilir.

Ornek 5: o ve B modifiye Riemann-Liouville anlaminda kesir tiirev ve baslangig

sartlar
e’
,0)=
%O =r A (4.22)
e |
"=t
olan
Dfu(x,t) + D/v(x,t) =0 (4.23)

DAv(x,t)+D/u(x,t)=0, 0<a,B<1

kesir mertebeli lineer diferensiyel denklem sistemi verilsin. p veq sifirdan farkli

bilinmeyen sabitler olmak lizere kesirsel karmagik doniisiim
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__qt”
'l+ea)
px”

X =
rd+p)

olarak alinir. Jumarie’nin zincir kurali kullanilarak

a"’u_é_ua”‘T_qa_u a“v_ga“T_q@
ot oT ot” or’ ot oT ot” oT (4.24)
du_audX _ou M _ v o

ox?  oX ox? oX '’ ox? X ox? oX

seklinde yazilir. p=q=1 alinarak

u, +v, =0 V: +U, =0,

T X T X (4.25)

u(x,0)=e*  v(X,0)=e"
elde edilir. Bu baglangi¢ sartlar1 ile verilen denklem sisteminin ¢6ziimiileri Ayaz
tarafindan (Ayaz [36])

u(X,T)=e*coshT +e *sinhT

(4.26)
V(X,T)=e " coshT —e*sinhT

seklinde verilmistir. Boylece;

I'l+a) I'l+ea)

x? o x? o
v(x,t)=e "™ cosh _ U | e @ gjph| !
I'l+ea) Irl+ea)

x? o ¥ o
u(x,t)y=e"™” cosh[ ! )+e ra+A) sinh( t j
(4.27)

kesir mertebeli lineer diferensiyel denklem sisteminin ¢ézlimleri elde edilir.

Ornek 6: Kesir mertebeli kismi diferensiyel sistemi

Deu(x,t) +vD u(x,t) +u(x,t) =1

(4.28)
DAv(x,t) +uD/v(x,t) -v(x,t) =-1,  O<a,B<1

ve baslangig sartlari
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xP
u(x,0) =e"®#

P (4.29)
v(x,0) =e' @A)
igin kesirsel karmasik doniisiim yardimiyla
U, +vu, +U=1, Ve +uv, —v=-1
T X ; T X ) (4.30)
u(Xx,0)=e", v(X,0)=¢e"
elde edilir. (4.30) denklem sisteminin ¢oziimleri Ayaz tarafindan (Ayaz, 2004)
u(x,T)=e""
( ) (4.31)
v(X,T)=e"""
seklinde verilmistir. Bu durumda denklem sisteminin ¢6ziimleri
)
ux,t) = e F(+4) T (1+a)
’ (4.32)

X Lt
T(+p8) I'l+a)

v(x,t) = e[

olarak elde edilir (Ghazanfari ve Ghazanfari [37]).

He ve c¢alisma arkadaslar1 2012 yilinda (He vd. [38]) yazdiklart makalede kesir
mertebeli tlirevlerde zincir kuralinin farkli oldugunu ifade etmis ve bu durumu su

ornekle ac¢iklamiglardir.

Ornek 7: >0 olmak iizere,

u(t) =t
(t) (4.33)

s(x)=x’

olsun. Bu durumda modifiye Riemann-Liouville kesirli tiirevine gore;
X T (28 +1

Dyu(s(x)) = Dyu(x”)=Dyx* = (25+1) (4.34)
L(2f-a+1)

olarak bulunur. Benzer sekilde

u'(s(x))=2x" (4.35)
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, vrrn g XD (BH+Y) XD (B 1)
u'(s(x)) Dy's(x) = 2x F(F—atl) =2 F(F—atl) (4.36)

elde edilir ki buda

o“u ia_uﬁ”’s
ot*  os ot”

(4.37)

oldugu anlamina gelir. Yani zincir kuralindaki bu tutarsizlik, kesirli hesaplamanin

degisme 6zelliginin (asagidaki 6zellik) olmadigini gosterir.

D**? = D*D” # D’D“* (4.38)
Buradan hareketle, He ve calisma arkadaslar1 kesirsel karmasik doniisiimii su sekilde
modifiye etmislerdir.

O<a<l 0<pf<1 0<y<lve0<A<1l olmak tiizere kesir mertebeli diferensiyel

denklemlerin genel hali

Fuuf,uf,uf,uf,ui,u,u,u?, ) =0, (4.39)

s YUy

a

seklinde gosterilir. Yine U = D{u = Jumarie’nin kesir mertebeli tiirevini ifade

etsin. u siirekli fonksiyon (fakat tiirevlenebilir olmasi gerekmeyen) olmak iizere,

modifiye Riemann-Liouville tiirevi

1 d t(t—f)fa [u(&,x,y,2)-u(0,%,y,2)]dé (4.40)

D7u(t,x,y,z) = —
cultxy.2) I'l-«) dtdo

olarak tanimlanir. Modifiye kesirsel karmagik dontistimii

L (4.41)
I'l+ea)

x =P (4.42)
ra+p)

y-_ (4.43)
r'@d+y)
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Iz*

- r@a+A4)

(4.44)

seklinde yazilsin. Bu doniisiim, siirekli uzay zamani bir fraktal uzay zamana
doniistiirmektedir. Kesirsel karmasik doniisiimiin anlami1 su sekilde ifade edilmistir. He
(He [39]) 6nceki galigmasinda, kesir mertebeli diferensiyel denklemlerin en iyi siireksiz
ortamda tanimlanabilir oldugunu ve kesir mertebenin kesir boyutla ayni anlama
geldigini gostermistir.

Kesirli hesaplamalar i¢in zincir kurali

o“u ,0u 0“s

=o' (4.45)
ar o as at

olarak verilir. o,, oy, oy, o, fraktal indeksler olmak iizere,

t”
x’

y}/
7’

(4.46)

S=
X
Y
YA

doniistimler kullanilarak,

Cu_uos_g N (4.47)
ar s a s

o’u  ou o’X ou
xR (449)

du_udyY

oy ooy o (449)
o'u  ou o'z ou
W azw ta (4.50)

elde edilir. Boylece, kesir mertebeli diferensiyel denklemler kolay bir sekilde adi
diferensiyel denklemlere doniistiiriiliir. Bu hesaplama herkesin kolayca yapabilecegi zor

olmayan iglemlerdir (He vd. [40]).
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o, yi belirlemek i¢in s=t“ ve u=s" 6zel olarak alinirsa

o’u _ '+ ma)t _ Ga_u — omt™ (4.51)
o T(l+ma-a) ot
yazilir. Boylece o,
I'l+ma) (4.52)

- mI'(1+ ma — )

olarak belirlenir. Diger fraktal indeksleri de (o, oy, o) benzer yolla bulunabilir.
Bir 6rnek ile fraktal indeksin nasil belirlenecegi gosterilsin.
Ornek 8: Kesir mertebeli diferensiyel denklemi

o‘u

a

+Bu=0, O<ea<l u(0)=1 (4.53)

ele alinsin.

s=t“ (4.54)

doniisimii sonrasinda a, (m=0,1,2,...) ler daha sonradan belirlenecek sabitler olmak

lizere varsayalim ki ¢6ziim
u=>a,s" (4.55)
m=0

serisi seklinde olsun. (4.55) denklemi (4.53) denkleminde yerine yazildiginda

2Zcfsmamsm +B) a,s" =0 (4.56)
05 o m=0

veya

> mo,,a,s" " +B> a,s" =0 (4.57)
m=0 m=0

elde edilir. o, fraktal indeksini belirlemek i¢in (4.52) denkleminden
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I'l+meg)

sm (458)
ml'(1+ ma —a)
olur. (4.57) ve (4.58) denklemlerinden
_Id+ma) ., ga  -q (4.59)
rd+ma-a)

elde edilir. Genel olarak, u,=u(0)=1 baslangi¢ sart1 gézoniine alinirsa basit bir

hesaplamayla

= _B)" (4.60)
rl+mea)
bulunur. Boylece (4.53) denkleminin tam ¢oziimii

(=B)" om (4.61)
Ir'l+mea)

s

u(s) =

Il
o

m

yada

u)=3 B gme g ey (4.62)

= T'(1+ma)

3

seklinde bulunur. Mittag-Leffler fonksiyonu E_,

() p—_—

powrd F(1+ Mma)

olarak tamimlanmaktadir (Ibrahim [41]).
Kisaca, kesir mertebeli diferensiyel denklemlerde kesirsel karmasik doniisiimii

Dfu=o0 6_uD s
og

pru=o! M prg
o¢

(4.63)

zincir kuralindan gelen fraktal indeksleri, | sabit olmak tizere

o, =0, =I| (4.64)
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seklinde diislinlip kesir mertebeli diferensiyel denklemi kolay bir sekilde adi
diferensiyel denkleme doniistiiriiliir (Saad vd. [42], Elghareb vd. [43]).

4.2.1 Kesirsel Karmasik Doniisiimiin Farkh Tiirden Denklemlere Uygulanmasi

X = (X, Xy,..., X;,,1) bagimsiz degiskenler, u bagimli degisken ve 0< <1 olmak
tizere; P, uveu’nun kismi kesir mertebeli tiirevlerinden olusan bir polinom olsun.

Lineer olmayan uzay kesir mertebeli diferensiyel denklemlerin genel gosterimi
P(u,u,Du,,u,,u,,..u, ,Duu, u )=0 (4.65)

XXy} T XXy 1T

ve k; (i1=12,3,...,m) ve c sifirdan farkli keyfi sabitler olmak iizere

U () =u(X, Xp0 e X 1) §=r%fﬂ)+klx2+k2x3+...+kmt (4.66)

kesirsel karmasik dontisiim kullanilarak uzay kesirli diferensiyel denklemler

QU(£),U'(£),U"(&),...)=0 (4.67)
. L . e e ey ., du ., dU .
seklinde adi diferensiyel denkleme doniistiiriiliir. Burada U :E’ U :d_gfz"ulfade

etmektedir.

Benzer sekilde, X = (X, X,,..., X,,t) bagimsiz degisken, u bagimli degisken ve 0 < <1
olmak iizere; P, u ve u’nun kismi kesir mertebeli tiirevlerinden olusan bir polinom

olsun. Lineer olmayan zaman kesir mertebeli diferensiyel denklemlerin genel gosterimi

P(u,Dfu,u,,u,,u, ,...u, ,Du,u,, .U, .u,,.,..)=0 (4.68)

XX T T XXy T T XXy 1T

seklindedir. ¢ kompleks bir degisken, k (i=12,3,..,m) ve c sifirdan farkli keyfi

sabitler olmak tizere

U(E) = U0t Koo X ), &= K +kX, otk X (4.69)

o
1+ )
donilisimii yardimiyla zaman kesir mertebeli diferensiyel denklemi adi diferensiyel

denkleme doniistiiriir.
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Son olarak, X=(X,X,,....;X,,t) bagimsiz degisken, u bagimli degisken ve
O<a,a,,....,a,,, <1 olmak iizere; P, u ve U’ nun kismi kesir mertebeli tiirevlerinden

T m+l

olusan bir polinom olsun. Lineer olmayan uzay-zaman kesir mertebeli diferensiyel

denklemleri genel gosterimi

P(u,D"u, D, *u,D, “u,.., D, “*u,D,“D,"*u,D,*D, *u,..)=0 (4.70)

seklindedir. & kompleks bir degisken, ki (i=12,3,...,m) ve c sifirdan farkli keyfi

sabitler olmak tizere

a a, a (o
ct™ N K X, N K, X, N Ko, X ™

(4.71)
I'l+e) I'l+e,) I'l+ea,) rd+e,,,,)

U(E) =u(X, Xy X;u 1), =
kesirsel karmasik donilisim uzay-zaman kesirli diferensiyel denklemler adi diferensiyel

denkleme doniistiirtiliir.

Elde edilen adi diferensiyel denklemler de imkén varsa, terim terim bir veya daha fazla
integrali alinabilir. Bu doniisim sadece kesir mertebeli diferensiyel denklemlerin
"dalga" ¢coziimleri i¢in gegerlidir. Ancak her kesirli diferensiyel denklemler i¢in "dalga"

¢Oziimii bulunamadigindan dolay1 uygulamalar1 sinirlidir.

Sonug¢ olarak; kesir mertebeli diferensiyel denklemleri ¢6zmek i¢in son yillarda
gelistirilmis bircok yontem vardir. Ancak bu yontemler arasinda kesirsel karmasik
dontisiim, kesir mertebeli diferensiyel denklemleri adi diferensiyel denklemlere
cevirmek i¢in Onerilen en basit yaklasimdir. Bu doniisiim, kesir mertebeli diferensiyel
denklemleri klasik diferensiyel denklemlere cevirir ve ¢6ziim prosediiriinii oldukca
kolay hale getirir. Boylece matematiksel analizin tiim analitik metotlar1 kolayca kesirli

analize uygulanabilir.

4.3 Alt Denklem Y ontemi

X=(X, Xy, X, 1) bagimsiz degisken, u bagimlh degisken u, =u (X, X,,...,X,,t),
s=12,3,...,k olmak tizere; P, u ve u’nun kismi kesir mertebeli tiirevlerinden olusan

bir polinom olsun. Lineer olmayan kesir mertebeli diferensiyel denklemlerin genel

gosterimi
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P(ul,...uk,Dt"’ul,...,Dt“uk,D;jul,...,DZuk,...,DZﬂul,...,DZﬂuk,
2 2 2 2 2 2 (4.72)
o o a (04 o o

DUy, DU, DUy, DUy, DU, DY uk,...):O

seklindedir.

Adim 1: (4.72) denkleminde genel haliyle verilen kesir mertebeli diferensiyel denklem

igin & kompleks bir degisken, k; (j=1,2,3,...,m) ve c sifirdan farkli keyfi sabitler

olmak lizere

Us(g) =US(X1, Xoyeeny Xm;t) ) 5 :Ct+klxl +k2X2 +...+kam +§0 (473)

hareketli dalga doniisiimii ile

Q(U,,..U,,c“DLU,...,c“DLU, kI DLU,,.... kDU, ...,

apmya ap|a 20 N2« 2024 20 \2a (474)
kpDEU,,..., kiDL, ,¢** DU, .., *“DZU, ki “DU,...) = 0

seklinde kesir mertebeli adi diferensiyel denkleme basitce doniistiiriilebilir. Burada

tirev & ye goredir.

Adim 2: Alt denklem yontemi (sub-equation method), Zhang ve c¢alisma arkadasi
(Zhang ve Zhang [44]) tarafindan tanimlanmis daha sonra birgok lineer olmayan kesirli
diferensiyel denkleme uygulanmistir (Guo vd. [45], Tang vd. [46]). Bu yontem, lineer
olmayan olusum denklemlerinin hiperbolik, trigonometrik ve rasyonel ¢oziimlerini

bulmak i¢in oldukg¢a etkili bir yontemdir.

Alt denklem yonteminde a,=#0 ve a (1=012,..,n) daha sonra belirlenecek

katsayilar olmak tizere (4.74) denkleminin ¢6ziimii
U(&) = zai,gi (4.75)
i=0

seklinde aranir. Burada 3 =9(&) icin
D§19=0+l92, O<a <1 (4.76)
kesirli Riccati denklemini ifade etmektedir. o sabit say1 ve n pozitif tamsayisi

dengelenme sayisidir. Ilk olarak Zhang ve arkadaslari, (Zhang vd. [47]) genellestirilmis

iistel fonksiyon metodunu kullanarak (4.76) denkleminin genel ¢oztimiinii
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—J-o tanh,, (ﬁg), c<0
—J-o coth,, (@5), o<0

9(&) =1o tan, (%5), >0 (4.77)
—\/;cota(\/gé), c>0
F(1+a)

-————~, w=sabit, o=0
4w

olarak elde etmislerdir. Burada

e (1)=3 L

“ T (ak +1)

Mittag-Leffler fonksiyonu olmak iizere bazi hiperbolik ve trigonometrik fonksiyonlar

E.(z")-E, (7%

sinh_(2) = 5 . cosh (2)= Ea(Z"’)+2E[, 2)
sin, (2) = == (iz*) —zEa (iz") cos, (z) = Ea(iZ"‘)+2Ea (-iz*)
tanh,, (2) =%, coth_(z) =%:((ZZ)),
tan, (2) = :ior;%“(é)), cot,, (z) = %«((zz))
seklinde yazilr.

Adim 3: n pozitif tamsayisi, indirgenmis (4.74) denkleminde yer alan lineer olmayan

en yiiksek dereceden terim ile en yliksek mertebeden lineer terim arasindaki homojen

denge diisiintilerek belirlenilir.

Adim 4: (4.75) denklemi (4.74) denkleminde yerine yazilir ve (4.76) denklemi
kullanilarak, $(&)’ye bagli homojen bir denklem elde edilir. Bu denklemde
Rl (&) (i=0,12,..,n) katsayilariin  sifira  esitlenmesiyle & (i=0,12,...,n),
kj (j=1,2,3,....,m) ve c igin bir cebirsel denklemler kiimesi elde edilir. Elde edilen
cebirsel denklem sisteminin Maple ile ¢dziiminden @ (i=0,12,..,n),

k; (1=12,3,...,m) ve ¢ degerleri bulunur.
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Adim 5: Bulunan bu degerler (4.75) denkleminde yerine yazilir ve (4.77) denklemi
kullanilarak, (4.72) denkleminin farkli tam c¢oztimleri hiperbolik, trigonometrik ve

rasyonel formlarda elde edilir.

Diger bir yol olarak; (4.72) formundaki kesir mertebeli diferensiyel denklemi (4.71)
denklemi yardimryla (4.67) adi diferensiyel denkleme indirgenir.

@ =1+ (4.78)

¢ , yardimci denkleminin ¢oziimii olmak iizere tam ¢6ziim
U(f)zz(;aj;zﬁ’, a #0 (4.79)
j=

olarak aranir. Burada r ve a (i=0,12,..,n) sonradan belirlenecek sabitler ve n
dengelenme sayisidir. Doniistimiin ¢oziilebilir olmasi i¢in, homojen denge prensibi
yardimiyla n dengelenme sayisini belirlenir. (4.79) denklemi (4.67) denkleminde
yerine yazililarak ve (4.78) denklemin yardimiyla elde edilen homojen denklemde
¢j (J=0,1,2,...) katsayilarinin sifira esitlenmesiyle cebirsel bir denklem sistemi elde
edilir. Cebirsel sistemin ¢oziimiinden r ve a (i=0,12,..,n) degerleri bulunur.
Bulunan degerler ve & degeri, (4.79) denkleminde yerine yazilmasiyla kesir mertebeli

diferensiyel denklemin tam ¢ozlimleri elde edilmis olur.

Yontemin avantaj ve dezavantajlari: Bu yOntemin avantaji, ¢ogu diferensiyel
denkleme dogrudan uygulanabilmesidir. Ayrica elde edilen bir durum i¢in ii¢ farklh
tiirden ¢6ziim fonksiyonu (hiperbolik, trigonometrik ve rasyonel) elde edilmektedir. Bu

¢ozlimler arasinda diger yontemlerle elde edilemeyen rasyonel ¢oziimler bulunmaktadir.

Diger yandan, alt denklem yontemi dogrudan ve yardimci denklem yardimi ile olmak
tizere farkl iki sekilde uygulanabiliyor olmasina ragmen, dogrudan uygulama tavsiye
edilir. Ciinkii dogrudan uygulama hem yardimci denklem ile uygulamaya gore daha
kolaydir hem de yardimci denklem ile uygulamada bazi ¢oziimler goz ardi edilmis

olabilir.
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4.4  Fonksiyonel Degistirme Y 6ntemi

Adim 1: (4.70) da genel hali verilen kesir mertebeli diferensiyel denklemler; Li ve He
(Li ve He [31], Li ve He [34], He vd. [38]) nin buldugu kesirsel karmasik doniisiim ile

adi diferensiyel denklemlere basitge doniistiirtilebilir.

Adim 2: Fonksiyonel degistirme yontemi (functional variable method), ilk olarak
Zerarka ve calisma arkadaslar1 (Zerarka vd. [48]) tarafindan tanimlanmis ve birgok
bilim insani tarafindan ¢esitli uygulamalar1 verilmistir (Liu ve Chen [49], Bekir vd.
[50], Cevikel vd. [51]). Indirgenmis (4.67) denkleminde U bilinmeyen fonksiyon

olmak tizere fonksiyonel degisken formuna

du
U.=—=FU 4.80
T u) (4.80)
seklinde doniisiim yapilir. (4.80) denkleminden yararlanarak sirasiyla ikinci, tiglincii ve

dordiincii tiirevleri asagidaki gibi elde edilir.

1
U.==(F)"
& 2( )

1 2 ll? 2
Uéfr::E(F) F*

U :%[(FZ)"'FZ+(F2)"(F2)'] (4.81)

Boylece (4.81) doniisiimii kullanildiginda (4.67) denklemi ile verilen indirgenmis adi

diferensiyel denklem U, F ve F nin tiirevlerinden olusan
RU,F,F,F,F,..)=0 (4.82)

denklemine doniistiirtiliir.

Adim 3: Daha sonra (4.82) denklemi integre edilerek F(U) bulunur. (4.80) ile verilen
doniistimde her iki tarafin £ ye gore integralini alarak (4.70) denkleminin tam ¢oziimii

elde edilir.
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Yontemin avantaj ve dezavantajlari: Fonksiyonel degistirme ydnteminde yardimci
denklem olmamasi bu ydntemin bir avantaji olarak gdosterilebilir. Ancak, bu yontem
kullanildiginda her diferensiyel denklemin (4.80) formundaki integral kavrami
alinamayabilir. Dolayisiyla her lineer olmayan kesir mertebeli diferensiyel denklemin
¢Ozimili bulunamayabilir. Bu durumda yontemin dezavantajidir. Yani, fonksiyonel
degisken yonteminin kesir mertebeli diferensiyel denklemlere uygulamasi kolay ancak

uygulama alanlar1 kisitlidir.

4.5 Modifiye Edilmis Basit Denklem Y ontemi

Adim 1: (4.70) de genel haliyle verilen kesir mertebeli diferensiyel denklem; (4.71)
deki kesirsel karmasik dontisim yardimiyla (4.67) adi diferensiyel denklemine
dontistiiriliir. Eger imkan varsa, cebirsel islemleri kolaylastirmak i¢in (4.67)

denkleminin terim terim bir veya daha fazla integrali alinabilir.

Adim 2: Bu yontem ilk olarak Kudryashov (Kudryashov [52]) tarafindan tanimlanmis
ve uygulamalar1 birgok bilim insani tarafindan verilmistir (Jawad vd. [53], Zayed [54],
Pandir vd. [55]). Modifiye edilmis basit denklem yonteminde, (modified simple

equation method) (4.67) denkleminin ¢ézimii

() = Zak[ (&) (4.83)

seklinde aranir. Burada N pozitif tamsayisi, a, #0 olmak iizere a,, (k=0,12,...,N)

keyfi sabitler ve (&) fonksiyonu daha sonra belirlenecektir.

Adim 3: Homojen denge prensibine gore, (4.67) denklemindeki en yiiksek mertebeden
lineer terim ile en yiiksek dereceden lineer olmayan terimin dengelenmesiyle (4.83)

denklemindeki N pozitif tamsayis1 bulunur.

Adim 4: (4.83) denkleminden U nun gerekli tiirevlerinin hesaplanarak indirgenmis
diferensiyel denklemde yerine yazilmasiyla (&) nin azalan kuvvetlerine gore
diizenlenerek adi diferensiyel denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminden
w(&) fonksiyonu ve a, (k=0,12,..,N) keyfi sabitler hesaplanir ve bulunan

degerlerin (4.83) de yerine yazilmasiyla (4.70) de verilen kismi tiirevli denklemin tam

¢Oziimleri elde edilmis olur.
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Yontemin avantaj ve dezavantajlari: Tanh yoOntemi, (Ej-aglhm yontemi, tstel

fonksiyon yontemi gibi diger bazi yontemlerde, ¢6ziim Onceden tanimlanan bir
fonksiyonun terimleri cinsinden ifade edilmektedir. Fakat modifiye edilmis basit

denklem yonteminde, (&) fonksiyonunun onceden tanimlanmamis olmasi ya da
onceden tanimlanan herhangi bir fonksiyonun ¢6ziimii olmamasi sebebiyle bu yontem
yardimiyla yeni ¢oziimler bulunabilir (Taghizadeh vd. [56], Khan ve Akbar [57], Khan
ve Akbar [58]). Bu durum da modifiye edilmis basit denklem yOnteminin avantaji
olarak ifade edilebilir.

Diger yandan, asikdr ¢Oziimden farkli bir (&) fonksiyonunun her zaman

bulunamamasi bu yontemin dezavantaji olarak goriilebilir.

4.6 Kudryashov Yoéntemi

Kudryashov yontemi (Kudryashov method), Kudryashov (Kudryashov [59]) tarafindan
bulunmus ve bir¢ok lineer olmayan diferensiyel denkleme uygulanmistir (Bulut ve
Kiling [60], Demiray vd. [61], Ege ve Misirli [62]). Bu boliimde, lineer olmayan kesir
mertebeli diferensiyel denklemlerinin tam ¢Oziimiinii bulmak icin genellestirilmis
Kudryashov yontemi, gelistirilmis Kudryashov yontemi ve modifiye Kudryashov

yontemi olmak {izere ti¢ farli tipte Kudryashov yontemi verilmistir.

4.6.1 Genellestirilmis Kudryashov Y ontemi

Adim 1: (4.70) da genel hali verilen kesir mertebeli diferensiyel denklem; (4.71) deki
kesirsel karmagik doniisiim ile (4.67) adi diferensiyel denklemine doniistiiriiliir. Burada

tirev & ye goredir. Eger imkan varsa, cebirsel islemleri kolaylastirmak i¢in (4.67)

denkleminin terim terim bir veya daha fazla integrali alinabilir.

Adim 2: Genellestirilmis Kudryashov yonteminde, N pozitif tamsayist ve a,,
(1=0,1,2,..,N) daha sonra belirlenecek sabitler olmak iizere (4.67) denkleminin

¢Ozimi

U(e) = ZaiFi(f) (4.84)

seklinde aranir. (4.84) denklemini
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U(&) =a,+aF(&)+a,F*(&)+..+a,F" (&) (4.85)

olarak da yazilabilir. Burada F(&) = fonksiyonu ve birinci mertebeden yardimct

1+e°

denklem

F.=F2-F (4.86)

seklindedir.

Adim 3: (4.67) denklemindeki en yiiksek mertebeden lineer terim ile en yiiksek
dereceden lineer olmayan terimlerin dengelenmesinden N dengelenme sayis1 belirlenir.
(Denge prensibi). U nun birinci ve ikinci tiirevleri genel olarak asagidaki gibi elde
edilir.

U, =

S 1

Mz

ai(F-1)F'

M= L

U, =

& a||:(|+l)F2_(2|+l)(F_1)}F|

N

(4.87)

Adim 4: (4.87) deki denklemleri, (4.67) denkleminde yerine yazar ve (4.84)
denkleminin de yardimiyla F"(£), (n=0,12,...)in kuvvetlerine gore diizenlenirse,
cebirsel bir denklem sistemi elde edilir. Maple paket programi yardimiyla bu denklem
sisteminden a,, ¢ ve k, degerleri bulunarak lineer olmayan kesir mertebeli diferensiyel

denklemlerin tam ¢6ziimleri elde edilir.

4.6.2 Gelistirilmis Kudryashov Yontemi

Adim 1: (4.70) denklemi genel hali verilen kesir mertebeli diferensiyel denklemi;
(4.71) deki kesirsel karmasik doniisim ile (4.67) adi diferensiyel denklemine
dontstiiriiliir. Burada tirev & ye goredir. Eger imkan wvarsa, cebirsel islemleri
kolaylagtirmak i¢in (4.67) denkleminin terim terim bir veya daha fazla integrali

alnabilir.
Adim 2: Gelistirilmis Kudryashov yonteminde, N ve M pozitif tamsayilar, a

52



(i=0,12,..,N) ve b; (j=0,12,..,M) daha sonra belirlenecek sabitler olmak iizere

(4.67) denkleminin ¢ozimiinii

N

ZaiFl(‘f) ~ A[F(f)]

U (&) = 40 — 4.88
© SbFie BIFE)] e

seklinde aranir. (4.88) denklemini

U Bt AF@ AP @)+ s a P (©) @59)

b, +b,F (&) +b,F?(&)+...+a, F" (&)

sekilde de yazilabilir. Burada F(&) = ]:I-i‘f fonksiyonu ve birinci mertebeden yardimci
e

denklem

F.=F*-F (4.90)

seklindedir.

Adim 3: (4.67) denklemindeki en yiiksek mertebeden lineer terim ile en yiiksek
dereceden lineer olmayan terimlerin dengelenmesinden N ve M dengelenme sayilari
belirlenir. U nun birinci, ikinci ve tgiincl tiirevleri genel olarak asagidaki gibi elde
edilir.

_ABF(9)-AB'F(®)
& BZ

, A'B-AB'
o] A2

U

BZ
A'B—AB}

=(F2(§)—F<§))[ =

U§§

_ @ (2F(£)-1)(A'B - ABY)

L[(FO-FO)
83

[B(A"B-AB")-2B'A'B+2A(B)’ |
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U= (F(O)- F(f))gl{(AmB_AB"'_3A"B'—3B"A')B+GB(AB"+ B'A')}(BS)J_ 6A(Bl)3]

B3
A'B-AB'
BZ

+3(F2(§)_F(g))z(ZF(g)_l)[B(A"B—AB")—2|3'A'B+2A(B') }

+(F2(§)—F(g))(6F2(§)—6F(§)+1){

Adim 4: U(&) ve U(E)nun gerekli tiirevlerini, (4.67) denkleminde yerine yazar ve

(4.90) denkleminin de yardimiyla F"(£),(n=0,12,...)in kuvvetlerine gore
diizenlenirse, cebirsel bir denklem sistemi elde edilir. Maple paket programi yardimiyla

bu denklem sisteminden & (i=012,..,N), b, (j=012,..,M), cvek, degerleri

bulunarak lineer olmayan kesir mertebeli diferensiyel denklemlerin tam ¢oziimleri elde

edilir.

4.6.3 Modifiye Edilmis Kudryashov Y 6ntemi

Admm 1: Genel olarak (4.70) de verilen kesir mertebeli diferensiyel denklem (4.71)
deki kesirsel karmasik doniisim yardimiyla (4.67) adi diferensiyel denklemine
dontstiirilir. Eger imkadn varsa, cebirsel islemleri kolaylastirmak i¢in (4.67)

denkleminin terim terim bir veya daha fazla integrali alinabilir.

Adim 2: Modifiye edilmis Kudryashov yonteminde, N pozitif tamsayist ve a,,

(1=0,1,2,..,N) daha sonra belirlenecek sabitler olmak iizere (4.67) denkleminin

¢Ozumu
N .
U => aF' (¢ (4.91)
i=0
seklinde aranir. Burada F(&) = Y fonksiyonu ve  birinci mertebeden yardimci
denklem
F.=Ina(F*-F) (4.92)
seklindedir.
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Adim 3: (4.67) denklemin ¢oziimiinii
U(&)=a,F"(&)+.. (4.93)

seklinde de yazilabilir. (4.93) denkleminden

U ‘(&) =a,NF"* (&) +...,
U"(&)=a,N(N+)F"*(&E) +...,

U (&) =a N(N +2)...(N +s=1)F"**(&) +...,

U'U@ &) =a N(N +1)...(N +s—1)F DN (&) 4

(UP) (@) =(ayN(N+D..(N+5-1)) F™P (&) +.,

esitlikleri bulunur. (4.67) deki en yiiksek dereceden lineer olmayan terimlerin

dengelenmesinden N degeri belirlenir. Bunun i¢in (4.67) denkleminde en yiiksek
dereceden lineer olmayan terimleri  U'(£)U® (&) ve (U"’)(g))r olarak diiiiniiliirse
homojen denge prensibinden

(I+DN+s=r(N+p)

ve

_s—1p
r-1-1

olarak elde edilir.

Adim 4: (4.91) denklemi, (4.67) denkleminde yerine yazilir ve F"(&), (n=0,1,2,...)in
kuvvetlerine gore diizenlenirse, cebirsel bir denklem sistemi elde edilir. Maple paket
programi yardimiyla bu denklem sisteminden a,,, ¢ ve k, degerleri bulunarak (4.91) de

yerine yazilir. Boylece lineer olmayan kesir mertebeli diferensiyel denklemlerin tam

¢Oziimleri elde edilir.

Yontemin avantaj ve dezavantajlari: Bu yoOntemin yardimci denkleminde {istel
fonksiyon ifadesi bulundugundan ¢éziimler genel olarak elde edilir. Dolayisiyla bulunan
cozlimlerde, trigonometrik Ozdeslikler yardimiyla hiperbolik ve trigonometrik
fonksiyonlar1 cinsinden de bulunabilir. Yontemin dezavantaji olarak yardimci denklem

kullanilarak ¢6ziimiin aranmasi olabilir.
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4.7 Modifiye Edilmis Deneme Denklem Y 6ntemi

Adim 1: (4.70) denkleminde genel hali verilen kesir mertebeli diferensiyel denklem;
(4.71) deki kesirsel karmasik doniisim ile (4.67) adi diferensiyel denklemine
dontistiiriliir. Burada tirev & ye goredir. Eger imkan varsa, cebirsel islemleri
kolaylastirmak i¢in (4.67) denkleminin terim terim bir veya daha fazla integrali

alinabilir.

Adim 2: Deneme denklem yontemi, Ma ve Fuchssteiner (Ma ve Fuchssteiner [63])
tarafindan tanimlanmis ve sonra bir¢ok lineer olmayan kesirli diferensiyel denkleme
uygulanmistir (Pandir vd. [64]). Modifiye edilmis deneme denklem yonteminde
(modified trial equation method) F(U) ve G(U), U ya baglh birer polinom olmak
tizere, indirgenmis (4.67) deki adi diferesiyel denklemi i¢in modifiye deneme denklem
yontemi,
au’
U= FU) ; " gy+aU+..+aU"
T GU) < . b,+bU+...+bU’
Z(;b,-U' 0 b1 (
j=

(4.94)

ve

_FU)(F'U)GU)-FU)G'V))

U
G*()

(4.95)

bi¢iminde ele alinir.

Adim 3: (4.67) denkleminde dengelenme prensibinden n ve | arasinda bagint1 bulunur.
nvel nin baz1 degerlerine gore (4.94) denklemi agilir. Daha sonra (4.94) ve (4.95)

denklemlerini indirgenmis (4.67) denkleminde yerine yazarak

QU)=pU°*+..+ pU + p, =0, (4.96)
seklinde U ya baghh Q(U) polinomu denklemi yazilir. QQ(U) nun biitiin katsayilarini

sifira esitleyerek asagidaki gibi cebirsel denklem sistemi elde edilir.

p.=0, k=01..5 (4.97)

(4.97) deki denklem sistemin ¢dziimiinden a, (i :0,1,2,...,n) ve bj (j :O,l,2,...,|)
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degerleri belirlenir.
Adim 4: Bulunan degerler (4.94) denkleminde yerine yazilir ve her iki tarafin & ye
gore integrali alinirsa
GU)
+HE-&,) = du 4.98
(E-&)=]2 0 (4.98)
seklinde (4.67) denklemin tam ¢6ziimii bulunur. Burada, paydadaki F(U) nun koklerini

diskriminantinin durumuna gore siniflandirilip, (4.98) denklemin integrali Maple paket
programi yardimiyla bulunur. Boylece (4.70) deki lineer olmayan kesir mertebeli

diferensiyel denklemin hareketli dalga ¢oziimleri elde edilir.

Yontemin avantaj ve dezavantajlari: Bu yontem degisken katsayili lineer olmayan

kesir mertebeli kismi diferensiyel denklemler igin kullanilan bir yontemdir.

Bunun yant sira, verilen diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinin ¢oziilebilir diferensiyel
denklemlerin ¢6ziim fonksiyonu olarak genisletilmesi esasina dayanmaktadir. Boylece
bu yontem ile tanh yontemi, homojen denge yontemi, iistel fonksiyon yontemi ve Jakobi

eliptik fonksiyon yontemi gibi tam ¢6ziim yontemlerini birlestirmektedir.

Ayrica, ¢cogu diferensiyel denkleme dogrudan uygulanabilmesi bu yontemin avantaji

olarak goriilebilir.
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BOLUM 5

YONTEMLERIN UYGULAMALARI

Bu boliimde bazi lineer olmayan kesir mertebeli diferensiyel denklemlerin alt denklem
yontemi, fonksiyonel degisken yontemi, modifiye edilmis basit denklem yontemi,
Kudrasyhov yontemi ve modifiye edilmis deneme denklem yontemiyle tam ¢oziimleri

verilmistir.

5.1 Alt Denklem Yontemiyle Elde Edilen Tam Coziimler

Bu kisimda; lineer olmayan zaman kesir mertebeli Cahn-Allen denklemi, zaman kesir
mertebeli Fisher denklemi, zaman kesir mertebeli Hirota-Satsuma birlestirilmis KdV
denklemi, uzay-zaman Kesirli besinci mertebeden Sawada-Kotera denklemi ve uzay-
zaman kesir mertebeli (2+1)-boyutlu dagilimli uzun dalga denklemlerinin alt denklem
yontemiyle tam ¢oziimleri elde edilmistir. Ayrica bu denklemlerin kullanim

alanlarindan bahsedilmistir.

5.1.1 Zaman Kesir Mertebeli Cahn-Allen Denklemi

o, kesir mertebeli tiirevin mertebesini belirleyen bir parametre olmak {izere; zaman

kesir mertebeli Cahn-Allen denklemi

Dfu—-u,+u’-u=0, t>0, O<a<l, (5.1)
formundadir. Bu denklem; matematiksel biyoloji, kuantum mekanigi ve plazma fizigi
gibi bircok bilimsel uygulamalarda ortaya ¢ikar. Iyi bilinir ki; plazma ortamindaki dalga

olayi, akiskan dinamikler kink sekliyle ve tanh ¢oziimleri ile veya zil sekilli sech

¢Oziimleri seklinde modellenir.
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k ve A sifirdan farkli sabitler olmak {izere, kesirsel karmasik doniisiim

At”

I'l+a) (5:2)

u(x,t)=U(&), &=kx-

bi¢iminde se¢ilir. "U'" = (;—U olmak iizere, (5.2) denklemi (5.1) denkleminde yerine

yazilirsa, (5.1) denklemi
-AU’'-kU"+U*-U =0, (5.3)
adi diferensiyel denklemine indirgenir.

(5.3) denklemindeki en yiiksek dereceden lineer olmayan terim U°® ile en yiiksek

mertebeden lineer U” terimlerinin dengelenmesinden, dengelenme sayisi

3n=n+2 (5.4)
n=1

bulunur. n=1 olmasindan dolay1 (4.75) denklemindeki ¢6ziim formu

U@)=a+ad  a=0 (5.5)

bigiminde ele alinir. a,, &, k ve A daha sonra belirlenecek sabitler olmak iizere, (5.5)

denklemi ve yardimci denklemi kullanilarak

U'=a0+ad (5.6)
ve
U"=2a0c9+2a% (5.7)

elde edilir. (5.5)-(5.7) denklemleri, (5.3) denkleminde yerine yazilirsa, $' (i =0,1,2,3)

ye bagli bir polinom elde edilir. Bu ifadede ¢ nin kuvvetlerinin katsayilarinin sifira

esitlenmesiyle

$: —doa +a,(a,-D(a,+1) =0
$: -2k’ca +3aa,—a, =0,
$: Aa +33,3 =0,

F: —2k%a, +a’=0.
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yukaridaki denklem sistemi elde edilir. k ve 4 keyfi sabitler olmak {izere, Maple

yardimiyla bu denklem sistemi ¢oziildigiinde farkl iki durum s6z konusudur.

1. Durum:
a,=—=, a=2k A=-3k k=t (5.8)
2 H ) 1 - 2 20— .
burada bulunan degerler (5.5) denkleminde yerine yazilirsa, &=X— olmak
I'l+ea)
uzere
1
U(é):—5+2k.9(§), a =0 (5.9)

elde edilir. (5.2) denklemi (4.77) yardimiyla (5.9) denkleminde yerine yazilirsa, zaman

kesir mertebeli Cahn-Allen denkleminin 4 farkli tam ¢6ziimii:

o<0

0, (% t)——%+ tanh 3t

1
{ 2J’( T+ ))}

1 1 1 3t”
u,(x,t)=—=x=coth| ¥ X— , <0
(=3 {J’zx/ﬁ( 1"(1+a))} 7

2
1 0. [ i 3t ]
u,(x,t) =——zx—tan| £ X— , >0
(D 272 | 2\/5( F(1+a))_
O I 3t ]
u,(x,t)=—=x—cot| + X— , >0
XD ==2F7 I 2\/5( F(1+a))_
bulunur.
2. Durum:
ao—1 a=2k, A=3k, k== ! (5.10)
21 ) ) —2 yZO- .
(5.10) da bulunan degerler (5.4) denkleminde yerine yazilirsa, §:x+r(1 ) olmak
+a

uzere
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116 =%+2k19(§), 8, #0 (5.11)

elde edilir. (4.77) denklemi (5.11) denkleminde yerine yazilirsa, zaman kesir mertebeli

Cahn-Allen denkleminin farkli tam ¢oziimleri asagidaki gibi bulunur:

Us (X, t) =%i%tanh :J—r 2}/5 (x+ F(ft:a)):’ <0
Ug (X, 1) =%i%coth :1 2\1/§(x+ F(:lgt:a)):' o<0
u7(x,t)=%i%tan :iZJE(X+F(ft:a)):’ c>0
u8(x,t):%¢%cot:4_rzj/§(x+r(ft:a)):, o>0

Boylece, zaman kesir mertebeli Cahn-Allen denkleminin hiperbolik ve trigonometrik

hareketli dalga ¢oziimleri elde edilmis olur (Bekir vd. [65]).

Sekil 5. 1 & =0.5 i¢in ug(x,t) ’nin tam ¢dziimii
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5.1.2 Zaman Kesir Mertebeli Fisher Denklemi

A keyfi sabit ve a zaman kesir mertebeli tiirevi ifade etmek iizere, lineer olmayan

zaman kesir mertebeli Fisher denklemi

Diu-u,—A(1-u)=0, O<a<l, (5.12)

seklinde ifade edilir. Fisher denkleminin; lojistik niifus artisi, norofizyolojisi,
otokatalitik kimyasal reaksiyon ve Brown’un hareket siireglerinin dallanmasi gibi

alanlarda uygulamalar1 vardir.

k ve A sifirdan farkli sabitler olmak tizere,

At”

u(x,t)=U(&), &E=kx+ flra)

(5.13)

denklem zaman kesir mertebeli oldugu i¢in kesirsel karmasik doniisim (5.13) deki

seklinde tanimlanir ve (5.12) denkleminde yerine yazilir. "U“'=d—U olmak {izere

modifiye Riemann-Liouville tiirevi yardimiyla, (5.12) denklemi asagidaki gibi adi

diferensiyel denklemine doniisiir.

AU'—k?U" - AU (1-U) =0, (5.14)

Indirgenmis (5.14) denkleminde en yiiksek mertebeden lineer U” terim ile en yiiksek

dereceden lineer olmayan terim U? dengelenmesinden, n dengelenme sayis1

”::22: an (5.15)
bulunur.

Alt denklem yontemine gore (5.14) denkleminin ¢éziimii

U)=a+a3+a,¥, a,=0. (5.16)

bigiminde ele alinir. a,, &, a,, k ve 4 daha sonra belirlenecek sabitler olmak iizere,

(5.16) denklemi ile (4.78) denklemi kullanilarak
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U'=2a,9 +a ¥ +2a,09+a0 (5.17)

ve

U"=6a,%" +2a,9 +8a,04 + 28,09+ 23,0 (5.18)

esitlikleri bulunur. (5.16)-(5.18) denklemlerini, (5.14) denkleminde yerine yazilip, &

(1=0,1,2,3,4) kuvvetlerine gore diizenlenir. Olusturulan bu katsayilarin sifira

esitlenmesiyle

9. Aoa -2k’c’a,—Aa,+Aal =0,

91 24ca,—2k’ca - Aa +2Aa,a =0,
$: Aa, —8k’ca, - Aa,+2Aa,a, +Aa} =0,
F 1 2a,(1+Aaq)-2k*a =0,

$*: AaZ-6k’a, =0.

denklem sistemi elde edilir. k ve Akeyfi sabitler olmak fiizere, yukaridaki denklem

sisteminin Maple yardimiyla ¢éztimiinden asagidaki 2 farkli durum elde edilir.

1. Durum: Ilk olarak

1 64 6k> A A
==, =——, a,=—), =———7>, A=-5K, |- 5.19
Wy ATTEa RTTa T \6 (5.19)
g : , A t° . <
degerleri bulunur. & =kx—-5k,|— olmak tiizere, (5.19) da bulunan degerler
6 I'l+a)
(5.16) denkleminde yerine yazilirsa,
1 64, 6k’
U@ ==-29+—_92 5.20
O = ox 8+ (520)

elde edilir. (4.77) denklemi (5.20) denkleminde yerine yazilirsa, zaman kesir mertebeli
kesir mertebeli Fisher denkleminin 4 farkli hareketli dalga ¢6ziimii asagidaki gibi

bulunur.
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u(xt)_l—ltanh[ \f( jl {iJE ot J A>0

4 2|2 r(1 4 2k\6"  Tl+a)

u(xt)_z_zcoth[ oo Jz HE ] A0
4 27 |2 F(l+a) 4 K r(1+ 2)

u(xt)—1+|tan( \f( )}—ltanz(L\/E(kXJr o’ )J, A<0
472 2 F(1+a) 4 |2xk\e Te+a)

u, (X, t)—1 ' \/7( o ) —lcot L\/E ot A<0
4 2 2k F(1+a) 4 2k F(1+ )

2. Durum: Son olarak

3 6 6k? A A
=—, = a:—, =—F, /I:—SIk — 5.21
b=y & 2= A T T e (6:21)

¢oziim kiimesi elde edilir. (5.21) da bulunan degerler (5.16) denkleminde yerine

yazilirsa, & =kx— 5lk\/K t olmak iizere
6 I'l+a)

3 64, 6k,
=———9+—3 5.22
U =729 (5.22)
sonucuna varilir. (4.77) denkleminin degerleri (5.22) denkleminde yerine yazildiginda
zaman kesir mertebeli kesir mertebeli Fisher denkleminin 4 farkli hareketli dalga

¢coziimii agagidaki gibi elde edilir (Bekir ve Aksoy [66]).

us(x,t)—E 1ta\nh[ \/7( o’ J [ \/7( o’ j A>0
472 2k "Ta+a) | 2 2k Tl+a
Ut =5 Lot [ \f( ot” J__ th( \f( o’ ] A>0
4727 | 2k Tara) | 2 2k Td+a
u7(x,t)—§il2 (Zk\/7( = }+ tan[ \/7( J A<0
(1 ) | 4 |2k r(1+ a)
3 i ct” ct”
D=5 % (2k\f( e a)J 4 (2k\f( e )j A<

Elde edilen ¢6ziimlerin, Khan ve g¢alisma arkadaslarinin (Khan vd. [67]) homotopi

pertiirbasyon metoduyla (HPM) elde ettigi tam ¢6ziimlerden farkli oldugu goriiliir
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5.1.3 Zaman Kesir Mertebeli Hirota-Satsuma Birlestirilmis KdV Denklemi
O<a <1 kesir mertebeli turevi ifade etmek tuizere zaman kesir mertebeli Hirota-

Satsuma birlestirilmis KdV denklemi

t L —3uu, —3(-v’ +w), =0,

Dfu —lux
4
w1
Dy VJFEVXXX +3uv, =0, (5.23)
w1
D) WJFEWXXX +3uw, =0.

olarak bilinir. Denklem sistemi zaman kesir mertebeli oldugu igin kesirsel karmasik

dontsimii, k ve A sifirdan farkli sabitler olmak iizere;

At”
u(x,t) =U (<), =kx—
((0=U(@), &=k
V) =V (&), E=ke——2E (5.24)
’ ’ rd+ea) '
At”
w(x,t) =W =kx—
(x)=W() ¢ rira)
seklinde segilir. (5.24) denklemi (5.23) denkleminde yerine yazilirsa, "U'"=(:I—L:g,
"V'"=d—V ve "W'"=dﬂ olmak {iizere; (5.23) denklemi
dg dg
k3
—xlU'—ZU'”—3kUU'+6kVV'—3kW':O,
k2
-+ ?V "+3kUV'=0, (5.25)

2
—ﬂW’+k?W’”+3kUW’ =0.

adi diferensiyel denklemlerine dontigir. $=93(&) olmak {izere, indirgenmis

denklemlerin ¢oziimii;

UE-3ad, VE-3bd WE-Ycd (5.26)
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olarak aranir. (5.25) denklemlerindeki en yiiksek mertebeden lineer terim U” ile en

yiiksek dereceden lineer olmayan terimlerin UU’ dengelenmesinden

m+3=m+m+1

o (5.27)

elde edilir. (5.25) denkleminde V" ve UV’ terimlerinin 6nceki denklemlere benzer

dengelenmesinden

n+3=m+n+1

5.28
N (5.28)
bulunur ve (5.25) denkleminde benzer mantikla W"” ve UW' dengelenmesinden
+3=m+p+1
P P (5.29)
p=2
dir. Bu durumda ¢6ziim polinomu olarak
U)=a+a9+a,9°, a,#0
V(&) =b,+b%+b,%*, b, =0 (5.30)

W (&) =c, +c3+C, %, ¢, =0

almir. (5.30) denklemlerinde gerekli tiirevler alinarak indirgenmis adi dferensiyel
denklemlerinde yerine yazilip, ¢ nin kuvvetlerine gore diizenlenir. ¢ nin kuvvetlerinin
katsayilar sifira esitlenerek bir denklem sistemi elde edilir. Denklem sisteminin Maple

programu ile ¢6ziimiinden, b, ve ¢, keyfi sabitler olmak iizere

A+4k*o
= =0, a, =-2k?,
a, 3K Q 2
b,=b,, b,=0 b,= ++/3kk?, (5.31)

2
C,=C € =0, c2:—4zk + 2/3kk b, — 4k°c,

¢ozlim kiimesi elde edilir. (5.31) denklemindeki degerler, (5.30) denkleminde yerine
yazildiginda
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A+4k*o
U(E)=-""""-2k*9?
©--22

V(&) = b, £+/3kk29? (5.32)

47k?

W (&) =c, {— +2/3kk’h, —4k50j P

denklemi elde edilir. (4.77) denkleminin degerleri (5.32) denkleminde yerine
yazildiginda zaman kesir mertebeli Hirota-Satsuma birlestirilmis KdV denkleminin 5

farkli hareketli dalga ¢6ztimii asagidaki gibi elde edilir:

At”
I'l+ea)

olmak tlizere

1. Durum: o <0 iginb,, c,, 4, k, okeyfi sabitler ve & =kx—

A+4k'o At”
u,(x,t) =—=——— 4+ 2k?ctanh?| —o (kx —
() 3K 7 ( ol F(1+a))J

v, (%,t) = b, F+/3kk?o tanh? (\/—_a(kx— At )]
I'l+ea)

2 a
w(x,t)=c, - 4k + 2/3kk’h, — 4k°c | o tanh?| \/—o (kx — At )
3 I'l+a)

ve

A+4k'o At
u,(x,t) = —2———+ 2k2ccoth? | \V—o (kx —
(6D 3k c [ ol F(1+a))j

v,(x,t) =, F/3kk?c coth? (\/;(kx— At )]
I'l+ea)

2 a
W, (X,t) =c,—| — 44k + 2\/3kk2b0 —4k°c |ocoth?| v—o (kx— At )
3 I'l+a)

seklinde hiperbolik fonksiyon ¢ézlimleri bulunur.

Ate
I'l+ea)

2. Durum: o >0 i¢in by, ¢,, 4, k, okeyfi sabitler ve & =kx— olmak iizere
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A+4k'c At
u.(x,t)=—=————2k?ctan? kx —
(%) 3K o [“E( F(1+a))]

v;(X,t) = b, £+/3kk’c tan? [JE(kx— r(ﬁ_aa))J

w, (X, t) =c, + —4lk2+2«/3_kk2b —4k°c |otan?| o (kx — AU )
s ° 3 0 T(+a)

ve

A+4k'o At
u,(x,t)=—2——— —2k%ccot?| o (kx—
D 3 “ (0( F(1+a))J

w, (x,t)=c, + —Mk2+2\/§k2b —4k%c |ocot?| o (kx— At )
e ° 3 0 I'(l+a)

olarak trigonometrik fonksiyon ¢éziimleri bulunur.

3. Durum: o =0 igin A, k, @ keyfi sabitler ve & =kx— A olmak tizere
I'l+ea)
2
US(X,t) =—£—2k2 F (1+a) :
3k At”
(kX————)+w@
I'l+a)
2
v, (x,t) =b, £ 3Kk — L @FD)
k- yim
I'l+ea)

2 2
W5(x,t):co+(— M?’k 1243_kk2b0] +a)

At ?
[(kx— mm))ﬂaj

seklinde rasyonel fonksiyon ¢6ziimleri bulunur (Bekir vd. [65]).
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Elde edilen bu ¢oziimler zaman kesir mertebeli Hirota-Satsuma birlestirilmis KdV
denkleminin tam ¢o6ziimleridir. Zaman kesir mertebeli Hirota-Satsuma birlestirilmis
KdV denkleminin alt denklem yontemiyle elde edilen bu ¢oziimleri, bu konuda ¢alisan
diger arastirmacilarin ¢éztimleriyle (Lu [68], Taghizadeh vd. [69]) karsilastirildiginda,

baz1 ¢oziimlerin benzer oldugu goriilmiistiir.

5.1.4 Uzay-Zaman Kesirli Besinci Mertebeden Sawada-Kotera Denklemi

a , kesir mertebeli tliirevin mertebesini belirleyen bir parametre ve u(x,t), xvet ye

bagl bir fonksiyon olsun. Uzay-zaman Kesirli besinci mertebeden Sawada-Kotera

denklemi, t >0 ve 0 <« <1 olmak uizere

Dfu+D>*u+45u°Dfu +15( DfuD*u + qu“u) =0 (5.33)

seklinde ifade edilir.

k ve A sifirdan farkli sabitler olmak {lizere, besinci mertebeden Sawada-Kotera

denklemi uzay-zaman Kesir mertebeli oldugundan, hareketli dalga doniistimii

u(x,t)=U(<&), &=kx+Aat (5.34)

a

seklinde yazilir. " DgU "= Z

L: olmak tizere (5.34) denklemi (5.33) denkleminde yerine

konularak (5.33) denklemi

A°DZU +k** DU +45k“U *D2U +15k* (DZUDZU +UDU ) =0 (5.35)

kesir mertebeli adi diferensiyel denklemine indirgendigi goriiliir.

(5.35) denklemindeki en yiiksek dereceden lineer olmayan terim Dg’UD;“U ile en

yiiksek mertebeden lineer D;’“U terimlerinin dengelenmesinden, n dengelenme sayist

2n+3=n+5

o (5.36)

bulunur.

Boylece a,, a,, a,, 4 ve k daha sonra belirlenecek sabitler olmak iizere, (5.35)

denkleminin ¢6ziim polinomu
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U)=a+a%+a,9, a, =0 (5.37)

bigiminde alinir.
(5.37) denklemini (4.76) yardimci denklemi kullanarak (5.35) denkleminde yerine
yazilir ve 9", (i=0,1,2,3) kuvvetlerine gore diizenlenir. Olusturulan ', (i=0,12,3)

nin katsayilarin sifira esitlenmesiyle bir denklem sistemi elde edilir. Maple yardimiyla

bu denklem sistemi ¢oziildiigiinde; k ve o keyfi sabit olmak iizere

3 9

2a 2a Ya
_1_8& 2, a=0, a2=—4k , z=[3—§k2“az—15k“j (5.38)

degerleri elde edilir. Bu degerler (4.137) deki denklemde yerine yazildiginda

e
& =kx +(3—32 k**o? —15k“) t olmak tlizere

1 8k*o 4k*

U@ =552

3 3 $F (5.39)

sonucuna ulasilir.

(4.77) denkleminin degerleri (5.39) denkleminde yerine yazildiginda uzay-zaman kesirli
besinci mertebeden Sawada-Kotera denklemi 5 farkli hareketli dalga ¢6ziimii asagidaki

gibi elde edilir.

2a 2a
0 (1) =%— 8k9 7, 4k3 % tann? [Vo(x+ 0], o <0,

2a 2a
uz(x,t):%—Sk L Zeoth? [V=o(x+ )], o<,

9 3
U, (x,t) = % - SK:J - 4k;a‘7 tan’ [JE (kx + /u)], o >0,
U, (1) = % _ 8“:" - 4k;a" cot? [ Vo (kx-+ A1) |, o>0,
o (x ) = Lo AT a) o-0

3(¢“+a@)
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Ya
Boylece fzkx+(%k2“az—15k“j t igin uzay-zaman Kesirli besinci mertebeden
Sawada-Kotera denkleminin hiperbolik, trigonometrik ve rasyonel hareketli dalga

coztimleri elde edilmistir (Bekir vd. [30]).

5.15 Uzay-Zaman Kesir Mertebeli (2+1)-Boyutlu Dagilmh Uzun Dalga
Denklemleri

o, 0<a <1 uzay-zaman kesirli mertebeden tiirevi gostermek lizere, uzay-zaman kesir

mertebeli (2+1)-boyutlu dagilimli uzun dalga denklemleri,

2 2 aa ua 3
o~“u 0 OX
+ + =0

ayaata aXZa aya

(5.40)
o°v. 0°u o0“(uv)  o*u
+— =0.
ot* o ox* ox® ox*oy”

seklinde tanimlanir. Denklem sistemi (2+1)-boyutlu ve uzay-zaman kesir mertebeli

oldugu i¢in hareketli dalga doniisiimii, Kk, | ve A sifirdan farkli sabitler olmak tizere

u(x, y,t)=U(&), v(x,y,t) =V (%)
(5.41)
E=kx+ly+ At

0°U

(04

bi¢iminde tanimlanir. "D;U "= ve "DV "= % olmak tiizere (5.41) denklemini

(5.40) denklem sisteminde yerine konularak (5.40) denklem sistemini

A“1"DE"U +k*“DZV +k“1* (UDZ“U +(D£U)?) =0,

(5.42)
A“DV +k“D{U + k“Dg“ UVv)+ kZ“I“Dg’“U =0
kesir mertebeli adi diferensiyel denklem sistemine doniistiiriir.
n ve m dengelenme sayilart olmak iizere (5.42) denklem sisteminin ¢ozimii
UE=>a¢, V(E=)nd (5.43)
i~=0 i—0
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seklinde aranir.
(5.42) denkleminde Dg“U ve Df (UV) terimlerinin Onceki denklemlere benzer
dengelenmesinden

n+3=n+m+1

L (5.44)

bulunur. (5.42) denkleminde benzer mantikla DZ“V ve UDZ*U dengelenmesinden

m+2=n+n+2

5.45
N1 (5.45)
elde edilir. Bu durumda (5.42) denklem sisteminin ¢6ziim polinomlar1
U@E)=a,+a% a =0
(5.46)

V(&) =b, +b3+b,#, b, #0

olarak alinir. (4.76) denklemi yardimiyla (5.46) denklemlerinin gerekli tiirevleri alinip
(5.42) denklemlerinde yerine yazilir ve ¢ nin kuvvetlerine gore diizenlenir. ¢ nin
kuvvetlerinin katsayilar1 sifira esitleyerek bir denklem sistemi elde edilir. Maple

yardimiyla bu denklem sistemi ¢oziiliirse,

a,=-Ak™*,  a =+2k*

(5.47)
b, =-2k“l“c-1, b =0, b,=-2k*l"
¢Oziim kiimeleri elde edilir.
(5.47) denklemindeki degerleri, (5.46) denklemlerinde yerine yazildiginda
U()=-4"k™ +£2k“9

(5.48)

V(&) =—2k“l% —1— 2k 1“9

elde edilir.

(4.77) denkleminin (5.48) denklemlerinde yerine yazilmasiyla, lineer olmayan uzay-
zaman kesir mertebeli (2+1)-boyutlu dagilimli uzun dalga denkleminin 10 farkli tam

cozlimleri agsagidaki gibi bulunur.
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1. Durum: o <0 i¢in A, k, |, o keyfi sabitler ve &=kx+ly+ At olmak {izere lineer

olmayan uzay-zaman kesir mertebeli (2+1)-boyutlu dagilimli uzun dalga denkleminin

hiperbolik fonksiyon ¢oziimleri:

Uy, (X, y,t) = =A%k £ 2k“ =0 tanh,, («/—a(kx+ Iy+/1t))
Vi, (X, y,t) = =2k %0 —1+ 2k“I“ o tanh? («/—J(kx+ Iy+/”tt))
ve

Uy, (X, Y,t) = =27k~ + 2k“ /= coth,, («/—a(kx+ ly +/1t))
Vo, (X, ¥,1) = =2k“1“o =1+ 2k““ocoth?. (V=c (kx+ Iy + 1))

olarak bulunur.

2. Durum: >0 igin A, k, |, o keyfi sabitler ve &=kx+ly+ At olmak {izere lineer

olmayan uzay-zaman kesir mertebeli (2+1)-boyutlu dagilimli uzun dalga denkleminin

periyodik fonksiyon ¢oziimleri:

Uy 6 (X, V1) = 2%k £ 2k“ /o tan,, (\E(kx+|y+zt))

Ve o (X, 1) =—2k“1°0 —1—- 2k“1“ctan? (\/g(kx+ Iy+lt))
ve

Uy 5 (X, Y1) = =A%k~ + 2k“Jo cot, (JE(kH Iy+ﬂt))
V,5(X, Y, 1) =—2k“1“c -1 2k“l“c cot? (JE(kx+ ly+ /1'[))

olarak elde edilir.

3. Durum: =0 i¢in 4, k, |, @ keyfi sabitler ve &=kx+ly+ At olmak tizere lineer

olmayan uzay-zaman kesir mertebeli (2+1)-boyutlu dagilimli uzun dalga denkleminin

rasyonel fonksiyon ¢oziimleri:
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u9 IO(Xa y,t) = —/Iak’a + 2k r(1+ a)
, (kx+|y+lt)a+w

ve

2k“1“T2(L+ )
((x+ly+2) +a@)

Voo (X, Y, 1) =1+

seklindedir.

Boylece lineer olmayan uzay-zaman kesir mertebeli (2+1)-boyutlu dagilimli uzun dalga

denklemlerinin tam ¢oziimleri elde edilmistir (Bekir vd. [30]).

5.2 Fonksiyonel Degisken Yontemiyle Elde Edilen Tam Céziimler

Bu kisimda; lineer olmayan zaman kesir mertebeli modifiye Korteweg-de Vries
(mKdV) denkleminin, uzay-zaman kesir mertebeli Boussinesq denkleminin, uzay-
zaman kesir mertebeli Zakharov-Kuznetsov-Benjamin-Bona-Mahony (ZK-BBM)
denkleminin, uzay-zaman kesir mertebeli modifiye edilmis Benjamin-Bona-Mahony
(mBBM) ve uzay-zaman kesir mertebeli Klein-Gordon denkleminin fonksiyonel
degisken yontemiyle tam ¢ozlimleri elde edilmistir. Ayrica bu denklemlerin kullanim

alanlarina kisaca deginilmistir.

5.2.1 Zaman Kesir Mertebeli Modifiye Korteweg-de Vries (mKdV) Denklemi

a , kesir mertebeli tiirevin mertebesini belirleyen bir parametre olmak {izere; zaman

kesir mertebeli mKdV denklemi

Dfu+6u’u, —u, =0, t>0, O<a<1 (5.49)

seklinde ifade edilir. Bu denklem; c¢arpismasiz plazmadaki Alfvén dalgalar,
anharmonik orgiilerdeki akustik dalgalari, Schottky bariyerlerindeki iletim hatlar, trafik
sikisikligi modellemeleri, akustik iyon dalgalari, elastik medya, s1§ su modeli, plazma

bilimi, biyofizik gibi pek ¢ok alanda goriilmektedir (Yan [70]).
k ve A sifirdan farkli sabitler olmak iizere, modifiye KdV denklemi zaman kesir

mertebeli oldugundan, kesirsel karmasik doniisiim
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At”
Ird+ea)

u(x,t) =U (&), &=kx+ (5.50)

bi¢iminde segilir. "U"" = (;—L; olmak tizere, (5.50) denklemi (5.49) denkleminde yerine

yazilirsa, (5.49) denklemi

AU’ +6kUU'+kU" =0, (5.51)

adi diferensiyel denklemine indirgenir. & ye gore (5.51) denklemi bir kez integre

edilirse
AU +2kU3 +kU" =0, (5.52)
veya
A 2k
U,. =_FU _FUS (5.53)

denklemi elde edilir. Daha sonra fonksiyonel degisken yontemine gore

U,=FU)

o, :%(FZ)' (5.54)
(5.54) doniigtiimleri (5.53) denkleminde kullanilarak,

(L)) =-Su-Zys (5.55)
ve buradan

FZ(U):—%UZ—k—le“ (5.56)

elde edilir. Boylece (5.56) denklemini

F(U)=¢%U /%wz (5.57)

veya
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uézrréu %+U2 (5.58)

seklinde yazilabilir. Integral sabiti sifir olmak iizere, (5.58) denklemini & ye gore

integre edilirse (5.49) denkleminin tam ¢oziimii

U,()= ﬂg csc{ —%é}, (5.59)

seklinde bulunur. Boylece, zaman kesir mertebeli mKdV denkleminin periyodik ve

hiperbolik dalga ¢éziimleri:

U, (x,t) = ;\/%csc{ —% [kx + F(f:aa)j}’
Uy, (x,t) = :L\/%csc h{ % [kx + F(ﬁaa)j}’

olarak elde edilir.

Sekil 5.2 & =0.5, k=1, A =-2 igin u,,(X,t) ’nin tam ¢dziimii

76



Elde edilen c¢oziimlerin, Odibat ve Momani’nin varyasyonel iterasyon yontemi
kullanarak elde ettigi tam ¢oziimlerden (Odibat ve Momani [71]) ve Abdulaziz ve

arkadaslarinin (Abdulaziz vd. [72]) bulduklar analitik ¢6ziimlerden farkli oldugu
goriilmektedir (Bekir vd. [50]).

5.2.2 Zaman Kesir Mertebeli Boussinesg Denklemi

a , kesir mertebeli tiirevin mertebesini belirleyen bir parametre olmak {izere, uzay-

zaman kesir mertebeli Boussinesq denklemi

D“u+bD*u+ gD (U?)+yD*u=0, t>0, O<a <1 (5.60)

olarak verilir. Bu denklemde, y >0 sabiti materyalin basing ve sertlik 6zelliklerine
bagli dagilim parametresidir, € R lineer olmayan kismi kontrol eden sabit katsayi,
u(x,t) dikey saptirma ve ikinci dereceden (u?),, egik kirigin egriligini olusturmaktadir
(Jafari vd. [73])

k ve A sifirdan farkli birer sabit olmak iizere, uzay-zaman kesir mertebeli oldugu igin

kesirsel karmasik doniisiim

kx“ At”
u(x,t)=U(¢), &= - 5.61
(x.1) ). ¢ I'l+a) I'l+a) (5:61)
bigiminde alinir. (5.61) denklemi (5.60) denkleminde yerine yazilarak "U'"= 2—2
olmak iizere, (5.60) denkleminin
AZU ¢l+bk2Uﬂ+ﬂk2(U 2)”+]/k4U mr:O (562)

adi diferensiyel denklemine indirgenir. £ ye gore (5.62) denklemini iki kez integre eder

ve integral sabiti sifir segilirse

(A% +bk*)U + Bk*U% +7k*U" =0 (5.63)

ve buradan da

2 2
u, =2y By (5.64)
rk rk
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denklemi elde edilir. Daha sonra fonksiyonel defisken yontemine gore U, =F(U)

dontigiimii kullanilirsa

1 S L T
=(F?(U)) =- U- u? 5.65
S (FW) =- U (5.65)

elde edilir. (5.65) denklemi

2 2
A bk 28 (5.66)
vk 3rk

F(U):¢UJ

seklinde de yazlabilir. Integral sabiti sifir olmak iizere, (5.66) denklemini & ye gore
integre edilirse (5.66) denkleminin tam ¢6ziimii

3(A%+bk?) ” (4% +bk?)y
——————S€C —_—

U(g)=-

seklinde bulunur. Boylece, uzay-zaman kesir mertebeli Boussinesq denkleminin

hiperbolik ¢éziimleri:

3(A% +bk? A% +bk? a «
Ul(X,t)Z—(—z)sech2 ( - )7 kx* At
2k 27k (Tl+a) Tl+a)
3(A% +bk? A2 +bk® a «
UZ(X,t)=—(—2) 1+ tanh? ( - )7/ kx _ At
25K 2k \T(+a) T(+a)

olarak elde edilir.

Bulunan tam ¢6ziimlerin, Jafari ve arkadaslarinin alt denklem metoduyla elde ettigi tam

¢oztimlerden (Jafari vd. [74]) farkli oldugu goriiliir (Bekir vd. [50]).

5.2.3 Uzay-Zaman Kesir Mertebeli Zakharov-Kuznetsov-Benjamin-Bona-
Mahony (ZK-BBM) Denklemi

a ve b keyfi sabitler ve a kesir mertebeli tiirevin mertebesini belirleyen bir parametre

olmak iizere, uzay-zaman kesir mertebeli ZK-BBM denklemi
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D“u+ D;u—2auD{u—bD; (D}“u) =0 (5.68)

olarak wverilir. Bu denklem, uzun dalga rejimdeki yer¢ekimi su dalgalarmin

acgiklamasinda kullanilmistir.

k ve A sifirdan farkli birer sabit olmak tizere,

kx*  At°
I'l+a) I'l+ea)

u(x,t)=U(%), ¢&= (5.69)

uzay-zaman kesir mertebeli oldugu i¢in kesirsel karmasik doniisiim (5.69) deki gibi
almir ve (5.68) denkleminde yerine yazilir. "U"':(jj—U olmak iizere, modifiye
Riemann-Liouville tiirev yardimiyla

(k= AU’ —2akUU’ +bAkU" =0 (5.70)

adi diferensiyel denklemine indirgenir. £ ye gore (5.70) denklemini bir kez integre eder

ve integral sabiti sifir secilirse

(k—A)U —akU?+bik?U" =0 (5.71)
veya
a k—A4
U,=—U?- 5.72
* bkA  bk’A (5.72)
denklemi elde edilir. Sonra (5.72) denkleminde U, = F(U) déniisiimii kullanilirsa
1 roa k—A4
~(F?U)) =—=—Uu?- 5.73
2( ( )) bk bk 5.73)
yazilir ve buradan
2akU —3k +34
FU)=xU 5.74
)=+ \/ KL (5.74)
olarak bulunur. Boylece (5.68) denkleminin tam ¢6ziimii
3(k-4) {1 [k-2
U= sec’ s —,[—— 5.75
©) 2ak {Zk bA 5} (5.75)
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seklinde bulunur. Boylece, uzay-zaman kesir mertebeli ZK-BBM denkleminin

periyodik ve hiperbolik ¢oziimleri

u(xt)—3(k_’1)sec2 1 /k_ﬂ A

mYT 2k 2k\ b2 \F(l+a) Tl+a)
u(Xt)—g(k_;t)seChZ Lo fk=Ap kAT
25T ak &\ b2 (T@ra) Ta+a)

kolay bir sekilde elde edilir.

Elde edilen ¢oziimlerin, Alzaidy’in (Alzaidy [75]) alt denklem metoduyla elde ettigi

tam ¢oziimlerden farkli ve bu ¢éziimlerin yeni oldugu goriilmiistiir.

5.2.4 Uzay-Zaman Kesir Mertebeli Modifiye Benjamin-Bona-Mahony (mBBM)
Denklemi

0 < a <1, kesir mertebeli tiirev ve Vv sifirdan farkli pozitif bir sabit olmak iizere, uzay-

zaman kesir mertebeli mBBM denklemi

Dfu+Dfu—wu’Dfu+DXu=0 (5.76)

seklinde ifade edilir. Bu denklem ilk olarak lineer olmayan dagitici ortamda, uzun dalga

yiizeylerinin yaklasik degerini belirlemek i¢in kullanilmistir. Ayn1 zamanda soguk
plazmadaki hidromanyetik dalgalarin, harmonik olmayan kristallerinin akustik
dalgalarmin  ve sikistirilabilir akigkanlardaki akustik yer c¢ekimi dalgalarinin

tanimlanmasinda da 6nemli rol oynamaktadir.

k ve A sifirdan farkl birer sabit olmak {izere, kesirsel karmasik doniisiim

kx* At

- (5.77)
INN+a) I'l+a)

ux,t)=U(%), &=

seklinde alinir. (5.77) denklemi (5.76) denkleminde yerine yazilirsa, "U'" = z—z olmak

tizere; (5.76) denklemi

(k— AU’ —vkUU'+kU" =0 (5.78)
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adi diferensiyel denklemine indirgendigi goriiliir.

(5.78) denklemi bir kez integre edilir ve integral sabiti sifir alinirsa

3
(k=AU —vku?+ KU" =0 (5.79)
veya
vk 5
U =202 - (k-2)U (5.80)

denklemi elde edilir. Fonksiyonel degisken yontemine gore U, =F(U) doniisiimii

kullanilarak
1 rovk
~(F?(U)) =—=U?—(k-A)U 5.81
S(FAW) =507 = (k=2) (5.81)
yazilir ve

2_
FU)=7U \/ka 66k+6/1 .82

olarak bulunur. (5.76) denkleminin tam ¢éziimii

k —
U(g‘):ﬂ’G( v /1) sec{k\ﬂ(;t 5} (5.83)

elde edilir. Uzay-zaman kesir mertebeli mBBM denkleminin

0 (xt) = ,6(k—/1)sec vk (ke At

BTN vk k—AlTl+a) T'(l+a)
u,(x,t) = 6(k_}b)sech vk ot A
2 _\/ vk k-A\Tl+a) Tl+a)

periyodik ve hiperbolik ¢dziimleri elde edilmis olur.

Uzay-zaman kesir mertebeli mBBM denkleminin bulunan ¢6ziimleri, Alzaidy’in
(Alzaidy [75]) alt denklem yontemiyle buldugu tam ¢éziimlerle karsilastirildiginda elde

edilen ¢oziimlerin yeni oldugu goriilecektir.
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5.25 Uzay-Zaman Kesir Mertebeli Klein-Gordon Denklemi

S ve y sifirdan farkli sabitler olmak iizere, uzay-zaman kesir mertebeli Klein-Gordon

denklemi

DZ“u-DXu+yu—pBu’*=0 (5.84)

seklinde tanimlanir. Lineer olmayan kesir mertebeli Klein-Gordon denkleminin bir¢ok
farkli tiplerinin oldugu goriilmektedir. Bunun yani sira, Klein-Gordon denklemi kati hal
fizigi, lineer olmayan optik ve kuantum alan teorisi gibi birgok gercek hayat

uygulamasinda 6nemli rol oynamaktadir.

k ve A sifirdan farkli birer sabit olmak iizere, kesirsel karmasik doniisiim

kx* At

- (5.85)
INN+a) T'l+a)

ux,t)=U(%), &=

seklinde alinir. (5.85) denklemi (5.84) denkleminde yerine yazilirsa, "U'" = ((jj—l:g olmak

tizere; (5.84) denklemi

(A2 —KU"+ U — pU? =0 (5.86)

adi diferensiyel denklemine indirgenir. Sonra (5.86) denklemi

p Y
Uiiziz_kzuz_/iz_kzu (5.87)

olarak diizenlenir. (5.87) denkleminde

U,=FU)
1, (5.88)
U, = E(F )
doniistimleri uygulanir ve gerekli islemler yapilirsa
2p /4
FU)=xU U- 5.89
)=7 \/3(12—18) 27K (5.89)

haline gelir. (5.84) denkleminin tam ¢6ziimii
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_3_7 2 Y
U(§)—2ﬂsec { —4(/12—k2)§} (5.90)

bulunur. Lineer olmayan uzay-zaman kesir mertebeli Klein-Gordon denkleminin

R e )
23 4(2-K)\TL+a) T(+a)

uz(x,t)=3—7/sech2 /4 ( A j
23 4(12—k2) I'l+a) Td+a)

periyodik ve hiperbolik ¢oziimleri elde edilir.

Elde edilen ¢oziimler ile, Jafari ve arkadaslarinin alt denklem yontemiyle buldugu

¢oziimler (Jafari vd. [74]) karsilastirildiginda bu ¢dziimlerin yeni oldugu gorilmiistiir.

5.3 Modifiye Edilmis Basit Denklem Yontemiyle Elde Edilen Tam Coziimler

Bu kisimda; zaman kesir mertebeli biyolojik populasyon denklemi, zaman Kkesir
mertebeli Hamiltonian sistemi, uzay-zaman kesir mertebeli potansiyel Kadomtsev-
Petviashvili (pKP) denklemi, uzay-zaman kesir mertebeli modifiye Benjamin-Bona-
Mahony (mBBM) denklemi ve uzay-zaman Kkesir mertebeli birlestirilmis Burgers
denklemlerinin modifiye edilmis basit denklem metoduyla tam c¢ozimleri elde

edilmistir. Ayrica verilen denklemlerin kullanim alanlarindan bahsedilmistir.

5.3.1 Zaman Kesir Mertebeli Biyolojik Populasyon Denklemi

a kesir mertebeli tiirevin mertebesini belirleyen bir parametre, h ve r birer sabit olmak

izere, zaman kesir mertebeli biyolojik populasyon denklemi

o‘u o°

82
e o7

(U )_ayz

(u’)-h(u’~r)=0, t>0, 0<a<l, xyeR (5.91)

seklinde ifade edilir. Bu denklemde, u populasyon yogunlugunu ve h(u2 — r) dogum

ve Oliime gore populasyon degisimini gostermektedir.
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k ve A sifirdan farkli birer sabit ve i = —1 olmak iizere, zaman kesir mertebeli oldugu

i¢in kesirsel karmasik doniisiim

At”

u(x,y,t)=U(<&), §=kx+iky—r(1+a) (5.92)
olarak tanimlanir. (5.92) denklemi (5.91) denkleminde yerine yazilirsa; "U'"= ((jj—l;
olmak tizere; (5.91) denklemi

AU’'+hU? —hr=0 (5.93)

adi diferensiyel denkleme doniisiir.

Bu denklemin ¢6ziimii modifiye edilmis basit denklem yontemi geregince (4.83)
denklemindeki gibi ele alinir. N dengelenme sayisint bulmak i¢in, (5.93) denkleminde

en yliksek mertebeden lineer terimi U’ ile en yiiksek dereceden lineer olmayan terimi

U? asagidaki gibi dengelenir. Yani

N+1=2N (5.94)
N=1
bulunur. (&) =w i¢in, (5.91) denkleminin, N =1 olmasindan dolay1 ¢6ziimii
_ v
U(i)—ao+a1(;] (5.95)

bigiminde ele alinir. Sonradan belirlenecek a,, a keyfi sabitleri ve w (&) fonksiyonu

olmak tizere,

U’_a{‘//—”—(ﬂj } (5.96)
v v

1 2 1
U?=a [KJ +2a,a, [KJH@ (5.97)
4 4
elde edilir. (5.96) ve (5.97) denklemleri (5.93) denkleminde yerine yazildiginda
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" !

! 2 ! 2
zal(‘/’—j—zal(ﬂj +ha§+2ha0a1(£j+haf (ZJ —hr=0 (5.98)
7 7 7 v

!

seklinde (Kj ye bagli polinom elde edilir. Bu ifade de w2, w've ° nin
7

katsayilarinin sifira esitlenmesiyle

w7 ha(y') —2a,(v') =0, (5.99)
w ' Aay” +2haay’ =0, (5.100)
w°: hal—hr=0 (5.101)

yukaridaki denklem sistemi elde edilir. A, r ve h keyfi sabitler olmak iizere, Maple

yardimiyla (5.99) ve (5.101) denklemleri ¢oziildiigiinde

a, =+, a1=iﬁ, (a,#0) (5.102)

bulunur. a, —+Jr ve a :i\/% degerleri i¢in, C, ve C,integral sabiti olmak {lizere

(5.100) denkleminden

w()=C,+C, EXD(J? th 5] (5.103)

elde edilir. Boylece (5.102) ve (5.103) deki degerler (5.95) denkleminde yerine yazilirsa

a

I'l+a)

2C,\Ir e><|0(4-r 20t é]

olmak iizere (5.91) denkleminin tam ¢6ziimii

& =kx+iky —

A

2hJr 5]

A

U@ ==Jrs (5.104)

C, +C, exp[rr
olarak elde edilir.
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C, veC, keyfi sabitler olmak iizere zaman kesir mertebeli biyolojik populasyon

denkleminin hiperbolik hareketli dalga ¢oziimleri;

Ozel olarak (5.104) denkleminde C, =1 ve C, =1segilirse

u,(X,y,t)= +/r tanh {ig{km iky — F(ft:a)j} (5.105)

olarak bulunur. Diger yandan C, =—1ve C, =lalimirsa

u3'4(x,y,t)=¢\/Fc0th{¢¥(kx+iky— At j} (5.106)

I'l+a)

tam ¢Oziimii elde edilir.

Sekil 5.3 =05 k=1, A=2,r=4,h=1y=0 icin U ,(X,t) 'nin tam ¢éziimii

C, ve C, keyfi sabitler olmak iizere, (5.105) ve (5.106) denklemleri kullanilarak zaman
kesir mertebeli biyolojik populasyon denkleminin trigonometrik hareketli dalga

¢cOzilimleri sirasiyla;
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Ug 6 (X, y,t) = +i/r cot {Tr%(kxﬂky— At j} (5.107)

I'l+a)
ve
. _hdr(, e
U, (X, y,t) =Fi/r tan {+T(kx+|ky—r(1+a)j} (5.108)

olarak bulunur.

Modifiye edilmis basit denklem yontemiyle elde edilen ¢6ziimlerin, Zhang ve H.Q.
Zhang’1n alt denklem metoduyla buldugu ¢6ziimlerle (Zhang ve Zhang [76]) ve Bekir
ve c¢alisma arkadaslarinin istel fonksiyon yontemiyle (Bekir vd. [77]) elde ettigi

coztimlerden farkli oldugu gorilmustiir.

5.3.2 Zaman Kesir Mertebeli Hamiltonian Sistemi

a zaman kesir mertebeli tiirevi ifade etmek tizere,

ou_au

—=—+2V,
ar (5.109)
Zt;’=2guv, g=+1, O<a<l

denklemi zaman kesir mertebeli Hamiltonian sistemi olarak bilinir. Bu denklem,

uygulamali bilimlerde ve matematiksel fizikte 6nemli bir yere sahiptir.

A sifirdan farkli sabitler olmak iizere, Hamiltonian sistemi zaman kesir mertebeli

oldugundan
At”
u(x,t)=U(<&), v(x,t)=V (&), &=x- (5.110)
I'l+ea)
bi¢iminde kesirsel karmasik doniisiim secilir.
. . . . ~ n r d U
Benzer sekilde (5.110) denklemini (5.109) denkleminde yerine yazildigin "U'™' = E

ve "V'"= 3—\/ olmak iizere, (5.109) denklem sistemi
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-AU'=U"+2v

(5.111)
-WV'=26UV,
adi diferensiyel denklem sistemine indirgenir. (5.111) deki birinci denklemden
1 :
V=->(A+1U (5.112)

esitligi vardir. (5.112) denklemini (5.111) deki ikinci denklemde yerine yazilirsa

%AU "= UV’ (5.113)

diferensiyel denklemi elde edilir. &, integral sabiti olmak iizere, (5.113) denklemi & ’ye

gore bir kez integre edilirse

AU'+eU?+& =0 (5.114)

denklemi elde edilir.

(5.114) denkleminde U’ ve U? terimlerinin o6nceki denklemlere benzer

dengelenmesinden

N+1=2N (5.115)
N=1
bulunur. (&) =w i¢in, (5.114) denkleminin ¢6ziim polinomu
_ v
U($)=a, +ai(—j (5.116)
7
bigiminde alinir. (5.116) denkleminden
" 1 2
U=a V’——(KJ (5.117)
72N
1 2 1
U?=a’ (KJ +2a,3, [ﬁ}r Q (5.118)
y y

yazilir. (5.116)-(5.118) denklemlerini, (5.114) denkleminde yerine yazilirsa
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" ’

! 2 ! 2
ial(l/l—]—}ta{ﬂl +lga§ +lga0a1(£]+lgaf [KJ +&=0
w y) 2 2 ) 2 v

polinomu elde edilir. ' (i=0,1,2) kuvvetlerine gore diizenlenir. Olusturulan bu

katsayilarin sifira esitlenmesiyle

w2 —a(y') +%gaf (v') =0, (5.119)
wt day” +%ga0all//’ =0, (5.120)
yO: %gaé +&,=0 (5.121)

denklem sistemi elde edilir. Maple yardimiyla bu denklem sistemi ¢oziildiigiinde;

A ve ¢ keyfi sabitler olmak iizere

ao:i\/_zgff’, a1=%, (a, #0) (5.122)

&

¢oziim kiimeleri elde edilir. C, ve C, integral sabiti olmak tizere (5.120) denkleminden

w(&)=C,+C, exp(:—“‘zﬁ é} (5.123)

bulunur. Boylece (4.122) ve (5.123) deki degerler (5.116) denkleminde yerine yazilirsa

E=X— At olmak iizere (5.109) denkleminin tam ¢6ziimii
I'l+ea)

2C, [-2¢&, exp[: \/—ieéo 5]
U =325
& ,_
g{cl +C, exp(¢§§‘)§]}

(5.124)

elde edilir. Buradan
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1 exl{i 2o 5} aci, exp{i R 4
v - A 4 . A (5.125)
2 [-2 — 2
ﬂ{CﬁCz exp{fr f(’ fD A{Cﬁcz exp{? 2850 g’}}

¢Oziimii elde edilir.

C, ve C, keyfi sabitler olmak iizere, dzel olarak (5.125) denkleminde C, =1 ve C, =1

alinirsa
0, (x,1) = 72550 o | £ 50 AU
(X ) =F———TMann ¥ X—
£ 22 I(l+a)
(5.126)
v, (X,1) A sech’{ ¥ Y
(X ) == + X
22 24 T(l+a)
olarak bulunur. Diger yandan C, =-1ve C, =1lalinirsa
- \/ _2850 _ \f _ggo ﬂ,ta
Uy, (X,t) =F~———coth{F X—
£ 24 r'(l+a)
(5.127)

tam ¢Ozlimii elde edilir.

C,veC, keyfi sabitler olmak iizere, (5.126) ve (5.127) denklemleri kullanilarak

sirastyla;
U (X 1) =+ ‘_2850 i cot {$ — (X_ L j}
| ¢ L2 U r+a)

(5.128)

22 T Tl+e)

V(1) =%i{l+ cot’ {1 V"% (x A" D}

ve
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a6 =% 2 T

ol o)

(5.129)

N7 )

V4(X7t)—%i{l+tan{¢\@[x At j}}

¢Oziimleri bulunur. Bu c¢oziimler zaman kesir mertebeli Hamiltonian sisteminin

hiperbolik ve trigonometrik hareketli dalga ¢6ziimleridir.
Modifiye edilmis basit denklem metoduyla elde edilen bu ¢oziimler, Katatbeh ve

arkadaglarinin (Katatbeh vd. [78]) (G'/G)-a¢ilim metoduyla elde edilen ¢oziimleriyle

karsilastirildiginda bu ¢oziimlerin farkl ve literatiirde olmadig goriiliir.

5.3.3 Uzay-Zaman Kesir Mertebeli Potansiyel Kadomtsev-Petviashvili (pKP)

Denklemi
t>0 ve O0<a <1 olmak iizere, uzay-zaman kesir mertebeli pKP denklemi

1 D/ “u 3 DuD?“u 3 D;“u+ Dy (Dsu) =0, (5.130)
4 2 4

seklinde ifade edilir. Potansiyel Kadomtsev-Petviashvili, fizik plazmasi, hidro-dinamik
ve kat1 hal fizigi gibi ¢esitli fizik konularinda ve farkli alanlarda 6nemli olup, iki
boyutlu kiiciik ama sonlu genlikli dalgalarin ve solitonlarin dinamiklerini aciklar.
Denklem, ayn1 zamanda, dalganin X -ekseni boyunca ilerledigi ve Y -eksenindeki tiim

degisikliklerin hareketin yoniinden daha yavas oldugu varsayilarak elde edilmistir

(Ablowitz ve Clarkson [79]).
k, | ve 4 sifirdan farkli sabitler olmak {izere, pKP denklemi uzay-zaman Kkesir
mertebeli ve (2+1) boyutlu oldugu i¢in kesirsel karmasik doniisiim;

kx“ ly” At

u(x,y,t)y=U(&), &= r(l+a) * r'(l+a) " I'l+e)

(5.131)

olarak ele alinir. "U’":((jj—L; olmak fizere, (5.131) denklemi yardimiyla (5.130)

denklemi
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4 2 2
%u’"'+%uw+%w+kw"=o, (5.132)

seklinde adi diferensiyel denklemine indirgenir. &, integral sabiti olmak iizere, (5.132)

denklemi & ye gore bir kez integre edilirse

4 2 2
%uu%(u n? +(%+ KAU'+& =0 (5.133)

denklemi elde edilir. (5.133) denkleminde U” ve (U’)* terimlerinin dengelenmesinden

N+3=2(N +1) (5.134)
N=1
bulunur. (&) =w igin, (5.133) denkleminin ¢6ziimii
_ v
U()=a, +ai(;j (5.135)

bigiminde almir. (5.135) denkleminden U”, (U')* ve U’ degerleri bulunup (5.133)

denkleminde yerine yazilr. 1//"i (1=12,3,4) kuvvetlerinin katsayilarinin sifira

esitlenmesiyle
_ 3 3 ,

o (w20 ey -

mo1 3 " 3 " 3 , ,
v —Kayy Ky (v )2+Zk3af('ﬂ )2—Z|231(W )’ ke (y')" =0,

l// . %k‘lalwﬂ” +%|2all//"+/1kail//” :0

denklem sistemi elde edilir. Maple yardimiyla bu denklem sistemi ¢6ziildiigiinde;

kK, I, 2 vea, keyfisabitler olmak iizere

=28, a=2k &=0, (a=0) (5.136)
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ve

(5.137)

w(§)=C,+C, exp[i K2

J=aka =312 fJ

degerleri bulunur. Burada C, ve C,integral sabitleridir. (5.136) ve (5.137) denklemleri

kx“ ly” At”

+ + olmak izere
INl+a) T'l+a) T'(l+a)

(5.133) denkleminde yerine yazilirsa & =

(5.130) denkleminin tam ¢oziimii

2C,\J—4kA 317 exp {J_r

J=4k2 37 5]
k2
U()=a,+

(5.138)
K {Cl +C, exp [i

olarak elde edilir.

(5.138) denklemini kullanarak uzay-zaman kesir mertebeli potansiyel Kadomtsev-
Petviashvili (pKP) denkleminin hiperbolik ve trigonometrik tam c¢oziimleri asagida

verilmigtir.

J—4k 2312

Ozel olarak (5.138) denkleminde C, =1, C,=1vea,=7F ”

alinirsa

’ 1t =+
U,(Xyt)=F ok2 r(1+a)+F(l+a)+F(1+0!)

J-ak2 -3l tanh{ ~(4k2+31%) [ e Iy At j} (5.139)
k

\—4kA-3I°

k

\/_(4k|:1+3|2) Coth{\/—(4kﬂ+3lz) [ ooy At ]} (5.140)

olarak bulunur. Diger yandan C, =-1, C, =1vea, =7 alinirsa

L ’t :_
Ust (X, Y,t) =F 2K? I'l+a) +r(1+oz) +F(1+ @)

tam ¢Ozlimii elde edilir. Benzer sekilde,

b, y,t)+\/(4ki+3lz)itan{\/(4k/1+3lz)( o Iy a7t ]} (5.141)

+ +
2k? INNl+a) T(@l+a) T(l+a)
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—(4kA+3I° k 12 a a P
’ K 2k Fl+a) Tl+a) Tl+a)

tam ¢oziimii elde edilir.

Elde edilen ¢oziimlerin; son zamanlarda bu denklem iizerinde ¢alisan Alzaidy’nin alt
denklem yontemiyle (Alzaidy [80]) ve Zayed’in (G'/G)-a¢ilim metoduyla (Zayed vd.
[81]) buldugu sonuglardan farkli oldugu goriilmiistiir.

5.3.4 Uzay-Zaman Kesir Mertebeli Modifiye Benjamin-Bona-Mahony (mBBM)

Denklemi

v sifirdan farkli pozitif sabit olmak iizere, uzay-zaman kesir mertebeli mBBM denklemi

Dfu+Dfu—w’Du+D*u=0 (5.143)

olarak verilir. Bu denklem; ilk olarak lineer olmayan dagitict ortamda, uzun dalga
yiizeylerinin yaklasik degerini belirlemek i¢in kullanilmistir. Ayni zamanda bu denklem
soguk plazmadaki hidromanyetik dalgalari, inharmonik kristallerinin akustik dalgalarini
ve sikistirilabilir akiskanlardaki akustik yer ¢cekimi dalgalarinin siniflandirilmasinda da

Onem olusturmaktadir.

k ve 4 sifirdan farkli sabitler olmak {izere, kesirsel karmasik doniisiim;

kx“ At”
u(x,t)=U(<&), &= + 5.144
=), ¢ I'l+a) T'l+ea) ( )
seklinde alinir. "U'":(;—L; olup, (5.144) denklemi (5.143) denkleminde yerine
yazildiginda
(A+K)U'—vkUU'+kU" =0 (5.145)

seklinde adi diferensiyel denklemine elde edilir. Integral sabiti sifir olmak iizere (5.144)

denklemi & ye gore bir kez integre edilirse

3
(A+k)U —vku?+k3u =0 (5.146)
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indirgenmis denklemi bulunur. Denge prensibinden dolay1 (5.146) denkleminde U" ve

U? terimlerinin dengelenmesinden, dengelenme sayisi

N +2=3N

5.147
N -1 (5.147)

olarak bulunur. Boylece modifiye edilmis basit denklem yoOntemine gore (5.146)

denkleminin ¢oziimii

U($)=a, +ai(%j (5.148)

formunda almr. (5.148) denkleminden U”veU® esitlikleri bulunup (5.146)
denkleminde yerine yazilir. 1//"i (i=0,1,2,3) kuvvetlerinin herbirinin katsayilarini sifira

esitleyerek asagidaki gibi denklem sistemi elde edilir.
3. _ l k 3 3 nd _
w | —pvkar 2K, () =0,

2

w2 —3Kay"y —vkaa? (y') =0,

-1

v (/”La1 +ka, —vkaéai)z//' +k*ay" =0,

3

vka,
3

0

v . Aa, +ka,— =0.

k, vve 4 keyfi sabitler olmak iizere, bu denklem sistemi Maple yardimiyla

¢oziildiiglinde iki farkli durum vardir.

1. durum:
6
a,=0, a :J_rk\/; . (a,#0) (5.149)
2. durum:

=t [0, a0 (ae0) (5.150)

¢Oziim kiimeleri elde edilir.
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Ancak a, =0 durumu igin U (&) ¢coziimii asikar ¢oziim olarak elde edilir. Diger yandan,

aQ, == /3(/?/; K) vea = ik\/g degerleri i¢in, C; ve C,integral sabiti olmak {izere

w (&) fonksiyonu

(£)=C,+C exp[ - 2(“"”5]

elde edilir. (5.150) ve (5.151) denklemleri (5.148) denkleminde yerine yazilirsa

kx* At?

E= + olmak iizere (5.146) denkleminin tam ¢éziimii

'l+a) I'l+ea)

f12(;t+k [ f2(/1+k)v]
3(/1+k
U(@—-¢
C+Cep[ fz(Mk }

olarak bulunur.

(5.151)

(5.152)

(5.152) denklemini kullanarak uzay-zaman kesir mertebeli modifiye Benjamin-Bona-

Mahony (mBBM) denkleminin hiperbolik ve trigonometrik tam ¢oziimleri asagida

verilmistir.

Ozel olarak (5.152) denkleminde C, =1ve C, =1 alinirsa

(D)=t BGAK) fz(mk)v At
v vk 2k Il+a) I'(l+a)

olarak bulunur. Diger yandan C, =—1ve C, =1 alinirsa tam ¢6ziim

U34(X,t)=-i_- 3(ﬂ’+k) th{ 2(l+k)V( kx* . At j}
| vk 2\ Il+a) Tl+a)

elde edilir. Benzer sekilde,

(x.0) = L [Bo+k) L fZ(/Hk)v kx| At
Ues et = vk 2k vk \T(l+a) T'(+a)
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u (X t)=+ Micot L 2(ﬂ+k)V kx“ + At? (5156)
D=5 T 2k\/ vk \Il+a) T'l+a)

tam ¢oziimii elde edilir.

Uzay-zaman kesir mertebeli modifiye Benjamin-Bona-Mahony (mBBM) denkleminin
bulunan ¢éztimleri, fonksiyonel degisken yontemiyle elde edilen ¢oziimlerle (Bekir vd.
[50]) ve Alzaidy’in alt denklem yontemiyle (Alzaidy [75]) buldugu tam g¢oziimlerle

karsilastirildiginda elde edilen ¢ozlimlerin farkli ve yeni oldugu goriiliir.

5.3.5 Uzay-Zaman Kesir Mertebeli Birlestirilmis Burgers Denklemleri
pveq sifirdan farkli keyfi sabitler olmak {izere uzay-zaman kesir mertebeli
birlestirilmis Burgers denklemleri

Du—Dju+2uD{u+ pDy (uv) =0,

(5.157)
Dv—D;“v+2vD{v+qDy (uv) =0

formunda ifade edilir. Bu denklem; yer¢ekiminin etkisi altinda, akigskan siispansiyonlar
veya kolloidlerde iki tiir parcacigin hacim konsantrasyonunu 6lgen sedimantasyon veya

evrimin basit bir modellenmesidir.

A, sifirdan farkli sabit olmak iizere, kesirsel karmasik dontistim

X“ At
u(x,t) =U(<&), v(xt)=V(<), = + 5.158
(x)=U(5), v(xt)=V(5), ¢ rira) Tlra) (5.158)
oo AU g AV : .

olarak ele alinir. "U :E ve "V :Eolup, (5.158) denklemi (5.157) denkleminde
yerine yazildiginda
AU'-U"+2UU"+ pUV) =0

(5.159)

AV =V"+2W' +qUV) =0

seklinde adi diferensiyel denklem sistemi elde edilir. Integral sabiti sifir olmak {izere

(5.159) denklem sistemini & ye gore bir kez integre edilirse
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AU —U’"+U?+pUV =0
(5.160)
AV -V +2V?+quUV =0

indirgenmis denklemleri bulunur. Denge prensibinden dolayi (5.160) denkleminde U,
U? ve UV terimlerinin dengelenmesinden ve ayrica V', V? ve UV terimlerinin de

dengelenmesinden

N+1=2N=N+M ve M+1=2M=N+M (5.161)

esitlikleri yazilir. Bu esitliklerden N =1ve M =1 bulunur. Boylece modifiye edilmis

basit denklem yontemine gore (5.160) denklem sisteminin ¢oziimi

U(§)=ao+a1(£j
v (5.162)

V(§)=bo+b1[ﬂj
W

olarak alinir.

Ik olarak, (5.162) denklemleri yardimiyla U ve V nin gerekli tiirevleri ve dereceleri
bulunup (5.160) denklem sisteminin ilk denkleminde yerine yazilir. ' (i=0,1,2)

kuvvetlerinin herbirinin katsayilarini sifira esitleyerek asagidaki gibi cebirsel denklem

sistemi elde edilir.

w?: a’+a +pab =0 (5.163)
w ot (pagh +Aa, +2a.a, + pab, )y —ay" =0 (5.164)
w°: Aa, +payh,+a’=0. (5.165)

Benzer sekilde (5.160) denklem sisteminin ikinci denkleminden asagidaki gibi cebirsel

denklem sistemi bulunur.

w?’: b’+b +qgab =0 (5.166)
y (qaobl +Ab, +2byb, + qa1bo)l//, —-by"=0 (5.167)
w°®: Ab,+qah, +aZ =0. (5.168)
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Bu cebirsel denklem sistemleri Maple yardimiyla ¢oziildiigiinde 2 farkli durum

bulunuyor.
1. durum:
a, =b, =0 ve al__gp—ll bl_—ﬁ (5.169)

(5.169) denklemindeki degerleri igin C, ve C,integral sabiti olmak iizere /(&)

fonksiyonu

w (&) =C,+C, exp(A<) (5.170)

olarak bulunur. (5.164) ve (5.167) denklemleri (5.162) denkleminde yerine yazilirsa

uzay-zaman kesir mertebeli birlestirilmis Burgers denklemlerinin tam ¢éziimii

a lta lta
1-p)C, ﬂ{cosh[l(r(l va) T ))]JFS' h(’l(r(l +a) r(1+a))ﬂ (5.171)

a Ata a Ata
(qp—l){C1+C {COSh{/I(F(l +a) F(l a))j (/I(F(l+a) F(l+a))ﬂ}

u(x,t) =

ve
(1—q)C22{cosh[/1( X M )j+sinh(/1( £, A )H
Fl+a) I'l+a) Fl+a) I'l+a) (5.172)
v(x,t) =
X At” . X At”
(qp—l){clJrC {cosh(}»(r(l+ o ras )))+Slnh(l(r(l+a)+F(l+a))j:|}
2. durum:
A(p-1) A(q-1) p-1 q-1
=— . b =— vea =——, bh=——— 5.173
T M o L R i 6479

¢Oziim kiimeleri elde edilir.

(5.173) denklemindeki degerler icin, C, ve C, integral sabiti olmak iizere (&)

fonksiyonu

w(£)=C,+C,exp(—A¢) (5.174)

99



elde edilir. (5.164) ve (5.167) denklemleri (5.162) denkleminde yerine yazilirsa iizere

uzay-zaman kesir mertebeli birlestirilmis Burgers denklemlerinin tam ¢dzimii

u(x,t) = (1-p)Ca (5.175)
x“ At . X“ At”
(gp-1) {Cl +C, {cosh [/1(1_(1+ o) + Fs a))j —sinh (/1(1_(1+ o) + o a))ﬂ}
ve
v(x,t) = (1-09)C4 (5.176)
X* At” . X* At”
(ap-1) {Cl +C, {cosh (/l(r(1+ ) + rs a))) —sinh [/?b(l_(lJr o) + o a))ﬂ}

olarak elde edilir (Kaplan vd. [82]).

Bu calismada, uzay-zaman kesir mertebeli birlestirilmis Burgers denklemlerinin elde
edilen tam ¢oziimleri, Zayed ve arkadaslarinin gelistirilmis tanjant hiperbolik
yontemiyle (Zayed vd. [83]) buldugu tam ¢oziimlerle karsilastirildiginda elde edilen

¢cozlimlerin farkli ve literatiirde olmayan yeni ¢oziimler oldugu goriiliir.

5.4 Kudryashov Yontemiyle Elde Edilen Tam Co6ziimler

Bu kisimda; zaman kesir mertebeli Cahn-Allen denklemi ve uzay-zaman kesir mertebeli
Klein-Gordon denklemlerini genellestirilmis Kudryashov metoduyla, zaman kesir
mertebeli (2+1)-boyutlu Zoomeron denklemini gelistirilmis Kudryashov metoduyla,
konum-zaman kesir mertebeli modifiye Benjamin-Bona-Mahony (mBBM) denklemini
de modifiye edilmis Kudryashov metoduyla tam ¢ozlimleri elde edilmistir. Ayrica bu

denklemlerin kullanim alanlart ile ilgili fiziksel yorumlardan bahsedilmistir.

5.4.1 Zaman Kesir Mertebeli Chan-Allen Denklemi

0<a <1, kesir mertebeli tiirevi gostermek iizere; zaman kesir mertebeli Cahn-Allen

denklemi

Dfu-u, +u’-u=0, t>0, O<a<l, (5.177)

seklinde ifade edilir. Bu denklem; matematiksel biyoloji, kuantum mekanigi ve plazma

fizigi gibi birgok bilimsel uygulamalarda ortaya ¢ikar. Iyi bilinir ki; plazma ortamindaki
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dalga olayi, akiskan dinamikler kink sekliyle ve tanh ¢ézlimleri ile veya zil sekilli sech

¢Oziimleri seklinde modellenir.

k ve A sifirdan farkli sabitler olmak tizere, kesirsel karmasik doniisiim

At”
I'l+ea)

u(x,t) =U (&), &=kx— (5.178)

bi¢ciminde seg¢ilir. "U“'ZC;_L; olmak tizere, (5.178) denklemini (5.177) denkleminde

yerine yazarak (5.177) denkleminin

AU’ +kU"-U%*+U =0 (5.179)

adi diferensiyel denklemine indirgendigi goriiliir.

(5.179) denklemindeki en yiiksek dereceden lineer olmayan terim U°® ile en yiiksek
yu Y yu

mertebeden lineer U” terimlerinin dengelenmesinden, dengelenme sayisi

3n=n+2

D1 (5.180)
bulunur. n=1 olmasindan dolay1 (5.179) denkleminin ¢6ziimii
U(&) =2, +aF (%) (5.181)
bi¢iminde alinir. (5.181) denkleminden
U =2 (F*(&)-F(©) (5.182)
U"=a,(2F°(&)-3F*(£) +F(&)) (5.183)
U*(&) =a; +3aa F (&) +3a,a F* (&) +a'F° (&) (5.184)

degerleri bulunur. Elde edilen bu (5.181)-(5.184) denklemleri, (5.179) denkleminde
yerine yazilirsa, F(&)ye bagli bir polinom elde edilir. Bu ifadede F'(&) (i =01, 2,3)

nin kuvvetlerinin katsayilarinin sifira esitlenmesiyle agsagidaki gibi denklem sistemi elde

edilir.
F3(&): 2k*a —a’=0,
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F?(£): Aa —3k’a, —3a,a’ =0,
F(£): -aAd+k’a —3a’a +a, =0,
F°(&): a,—a; =0.

Bu denklem sistemi Maple yardimiyla ¢oziildiiglinde 4 farkli durum vardir.

1. durum: Ilk olarak

a,=0, a=-1 /1:§, k=ii

2 2

(a #0) (5.185)

degerleri bulunur. Bu degerler (5.181) denkleminde yerine yazilirsa, zaman kesir

mertebeli Cahn-Allen denkleminin tam ¢oziimii

ul(xit) == 3t L 3t
1+ cosh ii—# +sinh J_ri—#
2 2r(+e) 2 2r(+e)
seklinde elde edilir.
2. durum: Benzer sekilde
8,=0, a=1 A=, k=t - (320 (5.186)
) ] 2! _ ﬁ .

(5.186) denkleminde verilen degerler (5.181) denkleminde yerine yazarak, zaman kesir

mertebeli Cahn-Allen denkleminin tam ¢oziimii

1

x 3 —x a
2 ras a)}smh (iﬁ_ 2F(l+a)j

U, (x,t) =
1+ cosh(

olarak elde edilir.

3. durum: Benzer sekilde

a, =1 a=-1 z:—g, k=+ (5.187)

Rl
—
®

#
=
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bulunur. Bu degerler (5.181) denkleminde yerine yazarak zaman kesir mertebeli Cahn-

Allen denkleminin tam ¢6ziimi

1

1+cosh| + t* +sinh 3"
\F 2F(1+ a) \F 2F(1+ a)

Uy (X, t) =1—

seklindedir.

4. durum: Son olarak,

a,=-1 a-=1 /Iz—g, k:i% (a,#0) (5.188)

bu degerleri (5.181) denkleminde yerine yazarak zaman kesir mertebeli Cahn-Allen

denkleminin farkli tam ¢éziimii

u,(x,t) =-1+ L

X 3t” . X 3t”
1+cosh| + sinh| +—(=—-—————

2 2F(1+a) 2 2r(l+a)
olarak bulunur. Elde edilen tam ¢oziimler; Esen ve calisma arkadaslarinin (Esen vd.
[84]) elde ettigi ¢ozliimlerden farklidir. Ayrica, Bekir ve arkadaglarinin alt denklem

metodu (Bekir vd. [65]) kullanarak buldugu tam ¢oziimlerden de farkli ve bu ¢oziimler

yeni tam ¢6ziimlerdir.

5.4.2 Uzay-Zaman Kesir Mertebeli Klein-Gordon Denklemi

Matematiksel fizikte 6nemli bir yere sahip olan uzay-zaman kesir mertebeli Klein-

Gordon denklemi, g ve y sifirdan farkli sabitler olmak tizere

DZu-D>*u+yu—Bu’*=0 (5.189)

seklinde tanimlanir. Lineer olmayan kesir mertebeli Klein-Gordon denkleminin bir¢ok
farkli tiplerinin oldugu bilinmektedir. Ayrica, Klein-Gordon denklemi kati hal fizigi,
lineer olmayan optik ve kuantum alan teorisi gibi bir¢cok gergek hayat uygulamasinda

onemli rol oynamaktadir.

k ve 4 sifirdan farkli birer sabit olmak tizere, kesirsel karmagsik doniisim
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kx* At?

u(x,t) =U (<), ézr(1+a)_r(1+a) (5.190)
seklinde alinir. (5.190) denklemi (5.189) denkleminde yerine yazilirsa, "U'"= CdI_L;
olmak tizere; (5.189) denklemi

(A*—k*HU"+U - pU? =0 (5.191)

adi diferensiyel denklemine indirgenir.

n dengelenme sayist (5.191) denklemindeki en yiiksek mertebeden lineer terim U” ile

en yiiksek dereceden lineer olmayan U * terimlerinin dengelenmesinden,

n+2=2n (5.192)
n=2

bulunur. Dolayisiyla (5.191) denkleminin ¢oziimii

U (&) =8, +aF (&) +a,F*(S) (5.193)

bigiminde almir. (5.193) denkleminden U” ve U? degerlerini bulup (5.191)
denkleminde yerine yazilirsa, F(&)ye bagli bir polinom elde edilir. Bu ifadede

F'(£) (i=0,12,3,4) nin kuvvetlerinin katsayilarinin sifira esitlenmesiyle
F'(&): 64%, -6k, - fa; =0,

F3(&): —104%a, +24%a, +10k*a, —2k*a, —23a,a, =0,

F*(£): 44%a,—31%, —4k%a, +3k’a, +ya, —2paa, — fa} =0,

F(&): A% —k%a +ya, —2pBaa, =0,

F°(): ra,—pag =0

denklem sistemi elde edilir. k ve y, # keyfi sabitler olmak iizere denklem sistemi

Maple yardimiyla ¢oziildiigiinde 2 farkli durum s6z konusudur.
1. durum: Ilk olarak a, =0 igin
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a-L a-- a2=%7, A=K+ (5.194)

¢Oziim kiimesi elde edilir. Bu degerler (5.193) denkleminde yerine yazilirsa, uzay-

zaman kesir mertebeli Klein-Gordon denkleminin tam ¢oziimii

a ;2 a
cosh[ kx + K4yt J—Z

I'l+a) T0+a)

a } 2 a
cosh{ kx + K4yt J+l

I'l+a) T(Q+a)

1’t:l
U (x,t) ;

seklinde elde edilir.

2. durum: Son olarak a, # O icin

8, =0, ai=6—ﬁ7, a2=—6—ﬁ7, A=xJk?—y (5.195)

degerleri bulunur. Benzer sekilde bu degerler (5.193) denkleminde yerine yazarak,

uzay-zaman kesir mertebeli Klein-Gordon denkleminin tam ¢éziimii

3

/4
ﬂ{cosh( o +“k2yta]+1}

Fl+a) T(+a)

u,(x,t) =

olarak bulunur.

Bu ¢o6ziimler uzay-zaman kesir mertebeli Klein-Gordon denkleminin kink soliton
¢oztimleridir. Bulunan ¢oziimler Alzaidy’in alt denklem yontemiyle (Alzaidy [75]) elde

ettigi tam ¢oziimlerden farkli oldugu gortilmiistiir.

5.4.3 Zaman Kesir Mertebeli (2+1)-Boyutlu Zoomeron Denklemi

0 < <1 kesir mertebeli tiirevin parametresi olmak iizere zaman kesir mertebeli (2+1)-

boyutlu Zoomeron denklemi

2a qu qu a 2 _
D? [T}{T XX+2Dt [u*] =0 (5.196)
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olarak bilinir. Bu denklemde; u(x,y,t) fonksiyonu dalga modunu genligini ifade
etmekle birlikte ilk kez Calogero ve Degasperis tarafindan tanitilmistir (Calogero ve
Degasperis [85]).

k, | ve A sifirdan farkli sabitler olmak tlizere, denklem hem zaman kesir mertebeli
hemde (2+1)-boyutlu oldugu i¢in kesirsel karmasik doniisiim;

a

(5.197)

u(x,t)=U(%), &=kx+ly- I(1l+a)

olarak alinir. "U "':((jj—'é olmak {izere; (5.197) denklemini (5.196) denkleminde yerine

yazilirsa, (5.196) denklemi

kliz(% ) —kSI(lLJJ j —2kA(U?)" =0 (5.198)

adi kesir mertebeli denkleme doniisiir. A sifirdan farkli integral sabiti olmak iizere,

(5.198) denklemini & ye gore iki kez integre edilirse

kI(2° —k*)U”—2kAU® — AU =0 (5.199)
elde edilir. Genisletilmis Kudryashov yontemine gore ¢ozimii

ia.F ©
U(E) =it
S

j=0

(5.200)

[u—

olarak aranir. N ve M sayilarini belirlemek icin, (5.179) denkleminde en yiiksek
mertebeden lineer terim U” ile en yiiksek dereceden lineer olmayan U*® terimlerinin

dengelenmesine bakilir. ¢, (k =1,2,3,4) fonksiyonun katsayilar1 olmak iizere

FN+3M+2+...
UI!: 1 5201
c,F™ + (5.201)

ve
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Ui c,FN +..

=" 5.202

¢,V +... ( )
bulunur. Boylece (5.201) ve (5.202) denklemlerinden

N-M+2=3N-3M (5.203)

N=M+1

seklinde bulunur.

Islem kolaylig1 olsun diye M =1 icin N = 2 almip (5.200) yardimiyla (5.199)

denkleminin ¢6ziimii:

a, +aF(&)+a,F*(&)

R

(5.204)

olarak alinir. (5.184) ve (4.90) denklemlerinden U” ve U® degerlerini bulunarak
(5.199) denkleminde yerine yazilir. Sonra F'(&) (i :O,l,...,6) nin kuvvetlerine gore

diizenlenir ve olusan katsayilarin sifira esitlenmesiyle bir denklem sistemi elde edilir.

k, A ve A keyfi sabitler olmak iizere, elde edilen algoritmik sistemde Maple

kullanilarak asagidaki tam ¢oziimler elde edilir.

1. durum: b, keyfi sabiti i¢in

A . A. A
=0, :—Z‘Z—Ib, a :2,/—|b, b, =b,, =-2b, l=———— 5.205
&, Gl ki o 2 ki o O o b1 o k(/lz—kz) ( )

¢oziim kiimesi elde edilir. Bulunan degerler (5.204) denkleminde yerine yazilirsa

LA
k(A2-k?)’ T(+a)

jA. 1 A 1Y
=2 -=ib | —— |+ 2 /-—ib,| ——
kA °(1iefj+ kA °(1ie§)

1
b, —2b0(1+e§j

£ =kx

olmak tlizere,

U(é) = (5.206)

elde edilir. (5.206) denkleminde birkag basit doniisim kullanilarak zaman kesir

mertebeli (2+1)-boyutlu Zoomeron denkleminin
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k
— X+

= s ava)
tanh s Yo -1
1 A { 2 2k(A"-k%)" 2h(1+a)
ul(x’y!t):E Py

k A At?
tanh| —x+ e Y~
2 2k(A°-k%) 7 2(1l+e)
ve
K A ar
coth(x+ Y~ t ] -1
1 A 2 2k(A°-k%) 7 2M(l+ea)
u,(X,y,t)==,/— -
2\ k4 k A At
coth| —x+ o Y~
2 2k(A°-k%) 7 2I(l+e«)

yeni tam ¢ozlimleri elde edilir.

Sekil 5.4 =05, k=1 c=2, A=8, y=0 i¢in u,(X, y,t) 'nin tam ¢6ziimii

2. durum: b, keyfi sabiti igin

/ A . 2A
aozi Mlbo, 3120, a2=0, bO:bO’ bl:_2b01 Iz—m (5207)
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¢oziim kiimesi bulunur. Benzer sekilde bu degerleri (5.204) denkleminde yerine

2A At”
azarak, &=kx— - olmak tizere
Y SR ) T e

\fzm'b
U=

(5.208)
b, — 2b( ! j

1+ef

esitligi bulunur. (5.188) denkleminde birkag basit dontistim kullanilarak

Uy (X, y,t) = 1 -
\l H A at

o X 2 A j}
27 k(A2 -k%)’ 2r(+a)

A [ (k A it
——cot|i| = X———5——-y—
2k A 27 kK(A2-k)’ 2r(+a)

ve

2k A .k A At”
cotI| —x— Y~
2 k(A°-k%) 21+ )

A Hk A At H
=, |——tan|i| - X—————y—
\}Zk/i 27 K(A7-K)’ 2r(l+a)

farkli tam ¢6zlimii elde edilir.

3. durum: b, ve b, keyfi sabitleri i¢in

’ A . f
= Mlbo, ) i(b,+2b,), a,=0, by=by,, b=b, I——k(/12 & (5.209)

degerleri bulunur. (5.209) de bulunan degerler (5.204) denkleminde yerine yazilirsa,

Z S
k(A2-k2)’ T(l+a)

\/zf,a,ib‘) \/Zkl i (b, + 20, )(lile;) (5.210)
+bl(1+e§j |

olmak lizere

&=k

U(e) =
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bulunur. (5.210) denkleminde bazi basit doniigiimler yardimiyla

fiib tanh Ex— A y— At - }iib1 l—étanh Kx— A y— At*
2k ° 27 k(A2-k*)’ 2r(l+a) 2kA |2 2 27 k(A2-k?)7 2r(l+a)

1 1. (k A e
by +b; 4 = — L tanh| K x— -
°+bl{2 2N (zx k(a2—k?) ) 2r(1+a)]}

/iibcoth Ky A, M —Jiib1 1 Lo Ky A, A
22 M Tk Tarasa) ) N2k 2 2N 2 T k@2 =k Y T arva)

11 (k A e
b, +b; 4= — L coth| X x— -
°+b1{2 2%° (2)( k(2 =K7Y 21"(1+a)j}

Us (Xv Y, t) =

ve

Ug(x,y,t) =

¢Ozlimleri bulunur.

4. durum: b, ve b, keyfi sabitleri i¢in

A . A . A . 2A
- /_ - /_ _ = f_ = = -2 (5211
a, 2k/1|b0' a 2k/1|(2b0 bl)' a, Zk/ﬂtlblv bo bo' b1 bl’ I k(/%z—kz) ( )

2A
k(A2-k?)’ T@+a)

degerleri bulunur. &=kx— olmak tizere, bulunan bu degerler

(5.204) denkleminde yerine yazilirsa,

A A ! A1)
\/Zk/llbo+\/2kll(bl_2b°)(lie§)_2\/ 2kz'b1(1ie5) (5.212)

U(s) = b0+bl[ 1 )

1+e°

¢ozlimil elde edilir. Baz1 basit doniisiimlerle daha Once literatiirde olmayan yeni tam

¢Ozlimler

u,(x,y,t) = itan i Ex— A A
e 2k A 2 k(&z—kz)y 2 (1+ )

ve

Ug(x,y,t) = icot i Ex— A A
oo Y= 2k 2 k2 =k A ra)

seklinde elde edilir.
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5. durum: b, keyfi sabiti igin

A . A
’ iby, &, =-2 ’ iby, a,=2 / kﬂlbo’ b, =y, b1=—2b0,lz—m (5.213)

degerleri bulunur. Son olarak, bulunan degerler (5.204) denkleminde yerine yazilirsa,

E=kx— A A olmak tizere

k(22K Ta+a)

P e e P Fec)|
2k/1 1+e° 2ka "\1+ef (5.214)

U(é)=
b, — 20,
(1+ efj

¢ozlimil bulunur. Bazi basit doniisiimlerle ve matematiksel islemler yardimiyla

1 [A { { [k A At ﬂz}
1+| tanh e Y
2\2k2 2" Tk 2ar(l+a)

Ug (X, y,t) = -
tanh Ex— ;A Y- A
2 4k(A°-k%) 7 2T(l+a)

ve

1 [A { { (k A At ]ﬂ
1+| coth e Y~
2\ 2Kz 2" Tk -K?)’ 2+ a)

k A At
coth| —x— o Y~
2 4k(A°-Kk%) T 2A(+a)

ulO (X’ y!t) -

seklinde farkli tam ¢oziimler bulunur. Boylece A integral sabiti olmak iizere zaman
kesir mertebeli (2+1)-boyutlu Zoomeron denkleminin daha Onceden literatiir de

bulunmayan yeni tam ¢ozlimleri elde edilmistir.

Elde edilen ¢oziimlerin; son zamanlarda bu denklem {izerinde ¢alisan Zayed ile Amer’in
ilk integral yontemiyle (Zayed ve Amer [86]) buldugu sonuglardan farkli oldugu
gortiilecektir. Ayn1 zamanda bulunan ¢6ziimler, Zayed ve Arnous’un (G'/G)-agilim
metoduyla (Zayed ve Arnous [87]), Gao ve Khan’in (Gao [88], Khan [89]) elde ettikleri
hareketli dalga ¢oziimlerden de farklidir.
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5.4.4 Uzay-Zaman Kesir Mertebeli Modifiye Benjamin-Bona-Mahony (mBBM)
Denklemi

v sifirdan farkli pozitif sabit ve O<a <1, t>0 olmak {izere, uzay-zaman Kkesir

mertebeli mBBM denklemi

Dfu+Dfu—-w’Du+D*u=0 (5.215)

verilsin. Bu denklem; ilk olarak lineer olmayan dagitict ortamda, uzun dalga
yiizeylerinin yaklasik degerini belirlemek i¢in kullanilmigtir. Ayn1 zamanda bu denklem
soguk plazmadaki hidromanyetik dalgalari, inharmonik kristallerinin akustik dalgalarini
ve sikistirilabilir akigkanlardaki akustik yer ¢ekimi dalgalarinin siniflandirilmasinda da

Oonem olusturmaktadir.

k, A ve & sifirdan farkl: sabitler olmak iizere, kesirsel karmasik doniisiim;

kx“ At”
u(x,t)=U(<&), &= + + 5.216
(xD)=U(), ¢ rire) Tra) So (5.216)
seklinde alinir. "U'":((];—LgJ olup, (5.216) denklemi (5.215) denkleminde yerine
yazildiginda
(A+K)U'—vkUU'+kU" =0 (5.217)

seklinde adi diferensiyel denklemine indirgenir.

Integral sabiti sifir olmak iizere (5.217) denklemi & ye gore bir kez integre edilirse
U 3
(A+kU —vk?+k3U "=0 (5.218)

indirgenmis denklemi yazilir. Denge prensibinden de N =1 bulunur. Béylece modifiye

edilmis Kudryashov yontemine gore ¢oziim,

U(S) =a, +a,F(S) (5.219)
bigiminde alinir. U (&) nin gerekli tiirevleri

U'=lna(aF*-aF) (5.220)
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ve

U"=(Ina)’(2a,F° -3a,F* +aF) (5.221)

seklinde bulunur.

(5.219)-(5.221) denklemlerini (4.92) denklemi yardimiyla (5.218) denkleminde yerine
yazar, F(&)ye bagl bir polinom olusturulur. Bu ifade de F'(&) (i=0,1,2, 3,4) nin

herbir kuvvetinin katsayilar1 sifira esitlenerek bir denklem sistemi elde edilir. k vev
keyfi sabitler olmak {izere denklem sistemi Maple yardimiyla ¢oziildiigiinde 2 farkli

durum bulunur.

1. durum: Ik olarak

3 3% |6, % 1 2 2
3, = /mk (Ina), al_—\/%k (Ina), A=2k(-2+Kk (Ina)’) (5.222)

¢oziim kiimesi elde edilir. Bu degerler (5.219) denkleminde yerine yazilirsa, konum-

zaman kesir mertebeli mBBM denkleminin tam ¢oziimi

u,(x,t) =(Ina) ik%tanFs( o A +§j
\ 2vk r(l+a) 2Fl+a) 2

ve

uz(x,t)=(lna)‘/ik%coth( o M +§j
2vk 2N'l+a) 2I'l+a) 2

seklinde elde edilir.

2. durum: ikinci olarak

B 3.3 6. % 1 2 2
ao_—/Mk (Ina), al_\/%k (Ina), A=Zk(-2+k (Ina)’) (5.223)

degerleri bulunur. Benzer sekilde bu degerler (5.219) denkleminde yerine yazarak,

uzay-zaman kesir mertebeli mBBM denkleminin tam ¢oziimii

u3(x,t):—(lna),/ik%tanFs( x® + A +ij
2vk 2Nl+a) 2'l+a) 2
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ve

u,(x,t)=—(Ina) ik%coth[ o + At +QJ
\f2vk F(l+a) 2T(l+a) 2

olarak bulunur (Ege ve Misirli [90]).

Elde edilen ¢éziimler Stakhov and Rozin (Stakhov ve Rozin [91]) tarafindan onerilen
simetrik hiperbolik Fibonacci fonksiyonlarina baghdir. Simetrik Fibonacci siniis,

kosiniis, tanjant ve kotanjant fonksiyonlari sirasiyla asagidaki gibi tanimlanmustir.

X —-X

a —a

5

X —X

: ch(x):a 4

~F

sFs(x) =

tan Fs(x) = ax —a_x . cotFsp=2*2
a*+a

X a—x !

Uzay-zaman kesir mertebeli mBBM denkleminin bulunan simetrik hiperbolik Fibonacci
fonksiyon ¢oziimleri, Alzaidy’in alt denklem yontemiyle (Alzaidy [75]) elde ettigi tam
¢ozlimlerden farklidir. Ayrica bulunan bu ¢oziimler literatiirde bulunmayan yeni tam

¢Ozlimlerdir.

5.5 Modifiye Edilmis Deneme Denklem Yontemiyle Elde Edilen Tam Coziimler

Bu kisimda; zaman kesir mertebeli Fitzhugh-Nagumo denklemi ve zaman Kkesir
mertebeli genellestirilmis Burgers denkleminin deneme denklem metoduyla tam
coziimleri elde edilmistir. Ayrica bu denklemlerin kullanim alanlar1 ile ilgili kisa

bilgiler verilmistir.

5.,5.1 Zaman Kesir Mertebeli Fitzhugh-Nagumo Denklemi

a kesir mertebeli tlirevin mertebesini belirleyen bir parametre ve ¢ sifirdan farkl

olmak tizere,

o‘u

a

—u,—u(l-u)(u-8)=0,  0<s<l O<a<l, (5.224)

zaman kesir mertebeli Fitzhugh-Nagumo denklemi sinir uyarilariin iletimini

modellemekte kullanilan 6nemli bir lineer olmayan reaksiyon-difiizyon denklemidir
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(Fitzhugh [92], Naguma vd. [93]). Ayrica biyolojide ve devre teorisinde popiilasyon

genetigi alaninda kullanilir.

k ve A sifirdan farkli birer sabit olmak lizere

At”
T(a+1)’

u(x,t) =U (&), &=kx— (5.225)

yukaridaki (5.225) dontisimii (5.224) denkleminde uygulanir. U'=((jj—l; icin (5.224)

denklemi

AU —KU"+8U —(1+5)U2 +U° =0, (5.226)

adi diferensiyel denklemine indirgendigi goriiliir.

(4.94) denklemindeki | ve n denge sayilarin1 belirlemek i¢in (5.226) denkleminde en

yiiksek mertebeden lineer terim U” ile en yiiksek dereceden lineer olmayan U°*
terimlerinin dengelenmesine bakilir.

U '=%u"-' T (5.227)
|

ve

_ (anznbl — bllanz)

U
b?

uaty (5.228)

bulunur. Béylece U” ve U*® denklemlerinden

2n-21-1=3
(5.229)
n=1+2
seklinde bulunur.
Islem kolayligi olsun diye | =0 igin n=2 alirsa, a, =0 ve b, # 0 olmak iizere
2
Uy +al +a , (5.230)

bO

ve
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2aU U?+au
U”=( 2l +a)(a0" +al +a) (5.231)

2D, ’

yazilir. (5.230) ve (5.231) denklemleri indirgenmis (5.226) denkleminde yerine yazilirsa

ve U® (S =0,12, 3) nin katsayilar1 bir araya getirip sifira esitlenirse

—22a, —k*aa, =0,

—2a, —2k*aya, —k?*a* + 20,5 =0,
-22a, -3k*aa, +2b,(1+6) =0,
—2k?a,? +2b, = 0.

gibi cebirsel denklem sistemini elde edilir. Bu denklem sisteminin Maple paket

programi ile ¢oziimiinden, K, & ve b, keyfi sabitler olmak iizere iki farkli durum soz

konusudur.
1.durum: Ilk olarak

by (6-1)hb, by . b, =h,, ,1=J_rk(5_1) (5.232)

N N N7

¢oziim kiimesi elde edilir. (5.232) deki bu degerlerin (4.94) ve (4.98) denklemleri

+

a,=1

yardimiyla (5.226) denkleminde yerine konulmasiyla

du

uz+&y+d
aZ aZ

(5.233)

£(&-&)=2k|

denklemi elde edilir. Paydadaki polinomsal ifadenin kokleri «; ve a,olmak {izere

(5.224) denkleminin ¢6ziimleri,

i(ét_%to):_u\/_ﬂ; , (5.234)
H(e-&)= 2k U —a| (5.235)

a,—a, |U —az‘

olarak bulunur. (5.234) ve (5.235) denklemlerinden zaman kesir mertebeli Fitzhugh-

Nagumo denkleminin tam ¢dziimleri asagidaki gibi bulunur.
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V2 (5.236)

u(x,t) =, - :
k(xi(cs_l)t —GZOJ
J2r@+a) k
u(x,t) =a, + %% , (5.237)
exp M X+ (5 1)ta é _1
J2k \FF(1+0¢) k
u(x,t) =, + %% , (5.238)
exp| K@) (O-D &1
J2k J2r@+a) kK
_k(al_aZ) (0-1)

= +———>— olmak tizere, sirasiyla (5.237) ve (5.238
2\/@( e A= \/—1_,(1_'_“) yla ( ) ( )

denklemlerinde, 6zel olarak &, =0 ve o, =—«, alinirsa;

u(x,t) =, coth (B(x— At“)), (5.239)
u(xt) = coth (B(x— At*)), (5.240)
bulunur.

B solitonun ters genisligini ifade etmek iizere, bu denklemler zaman kesir mertebeli

Fitzhugh-Nagumo denkleminin hiperbolik ¢6ziimleridir.

2. durum: Son olarak

ao:o’ al:_bo( 5(5:/2)4'15_1), aZZ_%’ bO:bO’
22k 2 (5.241)
k(3 5(5—6)+1+1—5)
= N
¢oziim kiimeleri elde edilir. (5.241) de bulunan degerler (5.226) denkleminde yerine
yazilirsa

du

+(£-¢&) =Nk | ——— (5.242)
u2+ &y
aZ
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elde edilir. (5.242) denkleminin integrali alinirsa zaman kesir mertebeli Fitzhugh-

Nagumo denkleminin tam ¢oziimii:

u(x,t) = &4 (5.243)
a [ k(3/5(5—-6) +1+1-5)t"
+ + & | |-
P J2ka, 2\J2r(+a) w0 || "%

olarak bulunur.

L 3k 12_3 5(5—6)+1+1-5
T2k TP 2er+e)

segilir ve a, =1 alinursa (5.243) denkleminden

B, = olmak iizere, 6zel olarak & =0vea =33,

1 o
u(x,t) =§(1—coth(Bl(x—ﬂqt ))). (5.244)
ve a, =—1 alinirsa
u(x,t) = %(l—tanh(Bl(x—ﬂzt”‘))), (5.245)

¢Oziimleri elde edilir.

B, solitonun ters genisligi ifade etmek tzere, bu denklemler zaman kesir mertebeli

Fitzhugh-Nagumo denkleminin kink soliton ¢6ziimleridir (Pandir ve Tandogan [94]).

5.5.2 Zaman Kesir Mertebeli Genellestirilmis Burgers Denklemi
O<a <1 kesir mertebeli tiirevin mertebesini belirleyen bir parametre, p>0 ve

S keyfi sabit olmak tlizere

o“u
8t0(

-u, —pufu, =0, (5.246)

seklinde verilen denklem zaman kesir mertebeli genellestirilmis Burgers denklemi
olarak bilinir (Sahadevan ve Bakkyaraj [95]). Bu denklemde zaman kesir mertebe alt
diflizyon (yayilim) ve alt dispersiyonu (homojen dagilim) gibi matematiksel fizigin
farkl1 alanlarini olusturmaktadir. Bunlarin sonsuz kiigtiklerinin elde edilmesi Lie simetri

analizine kadar uzanmaktadir. Sonsuz kiigiikler kullanarak, herbir kesir mertebelinin Lie
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cebiri bulunur. Boylece lineer olmayan kesir mertebeli diferensiyel denklemlerin lineer
olmayan adi diferensiyel denklemler halinde elde edilebilecegini gostermektedir. Bir¢ok
arastirmaci, bu denklemin tam c¢Oziimiinii bulabilmek i¢in farkli metodlar

kullanmislardir (Sachdev ve Srinivasa [96], Biswas vd. [97]).

k ve A sifirdan farkli birer sabit olmak tlizere

At”
I'a+1)

u(x,t)=U(s), &=kx- : (5.247)

yukaridaki (5.247) dontisimii (5.246) denkleminde uygulanir. U’:(;—l; icin zaman

kesir mertebeli genellestirilmis Burgers denklemi

—AU'—kU" - fKU U’ =0, (5.248)

seklinde adi diferensiyel denkleme indirgendigi goriiliir. Oncelikle U (&)=VY?(&)

dontisiimii yaparak indirgenmis denklem

Ap(p+1V —K2(p+1V'— BkVZ =0 (5.249)

seklini alir.

(4.94) denklemi ile verilen ¢6ziim formundaki | ve n denge sayilarini belirlemek igin

(5.249) denkleminde en yiiksek mertebeden lineer terim V' ile en yiiksek dereceden

lineer olmayan V? terimlerinin dengelenmesine bakilir.

Vi =%v S (5.250)

ve

_ (anznbl — bIlanz)
b|3

V& VAL (5.251)

olarak yazilir. Bylece V" ve V* denklemlerinden

2n—-21-1=3

5.252
n=1+2 ( )

seklinde bulunur.
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1. durum: Eger | = 0 i¢in n= 2 alinirsa, a, # 0 ve by, # 0 olmak iizere

2
yr oY tay +a | (5.253)
bO
ve
2aV +a )(aVv’+aV +
o (22 al)(zzb ayv +a,) (5.254)
0

tirevleri bulunur. (5.253) ve (5.254) denklemleri indirgenmis (5.249) denkleminde

yerine yazilir ve V°* (S =012, 3) ye bagli polinomun katsayilar1 bir araya getirip sifira

esitlenir. Elde edilen cebirsel denkleminin Maple paket programi ile ¢oziimiinden,

K, a, ve b, keyfi sabitler olmak iizere

pAb, k’a,
a :01 :a, = — , b :b, /1:— 5255
a1 a2 k+kp 0 0 pbo ( )

¢oziim kiimesi elde edilir. (5.255) deki bu degerler (5.253) denkleminde yerine

konulmasiyla

i(ﬁ—ﬁo):—

k+ka- dv (5.256)
2
+

aZ
denklemi elde edilir. Paydadaki polinomsal ifadenin kokleri ¢ ve a,olmak iizere

(5.226) denkleminin ¢6ziimleri,

i(g_go)zvf&a , (5.257)
f(emg)=—A Y =al (5.259)

o-a, |V —az‘

K+kp

olarak bulunur. Burada A =- olarak almmustir. (5.257) ve (5.258)

denklemlerinden zaman kesir mertebeli genellestirilmis Burgers denkleminin rasyonel

fonksiyon ¢6ziimii ve kink ¢oziimii asagidaki gibi bulunur.
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u(x,t)=| o, £ A (5.259)

r e
u(x,t) =| o, + %% (5.260)
k(a, —a,) k’at”
exp —1 -1
A pb,I' 1+ )
elde edilir. B, :ﬁ, B, _ka-a) ve A4 & olmak iizere, 6zel olarak
k A pb,I' 1+ )
1, =0 alinirsa (5.259) ve (5.260) ¢oziimleri asagidaki gibi bulunur.
r 1/p
u(x,t)=| ii
I (x—ﬂlt"’)
r /p
o —-a
u(x,t)=| o, £ L -2
i exp| B, (x—4t*)|-1
2. durum: Eger I=1 i¢cin n= 3 alnirsa, a,#0veb #0 olmak iizere cebirsel
denklem sisteminin ¢éziimiinde
pab, (k(L+ p)a, + ppsh
a,=0, a=a, a-=a, == O( 2 5 O),
k*(1+p)°a, (5.261)
b :b blz_bO(k(l_'_ p)a2+pﬂb0) ﬂu:_kz_ai
C k@+pa, pb,
degerleri elde edilir. Bulunan degerler yardimiyla
Kk e
i(e-g)=KAER) LHY (5.262)
VAN IVE. LY
8 8
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+kp olmak

elde edilir. Paydadaki polinomsal ifadenin kokleri o, a,, a; Ve A, =

tizere (5.262) denkleminin integrali alinirsa zaman kesir mertebeli genellestirilmis

Burgers denkleminin rasyonel fonksiyon ¢ozimii:

L
u(x,t)=[(b1(2a15—A2))+JA2b1(Azbl—2(bo+b1a1)(:)(2b1§) } p (5.263)
bulunur. Burada & = ket —K 2 olarak verilmistir. Ozel olarak 77, =0

pb, [ (L+ @)

aliirsa (5.263) denkleminin rasyonel ¢ozliimii:

u(x,t) = {(bl(wl(kXi ka,t%) - AZ))+JA2b1(A2bl—2(bO LGS kﬂzta)) (2bl(kxik12ta))_lr (5.264)

seklinde bulunur.

Sekil 5.5 a==0.01, a =b, =b = p=k =1igin u(x,t) ’nin tam ¢oziimii

Bulunan rasyonel fonksiyon ¢6ziimii literatiirde daha 6nceden bulunmamaktadir ve bu
¢oziim zaman kesir mertebeli genellestirilmis Burgers denkleminin yeni hareketli dalga
¢oztimleridir (Bulut vd. [98]).
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BOLUM 6

SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinin bes ana boliimiiniin degerlendirilmesi asagida yapilmistir.

Birinci boliimde genel anlamda kesirli analiz kavrami agiklanmis, ayrica 300 yildan
fazla bir siire 6nce ortaya atilan kesirli analizin tarihsel gelisimi, kullanim alanlar1 neden

kesirli analize ihtiya¢ duyuldugundan ve tezin amacindan bahsedilmistir.

Ikinci boliimde kesirli analizin bazi temel fonksiyonlar1 olan Gamma, Beta ve Mittag-
Leffler fonksiyonlar1 tanimlanmig ve bu fonksiyonlarin Onemli o6zelliklerine
deginilmistir. Burada iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonunun hiperbolik ve
trigonometrik fonksiyonlarla olan baglantilar1 verilmistir. Ayrica fiziksel agidan dalga
ve soliton kavramlari tanimlanmistir. Daha sonra lineer olmayan diferensiyel

denklemler i¢in tam ¢6ziim ifadesi agiklanmistir.

Ugiincii béliimde son zamanlarda yaygim olarak kullanilan kesir mertebeli tiirev tanimi
ve bazi ozellikleri verilmis, bununla birlikte kesir mertebeli diferensiyel denklem tanimi

ve siniflarindan bahsedilmistir.

Dordiincii  boliim uzay, zaman ve uzay-zaman Kkesir mertebeli diferensiyel
denklemlerini, adi diferensiyel denklemlere doniistiiren kesirsel karmasik doniisiim
metodu verilmis ve bu metodun geometrik yorumu orneklerle aciklanmistir. Ayrica
lineer olmayan kesir mertebeli diferensiyel denklemlerin tam ¢oziimlerini elde etmek
icin kullanilan alt denklem yontemi, fonksiyonel degisken yontemi, modifiye edilmis
basit denklem yontemi, Kudryashov yontemi ve modifiye edilmis deneme denklem
yontemleri ayrintili bir sekilde verilmistir. Kullanilan yontemlerin her birinin avantajlar

ve dezavantajlari ilk kez tarafimdan agiklanmistir.
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Besinci boliimde, fiziksel olaylarin bir modellemesi olarak ele alinan denklemlerin
kullanim alanlarina kisaca deginilmistir. Sonrasinda kesirsel karmasik doniisim
yontemi ile adi diferensiyel denklemlere doniistiiriilen cesitli lineer olmayan kesir
mertebeli diferensiyel denklem ve denklem sistemlerinin, dordiincii boliimde tanitilan
yontemler yardimiyla tam ¢ozlimleri bulunmustur. Bu yontemlerin bazilarinin

uygulamadaki 6rnekleri ilk kez tarafimdan elde edilmistir.

Lineer olmayan kesir mertebeli diferensiyel denklemler ve denklem sistemi i¢in alt
denklem yonteminin diger yontemlere gore daha kullanishh oldugu sdylenebilir. Elde
edilen ¢oziimler arasinda farkli tlirden tam c¢oziimler (hiperbolik fonksiyon,
trigonometrik fonksiyon ve rasyonel fonksiyon) bulundugundan bu yontem diger
yontemlere gore daha etkilidir. Ayrica, alt denklem yontemi lineer olmayan kesir
mertebeli diferensiyel denklemler ve denklem sistemlerine yine fark denklemlerine ve

fark denklem sistemlerine kolaylikla uygulanabilmektedir.

Fonksiyonel degisken yontemi, modifiye edilmis basit denklem yontemi ve modifiye
edilmis deneme denklem yontemi dengelenme sartini saglayan her tiirli denkleme
uygulanabilir olmasina ragmen diger yontemlere gore oldukg¢a kisithdir. Ancak
modifiye edilmis deneme denklem yonteminin degisken katsayili lineer olmayan kesir
mertebeli diferensiyel denklemler i¢in kullanilmasi yontemin avantajli oldugunu
gostermektedir. Bu yontem; tanh yontemi, homojen denge yontemi, iistel fonksiyon
yontemi, Jakobi eliptik fonksiyon yontemi gibi tam ¢dziim yontemlerinin birlestirilmesi

oldugundan genis ¢6zliim fonksiyonlariin bulunmasini saglar.

Ug farkli tipte verilen Kudryashov ydntemi kesir mertebeli diferensiyel denklem ve

denklem sistemleri kolaylikla uygulanabilir.

Bu tez ¢alismasinda verilen fonksiyonel degisken yontemi, modifiye edilmis basit
denklem yontemi, Kudrasyhov yontemi ve modifiye edilmis deneme denklem
yontemlerini  kesir mertebeli fark denklemi ve denklem sistemlerinin yeni tam
¢Ozlimlerini bulmak i¢in ¢aligsmalar yapilabilir. Kesir mertebeli diferensiyel denklemler
icin tam ¢Oziim yontemleri bu tez calismasinda verilenlerle sinirli degildir. Baska

yontemlerle de bu denklemlerin tam ¢oziimleri incelenebilir.

Bu tezde kullanilan denklemlerden elde edilen tam c¢oOziimler, literatiirde var olan

coziimlerden farklidir. Bulunan tam ¢dzlimler, niimerik yontemlerle elde edilen yaklasik

124



¢oziimlerin karsilagtirllmasinda kullanilabilir. Boylece yaklasik (niimerik) ¢oziimlerin

hata oraninin belirlenmesine yardimci olabilir.

Matematik alanlarindaki arastirma basliklarin1 zenginlestirme potansiyeline sahip bu
calismada elde edilen yeni ¢oziimler; fizik, biyoloji, kimya ve miihendislik gibi bilim

dallarindaki uygulama alanlarinin genisletilmesine katki saglayacaktir.
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