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OZET

SABIT NOKTA YAKLASIMLARIYLA BAZI DIFERANSIYEL VE INTEGRAL
DENKLEMLERIN COZUMLERI

Yunus ATALAN

Matematik Anabilim Dali

Doktora Tezi
Tez Danismani: Prof. Dr. Vatan KARAKAYA

Bu tez galismasinda literatirde var olan iterasyon yéntemi ile yeni tanimlanan ancak
mevcut iterasyonlardan daha hizli oldugu gosterilen iterasyon yonteminin diferansiyel
ve integral denklemlere uygulanmasi problemleri tGzerinde ¢alisiimistir.

Bu calisma alti bolimden olusmaktadir.
Birinci bolimde literatlir 6zeti, tezin amaci ve hipotez verilmistir.

ikinci bolimde tezin tamaminda kullanilacak olan temel kavramlar, tanimlar ve
teoremler verilmistir.

Uglincii bélimde ilk olarak yeni tanimlanan iterasyon yéntemi icin kuvvetli yakinsaklik,
yakinsamanin denkligi, yakinsaklik hizi ve veri baghhgi sonuglari elde edilmistir. Daha
sonra bu sonuglar S* iterasyon yontemi icin de ispatlanmis olup, bu iterasyondan elde
edilen dizinin gecikmeli diferansiyel denklemlerin ¢6ziimine kuvvetli yakinsadig
ispatlanmustir.

Dordinci boélimde yeni tanimlanan iterasyon yontemi kullanilarak fonksiyonel
Volterra-Fredholm integral denklemi icin kuvvetli yakinsaklik ve ¢6zimin veri bagh
oldugu sonuglari elde edilmigtir. Ayrica mixed type Volterra-Fredholm integral
denklemi igin de ayni sonuglarin elde edilebilecegi gosterilmistir.

Besinci bélimde lineer olmayan Volterra-Fredholm integrodiferansiyel denklem tipi
icin Hyers-Ulam kararhlik ve Hyers-Ulam Rassias kararlilik sonuglari elde edilmistir.



Altinci bolimde ise bu tez ¢alismasinda elde edilen sonuglar 6zetle verilmis ve bundan
sonra yapilabilecek olasi galismalar ifade edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Sabit nokta teori, yeni iterasyon metodu, kuvvetli yakinsaklik,
yakinsamanin denkligi, yakinsaklik hizi, veri bagliligl, integral denklemler ve diferansiyel
denklemler, Hyers-Ulam kararhligi, Hyers-Ulam Rassias kararliligi.

YILDIZ TEKNiK UNIVERSITESI FEN BiLIMLERi ENSTITUSU
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ABSTRACT

SOLUTIONS OF SOME DIFFERENTIAL AND INTEGRAL EQUATIONS WITH
FIXED POINT APPROACH

Yunus ATALAN

Department of Mathematics

Ph.D. Thesis

Advisor: Prof. Dr. Vatan KARAKAYA

In this thesis, it has been studied on the problems of application of the iteration
methods which are in the literature and newly defined but has been shown to be
faster than the existing iterations to the differential and integral equations.

This thesis consist of six sections.

In the first section, the review of literature, the aim of the thesis and hypothesis are
given.

In the second section, the basic concepts, definitions and theorems which will be used
throughout the thesis are presented.

In the third section, firstly the results of strong convergence, equivalency of
convergence, rate of convergence and data dependence are obtained for the new
iteration method. After that these results are obtained for S* iteration method and it
has been proved that the sequence which is obtained this iteration method strongly
converges to the solution of delay differential equation.

In the fourth section, the results of strong convergence and data dependence of
solution are obtained for functional Volterra-Fredholm integral equation by using new

Xii



iteration method. Also it has been shown that the same results can be obtained for
mixed type Volterra-Fredholm integral equation.

In the fifth section, the Hyers-Ulam stability and Hyers-Ulam Rassias stability results
are obtained for the nonlinear Volterra-Fredholm integrodifferential equation.

In the last section, the results obtained in this thesis are summarized and possible
studies that can be done in the future are stated.

Key words: Fixed point theory, new iteration method, strong convergence,
equivalence of convergence, rate of convergence, data dependence, integral equations
and differential equations, Hyers-Ulam stability, Hyers-Ulam Rassias stability.
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BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti
“Doganin muazzam kitabinin dili matematiktir.”
Galileo

Tarih boyunca bilimsel bilginin gergcek hayatta ortaya cikisi Fizik, Kimya, Biyoloji, Tip,
Ekonomi, Bilgisayar gibi degisik isimlerle adlandiriimistir. Bu isimler altinda her bir saha
kendi icerisinde ya da birinin digerleriyle olan iliskileri sonucunda uygulamaya doéniik
soyut ya da pratik bircok problem icermektedir. Bu tiir problemlerin matematiksel
modelleri ya bir denklem cesidi ya da bir denklem sistemi olmaktadir. Elde edilen
denklem sistemlerinin ¢6zimi{ icin kullanilabilecek metotlar diferansiyel-integral
denklemler ya da operator-fonksiyonel denklemler olarak siralanabilir. Bu nedenle
Galileo’nun yukarida alintiladigimiz s6zii, matematigin glinlik hayattaki yerini bizlere

bir kez daha hatirlatmaktadir.

Genel anlamda integral denklemler, diferansiyel denklemler, kismi diferansiyel
denklemler, dinamik programlama, diferansiyel icermeler, sistem analizi ve fraktal
modellemeye ait birgok problemin ¢éziimuniin varhgina dair arastirmalarda sabit nokta
teorisi kullanish bir yontem olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Bu teori ayrica yaklasim
teorisinde, oyun teorisinde, matematiksel ekonomiler ve uygulamali bilimlerde

karsilasilan problemlere de uygulanabilir [1-13].

Tarihsel gelisim icerisinde gercek hayat probleminin matematiksel modellemesi ilk

olarak Isaac Newton’un “mekanik kanunlariyla gezegenlerin hareketlerini modelleme”



fikriyle baglamistir [14]. Newton ve Leibniz’in es zamanli olarak bulduklari diferansiyel
hesapta, dinamik sistemler icin Euler denklemi, hareket icin Lagrange denklemi, isi
difiizyon igin Fourier denklemi, viskozite ve sivilarin hareketi igin Navier—Stokes
denklemi, elektromanyetik alan i¢in Maxwell denklemi ve kuantum mekanik igin
Schrodinger ve Dirac denklemi diferansiyel denklemler yardimiyla ¢6zilmiis ve boylece
bircok bilimsel ve teknolojik gelismenin 6ni acilmistir. Diferansiyel hesabin bu sekilde
hizli gelisimiyle birlikte bircok denklem kapali formda c¢oziilebiliyordu. Ancak bazi
denklemler icin 6nemli olan baslangic¢ ve sinir degerleriyle birlikte probleme ait nitel ve
nicel ayrintilar Picard [15]"in diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri icin gelistirdigi ardisik
yaklasim (iterasyon) yontemini uygulamasi ile belirgin hale gelmistir. Coziilmek istenen
integral veya diferansiyel denklemlerde kullanilan iterasyon yontemi ile elde edilen

dizinin limiti denklemin ¢6zimuni verir. Bu nedenle iterasyon yontemleri, ¢oziimleri f
fonksiyonunun sabit noktalari olan f(x)=x tipindeki birka¢ denklemden asamali

olarak gelistirilir.

Ancak temel diferansiyel ve integral denklemlerin kapsami disindaki uygulamalarin
soyut bir cerceve icine yerlestiriimesinde en blylik pay Stefan Banach’a aittir. Banach
[16])'in doktora tezinde ortaya koydugu ve Banach Contraction Prensibi (BCP) olarak
adlandirilan teorem, Hilbert uzaylarindan metrik uzaylara kadar bir¢ok uzayda herhangi
bir donlisimin sabit noktasinin varliginin arastiriilmasina dair calismalara yeni bir yon
kazandirmistir. Farkli tirde diferansiyel ve integral denklemi c¢6zmekte oldukca
kullanisli olan BCP, lineer olmayan problemlerin ¢6ziimiinde de etkin bir ara¢ olarak
kullanilmaktadir. Genis bir uygulanabilirlige sahip olmasinin yaninda, arastirmacilar
donidsim Uzerine yeni sartlar koyarak ya da calisilan uzaylr degistirerek BCP’yi

genellestirmistir [17-32].

iterasyon yéntemleri bilimde genis uygulama alanlarina sahip olduklarindan bircok
arastirmacinin ilgisini ¢cekmis ve Picard ile baslayan siiregle birlikte, genis bir ¢alisma
sahasi olarak glinimiize kadar gelmistir. Bu slirecte cok sayida iterasyon yontemi
gelistirilerek belirli donldsim siniflari icin bu yontemlerin kuvvetli yakinsakligi (norm
yakinsama), yakinsakhginin denkligi, yakinsaklik hizi ve bu doénisimlerin sabit

noktalarinin veri bagli olup olmadigi arastiriimistir.



Picard iterasyonu nonexpansive donlisim altinda sabit noktaya yakinsamadigindan
yeni iterasyon yontemleri gelistirme ihtiyaci dogmustur. Krasnoselskii tanimladig
iterasyon yontemi ile bu problemi asmistir. Chidume ve Mutangadura [33], Mann
iterasyonunun pseudo-contractive donlisimlerin sabit noktalarina yakinsamadigini,
ancak Ishikawa iterasyonunun bir Lipschitzian pseudo-contractive dénisimiin sabit
noktasina yakinsadigini géstermistir. Bu durum Rhoades ve Soltuz [34]-[35] tarafindan

bir problem olarak su sekilde ifade edilmistir:

“Belirli bir déniisiim sinifi icin, Mann iterasyon yéntemi bu dénlisiimlerin sabit
noktalarina yakinsak iken Ishikawa iterasyon yéntemi de yakinsak midir? Veya

Ishikawa iterasyon yéntemi yakinsak iken Mann iterasyon yéntemi de yakinsak midir?”

Bu problemden hareketle birgok arastirmaci tarafindan gesitli dontsim siniflari igin
iterasyon yontemlerinin yakinsakliklarinin denkligi ¢alisilmis ve bu anlamda genis bir

literatlir olusturulmustur [36-42].

Yakinsakliklari denk olan iki iterasyon ydntemi igin hangi yontemin daha hizli
yakinsadigi bilgisi uygulamali matematikte blylik 6nem tasimaktadir. Bu baglamda
Rhoades [43] artan ve azalan fonksiyonlar icin Mann ve Ishikawa iterasyon
yontemlerinin yakinsama hizlarinin farkini, bilgisayar programlarini kullanarak érnekler
Uzerinden gostermistir. Berinde [44], Picard iterasyonunun quasi-contractive
operatorlerin  sabit noktasina Mann iterasyonundan daha hizli yakinsadigini
ispatlamistir. Hiseyin vd. [45], Agarwal S iterasyon yonteminin quasi-contractive
operatorlerin sabit noktasina Mann ve Ishikawa iterasyonlarindan daha hizli
yakinsadigini gostermistir. Phuengrattana ve Suantai [46], SP iterasyon ydnteminin
azalmayan ve sirekli fonksiyonlar icin Mann, Ishikawa ve Noor iterasyonlarindan daha
hizli  oldugunu ispatlamistir. Ayrica Rana vd. [47], kompleks uzayda Picard
iterasyonunun Mann ve Ishikawa iterasyonlarindan, Ishikawa iterasyonunun ise Mann

iterasyonundan daha hizli yakinsadigini gostermistir.

Bir iterasyon insa edilirken kullanilan dénisime yakin olan ve yaklasim operatori adi
verilen baska bir donlisim kullanilabilir. Bu yaklagim operatériinin farkh bir sabit
noktaya sahip oldugundan hareketle, doénidsimiin sabit noktasi ile yaklasim

operatorinin sabit noktasinin birbirlerine ne kadar yakin oldugu ve aralarindaki



mesafenin nasil hesaplanacagl sorulari, sabit noktalarin veri baghligi kavramini

karsimiza ¢cikarmaktadir.

Literatlrde sabit noktalarin veri baghligi konusu ile ilgili cok sayida calisma mevcut
olmakla birlikte, yogun olarak metrik uzaylarda Picard iterasyonu igin Berinde [48],
Chifu ve Petrusel [49], Espinola ve Petrusel [50], Markin [51], Rus ve Muresan [52], Rus
vd. [53] tarafindan c¢alisiimistir. Son zamanlarda normlu lineer uzaylarda ve Banach
uzaylarinda diger iterasyon yontemleri icin calisiimaya baslanan bu konuya katkida
bulunan bazi yazarlar, Chugh ve Kumar [54]-[55], Karakaya vd. [56], Olatinwo [57]-[58],
Soltuz ve Grosan [59] ve Soltuz [60]-[61] dir.

Kararlihk kavrami bircok bilim dalinda uzun zamandan beri yaygin olarak
kullanilmaktadir. Magnus [62]'a gore kararliik ¢alismalarinin kaynagl Aristo ve
Arsimet'in eserlerinde bulunabilir. Ayni zamanda, belirli bir problemin 6zel gereksinim
ve ihtiyaglarina gore ayarlanmis olan evrensel bir kararhlik tanimlamasi yoktur. Sonug
olarak kararllik gok anlaml bilimsel terimlerden biridir. Genis anlamda kararlilik, bir
sistemin dissal bozulmalara ragmen igyaplyr degistirmeden isleyisini slrdirme

kabiliyeti olarak anlasilir.

Matematik problemlerinin kararlilik kavrami ise soyle aciklanabilir: Bir teoremin
hipotezlerinde kicik bir degisiklik yaparak teoremin ana sonucunun dogru ya da

yaklasik olarak dogru kaldigini hangi durumlarda soyleyebiliriz?

Matematikte kararlilik teorisinin baslangici, Ulam’in [63] no’lu referansta ortaya

koydugu su probleme dayanmaktadir:

Hemen-hemen homomorfizma (almost homomorphisms) olan herhangi bir déniisiime
yakin baska bir homomorfizma hangi sartlar altinda vardir? Hyers [64], 1941 yilinda
Banach uzaylarinda tanimladigi yaklasik toplamsal fonksiyonlar icin (approximately
additive functions) Ulam’in sorusunu cevapladi. Rassias [65], 1978 yilinda Hyers’in
sonucunu Cauchy farkini sinirsiz alarak genellestirdi. Hyers tarafindan kullanilan metot
(genellikle direkt metot olarak adlandirilir) kararlihk calismalarinda bircok denklem
tlrtne basarih bir sekilde uygulanmistir. Fonksiyonel denklemlerin kararliligini
gostermede direkt metodun disinda ikinci populer yéntem olarak sabit nokta metodu

karsimiza gikmaktadir. Kararlihk analizi igin bu metot ilk kez Baker [66] tarafindan

4



kullanilmistir. Baker, tek degiskenli fonksiyonel denklemlerin Hyers-Ulam kararlihgini

elde etmek i¢cin Banach Contraction Prensibi’nin bir cesidini uygulamistir.

Ulam’in probleminde fonksiyonel denklemler yerine diferansiyel denklemlerin
kullanilmasiyla birlikte zengin bir literatiire sahip yeni bir galisma alani ortaya ¢ikmistir

[67-79].

1.2 Tezin Amaci

Bu calismada, literatiirde mevcut olan ve yeni tanimlanacak iterasyon yoéntemleri
kullanilacak ve bu yontemlerin almost-contraction (hemen-hemen daraltan)
donidstmlerin sabit noktasina yakinsakhgi, yakinsakliklarinin denkligi, yakinsama hizlar
ve bu donlglmlerin sabit noktalarinin veri baglihgina iliskin sonuglar elde edilecektir.
Ek olarak bu sonuglarin bir kismi bilgisayar programlari kullanilarak niimerik érneklerle
desteklenecektir. Ayrica bazi integral ve diferansiyel denklemlere karsilik gelen
operatorler altinda insa edilecek yeni tanimlanan iterasyondan elde edilen dizinin
¢O6zlime kuvvetli yakinsamasi ve bu ¢6ziimin veri baghhgi irdelenecektir. Son olarak
lineer olmayan integrodiferansiyel denklem cesidi icin Hyers-Ulam ve Hyers-Ulam-

Rassias Kararliliklari (izerine bazi teoremler ispatlanacaktir.

1.3 Hipotez

X bir Banach uzayi, C kiimesi, X uzayinin bostan farkli, kapali ve konveks alt kiimesi
olmak Gzere T:C —C (2.26) sartini saglayan bir almost contraction dontisiim olsun.
Yeni tanimlanan l¢ adimli iterasyon yontemi ile S* iterasyon yonteminden elde edilen
diziler belirli sartlar altinda T ’nin teklikle belirlenen sabit noktasina yakinsaktirlar.
Ayrica bu dizilerin yakinsakliklari literatlirde bulunan bazi iterasyon yéntemlerinden
elde edilen dizilerin yakinsakliklarina denktirler. Ustelik yeni tanimlanan iterasyon
yonteminden elde edilen dizinin yakinsamasi diger iterasyon yontemlerinden elde
edilen dizilerin yakinsamasina gére daha hizidir. T operatori olarak integral veya
diferansiyel denklemlere karsilik gelen operatorler alindiginda, yeni tanimlanan
iterasyon yontemi ile S* iterasyon yonteminden elde edilen diziler bu operatorlerin
sabit noktasina yani bu denklemlerin ¢6ziimiine yakinsak olup belirli sartlar altinda bu

¢Ozlmler veri baghdir.



BOLUM 2

TEMEL KAVRAMLAR

Bu bolimde, calisma boyunca ihtiya¢c duyulacak olan temel tanim ve teoremlere yer

verilecektir.

Tanim 2.1 (Metrik Uzay) X bos olmayan bir kime ve d:XxX —R" bir fonksiyon

olsun. Her x,y,z€ X icin;

M1) d(x,y)=0

M2) d(x,y)=0<=x=y

M3) d(x,y)=d(y,x)

M4) d(x,y)<d(x,z)+d(z,y)

sartlarini saglayan d fonksiyonuna X Gzerinde bir metrik veya uzaklik fonksiyonu, (X,d)
ikilisine de bir metrik uzay denir [80].

Tanim 2.2 (Yakinsak Dizi) X bir metrik uzay ve {xn}:jzo bu uzayda bir dizi olsun. Her bir
£>0 igin n>n; oldugunda, d(x,,x)<e& olacak sekilde bir n,=n,(¢)eN varsa,

{X,,}::0 dizisine x € X noktasina yakinsaktir denir [80].

Tanim 2.3 (Cauchy Dizisi) X bir metrik uzay ve {Xn}f:o bu uzayda bir dizi olsun. Her bir

£>0 igin m,n>n, oldugunda, d(x,,x, )<é& olacak sekilde bir n, =n, (&) varsa,
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{x,}"_, dizisine Cauchy dizisi denir [80].

Tanim 2.4 (Tam Metrik Uzay) X bir metrik uzay olsun. Bu uzaydaki her {xn}fzo Cauchy
dizisi yakinsak ise, X uzayina tam metrik uzay denir [81].

Tamim 2.5 (Siirekli Déniisiim) (X,d) ve (Y, p) iki metrik uzay, f:X —VY bir doniisim
ve x, € X olsun. Her bir ¢ >0 sayisiigin,

d(x,x,)<d oldugunda p(f(x),f(x,))<&

olacak sekilde bir 5:5(5)>O sayisi varsa, f donusimine x, noktasinda streklidir

denir. f, X’in her noktasinda sirekliise, f dontsimiine X ’te streklidir denir [82].

Tanim 2.6 (Vektor Uzay) L bos olmayan bir kiime ve K bir cisim olsun. +:LxL—L ve
«:KxL—L islemleri tanimlansin. Eger asagidaki sartlar saglaniyorsa L’ye K cismi

Uzerinde vektor uzay (lineer uzay) denir:

A. L kimesi+ islemine gore degismeli bir gruptur. Yani,
Gi.Her x,y el icin x+yel

Gz. Her x,y,zeligin x+(y+z)=(x+y)+z

Gs. Her x el icin x+68 =60+ x=x olacak sekilde 8 €L vardir,
Ga. Her x €L igin x+(—x)=(—x)+x =0 olacak sekilde —x €L vardir,
Gs. Her x,y el icin x+y=y+x

B. x,y el ve «a,f €K olmak lizere asagidaki sartlar saglanir:
Li. a-xel

L. a-(x+y)=a-x+a-y

Ls. (a+B)-x=a-x+p-x

La. (- B)-x=a-(S-x)

Ls. 1-x=x dir (Burada 1, K 'nin birim elemanidir).



K=R ise L ye reel vektor uzay, K=C ise L’ye kompleks vektor uzay adi verilir [83].

Tanim 2.7 (Konveks Kiime) L bir reel vektér uzay ve AL olsun. Her x,y € A icin

B={zeL:z=ax+(1—a)y,0£a£1}gA

ise, A kiimesine konvekstir denir [82].

Tanim 2.8 (Normlu Uzay) X bir vektor uzay olsun ve K cismi R olmak (zere,

| : X > K fonksiyonunun x noktasindaki degeri |[x| ile verilsin. Bu fonksiyon

Ni [|[x|=0<=x=6
N>. Her o €K ve her x e X icin |- x||=|a]-||x|
Ns. Her x,y € X icin ||x +y||<|x| +]ly|

sartlarini sagliyorsa ||| fonksiyonuna X iizerinde bir norm, (X,

|) ikilisine de normlu

uzay denir [84].

X uzayi lzerinde tanimlanan bir norm bu uzayda,

d(x,y):”x—y , (x,yeX) (2.1)

ile verilen bir metrik tanimlar ve bu metrige norm tarafindan uretilen metrik denir.
(2.1) metrigi, vektor uzay yapisi ile uyumluluk gosteren ve sirasiyla Oteleme ve

homojenlik 6zelligi olarak adlandirilan asagidaki ek 6zelliklere sahiptir:

d(x+z,y+z)=d(x,y),(zeX) (2.2)
d(a-x,a-y):|a|-d(x,y),(aeK) (2.3)

Boylece, bir normlu uzayda hem bir vektor uzayinin hem de bir metrik uzayin 6zellikleri
vardir. Bu ozellikler (2.2) ve (2.3) anlaminda uyumludurlar. Bu durum bize soyle bir

avantaj saglar: her x € X ve her r >0 icin

B(x;r)={yeX:||y—x||<r}=x+r-B(0;1)



oldugundan yerel (lokal) incelemelerin bliyiik gogunlugu

B(0;1)={xeX:||x| <1} veya B(0;1)={xeX:|x|<1}

birim yuvarina kisitlanabilir.
Bununla birlikte bir vektor uzaydaki cebirsel islemler stireklidir yani,

X, =X, ¥, >y, 0, >aise x, +y, > X+y,a, X, >a-X,

ddy

dir.

Tanim 2.9 (Banach Uzayi)) X normlu vektéor uzay olsun. X uzayl,

d(x,y)=[x-y| (x,y €X) norm metrigine gére tam ise X 'e Banach uzayi denir.

X'in reel veya kompleks vektor uzay olusuna gore Banach uzayi da reel veya kompleks

Banach uzayi olarak adlandirilir [85].

Tanim 2.10 (Sabit Nokta) X bos olmayan bir kiime ve T: X — X herhangi bir donlisim

olsun. Eger

Tx=x (2.4)

olacak sekilde bir x € X varsa, bu X noktasina T 'nin sabit noktasi denir ve T 'nin tim

sabit noktalarinin kiimesi F., F(T) veya Fix(T) ile gosterilir [86].
Ornek 2.11

(i) Eger X=[0,1] ve T: X > X Tx=x"ise F, ={0,1};

(i) Eger X=C'(R) ve T: X —> X T(d(x))=¢'(x) ise F. ={e*};

1
(iii) Eger X =[0,00) ve T:X > X Tx=x-1+— ise F, ={0};
e

(iv)Eger X=R ve T: X > X Tx=§+x—arctanx ise F, =

olur.



Tanim 2.12 (Lipschitzian Donilisiim) X bir metrik uzay ve T:X — X bir donisim

olsun. Eger her x,y € X icin

d(Tx,Ty)<A-d(x,y) (2.5)
olacak sekilde bir 4 >0 sayisi mevcut ise T ’ye bir Lipschitzian (veya A -Lipschitzian)
donisim denir [86].

Tanimdan da goruldigu Uzere, her T Lipschitzian donislimi diizglin streklidir.

Ornek 2.13 X=R, d(x,y)=|x-y| ve T:X—>X Tx=4x seklinde tanimlansin. Bu

durumda,

d(Tx,Ty)=|ax—4y|=4|x—y|=4d(x,y)

elde edilir. Boylece 4 >4 igin T donislimi Lipschitz sartini saglar.

Tanim 2.14 (Nonexpansive (Genislemeyen) Donlisiim) X bir metrik uzayve T: X —> X

bir Lipschitzian donlisiim olsun. Eger her x,y € X igin,

[Tx=Ty|<[x=v] (2.6)
ise T 'ye bir nonexpansive donlisim denir [86].

Ornek 2.15 X=R, d(x,y)=|x—y| ve T:X—>X Tx=x+3 seklinde tanimlansin. Bu

durumda,

d(Tx,Ty)=|x+3-y-3|=|x—y|=d(x,y)

oldugundan her x,y € X icin [Tx —Ty|<|x—y| sarti saglanr.

Tanim 2.16 (Contraction (Daraltan) Doniisiim) X bir metrik uzay ve T: X — X bir

Lipschitzian donlisiim olsun. Eger her x,y € X igin,

d(Tx,Ty)<A-d(x,y) (2.7)

olacak sekilde en az bir 4 €[0,1) sayisi bulunabiliyorsa T 'ye contraction donisiim veya

daraltan dontisiim denir [86].
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1
Ornek 2.17 A:L,(0,1) —L,(0,1) olmak Uzere A(y)=A[(x—s)y(s)ds operatérii verilsin.
0
y(x) ve z(x) fonksiyonlari L,(0,1) wuzayinda surekli olsun. O halde
) 1 1 2
lAy)-AR)| =2 jdx{j(x—s)[y(s)—z(s)]ds}
0 0
1(1 1
< ﬂzj{j(x —s)*ds[ly(s)— z(s)]zds}dx
0\0 0
211
=A%y —2|| [[(x—s) dsdx
00

A

olup A:L,(0,1) —L,(0,1) operatérii |ﬂ|<\/g icin bir contraction donisimdair.

Lipschitz kosulunu saglayan her donlsuim dizgin sirekli oldugundan contraction
dontsimler de diizglin sureklidir. Bu nedenle T siirekli degilse bir contraction

donlisim olamaz. Buna karsin, T contraction déniisiim olmasa bile herhangi bir n igin

T" bir contraction déniisum olabilir.

0, XE[O,\/E}
Ornek 2.18 T:[0,2]—[0,2] donistimii T(x)= olarak tanimlansin. T

1, xe(\/E,Z}
doénisimii x=\/§ de siireksiz oldugundan contraction donisim olamaz. Diger
taraftan, 7°:{0,1} —{0,1}, T*(x)=0 olup bir contraction déniisimdir. Ayrica x=0
T 'nin tek sabit noktasidir [87].

Klasik BCP sabit nokta teorideki en kullanish sonuglardan biridir. Lineer ve lineer
olmayan denklemlerin ¢6ziiminde bircok uygulamaya sahip olan bu énemli sonug su

sekilde ifade edilir:

Teorem 2.19 (Banach Contraction Prensibi) X bir tam metrik uzay ve T: X > X (2.7)

sartini saglayan bir contraction doniisiim olsun. Bu durumda

(i) T, X ’te bir tek x sabit noktasina sahiptir;
(ii) Herhangi bir x, € X igin

X,,,=Tx,n=0,1,2,... (2.8)
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ile tanimli Picard iterasyonu tarafindan Uretilen {xn}:O:O iterasyon dizisi X noktasina

yakinsar [16].

ispat Herhangi bir x, e X igin {xn}::() dizisinin bir Cauchy dizisi oldugu, dolayisiyla

x € X noktasina yakinsadigl ve bu x’in Tx=x denkleminin bir tek ¢6zimil oldugu

gosterilmelidir. O halde n>1 ve p>1 igin (2.7) sartindan

(s, ) =d(T77 50,756 )
<A Xy Xy ) = A (T77 %0, T ) S A% (X, g%, ) <
<A’ d( XpsponrXn_ ) Z”d(x x)
<A"(dx,,x,) +d(x, ,,X,))
<A (Ad(X, 4, X, ) +d(X,, X, ) +d(X,,, X))
= A" (d(x, 5, %) +d(x, ,,X, )+ Ad(X,,,x, )
<A d(X, 5, %)+ Ad(X, 5,X, 5)+ Ad(x, ,,x, )]

<A dx,,X) + Ad(x,, x,) + Al (%, %) + ... |
=A"d(x, %, )1+ A+ A7+ 27 +...)

" 1 o
=1 d(xl,xo)(1 /1) (n — o0)

bulunur. Yani

ﬂn
d(xn+m,xn)£(1_ljd(x1,xo)

oldugu elde edilir. 0< A <1 oldugundan n— oo igin limit alinirsa d(x,,,,,X,)— 0 olur.

Bu da {x,} _dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu gosterir. (X,d) uzayi tam oldugundan

x, = x dolaysiylada x,,, = x. T donistimi strekli oldugundan dizisel stireklidir, yani

n+1

Tx, > Tx. x,,, =Tx, denkleminde n— o0 igin limit alinirsa x =Tx elde edilir.

Simdi bu sabit noktanin tek oldugu goésterilmelidir. T operatoriniin y gibi baska bir

sabit noktasi olsun. O halde

d(x,y)=d(Tx,Ty)<A-d(x,y)=(1-A)d(x,y)<0, 1€[0,1)
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oldugu elde edilir ki buda bir geligkidir. Dolayisiyla T bir tek sabit noktaya sahiptir.

Ornek 2.20 (M)

nxn

T | - . 1 .

girdileri = den kicuk olan reel degerli matris olsun. Bu durumda
n

I —M terslenebilirdir.

¢oziim R"uzayinda d, (x,y)=max|x, —y,| metrigi verilsin. (M), :R"—R" seklinde
1<i<n

nxn

bir donlistm olarak kabul edilebilir. Bu donlisiimiin contraction oldugu gosterilmelidir.

x,y € R" icin x'=Mx, y'=My olsun. O halde

X my, My, =My, | X,
’

Xy | | My My oMy, || X,
’

Xn mnl ng.”mnn Xn

olur. Benzer sekilde bu esitlik y' ve y igin de yazilabilir. d_(x',y") <n.max ‘m,j‘.dw(x,y)
1<i,j<n

oldugu kolaylikla gorilebilir. (M)

nxn

matrisinin her bir girdisi l’den kiiglik oldugundan
n

1<i,j<n

‘mij‘<— yazilabilir. Dolayisiyla max m,j‘<— dir. Yani M bir contraction dontsimdir.
n n

Banach Contraction Prensibi’nden Mx =x olacak sekilde bir tek x ¢6zimi vardir. Bu

¢oziim x=(0,0---,0) olmak zorundadir ¢iinki

xeker(l-M) < (I-M)x=0
< x=Mx
<= x=0

olur. Bu carpim sifir oldugundan (/ —M) terslenebilirdir [88].

Teorem 2.21 X=[a,b],d(x,y)=|x—y| ve T:X—X diferansiyellenebilir dénisiim
olsun. T ’nin [a,b] kapal araliginda contraction doniisim olmasi icin gerek ve yeter

kosul her x €(a,b) igin k <1 olmak tzere [T’x| <k olmasidir [88].

ispat T bir contraction dénisiim olmak Uzere sabit bir x €(a,b) igin x+dx€[a,b]

olsun. Bu durumda T ’'nin X ’te bir tek sabit noktasi vardir. O halde her x,ye[a,b] icin
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|T(x +0x)— Tx| < k|(x +0Xx) —x| =k- |5x|

T(x+0x)— T(x)|
ox |

olur. Dolayisiyla

<k olup 8x—0 icin limite gegilirse |T'(x)|<k elde

edilir. Tersine, x,ye[a,b] olmak Uizere her xe<la,b] icin T’(x)|£k olsun. Ortalama

T(x)—Tly)

Deger Teoremi’nden =T'(c) olacak sekilde bir ce(x,y) vardir. Kabul geregi

T(x)—T(y)
X—y

T’(c)|£k yazilabilir. O halde <k olur. Dolayisiyla T bir contraction

doénisumddir.

Tanim 2.22 (Strict Contraction (Kesin Daraltan) Donilisiim) X bir metrik uzay ve

T:X — X bir donldsiim olsun. Her x,y € X ve x#y icin,

d(Tx,Ty)<d(x,y) (2.9)

ise T ’'ye strict contraction donlisiim veya kesin daraltan donisiim denir [86].

Ornek 223X =R, d(x,y)=|x—y| ve T:X—>X Tx=1+In(1+e€") olsun. T dénisimi
strict contraction olup contraction degildir. Clink{

X

e
1+e*

T'(x)= <1

dir. Ustelik Ortalama Deger Teoremi’nden

T(x)=T(y)
X—y

T'(c)=

elde edilir. Dolayisiyla T'(c) <1 olur. Yani

T(x)—T(y)
X—y
= |T(x) — T(y)| < |x — y|

T'(c)= <1

bulunur [89]. Sonu¢ olarak T donlisimi strict contraction doénidsimdir ancak

contraction degildir.
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Ornek 2.24 X =[1,0),d(x,y)=|x—y| ve T:X—X donisimi Tx=x+t seklinde
X

tanimlansin. Bu durumda x #y olacak sekildeki her x,y € X igin,

d(Tx,Ty)=[Tx-Ty|= x+1—y—1‘
X y
_ xzy—x—xy2+y|: (x—y)(xy—1)|
Xy Xy ‘
x=ylby -4
vl
=1 3
olur. Burada her x,yeX:[l,oo)u;m | | <1 olacagindan
Xy

x=yllxy -1
d(Tx,Ty)< <|x—-y|=d(x,y
olur ki bu da d(7x,Ty)<d(x,y) sartinin saglandigini gosterir. Boylece, T bir strict

contraction dontstimddr. Ayrica,

1 1
X+—=x=>—=0
X X

esitligini saglayan bir xe[l,oo) bulunamaz, yani T donlsimu bir sabit noktaya sahip
degildir [88].

Bu dénlisimlerin sabit noktalarinin varligini garantilemek igin ¢alisilan uzayin kompakt
olmasi yeterli olacaktir.

Teorem 2.19°daki (i) ve (ii) sartini saglayan bir donlisime bir Picard operatéri denir
[90].

Banach Contraction Prensibi’nde dikkat edilmesi gereken nokta, T ’nin X Uzerinde
surekli olmasidir. 1968 vyilinda Kannan [25], T'’nin X Uzerinde sirekli olmasini
gerektirmeyen bir contractive olma sarti tanimlayarak, Banach Contraction Prensibini

asagidaki sekilde genellestirmistir:
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Teorem 2.25 (Kannan Teoremi) X bir tam metrik uzay ve T:X — X bir donlisim

olsun. Eger her x,y € X icin

d(Tx,Ty)Sa-l:d(x,Tx)+d(y,Ty)] (2.10)

olacak sekilde en az bir a 6[0,1/2) sayisi mevcut ise, T bir Picard operatoridr.
Ispat: Eger T donlisimii (2.10) sartini sagliyorsa, bu durumda cardF, <1 dir.

Simdi x,X ve x,,,=Tx,, n=0,1,2,... Picard iterasyonu olsun. Bu durumda (2.10)
esitsizliginden

d(x,,x,,)=d(Tx,,Tx,) < a[d(xnfl,xn )+d(X,, X, )]

veya

d(xn,xm):ﬁd(xn_l,xn),n=1,2,... (2.11)

oldugu elde edilir.
ae[O,l/Z) icin Osli<1 oldugundan, Teorem 2.19’ un ispatina benzer sekilde
—-a

{xn}:zo dizisinin bir Cauchy dizisi oldugu ve dolayisiyla da yakinsak bir dizi oldugu

sonucuna ulasilir. x, € X, {xn}fzo dizisinin limiti olsun. Bu durumda,

d(x.,Tx)<d(x.,x,)+d(x,,Tx)<d(x,x,)+a[d(x,,x,)+d(x.,Tx)]

olup, buradan da

d(x.,Tx.)< - -d(x.,x,)+ l_ad(xnfl,xn), VneN (2.12)

oldugu elde edilir.

(2.11) ve (2.12) den

d(x*,Tx*)si-d(x*,xn)+(ijnd(xo,xl), n=12,... (2.13)
1-a l1-a



olup, (2.13) te n—> oo igin limit durumuna gegilmesiyle

d(x.,Tx.)=0< x. =Tx., yani F, ={x.}

oldugu elde edilir. Boylece her bir x, € X igin, x, — x. (n —>oo) .
Ornek 2.26 X =R olsunve T: X — X déniisimi asagidaki sekilde tanimlansin:

0, x &(—o0,2]
Tx =

1
——,X€(2,0
- xe(2,9)
Bu durumda (i) T sirekli degildir. (ii) 7, (2.10) ile verilen sarti saglar (bu durumda

1
a :E tir) ve boylece Kannan teoreminden dolayi T bir Picard operatorudir.

Kannan Teoremi’'nden esinlenilerek, T ’nin slrekliligini gerektirmeyen cesitli
contractive tip dontisim siniflari igin ¢ok sayida sabit nokta teoremleri elde edilmistir.

Bu calismalardan bazilari [91-93] de gorulebilir.

Bu teoremlerden biri Chatterjea [94] tarafindan (2.10) sartina benzer bir sart

kullanilarak asagidaki sekilde elde edilmistir:

Teorem 2.27 (Chatterjea Teoremi) X bir tam metrik uzay ve T: X — X bir donisiim

olsun. Eger her x,y € X icin

d(Tx,Ty)Sb-[d(x,Ty)+d(y,Tx)} (2.14)

olacak sekilde en az bir be[O,l/Z) sayisi varsa, T bir Picard operatoridir.

Burada (2.10) sartini saglayan bir dontsim Kannan dénisimi olarak adlandirilirken,

(2.14) sartini saglayan bir dontsim Chatterjea donlsimu olarak adlandiriimaktadir.

Ayrica Rhoades [95] tarafindan verilen bir 6rnekte (2.7) ile verilen contractive olma
sarti ile (2.10) ve (2.14) ile verilen contractive olma sartlarinin birbirlerinden bagimsiz

olduklari gosterilmistir.

Zamfirecu [32], (2.7), (2.10) ve (2.14) sartlarini bir araya getirerek asagida verilen

onemli sonucu elde etti:
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Teorem 2.28 (Zamfirescu Teoremi) X bir tam metrik uzay ve T:X — X bir donlisim

olsun. Eger her x,y € X icin

(z1) d(Tx,Ty)<Ad(x,y),
(z2) d(Tx,Ty)Sa-[d(x,Tx)+d(y,Ty)],
(z3) d(Tx,Ty)Sb~[d(x,Ty)+d(y,Tx)],

sartlarindan en az birisinin dogru olacagl sekilde /Ie[o,l), 0<a,b<1/2 sartlarini

saglayan A, a ve b reel sayilarivarsa T bir Picard operatorudiir.

Ispat: x,y € X olmak tizere (z1), (z2) veya (z3) sartlarindan en az biri dogru olsun.

Eger (z2) dogru ise, bu durumda

d(Tx,Ty)<a- [d(x,Tx)+ d(y,Ty)] <a- {d(x,Tx) +[d(y,x) +d(x,Tx)+d(Tx,Ty)]}
oldugu elde edilir. Boylece

(1—a)d(Tx,Ty)<2ad(x,Tx)+ad(x,y)

veya

d(Tx,Ty) Slz_—aad(x,Tx)+£d(x,y)

oldugu elde edilir.

Eger (z3) dogru ise, bu durumda benzer sekilde

d(Tx,Ty) S%d(x,Tx)+ﬁd(x,y)

oldugu elde edilir.

5::{&L,L}
1-a 1-b

seklinde tanimlanirsa 5e[0,1) olur ve her x,y € X icin
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d(Tx,Ty)<26d(x,Tx)+5d(x,y) (2.15)

esitsizligi saglanir.

Benzer sekilde, her x,y € X igin

d(Tx,Ty)<25d(x,Ty)+6d(x,y) (2.16)

esitsizligi elde edilir.
(2.15)’ten cardF, <1 oldugu saglanir. Simdi T ‘nin bir tek sabit noktaya sahip oldugu

gosterilecektir. x, € X keyfi bir baslangi¢ noktasi ve {xn}:):o, T 'ye karsilik gelen

X,..=1x,,n=0,12,...

Picard iterasyonu olsun.

Eger x:=x, ve y:=x_ , iki ardisik yaklagim ise, (2.16)'dan

d(Tx,,Tx, ,)<26d(x,,Tx, )+ 6d(x,,X,_,),

yani,

d(X,,.,x,)<6d(x,,x,_)

n+1’7""n

oldugu elde edilir.

Buradan {xn}fzo'in bir Cauchy dizisi oldugu ve bdylece yakinsak oldugu sonucuna

ulasilir. x. € X, bu dizinin limiti olsun. Boylece,

limd(x,,,,x,)=0

n—oo

olur.
(2.15) ile verilen ifade ile birlikte lGg¢gen esitsizliginin kullaniimasiyla

d(x.,Tx.)<d(x.,x,,)+d(Tx,,Tx.)
d(x.

(Xes X1 ) +0d(x.,x,)+25d(x,,Tx,)

IN
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elde edilir, n— o igin d(x,,Tx,)=d(x,,X,,,) 0 oldugundan
d(x.,Tx.)=0<x. =Tx.

oldugu elde edilir. Béylece her bir x, € X i¢in F, ={x.} ve x, > x.(n—>®).
En genel contraction sartlarindan biri Ciric [21] tarafindan asagidaki sekilde
tanimlanmistir:

Tanim 2.29 (Quasi Contraction) X bir tam metrik uzay ve T:X — X bir donlisim

olsun. Eger her x,y € X igin

d(Tx,Ty) < h-max{d(x,y),d(x,Tx),d(y,Ty),d(x,Ty),d(y,Tx)} (2.17)

olacak sekilde bir he(O,l) sayisl varsa, T ’ye bir quasi contraction denir ve T bir

Picard operatoridur.
(2.10), (2.14) ve (z1)-(z3) sartlarindan her birinin (2.17) sartini gerektirdigi aciktir.

Literatlrde bu tipten contraction sartlarindan esinlenilerek elde edilmis olan bircok
sabit nokta teoremi mevcuttur. Bunlara 6rnek olarak Rus [91], Taskovic [93], Rhoades

[95]-[96] ve Berinde [97] verilebilir.

Berinde [98], (z1)-(z3) sartlarindan daha genel olan ve T donislimunin sirekliligini
gerektirmeyen asagidaki contraction sartini tanimlayarak bazi sabit nokta teoremleri

elde etti:

Tanim 2.30 (Almost contraction) X bir tam metrik uzay ve T:X — X bir dénisiim

olsun. Eger her x,y € X igin

d(Tx,Ty)<6d(x,y)+Ld(y,Tx) (2.18)
veya
d(Tx,Ty)<8d(x,y)+Ld(x,Ty) (2.19)

olacak sekilde bir 56(0,1) sabiti ve bir L>0 mevcut ise, T 'ye bir almost contraction

(hemen-hemen daraltan) donlisiim denir.
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T donlsiminiin almost contraction olup olmadigini kontrol etmek igin hem (2.18)

hem de (2.19) ile verilen sartlar kontrol edilmelidir.

(2.18) veya (2.19) esitsizliklerinde 0 =4 ve L=0 alinirsa (2.7) ile verilen contraction
sarti elde edilir. Buradan da (2.7) ile verilen contraction sartinin ayni zamanda bir tek
sabit noktaya sahip olan bir almost contraction dénisimi oldugu sonucuna ulasilir

[98].

Herhangi bir Zamfirescu donitisiimd, yani Teorem 2.28’ deki (z1)-(z3) sartlarini saglayan
herhangi bir dontsiim bir almost contraction dontsimuidir [98]. Dolayisiyla (2.10) ve
(2.14) ile verilen Kannan ve Chatterjea donisimleri de birer almost contraction
donidstimi  olurlar. Bununla birlikte, quasi contraction donisimlerinde almost

contraction olduklari asagidaki 6nermede verilmistir:

Onerme 2.31 Herhangi bir quasi contraction, 0<h < 1/2 sartiyla bir almost contraction

dir [98].

Onerme 2.31'den, quasi contraction dénusumlerin h<1/2 sartiyla birlikte almost

contraction donlsim olduklari bilinmektedir. Bununla birlikte, asagidaki o6rnekte

gosterildigi Gzere h>1/2 sartiyla da almost contraction donisim olan quasi
contraction doéntisimler mevcuttur. Buradan da su sonuca ulasilir: h<1/2 sarti, bir

guasi contraction donlisimin almost contraction dénidsim olmasi icin gerekli bir sart

degildir [98] .

Ornek 2.32 7:[0,1] —>[0,1] déniisimi

seklinde tanimlansin. Bu durumda,
(i) T dénisumi he[2/3,1) ile (2.17) sartini saglar,
(i) T déntsumi 6>2/3 ve L= ile (2.18) sartini saglar [98].

Berinde [98], (2.18) ve (2.19) ile verilen almost contraction sartlarini kullanarak
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Teorem 2.19, Teorem 2.28 ve literatiirdeki bircok sabit nokta teoreminin dnemli bir

genellestirmesi olan asagidaki teoremi elde etti:

Teorem 2.33 X bir tam metrik uzay ve T: X — X donlsima (2.18) sartini saglayan bir

almost contraction olsun. Bu durumda;

(i) F={xeX:Tx=x}2J;

(ii) Herhangi bir x, € X i¢in (2.8) ile verilen {xn}fzo Picard iterasyonundan elde edilen

dizi, bazi x. e F.'ye yakinsar.

Ispat: ilk olarak T’nin X 'te en az bir sabit noktaya sahip oldugu gdsterilecektir. Keyfi

bir x, € X igin {Xn}::o' (2.8) ile tanimlanan Picard iterasyonu olsun.

(2.18) de x:=x, , ve y:=x, yazildiginda

veya

d(x,,x,,,)<8-d(x,,X,) (2.20)

7 n+1 n-12""n

oldugu elde edilir.

(2.20) esitsizligine tiimevarim uygulanirsa

d(x,,X,,)<6"-d(x,,x,),n=0,1,2,...

oldugu gorulir.

Bu durumda peN, p =0 olmak lizere

d(xn,xw)S&”(1+5+---+5’“)d(x0,x1)

5 (2.21)

:1_5(1—5”)d(x0,xl)

oldugu elde edilir.
5€(0,1) oldugundan (2.21)'den {x,}"  dizisinin bir Cauchy dizisi oldugu ve boylece
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yakinsak oldugu elde edilir. Simdi

X, =limx

n—oo

(2.22)

n

olarak segilsin. Bu durumda

d(x.,Tx)<d(x,X,,, ) +d(x,,.,Tx.)=d(x,,,,x)+d(Tx,,Tx.) (2.23)

n+17

oldugu elde edilir.
Ayrica, (2.18)’ den

d(Tx,,Tx.)<5d(x,,x.)+Ld(x.,Tx,) (2.24)

oldugu elde edilir.

Boylece (2.23) ve (2.24)" ten, her n>0 icin

d(x.,T%)<(1+L)d(x.,X,,, )+5d(x,,x.) (2.25)

n+1

esitsizligi saglanir. Bu esitsizlikte n—oo icin limit alindiginda, sikistirma kuralindan

d(x.,Tx.)=0 oldugu elde edilir. Sonug olarak x., T 'nin bir sabit noktasidir.

Teorem 2.19 ve Teorem 2.28 de kullanilan operatorlerin sabit noktalari teklikle belirli
olmasina ragmen, asagidaki 6rnekte gosterildigi Gzere almost contraction donlisimler

bir tek sabit noktaya sahip olmak zorunda degildir:

Ornek 2.34 T7:[0,1]—[0,1] déniisimi birim déniisim olsun, yani her x €[0,1] igin

Tx = x olsun. Bu durumda;

(i) T dondsimi keyfi 56(0,1) ve L>1-0 ile (2.18) sartini saglar. Gercekten de

(2.18) ve (2.19) sartlarindan

|x—y|£5-|x—y|+L-|x—y|

oldugu elde edilir. Keyfi bir §e(0,1) icin L>1-0 olarak segilirse bu esitsizlik her

x,y €[0,1] igin dogru olur.
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(if) T ’nin sabit noktalarinin kiimesi [0,1] araliginin timadiir, yani £, =[0,1] dir [98].

Berinde tarafindan ortaya konulan asagidaki teorem, (2.18) ile verilen contractive
sartina oldukca benzer ek bir contractive sartiyla bir almost contraction déniisimun

sabit noktasini teklikle belirlemeyi mimkin kilmaktadir.

Teorem 2.35 X bir tam metrik uzay ve T: X — X donlsimu asagidaki sarti saglayan

bir almost contraction olsun: Her x,y € X icin

d(Tx,Ty)<6-d(x,y)+L, -d(x,Tx) (2.26)

olacak sekilde 6 €(0,1) sabiti ve L, >0 mevcuttur. Bu durumda

(i) T bir tek sabit noktaya sahiptir, yani £, = {x.};

(ii) Herhangi bir x, € X icin (2.8) ile verilen {xn}:;o Picard iterasyonundan elde edilen
dizi x. € F, noktasina yakinsar [98].

Ispat: T doniisimi X ‘te x. ve y. gibi iki farkli sabit noktaya sahip olsun. Bu durumda

(2.26)’ da x:=x. ve y:=y. yazilirsa

d(Tx.,7y.)=d(x.,y.)<0-d(x.,y.) < (1-0)d(x.,y.)<0

oldugu elde edilir ve

d(x.,y.)>0

olmasi ile gelisir.
ispatin kalan kismi Teorem 2.33’{in ispatina benzer sekilde yapilabilir.
Yukaridaki teoreme bagli olarak asagidaki incelemeler yapilabilir:

(i) Uzaklik fonksiyonunun simetrik olmasindan dolayi, her x,ye X icin (2.26)'nin

saglanmasi igin gerek ve yeter kosul

d(Tx,Ty)<6-d(x,y)+L,-d(y,Ty) (2.27)

sartinin saglanmasidir. Boylece (2.18) ve (2.19) sartlarindaki duruma benzer sekilde,
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somut uygulamalarda hem (2.26) hem de (2.27) sartinin saglandiginin kontrol edilmesi

gerekir.

(ii) (2.26) sarti Osilike [99-101] tarafindan belirli sabit nokta iterasyon yontemlerinin
kararliliklarinin ispatlanmasi icin kullanildi. Ayrica Osilike [99] ve [100])'de goruldigu
Uzere (2.26) sarti, T ’'nin bir sabit noktaya sahip olmasini gerektirmez. Ancak (2.26)

sartini saglayan bir T donlsim bir sabit noktaya sahip ise bu nokta kesinlikle tektir.

(iii) (2.7), (2.10), (2.14) sartlarini veya Teorem 2.28’ deki (z1)-(z3) sartlarini saglayan
herhangi bir T déniisimi (2.26) ve (2.27) teklik sartlarini da saglar. Béylece Ornek
2.34 goz 6nilne alindiginda Teorem 2.35 (ve Teorem 2.33), Teorem 2.28’ i genellestirir.

Ustelik 0<h<1/2 sartiyla, herhangi bir quasi contraction da (2.26) ve (2.27) sartlarini

saglar. Bu durum Teorem 2.35’in Teorem 2.19, Teorem 2.25, Teorem 2.27 ve Teorem

2.28' i genellestirdigini gosterir.

Tanim 2.36 (Contractive-Like Operatorler) X bir tam metrik uzay ve T:X — X bir

donlisim olsun. Eger her x,y € X igin

d(Tx,Ty)Sé-d(x,y)+(o(d(x,Tx)) (2.28)

olacak sekilde bir §€[0,1) sabiti ve ¢(0)=0 sartini saglayan bir @:R"—R"
monoton artan fonksiyonu varsa, T 'ye bir contractive-like dontisiim denir [59].

Tanim 2.37 (Hyers-Ulam Kararhlik) a€R ve a,b,A,,4, sabitler olmak (zere
I=[a,b]=R ve t,sel olsun. f:IxR—>R ve kl,kzzlsz—ﬂR surekli fonksiyonlari

verilsin. Herhangi bir stirekli tirevlenebilir x(t) fonksiyonu, her ¢ > 0igin

x'(t)—f(t,x(t))—Ajjkl(t,s,x(s))ds—ﬂjkz(t,s,x(s))ds <¢g

esitsizligini saglasin. Bu durumda her t €/ igin C >0 olmak lzere

|x(t) = x, (t)| < C(e) (2.29)

olacak sekilde x,:/— R ¢6ziimi varsa
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X(0)= £t x(E)+ A [k, (6,5, x(s))dls + 4, [k, ¢, 5, x(s))ds (2.30)

denklemi Hyers-Ulam kararlidir denir. Burada C sabiti x(t) ve x,(t)’den bagimsizdir.
¢:1—(0,0) tanimli olmak lzere, eger (2.29) esitsizligi & =¢(t) icin de gegerliyse bu

durumda (2.30) ile verilen denklem Hyers-Ulam-Rassias kararlidir denir.

Tanim 2.38 (Genellestirilmis Metrik Uzay) X bos olmayan bir kime ve

d: XxX—[0,0] bir fonksiyon olsun. Her x,y,z e X igin;

M1) d(x,y)=0<= x=y
M2) d(x,y)=d(y,x)
M3) d(x,z)<d(x,y)+dly,2)

sartlarini saglayan d fonksiyonuna X Uzerinde genellestirilmis metrik denir [102].

Teorem 2.39 X genellestirilmis kompleks metrik uzay ve A: X —> X, L<1 Lipschitz
sabitiyle kesin daraltan donlsim olsun. Bu uzaydaki bazi x elemanlari igin
d(A*"x,A*x) <o olacak sekilde negatif olmayan k tamsayisi varsa asagidaki ifadeler

dogrudur:

a) {A"x}dizisi A’nin bir p sabit noktasina yakinsar.

b) p, Y ={y € X:d(A*x,y) <} kimesinde A ’nin tek sabit noktasidir.

¢) yeise, d(y,p)sl—lLd(Ay,y) [103].

26



BOLUM 3

BAZI ITERASYON YONTEMLERI iCIN SABIT NOKTA TEOREMLERI

Bu bolimde iterasyon yontemlerine dair genel bilgiler verildikten sonra, yeni
tanimlanan iterasyon yontemi ve literatiirde var olan iterasyon yontemleri kullanilarak
almost contraction dontsiim siniflari icin kuvvetli yakinsama, yakinsamanin denkligi,
yakinsaklik hizi ve bu donisiimlerin sabit noktalarinin veri baglihgl sonuclari

irdelenecektir.

3.1 Sabit Nokta iterasyon Yontemleri

X bir normlu uzay ve T: X — X bir donlstim olsun. f bir fonksiyon olmak tzere, bir

sabit nokta iterasyon yontemi en genel haliyle

X, €X, -
Xn+1:f(Tan);n:0,1,2,... .

seklinde tanimlanir [86].

Tanim 3.1. (Picard iterasyon Yontemi)

X, =F(T,x,)=Tx, (3.2)

secilerek elde edilen iterasyon yontemine Picard iterasyon yontemi denir [86].

Picard iterasyon metodu, baslangic deger probleminin veya integral denklemlerin
¢O6ziimine ulasmak icin kullanabilecegimiz bir algoritma saglar. Bu metot “sifirinci

yaklasim” (zeroth approximation) olarakta adlandirilan bir baglangic noktasinin
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algoritmayi baslatmasiyla birlikte, ardisik yaklasimlar yaparak problemin ¢6ziimiine

ulasmayi hedefler. u(x) bilinmeyen fonksiyon ve K(x,t) cekirdek fonksiyonu olmak

Uzere, asagida verilen ikinci tipten Volterra integral denklemi g6z 6niine alindiginda;

u(x) = F(x) + A[K(x, tlu(t)dt

Picard iterasyon metodu

u (X)=F0)+ AJKOGtu L ()dt n>1 (3.3)

seklinde bir tekrarlama bagintisi kurar. Baslangi¢ noktasi olan u,(x) herhangi bir reel

degerli fonksiyon olabilir ancak en g¢ok segilen baslangi¢ degerleri 0, 1 ve x'tir. (3.3)

esitliginden;

u(x) = FX)+ ATK(x,t)u, (t)dt
w(x) = Fx)+ ATK(x,t)u, (t)dt

w(x) = Fx)+ ATK(x, B, (t)dt

u(x) =)+ KOt (t)dt

seklinde bir ardisik yaklasim elde edilir. u,(x)’in yakinsakhgi asagidaki teoremde
belirtilmistir:

Teorem 3.2 (3.3) ile verilen denklemde x €[0,a] icin f(x) fonksiyonu surekli ve ayrica

0<x<a,0<t<x uggensel bolgesinde K(x,t) cekirdek fonksiyonu surekli ise n>0
olmak Uzere, u, (x) ardisik yaklagimlar dizisi verilen integral denklemin u(x) ¢6zimiine

yakinsar [104].

Ornek 3.3 u(x):l—%xz+%j(x—t)3u(t)dt Volterra integral denklemine u,(x)=1
0

baslangic¢ kosulu altinda Picard iterasyonu uygulansin.

Bunun i¢in asagidaki iterasyon formuli kullanilacaktir:
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u () :1—%x2 +%I(x—t)3un(t)dt (3.4)

Baslangi¢ kosulu (3.4)’te yerine yazilirsa
1, 1% ;
u(x)=1-=x"+=[(x—t)u,(t)dt
2 6o

:1—1x2+1j(x—t)3dt
2 6o

1
=1-=x°

1.,
+—x
2 24

elde edilir. Benzer sekilde devam edilirse

6 () =1-2x + L= tu, ()t
2 6o

1, 1% 1 1
=1-=x*+=[(x—t’(1-=t* + =t*)dt
2 6o 2 24

1, 1 , 1 o 1

2k

n k X
Ua )= 2 1

elde edilir. O halde verilen denklemin ¢6zimi

u(x)=limu_,(x)=cosx olur [104].

Picard iterasyonu ile elde edilen dizi nonexpansive donisiimlerin sabit noktasina
yakinsamadigindan Krasnoselskii [105], asagidaki iterasyon yontemini tanimlayarak bu

problemi asmistir:

Tanim 3.4 (Krasnoselskii iterasyon Yéntemi)

X, ., =f(T,xn)=%(xn +Tx, ) (3.5)

seklinde ifade edilen iterasyon yéntemine Krasnoselskii iterasyon yontemi denir.
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Ornek 3.5 X =[0,1] olmak iizere her x €[0,1] igin T:[0,1] —[0,1] doniisimi

Tx=1—x seklinde tanimlansin. Herhangi bir x =x, #1/2 baslangi¢ degeri icin (3.5) ile
verilen Krasnoselskii iterasyonu tarafindan iretilen {x }" ={1/2} sabit dizisi T ’nin

sabit noktasi olan 1/2 degerine yakinsar [86].

Tanim 3.6 (Mann iterasyon Yéntemi) VneN icin a, €[0,1] belirli sartlari saglayan bir

reel sayi dizisi olmak Gzere,

u, eX, (3.6)
U, =f(Tou,)=(1-a,)u, +a,Tu, '

seklinde ifade edilen iterasyon yontemine Mann iterasyon yontemi denir [106].

Eger T operatori surekli ve Mann iterasyonundan elde edilen dizi yakinsak ise bu dizi
T’nin sabit noktasina vyakinsar. Ancak T operatori sidrekli degilse Mann
iterasyonundan elde edilen dizi yakinsak olsa bile bu operatoriin sabit noktasina

yakinsamayabilir. Bu durum asagidaki 6rnekte gosterilmistir:

Ornek 3.7 7:[0,1] > [0,1] olmak lizere T(0)=T(1)=0 ve 0< x <1 icin T(x)=1 seklinde

verilsin. F, ={0} oldugu aciktir. n>1 icin «, =1 secilirse Mann iterasyonundan elde
n

edilen dizi 1 noktasina yakinsayacaktir.

Tanim 3.8 (Ishikawa iterasyon Yéntemi) VneN icin «,,f, €[0,1] belirli sartlari

saglayan reel sayi dizileri olmak Uzere,

{Xm =f(T.x,)=(1-a,)x,+a,Ty, (3.7)

yn :(l_ﬂn)xn +ﬂnTXn
seklinde ifade edilen iterasyon yontemine Ishikawa iterasyon yontemi denir [107].

2000 yilinda, Noor [108] tarafindan varyasyonel esitsizliklerin yaklagik ¢éziimlerinin
elde edilmesi amaciyla asagidaki tGi¢ adimli iterasyon yontemi tanimlandi:

Tanim 3.9 (Noor iterasyon Yéntemi) VneN icin «,,f,,7,<[0,1] belirli sartlar
saglayan reel sayi dizileri olmak Uzere,
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yn =(1_ﬂn)xn+ﬂn7—zn (38)

Tanim 3.10 (S-iterasyon Yéntemi) VneNicin «,,f, €[0,1] belirli sartlari saglayan

reel sayi dizileri olmak Uzere,

(3.9)

X, =(1-a,)Tx, +a,Ty,
y,=(1-8,)x,+BTx,

seklinde ifade edilen iterasyon yontemine S-iterasyon yontemi denir [109]-[110].
Gursoy ve Karakaya [111] tarafindan Picard-S iterasyon yontemi su sekilde tanimlandi:

Tanim 3.11 (Picard-S iterasyon Yéntemi) VneN icin «,,f,€[0,1] belirli sartlari

saglayan reel sayi dizileri olmak Uzere,

Xn+1 = Tyn
y,=(1-a,)Tx, +a,Tz, (3.10)

z,=(1-B,)x, + B,Tx,

Tanim 3.12 (SP-iterasyon Yéntemi) VneN icin «,,f,,7,€[0,1] belirli sartlari

saglayan reel sayi dizileri olmak Uzere,

Xn+1 (1_an)yn +cZnTyn
(1-8,)z,+ BTz, (3.11)
(1_7I1)Xn +7/HTXH

Yn
zn

seklinde ifade edilen iterasyon yontemine SP-iterasyon yontemi denir [46].
Tanim 3.13 (CR-iterasyon Yéntemi) VneN icin «,,B,,7,<€[0,1] belirli sartlar
saglayan reel sayi dizileri olmak Uzere,

Uy, =(1-a, v, +a,Tv,
v,=(1-8,)Tu, + B,Tw, (3.12)
w,=(1-7,)u,+7,Tu,
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seklinde ifade edilen iterasyon yontemine CR-iterasyon yontemi denir [112].
Tanim 3.14 (S*-iterasyon Yéntemi) VneN icin «,,f,,7,€[0,1] belirli sartlari

saglayan reel sayi dizileri olmak Uzere,

X =(1-a,)Tx, +,Ty,
(1-8,)Tx, + BTz, (3.13)
(1_7/n)xn +7/nTXn

Y
zn
seklinde ifade edilen iterasyon yontemine S* iterasyon yontemi denir [113].

2013 yilinda Khan [114] tarafindan Picard-Mann iterasyon yontemi su sekilde
tanimlandi:

Tanim 3.15 (Picard-Mann iterasyon Yéntemi) VneN icin o, €[0,1] belirli sartlari
saglayan reel sayi dizisi olmak lizere,

Xn+1 :Tyn (3 14)
y,=(1-a,)x, +a,Tx, '

2014 yilinda Abbas ve Nazir [115] tarafindan yeni ¢ adiml iterasyon yontemini su
sekilde tanimlandi:
Tanim 3.16 (Abbas ve Nazir iterasyon Yéntemi) VneN icin «,,f,,7, €[0,1] belirli
sartlari saglayan reel sayi dizileri olmak Uzere,

X =(1-a,)Ty, +a,Tz,

y,=(1-8,)Tx, + B,Tz, (3.15)
z,=(1=7,)x, +7,7%,

Sabit nokta iterasyon yontemi tanimlanirken dikkat edilmesi gereken iki nokta vardir.
Birincisi, tanimlanacak iterasyonun mevcut iterasyon yontemlerinden daha hizli olmasi,
ikincisi ise bu iterasyon yonteminin sade olmasidir. Bu noktalardan hareketle

tanimladigimiz yeni Gic adimli iterasyon asagidaki gibidir:

Tanim 3.17 (Yeni Ug¢ adimli iterasyon Yéntemi) VneN icin «, e[O,l] belirli sartlan

saglayan reel sayi dizisi olmak Uzere,
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Xn+1 :Tyn
y,=(1-a,)z,+a,Tz, (3.16)

z, =Tx,

Yeni tanimlanan iterasyon yontemi yardimiyla elde edilecek olan bazi sabit nokta

teoremlerinin ispatinda kullanilacak lemma ve tanimlar asagida verilmistir:

Lemma 3.18 {ﬂn}:zo, her neN igin g e[O,l) olacak sekildeki negatif olmayan bir
reel sayi dizisi olsun.

Eger X, 3, = ise bu durumda [];_,(1-/,)=0 dir [60].

0

Lemma 3.19 {a,}” ve {b,}  asafidaki esitsizligi saglayan, negatif olmayan iki dizi

olsun:

a,,<(1-u)a, +b,

n+1

® b
Burada her n>n, icin u, €(0,1) ve > u = ve n—>o0 igin ——0 dir. Bu durumda
n=1 H,

lima, =0[116].
Lemma 3.20 {a,} negatif olmayan bir dizi, her neN igin x4, €(0,1), iﬂ,, =0 ve
n=1

n, =0 olsun. Her n=n, icin
an+1 S(]‘_ﬁln)an +lun77n

esitsizliginin saglanacagi sekilde bir n; sayisi mevcut olsun. Bu durumda

O0<limsupa, <limsupn,
n—o0

esitsizligi saglanir [59].
Tanim 3.21 7,5 :C — C iki operator olsun. Her x € C ve uygun bir £ >0 igin

||Tx — Sx|| <&

ise S’ye T 'nin bir yaklagim operatéri denir [59].
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0

Tanim 3.22 {a,}” ve {b,}”

o Ayni p. noktasina yakinsayan iki dizi olsun. Eger

n=0

da,.p.) _,

|
n=d(b,,p.)

n

ise {a,}”  dizisi p. noktasina {b,}" dizisinden daha hizli yakinsar denir [117].

3.2 Yeni Ug Adimli iterasyon Yéntemi i¢in Bazi Sabit Nokta Teoremleri

Bu béliimde (3.16) ile verilen yeni iterasyon yontemiyle elde edilen dizinin almost
contraction donlsim sinifinin teklikle belirlenen sabit noktasina kuvvetli yakinsadigi,

yakinsakliginin denkligi, yakinsaklik hizi ve veri baglihgi sonuclari gosterilecektir:
Teorem 3.23 C kiimesi X Banach uzayinin bostan farkli, kapali ve konveks alt kiimesi
olmak lizere T:C — C tanimh (2.26) sartini saglayan bir almost contraction donisiim

olsun. {xn}:lo (3.16) no’lu iterasyondan elde edilen bir dizi ve {an}io kontrol dizisi

[0,1] araligina ait olmak Uzere ian =oo sartl saglansin. Bu durumda {xn}:lodizisi T

n=1

operatorunun teklikle belirli olan p. sabit noktasina kuvvetli yakinsar.

Ispat 7’nin C’de bir tek sabit noktaya sahip oldugu Teorem 2.35ten kolaylikla

gorilebilir. n— o0 igin x, — p. oldugu gosterilecektir. (2.26) ve (3.16) kullanilarak

z, - p.||=|Tx, — p.| < |, - p. (3.17)
y,—p|=|1-2,)z, +a,Tz, —p.
<(1-a,)|z, - p.||+ @, |Tz, — Tp.
(3.18)
<(l-ea,)|z,—p.||+ a0z, —p.
:[l—an(l—é')] z —p.
esitsizlikleri elde edilir. (3.17) esitsizligi (3.18)'de yerine yazilirsa;
lv, —p.|<S[1-a,1-3)]|x, - p. (3.19)
olur. Ayrica
X, — Ps :||Tyn —p.|[<SO|y, — P (3.20)
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olup (3.19) esitsizligi (3.20)'de yerine yazilirsa;

<6 [1-a,(1-0)]

Xn+l_p* Xn — P

elde edilir. Son esitsizlikte timevarim uygulanirsa;

Ix, —p.|| <6 [1-a,,(1-38)]|x,. —p-

X _, —p. saz[l—.an,2(1—5)] X, _,—p. (3.21)
Ix, —p.| <& [1—(;51(1— 5)]|x, - p.

olur. (3.21)’'den

Xo1 =] <[, = p. |2 TI[1-,(1-5)] (3.22)

i=1

elde edilir. §€(0,1) oldugundan [1-«,(1-65)]<1 olur. Klasik analizden her x €[0,1]

icin 1—x<e " esitsizliginin saglandigi bilinmektedir. Bu gergekten hareketle (3.22)

esitsizligi
X .. —p. < ||X1 —p. 52nl£[e*(175)af
i ¢ (3.23)
-(1-6)y e
o —pfore

seklinde yazilabilir. (3.23)’de limit alinirsa n— o0 igin x, — p. oldugu gorullir. Bu ise
ispati tamamlar.
Teorem 3.24 X bir Banach uzayi, C kiimesi X ’in bostan farkl, kapali ve konveks alt

kiimesi ve T:C — C (2.26) sartini saglayan bir almost contraction dénitisiim olsun. T

donlisimunin p. € F. gibi bir sabit noktaya sahip oldugu kabul edilsin. x, =u, €C ve
VneN igin {an}io €[0,1] olmak tizere ian =00 sartl saglaniyorsa asagidaki ifadeler
n=1

denktir:

(i) (3.6) ile verilen Mann iterasyon yonteminden elde edilen {u,} ", dizisi p. €F, ye

yakinsar,
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(ii) (3.16) ile verilen yeni iterasyon yonteminden elde edilen {x }*, dizisi p. eF, ye
yakinsar.
ispat ()= (ii): n—oo iken u, —> p. kabull altinda x, — p. oldugu gosterilecektir.

(3.6) Mann iterasyonu, (3.16) yeni iterasyon yontemi ve (2.26) sarti kullanilarak;

un+1 _Xn+1 = ||(1_an)un +anTun _Tyn
<(1-a,)|u, -Ty,|+a,|Tu, - Ty, (3.24)
S(l—an){ u, = Tu,|+|Tu, - Ty, }+an Tu —Ty,
<[1-a, +L|u, = Tu,|+S|u, = v.|.

elde edilir. Ayrica,

lu, =y, | <(1-2,)|u, - 2,|+ @, |u, — Tz,
<(1-a,)u, -z, +, {Ju, = Tu, | +|Tu, = Tz,||} (3.25)
<[1-a,0-8)]|u, - z,|+ e, 1+ 1)|u, - Tu,|.

olup,

—z <y ~Tu |+]Tu, - T
.~ <lo, T, -7 .

< 5||u,7 -X, || +(1+ L)||un —~Tu,

7

elde edilir. Sirasiyla (3.26) esitsizligi (3.25)'te ve (3.25) esitsizligi (3.24)'te yerine

yazilirsa;
u,, =X, ,|<{l-a,+L+a,0(1+L)
+0[1-e,(1-0)1(1+L)}Hu, —Tu,
+8* [1-a, (1-0)|u, — x|, (3.27)

<{1-a,+L+5(1+L)(1+a,5)}|u, —Tu,|
Hl-a,(1-0)]

un _Xn

7

esitsizligi elde edilir. (3.27)'den,

u =a,(1-95)e(0,1)
u —x

n n

b,={1-a,+L+5(1+L)(1+a,0)}

a, =

u —Tu,

’
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seklinde segilirse

||un —Tu, || = ||un -p.+Tp, — Tun||
<|u, —p.|+6

u, —p.|+L|e. - Te.|
=(1+6)u, .

’

olup Tp,=p, ve n—o icin |u,—p,|| >0 kabullerinden |lu, —Tu,|—>0 elde edilir.
Dolayisiyla b, -0 dir. Lemma 3.19'un sartlari saglandigindan n—oo igin
a, =|u, —x,|—>0 dir. Uggen esitsizliginden |x, —p.|<|x, —u,|+|u, —p.|| vazilabilir.

Sonug olarak lim||x, — p.| =0 elde edilir.

()= (i): n—o0 iken x, — p. kabulu altinda u, — p. oldugu gosterilecektir. (3.16)

yeni iterasyon yontemi, (3.6) Mann iterasyonu, ve (2.26) sarti kullanilarak;

X —U,|<(1-a,)|Ty, —u,|+a,|Ty, - Tu, (3.28)
3.28
<(1-a,+a,l)|y, - Ty,|+[1-a,@-)|y, —u,|.

esitsizligi elde edilir. Ayrica,

y,—u,|=(1-a, )|z, —u,|+ea,]|Tz, —u,
<(1-a,)|z, —u ||+, |1z, -z, |+ .|z, —u, (3.29)
=lz,—u,|+e,|Tz,—2,|,

ve

z —U, :|Txn -u, (3.30)
S”Txn—xn +(|x, —u,|,

elde edilir. Sirasiyla (3.30) esitsizligi (3.29)'da ve (3.29) esitsizligi (3.28)'de yerine

yazilirsa;

X <[1-e,(1-9)]
+H1l-e, (1-0)]

+1-e, +a,l)

n+l un+1

Xn _un

x,—Tx,

(3.31)

y,— Ty,

Hl-e,(1-9)le, |z, -T2z,
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esitsizligi elde edilir. n— oo icin ||x, —p,||—> 0 ve Tp, =p, kabullerinden,

x, = Tx, | <|x, = p.||+|Tp. - Tx,
<|x, =p.[+Slx, =p.[ +L]p. ~Tp.|
=(1+3)|x, —np.]

olup n—> oo igin ||x, —Tx,||— 0 elde edilir. Benzer sekilde,

v, =T, <y, —p.| +|To. = Ty,
<|y, =]+ S|y, —p.[+L]p. ~Tn.]|
=(1+5)|y, —p.|
=1+05)(1-a,)z, +a,Tz,-p.|
<1+8)(1-a,)|z, —p.|+ 1+ ), Tz, ~ Tp.|
<(1+6)1-a,(1-0)|z,-p.|.

ve

|2, =p.[ =%, = p.|<5]x, =p.].

olup buradan n— o igin ||z, —p,| — 0 olur. Dolayisiyla n— oo igin |y, —Ty,| —0 elde
edilir. Ayrica,
z, -7z, <|z, —p.|+|Tp. - T2,
<|lz, = p.|+ ]z, —p.[ +L]p. —To.|
=(1+6)||z,—n.|.
oldugundan n—co igin |z, =Tz, ||— 0 olur. (3.31)den,
1 =a (1-8)e(0,1)
a =|x —u,
b =[1-«, (1-0)l|x, —Tx,
+1-a, +a,l)|y, Ty,
Hl-a,(1-9)]e,|z, —Tz,|,

seklinde secilirse n—o0 icin b, >0 olur. Lemma 3.19°un sartlari saglandigindan

n— oo igin a, =[x, —u,| — 0 elde edilir. Uggen esitsizliginden
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=0 elde edilir.

S”“H _Xn||+||xn —p-

lu, - p. yazilabilir. Sonug olarak lim |u, — p.
n—oo

Soltuz ([118], Sonug 2) tarafindan bir normlu uzayda Teorem 2.28’de verilen (z1)-(z3)
sartlarini saglayan Zamfirescu operatorler sinifi igin Mann (3.6), Ishikawa (3.7) ve Noor

(3.8) iterasyon yontemlerinin yakinsakliklarinin denk oldugu gosterildi.

Chugh ve Kumar ([119], Sonug¢ 3.2) tarafindan bir Banach uzayinda (2.15) sartini
saglayan quasi-contractive operatorler sinifi igin Picard (3.2), Mann (3.6), Ishikawa (3.7)
Noor (3.8) ve SP (3.11) iterasyon yontemlerinin yakinsakliklarinin denk oldugu

gosterildi.
Yukaridaki gerceklerden hareketle; Teorem 3.24’ ten asagidaki sonug elde edilir:

Sonug¢ 3.25 X bir Banach uzayi, @#Cc X konveks ve kapali bir kiime olsun.

T:C—C (2.26) sartini saglayan bir almost contraction déniisim olsun. T ’nin p. €F,

gibi bir sabit noktaya sahip oldugu kabul edilsin. Tiim iterasyonlar icin baslangic noktasi

ayni ise asagidaki ifadeler denktir:

(i) (3.2) ile verilen Picard iterasyonu p. €F, ye yakinsar,

(ii) (3.6) ile verilen Mann iterasyonu p. € F, ye yakinsar,

(iii) (3.7) ile verilen Ishikawa iterasyonu p. € F. ye yakinsar,

(iv) (3.8) ile verilen Noor iterasyonu p. € F; ye yakinsar,

(v) (3.10) ile verilen Picard-S iterasyonu p. € F, ye yakinsar,

(vi) (3.11) ile verilen SP-iterasyonu p. € F, ye yakinsar,

(vii) (3.12) ile verilen CR iterasyonu p. €F, ye yakinsar,

(viii) (3.13) ile verilen S* iterasyonu p, € F, ye yakinsar,

(ix) (3.16) ile verilen yeni iterasyon yontemi p. € F, ye yakinsar.

Asagidaki teoremde yeni tanimlanan iterasyon yontemi ile Picard-S iterasyon

yonteminin yakinsaklik hizlari karsilastiriimistir. Ayrica bu teoremin bir sonucu olarak
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yeni tanimlanan iterasyon yénteminin daha hizli oldugu MATLAB programi kullanilarak

niimerik olarak gosterilmistir.

Teorem 3.26 p. sabit noktasina sahip T donlsimu ile C kiimesi ve X uzayl Teorem

3.24'teki gibi tanimlansin. x, =u, €C olmak uUzere (3.16) ile verilen yeni iterasyon
yonteminden elde edilen {xn}f=1 dizisi ve (3.10) ile verilen Picard-S iterasyon
yonteminden elde edilen {u,}”  dizisi goz 6niine alinsin. {«,}ve {f,}dizileri [0,1]
araliginda olmak tzere her neN igin ve bazi «,,a, >0 igin sirasiyla (i) o, <a, <1,

p,<B,<1 sartlar saglansin. Bu durumda {x,}” dizisi p.sabit noktasina {u,}"

dizisinden daha hizli yakinsar.

ispat Teorem 3.23’ten

S 1[1-a,(1-0)] (3.32)

i=1

Xpiy —Pu|| S ||X1 —P.

esitsizligi elde edilmisti. Benzer sekilde (3.10) ile verilen Picard-S iterasyonu igin

Upia =P

S [1-a,B81-05)] (3.33)

i=1

<Ju, - p.

esitsizligi elde edilir. (i) kabult sirasiyla (3.32) ve (3.33) esitsizliklerine uygulanirsa;

X1 =P [ =P 67 T~ (1-0)]
= ||X1 —p. 52”[1_a1 (1_5)]!7,
ve
tys =P < = .87 1T - 0, B, 1= 5)
= ||u1 —P. 52” [1_a1ﬂ1(1_5)]n
elde edilir.
a, =[x, —p.[|6*"1-,(1-5)]
b, =|u, —p.| 5" (1~ a, (1S,
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a
seklinde segilsin ve i, =b—" olsun. Bu durumda,

n

S l-a,(1-9)
S"l-a, B (1-0)

||x1 —P.

u,—p.
(1-a1-68) Y
N\ 1-a,8,(1-06)

elde edilir. 6 ve S, sayilan (0,1)araliginda olup,

l//:a_":
" ob |

b <1

=apf <a,

=a,p(1-90)<a,(1-9)

N [1-e,(1-0)] <1
[1-a,p6,01-9)]

elde edilir. lim, _w, =0 oldugundan Tanim 3.22’den {xn}:l1 dizisinin p. sabit

noktasina {un}:i1 dizisinden daha hizli yakinsadigi sdylenebilir.

.. 3 1
Ornek 3.27 X =R ve C=[1,oo) olmak Gzere her xeC icin T:C—>C, T(x):z(xwt—]
X

seklinde tanimlansin. T ’nin p, =1,73205080756888 seklinde bir tek sabit noktaya

sahip almost contraction dénlsiim oldugu agiktir. x; =1 baslangi¢ noktasiyla birlikte
anzﬁn=yn=z olsun. Asagida verilen gizelgeler (3.16) ile verilen yeni iterasyon

yonteminin, Picard (3.2), Mann (3.6), Ishikawa (3.7), Noor (3.8), S (3.9), Picard-S (3.10),
SP (3.11), CR (3.12), S* (3.13), Picard-Mann (3.14) ve Abbas-Nazir (3.15) iterasyon

yontemlerinden daha hizli oldugunu géstermektedir:
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Cizelge 3.1 Baziiterasyon yontemlerinin yakinsaklik hizlarinin karsilagtiriimasi

X, Mann Ishikawa Noor SP

X, 1 1 1 1

X, 1,12500000000000 | 1,12760416666667 | 1,12770753644630 | 1,29853765491738
X, 1,22135416666667 | 1,22835269106877 | 1,22874546233073 | 1,45852260608018
Xg3 1,73204106834632 | 1,73204843765511 | 1,73204881698286 | 1,73205080756887
Xg, 1,73204228575256 | 1,73204877092441 | 1,73204910079701 | 1,73205080756888
Xgs 1,73204335098222 | 1,73204905732768 | 1,73204934414543 | 1,73205080756888
X1 1,73205080756873 | 1,73205080756887 | 1,73205080756888 | 1,73205080756888
X510 1,73205080756875 | 1,73205080756887 | 1,73205080756888 | 1,73205080756888
X520 1,73205080756877 | 1,73205080756887 | 1,73205080756888 | 1,73205080756888
Xy 1,73205080756877 | 1,73205080756887 | 1,73205080756888 | 1,73205080756888
X5y 1,73205080756879 | 1,73205080756888 | 1,73205080756888 | 1,73205080756888
Xy4 1,73205080756887 | 1,73205080756888 | 1,73205080756888 | 1,73205080756888
X 1,73205080756888 | 1,73205080756888 | 1,73205080756888 | 1,73205080756888

250

42




Cizelge 3.1 gostermektedir ki, SP (3.11) iterasyon yontemi 84. adimda sabit noktaya
ulasirken, Noor (3.8) iterasyon yontemi 218. adimda, Ishikawa (3.7) iterasyon yontemi

222. adimda ve Mann (3.6) iterasyon yontemi 250. adimda sabit noktaya ulasmaktadir.

Cizelge 3.2 Bazi iterasyon yontemlerinin yakinsaklik hizlarinin karsilastiriimasi

X, Picard Picard-Mann S* S

X, 1 1 1 1

X, 1,50000000000000 1,51041666666667 | 1,53152164346837 1,50260416666667
X, 1,62500000000000 1,64207959798239 | 1,65074040007186 1,62936277984372
X 1,73205080756595 1,73205080756885 | 1,73205080756886 1,73205080756795
X3o 1,73205080756742 1,73205080756887 | 1,73205080756887 1,73205080756843
X4 1,73205080756815 1,73205080756887 | 1,73205080756887 1,73205080756866
Xy 1,73205080756851 1,73205080756888 | 1,73205080756888 1,73205080756877
Xy 1,73205080756887 | 1,73205080756888 | 1,73205080756888 | 1,73205080756887
X, 1,73205080756887 1,73205080756888 | 1,73205080756888 1,73205080756888
X4q 1,73205080756887 | 1,73205080756888 | 1,73205080756888 | 1,73205080756888
X4 1,73205080756888 1,73205080756888 | 1,73205080756888 1,73205080756888

Cizelge 3.2 gostermektedir ki Picard (3.2) iterasyon yontemi 49. adimda sabit noktaya

ulasirken, S (3.9) iterasyon yontemi 47. adimda, Picard-Mann (3.14) ve S* (3.13)

iterasyon yontemleri ise 41. adimda sabit noktaya ulagsmaktadir.
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Cizelge 3.3 Bazi iterasyon yontemlerinin yakinsaklik hizlarinin karsilagtiriimasi

X, Yeni iterasyon Picard-S Abbas ve Nazir CR

X, 1 1 1 1

X, 1,63823341836735 | 1,62608657387348 | 1,59716909707178 | 1,53347476846837
X, 1,71238829126157 | 1,70759059791304 | 1,69489357952688 | 1,65363032158024
Xy, 1,73205080756887 | 1,73205080756883 | 1,73205080756650 | 1,73205080137048
Xy 1,73205080756888 | 1,73205080756887 | 1,73205080756819 | 1,73205080494182
Xy, 1,73205080756888 | 1,73205080756887 | 1,73205080756868 | 1,73205080645546
Xy 1,73205080756888 | 1,73205080756888 | 1,73205080756882 | 1,73205080709698
X,q 1,73205080756888 | 1,73205080756888 | 1,73205080756886 | 1,73205080736887
X, 1,73205080756888 | 1,73205080756888 | 1,73205080756887 | 1,73205080748411
X,q 1,73205080756888 | 1,73205080756888 | 1,73205080756888 | 1,73205080753295
Xsq 1,73205080756888 | 1,73205080756888 | 1,73205080756888 | 1,73205080756887
X4 1,73205080756888 | 1,73205080756888 | 1,73205080756888 | 1,73205080756888

Cizelge 3.3 gostermektedir ki (3.16) ile verilen yeni iterasyon yontemi 23. adimda sabit
noktaya ulasirken, Picard-S (3.10) iterasyon yontemi 25. adimda, Abbas ve Nazir (3.15)
iterasyon yontemi 28. adimda ve CR (3.12) iterasyon yontemi 40. adimda sabit noktaya

ulasmaktadir.
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Sabit nokta galismalarinda veri bagliligi kavrami asagidaki gibi ifade edilir:

Bir T donlsiminilin p. ile gosterilen sabit noktasi hesaplanirken, gesitli sebeplerden

dolayl T’nin Tanim 3.21" deki sartlari saglayan S gibi belirli bir yaklagim operatora

kullanihr. S ’nin belirli bir metodla hesaplanabilen g. gibi bir sabit noktaya sahip

oldugu kabul edilsin. Bu durumda dogal olarak asagidaki problemler ortaya

¢itkmaktadir:

(i) p.yaklasik olarak g. midir?

Eger cevap evet ise

(ii)

p. —q.|| degeri nasil hesaplanabilir?

Farkli dontisiim siniflari ve iterasyon yontemleri icin (i) ve (ii) ile verilen problemlere
olumlu cevaplar bulunmustur. Bu cevaplardan biri Soltuz ve Grosan [59] tarafindan

asagidaki teoremle verilmistir:

Teorem 3.28 X bir reel Banach uzayi, C < X bos olmayan, konveks ve kapali bir kiime
ve & >0 sabit bir sayi olsun. T:C — C (2.28) sartini saglayan bir donlisimve S:C —>C

herhangi bir donisiim olsun. T ’nin x. gibi ve S’nin de (x. a yeterince yakin) u, gibi

sabit noktalara sahip olduklari kabul edilisin. Eger
||Tz—Sz||Sg, VzeC
bagintisi saglaniyor ise, bu durumda

L £
1-q

X — Uy

olur.

Asagidaki teoremde (3.16) ile verilen lg¢ adimli yeni iterasyon yontemi yardimiyla (2.26)
sartini saglayan almost contraction donisimlerin sabit noktalarinin veri baglihg

incelenmistir:

Teorem 3.29 X bir Banach uzayi ve C bu uzayin bostan farkh, kapali ve konveks bir alt

kiimesi olmak tzere T,5:C — C (2.26) sartini saglayan almost contraction operatorler
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olsun. x, sabit noktasina sahip S operatorl, p. sabit noktasina sahip T ’'nin yaklasim
operatori olsun. T operatori icin (3.16) ile verilen yeni iterasyon yonteminden elde

edilen dizi {xn}:l1 ile gOsterilsin. S operatori icin asagida verilen iterasyondan elde

edilen dizi {u,}” ile gosterilisin:

n+1 = Svn

v,=(1-a,)w, +a,Sw, (3.34)

w, =Su,neN,

u

w 1
burada her ne N icin {e,}  €[0,1] ve Egan dir. £ >0 olmak lizere n— icin
u, —> X, ise

. —x.|| < 15_—85 esitsizligi gecerlidir.

ispat (2.26), (3.16) ve (3.34) kullanilarak;

z —w,|= ||Txn -Su, || < ||Txn —Tu, || +||Tun -Su,

<o

L (3.35)

Xn _un

x, —Tx,

+¢&,

=|(1-a,)z,+a,7z,-(1-a,)w, - a,5w,
<(1-a,)
<(1-a,)

yn_vn

z,—w, |+,

Tz, —Sw,

z,—w, |+,

Tz, —Tw,

+a,

Tw,—Sw,
<(1-e,)

+a,lL

(3.36)
z,-w,|+a,0|z,—w

n

z,-Tz,|+a,e
=[1-¢a,(1-0)]

+a,¢

zn _Wn

+a,l

z -1z,

elde edilir. (3.35) esitsizligi (3.36)’da yerine yazilirsa

+L

<-a (-85

+a, L

y,—V, X, —Uu, X, —Tx |+&}

(3.37)

z —Tz,

+a,¢,

olur. Ayrica
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Xn+1_un+1 =|Tyn_svn
£|Tyn—Tvn +||Tvn—5vn
<oly,—v,|[+L|y,=Ty,|[+€

olup, (3.37) esitsizligi (3.38)'de yerine yazilirsa

X,.,—U  [<0l—a,(1-0){J]|x, —u,|[+L|x, —Tx, |+ &}
+a ol\z, —Tz |+a,0s+L|y, —Ty, ||+ &
=58 [1-a,(1-9)]|x, —u,
+0[1-«a,(1-0)lL||x, —Tx,
+o0[1-a,(1-9)le+a,ol|z, - Tz,
+a,0s+L|y, =Ty, |+¢

elde edilir. Her neN icin «, €[0,1] ve § €(0,1)oldugundan

1-¢,(1-0)<1,
oll-e,(1-9)]<1,
(1-e,)<1,
a,0<1,

esitsizlikleri elde edilir. Kabul geregi 1-a, <«, dir. Dolayisiyla

X

<[-a,1-5)]

+2a,6+6a,l|z, - Tz, |+ a,e

e — U X, —u|+a,0(+0)L|x, —Tx,

+2a,L

y, =Ty, ||+2a,¢&
=[1-¢,(1-9)]
o(1+90)L

+oL

Xn _un
x,—Tx,|+2L|ly,—Ty,

z,—Tz,|+5¢ }
(1-9)

+%u—5){

olur.
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a,=

Hy

Xn _un

a,(1-35)e(0,1)

S(1+O)||x, —Tx,||+2L|y, - Ty,
+0L|z, —Tz,||+5¢

(1-9)

seklinde secilirse Lemma 3.20’den

0<lim sup||xn —-u,
n—w

o(1+0o)L|\x, —Tx,||+2L|y, =Ty,
+olL||z, —Tz,|+5¢
<limsup
n—w (1_5)
5
(1-96)

elde edilir. Teorem 3.23’ten x, — p, dir. Ayrica kabulden n—o0 i¢in u, — x. dir.

Sonug olarak;

< 5¢
1-6

p*_X*

elde edilir.

3.3 S* iterasyon Yéntemi i¢in Bazi Sabit Nokta Teoremleri

Bu boélimde (3.13) ile verilen iterasyon yontemiyle elde edilen dizinin almost
contraction dontsim sinifinin teklikle belirlenen sabit noktasina kuvvetli yakinsadigi,

yakinsakhginin denkligi, yakinsaklik hizi ve veri baghhgi sonuglari gésterilecektir:

Teorem 3.30 C kimesi, X Banach uzayinin bostan farkli, kapali ve konveks bir alt

kiimesi olmak tzere T:C—C tanimli (2.26) sartini saglayan bir almost contraction

donltisim olsun. {xn}:ozo, (3.13) no’lu iterasyondan elde edilen bir dizi ve

{a,}"  AB.} 7.} kontrol dizileri [0,1] araligina ait olmak iizere Y a = sarti

n=1
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saglansin. Bu durumda {xn}:zodizisi T operatorinin teklikle belirli olan p, sabit

noktasina kuvvetli yakinsar.

ispat T’nin C’de bir tek sabit noktaya sahip oldugu Teorem 2.35’den kolaylikla

gorulebilir. n—o0 icin x, — p. oldugunu gosterilecektir. (2.26) ve (3.13) kullanilarak;

z,—p.|=]@=7,)x, + 7,7, — p.|
<@-y,)|x, —P*| + 7, (7%, —Tp*||
<{1-y,@-}x, —p.|

v, —p.|| == B)Tx, + 8,72, p.|
<@-B)|x, - To.|+ B,||Tz, - To.|
<(1-B,)3|x, - p.||+ B,S

z,—p.|

esitsizlikleri elde edilir. (3.39) esitsizligi (3.40)’ta yerine yazilirsa;

y,—p.|<{1-B)5+B,5[1-7,01-0)]}

X, =P

olur. Ayrica

X, .1 —Ps || = ||(1 —-a )x, +a,Ty, —p. ||
<(l-a,)|Tx, —Tp*||+a,, Ty, —Tp,,||
<(1-a,)d y,— b

x,—p.|+a,6

olup (3.41) esitsizligi (3.42)'de yerine yazilirsa;

X0~ P <(1=a,)5]x, - p.|
va,6{1- )5+ B,0[1-7,01-5)])

X, =

elde edilir. Herne N i¢in «,, 5,,7, €[0,1] ve 6 €(0,1) oldugundan,

X, —P:|<S[1-a,(1-6)]
<{1-a,(1-6)}

X, —p.|
X, =P

olup (3.44) ile verilen esitsizlikte timevarim uygulanirsa
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x,—p| <[1-a,,0-8)]|x, . —p.
X, —p.|<[1-a,,0-8)]|x,, —p.
: (3.45)
||x2 - p. £[1—051(1—5)]||X1 - p.
I, —p.| <[1-a,(1-0)]|x, —p.
olur. (3.45)’ten
X, —Ps S”x0 —p. k]ﬁ)[l—ak(l—é‘)] (3.46)

elde edilir. Klasik analizden her xe€[0,1] icin 1-x<e™ esitsizliginin saglandig

bilinmektedir. Bu gercekten hareketle (3.46) esitsizligi

n
—(1-6
X1 —P:|| <%0 — P klle (1-6)a
o, (3.47)
-(1-6)) e
= ||X0 —_ p* e k=0

seklinde yazilabilir. (3.47)’de limit alinirsa n—o0 i¢in x, — p. oldugu gorulir. Bu ise
ispati tamamlar.
Teorem 3.31 X bir Banach uzayi, C kiimesi X ’in bostan farkh, kapal ve konveks alt

kiimesi ve T:C — C (2.26) sartini saglayan almost contraction donlisim olsun. T ’'nin

p. € F, gibi bir sabit noktaya sahip oldugu kabul edilsin. x, =u, €C ve VneN igin

{a,} ABY 7.}, €l0,1] olmak uzere ian:oo sarti saglaniyorsa asagidaki

n=1

ifadeler denktir:

i) (3.13) ile verilen S* iterasyon ydnteminden elde edilen {x }" dizisi p.eF, ye

yakinsar.

ii) (3.12) ile verilen CR iterasyon yonteminden elde edilen {u }", dizisip. eF. ye

yakinsar.

ispat ()= (ii): n—o iken x, — p. kabuli altinda u, — p. oldugu gésterilmelidir.

(3.13) S* iterasyon yontemi, (3.12) CR iterasyon yontemi ve (2.26) sarti kullanilarak;
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z,—w,|=[(1-7,)x, + 7.7, - (1=7,)u, - 7,Tu,
<(1-7,)|x, —u,|+ 7. [, - Tu,
S[l—y/n(l—5)] x,—u |+y,Llx,—Tx,
ve
Yo =V, :||(1_ﬂn)TXn +ﬁnTzn _(1_ﬁn)Tun _ﬂnTWn
<@-B)o|x, —u ||[+1-B)L|x, —Tx,
+pB.0|\z,—w,||+B.L|z, - Tz,

elde edilir. (3.48) esitsizligi (3.49)'da yerine yazilirsa;

y,—V,[|<ol1-8,7,01-0)l|x, —u,
H@A-B )L+ By, oL}x, —Tx,
+B Lz, Tz,
olur. Ayrica,
XIT_W" = Xn_(l_yn)un_j/n-run
<(1-7,)|x, —u,|+7.|x, = Tx.|| + 7, |Tx, — Tu,
<[A-y,@=-9)]|x, —u,|+Q+L)y,|Ix, —Tx,|,
ve
Xn_vn = Xn_(l_ﬂn)Tun_ﬂnTWn
<(1-8,)|x, = Tu,|+ B,|x, - Tw,
<(1-8,)|x, -, |+ (1-8,)|x, - Tu,
+B.11x, = Tx ||+ B, |Tx, —Tw,
<(1-8,)6|x, —u,|+ B,5|x, —w,

+1+ L)||xn —Tx,

olup (3.51) esitsizligi (3.52)'de yerine yazilirsa;

Ix, —v,| <81 By, 1-8)|x, —u,|
HA+ 0+ B,7,0)x, =T,

elde edilir. O halde,
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X

=|(1-a,)7, +a,Ty, - (1-a,)v, - a,Tv,
<(1-a,) +(1-a,)

+a,0

nr1 " Un

(3.54)

x,—Tx, X,—V

n

+a,l

yn_vn yn_Tyn

seklinde olup (3.50) ve (3.53) esitsizlikleri (3.54)’te yerine yazilirsa;

X u

<(1-a,)
+(1-a,)dl1-B,7,(1-5)]
+(1-a, {1+1)2+B,7,0)
+a,8°[1- B,7,(1-5)]
+a,6{(1= B, )L+ B,7,6L}
Y, —Ty,||+a,06,L

n+1~ Yn+1 X, — TXn

Xn _un

x,—Tx,

Xn _un

x,—Tx,

+a,lL

z, -1z,

elde edilir. 6 €(0,1) ve [1-,7,(1-0)]<1 oldugundan,

X <[1-«,(1-9)]
+{(1-a,)1+@+1)(1+B7,0))
+(a,6{(1- B, )L+ B,y,6L}

y, =Ty |+a,08L

n+l un+1 Xn - un

(3.55)

x,—Tx,

+a,L

z -1z,

seklinde yazilabilir. ||x, —p,||—> 0 oldugundan Teorem 3.24‘tin ispatindakine benzer

islemlerle lim||x, —Tx,||=lim|y, —Ty,||=lim||z, = 7z,| =0 bulunur.
n—o0 n—o0 n—oo

u =a,(1-5)e(0,1)
Xn —Un
b,={(1-a,)1+@1+L)1+B,7,0))

+(e,6{(1- B,)L+ B,y,6L}

y, =Ty, |+a,B.0L

a, =

7

x,—Tx,

+a,L z, -1z,

seklinde segilsin. n— o0 icin b, = 0 dir. Lemma 3.19’un sartlari saglandigindan n—oo
icin a, =|x, —u,| —0 dir. Uggen esitsizliginden ||u, - p.| < |u, —x, |+, — p.|| yazilabilir.
Sonug olarak lim||u, — p.| =0 elde edilir.

(ii)=>(i): n—o0 iken u, — p. kabull altinda x, — p. oldugu gosterilmelidir. (3.13) S*

iterasyon yontemi, (3.12) CR iterasyon yontemi ve (2.26) sarti kullanilarak,
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un _zn =||un _(1_7/n)xn _j/nTXn
S@-y)u, =x |+, |lu, —Tu |+, |Tu, —Tx, (3.56)
<A-y,@-0)|u, —x,|+7,Q+L)|lu —Tu,
ve
Wn _zn :H(]‘_}/n)un +7nTun _zn
<(1- u—z|\+y llu—Tu
( J/n) n n }/n n n (3'57)
+7/n un _zn
= un_zn +7/n un_Tun
esitsizligi elde edilir. (3.56) esitsizligi (3.57)'de yerine yazilirsa,
w,-2z<[1-y,(1-9)]|u, —x,
” (3.58)
+;/n(2+L)||un ~Tu,
elde edilir. Ayrica,
Vo ~Yall= (1= 8,)Tu, + BTw, ~ (1= B,)Tx, - Tz,
<(1-8,)8|u, —x,||+(1—- B, )L|u, = Tu, (3.59)
+B.o\w,—2z,|+BLw,-Tw,

olup 6 €(0,1) ve [1-y,(1-0)]<1 oldugu dikkate alinarak (3.58) esitsizligi (3.59)’da

yerine yazilirsa,

v, =y II<[1-B,1-90)|u, —x,
+{(1-B,)L+ By,0@2+0)}|u, - Tu, (3.60)
+pB Lw, —Tw,
elde edilir. Benzer sekilde,
Wn _Xn :H(l_?/n)un +7/nTun _Xn
<@-yI)u, —x,|+7,|Tu, —x, (3.61)
<|u, =x,|+7,|Tu, —u,
ve
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vV, — X, =H(1—,Bn)Tun +BTw, —x,
<(1-8,)|u, —x,|+(1-8,)|u, - Tu, (3.62)
+ﬂn Wn_TWn +ﬂn WH_XI')
olup (3.61) esitsizligi (3.62)’de yerine yazilirsa
v, =X, | <|u, = x,|[+[1-8,0-y)u,—Tu,
” (3.63)
+8,w, —Tw,
elde edilir. O halde,
u,.,—X,.,|<(1-a,)d|v, —x,||[+a,0|v, -V,
1| <( )9l (3.64)
+1-a,+1L)|v,-Tv,

olur. 6 €(0,1) ve [1-,(1-95)]1<1 oldugu dikkate alinarak (3.60) ve (3.63) esitsizlikleri

(3.64)’'te yerine yazilirsa,

Upr =X

<[1-a,(1-6)]
+{(1-a,)ol1-B,(1-7,)]
+a,6[(1- B, )L+ B,7,62+L)]}
+1-ea, +1)
+oB [1-a,(1-L)]

un _Xn

n+1

u,—Tu,

v,—-Tv,

w,—Tw,

elde edilir. |u, —p,| =0 oldugundan Teorem 3.24‘{in ispatindakine benzer islemlerle

lim |u, —=Tu, | =lim|v, = Tv,||=lim|w, —Tw, | =0 bulunur.

n—o n—oo n—oo

1, =a,(1-35)e(0,1)

a,=

u,—x

nll?

b,={(1-a,)sl1-B,{1-7,)]
+1-ea, +1)

u,—Tu,

v,—Tv,
+0f,[1-a,(1-L1)]

w,—-Tw,

seklinde segilirse n—o0 igin b, = 0 olur. Lemma 3.19’un sartlari saglandigindan

n— oo igin a, =||u, —x,| — 0 elde edilir. Uggen esitsizliginden
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=0 elde edilir.

S”Xn _un”+”un —p-

Ix, —p. yazilabilir. Sonug olarak lim|x, — p.
n—oo

Sonu¢ 3.32 X bir Banach uzayi, D#Cc X konveks ve kapali bir kiime olsun.
T:C—C tanimh (2.26) sartini saglayan almost contraction dénisim olsun. T 'nin

p. € F, gibi bir sabit noktaya sahip oldugu kabul edilisin. Tim iterasyonlar igin baslangi¢

noktasi ayni ise bu durumda asagidaki ifadeler denktir:

(i) (3.2) ile verilen Picard iterasyonu p. € F, ye yakinsar,

(ii) (3.6) ile verilen Mann iterasyonu p. € F, ye yakinsar,

(ii) (3.7) ile verilen Ishikawa iterasyonu p, € F, ye yakinsar,

(iv) (3.8) ile verilen Noor iterasyonu p. € . ye yakinsar,

(v) (3.10) ile verilen Picard-S iterasyonu p. € F, ye yakinsar,

(vi) (3.11) ile verilen SP-iterasyonu p. € F, ye yakinsar,

(vii) (3.12) ile verilen CR iterasyonu p. € F, ye yakinsar,

(viii) (3.13) ile verilen S* iterasyonu p. € F, ye yakinsar,

(ix) (3.16) ile verilen yeni iterasyon yontemi p. € F. ye yakinsar.

Teorem 3.33 p. sabit noktasina sahip T donlsimu ile C kiimesi ve X uzayl Teorem
3.30'daki gibi tanimlansin. x, =u, €C olmak uzere (3.12) ile verilen CR iterasyon
yonteminden elde edilen {un}:o:l dizisi ve (3.13) ile verilen S* iterasyon yonteminden

elde edilen {x }:Ozldizisi goz onine alinsin. {a,},{8,} ve {y,} dizleri [0,1] araliginda

n

olmak tzere her neN igin ve bazi «,,a,>0 igin (i) o, <a, <1 sarti saglansin. Bu

durumda {un}ledizisi p. sabit noktasina {x,}” dizisinden daha hizli yakinsar.

Ispat Teorem 3.30’dan

X —P. sfg[l—oz,(l—&)]”x0 —p. (3.65)

esitsizligi elde edilmisti. O halde (i) kabuli (3.65)’e uygulanirsa;
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(AR B PN (s B A (R e (3.66)

olur. Benzer sekilde (3.12) ile verilen CR iterasyonu igin,

w, =p.| =L =7,)u, +7,Tu, - p.|
<@-7)u, —p.|+7,6|u, - p.|
+7,L]|p. = Tp.|
=[1-7,0-6)]|u, - p.|

(3.67)

ve

v, =p.| =2~ B,)Tu, + B,Tw, ~p.|
<(1-p,)8|u, —p.|+ B,5|w, —p.|
<(1-B,)8|u, =p.|+ B,6[1-7,(1-8)]|u, —p.|
={t-5)5+B,5[1-7,0-6)]}|lu, - p.

(3.68)

elde edilir. Ayrica,

Up =P =0 -, v, +a,Tv, —p.|
<@1-a,)|v, -p.||+ S|, —p.| (3.69)
=[1-a,(1-8)]|v, - .|

olup (3.68) esitsizligi (3.69)'da yerine yazilirsa,

U, —p)|<[1-a,1-0)]{(1-B,)5 + B,8[1-7,(1-5)]}
=3[1-a,(-0)][1- By, 0= )]|u, —p.|

u, = p.||

olur. §€(0,1) ve [1-B,7,(1-5)]<1 oldugundan,

U,y —P.||<S[1-2,(1-0)]

u, —p.|| (3.70)

elde edilir. (3.70) esitsizliginde timevarim uygulanirsa,

Uy —p.| < éé‘[l—a,(l—&)]”uo —p.| (3.71)

olur. (i) kabulii (3.71) esitsizligine uygulanirsa,

Uy —p) < uo —p] 5" 1 -, 1= (3.72)
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elde edilir.

5n+1 [1 _ al (1 _ 5)]n+1 ,

a, =u, —p.

[1-a,@-1",

b, =[x, —p.

a
seklinde segilisin ve v, =b—” olsun. Bu durumda,

n

y G _l-p]on-a o
n b,, ”Xo — P, [1—0{1(1_5)]n+1
=5n+1

elde edilir. §€(0,1) oldugundan lim __ w, =0 olur. Tanim 3.22’den {u,}" dizisinin

p. sabit noktasina {xn}:=0 dizisinden daha hizl yakinsadigi séylenebilir.

Ornek 3.34 X=R ve C=[1,:0) olmak lizere her xeC igin T:C—>C, T(x)=x—1+ix
e

seklinde tanimlansin. T’'nin p,=0 seklinde bir tek sabit noktaya sahip almost

y - 4
contraction déniisiim oldugu agiktir. x, =1 baglangic noktasiyla birlikte o, = n+6
n+
n+3 n+2 o .
= J Y, = olsun. Asagida verilen tablo Noor (3.8), SP (3.11), CR (3.12) ve S*
n+5 n+4

(3.13) iterasyon yontemlerinin yakinsaklik hizlarini géstermektedir:
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Cizelge 3.4 Baziiterasyon yontemlerinin yakinsaklik hizlarinin karsilagtiriimasi

X, SP Noor CR S*
X, 1 1 1 1
X 0,00000061322593 | 0,00406927930341 | 0,00000000000000 0,00000000000001
X, 0,00000000495537 | 0,00074014007758 | 0,00000000000000 0,00000000000000
X, 0,00000000000000 | 0,00000271133087 | 0,00000000000000 0,00000000000000
Xy 0,00000000000000 | 0,00000000000000 | 0,00000000000000 0,00000000000000

Cizelge 3.4 gostermektedir ki CR (3.12) iterasyon yontemi 5. adimda sabit noktaya
ulasirken, S* (3.13) iterasyon yontemi 6. adimda, SP (3.11) iterasyon yontemi 9.

adimda ve Noor (3.8) iterasyon yontemi 18. adimda sabit noktaya ulasmaktadir.

Asagidaki teoremde S* (3.13) iterasyon yontemi kullanilarak (2.26) sartini saglayan

almost contraction dontsiimlerin sabit noktalarinin veri bagliligi incelenecektir:

Teorem 3.35 X bir Banach uzayi ve C bu uzayin bostan farkli kapal konveks bir alt

kiimesi olmak tzere T,5:C — C (2.26) sartini saglayan almost contraction operatorler
olsun. x. sabit noktasina sahip S operatérl, p. sabit noktasina sahip T ’nin yaklagim
operatori olsun. T operatori icin (3.13) ile verilen S* iterasyon yonteminden elde

edilen dizi {xn}f=1 ile gosterilsin. S operatéri icin asagida verilen iterasyondan elde

edilen dizi {u,}"ile gosterilsin:
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U, =(1-a,)Su, +a,Sv,
v, =(1-5,)Su, + B,Sw, (3.73)
w,=(1-y,)u,+7,5u,,neN,

burada her neN icin {a,}” {B,} 7.} _, €l0,1] ve %San dir. £>0 olmak tzere

n— oo igin u, — X, ise

4g

o] 2

esitsizligi gecerlidir.

ispat (2.26), (3.13) ve (3.73) kullanilarak;

z —w,|<(1-y,)
<(1-7,)

<[1-7,0-8)]

X, —U, Tx,—Su,

Tx,—Tu,

7,
+7,

Xn _un

(3.74)

X, —U, +7,1Tu, —Su,

x,—Tx,

+y,L +7,&,

ve

<(1-4,)
<(1-8)|
+5,{
<(1-B){4]x, -y,
+p,{6

Tx,—Su,

Tx,—Tu,

+ B,
Tu, — Sun”}

} (3.75)

y,—V, Tz, —Sw,

+|

Tz, — Twn|| + ||Twn - Sw,

+L

x,—Tx, +8}

+ L||zn -1z,

z, —w, +¢}
elde edilir. (3.74) esitsizligi (3.75)'de yerine yazilirsa,

+L

<@-pB){s
+,{6[1-7,(1-9)]
+37,& +L|z, - Tz, |+ £}

<5[1-B,7,(1-9)] +L[1-B,01-37,)]
+4 L +(1-B)e+p,y,06+ B¢

y,—V, x,—u, x,—Tx, +g}

X, —u_ |+ 0y, L|x, —Tx,

X, —U, x,—Tx,

z, -1z,

elde edilir. 6 €(0,1) ve her neN icin {8}, ,{r.}, €[0,1] oldugundan,
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[1-8,7,1-6)]<1
[1-,(1-5y,)]<1

ve dolayisiyla
||yn —vn|| < 5||xn —un||+L||xn —Tx, ||+L||zn -1z, ||+23

olur. Ayrica,

X

<(1l-ea,)|Tx,—Su,

<@ -a,){|x, = Tu,|+|Tu, - Su,

}

+Lx, —Tx,

+a,

Ty, —Sv,

j

n+1 " Una

+a, { Ty, —Tv, Tv, —=Sv,

+|

<@-a,){d|x,-u,
+a, {5 y,—V,
<(-a,){s

+a 8

ve)

+L

v,— Ty, +8}

+L

X,—Uu, x,—Tx, +g}

X, =Tx, ||+ e, 6L

x,—u,l+a,L z,—Tz,

+2a,06 +a, L

y,—Ty,|+a,&

olup 0 €(0,1) oldugundan,

X u +L

<[1-a,(1-5)]

+a,L

n+1 - Y1 Xn _un Xn _TXn

+a,l

z -1z,

Y.~ 1y,
+2a,c+¢

elde edlilir. (i) kabuliinden 1-¢«, <, yazilabileceginden,

X, —U,||<[1-a,(1-0)|x, —u,|+2,L||x, —Tx,
+a Ly, =Ty, |+e,lL\z, Tz, ||+4a,&
olur. O halde
an = Xn _un ’
u,=a,(1-0)e(0,1)
{2L x,—Tx |[+L|y,—Ty,||+L|z,—Tz, +4g}
n, = (1_5)

seklinde secilirse Lemma 3.20’den
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0<limsup

n—o0

' {{ZL”X" —Tx,[|+L|y, - Ty,
<limsup

Xn _un

n—o

+L|z, -7z, ||+ 45}
(1-9)

_ 4¢
T (1-6)

elde edilir. Teorem 3.30’dan x, — p, dir. Ayrica kabul geregi n— oo i¢in u, — x. dir.

Sonug olarak,

elde edilir.

Asagida verilen Ornekte (2.26) sartini saglayan almost contraction operatorler igin
yukarida ispatlanan veri baghligi sonucu irdelenecektir:
Ornek 3.36 C=[-1,1] kiimesi iizerinde d(x,y)=|x—y| standart metrigi tanimli olsun.

T:C—>C

1
—sini;—1£x<0
Tx = i 2
——sinf; 0<x<1
2 2

seklinde tanimlansin. T 'nin (2.26) sartini saglayan almost contraction dénisiim oldugu

gosterilmelidir. Bunun icin (2.18) ve (2.19) sartlarinin saglanmasi gerekmektedir. x <y

oldugu kabul edilsin. O halde T 'nin tanimi geregi li¢ durum s6z konusudur.

(i) 0<x<y<1 durumu:

[Tx—Ty| :% sin%—sing

&

=—|2cos

N | =
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+ J—
:cosu siny X
4
< siny_X‘ (3.76)
Sl|y—x|
4
olur. Bu nedenle her L>0 igin
1 1. x
Tx—Ty|<—|y —x|+L|y +—=sin—
[ =Ty|< 2y =x|+ Ly +sin>
1 1. vy
Tx=Ty|<—|y—x|+L|x+—sin=
[ =Ty|< 2y =x|+Lpe+Zsin2
: : o e 1 1. x
ifadeleri yazilabilir. Ayrica (3.76) esitsizliginden |Tx—Ty|£Z|x—y|+Lx+EsmE

1
yazilabilir. Yani 56[2,1j olmak lizere T donlsimi (2.26) sartini saglayan bir almost

contraction donlisim olur ve bu nedenle sabit noktasi tektir. Verilen aralikta Tx = x

denklemi x =0 durumunda saglanacagindan déniisiimin sabit noktasi O olur.

(i) —1<x<y <0 durumu:

[Tx—Ty| =% sin%—sin%

(2

X+y

Y

. 2
sin
2 ‘

1
=—|2cos
2

= |cos sin

X—y‘

IA

sin

X—y‘

IA

Zlx—y]
4

oldugundan ispat (i) durumuyla benzer sekilde yapilabilir.
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(iii) -1<x <0<y durumu:
1

[x—=Ty|== sin> +sinY
2 2 2

(71.2)

2
cos
2 ‘

1
=—|2sin

X+y|

x+y‘

cosX;yI (3.77)

= |sin

IN

sin

< 1|x+y|
4

olup —1<x<0 ve 0<y <1 oldugundan a >0 olmak lizere x=—a denirse

[x+y|=|y—a| ve |x—y|=|y+a| olur. |y—a|<|]y+a| oldugundan verilen aralikta
[x+y|<|x—y| elde edilir. Yani, (3.77) esitsizliginden |Tx—Ty|£%|x+y|£%|x—y| olup
ispatin geri kalani (i) durumuyla benzer sekilde yapilabilir. S:C —C

(x—0,07)+(x+0,1)3 _(x=03 (x+0,2)"

3,95 95,04 7581,27 130160,02°
Sx = ’ ' . S (3.78)
X _(x—0,2) _(x+0,1) N (x—0,5)

- 4,88 109,85 7614,18 129970,84°

seklinde tanimlansin. WOLFRAM MATHEMATICA 9 programi  kullanilarak

max|T — S|=0,0217145 oldugu hesaplanabilir. £ =0,0217145>0 seklinde segilirse her

xeC

xeC igin |Tx—5x|<0,0217145 olur. Bu nedenle S operatdrii T’nin bir yaklasim

operatori olur. Ayrica (3.78)'den S operatoriniin C=[-1,1] kimesindeki sabit

noktasi  x, =0,0000603tlr. Dolayisiyla iki sabit nokta arasindaki fark

=0,0000603 olur.

p* — Xu
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y-ekseni

0.0005 y=x
y=8()
y=Tix)

x-ekseni

0.001 0.0015 0.002

-0.0015 -0.001 -0.0005

-0.0005

Sekil 3.1 T ve S operatorlerinin grafigi

n+2 _n+3

(3.13) ile verilen S* iterasyon yontemi, her neN igin « = , B, ,
n+3 n+4

_ 3 5 _ 7
n+a secilip Su=- u =02 (u+0]) + -0, , 0<u<1 igin
5 4,88 109,85 7614,18 129970,84

Vo=
yeniden inga edilirse

Ly = 1_n+z o, _(un—0,2)3_(un+0,1)5+(un—0,5)7
i n+3)| 4,88 109,85  7614,18 129970,84

n+2\ v, _(vn—0,2)3_(vn+0,1)5+(vn—0,5)7
4,88 109,85  7614,18 129970,84

J{_ u, (=02’ (u,+0,1)° (un—0'5)7] (3.79)

+
n+3

n+3
% 1- z
" ( n+4 4,88 109,85 7614,18 129970,84

n+3\  w, _(wn—O,2)3_(Wn+0,1)5+(wn—0,5)7
4,88 109,85 7614,18  129970,84

n+4 n+4 v, (,-02° (u,+0,1)° (u, -0,5)
w,=|1- u,+ - - - +
n+5 n+5 4,88 109,85 7614,18 129970,84

n+4

iterasyonu elde edilir. (3.79)'dan elde edilen {u,}” ~ dizisinin x.=0,0000603

noktasina yakinsadigi MATLAB programi kullanilarak gosterilebilir. Asagidaki cizelge

{un}io dizisinin sabit noktaya yakinsamasini gostermektedir:
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Cizelge 3.5 (3.79) ile verilen iterasyon yonteminin yakinsamasi

u, (3.79) ile verilen iterasyon yontemi
u, 0,5

u, -0,0225150

u, 0,0008848

u, 0,0000348

U 0,0000610

ug 0,0000603

Bu durumda Teorem 3.35’in bir sonucu olarak asagidaki esitsizlik yazilabilir:

4x(0,021714
—0,0000603 < +x(0.0 . %) _ 0 1158107.

1_i
4

p*_X*

3.4 S* iterasyon Yonteminin Gecikmeli Diferansiyel Denklemlere Uygulanmasi

Adi diferansiyel denklemler kullanilarak modelleme yapilirken sistemdeki gecikmeler
g0z ardi edilir. Ancak kiglk bir gecikme miktari sistemin isleyisinde biiylk degisikliklere
yol acacagindan karsilasilan problemlerin modellenmesinde gecikmeli diferansiyel
denklemlerin kullaniimasi daha gergekci bir yaklasim olacaktir. Temel ve uygulamal
bilim dallarinda karsilasilan problemlerin  modellenmesinde bu denklemler
kullaniimaktadir. Ornegin Villasana ve Radunskaya [120] tarafindan yapilan calismada,
bagisikhk sistemi hucreleri ile 6zel bazi ilaglarin kanser hicrelerinin ¢ogalmasi
Uzerindeki etkilerini inceleyen bir matematiksel modelleme gecikmeli diferansiyel
denklemler kullanilarak yapilmistir. Dolayisiyla modellenen bu problemin ¢6zimi
gecikmeli diferansiyel denklemin ¢ozliimine denk olacaktir. Bu tir denklemlerin
¢0zUmu icin sabit nokta iterasyon yontemleri etkili bir ara¢ olarak kullaniimaktadir. Bu
yontemdeki temel dislince, gecikmeli diferansiyel denklemleri belirli sartlar altinda bir
operator sinifina dahil ederek bir iterasyon yéntemi insa etmek ve bu iterasyondan

elde edilen dizinin operatoriin sabit noktasina baska bir deyisle gecikmeli diferansiyel
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denklemin ¢dzlimiine yakinsamasi icin uygun sartlari belirlemektir. Bu bélimde (3.13)
ile verilen S* iterasyon yontemi kullanilarak gecikmeli diferansiyel denklemlerin
¢6zUmi arastirilacaktir. Bu baglamda Villasana ve Radunskaya tarafindan verilen
problemin ¢dziminde S* iterasyonunun kullaniimasi ile daha etkin ve hizlh sonug

alinabilecegi 6ngoriilmektedir:

[a,b] araligindaki tiim strekli reel degerli fonksiyonlarin uzayir Cla,b] olmak lzere bu

)

kiime Uzerinde ||x—y|_ :maz<]|x(t)—y(t)| Chebyshev normu tanimli olsun. (C[a,b],

bir Banach uzayi olur [121].

x'(t)=g(t, x(t), x(t — 7)), telt,,bl (3.80)

ve baslangi¢ kosulu

x(t) = 4(t), telt,—7,t,] (3.81)

olan gecikmeli diferansiyel denklem igin asagida verilen kosullar saglansin:

(K1) t,,beR, >0,

(K2) f (Clt,,bIxR*,R),

(K3) g eC([t, —7,b],R)

(K4) Her u,,v, eR, i=1,2 ve tlt,,b] igin
|f(t,u1,u2)—f(t,v1,v2)|SLdi:ZZHUi—v,.|

olacak sekilde L, >0 mevcuttur,

(K5) 0<2L,(b—t,)<1.

Bu problem asagidaki sekilde yeniden formiilize edilebilir:

o(t), telt,—7,t,]

x0)= Blt,)+ ] Fls,x(s),x(s ~)ds, t €lty,b]
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Asagidaki sonug [122])'de bulunabilir:

Teorem 3.37 (K1)-(K5) kosullari altinda (3.80)-(3.81) ile verilen problem
x. € C([t,—7,b], R)NC([t,,b],R) gibi bir tek ¢oziime sahiptir ve herhangi bir

xeC([t, —7,b],R) igin x. =limT"(x).

Bu durumda asagidaki sonug verilebilir:

Teorem 3.38 (K1)-(K5) kosullari altinda (3.80)-(3.81) ile verilen problem
x. € C([t, —7,b],R)NC'([t,,b],R) gibi bir tek ¢dziime sahiptir ve (3.13) ile verilen S*

iterasyon yonteminden elde edilen dizi x. noktasina yakinsar.

ispat

o(t), telt,—7,t,]

PUI= gte)+ s, x(s), s~ s, ¢ <l b

operatoru altinda (3.13) ile verilen S* iterasyon yonteminden elde edilen dizi {Xn}::o
ile gosterilsin. Bu operatdrin sabit noktasi x. olmak Gzere n—oo igin x, — x. oldugu

gosterilmelidir. te[t,—7,t,] igin x, — x. oldugu gérilebilir. ispat te[t,,b] igin

yapilacaktir:
Z, = X|, :||(1—7/n )x, +y.Tx —Tx. .
<@-y)|x, —x. VT, =T,
=[1=7)|x, = x|, *+7, n[1a>t§]|Txn(t)—Tx*(t)|
telty,
=1-y,)|x, —X. .
t
Plto) + [ f(s,x,(5),x,(s —7))ds
+ 7, max °
telt, bl t
—(t,)— [ f(s,x.(s),x.(s —7))ds
to
:(1_7n) X, _X*”oo
t
[ f(s,x,(s),x,(s —7))ds
+y max|°
tefty,b]| L
—[ f(s,x.(), x.(s —7))ds
tO
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ve

<-y,)

X” —X ||oo

+7, max j |f(5,%,(5),x,(s = 7)) = £(5,X.(5), x.(s — 7))|dls

<@-y,)|x, - x|,

X, ()= X.(s) +

X (s—7)—x.(s— r)|)ds

t
+y max |L (
nte[to,b]t'[ d

<(1-7,)

Xn —X ||oo

t
< L, max|x (s)—x.(s)|+ max|x (s—7)—x.(s—7)||ds
g o[ maxf ) (s)1+ max e (5~ 2)-x. (s

<(1-y,) xn—x*||w
t
S}/nde( x, = x| +[|x, —X*||w)ds
to
<@-p,)x, = x| +27,Lt—t)|x, — x|,

<[1-7,(1-2L,(b-1,))]

Xn =X ||oo

v, —x*||w = ||(1—,B,,)Txn +p,7z, —Tx*||w

<(1-4,)

=(1- max
( ﬂn)te[to,b]

x, —Tx.|| + 8,

Tz, - Tx.|,
Tx,(t) —Tx. (t)| + [, max
telty ,b]

Tz, (t) = Tx.(t)|

[ £(5,x.(s),x. (s — ))ds
=(1-)max|°

telty,bl| ¢

—[ f(s,x.(s),x.(s—7))ds
[ £(5,2,(s),2, (s — 7))ds
+ B max|° .
tetto b —[ f(s,x.(5), x.(s — 7))ds

to

<(1- ﬁn)tr;?taf] j |f(s,xn(5),xn(s =7)) = f(s, x.(5), X.(s — z'))|ds

+ 5, max T1£(5,2,(5),2,(s — 7)) — £(5, x.(s), x.(s — 7))|ds

X, ()= X. ()| +

S(l_ﬂ”)gt?,f]il'd( xn(s—r)—x*(s—r)|)ds

z,(s) = x.(s)| +

t
+ B, tr![]t?,)zf]t{L"( z,(s—7)—x.(s—7)|)ds

t
<(1- L { max|x (s)— x.(s)|+ max
( ﬂ”)t{ d(te[to,b] ns) ( )| telty b

X (s—7)—X.(s— r)|)ds
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z (s—7)—x.(s— T)|)ds
X, = x|, )ds
z,— x|, )ds

X, = x| +2B,L,(b—t,)

t
+ L, | max|z (s)—x.(s)|+ max
’B”t'[ d(te[to,b] o(5) ()| telty,b]

X, = x| +

<=,

A

<2(1- )L, (b—t,)

z,— x|, +

z,— x|

=21, (b-t,)[ (1= B)|x, - x|, + B, |2, - x.], ]
elde edilir. Benzer sekilde
X =X | =|1-2,)Tx, +a,Ty, - Tx.||,
<@1-a,)|tx, - Tx.||, +a,|Ty, - Tx.||,

=(1-«a,)max
telty,b]

Tx, (t) = Tx.(t)| + @, max
telty b]

Ty, (t) = Tx.(t)|

[ £(5,x. (s),x. (s — 7))dis
=(1-«,) max o

o _{ f(s,x.(s), x. (s — 7))ds

£(5,y,(5),y, (s 7))ds
+@, max o t
T (s, x (), x. (s — 7))ds

to

<(1-a,)max T 1f(s,%,(5), %, (5 — 7)) — £(5, x.(s), x.(5 — )| s
+a, max } |£(s,¥,(5),y,(s = 7)) = (5, %.(5), x.(s — 7))|dls

t
<(1-a )max |L (
( n)te[to,b]t'[ d

X, (s)— x.(s)|+

X (s—1) —x*(s—z')|)ds

t
+a max |L S)—X.(S)|+
o 2% [y (yals) =)

y,(s—7)=x.(s—7) )ds

t
<(l-e,)L, ( max |x,,(s) - x*(5)| + max |xn(s —7)—X.(s— z')|}15
& \telto b] telty,b]

¥, (s)— X.(s)|+ max
telty b]

yn(s—r)—x*(s—r)|)ds

A )ds

t
ra il -xl, +l-xl, s

<21-a, )L, (b-t,)

t
+a, | L, [ max
& \telto b]

s(l—an)de(

X, = x|, +

X, = x| +2a,L,(b—t,)

yn _X*”oo
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=2L,(b—t,)[ (1-a,)

X, —X,,”OO +a,

Y, —x*||oo] (3.84)

olur. Sirasiyla (3.82) esitsizligi (3.83)'te ve (3.83) esitsizligi (3.84)'te yerine yazilirsa;
1%, x|, <20, (60—t ) {1, B,7,[1-2L,(b—t,)]}x, —x.],

elde edilir. (K5) sarti kullanilarak 0<1-2L,(b—t,) <1 elde edilir. Dolayisiyla,

X = x| <X, = x||, =@, |X, = .||, +2L,(b—t)e, |x, — x|,

yazilabilir. Bu esitsizlik diizenlenirse,

Xoi = x|, <[1-a,(1-2L,(b-t,))]

X, =X, (3.85)

elde edilir. (3.85) esitsizliginde timevarima gecilirse,

X1 _X*”OO < g[l_ak (1_2Ld(b_to))]||xo - X ||oo

olur. [1—ak(1—2Ld(b—to)):|<1 oldugundan Teorem 3.30’daki dlstinceden hareketle,

X

n
—[1-24 (b—ty)]ex
xSl x|, [1e

” ” 7[172Ld(b7t0)]§ak
=|Xo — X« " e -

elde edilir. n— oo icin son esitsizlikte limit alinirsa lim |[x, —x.|_ =0 olur.

n—oo
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BOLUM 4

BAZI INTEGRAL DENKLEMLERIN ITERATIF COZUMLERI VE BU
COZUMLERIN VERI BAGLILIGI

4.1 Fonksiyonel Volterra-Fredholm integral Denklem Tipi i¢in Bazi Sabit Nokta

Teoremleri

Volterra-Fredholm integral denklemleri Matematiksel Fizik, mihendislik ve biyoloji gibi
bircok bilim dalinda karsilasilan problemlerin modellenmesinde kullaniimaktadir. Bu
denklemlerin ¢oziimine ulasmak icin Bolim 3.4’te belirtilen disiinceden hareketle
sabit nokta iterasyon yéntemleri etkili bir ara¢ olarak kullaniimaktadir. Ornegin bir
salgin hastaligin zamansal gelisiminin matematiksel modellemesinde Volterra-
Fredholm integral denklemleri kullaniimistir [104]. Bu bélimde (3.16) ile verilen yeni
iterasyon yonteminden elde edilen dizinin [123]’te tanimi verilen asagidaki fonksiyonel
Volterra-Fredholm integral denklemin ¢6ziimiine kuvvetli yakinsadigl ve bu ¢6ziimiin
veri bagli oldugu ispatlanacaktir. Bu baglamda yukarida bahsedilen salgin problemi de
dahil olmak Uzere bu tirden problemlerin ¢c6ziminde (3.16) ile verilen yeni iterasyon
yonteminin kullanilmasi daha hizll ve etkili bir sonug¢ elde edilmesine olanak

saglayacaktir.

(B,|.[) bir Banach uzayi ve C(R’ xB,B) siirekli fonksiyonlarin bir sinifi olmak tizere

ulx,y) = g6y, hut, Y + 1Ky, st uls, E)dsdt— x,y € R (4.1)
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verilsin. Burada g ve K bilinen fonksiyonlar olup h, eC(R* xB,B) olmak uzere

Xy
h(u(x,y))=[[h,(x,y,m,n,u(m,n))dndm seklindedir. 7 >0 olmak lizere
00
X, ={ueC(R?,B)|IM(u) > 0:|u(x,y)|e ™" <M(u)} (4.2)

seklinde verilen Bielecki

kiimesi verilsin. Bu kiime Gzerinde |uf = sup (||U(X,y)||e—r(x+y))
x,yeR,

[124] normu tanimli olsun. Bu durumda (XT,

|T) bir Banach uzayi olur.

Asagida verilen kosullar saglansin:

(K1) geC(R* xB,B), KeC(R’ xB,B);

(K2) h: X_— X_ tanimli olmak tizere Vx,ye R, ,Vu,ve X_igin

3L, > 0: |A(ulx,y) - hivio )| <L, Ju—v]. e,

(K3) Vx,yeR,,Vw,,w, €B icin

3L, > 0:glx,y, wy) = glx,y,w,)|| < L [w, —w,

’

(K4) Vx,y,s,teR_ ,Vw,,w, €B igin

3L/((lelslt) >0:||K(XIyISItIW1)_K(lelsltlwz)”SLK(XIyISIt)”Wl _Wz

(K5) Vx,yeR, igin

Xy
LK (S C(Ri ’ R+) ve .“.LK (X,y, s, t)er(s+t)dsdt < Ler(x+y)'
00

(K6) L,L, +L<1.

Lungu ve Rus [123], (K1-K6) kosullari altinda (4.1) ile verilen denklemin bir Picard
operatorli oldugunu dolayisiyla bu denklemin bir tek c¢6ziime sahip oldugunu
ispatlamistir. Bu durumdan hareketle asagidaki teoremde yeni tanimlanan t¢ adimli

iterasyon yonteminin bu ¢oziime kuvvetli yakinsadigi gosterilmistir:
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Teorem 4.1 {an};c[o,l] kontrol dizisi > a, = sartini saglasin. (4.1) ile verilen

n=1
integral denklem (K1-K6) sartlari altinda x, € X, gibi bir tek ¢6ziime sahiptir ve (3.16)

ile verilen yeni iterasyon yontemi bu ¢dziime yakinsar.

ispat A: X, —> X, olmak tzere
Xy

Alx, (x,y))=glx,y,hix,(x,y)) + [[K(x,y,s,t,x,(s,t))dsdt
00

seklinde tanimlanan operator icin (3.16) ile verilen iterasyon yonteminden elde edilen

dizi {xn}:o:1 ile gosterilsin. n— o0 igin x, — x. oldugu gosterilmelidir. (3.16), (4.1) ve

(K1)-(K6) kosullarindan,

z,-x,|| = sup (||A(xn(x,y))—A(x*(x,y))||e"(“”) olup buradan,
x,yeR

|G, (x, y) = A, o) < lg Oy, Alx, (D) =g lx, v A, (o))

Xy
[TK(x,y,s,t,x (s,t))dsdt
+ 00

Xy
—[TK(x,y,s,t,x.(s,t))dsdt
00

<L ||a(x, (x,¥)) = h(x, (x,y))|
K(x,y,s,t,x,(s,t))

Xy

dsdt

_K(lelsltlx*(slt))

00

<L.L

G™H

7(x+y)

X —X,.| €

n *r

x,(s,t)—x.(s,t)

Xy
+[[L(x,y,s,t) |dsdt
00

7(x+y)

er(x+y) + L

7(x+y)

e

T

<L,

=(L,L, +1)

X, = X.||. X, =X,

e

T

X, =X,

elde edilir. Bu nedenle,

z,— x| <(LL, +1L)||x, — x, . (4.3)
olur. Ayrica,
||yn =X, :||(1—an)zn +a,Az, — X, ||
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<(l-ea,)

Z, —X*”T +ta,

Az, —Ax, ||T

ve

4z, —Ax.], = sup (lA(z, (x,y) - Alx. (x,y))|e ") olup,
x,yeR,

|A(z, (6, ) = Al 9)| < g,y iz, v =g (x,y, hlx. (x, )|

Xy
“K(x,y,s,t,zn(s,t))dsdt
+ 00

Xy
—[IK(x,y,s,t,%,(s,t))dsdt
00

<L ||p(z, (x,y)) = h(x.(x,))|
K(x,y,s,t,z,(s,t))

Xy

+]]

00

dsdt

_K(lelsltlx*(slt))

<L,

7(x+y)
z,-x,[ e

dsdt

Xy
+_“‘LK(X,y,$,t) zn(slt) —X*(S,t)
00

7(x+y)

<LL,|z, —x. ||T e 11|z, —x, ||T e

=(LeL, +1)|z, — x. ||T e )

oldugundan,

y,—x||<1l-a,)

z,—X,

_+a, (L,L, + L)”zn - x*”r
— [1 — an {1 — (LGLH + L)}]“Zn —X. ||r

elde edilir. (4.3) esitsizligi (4.4)'te yerine yazilirsa,

v, —x.|| <[1-a, {1 - (LeL,, + L] (LoLy, +1)]|x, — x.]|

elde edilir. Benzer sekilde,

X = X[, = sup (AL, (x,)) - Alx. by e
x,yeR,

ve

AW, (x,¥) = Ax. (x, V)] <|la(x, v, Aly, (x, ) —a(x,y, h(x,(x, )|
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Xy
[1K(x,y,5,t,y,(s,t))dsdt
+ 00

Xy
—[IK(x,y,s,t,x.(s,t))dsdt
00

<Lg[|ly, (x,¥)) = h(x.(x, )|

x| K(x,y,s,t,y,(s,t
(x,y,5,8,y,(s,t) dsdt
00 _K(X,yrs;t;x*(s;t))
<LeLy|ly, —x.| ™
Xy
+[ILc(x,y,5,t)|y,(s,t) = x.(s,t)|dsdt
00
LeLy |y, —x.| e +L|y, —x.|| e
=(LoLy, + L)y, —x.| e™*”
oldugundan
Xpn = X|| S (Lol + L) [1 =, {1 = (LeLy, +DY||x, —x,||.
elde edilir. (K6) kosulundan L L, +L <1 olup,
||xn+1 —X,||_ < [1—05” {1—(LsL, +L)}]||xn —X.||_ (4.5)
yazilabilir. (4.5) esitsizliginde timevarim uygulanirsa
Xpor =X <%0 = x| kljo[l—aku—(LGLH +1)}] (4.6)

elde edilr. Her keN igin ¢,€[0,1] oldugundan (K6) kosulundan

1-a {1-(L.L, +L)}<1 vyazilabilir. Her x€[0,1] igin 1-x<e™ oldugundan (4.6)

esitsizligi
—[1—(LgLy +L)] i a
Xpor =X <%0 —x.]. € o (4.7)
seklinde yazilabilir. n— oo igin (4.7) esitsizliginde limit alinirsa lim|x, —x,| =0 olur.
n— v

Simdi (3.16) ile verilen iterasyon yontemi yardimiyla (4.1)’ de verilen integral denklemin

¢O6zUmunin veri bagl oldugu ispatlanacaktir. Bunun icin asagida verilen notasyonlar
kullanilacaktir:
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g, €C(R* xB,B), K, e C(R* xB,B) ve h: X, = X, (K2) kosulunu saglamak tizere

g,(ulx,y))=g,(x,y,h(u(x,y))) ve

K, (b, ) = 11K, (x, v, 5, uls, t))dsdt

seklinde verilsin. X_ kiimesi (4.2) deki gibi tanimlansin ve x,y € R, olmak tzere

T,5:X_— X_ operatorleri sirasiyla

T(u(x,y))=g(x,y,h(u(x,y))) + ﬁK(x,y,s,t,u(s,t))dsdt (4.8)
S(u,(x,¥))=9,(x,y,hlu,(x,y)) + ﬁKl (x,y,s,t,u,(s,t))dsdt (4.9)

seklinde verilsin.

Teorem 4.2 (K1-K6) sartlari altinda T operatériyle insa edilen ve (3.16) ile verilen

iterasyondan elde edilen dizi {x,}” ile gosterilsin. {u,}” ise S operatériiyle insa

n=0

edilen asagidaki iterasyondan elde edilen bir dizi olsun:

un-¢—1 = Svn
v,=(1-a,)w, +a,5w, (4.10)
w,=Su,

» T | y
burada {an}n=0 kontrol dizisi Eﬁan sartini saglamaktadir. Ayrica her ueX_  ve

&,6,20icin |gu)—g,(W)| <& ve |K)-K,(u)| <Ls, saglansin. Eger p. ve x.

sirasiyla (4.8) ve (4.9) ile verilen esitliklerin ¢ozlimleri ise, bu durumda asagidaki

esitsizlik gecerlidir:

e 5(¢, +Le,)
[1-(L,L, +1)]

ispat (3.16), (4.8), (4.9), (4.10) ile verilen iterasyon ydéntemi, (K1)-(K6) sartlari ve

teoremin hipotezi kullanilarak;
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Z,—w,| =|Txn —Su,||.
= sup (I x, (x,¥) = Stu, (x,y))le )
x,yeR
yazilabilir.

[T (x,(x,¥)) = S(u, (x, )| < la(x, v, hlx, (x,y))) = g, (x,y, hu, (x, )|

Xy
HK(x,y,s,t,xn (s,t))dsdt
+ 00

Xy
—”Kl (x,y,s,t,u (s,t))dsdt
00

< ”g(x'y'h(x,,(x;y))) _g(X;y,h(U,,(X;y)))”
+|a(x,y, hlu,(x,y)) —g,(x,y, hu, (x,y)|

Xy

[TK(x,y,s,t,x (s,t))dsdt
00

Xy
~I1K(x,y,s,t,u (s,t))dsdt

00

Xy
HK(x,y,s,t,un (s,t))dsdt
00

Xy
—HKl (x,y,s,t,u,(s,t))dsdt
00

<L [Iatx, (6, y)) = hlu, ()|

7(x+y)

+¢.e

Xy
+[[L(x,y,s,t)
00

X, (s,t)—u,(s,t)|dsdt

7(x+y)

+Lg,e

<L,

7(x+y)

Xn _un

e tee
T

+1L

Xn _un

=[(LL, +1)

] e 4 Le,e™ )

Xﬁ _un

_+(g, +1Lg,)]e™

oldugundan,

zn _Wn

<(Lgl,, +1)

X, —U

n

Ct(e +Lg)

elde edilir. Ayrica,

Vo=Vl :||(1—an)zn -a,7z,-(1-a,)w, —a,Sw,

<(1-a,)

T

z,-w, ||T +a,

Tz, —Sw,

T
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ve

Tz, —Sw,

.= sup (I7(z, (x,¥) = Sw, (x, ) e )
x,yeR,
olup

||T(Zn(X,y))—S(Wn(X,y))” < |g(lelh(zn(le))) _g1(lelh(Wn(le)))|

Xy
ITK(x,y,s,t,2,(s,t))dsdt
+ 00

Xy
—”Kl(x;y, Sltlwn(slt))det
00

S”Q(X')"h(zn(x')’))) _Q(X;y;h(Wn(X;y)))”

+|gx,y, hw, (x,y)) =g, (x,y, hiw, (x,y)))

Xy
HK(x,y,s,t,zn(s,t))dsdt
00
Xy
—HK(x,y,s,t,wn(s,t))dsdt
00

Xy
HK(x,y,s,t, w, (s,t))dsdt
00

Xy
—UKl (x,y,s,t,w,(s,t))dsdt
00

<l

|h(zn (X, y)) — h(Wn (X' y))” + 8ler(x+y)

z (s,t)—w,(s,t)

Xy
+[[L (x,y,s,t)
00

<L,

zn _Wn

er(x+y) + €1€T(X+y)
T
+Lz, —w

=[(LeL, +1)

er(x+y) + nger(ny)

nilz

z,—w

e+ Le,)]e "™

n

oldugundan,

|7z, —sw, || <(LL, +1)|z, —w

n

. +(& +Ls,)
olur. Dolayisiyla,
v, vl <(1-a,)|z, —w,|. +a,(LL, +D)]z, -w,|. +a,le +Le,)

olur. (4.11) esitsizligi (4.12)’de yerine yazilirsa;
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(Ll +D{1—a, [1-(LL, + 1)1}
+{1 —a [1-(L.L, + L)]} (&, + L&)

+a, (g +Ls,)

X, —u, r

yn_vn

elde edilir. Benzer sekilde,

Ty, —Sv,

T |

= sup ([T, 06y = Stv, by

u

X

n+1~ U+t ,

ve
IT(y, 06 = SWv, 0G| <[latx,y, Aly, (x,¥)) =g, 06y, hlv, (x,y))|

Xy
[1K(x,y,s,t,y,(s,t))dsdt
+ 00

Xy
—”K1 (x,y,s,t,v (s,t))dsdt
00

<|lgtx,y, hly,x,y)) —alx,y,hlv,(x,y))
+ ”g(X,y,h(V,,(X,y))) _gl(xly;h(v,,(xry)))”

Xy
[IK(x,y,5,t,y,(s,t))dsdt
00

Xy
~[K(x,y, s,t,v,(s,t))dsdt
00

Xy
HK(x,y,s,t,vn (s,t))dsdt
00

Xy
—“Kl (x,y,s,t,v, (s,t))dsdt
00

<Ly [lhty, (6, v) =y, (x, )
+ gler(x+y)

dsdt

Xy
+[[L(x,y,s,t)||y,(s,t) =V, (s,t)
00

7(x+y)

+Le,e
<LlL,\y,—V, .

e tlee
T

er(x+y) +gler(x+y)

7(x+y)

+L

yn_vn

- [(LGLH +0)|y, —v,|. +(& + ng)]e"“y’

oldugundan,

_t(e +Lg,)

_<(LeLy + L)y, —v,

Xn+1 - un+1
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olur. (4.13) esitsizligi (4.14)’te yerine yazilirsa;

X

S (Ll + 0 {1 -, [1-(LoL, + )]} ]
HLgl, + ) {1—a,[1-(LeL, + D]} (e, +Le,) (4.15)
+HLL, +L)e, (g, +Ls,) + (g, +Le,)

n+l un+1 Xn - un

olur. {1—a,[1—(L.L, +1)]} <1 ve (LzL, +L)<1 oldugundan (4.15) esitsizligi

Xpor —Upa |l <{1—et, [1-(LeL, + 1)1}

+2¢, +a,e +2le, +a,ls,

Xn _ul'l

n+1

‘ (4.16)

1 ..
seklinde yazilabilir. > <a,=1-a,<a, yazlabilir. O halde (4.16) esitsizligi

X ., U, |T <{1-q,[1-(L.L, +D)1}||x, —u, ]
5, +L
+a, (- (L L, Ly)2atla)
[1—(LeL, +L)]

olur.

an = Xn _un r’

= [1—(LL, +L)]

5(¢, +Le,)

(L, + )]

seklinde secilirse Lemma 3.20’den

0<limsup|x, —u,

n—o

5(¢, +L
n—o [1—(LsL, +1)]
_ 5(g +Lg,)
[1-(L,L, +1)]

elde edilir. Teorem 4.1’den x, — p, oldugu bilinmektedir. Ayrica kabulden n— oo igin
u, = x, oldugundan

< 5(¢, +Ls,)

P L T o
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4.2 Mixed-Type Volterra-Fredholm integral Denklemi igin Bazi Sabit Nokta

Teoremleri

Bu bolimde (3.16) ile verilen U¢ adimli yeni iterasyon yardimiyla elde edilen dizinin
[125])'de tanimi verilen asagidaki mixed-type Volterra-Fredholm integral denklemin

¢O6zlimine kuvvetli yakinsak oldugu ve bu ¢6ziimin veri bagh oldugu gosterilecektir:

x(t) :F(t,x(t),tjl...tjmK(t,s,x(s))ds,?...bij(t,s,x(s))dsj (4.17)

Asagida verilen kosullar saglansin:
(C1) K,H:[a,;b,1x...x[a,;b, 1x[a,;b,1x...x[a, ;b 1xR —= R sirekli fonksiyonlar;
(C2) F:la,;b,1x...x[a_;b 1xR> —TR siirekli bir fonksiyon;

(C3) i=1,20lmak lzere u,,v,,w,eR ve tim tela,;b]x...x[a,;b,] igin asagidaki

esitsizligi saglayan «, ve y sabitleri vardir dyle ki:
|F(t,u1,v1,wl) —F(t,uz,vz,wz)| < 0{|u1 —u2|+,8|v1 —v2|+7/|w1 —W2|

(C4) u,veR ve tim t,sela,,b,]x...x[a,,b,] icin asagidaki esitsizligi saglayan L, ve

L, sabitleri vardir:

IK(t,s,u)—K(t,s,v)| <L |u—v|
|H(t,s,u)—H(t,s,v)|<L,|u—V|

(C5) a+(pL, +yL,)b,—a,)....b,, —a,)<1.

Teorem 4.3 {£}"  <[0,1] olmak Uzere ifn =00 sartl saglansin. O halde (4.17) ile
n=0

verilen denklem (C1)-(C5) sartlan altinda p. €C(la,;b,1x...x[a,_;b_1) gibi bir tek
¢6zime sahiptir ve (3.16) ile verilen iterasyon yonteminden elde edilen dizi p.

noktasina yakinsar.

ispat || Chebyshev normunu géstermek iizere, B=C([a1;b1]x...x[am;bm],

‘)

Banach uzayi gz 6niine alinsin: A:B— B ve
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A(X)(t) :F(t,x(t),tjl...th(t,s,x(s))ds,bjl...be(t,s,x(s))ds)

seklinde tanimlanan operator icin (3.16) ile verilen iterasyondan elde edilen dizi
{xn}:o:O olsun. n—o0 igin x, — p. oldugu gosterilmelidir. (3.16), (4.17) ve (C1)-(C5)

kosullari kullanilarak;

=|Ay, — Ap.

Xy — P = | Ay, (t)- Ap.

F(t, y (t), tjl...th(t,s, y (s))ds, [... [Ht,s, yn(s))dsj

a m a; I

b,

—F(t, p.t), | [t 5, p. (), | .. [HIE S, p*(s))dsJ

a I a m

[Tkt 5.y, (s)ds— I... TK(t, 5, p.(s))ds

a m a; m

<aly,(t)-p.(t)+

[...[H(t,s,y (s)ds— [ ... [H(t,s,p.(s))ds

a m ay m

7y

elde edilir. O halde,

y,(t)—p.(t)+ ﬂtjl...tf IK(t,s,y,(s)—K(t,s,p.(s))|ds

Xn+1 _p* SC{
+7 [ [ |HE, 5.y, () = Hit, 5, p.(s))|ds
<a yn(t)—p*(t)|+ﬁtj1...thK yn(s)—p*(s)|ds (4.18)

a m

+7j1...ijH ¥, (s)—p.(s)ds

a; am

<la+(BL + yLH)f{(b, ~a)lly, -

olur. Benzer sekilde,

=|L=¢&,)z,(t)+ &,Az, (t) - p.(t)]
<(1=&)|z, ()= p.(t)| + &, |Az, (t) - Ap.(t)
=(1-¢&,)|z,(t) = p.(t)

Yy =P

82



F[t,zn (t), T...TK(t, s,z,(s))ds, T...TH(t,s,zn (5))dsJ

v o a a a,
—F[t,p* (), }...TK(t, s, p.(s))ds, T...TH(I‘,S,D* (s))dsJ

z,(t)=p.(t)

<(1-&)|z,t)—p.(t)+ &,
+EPB }...TK(t,s,zn (s))ds — }...TK(t,S,p*(S))ds
+§JTWTMLg4@mk—TW?ﬂL$man
< (1—§n)lzn (mt) —p.(t)|+ ¢, z:(t)m—p* (t)]

+&B| j IK(t,s,2,(s)—K(t,s,p.(s))|ds

G Oy

b b,
+ & [ [ |HiEs,2,() = Hit, s, p.(s))|ds

am

Zn (t) — P (t)|

z,(t) - p.(t)+ &

<(1-S)

v & B fLe o5 o)

b (4.19)

+§nyj....ngH

z,(s)—p.(s)|ds

a m

< {l_é:n (1_{05 +(ﬂLK + 7LH)lﬂ[(bi _ai)j|]}

z,~p.|

elde edilir. Ayrica,

z, - p.|=|Ax, — Ap.| = | Ax, (t) - Ap. ()|

gy am 0 m

F(t,xn (t),tjl...th(t,s,xn(s))ds,bf...bme(t,s,xn(s))ds)

a; am a m

—F(t, p.(t), .. JK(E,5,p.(s))ds, [ . [HIE,s, p*(s))dsj

[ TK(E 5% (s)ds = ]... [K(t, 5, p.(s))ds

a, a, a a,

x,(t)—p.(t)|+ B

<a

?...be(t,s,xn(s))ds—bf...be(t,s, p.(s))ds

a m a; I

Ty

olur. O halde,
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X, (t)— p.(t)|+ ,Btjl...tf K(t,s,y,(s)—K(t,s,p.(s))|ds

ay m

z,-p|<a

+y L[ |HEs,y,(5) ~ Hit,s,p.(s))]ds

ay m

X, (t)— p.(t)] + gl gL

<a X, (s)— p.(s)ds (4.20)

b, b,
+y[..JL, xn(s)—p*(s)|ds

<l +(BL+ 7,106, ~a, )|, —p.|

elde edilir. Sirasiyla (4.20) esitsizligi (4.19)'da ve (4.19) esitsizligi (4.18)'de yerine

yazilirsa,

Ya —p*”S{l—fn (1_[a+(ﬂLK +7/LH)_1rj(br’ _ai):D}

X[OhL(ﬂLK +7/LH)1L:{(b, _ai):| X, _p*”

ve

M E {1 - (1-[astp e fite —a»D}

« [a (Bl + 7L, “’f)}

[ artp 4 fie -0 -

elde edilir. [a+(,8LK +7/LH)]T[(b,. —ai)} <1 oldugundan,
i=1

[%,.. —p.| < {1—; (1—[05 +(AL, + 7L, )ﬁ(bi —a,)D}Mxn —p.|

yazilabilir. TGmevarimdan,

Xp — P < kr% {1— 3 (1—[0; +(BL, + yLH)ﬂ(b,. —a,)D}”xo —p.|| (4.21)

elde edilir.
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{1 _E (1 —[a +(BL+ 7LD, —a,)D} <1

oldugundan (4.21) esitsizligi,

—{1—{0&( ipesim) i [CE )DZ@
e k=0

i=1

Xpiy —Ps|| S ”Xo — P

seklinde yazilabilir. Son esitsizlikte n—> o i¢in limit alinirsa ||x,, —p.||— 0 elde edilir.

Simdi (3.16) ile verilen iterasyon yontemi yardimiyla (4.17)’de verilen integral

denklemin ¢6zimiinin veri bagh oldugu ispatlanacaktir. Bunun icin asagida verilen

notasyonlar kullanilacaktir:
T,S:B— B tanimli iki operator ve
K,N,H,M:[a,;b,]x...x[a ;b 1x[a,;b,]x...x[a, ;b ]xR—>R

surekli fonksiyonlar olmak tzere;

TX(t) :F(t,x(t),tjl...tjmK(t,s,x(s))ds,bf...bij(t,s,x(s))dsj (4.22)
Sx(t) :F(t,x(t),tjl...tmN(t,s,x(s))ds,bjl...bij(t,s,x(s))ds] (4.23)

seklinde tanimlansin.

Teorem 4.4 T operatoriyle insa edilen (3.16) ile verilen iterasyondan elde edilen dizi

{x,} ", ile gosterilsin. {u,}” ise S operatériiyle insa edilen asagidaki iterasyondan

n=0

elde edilen bir dizi olsun:

Un+1 = Svn
v,=(1-¢,)w, +& 5w, (4.24)

w,=Su,

o 1 y
burada {&,} " €[0,1] kontrol dizisi her ne N igin Esfn sartini saglamaktadir. Ayrica

her ueR ve stela;b]x..x[a,;b,] igin [K(t,s,u)-M(t,su)|<e  ve
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|H(t,s,u)—N(t,s,u)| <&, olacak sekilde &,,&, >0sabitleri mevcut olsun. Eger p. ve x.

sirasiyla (4.22) ve (4.23) ile verilen esitliklerin ¢6ztimleri ise, bu durumda asagidaki

esitsizlik gecerlidir:

5(Be, + 7e, )ﬂ(b,. ~a)

lo. x|

1—[05 +(BL+ L)1, —a,.)} |
ispat (3.16), (4.22), (4.23) ve (4.24)'ten

F[t, yn(t),tjl...th(t,s, y.(s))ds, [... [H(t,s, yn(s))dsj

ay m ay m

X

n+l ~ Yn+1

|= t t b b,
—F[t,vn (t), |... [M(t,s,v. (s))ds, | ... fN(t,s,vn(s))dsj

a; I a; m

y,(t)—v,(t)+ ﬂtjl...tf K(t,s,y,(s)—Mit,s,v,(s))|ds

a m

<a

w7 [ [ |HiE 5.y, () = Nit,s,v, (5)|ds

0 am

y,(t)—v,(t)

+ ﬂjj (JK(t,5,y,(s) = K(t,5,v, ()| +[K(t,5,v,(s) —Mt,s,v,(s))|)ds

<a

m

i (JH(E,5,y,(s) = Hl(t,5,v,(s))] +|H(t,5,v,(s) —Nit,s,v,(s))] )ds

ay am

y,(t)—v,(t)|

+,Btj1...tf(LK

a,

<a

y,(s)=v,(s)|+&)ds

m
bm

(L, |V, (s) =V, (s)|+&,)ds

by
+7 ..

a q,

+&)1(b, - a)

<aly,-v,|+ LWLy, -V,

+y(Lylly, =V, +52)q(bi -a,) (4.25)

yn_vn

<[a+(fL, +7/LH)]i(b, ~a))]

+(,Bg1 +782)1,j(bi _ai)

elde edilir. Benzer sekilde
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Tz (t)—Sw,(t)

+§n

<(1-¢)
<(1-¢)

z,(t)—w,(t)
z,(t)—w,(t)

yn_vn

a m a; am

F(t,zn (t), tjl...tjmK(t,s,zn(s))ds,bjl...bij(t,s,zn(s))dsj

+§" t, ot b, b
—F(t,wn(t), (..Mt s,w (s))ds, [... [N(t,s, wn(s))dsj

ay I ay m

<(1-£&)|z,(t)-w,(t)

a

2,(6)—w, (O] [ .. [ K(t,5,2, ()~ M(t, 5,w, (s))|ds

+c b, b
+7 ... [ H(t,5,2,(s) - Nit,s,w, (s)|ds

a; I

<(1-¢)

z,(t)—w,(t)

z,(t)—w,(t)

uon(|K(E,s,2,(s)—K(t,s,w,(s))
d.
e\l (+|K(t,s,wn(s))—M(t,s,wn(s))| ’

m

a

b by(|H(t,s,2,(s) —H(t,s,w,(s))
r I +H(t,s,w,(s) = N(t,s,w,(s))

<(1-E&)|z,(t)-w, ()|

z,(s)—w,(s)|+ & )ds

z,(t)—w,(t)

a

n ,Btjl...tf(LK
+§n 01 Um

+7/j1... jm(LH |2,(s)—w, (s)|+ &,)ds

<{1-¢&(Q-[a+(BL, + 7/LH)ﬁ(b, —a,)])}”zn -w, ||
= (4.26)

+ é:n(lggl + 752)6{([7; _ai)
ve

F(t,xn (t),tjl...tjmK(t,s,xn(s))ds,bjl...bij(t,s, xn(s))dsJ

a0 O 0 m

—F(t,un (t), tjl...tfl\/l(t,s,un(s))ds,bf...bij(t,s,un(s))dsJ

ay am 0 m

zZ —W

n n

cplT IK(t,s,x, () —Mit,s,u, (s))|ds

0 m

<alx,(t)-u,(t)
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+ ybf...bf |H(t,s,x,(s))—N(t,s,u,(s))|ds

a; I

<a

x,(t)—u,(t)

+ ﬂjj (|K(t,5,x,(s) = K(t,s,u,(s)|+|K(t,s,u,(s) = M(t,s,u,(s))|)ds

0 m

+7].. j”(|H(t,s,x,,(s)) —H(t,s,u,(s))|+|H(t,s,u,(s) —N(t,s,u,(s))|)ds

a am

< a|xn (t)—u,(t)

+,Btj1...tf(LK

a

X, (s)—u,(s)|+&,)ds

'm

+yf...f(LH

x,(s)—u,(s)|+&,)ds

<alx,—u,|+ BL]x,—u, +gl)ﬁ(b,—a,)
i=1
7Ly X, —u, |+ &) T(b, - a,)
i=1

<[a+(pL, +yLH)1'j1(bf ~a)]

Xn _un

(4.27)

+(ﬂ‘91 +782)1rj(bi _ai)

elde edilir. Sirasiyla (4.27) esitsizligi (4.26)'da ve (4.26) esitsizligi (4.25)'te yerine

yazilirsa teoremin hipoteziyle birlikte (C5) sart ve

(1_5"(1_[“+(/3LK 1) —0,-)])<1 oldugu birlikte diisiinliirse,
i=1

< {1—@ (1—[05 +(BL, +7LH)1L:£(bi —a,)D}

g (1-[wrins it -a )it -a)

Xp—U

n+1 Xn _Un

+& (e, + 7216 —a) + (B, + 72,116, -a)

s{l—én(l—[aﬂ/ﬂk +7L0b —a,-)D}

+2§”(ﬁgl +7/82),1rj(bi _ai)+§n(ﬂg1 +782)1i(bi _ai)

Xn _un

+2& (Be, + 752)1r_:{(b, ~a)

< {1—§n (1—[05 +(BL, + 7LH)ﬁ(b, —G,')D}
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+& (1 —[a +(BL+ VLH)ﬁ(b" _a")D

5(Be, + ;/gz)f:{(bi ~a) (4.28)

X

(1-[a+(BL, + 7L, )ﬁl(b, —a,)]

elde edilir.

a =

n

My =6, (1 - [a +(pL + 7L, )ﬁ(bf - a,)D €[0,1]

X —Uu

n n

5(ﬁ51 + ygz)lj_[l(bi - ai)

n,= m
(1—[(1 +(BL+7L,)T1(b, —af)D

7

seklinde secilirse Lemma 3.20’den

0<limsup

n—o

X,—Uu

n

5(Be, + re, )f{(b, ~a))

(1 - [a +(BL+ 7L, ),.lnj(b" - a’)}j

<limsup

n—

5(:8‘91 + 7gz)ﬁ(bi - ai)

(1 - [a +(BL + 7LH),1§1(b" - a")D

elde edilir. Teorem 4.3’ten x, — p, dir. Ayrica kabulden u, — x. dir.
Sonug olarak
5(pe, +ye, )M 1(b, —a))

i=1

(1_[0”(&/( +;/LH)ﬁ(b[ —a,»)D

<

p*_X*

elde edilir.
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BOLUM 5

LINEER OLMAYAN VOLTERRA-FREDHOLM iNTEGRODIFERANSIYEL
DENKLEM iCiN SABIT NOKTA YAKLASIMIYLA KARARLILIK HESABI

Kararlilik teorisinin baslangici Ulam’in [63]'de ortaya koydugu asagidaki probleme

dayanmaktadir:

(G,,°) bir grup ve Uzerinde bir d(.,.) metrigi tanimlanan (G,,*) metrik grup olsun.
& >0 sayisi verilsin. Her x,y G, igin d(h(xoy),h(x)*h(y)) <o esitsizligini saglayan
h:G, — G, donusimine karsihk her xeG, igin d(h(x),H(x)) ile verilen H:G, =G,

dontsumi homomorfizma olacak sekilde bir 6 >0 sayisi var midir? Baska bir deyisle
bir yaklasim homomorfizmasina yakin gergek bir homomorfizma hangi sartlar altinda

vardir?

Hyers [64], X ve Y Banach uzaylari olmak lzere, Ulam’in sorusuna uygun bir cevap

verdi: f:X—>Y her x,ye X vebazi 6 >0 igin

|f(x+y)=fx)=fly)| <6

olacak sekilde Banach uzaylari arasinda bir dénistim olsun. Bu durumda her x € X igin
||f(x)—T(x)|| <o

olacak sekilde bir tek T: X —Y toplamsal donidsimi vardir. Her xe X icin T: X oY
dontsimii
T(x)=1im2™" f(2"x)

n—oo
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limiti var olacak sekilde elde edilmistir.

Eger yukarida verilen f fonksiyonu X uzayinda bir noktada siirekli ise T donisimii

X uzayinda her yerde siireklidir. Hyers’in bu 6nemli sonucu asagidaki gibi aciklanabilir:

flx+y)=f(x)+ fly)

toplamsal Cauchy fonksiyonel denklemi Banach uzayinin herhangi bir gifti igin
kararhdir. Burada (x,y)— f(x+y)—f(x)—f(y) fonksiyonu Cauchy farki olarak

adlandirilir.

Rassias [65] Hyers’in yukarida verilen sonucunu Cauchy farkini sinirsiz alarak asagidaki

sekilde genellestirdi: X ve Y Banach uzaylarf: X —Y taniml, ¢>0 ve 0<p<1

olmak lzere her x,y € X igin

|£0ce )= £ = F| < e (el + 1)

seklinde bir donlisiim olsun. Bu durumda her x € X igin
T(x)=1im2™" f(2"x)

limit vardir ve k:ip iken

760 -TOa)] < ke

olacak sekilde bir tek T: X — Y toplamsal donlisimu vardir.

Bu boélimde asagida tanimi  verilen lineer olmayan Volterra-Fredholm
integrodiferansiyel denklem icin Hyers-Ulam kararllik ve Hyers-Ulam Rassias kararhlik

sabit nokta yaklasimi altinda ispatlanacaktir: a € R olmak tizere

X'(t)= f(t,x(t)+ A, }kl (t,s,x(s))ds + 4, [fjkz (t,s,x(s))ds (5.1)

x(0)=«, t,sel=][a,b]

seklindedir. Bu denklemde x(t) bilinmeyen fonksiyon, a, b, 4, ve 4, sabitler olmak

uzere f fonksiyonuve k,, k, ¢ekirdek fonksiyonlari bilinen fonksiyonlar olup / =[a,b]
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araliginda tlrevlenebilen fonksiyonlardir. Ayrica f:IxR—>R fonksiyonu ve
k,,k,:I’<xR —TR fonksiyonlari x,yeR ve t,sel igin L, L, L, =0 olmak (zere

sirasiyla asagida verilen Lipschitz sartlarini saglayan sirekli fonksiyonlardir:

’

|[f(t,x)— flt,y)| <L |x—y
|k1(t,s,x)—k1(t,s,y)|£Lk1 Ix=y|, (5.2)
|k, (t,5,X) =k, (t,5,y)| <L, |x—y].

(i) Eger (5.1) ile verilen denklemde k,(t,s,x(s))=0 alinirsa bu denklem lineer olmayan

Volterra integrodiferansiyel denkleme dondsir.

(ii) Eger (5.1) ile verilen denklemde k,(t,s,x(s))=0 alinirsa bu denklem lineer olmayan

Fredholm integrodiferansiyel denkleme donusdr.

(iii) Eger (5.1) ile verilen denklemde k,(t,s,x(s))=k,(t,s,x(s))=0 alinirsa bu denklem

birinci mertebeden lineer olmayan diferansiyel denkleme donusiir.

Teorem 5.1 a <b olmak Uzere | =[a,b] kimesi géz dniline alinsin. 4,, 4,, Ly, L, vel,

(b—a)’

pozitif sabitleri 0<L.(b—a)+ AL, + A4l (b—a)’ <1 esitsizligini saglasin.

f:IxR—R sirekli fonksiyonunun ve k,,k,:I’xR—R ¢ekirdek fonksiyonlarinin

(5.2) ile verilen Lipschitz kosullarini sagladigi kabul edilsin. Eger £ >0 ve Vtel igin

strekli diferansiyellenebilir x:/ — R fonksiyonu

x'(t)— f(t,x(t))— lljkl(t,s,x(s))ds — Z,jkz(t,s,x(s))ds <g (5.3)

esitsizligini saglarsa, bu durumda x,:/— R tanimli

X, (t)=a+ jf(u,x(u))du + Alﬁkl (u,s,x(s))dsdu + 4, ﬁkz (u,s,x(s))dsdu (5.4)

seklinde ifade edilen bir tek siirekli fonksiyon vardir ve

(b—a)e
(b—a)’
2

|x(t) - X, (t)| <

1| L(b—a)+ AL, + L, (b—a)’
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esitsizligi gecerlidir.

ispat / kiimesinden R ’ye tanimli tim siirekli fonksiyonlarin kiimesi E:=C(/,R) ile

gosterilsin. v,w €E igin

d(v,w) =inf{C €[0,00]: |v(t) —w(t)|<C, Vtel}

seklinde verilen metrigi goz ontine alinsin. (E,d) bir genellestirilmis tam metrik uzaydir
[102].

Vtel icgin

(AV)(6) = @ + [f(e vi))ds + A Jfk (t,5,v(c)dgdu
o - (5.5)
+ﬂ7 .”kz (t, S, V(g))dgdu

seklinde tanimlanan A:E —E operatori goz online alinsin. A’nin E uzayinda kesin

contractive oldugu gosterilmelidir. Herhangi v,weE icin C(v,w)€[0,] sabiti
d(v,w)<C(v,w)’yi saglasin. Yani Vtel icin |v(t)—w(t)|£C(v,w) gercgeklessin. Herhangi
bir t €/ igin
t
(Av)(t) - (Aw)(t)| < [|fls,vig)) - Fg,wis))|dg
tu
+ 2,11k, (t,6,v(g)) — K, (t, 6, w(s))|dgdu
th
+2, ]k, (t,6,v(9)) =k, (¢, wig))|dgdu
t
<L [vlg) -wlg)|dg
tu
+4L, [[|v(¢)-w(g)|dsdu (5.6)

+ 2L, [fvig) - wig) dedu
<L.C(v,w)(t—a)

L, Clow)/ ar

+/12Lk2 C(v,w)(b—a)(t —a)

yazilabilir. a <t <b oldugundan (5.6) esitsizliginden,
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|(AV)(t) — (Aw)(t) < L,Clv,w)(b—a)
(b—a)’

+A4,L, Clv,w)

+4,L, C(v,w)(b—a)’

elde edilir. Yani

d(Av,Aw)<C(v,w) {Lf (b—a)+ ﬂ,lLk1 (b _20)2 + ZZLkZ (b— a)z}

olur. Herhangi v,w € E igin

(b—a)’
2

d(Av,Aw) < [Lf (b—a)+ AL, + AL, (b—a)z}d(v,w)

(b-a)’

yazilabilir. Kabul geregi 0<L.(b—a)+AL, +/12Lk2(b—0)2<1 oldugundan A

kesin contractive olma sartini saglar. Herhangi bir w, € E alinsin. Bu durumda her t e/

icin

o+ [, wol)ds + 4 [Tk, (t,¢,w, (¢))dcdu
(Awo)O)-wy(t)=| ° 2 <c

th

+/lz Ijkz (tr S Wo (g))dgdu - Wo (t)

olacak sekilde bir C €(0,0) sabiti vardir. Buradan d(Aw,,w,) <o yazilabilir. O halde
Teorem 2.39’dan x,:/— R tanimli, surekli bir fonksiyon vardir éyle ki (A"w,) dizisi x,
noktasina yakinsar ve Ax, =x, dir. Baska bir deyisle x,, (5.1) ile verilen denklemin bir

¢6zimudir. d bir metrik oldugundan x,:/ >R

X, (t)=a+ jf(u, x(u))du+ A, ﬁkl (u,s,x(s))dsdu+ A, ﬁ’kz (u,s,x(s))dsdu

seklinde tanimli tek stirekli fonksiyon olur. (5.3) kabuliinden her t €/ igin

—e<x (&)= f(t,x(t))— /lljkl (t,s,x(s))ds— A, Tkz (t,s,x(s))ds<¢
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yazilabilir. Bu esitsizlikteki her terim integre edilirse

x(t)—a - jf(u,x(u))du -4 ﬁkl (u,s,x(s))dsdu
‘ o4 <églb-a)

-4 I ?kz(u,s,x(s))dsdu

elde edilir. Dolayisiyla

d(x,Ax)<&(b—a) (5.7)

yazilabilir. Teorem 2.39-(c) ve (5.7) esitsizliginden

d(x,x,)<—= ! . =d(x, Ax)
1-| L(b—a)+ AL, (b ‘2“) + L, (b—a)’
o (b—a) : .
1- Lf(b—a)+/11Lk1(b_Za)+22Lk2(b—a)2

elde edilir. Bu ise ispati tamamlar. Tanim 2.37’den (5.1) ile verilen lineer olmayan

Volterra-Fredholm integrodiferansiyel denklemi Hyers-Ulam kararlidir denir.
Teorem 5.2 a <b olmak Uzere /=[a,b] kimesi gbz 6niine alinsin. V, 4, 4,, Ly, L, ve
L, pozitif sabitleri 0<LV+AL V*+AL V*<1 esitsizligini saglasin. ¢:/—(0,)

fonskiyonu her t €/ igin

Jolc)ds <Vlt) (5.8)

esitsizligini saglayan bir strekli fonksiyon olmak Gzere minimum degerini b noktasinda

alsin.  f:IxR—R sirekli fonksiyonunun ve k. ,k,:I’xR—>R  cekirdek

fonksiyonlarinin (5.2) ile verilen Lipschitz kosullarini sagladigi kabul edilsin. Eger Vt el

icin stirekli diferansiyellenebilir x:/— R fonksiyonu

t b
x'(£) = f(t,x(8)) = A, [k, (£, 5, x(s))ds — 4, [k, (t, s, x(s))ds| < p(t) (5.9)
esitsizligini saglarsa, bu durumda x,:/— R tanimli ve (5.4) esitsizligini saglayan bir tek
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surekli fonksiyon vardir ve

%
~[LV+ ALV + ALV

|x(t)—x, (t)] < ; ](p(t)

esitsizligi gecerlidir.
ispat /| kiimesinden R’ye taniml tiim siirekli fonksiyonlarin kiimesi E:=C(/,R) ile

gosterilsin. v,w € E igin
d(v,w) =inf{C €[0,00]: |v(t) —w(t)| < Ce(t), Vtel}

seklinde verilen metrik goz 6nine alinsin. (E,d) bir genellestirilmis tam metrik uzaydir

[102]. Vtel igin

(AV)(E)=a + [flgvie)de + 4, [k, (t, ¢, vic)dedu
a aa (5 . 10)

+A’z j.?kz (t, S V(g) )dgdu

seklinde tanimlanan A:E — E operatoéri goz online alinsin. A’nin E uzayinda kesin

contractive oldugu gosterilmelidir. Herhangi v,weE icin Clv,w)e[0,00] sabiti
d(v,w)<C(v,w)’yi saglasin. Yani Vtel igin |v(t)—w(t)<C(v,w)p(t) gergeklessin.
Herhangi bir t €/ icin
vy —(Aw)e) = | le.vigh - Fls, wicl ds

[Tl .61~ ., wls)) ol

A Tlltn g VD kb, wic) dgd

<L, [vig) - wig)lds

+ L, 1)~ wig)dcat

2ot W)~ wlc)ldseu

<L, wiple)ds

+ AL, Clv, w)ffpl)dedu
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i ﬂszZC(v,W)izgo(g)dgdu
<LC(v,wlVo(t)+ AL, Clv, w)V2olt)

+ AL, Cv,w)Vo(t)
=Clv,w)p(t)IL,V + 4L V* + AL, V]

Yani,

d(AV, Aw) < Clv,w)p(t)| LV + 4LV + AL V* |

olur. Herhangi v,w € E i¢in

d(Av, Aw) < [Lfv + AL V24 ALV ]d(v,w)

yazilabilir. Kabul geregi 0<LfV+AlLk1V2 +2¢ZL,<2V2 <1 oldugundan A kesin contractive

olma sartini saglar. Herhangi bir w, € E alinsin. Bu durumda her t e/ i¢in

o+ [flg, wolgNde+ 4 [ (t, ¢, w,(c)dcalu
(Awpe)-wylt)=| ° 2

+4, [ ]k, (t, 6, W, (¢))dsdu —w,(t)

<Copl(t)

olacak sekilde bir C €(0,) sabiti vardir. Buradan d(Aw,,w,) < yazilabilir. O halde
Teorem 2.39’dan x,:/— R taniml, surrekli bir fonksiyon vardir dyle ki (A"w,) dizisi x,
noktasina yakinsar ve Ax, =x, dir. Baska bir deyisle x,, (5.1) ile verilen denklemin bir
¢ozlimudir. d bir metrik oldugundan x,:/—R (5.4) sartini saglayan tek sirekli

fonksiyon olur. (5.9) kabuliinden her t e/ igin

—p(t) < X (t)— f(t,x(t))— Ajjkl (t,s,x(s))ds — ﬂ;j’kz (t,s,x(s))ds < g(t)

yazilabilir. Bu esitsizlikteki her terim integre edilirse

x(t)—a—jf(U,X(U))dU—/%ﬁkl(u,s,x(s))dsdu .
oo " < Jplg)dg
—2, [Tk, (u,s,x(s))dsdu a
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elde edilir. (5.8) ve (5.10) esitsizliklerinden Vt e/ icin

Ix(t) — (AX)(t)] < Jolc)ds <Viplt)

yazilabilir. Dolayisiyla

d(x, Ax) < Vo(t) (5.11)

esitsizligi elde edilir. Teorem 2.39-(c) ve (5.11) esitsizliginden

1
1-[LV+ ALV + AL V]
v

< (t)
1-[ LV + ALV + AL V] Y

d(x,x,) < d(x, Ax)

elde edilir. Bu ise ispati tamamlar. Tanim 2.37’den (5.1) ile verilen lineer olmayan

Volterra-Fredholm integrodiferansiyel denklemi Hyers-Ulam Rassias kararlidir denir.
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BOLUM 6

SONUC VE ONERILER

Bu galismada, yeni tanimlanan U¢ adimli iterasyon yontemi ile S* iterasyon yontemi

kullaniimistir.

Bolim 3’te yeni tanimlanan iterasyon yontemi ile S* iterasyon yonteminden elde
edilen dizilerin almost contraction donlsimlerin teklikle belirli olan sabit noktasina
belirli sartlar altinda kuvvetli yakinsak oldugu gosterilmistir. Ayrica bu dizilerin
yakinsakhiginin Picard, Mann, Ishikawa, Noor, Picard-S, SP ve CR iterasyon
yontemlerinden elde edilen dizilerin yakinsakliklarina denk oldugu gosterilmistir.
Ustelik yeni tanimlanan iterasyon ydnteminden elde edilen dizinin yakinsamasinin
diger iterasyon yontemlerinden elde edilen dizilerin yakinsamasina gére daha hizh
oldugu ispatlanmis ve bu sonu¢ MATLAB programi kullanilarak nlimerik olarak
gosterilmistir. Bu bolimde ayrica yeni iterasyon yontemi ve S* iterasyon yontemi
kullanilarak (2.26) sartini saglayan almost contraction doniisiimlerin sabit noktalarinin
veri bagh oldugu gosterilmis ve S* iterasyon yontemi icin veri bagliligi sonucu
MATHEMATICA ve MATLAB programlari kullanilarak 6rnek lizerinde gosterilmistir. Bu
bolimde son olarak S* iterasyon yonteminden elde edilen dizinin gecikmeli

diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiine kuvvetli yakinsak oldugu ispatlanmistir.

Bolim 4’te yeni tanimlanan iterasyon yonteminden elde edilen dizinin fonksiyonel
Volterra-Fredholm integral denkleminin ¢6zimiine kuvvetli yakinsak oldugu

gosterilmistir. Ayrica bu denklemin ¢O6ziiminin veri bagh oldugu yeni iterasyon
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yontemi kullanilarak ispatlanmistir. Bu sonuglarin mixed type Volterra-Fredholm

integral denklemi icin de elde edilebilecegi gosterilmistir.

Bolim 5’te lineer olmayan Volterra-Fredholm integrodiferansiyel denklemin

¢6zUminin Hyers Ulam kararhligi ve Hyers-Ulam Rassias kararhligi ispatlanmuistir.

Konu ile ilgilenen arastirmacilar yeni tanimlanan (¢ adiml iterasyon yontemini daha
genel donlsim siniflari icin yeniden insa ederek basta lineer olmayan Fredholm-
Hammerstein integral denklemi olmak lizere, Volterra-Hammerstein integral denklemi
ve Volterra-Fredholm-Hammerstein integral denklemi gibi bircok denklem tiriine
uygulayip kuvvetli yakinsakhk ve veri bagliligi sonuglarini irdeleyebilir. Ayrica bu
iterasyon yonteminin Kirk veya Kirk-multistep tipleri insa edilerek yakinsaklik ve

kararhlik kavramlari ¢alisilabilir.
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