T.C.
YILDIZ TEKNiK UNIVERSITESI
FEN BiLIMLERIi ENSTITUSU

LIE GRUPLARI UZERINDE GOZLENEBILIRLIK PROBLEMIi VE BAZI
UYGULAMALARI

HASAN HALIT TALI

DOKTORA TEZi
MATEMATIK ANABILIM DALI
MATEMATiIK PROGRAMI

DANISMAN
PROF. DR. AYSE KARA HANSEN

ISTANBUL, 2016



T.C.
YILDIZ TEKNIK UNIVERSITESI
FEN BiLIMLERIi ENSTITUSU

LiIE GRUPLARI UZERINDE GOZLENEBILIRLIK PROBLEMI VE BAZI
UYGULAMALARI

Hasan Halit TALI tarafindan hazirlanan tez ¢alismasi 28.04.2016 tarihinde asagidaki jiiri
tarafindan Yildiz Teknik Universitesi Matematik Anabilim Dal’'nda DOKTORA TEZi
olarak kabul edilmistir.

Tez Danigsmani
Prof. Dr. Ayse KARA HANSEN

Yildiz Teknik Universitesi

Jiiri Oyeleri
Prof. Dr. Ayse KARA HANSEN

Yildiz Teknik Universitesi

Prof. Dr. Mustafa DULDUL

Yildiz Teknik Universitesi

Y.Dog. Dr.Tayfun YEGUL

Hali¢c Universitesi

Prof. Dr. Omer GOK

Yildiz Teknik Universitesi

Prof. Dr. Omer OGUZ

Hali¢c Universitesi




ONSOz

Tez konusunun segimindeki katkilarindan, arastirmanin her asamasinda verdigi
yonlendirici ve gelistirici destekten, ayrica arastirmanin sonuca ulagsmasindaki cesaret
veren yardimlarindan o6tiri danisman hocam Prof. Dr. Ayse KARA HANSEN’e;
¢alismalarimin her asamasinda beni maddi ve manevi olarak destekleyen arkadasim ve
meslektasim Mahmut KUDEYT’e; bu zorlu siirecte her tirli sabri ve anlayisi gosterip
beni destekleyen aileme tesekkiir ederim.

Nisan, 2016

Hasan Halit TALI



ICINDEKILER

Sayfa

STIMIGE LISTES ettt eeeeeeeee et et e e e e et e et e e eae e et e seeeeeeeeseeeeeseeseeeaseesaeesaseesaseenseessesnseeneesne Vi

SEKIL LISTEST ottt ettt ettt ettt ettt eseae st ess et ete s etenssaereeetens viii

Oifh..... =T . .om...gdw A0 O @A o iX

1 2 I I R X N Xi
BOLUM 1

GIRIS oo . . AP AN AN W 1

1.1 LIEEIAtUN OZOtH veeeeeeeeeeeeeeeeeee et e e e e e e eeteeeae e s aeeeeeeseeseeeeseesaeeessesereenaes 1

A =Y AT o 1N = [ of [P N 1

08 T o 11 o o (=20 PP PPPPPPPR 2
BOLUM 2

OIN BILGILER +.eveeeeeeeeeeeeeeee e et e eeeeeeeeeeeeeeeeesaeeessaseessaseessaseeenseesassessssesssssessssseessneessaseeesases 3

b R V. =Y 011 0] [ RO 3

R N1 1 g U] o] = PRSPPIt 8

B T I TN 0= o 11 ¢ =) o TR 11

2.4  HOMOMOIIZIMAIAT cciiiitiiiiiieeeeeeeeee ettt e e e et e ra e s e e eeees 12

2.5 USRI TASVIl ettt e et e e e e e e et e et e seteeeeeeeeeeeeeesaeeeseeseneeenes 13

2.6 Adjoint GOSLEIIliM .cciii i e 14

A A W 1< T ¥ [ ¢ LV N 16
BOLUM 3

LIE GRUPLARI UZERINDEKi BAZI KONTROL SISTEMLERININ GOZLENEBILIRLIKLERI ....... 18

3.1 Genel KONtrol SiStEMIEKT c.ovvvveeeeiieeeee ettt ettt eer e e eeeees 18

0 A €1 YA 1Y aT=1 o 11 11 11 PR 20

3.3 SE(2) Ozel Oklid Uzayi Uzerindeki Cikis-Gézlenebilirlik Fonksiyonlu Sapan
Vektor Alani Normalizorden Olan Lineer Kontrol Sisteminin Gozlenebilirligi .... 21
3.4 G Lie Grubu Uzerindeki Cikis-Godzlenebilirlik Fonksiyonlu Sapan Vektér

Alani Normalizérden Olan Lineer Kontrol Sistemlerini Gozlenebilirligi.............. 29



BOLUM 4

KONIK SISTEMLERIN GOZLENEBILIRLIGH .....vcvvveveveveveveeeteteteeete ettt 34
4.1 Genel Kontrol SistemMIeri ......eeieeiiiiiieiiieeeeec et 34
4.2 GOZIENEDINIFTIK ..eeeeeeieee e 35
SONUG VE ONERILER ....ocuvvetiieteeicteteetetee ettt ettt et s s v sess s ese s esessesesesnesens 38
KAYNAKLAR ...ttt ettt ettt st et e st e e s ateesbaeesbaeesbaeesabaeesabeessaseesnsseesnnnes 39
OZGECIMIS ottt ettt ettt ettt ettt ae et ese et ete s et ese et ete s et enseteneeseseneetens 41



SIMGE LISTESI

T(M)
T*(M)
T,M
T,M*
[X,Y]

exp
Ad
ad

(LxY)m

n-boyutlu topolojik manifold

koordinat sistemleri toplulugu

tanjant demeti

kotanjant demeti

M’nin bir p noktasindaki teget uzay
M'nin bir p noktasindaki kotanjant uzayi
X,Y vektor alanlarinin Lie parantezi
o’nin sol 6telemesi

ustel tasvir

adjoint gosterilim

adjoint gosterilimin tirevi

Y’ nin X’ e gére m € M noktasindaki Lie tiirevi

X vektor alaninin bir m noktasindaki integral egrisi

M’nin agik alt kimeleri Gzerinde tanimli olan bitiin diferansiyellenebilir

vektor alanlarinin bir kiimesi

X vektor alaninin tanim kiimesi

kontrol sistemi

sistemin dinamigi

sozde (pseudo) grubu

sozde yari (pseudo-semi) grubu

x’ten ayirt edilemeyen noktalarin kiimesi
G’nin Lie cebiri

e den ayirt edilemeyen noktalarin kiimesi

I'nin Lie cebri

Vi



Ker(h)

Fix(T)
trjx(w)

T (o)
T(o,x)
T(o,x,y)

u
t

LH(M)

h’nin gekirdegi

Ker(h)'nin Lie cebiri

G uzerinde T etkisi ile sabit noktalarin kiimesi

yoriinge egrisi

o’nin yoringe egrilerinin kiimesi

x’de baslayan yoriinge egrilerinin kiimesi

x’de baglayan ve y’de biten yoriinge egrilerinin kiimesi
u kontrolu ile tanimh akis

M’den N’ye tim yerel homeomorfizmalarin kiimesi

Vii



SEKIL LiSTESI

Sayfa
Sekil 2. 1 o egrisi boyuncaki X vektor alant .......ccccceeeeiiieicciiee e, 7
Sekil 2.2 Y’nin X’e gbére m noktasindaki Lie tUrevi ......ccccccveeeiecieeeeeicieee e, 17

viii



OZET

LiE GRUPLARI UZERINDE GOZLENEBILIRLIK PROBLEMI VE BAZI
UYGULAMALARI

Hasan Halit TALI

Matematik Anabilim Dali

Doktora Tezi

Tez Danismani: Prof. Dr. Ayse KARA HANSEN

“Lie Gruplari Uzerinde Gozlenebilirlik Problemi ve Bazi Uygulamalari’” adli bu tez dort
bollimden olusmaktadir.

Birinci bolimde, Literatiir Ozeti, Tezin Amaci ve Hipotez hakkinda bilgi verilmektedir.
ikinci béliimde On Bilgiler Basligi altinda temel kavramlar yer almaktadir.

Uglincii bélimde ise tezin ézgiin kisimlarindan ilki yer almakta ve SE(2) Ozel Oklid
uzayl Uzerindeki sapan vektor alani normalizérden olan lineer kontrol sisteminin
gozlenebilirligi incelenmektedir. Bu amacla, Genel Kontrol Sistemleri ve gozlenebilirlik
problemi verilerek, V. Ayala ve A. Kara’nin Lie gruplari lzerindeki lineer kontrol
sistemlerinin  gozlenebilirlik  karakterizasyonu incelenmistir. Daha sonra bu
karakterizasyonu kullanarak durum uzayi SE(2) 6ézel Oklid uzayi ve sapan vektér alani
normalizérden olan lineer kontrol sisteminin h fonksiyonunun homomorfizma olmama
durumundaki gozlenebilirligi incelenmis olup, bu sistem icin gozlenebilirligi garanti
eden ve homomorfizma olmayan bir cikis-g6zlenebilirlik fonksiyonunun var oldugu
gosterilmistir. Bunun disinda h fonksiyonunun homomorfizma olmasi durumunda ise
bu fonksiyon icin orijinal bir * 06zelligi tanimlanarak sistemin yerel gozlenebilir
olmasinin sistemin genel gozlenebilir olmasi icin yeter sart oldugu ispatlanmustir.



Dordincl bolimde de tezin 6zglin sonuglari olup, yeni bir kontrol sistemi olan konik
sistemler, [2], Uzerinde ilk kez gozlenebilirlik problemi galisilmis ve goézlenebilirlik
karakterizasyonu elde edilmistir. Bu amagla, birim elemandan ayirt edilemeyen
noktalarin kiimesi bulunmus ve geometrik-topolojik yapisi incelenerek bir Lie grubu
oldugu ispatlanmistir. Bu ayirt edilemeyen noktalarin kiimesi ve sabit noktalarin
kiimesi yardimiyla goézlenebilirlik karakterizasyonu elde edilmis ve ispatlanmistir.

Anahtar Kelimeler: Lie grubu, Lie cebiri, Gozlenebilirlik, Yerel gozlenebilirlik, Lineer
kontrol sistemi, Konik kontrol sistemi.
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ABSTRACT

OBSERVABILITY PROBLEM ON LIE GROUPS AND SOME APPLICATIONS

Hasan Halit TALI

Department of Mathematics

Phd. Thesis

Thesis Advisor: Prof. Dr. Ayse KARA HANSEN

This thesis titled “Observability Problem on Lie Groups and Some Applications”
consists of four chapters.

In the first chapter, literature review, the purpose of the thesis and the hypothesis are
given.

In the second chapter, under the title of Introductory Information, basic information is
given.

In the third chapter in which there exists the first original part of this thesis,
observability of linear control system on special Euclidean space SE(2) with the drift
vector field from normalizer has been studied. For this aim, by giving general control
systems and observability problem, observability characterization of linear control
systems on Lie groups by V. Ayala and A. Kara has been considered. Then, using that
characterization, observability of linear control system on special Euclidean space
SE(2) with the drift vector field from normalizer has been studied when h is not a
homomorphism and for that system existence of an output-observability function
which is not a homomorphism and which guaranties observability is found. Moreover,
by defining an original * property, that the local observability implies global
observability when h is a homomorphism, has been proved.

Xi



In the fourth chapter in which there also exists the original part of the thesis,
observability problem on conic control systems which is a new control system, [2], has
been studied, and observability characterization has been found. For this aim, set of
indistinguishable points from neutral element is found and by looking its geometric-
topologic aspects it has been proved that it is a Lie group. By that set of
indistinguishable points and the set of fix points observability characterization has
been found and proved.

Key Words: Lie Group, Lie Algebra, Observability, Local Observability, Linear Control
System, Conic Control System.
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Xii



BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Bu tezde Matematiksel Kontrol Sistem Teorinin klasik temel iki probleminden biri olan
gozlenebilirlik problemi Lie gruplan lzerinde g¢ahsiimistir. Bunun igin Lie gruplari, Lie
cebirleri, Topoloji ve Diferansiyel Geometri kullaniimistir. Gézlenebilirlik problemi, ¢ikis
uzayindaki gorintlye sadece diferansiyellenebilir bir fonksiyon ile bakarak sistemin
tim noktalarinin ayirt edilebilmesi problemidir. Literatirde R™ ve Lie gruplari icin yerel
ve genel gozlenebilirlik karakterizasyonlari yapilmistir. Bu tezde ise, Lie gruplari
Gzerinde farkli bir bakis acisiyla bir gézlenebilirlik karakterizasyonu olusturulabilir mi ya
da incelenmemis bir sistem Uzerinde boyle bir karakterizasyon yapilabilir mi diye yola

cikilmistir.

1.2 Tezin Amaci

Bu tezin temel amaci Matematiksel Kontrol Sistem Teoriye katkida bulunmaktir. V.
Ayala ve A. Kara’nin Lie gruplari Gizerindeki lineer kontrol sistemlerinin gozlenebilirligi
hakkindaki gozlenebilirlik karakterizasyonununda, sistemin gozlenebilir olmasi igin
diferansiyellenebilir olan sistemin h gikis-gdzlenebilirlik fonksiyonunun homomorfizma
ve sistemin de yerel goézlenebilir olma sarti vardir. Bu tezde ise h fonksiyonunun
homomorfizma olmama durumunda da sistemin ayirt edilemeyen noktalarinin nasil
belirlenebilecegi, sistemin gozlenebilir olmasi icin yerel gozlenebilir olmasinin yeterli
olup olmadigi, eger yeterli ise, hangi sartlar altinda yeterli oldugu incelenmistir. Ayrica,
incelenmemis bir sistem olan konik sistemler Uzerinde de gozlenebilirlik

karakterizasyonu arastiriimistir.



1.3 Hipotez

Bu tezde, sistemin c¢ikis-gozlenebilirlik fonksiyonu olan diferansiyellenebilir h
fonksiyonunun homomorfizma olmamasi durumunda sistemin durum uzayinin birim
elemani olan e den ayirt edilemeyen noktalarin kiimesi olan I kimesi belirlenip
sistemin gozlenebilirligi hakkinda yorum vyapilmistir. Ayrica, h c¢ikis-gdzlenebilirlik
fonksiyonunun homomorfizma olmasi durumunda da h fonksiyonu igin bir * 6zelligi
tanimlanip sistemin gozlenebilir olmasi igin yerel gézlenebilir olmasinin yeterli oldugu
kanisina varilmistir. Son olarak, konik kontrol sistemleri igin sistemin durum uzayinin
birim elemani olan e den ayirt edilemeyen noktalarin kiimesi belirlenip gozlenebilirlik

karakterizasyonu olusturulmustur.



BOLUM 2

ON BILGILER

2.1 Manifold

Tanim 2.1.1 Herbir noktasi R™’'nin acik bir alt kiimesine homeomorfik olacak sekilde
bir komsuluga sahip bir M Hausdorff topolojik uzayina n-boyutlu bir yerel Oklid uzayi

denir.

Eger ¢; U € M acik kiimesinden R™’nin agik bir alt kimesine homeomorfizma ise ¢’ye

bir koordinat tasvir ve (U, @) ciftine de bir koordinat sistemi denir, [1].

Tanim 2.1.2 M, n-boyutlu yerel Oklid uzayl olmak Uzere,
& ={(U,, o) |U, © M agik baglantili alt kimesi} toplulugu asagidaki Ug¢ Ozelligi
sagliyor ise, (M, §) ikilisine C* sinifindan n-boyutlu diferansiyellenebilir bir manifold

denir :

a) Uy U, =M
b) Va,Bicin g, 0 @5t € C* (pp ozt €CH)
c) & toplulugu maksimaldir. Yani; eger (U,¢@) bir koordinat sistemi ve

VYa € Aigin, pogprlvep,op~te Ckise, (U, p)€F dir, [1].

Tanim 2.1.3 R"™ yerel Oklid uzayinin bir p noktasinda bilesenleri, vq,...,, olan
v vektérii diferansiyellenebilir fonksiyonlar tizerinde bir operatérdiir. Ozel olarak, eger
f, p’nin bir komsulugunda diferansiyellenebilir ise, v(f)reel sayisina; f’nin p

noktasindaki v vektori yonindeki yonla tirevi denir ve



of

o

of
v(f) = v k| + -t
4

p

ile gosterilir. Yonlu turev asagidaki 6zellikleri saglar :
a) v(f +1g) =v(f) + Av(g),
b) v(f.9)(®) = f(p)v(g) + g)v(f)
f ve g fonksiyonlari, p noktasinin komsulugunda diferansiyellenebilir ve 4 € R dir, [1].

Tanim 2.1.4 : M — N fonksiyonu M manifoldundan N manifolduna C* sinifindan bir

fonksiyon olsun.

a) Eger Ym € M igin dy,, tekil degilse (non-singular), o taktirde ’ye bir

immersiyon (immersion) denir.

b) Eger i bire-bir bir immersiyon (immersion) ise, (M,) ciftine N’nin bir alt

manifoldu (submanifold) denir.
c) Eger 1 bire-bir bir immersiyon ise, 1)’ye bir gdmme (imbedding) denir.
d) Egery bire-bir, érten ve =1 € C* ise, Y’ye bir difeomorfizma denir.

Teorem 2.1.5 Ters Fonksiyon Teoremi (Inverse Function Theorem)

U c R?® agik ve f:U - R% € C* olsun. Eger {a;—;ojf}, i,j =1,2,...,d Jakobiyen matrisi
1o € U da tekil degilse, ry € V C U olacak sekilde bir IV agik kiimesi vardir dyle ki,
fly:V - f(V) bire-bir érten ve (f|,)~? dir, [1].

Teorem 2.1.6 Kapali Fonksiyon Teoremi (Implicit Function Theorem)

Uc R x R agik ve f:U = R4, C® olsun. R°™% x R% {izerindeki kanonik sistem

(1,72 eer Yoeds S1,S2, -, Sq)  seklindedir. (ry,50) € U noktasinda f(ry,s,) =0 ve

afi
651-

sekilde R€™% de 7,in acik bir V komsulugu ve R de s,’in agik bir W komsulugu ve bir

}, i,j =1,2,..,d matrisinin tekil olmadigi kabul edilsin. V X W c U olacak
(r0,S0)

g:V = W € C* donlstimu vardir dyle ki,

V(p,q) €V xWicinf(p,q) =0 q = g(p)dir, [1].



Tanim 2.1.7 M, & diferansiyellenebilir yapisina sahip C® sinifindan bir manifold olsun.

T(M) = U T,M
DPEM

ve

T*(M) = U T, M"
pPEM

sirasiyla tanjant demeti ve kotanjant demeti olarak adlandirilir.
vET,M, m:T(M) > M , n(v) =p

T€T,M", n:T*"(M) > M ,n" (1) =p

donisiumleri dogal iz diisimleridir.

Eger M ve N diferansiyellenebilir birer maifold olmak Gzere ¥: M - N fonksiyonu C*
sinifindan bir fonksiyon ise, 1'nin diferansiyeli tanjant demetlerinin bir fonsiyonunu

tanimlar. Yani;
dy:T(M) - T(N),
v € M,, igin dy(m,n) = dy,,(v) dir.

Tanim 2.1.8 n-boyutlu bir V vektér uzayindan reel sayilara bir dénlsime bir 1-form
denir. 1-formlar n-boyutlu bir V* vektor uzayi olusturur ki bu orijinal V vektor uzayinin
dual uzayi olarak adlandirilir. Yani 1-formlar vektorlerin duali olan nesnelerdir. a, 1-

formunun bir v vektoriindeki degeri a(v) veya a. v olarak gosterilir.
Ayrica, a,b € R ve u,v € V olmak lizere, a lineer oldugundan
a.(au + bv) = aa.u + ba.v dir.

Tanim 2.1.9 Vektor alanlarindan reel sayilara

n

a= Z a;dx;

i=1

seklindeki lineer donilisime a 1- formunun diferansiyel formu denir.

=1

~.

bir vektor alani olmak (izere,



seklindedir.

Tanim 2.1.10 z, M’de bir skaler fonksiyon olmak lizere,

n

4 _zazd ]

Z—. axi Xl
=1

z’'nin diferansiyelidir. Bu diferansiyel, formun 06zel bir c¢esididir ve bir skalerin

diferansiyeline bir tam diferansiyel form denir.

Teorem 2.1.11 Eger

n

a= Z a;dx;

i=1

bir tam diferansiyel form ise;

aai _ aa]

ax] B axi

dir.

Tanim 2.1.12 M manifoldu lzerindeki bir diferansiyellenebilir w 2-formu; x € M igin
asagidaki 6zellikleri saglayan x — w, donidsimudur.

a)wy: TyM X T,M — R, bilineer ve ters simetrik bir donlisimdiir.

b) x - w, donisimi C* dur, [2].

Tanim 2.1.13 M manifoldu tzerindeki bir & 1-formunun dis tlrevi da bir 2-formdur ve

dax(Xl(x),Xz(x)) = X;(a(X3)) — Xz(“(Xﬂ) + a([X, X,]) dir, [2].

Tanim 2.1.14 Keyfi bir € > 0 sayisi icin, (a — &, b + €) acik araligindan M ’ye bir
o:la,bp] > M C* dénusumine, M ’de duizgiin bir egri denir. o 'nin tanjant vektdri
ise, g(t) = do (%L) € My (1) seklinde tanimlanr, [1].

Tanim 2.1.15 Bir o:[a,b] > M egrisini moX = o olacak sekilde T(M) teget

demetine tasiyan X: [a,b] - T(M) surekli fonksiyonuna o egrisi boyunca bir vektor

alani denir, [1].



MmoX=o0

(M)

0| |~

Ml‘ill

Sekil 2.1 o egrisi boyuncaki X vektoér alani, [ 3]
Onerme 2.1.16 X, M’de bir vektér alani olsun. Bu durumda asagidaki 6zellikler denktir :

a) X € C®, X diferansiyellenebilirdir.

b) Eger (U, x4, ..., x,,), M'de bir koordinat sistemi ve {a;} kiimesi de

n

d
Xy =D aige
L

i=1
X'in U'ya kisitlanisi ile tanimlanmis U lizerindeki fonksiyonlarin bir toplulugu

ise,a; € C*(U) dur.

c) V,M'deacgkve f € C*(V)ise, X(f) € C*(V) dir, [1].

Tanim 2.1.17 XveY, M manifoldu Uzerindeki diferansiyellenebilir vektor alanlari
olsun. [X,Y] vektor alanina X ve Y’nin Lie parantezi denir ve

f € C”,p€Migin, [X,Y],(f) = X,(Yf) — Y,(Xf) seklinde tanimlanir, [1].

Tanim 2.1.18 M ve N birer manifold olmak tzere, eger ¢(p) de diferansiyellenebilir bir

f fonksiyonu



f
UcM ——> N

ol 16

o) L ow)

diyagrami ile, (U, @) ve f(p) igin, (V,8) koordinat sistemleri mevcut ise, f:M — N

fonksiyonuna p € M noktasinda diferansiyellenebilirdir denir.

Tanim 2.1.19 M ve N birer manifold ve f: M — N diferansiyellenebilir bir fonksiyon

olsun. Bu taktirde, f’nin tiirevi;
df:TM - TN dir. Burada,
VX € TM ve herg € C”(N) i¢in df (X)(g) = X(g © f) tasviri ile tanimlidir, [1].

Tanim 2.1.20 X, M manifoldu Uzerinde diferansiyellenebilir bir vektér alani olsun.

Eger M manifoldundaki bir o diizglin egrisinin tanim araliginin her bir t elemani igin

d(t) = X(a(t)) ise, M manifoldundaki o diizglin egrisine X’in bir integral egrisi denir,

[1].

2.2 Lie Gruplan

Tezdeki durum uzayi olarak kullanilan hem manifold ve hem de grup yapisina sahip

olan Lie grubu hakkindaki temel tanim ve kavramlar bu kisimda verilmektedir, [1], [3],
[4], [5].
Tanim 2.2.1 G grup yapisina sahip diferansiyellenebilir bir manifold ve buna ek olarak

GXG~-G

(o,7) — o171

doénisimi diferansiyellenebilir ise, G ye bir Lie grubu denir.

Tanim 2.2.2 G bir Lie grubu ve g € G olmak (izere,

l,:G -G

l,(t) =01

doénisimi G'nin bir difeomorfizmasidir ve bu donlisiime ¢’nin sol 6telemesi denir.
l; nin tiirevi ise,

dl,: TG = TG seklinde tanimhdir ve



dl,(T,G) c TG dir.
Tanim 2.2.3 X bir vektor alani olsun.
Vo € Gigin Xol, =dl, o Xise, X vektor alanina G’de sol invaryanttir denir.

Teorem 2.2.4 G bir Lie grubu ve g de G’nin sol invaryant vektér alanlarinin kiimesi

olsun. Bu taktirde, g bir reel vektor uzayidir ve

a:g - TG

a(X) =X,

seklinde tanimh @ dénisliimu bir izomorfizmadir. Buradan da,
dimg = dimT,G = dim(G dir, [1].

Ispat: g’nin G’nin sol invaryant vektér alanlarinin kiimesi olarak g bir reel vektér

uzayidir. X,Y € gvem,n € R igin

a(mX +nY) = (mX + nY)e = mX(e) + nY(e) = ma(X) + na(Y) dir.
Dolayisiyla, a lineerdir.

Vo € G icin a(X) = a(Y) olsun.

X(0) = (Xoly)(e) = (dlyoX)(e)= dl,(X(e))

= dl,(Y(e)) =(dl,°oY)(e) =(Yol,)(e) =Y(o)dir

Sonuc¢olarak, X =Y ve a; 1 — 1 elde edilir. Ayrica,

Vo € Gve X € T,G igin, X(0) = dl,(X) ise, a drtendir. Bundan hareketle,
a(X) = X dir ve X sol invaryanttir.

Vo, € G igin,

(X ol)(1) =X(07) = dlyr(X) =dledl,(X) = dl(X (1))

dir. Buradan da,

g = T,G dir,

ve dolayisiyla,

dimg = dimT,G = dimG elde edilir.



Teorem 2.2.5 X, M manifoldu lzerinde diferansiyellenebilir bir vektor alani olsun.

Her bir m € M igin, aagidaki ozelliklere sahip a(m),b(m) € R U {+o00, —o0} ve

Ym: (a(m),b(m)) - M diizglin egrisi vardir;
a)0 € (a(m),b(m)) ve y,,(0) =m,
b) ¥, , X'in M manifoldu Gizerindeki m noktasindaki bir integral egrisi ve
c) Eger u: (c,d) — M, a) ve b) kosullarini saglayan diizgln bir egri olmak lzere,
(c,d)  (a(m),b(m)) ve u = ynl(c,d) dir, [1].
Teorem 2.2.6 Vt € R igin, X vektor alaninin indirgedigi ve tanim bolgesi
D, ={m e M:t € (a(m),b(m))} olan bir X; dontsimi
X (m) = yp (t) seklinde tanimlanmak lizere;

a) Her bir me M igin, (t,p) = X:(p) donusimi tanimh ve (—¢ge)xV ->M

tanimli ve C* sinifindan olacak sekilde m’nin bir agik IV komsulugu vardir ve € > 0 dir.
b) Her ticin D, agiktir.
¢) UgoDy = M dir.
d) X;:D; = D_; tersi X_; bir difeomorfizmadir, [1].

Teorem 2.2.7 Eger Vt icin, D, = M ise, M Uzerindeki diizgiin bir X vektor alani tamdir
denir. Yani, Ym € M igin, y,, , X ‘in M manifoldu Gzerindeki m noktasindaki integral

egrisinin tanim bolgesi (—oo, c0) dur, [1].

Tanim 2.2.8 Eger X vektoér alani tam ise, X; donusimleri reel sayilar tarafindan
parametrize edilmis M’nin doénlslimlerinin bir grubudur ve bu X’in 1-parametreli
donlsim grubu olarak adlandirilir. Eger X vektor alani tam degil ise, X;'ler t'ye bagli

bolgelerinde bir grup degildirler.
Tanim 2.2.9 ¢: M — N,C® olsun. Eger
d(p oX=Yo Q@

ise, M Uzerindeki dizgin X vektor alani ve N Ulzerindeki diizgin Y vektor alani

@ — baglantilidir denir.
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Onerme 2.2.10 ¢: M — N,C® olsun. X ve X;, M {zerinde ve Y veY;, N lzerinde
diizglin vektor alanlari olmak Uzere, eger X ile Y ve X; ile Y; ¢ —baglantili ise, [X, X{]

ile [Y,Y;] de ¢ — baglantilidur.

Ispat: ilk olarak,

dpo[X,X,] =[Y, 1]

oldugu ve ardindan

m € M ve f € C*(N) olmak iizere,

dp([X, XJm) () = [Y, il pem) (F)

oldugu gosterilmelidir.

dp([X, X11m) () = [X, X1l (f © @) = X;n(X1(f © 9)) = X1 (X (f © 9))

= Xm(dg © X)) () = X1l ((d © X) ()= X (V1 () © #) = X1l (Y (f) © @)
= dp (X Y1 (- dp(X: lm) (Y (FN)= Yoy (Y1 (F)- Yalamy (Y (F))

= [Y; Yl](p(m)(f) dir.

2.3 Lie Cebirleri

Bu kisimda, Lie gruplarinin Lie cebirleri hakkinda temel bilgiler verilmektedir. Lie
gruplari ilisik olduklari vektor uzaylari olan Lie cebirlerindeki 6zellikleri yansitirlar. Lie
cebirlerinin birden fazla Lie gruplari olabilir. Ancak, her bir Lie grubunun tek bir Lie

cebiri vardir.

Tanim 2.3.1 g,K cismi lzerinde bir vektor uzayi olsun.

gxg—-g

X, Y) — [X,Y]

seklindeki bir bilineer donusimu asagidaki kosullari saghyorsa, g ye bir Lie cebiri denir;

a) [X,Y]=-[Y,X]

ters simetri 6zelligi
b) [X,[Y,2]] + [z [X, Y]]+ [V, [Z X]] =0
Jakobi ozelligi, [6].
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Tanim 2.3.2 G bir Lie grubu ve g’ de onun Lie cebiri olsun. g Lie cebiri; birimdeki teget
uzayl T,G ve ayni zamanda G uzerindeki butin sol invaryant vektor alanlarinin

kiimesine izomorfiktir, [1].

2.4 Homomorfizmalar

Tamm 2.4.1 Eger ¢ C* sinifindan ve soyut gruplarin bir grup homomorfizmasi ise,
@:G — H ye bir Lie grubu homomorfizmasi denir.

Eger bunlara ek olarak, ¢ bijektif ise, ¢ ye bir Lie grup izomorfizmasi denir.

Tanim 2.4.2 g ve h Lie cebirleri olsun. Eger i lineer ve her X, Y i¢in,

YIX, Y] = [Y&X), ()]

ise, Y:g — h donusimu Lie cebir homomorfizmasidir denir.

Eger bunlara ek olarak, 1, 1-1 ve 6rten ise, Y bir Lie cebir izomorfizmasidir denir.
Teorem 2.4.3 G ile H, Lie cebirleri sirasiyla g ile h olan birer Lie grubuve ¢:G - H
bir Lie grubu homomorfizmasi olsun. O taktirde,

a) VX € gigin, X ve dp(X), @-baglantilidir ve

b) d¢: g = h bir Lie cebiri homomorfizmasidir, [1].

ispat:a) X = do(X) olsun. X ile X'nin @-baglantili oldugu asagida gosterilmektedir.
@ bir homomorfizma oldugundan;

loy ° 9(T) = p(0)p(r) = p(a1) = @ o (o7) = @ ° l5(T)

=lpyep=9ol,s

X= loy(e) = dly(g oX(e) = dlr(a)d(p(X(e)) = d(l(p(a) ° (p)X(e)
=d(@eols)X(e) =dpedlX(e) =dpeo(Xels(e)) =dpeo(Xoa(e))

=dg o (X eo0) =dp(X(0))

=Xop(o)=dpoX(o)=Xop=dpoX

= X ile X ¢-baglantilidir.

b) X = de(X) ve Y = do(Y) olsun.

a) sikkindan X ile X ve Y ile ¥ g@-baglantihidir.

[X,Y]=[X,Y]'nin ¢ —baglantili oldugu asagida gosteriimektedir.
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[X,Y] ile [X,Y] ¢ — baglantihdir.
= [X, 7] p(es) = do([X,Y](es))
=[X, Y] (ey) = (do[X,Y]) (en)
=[X,Y]=do[X,Y] = [X,Y] dir.
2.5 Ustel Tasvir

Tanim 2.5.1. G bir Lie grubu olmak tizere, bir ¢: R — G homomorfizmasina, G’nin bir
1-parametreli alt grubu denir, [1].

Tanim 2.5.2 G bir Lie grubu, g de onun bir Lie cebiri ve X € g olsun.

A d AX

—

dr

donlstimiine R’nin Lie cebirinden g’ye bir homomorfizma denir, [1].

Tanim 2.5.3 Reel dogru basit baglantili oldugundan,

d
d (A—) = AX
expx .
olacak sekilde G'nin
expx:R - G
1-parametreli tek bir alt grubu vardir. Baska bir ifade ile;

t — expy(t)

dontsumune, sifir noktasindaki tegeti X(e) olan G nin 1-parametreli tek bir alt

grubudur denir, [1].

Tanim 2.5.4 G bir Lie grubu, g de onun bir Lie cebiri olsun.
exp: g — G seklindeki donlsiime Ustel tasvir denir ve
exp(X) = expx(1)

seklinde tanimlanir, [1].

Teorem 2.5.5 G bir Lie grubu, g de G’nin bir Lie cebiri ve X € g olsun. Bu taktirde,

asagidaki ozellikler saglanir :

a) exp(tX) = expy(t), Vt ER
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b) exp(t; +t)X = (exp(th))(exp(th)), Vt,,t, ER

c) exp(—tX) = (exp(tX))_1 vVt €R

d) exp:g = G dontsimi C*® sinifindandir ve dexp: gy, = G, birim tasvirdir.
Ayrica, exp, g deki 0'in bir komsulugundan G deki e’nin bir komsuluguna bir
difeomorfizma verir.

e) [, o expy, 0 da o degerini alan X’in tek integral egrisidir. Bunun sonucunda sol

invaryant vektor alanlari daima tamdir, [1].

Teorem 2.5.6 @: H — G donlsimi bir homomorfizma olsun.

1)

H — G
exp T T exp
de
h — g

diyagrami degismelidir, [3].

ispat: X € h olsun. O halde, sifirdaki tegeti d(p(X(e)) olan tl—><p(exp(tX))
donlisimi G’de dizgln bir egridir. ¢@’nin bir homomorfizma olmasi nedeniyle bu

donlsim ayni zamanda G’nin  1-parametreli bir alt grubudur. Fakat
t|—><p(exp(dgo(X))) donisimi sifirdaki tegeti (de(X))(e) olan G’nin tek 1-
parametreli alt grubudur. Bu ylizden;

o(exp(tX)) = exp (t(d(p(X))) olur.

Eger t = 1 segilirse,

<p(exp(X)) = exp(dq)(X)) = @ o exp = exp o dg esitligi elde edilir, [1].

2.6 Adjoint Gosterilim

Tanim 2.6.1 M bir diferansiyellenebilir manifold ve G de bir Lie grubu olsun.
waGxM-M

u(or,m) = ,u(a,u(r,m)) , ule,m)=m Vo, T€EG,VmEM

diferansiyellenebilir donisiime G nin M Gzerindeki bir sol etkisi denir ve sabit bir o € G
icin m — u(o,m) dénlisimi de M’nin bir difeomorfizmasidir ki bu déntsim u, ile

gosterilir. Buradan yola cikarak,
14



uMxec->M

u(m,ot) = u(u(m,o0),7) , u(me)=m VYo, TEG,VMmEM
diferansiyellenebilir donisimiine de G nin M (izerindeki bir sag etkisi denir, [1].
Teorem 2.6.2 M bir diferansiyellenebilir manifold ve G de bir Lie grubu olmak lizere,
wu:G X M - M donlisimi G nin M Uzerinde bir sol etkisi ve my € M bir sabit nokta
yani, u,(my) = my, Vo € G olsun. Y (o) = dﬂaleO ile tanimli . Y: G — Aut(M,,, )
donlsimiine G’nin bir gosterilimi denir, [1].

Tanim 2.6.3 G bir Lie grubu olmak lzere, bu Lie grubunun kendi tizerindeki sol etkisi ile

meydana gelen i¢ otomorfizmasi;

a:GxG -G

1

a(o,7) =010~ " = a,(1)

seklindedir ve birim elemani bu sol etkinin sabit noktasidir. Yani, Vo € G igin

a,(e) = e dir. Budurumda,
o— dayl, T.G =g

dénusimi G Lie grubunun Aut(g) igine bir gosterilimidir ve bu gosterilime adjoint

gosterilim denir ve

Ad: G - Aut(g)

seklinde tanimlanir. Adjoint gosterilimin diferansiyeli d(Ad) = ad dir.
Buradan da,

Ad(o) = Ad, ve ad(X) = ady

seklindedir.
Ad
G —  Aut(g)
exp T T exp
d
g —— End(g)
ve
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(o

exp T T exp

Adg
Y — g

diyagramlari degismelidir. Baska bir ifade ile
expt(Ady(X)) = a(exptX)o~1 dir.

Ozel olarak, G = Aut(V) alinirsa B € Aut(V) icin diyagramlar

Ad
Aut(V) ———  Aut(EndV)
exp T T exp

ad
End(V) —— End(End(V))

ve

Aut(V) —2 5 Aut(V)
exp T T exp

Adp

End(V) ——— End(V)
haline dénisir. Ayrica, C € End (V) igin, Adg(C) = Bo C o B™1 dir, [1].
Onerme 2.6.4 G bir Lie grubu, g de G’nin bir Lie cebirive X,Y € g olsun.

Bu taktirde, adyY = [X, Y] dir, [1].

2.7 Lie Turevi

Tanim 2.7.1 M bir diferansiyellenebilir manifold, meM ve X,Y de M'de
diferansiyellenebilir vektor alanlari olsun. Y’nin X’e gére m noktasindaki tlirevi, m
noktasindaki M manifoldunun teget uzayi T,,,M’de bir vektor olup, bu vektére Y’nin

X’e gore m noktasindaki Lie turevi denilmektedir ve (LyY),, ile gosterilir.

X (o) =Y _
(LY = lim === = ] [ ()]

seklinde tanimlanir, [1].
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dX...( Yx ‘lni)

Sekil 2.2 Y’nin X’e gore m noktasindaki Lie tirevi, [3]

Onerme 2.7.2 X, M lzerinde diferansiyellenebilir bir vektér alani olmak lzere, M

Uzerindeki her bir diferansiyellenebilir Y vektor alani igin

LyY = [X, Y] dir, [1].
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BOLUM 3

LiIE GRUPLARI UZERINDEKi BAZI KONTROL SiSTEMLERININ
GOZLENEBILIRLIKLERI

3.1 Genel Kontrol sistemleri

Bu kisimda, sapan vektor alani normalizorden alinarak olusturulan bazi Lie gruplar
Uzerindeki  lineer  kontrol  sistemlerinin  go6zlenebilirligini  saglamak igin
karakterizasyonlar verilmektedir. Bu amagla, ©Oncelikle sapan vektér alani
normalizérden olan Lie gruplari Gizerindeki lineer kontrol sistemleri ve gozlenebilirlik
problemi icin gerekli tanimlar verilmektedir, [7], [8], [9], [10], [11], [12], [13], [14], [15],
[16] ve [17].

Tanim 3.1.1 M diferansiyellenebilir bir manifold olsun ve Y (M)’de M ‘nin agik alt
kiimelerinde tanimh tiim diferansiyellenebilir vektoér alanlarinin bir ailesini gdstersin.
VX € Y(M), M manifoldunda yerel difeomorfizmalarin 1-parametreli bir grubunu
tanimlar, yani vektor alanlari araciligiyla Vt € R igin,

Xerdom(X,)) c M - M

seklinde bir yerel difeomorfizma elde edilir ve ¥*(.,x), x noktasindan gecen X vektor

alaninin integral egrisini belirleyen fonksiyon olmak lzere,
X () =y*(t,x)
dir ve asagidaki o6zellikler saglanir :

a) XyoXs=Xys, VLSER,

b) X)) '=X_,, Vt€R(X_pX,(dom(X,)) € M - dom(X,) c M) ve
18



) X, =Id dir, [7].

Tanim 3.1.2 M diferansiyellenebilir bir manifold ve D de Y (M) nin bir alttoplulugu

olmak tzere, Y = (M, D) seklindeki bir ikiliye kontrol sistemi denir. Burada, M ye )

‘nin durum uzayi ve D’nin elemanlarina da sistemin stratejileri denir.
Tanim 3.1.3 ) kontrol sistemi,
Gy = {X2 o X% o ..o X[ |X) € D,t; € R,r € N}

seklinde bir s6zde (pseudo) grubu tanimlar ve ) tarafindan M ’‘de x ’in yoriingesi,

x de Gy nin etkisi ile verilir. Yani;

Gy(x) = {(p(x)|<p € GZ} dir.

Tanim 3.1.4 Eger bir x € M igin Gz(x) = M ise, ). sistemine x € M noktasinda gegisli

bir sistem denir.
Gy sozde (pseudo) grubuile M uzerinde tanimli
X~y &y € Gy(x)

"~ " bagintisini gdz éniine aldigimizda bu bir denklik bagintisidir. Ozel olarak, eger ),

sistemi gecisli bir sistem ise,

Gy(x) =M, Vx € M dir.

Tanim 3.1.5 ) kontrol sistemi;

Sy = {X} o X% o ..o X |X/ € D,t; = 0,r € N}

seklinde sisteme ilisik sozde yari (pseudo-semi) grubunu tanimlar. Burada, ).'nin

ulasilabilirlik kiimesini iceren x € M’nin pozitif yoriingesi;
Sy (x) = {p()|p € SZ} seklindedir.

Genel olarak,

Vx € M igin, Sy(x) € Gy(x) S M dir.

M zerinde Sy ile tammh " ~" bagintisi denklik bagintisi degildir. Cinkd, t > 0

oldugunda X_;(x)’in Sy (x)’e ait olmasi gerekmez. Bagka bir ifade ile;
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X €D #H —X€Ddir.

Yani”

~""bagintisi simetrik olmayabilir.

3.2 Gozlenebilirlik

Tanim 3.2.1 Goézlenebilirlik fonksiyonlu }: kontrol sistemi Y.=(M, D, h, N) seklindedir.

Burada, M ve N diferansiyellenebilir iki manifold, D C Y (M) sistemin dinamigi ve

h: M — N diferansiyellenebilir bir fonksiyondur.

M’ye durum uzayi, N’ ye ¢ikis-gdzlenebilirlik uzayive h’ye Y. 'nin ¢ikis-gdzlenebilirlik

fonksiyonu denir.

Tanim 3.2.2 ) bir kontrol sistemi olsun. x,y € M olmak lizere;

Vo € Sy igin,ho@(x) =ho@(y)

ise, x,y € M noktalarina ). ‘nin ayirt edilemez noktalari denir.

X, x € M noktasinin ayirt edilemez denklik siniflarini gostermek lzere,

X = {y EM:Vg € Sy icinho@(x) =he@(y) } ile tanimlanir.

Tanim 3.2.3 ) bir kontrol sistemi ve x € M olsun.

a)

b)

X € M noktasinda X N U = {x}

olacak sekilde x’in birU komsulugu varsa, x € Mnoktasinda )  vyerel
gozlenebilirdir denir. Yani, x’in U’da ayirt edilemez hi¢ bir noktasinin
olmamasidir. Eger Vx € M icin bu durum gecerli ise, Y, yerel gozlenebilirdir

denir.
X € M noktasinda X N M = {x} ise,

X € Mnoktasinda )  gozlenebilirdir denir. Yani, Y’nin x € M noktasinda
gozlenebilir olmasi icin hOSZ ailesinin M’nin herhangi bir noktasini x € M
noktasindan ayirmasi demektir. Eger Vx € M igin bu kosul saglaniyorsa, )

gozlenebilirdir denir.
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3.3 SE(2) Ozel Oklid Uzayi Uzerindeki Gikis-Gozlenebilirlik Fonksiyonlu, Sapan

Vektor Alani Normalizorden Olan Lineer Kontrol Sisteminin Gézlenebilirligi

1 0 0
Durum uzayi M=SE(2)={<U1 cosf —sin 6)
v, sin@ cos@

vl,vz,HER} olmak Uzere,

ctkis-gozlenebilirlik fonksiyonlu }:=(M, D, h, N) kontrol sisteminin dinamigi asagidaki
diferansiyel denklemler vasitasiyla tanimlanir :

3
g =Xg +ZuEn'g

n=1

y =h(g), g € SE(2)
SE(2) 3-boyutlu Lie grubunun Lie cebiri;
B:(—¢,¢€) = SE(2), B(0) = e seklinde bir egri olsun.

1 0 0
B(t) = va(®) cos(6()) — sin(6(1)) | e SE(2)
v,(t) sin(0(t)) cos(O(D))

o

1 0 0 1 0 0
B(0) = [ v1(0) cos(6(0)) —sin(6(0)) | = <0 1 )
v,(0) sin(0(0)) cos(6(0)) 0 0

0 0 0
g =10 0 -6(0)
¥,(0) 6(0) 0

[N

0 0 0
L(SE(2)) = {A € R3%3; (a1 0 —a3>; a,,a,,as € R } dir.
a, az O

Dolayislyla,
0 0 O 0 0 O 0 0 O
L(SE(2))=gerendE; =|1 0 O0],E;=(0 0 0],Es=(0 0 -1
0 0 O
seklindedir. Burada,

[E1: Ez] = E E; — E3E;

0 0 0/0 O O 0 0 0/0 O O
={1 0 0)J{0 0 O0)—(0 O O]J{1 0 0]=0
0 0 0/\1 0 O 1 0 0/\0 O O
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[Ez’Es] = EyE5 — E3E),

0 0 0/0 O O 0 0 O
={0 0 0]J{0 0O —-1|—{0O -1
1 0 0/\N0 1 O 0 0

ve

= o

[E3;E1] = E3E; — EqE3

0 0 O 0 0 O 0
=<O 0 —1)(1 0 0)—(1
01 0 0 0 O 0 0 O

dir. Sistemin dinamigi;

o O
o O
< ~—
N
S O O
_=O O
[
OHO
~_—
Il
S
_-O O
S O O
o O O
N~
Il
3
N

D = {X +uY: X € normysg2) (L(SE(Z))) ,Y € L(SE(2)),u kabul edilir kontrol}
ile belirlidir. Burada, u kontrollerinin kabul edilebilir kimesi;
U = {u:[0,) - R}
seklinde tanimh parcal sabit reel degerli fonksiyonlarin kiimesidir.
Ayrica, L(SE(Z))’nin normalizori;

noTMy(sE(2)) (L(SE(Z)))

={X € Y(SE(2)):ad(X)(Y) = [X,Y] € L(SE(2)),VY € L(SE(2))}

seklinde tanimlidir.

1 0 0 1 0 0
g, A €SE(2) yani g= (vl cosf —sin 9> ve A= <a1 cos@ —sin (p) olsun.
v, sinf@ cos6 a, sing cos@

1 0 0
O zaman A‘1=<—a1 CoOs@Q —a,sing cos@ sing ) olur.
a;sinp —a,cos¢@ -—sing cos@
O halde, g’'nin i¢ (inner) otomorfizmasi;
1 0 0
AgA‘1=<a1 +v;C08¢Q —v,S8ingp —a;cosf +a,sinf cosf —sin 9>
a, +v;sing + v, cos@ —a;sinf —a,cos@ sinb cos O
olur.

B’ya gore tiirev alinirsa,
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- 0 0 0
d(AgA™t
£=< a;sin@ + acos —sinf —cos 9)

08 —a, cosf + a,sinf cosf —sinf

matrisi elde edilir.
6 =0 igin,
0 0 0
< a, 0 —1>=—a1E2 + ayE; + E5 elde edilir.
_al 1 0
Dolayisiyla,

1 0 0
X <v1 cosf —sin 0): -v1E, + v,E; + E5 bulunur.
v, sin@ cos

Y=(SE(2),X, h,R?) kontrol sistemini
1 0 0
h <v1 cosf —sin 9) = (1,,0)
v, sin@ cos 0
cikis-gozlenebilirlik fonksiyonu ile g6z 6niine alinsin.

Her u € U kabul edilebilir kontroli igin,

3
g = Xg + Z uEn,g
n=1

diferansiyel denkleminin y(0) = g baslangi¢ kosulu ile y(t) ¢6zimu
t €R icin, y(t) = X:(B(t).g) seklindedir.

Burada, B(t): R — SE(2) surekli fonksiyonu;

3

B = (K00 ) uby o X(B©)

n=1

diferansiyel denklemini saglayan SE(2) lizerinde bir egridir.

O halde, Vg4, g> € SE(2) noktalarinin ayirt edilememesi

91~92 < h(Xt(,B(t)-gl)) = h(Xt(ﬁ(t)-gz));Vt ER

seklindedir.
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Lemma 3.3.1 Y=(SE(2),X,h,R?) kontrol sistemi olmak iizere h fonksiyonu

homomorfizma 6zelligi tasimayan bir diferansiyellenebilir fonksiyondur.
Ispat : Durum uzayindan alinan herhangi iki eleman

1 0 0 1 0 0
<v1 cosf —sin 9) , (al cosa —sin a) € SE(2) igin,

v, sinf cos@ a, sina cosa
1 0 0 1 0 0
<v1 cosf —sin 9) (al cosa —sin a)
v, sinf cos@ a, sina cosa
1 0 0
=<v1 +a,cosf —a,sinf cos(6 +a) —sin(0+ a))
vy +a;sinf +a,cosf  sin(0 + a) cos(0 + a)
olup,
1 0 0
h<v1+a1 cosf —a,sinf cos(0 + a) —sin(0+a)>
vy +a;sinf +a,cosf  sin(0 + a) cos(0 + a)
= (v, +a;sinf +a,cosf,0 + a) dir.
Diger taraftan ise,

1 0 0 1 0 0
h{v; cosf —sin 9): (v,,0),h <a1 cosa —sin a>=(a2, a) oldugundan,
v, sinf@ cos@ a, sina cosa

1 0 0 1 0 0
hlv, cosf@ —sin 9) +h (a1 cosa —sin a> = (v, +a,, 6 + a)dr.
v, sinf@ cos@ a, sina cosa

Y . .
Buradan da, en azindan 6 = 7» Q1 # ayigin

v, +a, # v, + a,sinf + a, cos @ dir.

Sonug olarak, h bir homomorfizma degildir.

1 0 0
Lemma 3.3.2 h(vl cosf —sin 9) = (v,,0) ile tanmli h ¢ikis-g6zlenebilirlik
v, sinf cos 6

fonksiyonlu ve L(SE(Z))’nin normalizériinden alinmis X sapan vektoér uzayh

Y=(SE(2),X, h,R?) lineer kontrol sistemi hem yerel hem de genel gézlenebilirdir.
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ispat : Vg € SE(2) icin, e birim eleman olmak lizere, e ve g noktalarinin ayirt

edilememesi icin gerek ve yeter kosul;

h(X.(B().)) = h(X.(B().9)),Vt ER

oldugundan birim elemandan ayirt edilemeyen noktalar kiimesi;
é=1={g€SEQ):v; =v, =60 =0}

seklinde elde edilir. Boylece sistem I'nin sadece birim elemandan olusmasindan dolayi
hem yerel hem de genel gozlenebilir olur.

Yukaridaki Lemma, L(SE(Z))'nin normalizérinden alinmis X sapan vektor uzayli
Y=(SE(2), X, h, R?) lineer kontrol sistemlerinin gézlenebilirligini garanti eden, h ¢ikis-

gozlenebilirlik fonksiyonunun varhgini garanti eder. Bir anlamda varlik teoremidir.

e Eger h bir homomorfizma ise, asagidaki algoritmadan gézlenemeyen durumlar

hesaplanabilir.
Algoritma, [1] :
I'nin Lie cebiri olan L(I)’yr bulmak igin agagidaki algoritmayi géz oniine alacagiz.

1) Ker(h)nin hesaplanmasi,
2) K Lie alt cebiriigin bir = {Z*, Z?, ..., ZP} tabaninin segilmesi
3) pt= {Wl,Wz, ...,Wn_p}, B dik-dual (B-dual) tabanin bulunmasi,
4) L(D? igin ad(X)(B1) e ilisik tabanin bulmasi,

e adX)(BH) ={ad'X)(w;):0<i<k’1<j<n-p}

o ad®(X) =Id

o ad(X)(w) = Ly(w)

o adi(X)(w) = ad"ad(X)(w)),i =1

o Ly(wY)=(Lxyw)Y +w[X,Y]

o L() = geren(ad(X)(B))*

Teorem 3.3.3, [1] Y =(G, X, h, V) bir lineer kontrol sistemi olsun.
Y gozlenebilirdir &

a) L()=0
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b) {g:X:(g) = g,Vt € R} = Fix(T) n Ker(h) = {e}.

Yukarida verilmis olan Lie grubu Gzerindeki lineer kontrol sistemi karakterizasyonunda
h bir Lie grubu homomorfizmasi olarak alinmistir. Lemma 3.3.1’de homomorfizma
olmadigi gosterilen h fonskiyonu icin gozlenebilirlik Lemma 3.3.2’de yerel ve genel
olarak denk elde edilmekte ve gosterilmektedir. Gozlenemeyen noktalarin incelenmesi

bakimindan hA’in homomorfizmaya donilistigli durum asagida incelenmektedir.

0 = 0 + 2km olarak ele aldigimizda fonksiyonumuz homomorfizma olmaktadir. Simdi

ilk olarak Ker(h) hesaplanirsa,

1 0 O
Ker(h) = {(vl 1 0) (v, € R} dir.
0 0 1

B = {E;} secildiginde,
pt ={w, = E;,w, = E; } dir.

ic otomorfizma bulunurken 8’ya gore tirev alindiginda,

00 0
X=(0 0 —1]=E;dur

0 1 0
Buradan da,

0O 0 O 0 0 O 0 0 ON/0 O O
[X,Ei]=({0 0 —-1]{1 0 0]J—{1 0 0]Jl0O 0 —-1]|=E,
01 0 0 0 O 0 0 0o/\0 1 O
0 0 O 0 0 O 0 0 ON/0 O O
[X,E;,]={0 0 —-1]{0 0 O0)J—|0 O OJ|O O —-1|=-E;
01 O 1 0 O 1 0 0/\0 1 O

0 0 O 0 0 O 0 0 O 0 0 O
[X,E;]=(0 0 —-1]{0o 0 —-1]-{0 0 —-1]J(0 0 —-1]=0
01 O 01 0 01 0 0 1 0

elde edilir.

ad®(X) = Id oldugundan;
ad®(X)w, = Id(w;) =w, = E;
ad®(X)w, = Id(w,) = w, = E5 dir.
ad(X)(w) = Ly(w) oldugundan;
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Ly(wY) = (Lxyw)Y + w[X, Y] igin, w; = E; vesirasiylaY = Ey, E;, E5 segersek,

LX(E;El) = (LXE;)El + E; [X, El] bulunur.

Buradan;

0= (LyEDE, + 1

dir. Sonug olarak;

(LxE;) = —E;" olur.

Ly(E;E;) = (LxE3)E, + E; [X, E,] dir. Buradan 0 = (LxE;)E; + 0 elde edilir.
O halde (LyE;) = 0,(LyE;) = E;" yada (LxE;) = E3" olur.

Ly(E3E3) = (LxE;)E; + E; [X, E5] dir. Buradan 0 = (LyxE;)E3 + 0 olur.
Sonug olarak (LyE3) = 0, (LyE;) = E;* yada (LyE;) = E,” olur.
Ly(wY) = (Lxyw)Y + w[X, Y] icin w, = E3 ve sirasiylaY = E;, E,, E5 segersek,
Ly (E3E;) = (LxE3)E, + E; [X, E{] dir. Buradan 0 = (LxE3)E; + 0 olur.
Sonug olarak,

(LxE3) = 0,(LyE}) = E,” yada (LxE;) = E5" olur.

Ly (E3E,) = (LxE3)E, + E5 [X, E,] dir. Buradan 0 = (LxE3)E, + 0 olur.
Sonug olarak,

(LyED) = 0, (LyE}) = E;* yada (LyE) = E5* olur.

Ly(E3E3) = (LxE3)Es + E3 [X, E5] dir.

Buradan,

0 = (LxE3)E; + 0 olur. Sonug olarak,

(LxE3) = 0,(LyE3}) = E;" yada (LyE3) = E," olur. Dolayislyla,
geren(ad(X)(BY)) = {E," ,E,", E3} ve

L() = geren(ad(X)(B1))t = 0 elde edilir.

O halde, ), yerel gozlenebilirdir.
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Simdi exp(tX)’i hesaplayalim. Bu islem igin asagidaki esitlik kullanilarak islemler

yapiimaktadir :

(tX)?  (tX)®
TR

exp(tX) =1+tX +

o~
<
Il
~~
o O O
&+ O O
|

o OH_O
~__—

0
0
0
0 0 O 0 0 O
X3=(0 -1 0)(0 0 —1>=<
0 0 —-1/\0 1 O

0

0

0
0 0 0/0 O O 0 0 O
X*=10 o 1J{o o —-1]=(0 1 0
0 1 0/\0 1 0 0 1

0

0

1

0
0 0 0A/0 O O 0 0
X5=10 1 ofJ{o 0 -1 =<O —1)
0 0 1/\0 1 O 0 0
Dolayisiyla,
/1 0 0
t?2 ¢t t3 5 \
0 1__|+_|_... _<t__l+_'_...> 1 0 0
exp(tX) = 2t 4l 3t 5! =10 cost -—sint

t3 t5 t? t* 0 sint cost
0 t_§+a_... 1_54_5_...

/-~
SO
O = O
_ O O

) € SE(2) olmak lizere,

1 0 0 1 0 0 1 0 0
<0 cost —sint) (vl 1 0):(vlcost—vzsint cost —sint)

0 sint cost v, 0 1 v, sint + v,cost sint  cost

1 0 0\ /1 0 0 1 0 0
<‘l7 1 0) <O cost —sint) = (Ul cost —sint))
v, 0 1/\0 sint cost v, sint  cost

exp(tX).g =g.exp(tX) ® v, =v, =0 dir.

=

Dolayisiyla,
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1 0 0
Fix(T) = {(O cost —sint) it € R}

0 sint cost

elde edilir. O halde,

1 0 O
Ker(h)NFix(T)=(0 1 0]=e dir.
0 0 1

Sonug olarak, Teorem 3.3.3’ e gore, ). genel gozlenebilirdir.

3.4 G Lie Grubu Uzerindeki Cikis-Gozlenebilirlik Fonksiyonlu, Sapan Vektér Alani

Normalizérden Olan Lineer Kontrol Sistemlerinin Gézlenebilirligi

G, n-boyutlu bir Lie grubu ve L(G) de onun Lie cebiri olsun. Cikig-gozlenebilirlik
fonksiyonlu }=(G, D, h,V) lineer kontrol sistemini gbz énline alalim. Sistemin dinamigi

asagidaki diferansiyel denklemlerle tanimlanir :

n
g =Xg+Zung
j=1
y=h(g),g9€G

Burada,

X € normy)(L(®)) = {X € X(6):ad(X)(Y) = [X,Y] € L(G),VY € L(G)}, [5], ve
Y1, Y2 ..., Y" € L(G) dir, [11], [12], [16], [17].

Tanim 3.4.1 (x Ozelligi) h diferansiyellenebilir bir fonksiyon olmak tizere, farkl iki x ve

1

y elemanlari igin h(x) = h(y) esitligi ancak y=x"" i¢in saglaniyorsa h; * 6zelligini

sagliyordur denir.
e h fonksiyonu * 6zelligini saglayan bir fonksiyon olsun.
O zaman;
91~92 © h(X.(g1) = h(Xc(g2)), vVt = 0
o= ozelliginden X,(g,)=(X,(g,)) L, vt =0
© X (90X (92)=X: (927X (g2), VE =0
© X:(9192)=X: (g2 g2)=X,(e)=e, Vt 2 0
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< g19, € KerX, ,Vt =0
elde edilir.

Buradan yola cikarak e’den ayirt edilemeyen noktalarin kiimesi olan I kiimesi asagidaki

sekilde tanimlanir :

[=é={g € G|g € KerX,,Vt > 0}

91~92 © g2 €1g; 7!

Asagida, * ozelligine sahip ¢ikis-gbzlenebilirlik fonksiyonlu Lie gruplari tGzerindeki lineer
kontrol sistemlerinin yerel ve genel gozlenebilirligi gosterilmektedir. [7]’den farki

sistemin ¢ozlimlerini tasiyan ¢ikis-gozlenebilirlik fonksiyonu h’nin bir homomorfizma

olmamasidir.

Teorem 3.4.2 h x* Ozelligini saglayan herhangi bir diferansiyellenebilir fonksiyon
olmak uzere, }=(G,D,h,V) lineer kontrol sisteminin yerel gozlenebilir olmasi igin

gerek ve yeter kogul L(I)= 0 olmasidir.

ispat: (=) L(I) # 0 ve X € L(I) olsun. Ozaman, exp(tX) € I oldugundan dolays,
enazbirg € GicingNU # {g} dir.

Bu yerel gozlenebilirlikle gelisir, dolayisiyla, L(I) = 0 dir.

(<) L()=0ise, I, G nin bir ayrik Lie alt grubudur. Yani, her bir g € G igin
gnu={g}

olacak sekilde g’nin bir U komsulugu vardir ve bundan dolayi ), yerel gozlenebilirdir.

Teorem 3.4.3 h, * Ozelligini saglayan c¢ikis-gozlenebilirlik fonksiyonlu Y.=(G,D, h,V)

lineer kontrol sistemi olmak Uizere,
>’ nin gozlenebilir olmasi igin gerek ve yeter kosul

a) L() =0 ve
b) Fix(T) ={g € G: X;(g) = g,t = 0} olmak lzere, Ker(h) N Fix(T) = {e}

esitligini saglamasidir.
ispat: (=) Y. gozlenebilir oldugundan, Teorem 3.4.2 den dolayi, L(I) = 0 dr.

g € Ker(h) N Fix(T) olsun. O halde, g € Fix(T) dir. Fix(T)'nin tanimindan dolayi,
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X:(g) =g dir. Dolayisiyla, g €1 dir. ) gozlenebilir oldugundan dolayi, 1= {e} dir.
Buradanda, g = e olur.

(<) Karsit olarak, L(I) = 0 olmasi, I'nin Ker(h)'nin bir ayrik Lie alt grubu oldugunu

gosterir. Burada, g € I alinirsa.
Y:RXG->G
(t.9) = ¥t 9) = Xc(9)

bir tasvir olmak tzere, ¥ 'nin R x {g} ‘ye kisitlanigi olan Y|g x (g surekli tasviri

icin, Y| x ¢g'nin tanim bélgesi baglantili oldugundan,
Im(i,) = (X,(g):t € R}
de baglantihidir. Ancak, X,, G’nin 6zdeslik tasvirive I, T — invaryanttir. O zaman,

g€ Im(t/)g) c I dir. I ayrik oldugundan, {g} = Im(l/Jg) elde edilir. Buradan da,
g € Fix(T) oldugu elde edilir. Boylece, g € Ker(h) N Fix(T) dir.

Sonuc olarak,
g = e ve ), gozlenebilirdir.

Teorem 3.4.4 Y=(G,D,h,V) bir lineer kontrol sistemi ve h, * 6zelligini saglayan bir

homomorfizma olmak lzere, }.'nin yerel ve genel gozlenebilirligi denktir.

ispat: Genel gdzlenebilirligin yerel gbzlenebilirligi gerektirdigi asikardir. ¥’nin yerel

gozlenebilir oldugunu kabul edilsin. Yani;
a # e ve a € Ker(h) olsun. Dolayisiyla, L(I) = 0 dir.
O halde h(a) = h(e) = e dir.

1 = e dir. Buradan celiski elde edilir.

h * 6zelligini sagladigindana = e~
Dolayisiyla, Ker(h) = e dir.
e € Fix(T) oldugundan dolayi, Ker(h) N Fix(T) = {e} dir.

Teorem 3.4.3 ‘e gore, Y genel gozlenebilirdir.
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Ornek 3.4.5

Matris gruplarindan 6zel ortogonal Lie grubu olan SO(3) rotasyon grubunu gézéniine

alalim, [18] ve [19]. R® deki eksen rotasyonlarindan birinin temsili olan
cosa —sina 0

S=4|sina cosa O]||lxE€ER

Lie grubunun Lie cebiri;

0 0 1
0 -1 0
L(S)=geremiyE=[1 0 O dir.

0O 0 O
cosa —sina 0 cosf —sin8 0
g, A € S olmak tzere, g=| sina cosa 0 |veA=|sinf cos6 O
0 0 1 0 0 1
olsun.

cosf sin6 0

A= —sin® cosf® 0

0 0 1

Buradan, g’nin i¢ otomorfizmasi;

cosa —sina O
AgA™=| sina  cosa 0
0 0 1

a’ ya gore tlrev alinirsa ve a = 0 yazilirsa,

—sina —cosa O 0O -1 0
cosa —sina 0 =11 0 O0])=E
a=0 \O 0 O

0 0 1
dir. Buradan, X = E olarak alindiginda,

¥'=(S, X, h, R) lineer kontrol sistemi,

cosa —sina O
h| sina cosa O |=a
0 0 1

cikis-gozlenebilirlik fonksiyonu ile gbz dntline alinsin ve
cosa —sina 0 cos@ —sinf 0
sinae cosa 0],| sin@ cos8 0 |€ Solsun. Budurumda,
0 0 1 0 0 1
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cosa —sina O cos@ —sing 0
sma cosa 0 sin@ cos@ 0=
1 0 0 1

cos(a + 9) —sin(a+6) 0
<sm(a +0) cos(a+0) O)
0 1

cos(e +0) —sin(a+6) 0
h <sin(a +0) cos(a+6) O) = (a +0)

0 0 1
cosa —sina 0 cosf —sin6 0
h{sina cosa O)|=a h|sin@ cos8 0]|=86

0 0 1 0 0 1
cosa —sina 0 cos@ —sin6 0
h{sina cosa O|+h|sin®@ cos@ O0|=a+0
0 0 1 0 0 1

dir. Dolayisiyla, h fonksiyonu bir homomorfizmadir.

Ayrica, farkli ikix ve yelemanlariigin, h(x) = h(y) esitligi saglanmadigindan
dolayi, * 6zelligine aykiri bir durum yoktur. Bundan dolayi, h fonksiyonu otomatik

olarak * ¢zelligine sahiptir.

Ker(h) hesaplanirsa,

1 0 O
Ker(h) = {(0 1 O)}
0 0 1

elde edilir. Buradan da,
Bt ={E"})
geren(ad(X)(B4)) = {E*}

L(D) = geren(ad(X)(B))t =0 elde edilir. Dolayisiyla, Y yerel gézlenebilirdir ve

h, * 6zelligini sagladigindan dolayi, Teorem 3.4.3’e gore, genel gozlenebilirdir.
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BOLUM 4

KONIK SISTEMLERIN GOZLENEBILIRLIGi

4.1 Genel Kontrol sistemleri

Tezin bu bolimiinde [20] de sunulmus yeni bir sistemde heniiz incelenmemis olan
gozlenebilirlik problemi incelenmektedir. Konik Sistemler yeni bir kontrol sistemi olup,
Uzerinde gozlenebilirlik problemi galisiimamistir. Dolayisiyla, dncelikle bu yapi verilerek

cikis-gozlenebilirlik fonksiyonlu sistem olusturulacaktir.

M ve N bir dg uzakhk fonksiyonu indirgeyen bir Riemann metrigi ile verilmis n —
boyutlu baglantili diizgiin bir manifold olmak Ulzere, M Uzerindeki dizgiun vektor
alanlarinin reel vektor uzayi ¥ (M) nin sonlu boyutlu bir E' alt uzayi géz 6nline alinsin. E
Gzerinde ve karsilik gelen fonksiyon uzaylari lzerinde birer topoloji olabilmesi icin
E, <.,.>i¢c carpimina sahip olsun, [21]. g, E’nin hi¢ bir 6z alt uzayinda kapsanmayan
E iginde Uretilen bir konveks koni olmak lizere, o € E alinsin. Bdylece, norm ile E’nin
x(M) vektor alanlarinin uzayi igine olan kapsama tasviri diizglin bir tasvirdir. o’daki
tim vektor alanlari ileri tam olsunlar. Ayrica, o Lie cebiri rank kosulunu saglasin, yani;
I, a’y1 (veya E’yi) igeren vektor alanlarinin en kiiglik Lie cebiri olmak lzere, Vx €
M igin, I"= T, M olsun. Verilen bir x € M icin, E(x), T,)M tanjant uzayinin alt uzayidir
ve a(x) € TyM bir konveks konidir. a’nin yériinge egrisi (trajectory) a'(t) € o(a(t))
olacak sekilde M iginde mutlak strekli bir a egrisidir. Eger, T > 0 olmak (Uzere,
a:[0,T] = M bir yoriinge egrisi ise, o taktirde B(t) = a(Tt) ile tamml B:[0,1] > M
egrisi B'(T) = Ta(Tt) € a(B(t))’yi saglar ve dolayisiyla, ayni zamanda, bir yoriinge
egrisidir. &, ||.||o €S sup-normu ile u:[0,1] > M seklindeki sinirli &lgulebilir
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fonksiyonlarin Banach uzayini gostersin. Burada, E Uzerindeki norm i¢ ¢arpimdan
gelmektedir. U, o’da deger alan u € € fonksiyonlari ile olusan konveks koni olsun.
o’nin E iginde Uretilen bir konveks koni olusu U’nun ¢ iginde sup-norma gore bostan
farkh bir ice sahip oldugunu gosterir. U'nun elemanlarina a’nin kontrol fonksiyonlari
denir. Genel bir u:[0,1] = o kontrol fonksiyonu ve bir x € M baslangi¢ kosulu igin,
karsilk gelen trj,.(u):[0,1] - M yoriinge egrisi x‘de baslayan x = u(t)x diferansiyel

denkleminin ¢ézUmuddr.

T(o), o’nin yoringe egrilerinin kiimesini, T(o0,x), x'de baslayan yoériinge egrilerinin
kiimesini ve T(o,x,y) de x'de baslayan ve y’de biten yoriinge egrilerinin kiimesini

gostersin.
¢¢, u kontrolu ile tanimli akis (flow) olmak tizere,
¢ (x) = trj, (W) (t) dir.

Burada, verilen bir baslangic kosulunu karsilayan birinci dereceden diferansiyel
denklemlerin tek ¢6zimuniin varhgini mimkin kilan diferansiyel denklemlerin varlik ve
teklik teoreminden, ¢ M’nin agik kimeleri arasinda 1-1 bir fonksiyondur ve

difeomorfizmadir.
4.2 Gozlenebilirlik

Cikis-gozlenebilirlik fonksiyonlu ), konik kontrol sistemi }'=(M,D,h,N) g6z 6niine

alinsin. Burada, D c Y (M) dinamik ve h: M — N bir yerel homomorfizmadir.

Tanim 4.2.1 Her x,y € M ve her ¢ € Sy icin, ho ¢t'(x) = ho pf(y) ise x,y EM

noktalari, ) igin ayirt edilemez noktalardir denir.
x'in denklik siniflan ¥ = {y € M: ho @(x) = ho @(y), V¢ € Sy } seklindedir.
Tanim 4.2.2 )’ konik kontrol sistemi ve x € M olmak lzere,

a) x € M’de Y'nin yerel gozlenebilir olmasi igin gerek ve yeter kosul X NV = {x}
olacak sekilde x’in bir V' komsulugunun var olmasidir. Yani; x’in V’den ayirt edilemez

noktasi olmayacaktir.

Eger Vx € M igin (a) sarti saglaniyorsa, ). yerel gozlenebilirdir denir.
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b) x € M ‘de )'nin gozlenebilir olmasi igin ¥ N M = {x} olmasi gerekir. Yani; ). nin
X € M’de gozlenebilir olmasi icin ho ¢} (x), M’nin herhangi bir noktasini x’den

ayirmasi gerekir.
Eger Vx € M igin, (b) sarti saglaniyorsa, ), gozlenebilirdir denir.

incelenen kontrol sistemindeki durum ve gozlenebilirlik uzaylari olan M ve
N diferansiyellenebilir manifoldlarin Riemann manifold vyapilarina ek olarak,
M X M - M igin (m;,m,) > mym;1eC®ve N x N - N icin (ny,n,) > n;n;* € C*
kosullari eklensin. Dolayisiyla, grup yapisi eklenmis ve baglantili manifoldlar Gzerinde

baglantili Lie gruplari elde edilmis olur.

g =u®)(x)

h(g)=n€eN

LH(M) M’den N’ye tim yerel homeomorfizmalarin kiimesi olmak tizere, h € LH(M)

olsun. Her g € M icin, dh, 1-1 ve Uzerine olacak sekilde bir diferansiyellenebilir

dontsimdir. Kontrol fonksiyonlari diizenli (regiler) vektor alanlari olsun. O taktirde,

hert > 0 igin, h(¢p¥(g1)) = h(¢¥(g.)) © ¢ (91'g2) € Kerh dir. Burada, ¢ genel

homomorfizmaya doénisir, [20].

Teorem 4.2.3 [ = {g € M: ¢{'(g) € Kerh,Vt = 0} M’nin bir Lie grubudur.
Ispat : I'nin M’nin kapali ve normal bir alt grubu oldugu gésterelim.

g1~e~g, olacak sekilde g;, g, € M elemanlari alinsin. O taktirde, g;g,”* € I dir.
Buradan, I, M’nin bir alt grubudur.

t = 0 igin, her g € M ve her b € 1 olmak uzere,

¢t (gbg™") = ¢t ()¢t (b)p%:(g) dir. ¢ (b) € Kerh

oldugundan dolayi, gbg~! € 1 dir. O halde, I bir normal alt gruptur.

I’daki b’ye yakinsayan herhangi bir {b,,} dizisi ve her bir t = 0 igin, ¢} 'nun
stirekliliginden dolayi, ¢ (b,) = ¢ (b) elde edilir ve dolayisiyla, I kapaldir.

Kapal alt grup teoreminden dolayi, M’nin gdmili (embedded) alt manifoldu olarak

indirgenmis topolojide bir Lie grubudur.
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Teorem 4.2.4 Y'=(M, D, h, N) bir konik sistem ve h bir yerel difeomorfizma olsun.

Y. konik sistemi yerel gézlenebilirdir & L(I) = 0

ispat: (=) L(I) # 0 ve X € L(I) olsun. O taktirde, Idiskrit bir Lie grubu degildir.
Ayrica, exp(tX) € 1, Vg € M igin, exp(tX) = ¢p¢(g) esitligini saglayan bir egridir. g’yi
iceren tiim acik alt kimeler igin h(qb}‘(g)) = h(q[)#(g*)),Vt > 0, esitligini saglayan en
az bir g* vardir. Bu yerel gozlenebilirlikle gelisir, dolayisiyla L(I) = 0 dir.

(<) L) =0 oldugundan dolayi, I diskrit bir Lie grubudur. Dolayisiyla,
Vg el={g € M:¢p;(g) € Kerh,Vt = 0} icin ¢{(g) = g olmasi yerel gozlenebilirligi
saglar. O halde,
vg~e = h(¢¥(9)) = h(p¥(e)) = ey dir.
Teorem 4.2.5 }'=(M, D, h, N) bir konik sistem ve h bir yerel difeomorfizma olsun.
Y gozlenebilirdir &

a) ). yerel gozlenebilir ve

b) Fix(¢}) = {g € G: ¢} (g) = g,t = 0} olmak lizere Ker(h) N Fix(¢{) = {e}.

ispat : (=) Y ‘nin genel gozlenebilirligi yerel gdzlenebilirligini gerektirir. b) sikkinin
dogrulugunu gostermek igin, g € Ker(h) N Fix(¢{) ve g # eolsun. g € G elemani
Fix(¢}) ‘nin ve ayni zamanda h’nin gekirdegine ait olan bir durum uzayi elemani

oldugundan dolays,

¢t (g) = g € Ker(h) ve g €1olur.

Bu durum, yerel gozlenebilirlik ile celisir. Dolayisiyla,
Ker(h) n Fix(¢}) = {e} dir.

(<) Y yerel gozlenebilir olsun. Bu genel gozlenebilirlik igin yeterli degildir. Clinki,

L(I) = 0 olmasi I'nin bir diskrit grup olmasini saglar, ancak, I # {e} olabilir.

Eger g €1, ¢#(g) € Ker(h) ise, Ker(h) N Fix(¢}) = {e} ve I'nin diskrit bir grup

olmasindan dolayi, g = e dir. Buradan, ) global gozlenebilirligi elde edilir.
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SONUC VE ONERILER

Lie gruplan tzerindeki lineer kontrol sistemlerinin gozlenebilirligi farkli bir bakis agisi ile
ele alinmistir. h fonksiyonunun homomorfizma olmama durumunda e’den ayirt
edilemeyen noktalarin kiimesi olan 1 kimesi belirlenip sistemin gozlenebilirligi
hakkinda yorum yapilmistir. Ayrica, h fonksiyonunun homomorfizma olmasi
durumunda da h fonksiyonu igin bir * 6zelligi tanimlanip sistemin yerel gozlenebilir
olmasi durumunda gozlenebilir oldugu gosterilerek yeni bir gozlenebilirlik
karakterizasyonu olusturulmustur. Bunun disinda, durum uzayi SE (2) ézel Oklid uzayi
olan sapan vektor alani normalizérden alinan lineer kontrol sisteminin gozlenebilirligi
incelenmistir. Son olarak ise, yeni bir kontrol sistemi olup Uzerinde gozlenebilirlik
problemi calisiimamis olan Konik Sistemlerin gozlenebilirlik karakterizasyonunu

olusturulmustur.

h fonksiyonu igin bir baska * 0Ozelligi tanimlanip sistemin yerel gozlenebilir olmasi
durumunda goézlenebilir olmasi sonucunun incelenmesi durumunda gozlenebilirlik igin
ilging sonuglar elde edilebilir. Ayrica, Konik sistemlerin yeni bir sistem olmasi

gozlenebilirlik karakterizasyonu agisindan bir ¢ok yenilige acik olabilir.
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