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OZET

BAZI OZEL DEVIRLI KODLAR AILESi VE DNA UYGULAMALARI

Elif Segah OZTAS

Matematik Anabilim Dali

Doktora Tezi

Tez Danismani: Dog. Dr. Bayram Ali ERSOY

Bu tez galismasindaki amag, DNA zincirlerindeki baz dizilimlerine uygun olan kodlari
olusturmaktir. Bu amac¢ dogrultusunda Ters sirali (TS) ve Ters sirali tamlayan (TST)
Ozellikli kodlar (izerinde yogunlasiimis ve istenen formda kodlar elde edebilmek icin
yeni yapilar tanimlanmistir. Ayrica bu tezde ilk kez sunulan yikseltilmis (lifted) ve
esterim (coterm) olarak adlandirilan bu yontemler sayesinde DNA ve optimal kodlar
elde edilmistir.

DNA bazlari ile ile tam eslesebilen halka ve 6zel basamak 6zellikleri tanimlanmistir.

Ayrica hem Ters sirali tamlayan (TST) DNA hem de devirli kod olabilen kodlar elde
edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Ters sirali kodlar, DNA kodlar, Yikseltilmis polinomlar, Esterim
polinomlar, Devirli kodlar.
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The aim of this study is building codes which are suitable sequences of the bases on
DNA strings. For this purpose, focused on reversible and reversible codes and defined
new structures to obtain codes in desired focus. Further, optimal codes are obtained
with the polynomials called lifted (ytkseltilmis) and coterm (esterimli).

The ring and properties of digits that are suitable DNA sequences, are defined.

Moreover, both reversible code and reversible complement DNA codes are obtained in
same code.

Keywords: Reversible codes, DNA codes, Lifted polynomials, Coterm polynomials,
Cyclic code.
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BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

DNA kodlari ile ilk ilgilenen L. Adleman, 1994’te meshur ve ¢ézilmesi ¢ok uzun zaman
olan Hamilton yolu problemini test tliplinde DNA molekiillerinin manipilasyonu ile
¢6zdu. Kombinatdrikte yer alan ve Unli bir problem olan Kéning Képri problemi olarak
da bilinen; cizge (graf) teorisinde 7 diiglim ve aralarindaki ikiser yollar ile modellenen 7
satici problemini, DNA molekillerini kullanarak ¢ok hizli bir sekilde ¢6zdi. Adleman’in
yaklasimi DNA’nin 6zelligi olan WCC (Watson-Crick Complement)’ye dayanmaktadir
[1]. Hamming kisitl, ters sira tamlayan (reverse-complement) kisiti, ters sira (reverse)
kisiti ve sabit GC-miktar kisitt DNA kodlarinda en ¢ok kullanilan kisitlardir [2], [3], [4],
[5]. [6] calismasinda, DNA hesaplamalarinda uygun olan kodsozleri dizayn etmek icin
ayrica stokastik arastirma algoritmalari  kullanilmistir.  [7], [8] ¢alismalarinda,
istenmeyen baglara donidsme ihtimali az olan DNA dizlerinin kiimesini secen, genetik
ve evrimsel algoritmalar gelistirilmistir. [9] c¢alismasinda ise cebirsel olarak DNA
kodlarini olusturmak icin GF(4) (4 elemanl cisim)’'te devirli kodlarin kullaniimasi
amaglanmis ama yapilan ¢alisma sadece GF(4)te lineer ters sirali (TS) devirli kodlar
Gzerine olmustur. [10], [11] calismalarinda Levenshtein metrikten biraz farkli olarak
Hamming uzakligina gére daha uygun olan silinmis (deletion) uzaklik kullanilimis. [12]

¢alismasinda, 4 elemanli F,[u]/(u?-1) halkasinda silinmis uzaklik ve GC miktar kisiti

kullanilmistir.

[13], [14] calismalarinda Data Encryption Standardi (DES) kriptografik sisteminin

kirtlmasi icin molekiler bir program sunulmustur. DNA molekillerinin medya



depolamada kullanilabilecegi [15] ¢alismasinda gosterilmistir. 3,4 nm periyoduna sahip
heliks DNA molekilinin 10 baz cifti ya da periyod basina 20 bite karsilik geldigi
gosterilmistir. Dolayisiyla bir DNA molekilinde bilgi depolama boyunca olusan lineer
yogunluk diger elektronik, manyetik ve optik teknolojilerinden daha iyi olacak sekilde

0,17 nm basina 1 bit ya da 149 Mbit/in’dir.

[2], [4], [16], [17] ¢alismalarinda 6nceden saptanmis minimum Hamming uzakliklarla
DNA kodsozlerinin biylk kiimelerini insa etme (izerine odaklanilmistir. [16], [17]
calismalarinda GF(4)’te ters sira tamlayan kisiti kullanilmis. [17] ¢alismasinin bir
genislemesi olarak, [18] c¢alismasinda ters sira tamlayan kisiti istenmeyen
hibridizasyonlara mani olmak igin bilinen kisitlara (Hamming kisiti ve GC miktar kisiti)

eklenerek, birgcok yeni en iyi kod elde edilmistir ve GF (4) 'te lineer kodlar ile toplamsal

kodlar g6z 6nlinde bulundurulmustur.

[11] ¢alismasinda 16 elemanh halka lzerinde ve tek uzunluklu devirli DNA kodlari
Uzerinde gahsilmistir, bunlarin cebirsel yapilari belirlenmistir, devirli kodlardan DNA
kodlara donusimini gerceklestiren bir dontsim tanimlanmistir ve minimum

Hamming uzaklik da kullaniimigtir.

[19] casiimasinda, DNA'nin dért bazi ile Z,’Gn elemanlari arasinda 24 farkl tirdeki
eslesmeye gore, Z, halkasi tizerinde bulunan kodsézler ile gercek DNA pargalarina -en

az 1 hata ile- karsilik gelen kodsozler bulunmustur.

Cift sarmal zincir yapisina sahip olan DNA, bir islem uyguladigi sirada (protein tiretmek,
cogalmak vs.) DNA (zerinde islem yapacak genin oldugu kisimdaki zincir agilmakta ve
uygun gen istenen gorevi yerine getirdikten sonra yeniden kapanmaktadir veya farkl

islemler zinciri olarak devam etmektedir.

DNA’da “baglanma bdlgesi (binding site)” denilen bdlgeye bir protein (Transkripsiyon
faktorli - TF) baglanarak agilma islemi baslamakta ve ilgili gen islemleri yapilmaya
baslanmaktadir. Eger baglanma bolgesi bilinirse disardan bir etki ile DNA'nin ilgili geni
calistirmasi veya kapatmasi, gerekli proteini Gretmesi, fonksiyonlarinin belirlenmesi ile

tedavilerde kullanilmasinin vb. saglanabilecegi diistintilmektedir.



[20] galismasinda, baglanma bdolgesi’nin hangi bazlardan olustugunu bulmak igin, DNA
8 baz uzunlugundaki parcalara gore sayilip, “cok goriilen” ve “cok gérilmesi beklenen”
seklinde oranlara gore hesaplanip, yapilan istatistiksel islem sonucu 6zel tablolar
olusturulmustur. Olusturulan tablolarda k-mer’lerin (k -bazhlarin: k uzunlugunda
DNA pargasi) bliylik gogunlugunun hem kendileri hem de ters sira tamlayanlarinin gok
yogun bir sekilde yerlestigi gozlemlenmistir. Bu yogun gorilen k -merlerden birinin
veya birkacinin baglanma boélgesi oldugu ongorilmektedir. Sonuc¢ olarak baglanma
bolgesi olma ihtimali cok daha yliksek olan kisimlar bir TST kod veya TST kodun icindeki
bir kiime olarak distinilmektedir. Bu sonuclardan da gorildiiga gibi DNA (izerinde TST

Ozelligi onemli bir yere sahiptir.

1.2 Tezin Amaci

Bu tezde TS 6zelligine sahip kodlar bulmak, bunlarin DNA karsiliklarinin da TS ve TST
ozelligini saglattirmak, DNA parcalarini bir halkanin elemani sekilde ifade edebilecek bir
cebirsel yapi ve sistem olusturmak ve bunlar devirli kodlarda da uygulayabilmek

amaclanmistir.

1.3 Orijinal Katki

Tezin amaci dogrultusunda istenilen sonuclar elde edilip uluslararasi yayinlar yapilarak

literatlire yeni tanimlar ve teoremler kazandirilmistir.



BOLUM 2

TEMEL BILGILER

Bu bélimde daha sonraki bélimlerde kullanilacak olan temel tanim ve teoremler yer

almaktadir. Temel bilgiler cogunlukla [21] kitabindan faydalanilarak hazirlanmistir.

2.1 Temel Tanimlar
Tanim 2.1 g(X)=a, +a,X+..+aX polinomunun resiprokali a,=0 veder(g (x)) <
der(g(x)) olacak sekilde g (x)=x"g@/x)=a +a_X+..+aX ile gosterilir. Eger

9" (X) = g(x) ise g(x)’e kendine resiprokal polinom denir.
Tanim 2.2 a=(a,,a,,...,a,) sirali n-lisinin ters siras1 3" =(a,,a, ;,...,&,) seklindedir.

Tanim 2.3 (a,,8a,,...,a,) sirali n-lisi ters sirasi olan (a,,a, ,,...,&,) 'ye esit ise (a=a")

(ay,a,,...,a,) ye kendine ters sira denir.

Tanim 2.4 S #J sirali n-lilerin bir kiimesi olmak Ulzere, eger her a=(a,,a,,...,a,) €S

icin a" =(a,,a, 1,.-,8,) €S ise S'ye ters siral kiime denir.
Tanim 2.5 a=(a,,a,,...,a,) sirali n-lisinin, m sabit bir deger olmak Uzere, tamlayani
a“=(a,+m,a +m,...,a, +m) seklindedir.

Tanim 2.6 S = J sirali n-lilerin bir kimesi olmak Uzere. m sabit bir deger olsun. Eger
her a=(a,a,..,a,)€S icin a‘=(a,+m,a+m,..,a,+m)eS ise S’ye tamlayan

kiime denir.



Tanim 2.7 S # J sirali n-lilerin bir kimesi olmak Uzere. m sabit bir deger olsun. Eger
her a=(a,,a,..,a,)€S igin a“=(a,+m,a,,+m,..,a,+m)eS ise S’ye ters sirali

tamlayan kiime denir.

2.2 Sonlu Cisimler

”

Tanim 2.8 F #J kiimesi Ustinde “-” ve “+” iki islemi tanimh olsun. (F,+) ve

(F\{0},-) degismeli gruplarise (F,+,-) tglustne cisim denir.
Onerme 2.9 F bir cisim, a,b € F herhangi iki eleman igin
i. (FDa=-a;
i.,ab=0=a=0vb=0.
Teorem 2.10 Z  bir cisimdir < p asal sayidir.
Tanim 2.11 F bir cisim. 1, F 'nin birimsel elemani olmak tizere p.1=0"1 saglayan en

kGigik pozitif p tamsayisina F ’‘nin karakteristigi denir. Eger boyle bir p yok ise

karakteristik O dir.
Teorem 2.12 Cismin karakteristigi ya 0 ya da asal sayidir.

Tanim 2.13 E, F ikicisimve F < E olsun. F 'ye E’nin alt cismi denir.

Teorem 2.14 Karakteristigi p olan sonlu cisimlerin eleman sayisi p" (ne Z™) dir.

2.2.1 Polinom Halkalar

Tanim 2.15 F bir cisim. F[Xx]:= {Zaixi 8, eF,n= 0} kiimesine F (izerinde polinom

i=0

n
halkasi denir. F[x]’in elemanlarina F Uzerinde polinomlar denir. f(X):Z:aixi
i=0

polinomu igin n, f(x)’in derecesidir ve der(f(x)) olarak gosterilir. Eger a, =1 ise
f(x) monik polinomdur denir. g(x) ve h(x) F’de polinomlar ve
der(g(x)) <der(f(x)), der(h(x))<der(f(x)) olacak sekilde f(x)=g(x)h(x) ise

f (x) ’e indirgenebilir polinom aksi durumda indirgenemez polinom denir.



Teorem 2.16 f(Xx)e F[x] ve der(f(x))>1 seklinde bir polinom olsun. F[x]/(f(x))

bir cisim olmasi igin gerek ve yeter kosul f(X) indirgenemez bir polinom olmasidir.

2.2.2 Sonlu Cisimlerin Yapisi
Onerme 2.17 g elemanli bir F cisminin her B elemaniigin S = B saglanir.

Sonug 2.18 |F |=q ve F, E’nin alt cismi olsun. £ € E’nin F 'de bulunan bir eleman

olmasi icin gerek ve yeter sart 8% = 8 olmasidir.

Teorem 2.19 Herhangi bir p asali ve n>1 tamsayisi igin, izomorfik durum harig

tutuldugunda, p" elemanl tek bir sonlu cisim vardir.

g elemanli sonlu cisimler F, veya GF(q) seklinde gosterilmektedir.

Tanim 2.20 Eger F, :{O,a,az,...,aq’l} ise a elemanina primitif (ilkel) eleman denir.

o 'nin kuvvetleri F cismini Gretebilmektedir.

Tanim 2.21 ¢ € Fq olmak Uzere, a* =1 esitligini saglayan en kuguk, sifirdan farkl, k

degerine a 'nin mertebesi denir ve ord(«) seklinde gosterilir.

Onerme 2.22i. Her a € F; (F; = F, —{0}) icin ord(e)|(q-1).

i. a,pe Fq* sifirdan farkli elemanlar igin, eger obeb(ord(«),ord(f))=1 ise
ord(af) =ord(«)-ord(p) dir.

Onerme 2.23 1. F,'nun sifirdan farkli elemanlarinin primitif eleman olmasi icin gerek ve

yeter sart mertebelerinin g —1 olmasidir.

ii. Her sonlu cisim en az bir primitif elemana sahiptir.

2.3 Lineer Kodlar

Tanim 2.24 F 'da n uzunlugundaki bir lineer kod Fqn ‘in bir alt vektor uzayidir. Kodun

elemanlarina kodsoz denir.

Tanim 2.25 C, Fqn ’de bir lineer kod olsun.



i. Fq”’nin bir C alt uzayinin C* ={Xe Fq”:< X,C >=O,VCGC} seklinde tanimlanan
ortogonal tamlayanina C ’nin dual kodu denir ve C* ile gosterilir.
ii. C lineer kodunun boyutu Fq Uzerindeki vektor uzayr olan C’nin boyutudur.

Kisaca boy(C) seklinde gosterilir.
Teorem 2.26 C, Fqn ‘de n uzunlugunda bir lineer kod olsun. Asagidakiler saglanir.
i. |Cl=g°*© yani boy(C) =log, |C].
ii. C* bir lineer koddur ve boy(C)+boy(C*)=n.
iii. (CH)* =C.
X ve Yy ayni uzunlukta, ayni alfabe A={a,...,a,} uzerinde tanimlanmis, n-liler olsun.

X ve Yy nin farkli bilesenlerinin sayisina Hamming uzakligi denir ve d(X,y) ile

gosterilir. Yani, X= (X, X,,..., X,) Ve Y= (Y., ¥,,..., ¥,) ise d(x,y)=|{i| X # y.}| olur.

Bir C kodu igin, d(C):c,chi,rchd(C’d) ye de kodun minimum uzakligi denir.
w(x) =d(x,0)’a Hamming agirhg denir. W(C):rpeian(C,O)’e minimum Hamming
agirhg denir.

C, Fq'da n uzunlugunda ve k boyutunda bir lineer kod olsun. C lineer kodu (q—Iu)

[n,k]—kod veya (n,q")—kod seklinde ifade edilir. Eger C’nin bir d uzaklig biliniyorsa

C’ye [n,k,d]-lineer kod denir.
Tanim 2.27 C bir lineer kod olsun.
i. Eger C c C* ise C kendine ortogonaldir (diktir).

ii. Eger C=C" ise C kendine dualdir.

Eger C [n,k]—lineer kodunun lrete¢ matrisi (C alt vektor uzayinin bazlarinin igerildigi

matris) olan, kxn boyutlu G matrisinin standart formu G =(1, | A) ise C" in Ureteg
matrisi H =(—AT | In_k) olur. H matrisine C kodunun kontrol matrisi de denir. H
matrisi C*, [n,n —k]-kodunun iirete¢ matrisidir.

7



Ornek 2.28 C kodunun {irete¢ matrisi

o O O
m O O o
N =
B O Rk

1
1
1
0

o O o B+
o O+ O

olsun. C bir [7,4,3] koddur. C’nin Urete¢ matrisinden elde edilen kontrol matrisi

asagidaki gibidir:

1110100
H=0 1 11010
1101001

ve H ile tretilen C* kodu bir [7,3,4] koddur.
Asagidaki tanim sonlu cisimler icin Griesmer sinirini ifade etmektedir. Bu sinir igin

esitligi saglayan kodlar da optimal kodlardir.

k-1 d
Tanim 2.29 Fq sonlu cismi Uzerindeki bir lineer kod igin, Griesmer siniri n> [——‘

seklindedir.

2.4 Devirli Kodlar

Tamim 2.30 C c F lineer kodu igin, eger her (c,c,...c,,)€C igin (c _C.cC,..C,,)eC

ise bu lineer koda bir devirli kod denir.

Fq Uzerinde derecesi en fazla n—1 olan polinomlar ile Fqn vektor uzayi arasinda bir

izomorfizma kurulabilir.
O:F' = FIx]/(x"-1)
((c,,C,,,C ) =C =Cy +CX+...+C X"

seklinde tanimlanan @ fonksiyonu F' ile F [x]/(x"-1) arasinda bir F —vektér
izomorfizmasidir.

Eger C, F,[x]/(x" —1) halkasinin bir idealiise C bir devirli kod olur.
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(9(x)), 9(x) tarafindan Uretilen bir ideal olmak Uzere treteg¢ polinomu g(x) olan C

kodu C =(g(x))={r(x)g(x): der(r(x)) <n-der(g(x))} seklinde gosterilir.

Teorem 2.31 g(x) monik polinomu ile tGretilen devirli kod ters siralidir ancak ve ancak

g(x)| (x" =1) i¢cin g(x) kendine resiprokaldir [22].

2.5 DNA ileilgili Temel Bilgiler

DNA (Deoksiribonikleik asit); Adenin (A), Guanin (G), Sitozin (C) ve Timin (T) adli

bazlarin (nlkleotitler) dizilmesi ile olusan yapidir.

DNA karsilikli gelen gift zincir ve heliks seklindedir. Karsilikli gelen zincirlerde bazlar 6zel
bir kurala gore yerlesmektedirler, buna Watson-Crick Complement (WCC) kurali
denilmektedir. WCC'ye gore A ile T ve G ile C birbirlerini tamlayan (complement)

bazlardirve A°=T, T°=A, G° =C ve C° =G seklinde ifade edilirler.

A T —
T A —
—G C —
L C G —
- C G —
T A —

Sekil 2.1 DNA bazlarinin karsilikli dizilimi sablonu

ileriki boliimlerde kullanilacak DNA k - bazlisi 6rnek olarak ATG..TAA seklinde ifade
k

edilmektedir.

ATGGTGCGAG seklinde bir DNA pargasinin tamlayani TACCACGCTC, ters sirasi
GAGCGTGGTA, ters sira tamlayani CTCGCACCAT seklindedir.



BOLUM 3

YUKSELTILMIiS POLINOMLAR VE DNA UYGULAMALARI

Bu bolimde ters sirali (TS) kodlari Gretmek icin “ylikseltilmis (lifted) polinom” olarak
adlandirilan 6zel polinomlar tanimlanmistir. Yiikseltilmis polinomlar sonlu degismeli
bazi cebirsel yapilar Gzerinde tanimlanip, TS ve ters sirali tamlayan (TST) DNA

kodlarinin Uretilmesi igin yontemler sunulmustur.

3.1 F,’da Yiikseltilmis Polinomlar

Tanim 3.1 g(X)=a, +a,X+...+aXx’, Z,'de (p asal) kendine resiprokal bir polinom ve
g(x)[(x"=1) (mod p) olsun. g(x) in bir yikseltilmis polinomu 7 (x) € F,[x] (9= p*)

agagidaki gibi ifade edilir. g, € F, —{0} olmak Uzere, eger t tek ise,

0,(x) = Z- - {ﬂx+,6’x“ Zig

Eger t cift ise,

BX+BxXT L #0 i#t/2
t
2
,(0=>.6; 6= 0 ,a =0
i=0
t
B X2 a #=0,i=t/2
2

L.'nin degerlerine gére g(X) 'in birden fazla ylkseltilmis polinomu vardir ve bunlarin

kimesi £, (x) ile gosterilir.
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Ornek 3.2 n=26 igin Z. de, g(X)|(x**-1) olacak sekilde, kendine resiprokal

g(x) =1+4x+4x*+4x*+x* polinomu bulunmaktadir. Yiikseltiimis polinomunun

tanimindan faydalanilarak katsayilar rastgele secildiginde cesitli ¢ (x) yukseltilmis

polinomlari asagidaki sekillerde elde edilir; &' € F,.1€{0,1,...,23} olmak uzere,
0, (X) =1+a*x+4x* + a*x* + x*

ve

0, (X) =a® +2x+a°x* +2x° +a®x’

birer 6rnektir.

Asagidaki 6nermenin ispati yikseltilmis polinomun tanimi geregi aciktir.
Onerme 3.3 Fq 'da yukseltilmis polinomlar kendine resiprokal polinomlardir.

Onerme 3.4 S, Fq’da, her vektorin ters sirasinin bulundugu bir kiime olsun. S’nin

Urettigi kod FG| -alt vektor uzayi olarak bir TS koddur.

ispat: S’deki her vektoriin ters sirasi yine S’de olsun. 1<t <molmak Uzere c, ler
kodsozleri, Cy "ler ise Cy :Cs: (kendine ters sira) olan kodsozleri ifade etsin.
(S) :(Cl,clr,cz,cg,...,ck,C;,Csl,csz,...,csm> olmak Uzere C=(S) olsun.
(ac, +fc;) =ac] + c;  oldugundan, her c=) fceC  kodsézii igin
bjefL2,..,k,s,...,S,} olacak sekilde bir c’ :Zﬂici' e C kodsézi bulunmaktadir.
Dolayisiyla C bir TS koddur.

Not 3.5 <S> gosterimi S tarafindan Uretilen vektdr uzayini belirtir. Ancak (S)
gosterimi bir ideali belirtir.

Tanim 3.6 C kodunda her ceC icin ¢' €C ise C'ye ters sirali (TS) kod denir.
Asagidaki teorem yukseltilmis polinomlar ile TS kodlar tiretmek igin kullanilmaktadir.

Teorem 3.7 / (x), F,'da, g(x) kendine resiprokal polinomunun bir yikseltilmis

polinomu, n tek pozitif bir tamsayi olsun ve g(x)|(x"—-1)(mod p), deg(g(x))=t.
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S, ={0,(X), X0 (X), ..., X" (X)}

ve C, =<3, > olsun. Dolayisiyla C, bir TS F -lineer koddur. Kisaca C, =< £4(x)>

seklinde gosterilir.
Ispat: ,Bi]_ e Fq,ij €{0,1,..,n—-t-1} olmak uzere, 0< ij <n-t-1 oldugundan
n-t-1> n—t—l—ij >0 elde edilir ve Onerme 3.4 yardimi ile her kodsdziin ters sirasi

asagidaki sekilde bulunabilmektedir

((D(nz_tﬂll Xijfg (X)}J = (D(nz_t ﬂij X”*tflfijég (X)J )

Cizelge 3.1'de K, F,F, ve F,.,'da yikseltimis polinomlar ile {retilen iyi

parametrelere sahip optimal kodlar ve Griesmer sinirini saglayan bazi optimal kodlar
gosterilmektedir. Bu optimal kodlarin ayni zamanda TS kodlar oldugu gorilmektedir.
[23] calismasinda, elde edilen bazi kodlar “kodlarin kisaltilmasi” (shortening), “kodun
delinmesi” (puncturing) ve bunun gibi dolayll yollar ile elde edilirken yikseltilmis
polinomlar ile uretilen kodlar direk Uretilmekte ve herhangi bir dolayli kod Uretim

yontemine ihtiya¢c duyulmamaktadir.

Cizelge 3. 1 Yikseltilmis polinomlar ile Gretilen bazi optimal kodlar

n Yikseltilmis polinomlar Parametre | Cisim Aciklama
1+wWx+ X [9,7,2] F, [12]'de optimal kod
1+Wox+x° [9,7,2] F, [12]’de optimal kod

15 1+wx + X [15,13,2] F, [12]'de optimal kod

15 1+ x+wx? +x3+x* [15,11,4] F, [12]'de optimal kod

15 1+ wx +Ww'x® +wx® +x* [15,11,4] F, [12]'de optimal kod

15 | 1+wx+wx® +wx* +wx® +wx’ +x° | [15,7,7] F, [12]'de optimal kod

9 WP+ X+ Wx? [9,7,3] F, [12]’de optimal kod

15 T+ wWx +Wx? +wx + x4 [15,11,4] F [12]'de optimal kod

10 | w+WEX+W X% +wW'x® +wWex* + wx® [10,5,6] F [12])'de optimal kod

10 | 14+wWx+wWx2+w X +w'x* +x° [10,5,6] = [12]'de optimal kod

9 W+ X+ W X2 [9,7,3] Fs Maks. Griesmer sinir

15 1+ WX + X2 [15,13,3] Fs Maks. Griesmer siniri

9 W+ X+ W2 [9,7,3] F.s | Maks. Griesmer siniri
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Cizelge 3. 1 Yikseltilmis polinomlar ile tretilen bazi optimal kodlar (devami)

15 1+ W2x+ X2 [15133] | Fg

Maks. Griesmer siniri

Ornek 3.8 g(x) =1+ x+ x> +x* + x> +x" +x® ve g|(x" —-1)(mod2) olsun. F, {izerinde

4 (X) =1+ wx+wx® +wx* +wx® +wx’ +x° yiikseltilmis polinomu  segilsin. <€g(x)>

geren kiimesi (spanning set) Urete¢ matris olarak asagidaki sekilde ifade edilebilir.

1w OwwwO0Ow1O0O0O0 0 O0O0
01l wOwwwH©Ow1O0O0O0O0DO
001l woOwww < O0Ow<1UO0O0O0DO
0001l wOwww O0Ow1UO0O0DO
00001 wOwww ©O0w1lUO0DO0
0 00001 wOwww 0w 120
00 00O 0 01 wOwWww 0wl

C, = (fg(x» kodu [15,7,7]4 parametrelerine sahip bir TS koddur. [23] tablosuna gore

iyi parametrelere sahip optimal bir koddur.

3.2 Dual Tanimlamalar

mxn

Tanim 3.9 A=(a;),,., bir matris olsun.

a; ... a4,
A=| @ -
aml a'mn
aml amn
matrisin situn tersi A° =| : -, | seklindedir.
a; &,
&, - 9y
A matrisinin satir tersi ise A" =| : .. i | seklindedir.
amn aml
amn T ain
Matrisin satir-situn tersi A" = : -, : | seklindedir.
Ay Ay
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Teorem 3.10 C = <€g (X)> ylkseltilmis polinom ile Uretilen bir kod ve lirete¢ matrisinin
standart formda gosterilmesi G=[l,:Al., seklinde ise duali

G =H=[l,: Acrrr](n_k)xn nin Urettigi uzaya esittir.

Ornek 3.11 g(x)=1+x+x’+x'+x°+x"+x* ve g|(x®-1)(mod2) olsun. F,’da
()= +x+ X +x* + X" +x +0’x*  olsun ve ¢ (x) ile uretilen kodun ireteg
matrisi, standart formda,

8

1000000 w* w? 1 w w w w w
0100000 w w w* w w w? w 1
0010000 1 1 w w w® w w w
G=/|0 001000 w w' 1 w w w w w
0000100 w’ w w* w w’ w? wo w
000O0O0T1TU0 w" w® w w w w w? w
000 O0O0O0T1W 0 w? w w® 0 wi® 1

seklinde [15,7,7],, parametrelere sahiptir. Bu lirete¢ matris ile Gretilen kodun dualinin

Urete¢ matrsi de asagidaki gibidir.

10000000 1 w® w' w® w 1 w
01 000O0O0OTO0OMW w? w® w w? w w
001000O0O0 O w® w? w’ w w? w
GloH o 00010000 W wh w’ w w? w w
00001000 W w W w w w w
00000100 W w w 1 w w® 1
000O0O0O0O1IO0 0O w® w w' 1 w w
000O0O0OO0OT 11w wh w’ w 1 w w

ve [15,8,6],, parametrelerine sahip bir kod retir.

3.3 F42k Cisminde Ters Sirali DNA Kodlari

Bu bolimde, DNA 2k -bazlilariile F42k cismi Gizerinde calisiimaktadir. Ozel olarak F ve
F,s tablolari ve o&rnekleri Uzerinde gosterimlerde bulunululmustur. Asagida

orneklendirildigi gibi ters siralama problemi, k >0 igin, tim F42k uzerindeki DNA
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kodlari igin mevcuttur. Ornegin, F, ters siralama problemi: a*,a’,a € F,, olmak
izere ve a® — TAAG,a’ — AAGA,a — AAAT olacak sekilde, (a®,a’,a) kodsozii
TAAGAAGAAAAT DNA pargasina karsilik gelsin.  (a®,a’,a)’nin  ters sirasi

(a,a”,a®)dir ve (a,a’,a®) AAATAAGATAAG DNA pargasina karsilik gelmektedir.

Fakat, AAATAAGATAAG 12-bazlisi TAAGAAGAAAAT'nin ters sirasi degildir.
TAAGAAGAAAAT nin ters sirasi TAAAAGAAGAAT dir. Bu ters siralama problemini

cozmek icin 4% - yiikseltilmis polinomlari tanimlanmistir. Bu eslestirme metodu asagida

sunulmaktadir.

DNA bazlari SD4 ={A,T,G,C} kimesi ile, DNA 2-bazlilari
SD16 ={AA AT,AG,AC,TT,TA,TG,TC,GG,GA,GC,GT,CC,CA,CG,CT},

DNA 4-bazlilan

S Dy = {AAAA,AAAT,AAAG,AAAC,TTAA,...,CCCC},

en genel olarak ise DNA 2k -bazlilari

2k

kiimeleri ile tanimlanmistir. DNA bazlari ile cismin elemanlarini, ters siraliigi ve diger
islemleri saglayacak sekilde, eslestirmek genelde zor bir problemdir. Kurulacak olan bu
eslestirme DNA’nin 6zelliklerine uygun olmalidir. Bu bolimde, 4*-kuvvet tablosunun
genel formunun nasil insaa edilecegini gosteren bir metod tanimlanmistir. 4% -kuvvet

tablosu, DNA 2k -bazlilari ile F42k cisminin elemanlari arasindaki eslesmeyi gosteren

Ozel bir tablodur.
DNA 2k -bazlilari igin wcCcC ozelligi (AATC..TG)° =TTAG...AC,

(TCAA..GG)° = AGTT...CC seklinde gosterilir.

b bir DNA 2k -bazlisi olsun. Ornegin, b= AATC...TG icin, ters sirasi b" =GT...CTAA,
\—ﬁ/—J

2k

tamlayani b =TTAG...AC ve ters sira tamlayani b = CA...GATT seklindendir.
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Asagida DNA 2k -bazlilari igin 4% -kuvvet tablosunun Uretilmesi icin bir algoritma
verilmektedir.
4* -kuvvet tablosu olusturma algoritmasi:
DNA’da;
e (Adim 1) Her DNA 2k-bazhsi igin, {DNA 2k -bazlisi, DNA ters sirasi, DNA

tamlayani, DNA ters sira tamlayani}={b,b",b®,b™} olacak sekilde kimeler

olusturulur.
e (Adim 2) Bu olusturulan kiimelerden iki elemanli olanlari belirlenir;

Burada iki durum s6z konusudur:
» (Adim 2.1) b=Db" durumu: DNA 2k -bazlisinin kendi ters sirasina esit
olma durumu (Kendine ters siralil DNA 2k -bazlisi). h, e{A, T,G,C} igin
kendine ters sira DNA 2k-bazlilari hh,..hh,..h,h formunda olmasi

gerektiginden, bu ifadenin ilk k bazininin farkli kombinasyonlarinin

sayisi olan 4* tane kendine ters sira DNA 2k -bazlisi vardir. k =4 icin

ATCGGCTA seklinde bir 6rnek verilebilir.

> (Adm 2.2) b"=b° (b=b") durumu: DNA 2k -bazlisi kendi ters sira
tamlayanina esit olma durumu (Kendine ters sirali tamlayan DNA 2k -

bazlisi). h e{AT,G,C} igin kendine ters sira tamlayan DNA 2k -bazllar
hh,..h he..hohi formunda olmasi gerektiginden, bu ifadenin ilk k

bazininin farkli kombinasyonlarinin sayisi olan 4% tane kendine ters sira
tamlayan DNA 2k -bazhsi vardir. k=4 icin ATCGCGAT seklinde bir
ornek verilebilir.
F42k cisminde;
e (Adim 3) « ilkel eleman olmak (zere, F42k cismindeki tiim elemanlar icin

{o',a"", &' +1,a"" +1} seklinde kiimeler olusturulur.

e (Adim 4) Bu olusturulan kiimelerden iki elemanli olanlar belirlenir;
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Burada iki durum s6z konusudur:
> (Adm 4.1) &' =a*" durumu: o' =a*" esitligini saglayan ¢oziim kimesi
0,1, 2@ o2 DY seklinde 4% eleman icermektedir.

> (Adim 4.2) o' +1=a"" (&' =a”' +1) durumu: a'e’=a' +1 olacak

k

' oldugunda o'a’ =o'

sekilde bir tane o' e F.. vardir. a +1=a"

yazilabilir. Adim 4.1’den ve a'a’ —a" denkleminin, her i igin bir tek ]
¢ozimi  oldugundan o' +1=a4ki’yi saglayan 4% tane eleman

bulunmaktadir.

e (Adim 5) Adim 2.1 ile Adim 4.1’de olusan kimeler rastgele eslestirilir. Bu

kiimelerin elemanlari arasinda bire bir eslesme mevcuttur.

e (Adm 6) Adim 2.2 ile Adim 4.2’de olusan kiimeler rastgele eslestirilir. Bu

kiimelerin elemanlari arasinda yine bire bir eslesme mevcuttur.

e (Adim 7) Yukaridaki 5. ve 6. adimlarin elemanlarinin disinda, DNA ve cisimde

kalan kiimeler rastgele eslestirilir.
Yukarida agiklanan yéntemde F42k cismi ile DNA 2k -bazlilari arasindaki eslesmenin
DNA ozellikleri ile uyumlulugu icin asagidaki sekilde iki 6nemli kural rol oynamaktadir.

Kural 1: +1 ile toplama: Cismin herhangibir elemanini 1 ile toplamak, elemanin DNA

kargiiginin tamlayaninin cisimdeki karsiligina denk gelmektedir. Ornegin, F, igin,
a®=MATG. @’ +1=a =TTAC olur. Bu kural (a¢'+1)+1=a' ve (b°)°=Db
ifadelerinin sonucudur.

Kural 2: 4 kuvvetini alma: Cismin herhangibir elemaninin 4. kuvvetini almak,

elemanin DNA karsihginin ters sirasina karsilik gelmektedir. Ornegin, F,, igin,

a® = AATG. (a®)®=a®=GTAA olur. Bu kural ((@')")" =a' ve o *=1

ifadelerinin sonucudur.
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Ornek 3.12 DNA 4-bazlilari igin, F,.,’da, 4°- kuvvet tablosunun olugturulma asamalari
asagidaki gibidir. « ilkel eleman olmak uzere, kural 2 geregi, F,,’da, 4% kuvveti DNA

karsihginin ters sira 6zelligini saglatacaktir.

e (Adim 1) Tim DNA 4-bazllari icin, be S, olmak Uzere, {b,b",b*,b"} kimeleri

olusturulur.

{b, br , bc ’ brC}

{AAAA AAAA,TTTT,TTTT}
{TTTT, TTTT,AAAA,AAAA}
{AAAT,TAAA, TTTA ATTT}
{ACCT,TCCA, TGGA,AGGT}
{TGCC,CCGT,ACGG,GGCA}

... seklinde devame eder
e (Adim 2.1) DNA 4-bazllari iginde, kendine ters sirasina esit olan DNA 4-bazlilari
belirlenir. Bunlar hh,h,h, formunda olup, bu forma gére saglanan 16 eleman

bulunmaktadir ve bunlar {AAAA, ATTA, AGGA, ACCA, TAAT, TTTT, TGGT, TCCT,
GAAG, GTTG, GGGG, GCCG, CAAC, CTTC, CGGC, CCCC} seklindedirler.

{0,b",b°, 0"} >b =b" >{b,b}

{AAAA AAAA,TTTT,TTTT} - {AAAATTTT}
{TTTT, TTTT,AAAA,AAAA} > {TTTT,AAAA}

{ATTA,ATTA, TAAT, TAAT} - {ATTA,TAAT}
{CAAC,CAAC,GTTG,GTTG} > {CAAC,GTTG}

... seklinde devame eder

e (Adim 2.2) DNA 4-bazlilari iginde, kendine ters sira tamlayanina esit olan DNA 4-
bazlilari belirlenir. Bunlar hh,h;h’ formunda olup, bu forma gore saglanan 16

eleman bulunmaktadir ve bunlar {AATT, ATAT, AGCT, ACGT, TATA, TTAA, TGCA,
TCGA, GATC, GTAC, GGCC, GCGC, CATG, CTAG, CGCG, CCGG} seklindedirler.

{b,b",b%, b} >b" =b*(b=b") >{b,b'}
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{AATT,TTAA, TTAA AATT} - {AATT,TTAA}
{TGCA,ACGT,ACGT,TGCA} -> {TGCA,ACGT}
{CATG,GTAC,GTAC,CATG} - {CATG,GTAC}

... seklinde devame eder

e (Addim 3) F,,,’nin tiim elemanlari {a', ™, &' +1,&"* +1} formunda yazilir.

(o, & +1,a" +1
{a’alﬁ’a126’a23l
{az’a32’a207’a252
{a3’a48’a35’a50}
... seklinde devame eder
e(Adm 4.1) o' =a™ esitligini  saglayan elemanlar  belirlenir  ve

{a' &, o' +1,&™ +1} formundaki kimeler dizenlenir. o' =a™ esitligini

saglayan elemanlar {0,1, ", a*",a*",...,a"*"'} seklindedir.

{ai,alﬁoi’ai +1,a16i +1}90{i :al6i e{ai’ami +1}

{0,0,1,3 —>{0,1}
{11,0,0} —>{1,0}

17 17.16=17 4 204
{a",

’a17 +1:a20 ,a204}—){a17,0{

34 34.16=34 153
{a”,

,a34+1=a153,a153}—){a34,0(

... seklinde devame eder

e(Adm 4.2) o' =a™+1 esitligini  saglayan elemanlar  belirlenir ve
{a'. &, a' +1,a" +1} formundaki kiimeler diizenlenir. o' =™ +1 esitligini
saglayan elemanlar asagidaki sekildedir.

9 18 31 33 36 62 66 72 124 132 143 144 199 227 241 248
{" " a”,a”a” " a” a0, a ,a ,a” ,a",a”}

{". "% 0+l +3>a =a™ +1 >{c', "'}
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{a9’a9.16:l44’a9 +l=a144,a9}—){0{9,a144}
{a18,a19.16:33’a18 +1= a33'a18}_){a18’a33}

... seklinde devame eder

e (Adim 5) Adim 2.1 ile Adim 4.1 kiimeleri rastgele eslestirilir (Cizelge 3.2’de bir

ornek verilmistir).

¢ (Adim 6) Adim 2.2 ile Adim 4.2 kiimeleri rastgele eslestirilir (Cizelge 3.2’de bir

ornek verilmistir).
e (Adim 7) DNA’nin kalan kiimeleri ile cismin kalan kiimeleri rastgele eslestirilir
(Cizelge 3.2’de bir 6rnek verilmistir).
a'=a® >b=Db" > Eslesme

{a", 0™} {ATTATAAT} > o' > ATTA, o®™ - TAAT

... seklinde devame eder

a'=a® +1>b=b" > Eslesme

{a°, o} > {AATT,TTAA} > @° — AATT , a®™ > TTAA

... seklinde devame eder

a' =™ +1>b=Db" = Eslesme

{0, a®,a™}-> {AAAC,CAAATTTG,GTTT} > o® — AAAC,a*® — CAAA,
a® STTTG, o™ > GTTT

... seklinde devame eder

Sonuc olarak asagidaki 4*-kuvvet tablosu elde edilir.

Cizelge 3.2 47-kuvvet tablosu

0 —> AAAA, o — AAAT,a? — AAAG, a® — AAAC,
a’ — AATA, a® —> AATG,a® — AATC,a’ — AAGA,
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Cizelge 3.2 4?-kuvvet tablosu (devami)

a® > AAGT, o’ — AATT, o™ — AAGG, o™ — AAGC,
a'? — AACA, o — AACT, o™ — AACG, o™ — AACC,
a® STAAA o' — ATTA, o™ —> ATAT, o™ — ATAG,
a® - ATAC,a*® 5> TTCG,a? —» ATTG,a” — ATTC,
a® — ATGA,a® > TACT,a”® - ATGT,a” — ATGG,
a® - ATGC,a” — ATCA,¢®* — ATCT, a* — AGCT,
a® — GAAA, a*® > TATA a* — AGGA,a® - TTTG,
a® — ACGT,a¥ — GAAT,a*® — ATCG,a* — ATCC,
a® - AGAG,a™ — AGAC,a* - TAAC,a™® — CCAT,
a* > AGTG,a® > TTGC,a™ —» AGTC,a* — AGGT,
a®™® - CAAA, a® — GATA, ™ — GTTT, & — ACCA,
a? - AGGG, > — ACAT,a™ — AGGC,a™ — AGCA,
a”® - AGCG, a” — AGCC,a”® — ACAG,«™ — ACAC,
a® - ACTG,a™ — CTCT,a® — GATC,a®” > TTCA,
a® — ATAA, a® — CATA, a® - TGCA, ¢® — GGGA,
a® 5>TGGT,a® > CACT,a”® - TTAG,a™ — ACTC,
a” > GTAC,a"” - ACGG,a™ — GACT,a” — CGCT,
a® - ACGC,a"" — ACCG,a’ — ACCC,a” — CCTT,
a® - GTAA a® — GCTT,a%” - TAAG,a® — TACA,
a® - TCAC,a® — GAAG, o™ — GCCT,a* — GAAC,
a® - GATG, a® — GAGG, a® —» TACG, o™ — GAGC,
a” 5> TGCC,a®® - GACG, a* - GGCT,a* — GACC,
a® - CTAA, ¥ — GTTA, a® — GCTA, ¢® — CGGA,
a® - GATT, o™ - TCCG, o' - GTTG, o' — TAGT,
™ -5 TGGC, o' > TCTT,a'® - CCCT, o™ — CTAT,
a® - GTGG, o™ - TAGC, o' - GTGC, o™ — GTCG,
a? - AGAA, o' - CTTA, o™ — CCTA, a'® — ACGA,
a™® — CTCA, o' — CAAG, a'® — TGAT, o™ — GGGG,
a® - CAGC, o' - TGGG, o' - TTAC, o' — CAGT,
o - GGCC, o' - GTCC, o' — ATTT, o™ - TGCT,
a® 5 TGAA & — AGTA, ™ — GAGA, ™' — GCGA,
a™? — CATG, o™ - GTAG, o™ — CGGT, o™ — CGAC,
a™® — CAAC, " - CTCG, o™ — CATC, o™ — TCTG,
™ > TTGT, o' —» CTCC, " —» GTGT, o™ — GCGC,

21




Cizelge 3.2 4?-kuvvet tablosu (devami)

™ 5> TTAA o'® - TCAT,a'*® — CAGA, o**" — CCGA,
a'® — GGCA, a*® - GGAG,a™ - TTCT,a™ — GGGT,
a™® - GCTC,a™ - TCCT,a™ — AGTT,a™ — GGGC,
a™® — ACCT,a"” — GAGT,a™™ — GTAT,a™ — TTAT,
a'® — GGAA, &' - TGTA, a'® — CAAT, o™ — GACA,
a'™ - TCAG,a™ — GCAT,a™ - TCCC, o' — CATT,
a'® - CTAC, o™ - TTGA, a'® - CTTC, o' — GGAC,
a'” - CCAC,a'™ — GCGT,a'" - CTGG, o™ — CTTG,
a'® - CGAA o' — GGTA, a'® - TACC,a'”® — CACA,
a'® > TCGC,a'™ — CGAG, o' - TATC,a'™ - TGAC,
a® — GTCT,a'® - CGGG, o' — CAGG, o™ — GCCG,
a® > TAGG, "™ — AGAT,a™® — CTGC, o™ — GCCC,
a'® — ACAA o — CGTA o™ — GTGA, a'*® — GTCA,
a'*® — CGCA, " — CCGT,a'”® - GGTG,a™ — CCGG,
a®® > TGTT,a”™ - TCCA, a’® — CACC,a’® — GGAT,
a® > TAAT,a”® - GGCG,a”™ - TGTC,a®™ - TTTC,
a®® > TCAA o™ — ACTA,a*° - CGTT,a’" - TCTC,
a® - GCCA, a*® — GCAG, o’ — CGAT,a’® — CCTG,
a®® - CCTC,a”" - TGAG,a*® - TGCG,a*® - TAGA,
a®® - GCGG, a* — CCCC,a*” - GGTT,a”® — CGCC,
a® — GCAA, a®® - TCTA,a® — CTGA, a®" — CTAG,
a®® — CCCA, a®® - TCGG,a®™ —» CGTG,a”™ - TTTA,
a®® 5> TGTG,a™ - TATG,a”® — GGTC,a*® — CGTC,
a®®® - CTGT,a” - TTGG, a”® — CGGC,a*® — CACG,
a*® — CCAA o - TCGA a*? - TGGA, a*® — ACTT,
a® > TTCC,a*® — CCAG,a* — GCTG, a*" - TCGT,
a*® - CGCG,a” - TATT, o™ — GTTC,a”™" — CCCG,
a® > CTTT,a” - CCGC,a”™ - GCAC,1>TTTT.

Ornek 3.13 Benzer sekilde DNA 2-bazlilari igin F,;’da, 4-kuvvet tablosu asagidaki gibi

olusturulur.
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Gizelge 3. 3 DNA 2-bazlilari igin 4-kuvvet tablosu

DNA 2-bazlisi F¢ elemanlar
AA 0
T a’ =1
AT at=a
GC a? = o2
AG =l
TA a'=1l+a
CC a’=a+a’
AC a®=a’+a’
GT "=l+a+a’
CG a® =1+a?
CA a’=a+a’
GG " =1l+a+a’
cT at=a+a’+a’
GA a? =l+a+a’+a°
TG a® =1+’ +a®
TC ot =1+a°

Asagidaki tanimlama, kodsozler ile DNA kodsoézlerinin (pargalarinin) arasindaki gecisi

ifade etmektedir.

Tamim 3.14 C, F, 'de n uzunlugunda bir kod olsun ve c=(¢.¢,...C,,), C € F o

olmak Uzere ceC bir kodséz olsun. Her ¢, koordinati (0,,0, .1, 000 1) "€
(i={0,1,...,n—1}) karsilik gelecek sekilde ®:C —SZ", ©(c) = O((C,,C;,....C,,)) =
(by,by,....0,, ;) dénustimi tanimlanir. Burada b; €S, ve je{01..,2kn-1} icin
O(c) =(b,,b,,...,b,, ,), ©(C) DNA kodunun bir DNA kodsézudiir.

Ornegin, F, icin (c,,C,,C,,C)= (a,a®,a”,a®) — (AAATATCTGTACCGTT)
=(b,,b,,b,,...,b;) olur.

F42k ile TS DNA kodlarini elde etmek icin yikseltilmis polinomlarinin yeni bir formu
asagidaki gibi tanimlanir.

Tanim 3.15 ¢(x), Z,’de kendine resiprokal bir polinom ve g(x)|(x"-1),
deg(g(x)) =t olsun. g(x)’in F,[x]de bir 4* -ytkseltilmis polinomu E(g“k)(x) ile ifade
edilir. K(;k)(x), B € F, —{0} olmak Uzere eger t tek ise
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t-1
) B Vi _4kv t-i 20
O0)=Sr; 7= BX+ 47X a# 1
’ .Zo: 0 ,a=0

Eger t cift ise

ﬂivxi —|—ﬂi4kvxt-i ,Q; # O,I #t/2
t 0 a,=0
. 2
B0=Ya n=ip a#0i=t/2 2

,B 6{0 1 a4k+1 a2(4k+1) a(4"-2)(4k+1)}
t i) ] i) LA |
2

seklinde tanimlanr. K(g“k)(x) kisaca /" seklinde de ifade edilebilir.

Ornek 3.16 n=17 ve g(x)=1+x>+x*+x>+x® kendine resiprokal polinom ve Z,’de
g(X)| (X" =1) olsun. F,,’da g(x)’in bazi 16-yiikseltilmis polinomlari asagidaki gibidir.
K(glﬁ) (X)=a+a* X +x* +a*"°x° + a"°x® veya

(59(x) = +a°x° + ' x* + a® X + !X,

Teorem 3.17 n tek icin, F, 'de, g(x)| (x" —=1)(mod 2) ve deg(g(x)) =t olmak Uzere,

g(x) kendine resiprokal polinomunun bir 4*-yiikseltiimis polinomu K(g“k)(x) olsun.
CN“) = <S€4k> kodunu lreten Ureteg kiimesi asagidaki gibidir.

— £ (4 n-t-1 (4
S o ={05 7 (0 X057 (¥),.., XTI (0}

Buradan ®(C€(4k)) 2kn uzunlugunda bir TS DNA koddur ve CNk)’ CW‘k) =(£(g4k)(x)>
seklinde de ifade edilebilir.

ispat: ©(C ) nin DNA kodsozleri ®(Zﬂixilé4k)) ile tamimlanir. ie{0,1,...,.n—-t-1}
olmak lizere, DNA kodsozlerin ters sirasi da asagidaki gibi ifade edilebilir.

O AXIV () = O AL X" I (x)

Onerme 3.4'ten, C/(Ak) ‘nin Ureteg¢ kiimesi S/‘1k ‘in yapisi nedeniyle yukaridaki gibi her
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kodsoztin ters sirasi belirlenebildiginden ®(C(/(4k)) bir TS DNA koddur.

(ﬁ(;k)(X)) » S 4 kiuimeleri tarafindan dretilen F,,, -lineer koddur, ideal degildir.

Ornek 3.18 Z,’de, n=9 igin, g(x)=1+x+Xx* kendine resiprokal polinomunun 16-
yikseltilmis polinomu, Fy ’da ¢5%(x)=a+x+a™x® seklinde alinsin. ¢§%(x) icin

geren matris

a 1 & 0 0 0 0 0 O
0O a 1 &° 0 0 0 0 O
0 0 a 1 «° 0 0 0 O
00 0 a 1 @° 0 0 O
00 0 0 a 1 @° 0 O
0 0 0 0 O 1 a® 0
00 0 0 0 0 a 1 a°

seklindedir. Bu matris ile dretirken kod C ., =(S,u) olup, [9,7,3],5 parametrelerine

sahiptir. Bu kod maksimum Griesmer sinirini saglayan optimal bir koddur. Ayni

zamanda (©(C)) bir TS DNA koddur.

Teorem 3.19 n tek icin, F, 'de, g(X)|(x" —1)(mod2) ve deg(g(x))=t olmak zere,

g(x) kendine resiprokal polinomunun bir 4“-yiikseltiimis polinomu K(g“k)(x) olsun ve

r(x)=1+x+..+x"* olsun. C[(Ak) :<S/4k » kodunu Ureten Ureteg¢ kiimesi asagidaki
4 ,r

gibidir.

Y yIC) (4 n—t-1 (4%
S k,r_{gg (), XCG (%), X (), (X}

54

Buradan ®(C¢<4“)) 2kn  uzunlugunda bir TST DNA koddur ve C

!

YY) . . . .
C =(ly *(x),r(x)) seklinde de ifade edilebilir.

49 ¢

Ispat: Teorem 3.17 ile benzer sekilde olusmaktadir. r(x), +1 ile toplama kurali ile,

kodun tamlayan kismini meydana getirmektedir.
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Ornek 3.20 Ornek 3.18ye gére r(x) tamlayan kismini ekledigimizde
C((m)yr=<Sﬂ(m)yr>:M(gm)(x),r(x)) [9,8,2] parametrelerine sahip, maksimum Griesmer
sinirint saglayan optimal kod elde edilir. Ayrica (®(Cﬂ(m) .)) TST DNA koddur. Uretec

matrisi asagidaki sekildedir.

a 1 & 0 0 0 0 0 ©0
0O a 1 &° 0 0 0O 0 O
0 0 a 1 «° 0 0 0 O
00 0 a 1 @° 0 0 0
00 0 0 a 1 @° 0 0
00 0 0 0 a 1 & 0
0 0o o 0 O O 1 o
11 1 1 1 1 1 1 1

3.4 Yiikseltilmis Polinomlarin Halkalara Genellestiriimesi ve DNA Uygulamalari

Bu alt bolimde vyikseltilmis polinomlarin sonlu halkalara genellestirilmesine

cahsilmistir. Amag, x" —1’i bélen polinomlari alip, belirli bir kurala gére, sonlu halkalar

’

uzerinde olusturmak ve Xx"-1’i bélen polinomlar sayesinde uretilen kodlarin

parametrelerini  belirlemede kolaylik saglamaktir.  Yikseltiimis  polinomlarin
halkalardaki uygulamasi igin 6zel olarak Fz[u]/(u2k —1) halkasi kullanilarak DNA TS ve

TST kodlar dretilmistir.
Tanim 3.21 R sonlu bir halka ve R, ve R,, R halkasi (izerinden tiretilmis (R,’in bir
kopyasi R, igcinde olmak uizere) sonlu halkalar (bélim halkalar) veya R,, R, tarafindan

turetilmis (cisimden halkaya genisleme, cisimden cisme genisleme) olsun ve halkalarin

eleman sayilari arasindaki iliski |R |</R,| seklinde olsun. g(x)=a,+aX+..+ax",
R,[x]'de bir polinom ve g(x)|(x" —1) olsun. g(x)'in bir “halka ytkseltilmis polinomu”
lrg(X) € R[X] seklinde tanimlanip asagidaki gibi ifade edilir. g eU, ve zeZ,

(Zg, sifir bolenler kimesi) zs € Z, {0} olmak tzere
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px e eU,
t .
KRg(x):Zei; 6 =zX 3 eZy,7#0
= 25X ,a=0

Ornek 3.22 R=7 olmak izere R, =7Z/(2)=Z, ve R,=7Z/(4)=Z,.
Ornek 3.23 R, =Z, olmak lizere R, =7Z,[u]/ (u®-1).

Teorem 3.24 /. (x), R,’de g(x)eF,'nin halka yikseltiimis polinomu ve R 'de

g(x)|(x" -1), deg(g(x)) =t olmak zere,
S ={lpy (X), XL g (X),00, X" (%)}
kiimesi ile Uretilen bir kod C, =< S > seklinde gosterilir.

Burada degismeli halkalar genel olarak R ile gosterilmektedir. Bir sonraki bolim igin

ozel olarak, karakteristigi 2 olan ve 2* elemanl

R, =F,[u]l/(u*-1)={a, +au+...+a_u""|a eF,u =1}

degismeli sonlu halka kullaniimaktadir.

R Uzerinde, n uzunlugundaki bir C lineer kodu R"’nin R - alt modulidur.

Tanim 3.25 Bir (a,,8,,...,a, ,) € R" elemaniigin 7(a,,a,,...,8,,) = (a,,,3,,8,-.-,a, )
seklinde tanimlanan 7  fonksiyonuna (permutasyonuna) “devirli sag kaydirma”

fonksiyonu denir.

c(X) =C, +CX+...+C,_ X" € R[X] polinomlarinin R" {izerindeki elemanlar seklindeki
gorintisu ®(c(x)) =T =(c,,c,,...C,,) ile ifade edilir.

r'; eger 1 pozitif ise i. sag kaydirmayi, eger i negatif ise i. sol kaydirmayi ifade
etmektedir.

Ornegin;

z.Z(a‘O’a’l""’an—l) = (an—Z’an—l’a07a1""’an—3) ve

T_l(aoiai""’an—l) = (ayazw'vanfl'ao)-
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3.5 DNA k-bazlilariile R,, Elemanlari Arasindaki Eslestirme

Bu bélimde R,, halkasi Uzerinde ters sira ve ters sira tamlayan 6zelligini saglayan
kodlar elde etmek amaglanmaktadir. DNA K -bazllari ile R, halkasinin elemanlari
arasinda bir esleme sistemi kurulmustur. Ters siralama problemi 6nceki bolimde
oldugu gibi burada da ortaya gikmaktadir. Ornegin; u, =1+u+u®, u, =u+u®+u*+u°,
u,=u+u’+u’+u’ eR, olacak sekilde (u,u,,u;) bir kodséz ve DNA karsilig
AGTTCCGTC seklinde olsun. (u,,u,,u;)’nin tersi (u,,u,,u;) olup, DNA Kkarsihg
GTCTCCAGT olmaktadir. GTCTCCAGT, AGTTCCGTC'nin ters sirasi degildir. Yeni tip
polinomlar ve olusturulan teoremler ile bu problem ileriki bélimlerde ¢ozilmustir.
Tanm 3.26 ¥, R’nin bir alt halkasi olsun. C, R[x]/(x"-1)’de g(x) ile
C =~{(r0 FOX AT X g(X) I ei} ‘deki gibi Uretiliyorsa veya S ={c,¢c,,...,C,},
R"de C kodunu C={rc, +rC,+..+rcC, | €T} seklinde Ureten bir alt kime ise,
C’ye bir ¥ - modul kod denir. Eger T, X e R gibi tek eleman ile lretiliyorsa, koda X -
modul kod denir.

Tanim 3.27 R, 'nin elemanlari 6zel olarak 1ler, u’ler, u‘ler, ..., u?“?ler basamaklari

ile ifade edilir.

a=r+Uu+nu>+u +..+1, U +r,u eR,

= a =l + LU+ + LU+ + (6, +LUUX T e R,
seklinde tek turld yazilir.

Bu basamak sistemine u®-adik sistem denir. Diger bir degisle R, ‘'nmin herhangi bir
elemani, katsayilar F,[u]/(u®—1)’den olmak tzere, 1, u?, u*, ..., u*®™ lerin lineer

kombinasyonlari ile ifade edilir.

[191da, Z, halkasinin elamanlari ile DNA'nin 4 bazi arasindaki 24 farkli esleme test

edilerek bir DNA zincirine (en az bir hata ile) es kodsozler bulunmustur. Yukarida
tanimlanan u®-adik sistem yardimiyla k uzunlugunda bir DNA pargasi veya tiim DNA

zinciri R, 'nin bir elemanina veya n uzunlugundaki bir kodsézle eslestirilebilmektedir.
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[12]'de DNA bazlari ve R, =F,[u]/(u’-1) halkasi elemanlari arasinda dogal bir
esleme kurulmustur. Bu esleme A—0,T—>1+u,C—u,G—1 seklindedir. Buradaki

amacimiz R,, halkasinin elemanlari ile DNA K -bazllarinin eslestiriimesini saglamak.
Bu eslestirme ve cebirsel olarak kodlarla ifade icin, olusturulan u®-adik sisteminden ve
tanimlanan u®-modiil kodlardan faydalaniimistir.
[12]‘deki DNA bazlarinin R,’deki halka elemanlari ile eglesmesi 7 ile asagidaki gibi
verilmistir.
n(A)=0, n(T)=1+u, n(G)=1 ve n(C)=u.
Tanim 3.28 b €{A,T,G,C} olmak Uzere bb,..b, bir DNA k- bazlisi olsun. Bu DNA K -
bazlisinin u”-adik sistem yardimi ile R, halkasindaki karsiligi asagidaki gibi ifade
edilir:
¢(bb,..b)=aeR olmak iizere
a=n(b)1+n(,_)u” +7(b_)u’ +...+7b)u**? = Zk:n(bt)uz(k’t) seklindedir.

t=1
Ornek 3.29 TCGCAT, DNA 6-bazlisinin R, = Z,[u]/ (u** —1)'deki karsiligi agsagidaki gibi
bulunur.
TCGCAT — £ (TCGCAT) = (T)L+7(A)u® +7(C)u* +7(G)u® + 1(C)u® + n(T)u™.

Basamak sistemi asagidaki sekilde de ifade edilebilir;

10 4 2

Basamaklar U u® u® Ut u 1
DNA T C G C A T
R, karsihgr 1+u u 1 u 0 1+u

Dolayislyla,

TCGCAT — £ (TCGCAT) = (1+u)1+ (0)u® + (u)u* + (u® + (u)u® + @+u)u®
ve buradan

TCGCAT — ¢ (TCGCAT) =1+u+u’+u® +u® +u® +u*

elde edilir.
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Onerme 3.30 Eger o e R,, ve {(bb,..b)=c ise {*(U’a)=bh,..b.b saglanir.

ispat: u”-adik sitemin &zelliginden dolayi halkanin elemanini u® ile ¢arpmak DNA

karsihgindaki DNA k -bazlisinin sirasini sola dogru devirli olarak bir kaydirir.

Tanim 3.31 B =Dbb,.b, DNA k-bazlisi olsun. (B;,B%,...,B5) nli DNA k-bazlisi

olarak adlandirilir ve asagidakiler tanimlanir:

B*’nin ters sirasi (B*)" =bb, ,..b seklindedir.
B*’nin tamlayani (B*)° =b’bs..b7 seklindedir.
B*’nin ters sira tamlayani (B*)"° =bh’ .05 seklindedir.

(BB, B,) = (£(B),(B5),, £ (By)) -

Teorem 3.32 p(u) e R,, Uu’ya bagh bir polinom olsun. d(u), p(u)’nun tek kuvvetli
terimlerini ve e(u), p(u)’nun gift kuvvetli terimlerini gostersin. ¢(p(u))=
u®d(@/u)+ u®?e(l/u) seklinde ifade edilsin. @(p(u))’nun DNA karsihgi, p(u)’nin
DNA karsiliginin ters sirasidir. Yani, ¢ (@(p(u))) = (¢ (p(u)))" "dir.

ispat: 77'(a, +bu)yp*(a, +hu)..n'(a +bu) DNA k-bazlisi olsun. Dolayisiyla,

22 olur.

pu) =< (B )=a, +bu+(a_, +b_u)u?+..+(a +bu)u
Gift ve tek kuvvetliler ayri ayri gosterilirse;
p(u)=e(u)+d(u) =(a, +a _,u’+..+au*?)+({bu+b_u’+..+bu*™")

olur.

p(p(u)) =u* e/ u) +u*d(L/u)
=u*?(a, +a,,(Q/u?) +..+a @/ uP?) +u* (b (L u) +...+ b (1 u*H)

=a +bu+(a, +bu)u® +...+ (a, +bu)u®?

olur ve ¢ (p(pu)=n"(a +bu).n(a +bu) elde edilr. Bunun anlami
& ™Ho(pu)) = (B*) dr.
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Ornek 3.33 R, =F,[u]/(u®-1) halkasi igin, u’+u’+u®=CTA ise @(u®+u’+u°)=
u-+u®+u®=ATC dir
Ornek 3.34 p(u)=1+u’+u+u’+u’ e Ry, < '(p(u)) =CGTG,

p(pU)) =u+u®+u’+u’+u®, £ (p(p(u))) =GTGC.

3.6 DNA Kodlari igin ¢ -Yiikseltilmis Polinomlar

Bu alt bélimde 7?,2k halkasi Gizerinde ¢ahsiimistir. TS ve TST DNA kod Uretebilmek igin,

halka yikseltilmis polinomlarinin 6zel bir formu olan, ¢@-yikseltilmis polinomu

asagidaki gibi tanimlanmistir. Asagida ifade edilen tanim ve teorem sayesinde Uretilen

kodlarin parametrelerini ve eleman sayilarini bilmek mimkin olmaktadir.
Tanim 3.35 g(x) =a, +a,X+...+aXx', Z,'da bir polinom ve g(x)|(x" -1) olsun. g(x)"
in @ -ylkseltilmig polinomu £7(x) € R,[X] seklinde tanimlanip agagidaki gibi ifade
edilir. ,eU, ve zeZ, (Z sifirbélenler) zseZ, {0} olmak tizere t tekise,

Lo _ _

2 X +o(S)X ,a. %0
gz(x):ze” Hi: ﬂl _ ¢(ﬁ|) g i ’

= zsx' +p(zs)x " ,a,=0

Eger t ciftise,

» BX +o(B)x" 8 #0,i=t/2
g‘g () :zﬁi; g = Zsi)(i"'(ﬂ(zsi)xFi ,8,=0
=0 25, X" ,a,=0,i=t/2, z5,,=(z5,,,)-

Bu kisimda Rzk halkasinin kullanilma nedeni, ¢@-yukseltilmis polinomunun tanimi

geregi, bir birimsel (veya sifir bolen) elemanin ¢ altindaki karsiligi da birimsel (veya

sifir bélen) olmak zorundadir ve bu durum Rzk halkalarinda (zincir halkasi olmalari
nedeniyle) dizgiin ¢alisirken Rzk disindaki ‘R, formundaki halkalar i¢cin sorun teskil
etmektedir. Ornegin, R, =F,[u]/(u®-1) alndiginda CTA=u’+u’+u® birimsel

elemaninin @ karsiligi @(U® +u®+u®) =u+u®+u’=ATC seklinde bir sifir bélen
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eleman olmaktadir. Bu ¢ -ylkseltilmis polinomunun tanimi geregi istenmeyen bir

durumdur.
Teorem 336 ({(X) R,'de g(x)eF,'nin @-ylkseltiimis polinomu ve
g(x) [(x" —1)(mod2), deg(g(x)) =t olmak iizere,

S ={0%(x), X9 (X), ..., X" 2 (x)}

kiimesi ile Gretilen bir u? —modiil kodu C, =(S) bir TS DNA koddur. Tamlayanlik satir1
olarak r(x)=1+x+..+x"" eklendiginde TST DNA kod olup C,=</% (X),r(x)>
seklinde gosterilir.

Ornek 3.37 g(x) =1+ x+x* +x* | x® =1, F,'de bir polinom ve R,’daki ¢ -yiikseltilmis
polinomu £%(x) = (U® +u® +u)+(u® +u’ +u)x+ @+ u? +u°)x* +(u’ +u*+u’)x* olsun.

Geren kiimesinden olusan satirlarin kiimesi asagidaki sekilde gosterilmek tzere,

uw+ut+u ub+ut+l® 0 0 1+u?+u® u +u*+ud 0 0
0 uw+ul+u ub+ut+ud 0 0 1+u®+u® U +u*+u? 0
0 0 u+ui+u ut+ut+d® 0 0 1+u?+u® U +ut+d?

seklinde olusan kod 4096 elemanli, d =4olan, R;'da bir u”-modil koddur ve DNA

karsihigi 32 uzunlugunda TS DNA koddur.
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BOLUM 4

ESTERIMLI POLINOMLAR VE F,[u]/(u® —1) HALKASINDA DNA

UYGULAMALARI

Bu bolimde “esterimli” olarak adlandirilan polinomlar genel olarak tanimlanmistir.
Esterimli polinomlar TS kodlar ve bu polinomlarin tanimlanan bir formu da TS ve TST

DNA kodlar elde etmede yardimci polinomlardir. ilk olarak [24]‘da F,, toplamsal

kodalar icin ifade edilmistir.

4.1 R Uzerinde Esterimli Polinomlar ile Ters Sirali Kodlar

Esterimli polinomlar genel olarak degismeli halkalarda tanimlanmistir. Burada

degismeli halkalar genel olarak R ile gosterilmektedir.

Tanim 4.1 a €R olmak lzere f(x)=a,+ax+...+a, X" eR[X]/(X"-1) icin, eger
1<i<|n/2| olmak izere a =a,; saglaniyor ise f(x)’e R’de bir esterimli
polinomdur denir. Diger bir degisle eger (a,a,,...,a,,) kendine ters sira ise
f(x)=a,+ax+...+a,,x"", R[x]/ (X" —1)de bir esterimli polinomdur denir.
Ornegin; R,[X]/(x°-1)’de 1+(L+u)x* +(@+u)x® ve R[x]/(x°-1)’de 1+(@1+u)x’
esterimli polinomlardir.

Ters siral kodlari bulmaya yarayan dnerme asagidaki gibidir.

Onerme 4.2 S c R" bostan farkl bir kime ve TeS iken T" €S olsun. S kiimesi
tarafindan dretilen R- alt modili, R Uzerinde n uzunlugunda lineer ters siral bir

koddur.
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Ispat: ispat, asagidaki iki ifade ile gériilmektedir:
() +§2)r :qr +62r, VC,C, e R" ve
(at) =atT', YaeR.

Asagidaki teorem esterimli polinomlar ile TS kodlarin nasil Uretilecegine dair temel

teoremdir.
Teorem 4.3 g(x), R[x]/(x" —1)’de bir esterimli polinom ve t<| n/2 | olacak sekilde
secilen bir pozitif tamsayi olsun. g(x)’in R"’deki karsihgi T olarak gosterilsin.

Tanimlanan
S; ={r"(©),...,2(),7°©), 7" (©),.... 7' (C)}

kiimesi igin eger S; , R"’de serbest elemanlardan olusan lineer bagimsiz bir kiime ise

|S; |=2t+2 =k olur ve n tek olmak Gizere tanimlanan
[t 1=y O0(m\ L= =\ _(N-1)/2 (=
O, ={"'(€),...7"'(€),7°(€),7'(C),....7'(T), 7 ©)}

kiimesi icin eger O; , R"’de serbest elemanlardan olusan lineer bagimsiz bir kiime ise
|0y =2t +3=k olur. C=(S;) (C=(0Q,)), R"de S; (0O,) tarafindan uretilen ve

boyutlari 2t +2 (2t+3) olan bir TS koddur.

ispat: g(x) bir esterimli polinom ve R"’de karsihg T =(c,,C,,C,,...,C, ) seklinde ise
(c,,C,,...,C,,) kendine ters siralidir. Esterimlinin &zelliginden dolayi ()" =7 (C)
ozelligi saglanmaktadir ve bu ifadenin i. terimiile

(') =)

elde edilir. Benzer yontem ile " birim oldugundan,

r
(r(”*l)’z(f)) =7 2@ =7"D2([ET)  saglanir. Bu durumda, teoremin her iki

durumunda da, Onerme 3.4 yardimiyla, kodun bu kiimeler tarafindan iretilen TS bir

kod oldugu gorilmektedir.
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Ornek 4.4 g(x) =1+wWx* +wx’ + x* + x* +wx® +w?x’, F,'de bir esterimli polinom ve
C :(S;> Teorem 4.3'deki gibi 9 uzunlugunda bir lineer kod olsun. t=0 i¢in [9,2,7],
t=1 igin [9,4,3] ve t=2 igin [9,6,3] TS kodlari elde edilir. g(x)'in vektorel karsiligi

T =(10,w’w,1,1,w,w?*,0) olur ve asagidaki lrete¢ matrisler, belirlenen t degerine

gore elde edilir.

O w w 1 1w w 0 1
S% ={r*(¢),7°(C)}= ,
(Sg) =t (©), = ()} [1 0 w2 w111l w w Oj

N

w> w1 1 ww 0 1 0

0O w?» w 1 1 w w 0 1
SHY ={r?(c), (), 7° (), (C)}= )
(Sy)={r"(€),z(€),z (C), = (C)} 1 0w w i 1 w w o0

0 1 0 w w 1 1 w w

ve

(8g)={r(€), 7 *(€),7 (), 7’ (), 7'(C), 7*(C)} =

w 1 1 w w 0 1 0 w
w' w1 1 w w 0 1 0
0w w 1 1 w w 0 1
1 0 w w 1 1 w w 0
0 1 0 wW w 1 1 w w
w' 0 1 0 wW w 1 1 w

Not 4.5 Parametreleri [9,2,7] ve [9,6,3] olan TS kodlar [23] tablosuna gére optimal

kodlardir. Bu kodlar, [23] tablosundaki gibi var olan bazi kodlarin kesilmesi, delinmesi
vb. yontemlerle lretilmemistir. Esterimli polinomlar yardimiyla direk uretilip ayrica TS

kod olma 6zelligi de saglanmistir.

Tamim 4.6 R, sonlu zincir halkasindaki bir lineer C kod olsun. k(C), C'yi iceren
k(C)-1

serbest 722k -moduliin ranki olmak lizere, Griesmer siniri n > Z {i.—‘ seklindedir [25].
io | g
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Cizelge 4.1 Teorem 4.3’e gore Uretilen bazi ters sirali (TS) kodlar.
(*1: [23]'de Optimal kod , *2: Bilinen en iyi kod, *3: Griesmer sinirina gére optimal,
*4:[20], [25])'de Halka icin, Griesmer sinirina gore optimal)

n |Yapi |t |k Esterimli polinom Parametreler

7 |F |0 |2 | [LwA0w,w, 0,w] [7,2,5], *1

7 |F, |0 3 | [Lw,www,w,w] [7,3,4], *1

7 | F |14 | Lwww,ww,w] [7,4,3], *1

22 |F, |2 |6 [L,w?,w?,w?,0,0,1,w,w,w,0,1,0,w,w,w, [22,6,12]; *2
1,0,0,w*, W, w?]

28 | F, 4 110 | [1,1,1,1,,1,1,w?, w,1,w,0,w*,0,w,0,w?,0,w, | [2810,12]; *2
1,w,w*,1,1,1,1,1,1]

15 | F, 2 |7 [1,1,1,w,w,0,1,w*,w*,1,0,w,w,1,1] [15,7,7]¢, *1

19 |F, |2 |4 |[L,w’1w?,w 0,100 w? w?0,0,1,0, [19,4,12]; *1
w2, w2, 1w

19 F4 2 4 [1,O,W,l,WZ,W,W,].,O,W,W,O,].,W,W, [:|'9'4':I'2]F4 *1
w?,1,w,0]

19 I:4 3 8 [1101010101W21W21W2|11W21W2111W21W21 [:|'9'8'8]F4 *2
w?,0,0,0,0]

21 |F, (114 | [LLwlw’, wwlw, 1111w, [21,4,14]. *1
1w, w,w?,1,w,1]

11| F |14 |[11321002121]] [11,4,6]¢, *1

17 | R 0|3 [10,11,2,1,0,0,2,2,0,0,1,2,1,1,0] [17,3,11]F3 *1

9 |F, [0 |3 [Lw*, w? we, W, WP, w?, w? w] [9.3 7], *1

17 F8 O 3 [l,l,W,l,WS,W4,W2,W5,W4,W4,W5, [:|'7’3’:|'3]F8 *1
w2, wh w1, w,1]

13 |F, |0 |3 [Lw, 1w, w,w?, 11w, w,w’,1,w] [13,3,10]; *1
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Cizelge 4.1 Teorem 4.3’e gore Uretilen bazi ters sirali (TS) kodlar.
(*1: [23]'de Optimal kod , *2: Bilinen en iyi kod, *3: Griesmer sinirina gére optimal,
*4:[20], [25]'de Halka icin, Griesmer sinirina gére optimal) (devami)

9 Fe |0 |2 [Lw,w? 1w w1 w?, w] [9,2,8].. *3
7 Fe |0 |3 [Lw?,0,w’,w°,0,w] [7,3,5], *3
10 | F, |1 |4 [L1,w,w*, 4w 4w w,1] [10,4,7] *3
10 | Fs |1 |4 | LLww’,w®w’,w®w, wi] [10,4,7]. *3
8 F, |1 |4 [Lw,w?, 1w, 1w, wi [8,2,7]. *3
7 | R, |0 |2 |[ul+udu+u+udliu+ud, [7,2,4],, *4

1+u+ud,u+u®+u’1+u°]

15 | R |0 |3 | [u®+u+u”+u +1,u® +u®+u” +u® +1, [15,3,8], *4
u“+u?+ud+ut +u+1,0,u +u® + U8,
u®+u? +u+u’ +u’+u*+10,1,10,
uB+u? +u +u’ +u +ut +Lu +u® +u8,0,

u+u’ +ut +ut +u+Lu® Fu’ +ul Ut 4]

21 | Ry |1 |4 | [u*+u+lu®+u®+u’+u,0,0,u” +u’+u® | [21,4,10], *4
Ou” +ul+ud Ut +ui+u,ut,Lu’ +ut +u?
+Lu’ +u+uP+LLubu+ud+u,u’ +u®

+u°,0,u’ +u* +u?,0,0,u’ +u* +u® +u]

34 | R, |0 |2 |[udui+uu®,u®+uu®+ul+Lu 41, [34,2,22], *4
L,u®+u®+u+110,1,0,u®+u® +u,u,u’
+u?+L,u’,u*+u+1,Lu +u+1,u%, U’
+u? +1,u,u® +u”+u,0,1,0,1,u’® +u?
+u+LLu*+Lud +u® +1,u° +u?

,u?,u®+u]

4.2 R -esterimli Polinomlar ve DNA Kodlar

Tanim 4.7 r-esterimli nli DNA K -bazlis rCDN,Ak seklinde gosterilir ve asagidaki sekilde

ifade edilir.
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BE = (BL)", B, = (B )" olacak sekilde, eger n tek ise
sr— Sr—
2

2

rCong, = (By, By, B5,.... By, (B,,)",..(B5)", (By)"),

sr?
2 2
eger n ciftise

rCpoyp, = (B4 %f,%;,...,%;71,%:rﬂ,(%;71)f,...(%;)f,(%f)f)
2 2

sr?
2

seklindedir.

Ornek 4.8 I’CDNAS = (TGT,GAC,TCA,CGT,TGC,ACT,CAG) bir r-esterimli 7li DNA 3-
bazhsidir.

Tanim 4.9 R, [x]/(X"-1)’da r-esterimli polinom asagidaki gibi ifade edilir.

P, (U) =@(p, (u)) ve p ,(U)=e(p ,(u)) olsun. Eger ntek ise
ST STy

rC = (py (U), p(U), P, (U), oves Py (U), @( Py (U)), - 2( P, (), (P, ()))

2 2

n ciftise

rC = (py (), Py (U, P, (U)swrs Py (U), Py (U) 2Py (U)), - 2(P, (U)), (P, (U))) -

2 2 2
Dolayisiyla ®@*(rC) ve CD’lg(rCDNAk) R, [X]1/ (X" —1)’da r-esterimli polinom olarak
adlandirilir.

Asagidaki teorem TS DNA kodlari hakkindaki ters siralama problemini, yukaridaki

ifadeleri kullanarak ¢cozmektedir.
Teorem 4.10 R, [x]/(x" -1)’da, C =(S;) (C =(0;)) r-esterimli polinom g(x) ile
olusturulan bir u®-modiil kod olsun. ¢*(C) bir TS DNA koddur.

Ispat: -t-1<j<t ve a,deF, olmak Uzere,S; kiimesi icin, her elemanin DNA

karsihginin ters sirasi agsagidaki gibi ifade edilir;
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)
— K— i
(g 1[Z(ajo+anu2+ajzu4+...+aj(kl)uz( 1))r‘(c)D
j
-1 2(k-1 2(k-2 2(k—(k-1 -j-1
=¢ (Z(ajﬁanu( Y+, ut e 4 ay uit D) (c)j.
j
O, kumesiigin,

? 4 2(k-D) Y. ]
’ 1 Z(ajo +auu” +au +o.+ a3, U ( ))z_] () +
-

(d +du? +dyut +. 4+ d u )" ()
2(k-1) 2(k-2) 2(k—(k=1)) y.— j-1
D (a, +a,u +a,,u +ot AU Y e) +

=,

2(k-1) 2(k-2) 2(k—(k-1)) \ _(n-1)/2
(d, +du +d,u +o.+dg U )T (©)

elde edilir.

Ornek 4.11 rC = (TTT,GAC,TCA,CGT,TGC,ACT,CAG) r -esterimli 7li DNA 3-bazlisi

DNA,
alinsin.
C(rCpyy ) = @+u+u®+u’+u’ +u,u+u’,u’ +u* +u* 1+u+u® +0°,

u+u®+u’ +u’,1+u+u®1+u)

olur. t =1 segildiginde k =4 olur. C :<S;> 7 uzunlugunda bir kod ve ¢*(C) ise 21
uzunlugunda TS DNA koddur.

Asagidaki Onerme literatlirde baska halkalar (zerinde tanimlanan kodlar igin

gorilebilen benzer bir ifadedir.

2k—l)

Onerme 4.12 Eger bir lineer kod ®(r(x))=®(A+u+..+u* )L+ X+...+x"™)

kodsoziine sahipse, kodun DNA karsiligi tamlayan bir koddur.

Onerme 4.12 yardimiyla, asagidaki teorem TST DNA kodlar hakkinda temel bir sonug

vermektedir.

Teorem 4.13 C =(S;°) (C=(0;*)), g(x) =@ (rCpy, ) r- esterimli polinomu ile

2k-1

olusturulan u®-modiil kod olsun ve r(x)=(L+U+..+Uu* )1+ Xx+...+x"") olsun. T

ve T, R, 'de g(x) ve r(x)’in karsihgi olsun. t <|[n/2] olmak tizere,
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te _ f —t-1/= “1x\ O0rm\ L(= ty=\
S;*={r"(¢),...t"(€),z (€),z (C),....7 (C),T}
durumunda eger kiimenin elemanlari bagimsiz ise | S;*C |=2t+3=Kk olur.

n tekigin,
O;‘c ={r"*(C),...7*(C),7°(C),7* (C),...,z' (), 7" V'3(C),T}

iken eger kiimenin elemanlari bagimsiz ise |O;° |= 2t +4 =k olur. R, 'da C =(S;®)
(C =(0Q;)), 6nceden belirlenmis k ile, S;° (O;°) ile tretilmis, u®-modul koddur ve
¢ (C) TST DNA koddur.

Ornek 4.14 rC,,, = (ATA,GCT,ATC,CTA,TCG) veya

DNA,
rC=@u*+u’l+u+u®+u*,u+u®+u’,u® +u® +u’,1+ud +u* +u°),
alinsin. ¢ (rCpy, ) = rC’dir.

I -esterimli polinom asagidaki gibidir,

g(x)=®™(rC)
:q)_l(g(rCDNAﬁ))
=W+ +A+u+UuP+u)X+ U+’ +u¥)xE+ U+ U +ud)XC +
@A+u®+u® +u®)x’.
t =0 icin Urete¢ matrisin olusturulmasi:
S, ={r(t),7(©)"}
={(l+u+u®+utu+ui+ud Ut +ud+u’ 1+ U +ut U Ut +ud),
W +udl+u+ud+ut u+ur+ud U +0d +ud 1+ 0P +ut +ud)}

olur ve matris olarak asagidaki gibi gosterilir.

(E)J _

z(C)°
1+u+u®+ut  u+uiP+d® ur+dd+u® 1+ +ut+l® u?+u®
u?+u® 1+u+ud+u* u+ui+ud® wi+dd+d® 1+ +ut+l®

ile tiretilen ve u®-modiil kod olan C = (Sg}'nin elemanlari asagidaki gibi ifade edilir :

40



R,’'da (u?), u? ile tretilen bir alt halka ve

C={a,7r ')+, (C) :a,,x, € (U*)}

seklindedir.

a, =0 ve a, = U? ise Uretilen kodséz asagidaki gibidir,

¢, = +u®1+u”+u’+u, U’ +ut +udu+ut + U 1+ u+ U +U).
DNA karsiligi;

d, =¢7'(c,) = (TAA,CTG,TCA,TAC,CGT) = (TAACTGTCATACCGT).
Teorem 4.10’in ispatina gére yukaridaki DNA kodsdziiniin ters sirasi o, =Uu* ve a, =0
degerleriile bulunur;
c,=(Uu+u’+u*+u’,1+u+u’,1+u+u’,u+u’+u’+ut,1+u),

DNA karsihgi;

d., =¢7(c,) = (TGCCATACTGTCAAT) yani, (d,)" =(d;,) olur.
Ornek 4.15 Bir 6nceki 6rnegin devami olarak, eger

1L+uH)°@) = +uP+u* +u’,u+u® +ut +ud  u+u® +ut +u°,

u+u®+ud+ut,u+u’+u®+u?)
alinirsa, d, = ¢ ((1+u*)z°(€)) = (TTATGCTGCGTCGTC) olur.

L+u)r @) =+u’ +u® +u’,1+u’ +ud +u° 1+u+u® +u°, 1+u+u’ + U’ 1+u+u’ +u)
alinirsa

d,, =¢ 7 ((A+u*)r7(T)) = (CTGCTGCGTCGTATT)

elde edilir. (d. )" =d,, bulunur.

Ornek 4.16 Benzer olarak, eger

L+u)’@+ Ut @) =(@+ut,u+u® +ud,ut 1+ 0 +ut +ul,u+ut +ud +ud)
alinirsa,

d, =¢ 7 (@+u*)r"(©) + (u*)r*(T)) = (GAGATCAGATCGCTC)
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elde edilir.

@)+ @A+u)r @) =u+u’+u* +u’,1+u+ud+u*,u’,u® +u® +u’,1+u)

alinirsa

d,, =¢ 7 ((U*)7"(©) + (1+u*)r(T)) = (CTCGCTAGACTAGAG)

elde edilir.

(d.)" =d,, oldugu gérilur.

Asagidaki tablolar Ornek 4.14’e ait DNA karsiliklaridir.

Cizelge 4.2 C = (Sg} icin DNA karsiliklari, Ornek 4.14

AAAAAAAAAAAAAAA
GCTATCCTATCGATA
AATTGCCATACTGTC
GCATCAATTTACGAC
TAACTGTCATACCGT
CCTCATGGAACTCCT
TATGCTGCTTCGTCG
CCAGGGTGTAAATGG
ATAGCTATCCTATCG
GGTGGGCACGGGTGG
ATTCTGCTGCGTCGT
GGACATAAGGTCCCT
TTATGCTGCGTCGTC
CGTTCAGCCCGTGAC
TTTAAAGGGGGGAAA
CGAATCTCGCTAATA

TGCCATACTGTCAAT
CTGCTGCGTCGTATT
TGGGGGCCAGGGGTG
CTCGCTAGACTAGAG
AGCATCTATCTACGA
GTGAAAGTTGGGCCA
AGGTCAGAACGTTCC
GTCTGCTTAGTCTGC
TCCTCAAGGTACTCC
CAGTGCCCGACTTGC
TCGATCCGCTCGCGA
CACAAAACCAAACCA
ACCGGGTTGAAAGTG
GAGGCTGAGTCGGAG
ACGCATGTCACTAAT
GACCTGTACTACATT

CTGTCATACCGTTAA
TGCTGCGTCGTCTTA
CTCATCGAGCTACTC
TGGAAATTGGGGCAC
GTGGGGACCGGGGGT
AGCGCTCGCCTAGCT
GTCCATCCGGTCACG
AGGCTGAGGCGTAGG
CAGCATTTAACTACG
TCCCTGGAATACAGG
CACGGGGTTAAAGGT
TCGGCTTATTCGGCT
GAGATCAGATCGCTC
ACCAAACCAAAACAC
GACTCACGTTACTAA
ACGTGCACTACTTTA

GCTGCTTCGTCGTAT
AAAGGGGGGAAATTT
GCACTGGCCTACCTG
AATCATTGCACTCAG
CCTTGCAAGACTGGA
TAATCACTGTACGCA
CCAAAACACAAAACC
TATATCATCTCGAGC
GGTAAATGTGGGACC
ATAATCGCTCTAAGC
GGATGCGGAGTCGGA
ATTTCATCACGTGCA
CGTCTGATTCGTCTG
TTACATCATGTCCAG
CGAGCTCTACTATAT
TTTGGGAAAGGGTTT

Cizelge 4.3 C = <S§’°> icin DNA karsiliklari, Ornek 4.14

AAAAAAAAAAAAAAA
AATACGACGCAGCAG
AGGAGTTCCATGAGG
AGCATCTATCTACGA
ACGACGCAGCAGAAT
ACCAAACCAAAACAC
ATAATCGCTCTAAGC
ATTAGTGACATGCGT
GAGATCAGATCGCTC
GACAGTATGGCAATT

AAAGGGGGGAAATTT
AATGTAGTACAGGTC
AGGGACCTTATGTCC
AGCGCTCGCCTAGCT
ACGGTATGACAGTTA
ACCGGGTTGAAAGTG
ATAGCTATCCTATCG
ATTGACAGTATGGCA
GAGGCTGAGTCGGAG
GACGACGCAGCATAA

AAACCCTTTCCCAAA AAATTTCCCCCCTTT

AATCATTGCACTCAG AATTGCCATACTGTC
AGGCTGAGGCGTAGG AGGTCAGAACGTTCC
AGCCGAATAAGCCGA  AGCTAGGCGAGCGCT
ACGCATGTCACTAAT ACGTGCACTACTTTA
ACCCCCGGTCCCCAC ACCTTTAACCCCGTG

ATACGACGAAGCAGC  ATATAGTAGAGCTCG
ATTCTGCTGCGTCGT ATTTCATCACGTGCA
GAGCGATCTGATCTC GAGTAGCTCGATGAG
GACCTGTACTACATT GACTCACGTTACTAA
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Cizelge 4.3 C = <S§'°> icin DNA karsiliklari, Ornek 4.14 (devami)

GGAACGTTCTGACCT
GGTAAATGTGGGACC
GCAAGTCGGGCACTG
GCTATCCTATCGATA
GTGAAAGTTGGGCCA
GTCACGGGCTGAACG
CAGACGAATCAGACG
CACAAAACCAAACCA
CGAATCTCGCTAATA
CGTAGTTAAATGCTG
CCAAAACACAAAACC
CCTACGCCTCAGCCT
CTGAGTGCAATGATT
CTCATCGAGCTACTC
TAAAGTAGTGCACGT
TATATCATCTCGAGC
TGGAAATTGGGGCAC
TGCACGTGATGAAAT
TCGATCCGCTCGCGA
TCCAGTCTTGCAAGG
TTAACGGTATGACAG
TTTAAAGGGGGGAAA

GGAGTACCTTGAGGA
GGTGGGCACGGGTGG
GCAGACTAAGCAGAC
GCTGCTTCGTCGTAT
GTGGGGACCGGGGGT
GTCGTAAATTGATGC
CAGGTAGGCCAGTGC
CACGGGGTTAAAGGT
CGAGCTCTACTATAT
CGTGACCGGATGGAC
CCAGGGTGTAAATGG
CCTGTATTCCAGGGA
CTGGACATGATGTAA
CTCGCTAGACTAGAG
TAAGACGACGCAGCA
TATGCTGCTTCGTCG
TGGGGGCCAGGGGTG
TGCGTACAGTGATTA
TCGGCTTATTCGGCT
TCCGACTCCGCATCC
TTAGTAACGTGAGTC
TTTGGGAAAGGGTTT

GGACATAAGGTCCCT
GGTCCCACATTTACC
GCACTGGCCTACCTG
GCTCGAGATGATATA
GTGCCCCAATTTCCA
GTCCATCCGGTCACG
CAGCATTTAACTACG
CACCCCTGGCCCCCA
CGACGAAGCAGCATA
CGTCTGATTCGTCTG
CCACCCGTGCCCACC
CCTCATGGAACTCCT
CTGCTGCGTCGTATT
CTCCGACTCAGCCTC
TAACTGTCATACCGT
TATCGATAGGATAGC
TGGCCCAACTTTCAC
TGCCATACTGTCAAT
TCGCGAGCGGATCGA
TCCCTGGAATACAGG
TTACATCATGTCCAG
TTTCCCCCCTTTAAA

GGATGCGGAGTCGGA
GGTTTTGTGTTTTGG
GCATCAATTTACGAC
GCTTAGAGCGATTAT
GTGTTTTGGTTTGGT
GTCTGCTTAGTCTGC
CAGTGCCCGACTTGC
CACTTTCAACCCGGT
CGATAGGATAGCTAT
CGTTCAGCCCGTGAC
CCATTTACACCCTGG
CCTTGCAAGACTGGA
CTGTCATACCGTTAA
CTCTAGTCTAGCGAG
TAATCACTGTACGCA
TATTAGCGAGATTCG
TGGTTTGGTTTTGTG
TGCTGCGTCGTCTTA
TCGTAGATAGATGCT
TCCTCAAGGTACTCC
TTATGCTGCGTCGTC
TTTTTTTTTTITITTTT

Ornek 4.17 rC

alinsin.

DNA,

= (TTT,GAC,TCA,CGT,TGC,ACT,CAG) r-esterimli 7li DNA 3-bazlisi

C(rCoyy )= (@+u+u®+u’+u +u,u+u’,u+u* +u* 1+u+u® +u°,

u+u®+u®+u’,1+u+u’1+u®)

olur. t =1 secilsin ve k =5 olacak sekilde C = (S;‘C) 7 uzunlugunda bir kod ve ¢ *(C)

21 uzunlugunda TST DNA koddur.
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BOLUM 5

F,[u]/(u* ~1) HALKASINDA DEVIRLi KODLAR VE DNA UYGULAMALARI

Bu bolimde, [11] ¢alismasindan esinlenerek TS ve TST DNA kodlarin cebirsel yapilar
Uzerinde genel olarak ifade edilmesi amaglanip, 6zel zincir halkalarindaki devirli kodlar

ile TS ve TST DNA kodlar elde edilmistir.

[26], [27] calismalarinda zincir halkalarinda devirli kodlar ve kendine dual kodlar
incelenmis olup izomorf halkalarda olusturulan yapilarin temelleri bu galigmalara

dayanmaktadir.

Bu bolimde kullanilan yapilarin  yikseltilmis polinom ve esterim polinom
yontemlerinden farki ayni anda halkadaki kod TS devirli ve DNA karsihig TS veya TST

olabilmektedir.

k
p(u)=al+au’+au*+..+a ., U®?eR, eleman icin u’-adik basamaklari,

(27
p(u),. veya p, ile ifade edilip p, =8 sy BBy olarak gosterilir. & fonksiyonu
e(p.)=pu) ile u®-adik basamaklari halka elemanina déniistirmektedir.

[puz]r =82,8,...8 1 p,.’nin ters sirali ifadesidir. Onerme 3.30’da da gosterildigi
gibi U*p,; =2, , .83 . ,, seklinde de ifade edilebilir.

Teorem 5.1 Rzk zincir halkasindaki her ideal ters sirali 2 —1-mer DNA kiimesine
esittir.

ispat: Rzk halkasinin her ideali m=0,1,2,...2“ -1 igin (@+u)" formu ile Gretilen temel

ideallerdir. Herhangi bir ((L+u)™) ideali icin iki durum incelenmistir.
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1. Durum: m gift olsun. p=p(U)=(1+u)" elemani u®-adik sistemde, ardisik ¢ sifir

0" ile gosterilir ve p elemani p, =0'cc,--C seklinde ifade edilir. ¢, #0 olsun.

2y

/2 /2
L+u)" =(@A+u)®)™ =@+u®)™  ve (mi j:[mn;z J oldugundan  (ccC,:

r

Cya,) = (CCy++Chy ) Oldugu gorulur.

Dolayisiyla, 0<i</ igin [(uz)i_puzlr:(uz)e-i_puz ve (+1<i<2“'-1 icin
[(u?)p, T =(u?)"" "p,. elde edilr.

u®’nin katlari ile carpim, u’-adik sistemde (1+u)™ icin ters siraliligi saglar.

[((u@+u)™) . ]I" =ul(@+u)") .]" oldugundan u(l+u)" icin de ters siralilik saglanur.
2. Durum: m tekise (1+u)" =(@A+u)@+u)" " =@+u)" " +u(@+u)™" ifadesi yazilabilir
ve (1+u)™ " igin 1. durum kullanilir.

g )
Sonu¢  olarak, q(u) = Z qiuz' formunda alinan bir  eleman icin
i=0

e([g(u)(L+u)"]) e(@+u)") saglanir.

-1

k k . .
Her ideal (1+u)® " =1+u+u’+---+u”" elemanini icereceginden ve bu eleman ile

elemanlar toplamak, elemanlarin DNA tamlayanina karsilik geldiginden; R, 'nin

herhangi bir | ideali icin her elemanin tamlayani yine idealdedir sonucuna varilir.
Ormek 5.2 Ry=F,[ul/(u*-1)’de p(u)=@+u)®> ve J=(p(u)) alnsin.

q(u) =u® +u+1 olsun. [(q(u) p(u)) .1 asagidaki gibi hesaplanir:

q)pu) =Wl +u+DU*+) =u® +u’ +(U+u’ +u+1
=U° +(u+1)u* +u— (q(u) p(u)) . =10Tu.

p(u) =u®+1=0u®+0u* +1u* +1— 0011 oldugundan ¢ = 2"dir.
[Wp(u) .1 =[(u*)’ p(u) .1 = (U2 p(u) = (u?)* p(u) = u®p(u) =u® +1
[up(u) . 1" =u[(u®)’ p(u) .]" =u(u®)* p(u) = uu*p(u) =u’p(u) =u’ +u’
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[p(u),.1 =[(u*)’ p(u),.]" = (u*)"° p(u) = (u*)* p(u) =u*p(u) =u® +u".
Dolayisiyla,

[(a(u) p(u)) . 1" =[u®p(u) . 1" +[up(u) .1 +[p(u) . I' =u® +1+u’ +u’ +u’ +u*
[(@(u) p(u)),.]" =uu® + (u+1)u* +1=uT01

olur.

DNA karsiliklar asagidaki gibidir.

[(a(u) p(u)),.1=u° +0u* + (u+1)u® +u =100u — £ (q(u) p(u)) = GATC.
[a() p(u) . T =uu® + U+ u*+0u” +1=ut01l— ¢ ([qu) p(u)]') = CTAG.
Ornek 5.3 Asagida R, Uin bazi idealleri ve DNA 4-mer karsiliklari verilmistir.
(@+u))={0,(1+u)"}>{AAAATTTT}

(@+w?)={0,u® +u* +u” +1u’ +u> +u +u,u’ +ul +u +u* + U + U +u+L} =
{AAAA,GGGG,CCCC,TTTT}

(@+u®)={0,v> +u* +u+Lub +u* +u” +Lul +u’ +u’+u,u’ +u’ +u +1,
u +u+ud+uu Futrut 0t U Ut P Fut Ut U U+ 3
— {AAAA ATAT,GGGG,GCGC,CGCG,CCCC,TATA,TTTT}

((1+u)®) —> {AAAA AATT,AGAG,AGTC,ACAC,ACTG,ATAT,
ATTA,GAGA,GACT,GGGG,GGCC,GCGC,GCCG,GTGT,GTCA,
CAGT,CACA,CGGC,CGCG,CCGG,CCCC,CTGA,CTCT, TAAT,
TATA,TGAC,TGTG,TCAG,TCTC, TTAA, TTTT}

5.1 Devirli Kodlar ve DNA Kodlar

Teorem 5.4 F,’de fzt

n

Al 1 f ] [(X"=1)  olacak sekilde, C R,’de

C=(f,,@+u)*f,(L+u)=f,,..,(1+ u)izk*1 f,) (L<i,<..i, ) seklinde dretilen bir

devirli kod olsun. Eger f.’ler kendine resiprokal polinomlar ise C TS bir koddur ve

¢*(C) TS DNA koddur. Eger tim kendine resiprokal f. polinomlar (x"-1)/(x+1)’i

béler ise C TS bir koddur ve ¢ *(C) TST DNA koddur.
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ispat: F,[u]/ (u? —1) bir zincir halkas ve idealleri (0) = ((1+ u)(zt’l)) c..C ((1+ u)z) c
(1+u) c(1)="R, seklindedir.

F,’de f, .. f | f,| f| f|(x"=1) oldugundan ve tim f’ler kendine resiprokal

oldugundan C = (f,,(@+u)* f,@+u)? f,,...,(L+u)=* fo,) (iL<i,<.i, ) devirli kodu

bir TS koddur. Burada her kodsozin ters sirasinin var oldugu ve her kodsdziin DNA ters
sirasinin bu kodun icinde var oldugu asagidaki Teorem 5.1’den elde edilir. Eger kendine

resiprokal tum f  polinomlar (x"—-1)/(x+1)’i boler ise kombinatorik karsiligi

(11111...111) olan kodsoz elde edilir ve (1+ u)zt‘1 katinin da var olmak zorunda olmasi

nedeniyle C TS kod ve TST DNA koddur.

Ornek 5.5 Uretilen bir kodda bazi elemanlarin TS DNA olan karsiliklarinin koddaki yeri

bu 6rnek ile gosterilmektedir.
f=xxX +xX+xX°+x + 3+ +x+1, f=xt+x*+1, f|f |x*=1 olsun ve
0 1 1 0

C =((L+u)®f,,(L+u)*f,) devirlikodu alinsin. C devirli kodunun Greteg matrisi

Vi
v, |=
V3
u+D® U+D® W+D® W+D® W+D® U+D)® (U+D® U+D)® (uU+D°®
(u+1)°* 0 0 (u+1)°* 0 0 (u+1)* 0 0
0 (u+1)* 0 0 (u+1)°* 0 0 (u+1)°* 0
seklindedir.

V,, C kodunun bir elemani ve ayni zamanda Urete¢ matrisinin 2. satiri olmak lizere;

vV, nin ters sirasi v, = (1+u)v, +V, + Vv, dir.
v, =(1+u*,0,0,1+u*,0,0,1+u*,0,0) iken

(L+u)v, +v, =(0,0,u* +1,0,0,u* +1,0,0,u* +1) = v} elde edilir.

C kodundan rastgele bir eleman olarak ¢, kods6zi alinsin ve asagidaki sekilde verilsin.
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2 3
C, =(+u+u’)*v,
= +ubl+u'+ul+u®+1,0,0,u” +u® +u’ +ud +u® +1,

0,0,u’ +u® +u*+u®+u®*+1,0,0)
c,’in DNA karsilig

£7(c) = (T.G,T.GAAAAAAAATGTGAAAAAA,
AATG,T,GAAAAAAAA)

seklindedir.

C, =(L+u+u?)*(L+u)v, +V, +V,)
=(@+u+u?)*v; =(0,0,u® +u® +u* +u’ +u+1,

0,0,u® +u+u*+u®+u+10,0,u®+u’+u* +u*+u+1)
c,’in DNA karsiliginin ters sirasina esittir ve asagidaki gibidir.

£7(c,) = (AAAAAAAAGTGT,
A,A,A,A,A,A,A,A,G,T,G,T,A,A,A,A,A,A,A,A,G,T,G,T)

(e =<7 (c,) elde edilir.
Ornek 5.6 Ornek 5.5’'teki C kodu icin asagidaki islemler drnek olarak verilmistir.

C, =uv, + L+ U, + (WP + U = (U +u® +u+Lu’ +u® +ut +u? Ut +ud +u’ +u,
u' +ul+u+Lu’ +u’ +ut +ur Ut +ut +u? +u,

u +ul+u+lu’ +uP+ut +urut +ud+u’ +u)

¢7(c,) =(CAGTCT,GAAGTCCA,
G,T,CT,G,AAGTCCAG,TCTGAAG,TC)

Ureteg matristen v, =v,,v; =V° oldugu gdrilmektedir.

C, = (U +UP +UuM))V, + (U +U®)V) + (U +U’)v]

=" +u’+u’ +u’u’ +uP +u” +u,

u +ul+ut+uu’ +ut+ut +utut Fudt Ut +uu’ Ul +ut +u,
u +u+uf +udut +ud +ut+uu’ +ul +uf +u)
¢(c,)=(CT,GAAGTCTGACCTGA,
A,G,T,CT,GACCT,G,AAG,TCTGA,C)
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(e =<7 (c,) elde edilir.
Ornek 5.7 F,’de f,|f|f,|(x°-1) olacak sekilde f,=x"+x"+x*+x*+x+1,
fi=x*+x*+1, f,=x*+x+1, f,=f,=.f,=0 alnsn. R,de C kodu

C =(f,,(L+u)*f,@+u)®f,) seklinde tretilsin. Ureteg matrisi asagidaki gibidir.

1 1 1 1 1 1

5 4 5 4 5 4
u’+u” +u+l 0 u’+u +u+l 0 u+u"+u+l O
u+ut+u+1 ut+ut+ui+l u+ut+ui+l 0 0 0
0 u+ut+ul+1 ut+ut+ut+l Ut Hut+ut+l 0 0

f, f,, f3|(xs‘%_1) oldugundan C kodu 24 uzunlugunda bir TST DNA koda karsilik

gelmektedir.

5.2 Dual ve Kendine Dual Devirli Kodlar ve DNA Kodlar
Teorem 5.8 f, [|.f|f,|[f|f[(X"-1) olacak sekilde bir devirli kod

C=(f,, (1+u) f,@+u)f,,...A+u)** f. ) alinsin. f =(x"=1)/ f, olmak iizere,

Ct=( ff v L+ U)P 2 (L+u)? ) seklinde bir devirli koddur. Eger f"’ler kendine

resiprokal polinomlar ise C* TS bir koddur ve cf*l(CL) TS DNA koddur. Eger tim
kendine resiprokal fr polinomlar (x"—1)/(x+1)’i bdler ise C* TS bir koddur ve

£7H(C*) TST DNA koddur. Eger 0<i<2“-1ligin f, = f" ise C bir kendine dual

koddur.

ispat | ... 1?;1 | (x" 1) oldugundan. C* devirli bir koddur. [27] calismasindan

C ’'nin kendine duailiéi gorilmektedir.

Ormek 5.9 f =x"+xP+x2+x"+ X%+ +xX°+ X"+ X+ X+ x* +x° + x° +x+1,
f=x?+x°+x°+x°+1, f,=x*+x"+xX°+x*+x*+x+1  kendine  resiprokal
polinomlarrigin f,| f | f,|(x*=1) (mod2) dir. C = (f,,(@+u) f,,A+u)’f,) R, de bir

devirli koddur ve ¢*(C) ters sirali tamlanan DNA koddur.

Urete¢ matrisi

49



G, =

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
u+l 0 0 u+l 0 0 u+1 0 0 u+l 0 0 u+l 0 ©
0 u+l 0 0 u+l 0 0 u+l 0 0 u+l 0 0 u+l1 O
u+1?® (u+1° 0 U+D® U+1)° U+1D° 0 u+1® u+1)° 0 0 0 0 0 0
0 (uU+1)® (u+n® 0 u+1)* U+1)* U+1° 0 (u+1)® u+1? 0 0 0 0 0

0 0 u+d® u+1)?* 0 u+D® u+1)°® U+D? 0 u+1® (u+1? 0 0 0 0

0 0 0 u+1)* (U+1° 0 u+1)* U+1)* U+1° 0 (u+1)® @+n® o0 0 0

Ct=(f,,@+u)f, @+u)?f ", @+u)*f,) oldugundan
Ct=(f,,@+u)f,@+u)*f,) elde edilir ve £™*(C") ters sirali DNA koddur.

Uretec matrisi asagidaki gibidir.

G, =
1 1 1 00 1 1 10000000
0 1 1 1 0 0 1 11000000
0 0 1 1 1 0 0 11100000
0 0 0 1 1 1 0 01110000
0 0 0 01 1 1 00111000
0 0 0 00 1 1 10011100
0 0 0 00 0 1 11001110
0 0 0 00 0 0 11100111
u+l 0 0O u+l0 O O 000O0O0O0O0O
0 u+l 0 Ou+tl O O 00O0O0O0O0OO
0 0 u+l 0 0 u+l O 0000 0O OO
0 0 0 u+l0 O u+l1 00000 OO0 O
U+1)® U+1)° 0 00 0O 0 00O0O0OGO0T OO
0 (u+)® wW+)® 0 0 O O 00 O00O0O0O0O

Ornek 5.10 R,’de f=(x-1) olmak izere (f* (U-1)°f° (u-1)*f", (u-1)°f°)

kodu 16 uzunlugunda kendine dual bir koddur.
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BOLUM 6

SONUC VE ONERILER

Bu calismada yukseltilmis ve esterimli polinomlar tanimlanmistir. Bu polinomlar
yardimiyla sonlu cisim ve halkalarda optimal kodlar elde edilmistir. Yiikseltilmis ve
esterimli polinomlarin bir formu ve 6zel tablolar ve basamak sistemleri ile elde edilen

kodlar TS ve TST DNA kodlarin olusturulmasinda kullanilmistir. Son olarak Rzk
halkasinda devirli kodlar ve kendine dual kodlar Gzerinde TS ve TST DNA kodlari elde
edilmistir.

R, formundaki halkalar icin devirli kodlar ile TS ve TST DNA kodlari tiretmek, gergek

DNA kodlari ile iliskili uygun kodlar elde etmek ve bu calismalar icin uygun kod

sinirlarini elde etmek ve kullanmak agik bir problem olarak bulunmaktadir.
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