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BAZI KESIRLI DIFERANSIYEL DENKLEMLER iCiN HIBRITLESTIRILEBILIR
SUREKLi OLMAYAN GALERKIN METODU

Mehmet Fatih KARAASLAN

Matematik Anabilim Dali

Doktora Tezi

Tez Danismani: Dog. Dr. Muhammet KURULAY
Es Danisman: Dog. Dr. Fatih CELIKER

Bu tezde, hibritlestirilebilir strekli olmayan Galerkin (HDG) metodu, Caputo tiirevini
iceren «, >0 mertebeli kesirli sinir deger problemine ve Bagley-Torvik denklemi ile
verilen sinir deger problemine uygulandi. HDG metodunun en 6nemli 6zelliklerinden
birisi, tanim kiimesinin tim i¢c bolgesindeki bagimsiz parametre sayisini yok eder ve
sadece elemanlarin arakesitinde bulunan bilinmeyen degerleri iceren global bir lineer
sistem elde ederiz. Lineer sistemdeki global matris, ¢ kdsegensel, simetrik ve pozitif
tanimh oldugundan metot, adi ve kismi diferansiyel denklemlerde etkili ve yakinsak
sonuclar vermektedir. Buradan hareketle, HDG metodu belirtilen kesirli sinir deger
problemleri igin incelendi. Buna gore, problemlerin yaklasik ¢6ziimleri MATLAB
programi kullanilarak verildi. Ayrica, uygun bir sekilde secilen kararlilik parametresinin
elde edilen sistemin yakinsakligi tizerinde ¢cok 6nemli bir etkiye sahip oldugu goruldi.

Anahtar Kelimeler: Hibritlestirilebilir siirekli olmayan Galerkin metodu, Bagley-Torvik
denklemi, kesirli sinir deger problemi, Caputo tirevi, kararlilik parametresi
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In this thesis, the hybridizable discontinuous Galerkin (HDG) method is applied to a
fractional boundary value problem involving Caputo derivative with order «, >0
and a boundary value problem given with Bagley-Torvik equation. One of the main
features of the HDG method is that it eliminates all internal degrees of freedom and
we obtain a global linear system that only involves unknown values at the element
interfaces. Since the global matrix in the linear system is tridiagonal, symmetric and
positive definite, the method gives effective and convergent results in the ordinary and
partial differential equations. From this point of view, the HDG method is investigated
for the mentioned fractional boundary value problems. Accordingly, the approximate
solutions of the problems are given using MATLAB programme. Also, it is seen that an
appropriate choice of the stability parameter has a very important effect on the
convergence of the obtained system.

Keywords: Hybridizable discontinuous Galerkin method, Bagley-Torvik equation,
fractional boundary value problem, Caputo derivative, stability parameter

YILDIZ TECHNICAL UNIVERSITY
GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES

Xii



BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Kesirli hesaplamalar, yeni bir konu olmayip klasik hesaplamalar ile hemen hemen ayni
tarihsel siirece sahiptir. Burada kullandigimiz “hesaplama” kavrami, integral ve tirev

alma anlaminda kullaniimaktadir. Kesirli hesaplamalar ile ilgili ilk arastirmalar, tamsayi

n

d'y

mertebeden tirevini, n’nin kesirli bir sayl olmasi durumuna genisletmenin

mumkiin olup olmayacagi sorusuyla baslamistir. Daha sonra, n degerinin irrasyonel
veya karmasik bir sayl olabilme ihtimali, sorunun boyutunu artirmistir. Dolayisiyla
kesirli hesaplamayi, keyfi mertebeden tlrev ve integral olarak adlandirmanin daha iyi

olacagi kanaatine varilmistir.

dn
Leibniz, 2/ seklindeki tlrev notasyonunu bulmustur. L’'Hopital, Leibniz’e 30 Eylil
L G d'y, .
1695’teki mektubunda n degerinin % gibi kesirli bir deger almasi durumunda F nin
X

ne anlama gelecegini sormustur. Leibniz ise d”’Xy veya dMW terimlerinin, sonsuz
serilerin sadece pozitif ve negatif Gslerle kullanilmasina ragmen yine de sonsuz bir seri
yoluyla ifade edilebilecegini sdylemistir. Daha sonra Leibniz, ayni mektuba, d“?x’in
Xm'e esit olacagini ve bu ifadenin gelecekte yararl sonuglarin elde edilecegi acik
bir paradoks oldugunu eklemistir. Leibniz’in tahmininin ne kadar dogru oldugu, kesirli

hesaplamalarin glinimiizde bircok alana basarili bir sekilde uygulanmasindan

gorilmektedir. Bu alanlar arasinda fizik ve miihendisligin sinyal isleme [1], kontrol



muhendisligi [2], [3], elektromanyetik [4], biyolojik bilimler [5], akiskanlar mekanigi [6],
elektrokimya [7], diflizyon siregleri [8], viskoelastik materyaller dinamigi [9], streklilik
ve istatistiksel mekanik [10] ile kiiresel alev yayilmasi [11] gosterilebilir. Kesirli
diferansiyel denklemlerin bilim adamlari arasinda yogun bir sekilde calisilmasinin
nedenleri arasinda fiziksel modelleri daha dogru ifade edebilmesi ve fiziksel olayin
karakterinin anlasiimasi, karmasik yapidaki sistemleri anlamaya yonelik yeni bir bakis
acgisi sunmasi gosterilebilir. Bu 6zellik, tamsayr mertebeli tirevlerle karsilastirildig

zaman kesirli turevler igin 6nemli bir avantaj olarak goriilmektedir.

Kesirli diferansiyel denklemlerin genelde kesin ¢6zimiini veren bilinen bir metot
mevcut olmayip daha cok nimerik teknikler kullanilmaktadir. Klasik diferansiyel
denklemlerin yaklasik ¢6zimlerini elde etmek i¢in kullanilan bazi metotlar, kesirli
diferansiyel denklemlerin yaklasik ¢6ziimiinii bulmak icin kullanilmistir. Ornek olarak,
Adomian ayristirma metodu [12], homotopi pertiirbasyon metodu [13], homotopi
analiz metodu [14], [15], varyasyonel iterasyon metodu [16], diferansiyel donisim
metodu [17], sinc-Galerkin metodu [18], genellestirilmis diferansiyel dénisiim metodu
[19], sonlu fark metodu [20], kesirli lineer ¢cok adimli metot [21] ve predictor-corrector
metodu [22] verilebilir. Ayrica, spline yaklasimi [23] ve collocation metodu [24] ile
kesirli baslangi¢c deger problemlerinin ¢éziimiinde etkili sonuglar elde edilmektedir.
Bununla birlikte kiibik spline collocation metodu [25], kesirli sinir deger problemlerinin

iki 6zel sinifini ¢ézmek igin kullaniimistir.

Kesirli sinir deger problemleri teorisi, son zamanlarda oldukga dikkat gekmektedir. Bu
tip problemlerdeki temel sorun, problemin kesin ¢cézimunin varliginin bulunmasindaki
zorluktan kaynaklanmaktadir. Bilim adamlari, [26-31])'de farkl tipteki kesirli sinir deger
problemlerinin ¢éztmlerinin varhgi ile ilgili calismalar yapmislardir. Son zamanlarda, bu
tip problemlerin pozitif ¢ozimleri ile ilgili yapilan arastirmalari [32-37]'de gOrmek
mumkindir. Kilbas ve Trujillo [38], lineer kesirli Dirichlet sinir sartina sahip problemi

ele almistir.

Ervin ve Roop [39],
—-Da(p,D,” +q,D;”)Du+b(x)Du+c(x)u=f , 0<x<1

u(0)=0, u@=0



seklindeki  kesirli  adveksiyon-dispersiyon  denkleminde Galerkin  yaklasimini

incelemistir. Burada 0< <1 olup p+=1 olacak sekilde 0< p,q<1 segcilir. Ayrica
D, klasik tiirev operatérii, ,D;” ve ,D;” ise sirasiyla Riemann-Liouville sol ve sag

integral operatorleridir.

Nakhushev [40],
y"(x)+ > a, ()(, D w, y)(X) +b(x)y(x) = f (x), 0<x<1
k=1

y(0)=0, y@)=0

bicimindeki kesirli tiireve sahip diferansiyel denklemi ele almistir. Burada O< ¢, <1
(k=12, ..., m) olup a,(x), w,(X) ve b(x) katsayilari tizerindeki belirli sartlar altinda
problemin ¢dziilebilecegini ve kesin ¢ozim y(x) € C[0,1]nC?(0,1)’in tek oldugunu
ispatlamistir.

Agarwall vd. [32],

Du(x) + f (x,u(x), D“u(x)) =0,

u(0)=0, u@) =0,

olarak verilen singtiler kesirli sinir deger probleminin ¢ozimunin varhgini arastirmistir.
Burada l1<a <2, 0< u<a—1 reel sayilar olup D“, Riemann-Liouville tiirevini belirtir.

Ayrica f, [0,1] xB, B=(0,0) X R {izerinde Caratheodory sartini saglayan pozitif bir

fonksiyon olup x =0’da singliler deger almaktadir.

Aleroev vd. [41], dort tip Caputo ve Riemann-Liouville tlireve sahip problemi ele

almistir. Bunlardan Caputo tirevini iceren

“Dru(x)+g(x,u(x), sD’u(x)) =0, a<x<b, 1<a <2, 0< B<], (1.1)

u(a):71’ U(b)=7/2, (1.2)

sinir deger problemini inceleyelim. Burada u:[a,b]—R, f:[ab]xR—R,

g:[a,b]x RXR — R surekliolup g fonksiyonu, K ,L, >0 olacak sekilde



|g(t’ le yz) - g(t’ X1’ y1)| S Kg |X2 _X1| + Lg |y2 o yl| (1'3)

Lipschitz sartini saglar. Aleroev, (1.3) denklemindeki K, ,L, >0 Lipschitz sabitlerini

kullanarak (1.1)-(1.2) probleminin kesin ¢dziimiiniin tekligini ispatlamis ve Shooting

metodunu diizenleyerek problemin yaklasik ¢6ziimiini elde etmistir.

ur Rehman ve Khan [42], (1.1)-(1.2) tipindeki kesirli sinir deger probleminde Arzela-
Ascoli ve Schauder sabit nokta teoremini kullanarak kesin ¢6zimin varhgini ve
blzilme teoremi ile bu ¢6ziimin tek oldugunu ispatlamistir. Ayrica [43]'te ise lineer
kesirli sinir deger problemlerini ¢6zmek icin integrasyonun Haar dalga matrisine

dayanan nimerik bir sema kullanmistir.

Bu tezde ise u:[a,b]— R, f:[a,b]JxR—R, g:[a,b]JxRXxR—R olmak lzere
kesirli sinir deger problemlerinin 6zel bir sinifi olan (1.1)-(1.2) problemine HDG metodu
uygulanacaktir. Ardindan Newton akiskanina batirilmis kati bir levhanin hareketinin

modellemesinde ortaya ¢ikan Bagley-Torvik denklemi [44], [45] ile verilen
u"(x)+ 5D 2u(x) +u(x) = f (x), Q=(0,1) (1.4)

Uu=g=up, oQ={0,1} (1.5)

Kesirli sinir deger probleminin vyaklasik ¢6zimi HDG metodu kullanilarak
incelenecektir. (1.4)-(1.5) problemine benzer problemler ayrica [43], [46-48]'de

verilmektedir.

HDG metodu, ilk olarak 2009 yilinda Cockburn, Gopalakrishnan ve Lazarov [49]
tarafindan kullanilmaya baslanmis ve ikinci mertebeden eliptik denklemlerin temel bir
cercevesi olusturulmustur. Bu metodun ana o6zelligi, yaklasik ¢céziimlerin global zayif
formilasyonu saglayan nimerik izlere gére eleman eleman ifade edilmesini saglayarak
metodun uygulanmasinin daha kolay hale gelmesini saglamaktir. HDG metodunda elde
edilen global lineer sistem, kigclik yerel matrisler ve ¢ kdsegensel matristen
olustugundan hesaplama maliyeti oldukga disuktlr. Ayirica, uygun bir sekilde secilen
kararhlik parametresinin elde edilen sistemin yakinsakhgi Uzerinde ¢cok 6nemli bir

etkiye sahip oldugu gorilmiustiir. HDG metodu, adi ve kismi diferansiyel denklemlerin



nimerik ¢éziminde farkli uygulama alanlarina sahiptir. Bu konuda bir¢ok makale
yapilmasina ragmen kesirli diferansiyel denklemlerin analizi ve tanitilmasina Cockburn

ve Mustapha [50] 6nculik etmistir.

Surekli olmayan Galerkin (discontinuous Galerkin-DG) metodu, yerel olarak korunumlu
olabilen bir Gauss formilasyonu aracihgiyla denklemleri alip farkl bir tarzda uygulama
yapmaktadir. Bu metot, herhangi bir tipteki sebeke, eleman sekli veya baz
fonksiyonlarini ele alabilmektedir ve kesinlik mertebesini azaltmayan bir kararlilik
mekanizmasi yapisina sahiptir. DG metodunun belirttigimiz kullanilabilir ve avantajli
ozelliklerinin yaninda elestirilen yonleri de vardir. DG metodunda, ayni sebeke ve
polinom derecesi igin bilinmeyenlerin sayisi, stirekli Galerkin (continuous Galerkin-CG)
metoduna gore ¢ok fazladir. Ayrica DG metoduyla elde edilen global sistem, tanim
kiimesinin araliklarindaki bagimsiz parametreler cinsinden oldugu icin hesaplama
maliyeti ylksektir. HDG metodunda ise global sistem, sadece elemanlarin sinirindaki

bagimsiz parametreler cinsinden ifade edildigi icin hesaplama maliyeti daha dusuktur.
HDG metodunun genel olarak DG metoduna gore tercih edilme sebepleri sunlardir:

1- HDG metodunda, sadece i¢ sinirlar Gizerinde niimerik iz denilen bilinmeyenler vardir.
2- Global sistemi tanimlamak icin yerel ¢oziicliler ve gecis sarti kullantlir.

3- Her bir eleman tzerindeki bilinmeyenlerin sayisi yerel hesaplama yoluyla bulunur.
4- Herhangi pozitif bir kararlilik parametresi igin sistemin kararlihg kesindir.

5- DG metodunun aksine tlirev veya diger bilinmeyenlerin degeri i¢cin optimum hata

tahminini verir.

Tezin kalan bolimleri su sekilde dizenlenmistir. Bolim 2 ‘de kesirli hesaplamalar ile
ilgili temel tanimlar ve kavramlar verilmistir. B6lim 3’te HDG metodu, «, >0 kesirli
mertebeden Caputo tirevini iceren sinir deger problemi Uzerinde ayrintili olarak
actklanmistir. Bolim 4’te 6zel bir kesirli diferansiyel denklem tipi olan Bagley-Torvik
denklemi ile verilen sinir deger probleminde HDG metodunun uygulama sireci kisaca
verilmistir. Bolim 5’te ise HDG metodunun, ele aldigimiz problemlerdeki performansi
sayisal ornekler Uzerinde incelenmistir. Her bir 6rnek, Matlab programi kullanilarak

¢OzlilmUs ve elde edilen sonuglar cizelgelerle gdsterilmistir.



1.2 Tezin Amaci

HDG metodu, adi ve kismi diferansiyel denklemlerde etkili ve yakinsak sonuglar
vermektedir. Metodun yapisinda Ozellikle yerel ¢oziicllerin anlasiimasi ve uygulanmasi
son derece 6nemlidir. Clinkl global lineer sistem, yerel ¢oziicllere gore ifade edilir ve
yaklasik ¢oziimler yerel ¢ozlicller cinsinden yazilir. Metot karmasik gibi géziikmesine
ragmen yerel c¢ozlclleri uygun bir sekilde ¢6zim silrecine katmak metodun
anlasilmasini saglar. Bu dogrultuda, HDG metodunun kesirli sinir deger problemlerinde
etkili ve yakinsak sonuc¢ vermesi, bu sayede metodun farkh tipteki kesirli sinir deger

problemlerine uygulanabilmesi amaglanmaktadir.

1.3 Hipotez

Bu tezde, HDG metodunun Caputo turevini iceren «, >0 kesirli mertebeli sinir
deger problemi ve Bagley-Torvik denklemi ile verilen kesirli sinir deger problemi igin
etkili ve yakinsak sonuclar verecegi 6ne siriilmektedir. HDG metodunun belirtilen
denklemlerdeki uygulama siireci gosterilecek ve metodun yakinsak sonug¢ verip

vermedigi incelenecektir.



BOLUM 2

TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Kesirli tlirev ve integralin bircok tanimi vardir. Bunlardan bazilari Riemann-Liouville,
Caputo, Riesz, Riesz-Caputo, Weyl, Grunwald-Letnikov, Hadamard, Chen olarak
sayllabilir. Bu tezde, sadece Riemann-Liouville ve Caputo operatorleri Uzerinde
durulacaktir. ilk olarak kesirli hesaplamalarda kullanilan bazi temel tanimlar ve

lemmalari verelim.

2.1 Ozel fonksiyonlar

Ozel fonksiyonlar, keyfi veya kesirli mertebeli diferansiyel denklemler teorisinde
onemli bir rol oynamaktadir. Bu fonksiyonlardan Gamma, Beta, Mittag-Leffler ve

Wright fonksiyonunu verelim [44].

2.1.1 Gamma fonksiyonu

Kesirli diferansiyel denklemlerdeki en genel fonksiyonlardan olan Gamma fonksiyonu
I(z) = [e 't "dt (2.1)
0

olarak tanimlanir. Burada z, herhangi bir reel veya karmasik sayi olabilir. Ayrica

Gamma fonksiyonuna ait bazi 6zellikler n=0,1,2,3, ... icin
a) I'(n) =(n-1)!

b) I'(n+1) =nT'(n)



n+=
2

2°"nl

c)F( 1): Jz(2n)!

olur. Gamma fonksiyonunun reel eksen tzerindeki grafigi

L0

[

—10

Sekil 2.1 Gamma fonksiyonu

seklindedir.

2.1.2 Beta fonksiyonu

Gamma fonksiyonunun belirli kombinasyonlarinin yerine Beta fonksiyonunu kullanmak
daha uygundur. Beta fonksiyonu genellikle
1

B(z, W) = j 1 1-7)"*dz, (Re(z) >0, Re(w)>0) (2.2)

0

olarak tanimlanir. Beta ile Gamma fonksiyonu arasindaki iligki

B(z.w) = LOCW)
I'(z+w)
seklindedir.



2.1.3 Mittag-Leffler fonksiyonu

Mittag-Leffler fonksiyonu, kesirli diferansiyel denklemlerdeki kuvvet serisi
¢ozimlerinde kullanildigindan kesirli hesaplamalarda 6nemli bir role sahiptir. Bu

fonksiyon iki parametreli olup

E,;(2) kzz;‘l“( 7 , (>0, £>0) (2.3)

bicimindeki seri agilimi formunda gosterilir ve bazi 6zellikleri asagida verilmistir.

1)E,,(2)=E, (@)= f%wk 5 @0

o0 OOZ

2)E,,(2)=E,(2) = Zﬂmﬁ > e

i i 1 0 Zk+l :ez _1
ST(k+2) ZKk+)! 25 Kk+D)! 2

5) E.p(2) = [ “ﬁ}

Ayrica Mittag-Leffler fonksiyonu ile iliskili bazi 6zel fonksiyonlar asagidaki gibi

tanimlanir [51].
Tanim 2.1 Wright fonksiyonu

Wright fonksiyonu, lineer kesirli kismi diferansiyel denklemlerin ¢6ziiminde énemli bir
rol oynamaktadir. Bu fonksiyon, iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu Eaﬁ(z)

iliskili olup

0 k

W(Z a, ﬂ) ;m (2.4)

seklinde tanimlanir.



Tanim 2.2 Hiperbolik fonksiyon

n. dereceden hiperbolik fonksiyon

nk+r—1

h (z,n) = g(nkﬂ 1)| Z"'E,, ("), r=12, ... (2.5)

olarak tanimlanir.
Tanim 2.3 Trigonometrik Fonksiyon

n. dereceden trigonometrik fonksiyon

( l)k nk+r-1 - \
K, (z,n) = Z =7"'E, (-z")
5 (Nk +r=1)! ’ (2.6)
olup
E, ()= > =e” erfc(-z) 2.7)
2! k= OF( +1) '
ve hata fonksiyonunun tiimleyeni erfc,
2 ¢ .
erfc(z) :wfe du=1-erf(z), zeC (2.8)
T z
olarak tanimlanir.
Tanim 2.4 Melin-Ross fonksiyonu
Bu fonksiyon,
& (an)"
E (v,a)= t'E, ., (at 2.9
(v,a) = ZOF(HM) v (at) (2.9)
seklindedir.

Tanim 2.5 Robotov fonksiyonu

Robotov fonksiyonu,

10



_ta S ﬂktk(aﬂ) _ta a+l
Ra (ﬂ’t) =t kZ:(;‘F((1+a)(k+l)) - Ea+1,1,+l(18t ) (210)

olarak tanimlanir.

2.2 Riemann-Liouville ve Caputo Kesirli Tiirevi

Tanim 2.7 [52] f :[a,b] > R bir fonksiyon, a pozitif reel sayi ve n tamsayi olmak

Uzere N—1<a <n kosulunu saglasin. Buna gére f fonksiyonunun

1) o . mertebeden sol ve sag Riemann—Liouville tiirevleri sirasiyla

RL o dn na _ 1 n-a-1
DT = g T = )d f (t)dt (2.11)
FOT00= (Y g T = D )j J 0o 212

olarak tanimlanir.

2) a . mertebeden sol ve sag Caputo tlrevleri sirasiyla

dn
‘DUf(x)=, 1M x—t)" O (t)dt
DT = L I( ) (t) (2.13)

1“(—)

CDEf(x) = (=1)" 11 et £ O ()t (2.14)

biciminde verilir.

Ayrica Riemann—Liouville ve Caputo kesirli tiirevleri arasinda

n-1 f(i)(a) (x

CHe _ Rl _ _a\ie
2Dy F()="D¢ f(X) J-Z_(;—F(j—a+1) a) (2.15)
CD“ f(x)= RLD“ f(x)- n21: L (b) (b— ) (2.16)

oI(j—a+l)

11



seklinde bir iliski vardir. Ayni zamanda asagida verildigi gibi bazi durumlarda Caputo

turevi, Riemann-Liouville tiirevine esit olur.
fla=f'(a=..=f"Y@=0=> ;:Dx“ f(x)= ELDX“ f(x) (2.17)
fo)=f'b)=..=f"0O)=0= Sle f(x)= sLDb”‘ f(x) (2.18)

Caputo kesirli tirevi, tamsayl mertebeden tlrevler iceren baslangi¢ ve sinir sartlarini
icerdiginden fiziksel olarak yorumlanmasi, Riemann-Liouville tlirevine goére daha agiktir.
O yiizden bu tezde Caputo [53] tarafindan o6nerilen °D* Caputo kesirli tirevi
kullanilmistir. Ayrica sabit bir fonksiyonun tiirevi, Caputo tiirevine gore 0’a esitken

Riemann-Liouville tirevinde ise 0’dan farklhdir.

2.3 Riemann-Liouville Kesirli integrali
Tanim 2.8 [52]

a) « . mertebeden sol ve sag Riemann—Liouville kesirli integralleri sirasiyla

12 (x) = ﬁ [ox=t ), (2.19)
1EF (0 =ﬁ [t=""f Wyt (2.20)
olur.

b) a >0 olmak Uzere kesirli mertebeli problemler igin kismi integrasyon

b b

[ 900.5D F (x)dx =f () 1“9 (X) 122 +] £ (X)., Dy g (x)elx (2.21)
b b

[900.5D5 f (dx=— 1 (x)., 1" () |2 +] £ (x)., Dy g (x)olx (2.22)

12



olarak ifade edilir. Burada f(a)= f(b) =0 ise formil daha basit olarak

[9(0).5D¢ f (x)dx =[  (x)., Dy g (x)dx (2.23)
[9(0).$Dg f ()dx=[ f (x)., Dy g(x)dx (2.24)
seklindedir.

c) Eger a, 1’e giderse kismi integrasyon formali

[a(0).1/09dx == [ £(.9'(x)dx +[g(x). f ()] (2.25)
[900-(= /09 dx =[ £ (x).9'()dx ~[g(x).f (9], (2.26)

bicimindeki klasik integrasyona donusdr.

Teorem 2.9 [54] f(x)=(x-a)’, (veR) fonksiyonunun p. mertebeden kesirli tirevi

ve integrali sirasiyla

,DPf (x) = ,DP(x—a)’ = D)

_a)VP
_F(v—p+1)(x a) (2.27)

r'(v+1) (x—a)"P

D;*f(x)=,D;"(x-a)' = ————
0 ="x (X) 0=x (X a) F(V+p+1)

(2.28)

olarak tanimlanir.

2.4 Lineerlik
Kesirli tlirevler, tamsayl mertebeli tirevlerde oldugu gibi lineer bir operatoér olup
DP(Af(t)+ug(t)) =AD" f (t) + uDPg(t)) (2.29)

seklinde tanimlanir. Burada D?, kesirli tiirevin herhangi bir déntsiminu gosterir.

Mesela k—1< p <k olmak Gzere p.mertebeden Riemann-Liouville tlrevi

13



D (A1 (t)+ug() =

r(k p) dt* f (t=2)"" (AT )+ ug(B)de

:_(2 Y j(t- 2P (b)dr +

=2,DPfF(®)+1,D9(t)

& par] o o

olarak yazilir.

2.5 Leibniz Kural

f(z), [a,t]’de sirekli bir fonksiyon ve @(z)’nun bu aralikta n+1 tane surekli tiirevi

olsun. O takdirde ¢(t)- f (t) ¢arpiminin kesirli tirevi

Df (o) f (1)) = Z[ l'f }a(k’ (t), D’ f () —RP(t) (2.30)

seklindedir. Burada n> p+1 ve

RY(t) = j (t-7) “f(r)drj P (E)(t-8)"d¢

'F( P2
olarak tanimlanir. Eger f(z) ve @(z)’nun tirevleri [a,t]‘de strekli ise limR"(t)=0

elde edilir. Buna gore kesirli tiirevler igin Leibniz formla

D! (pl): f(t»=i(£j¢<k><t)a0f-kf(t) 2.31)

formunda yazilir.

Lemma 2.10 [55]

a) a >0 olmak iizere her f e L'[a,b] igin

"D 12f = f (2.32)

a-—_Xx a'X

olur.

b) >0, n-1<a<nve ,I;“f € A'[a,b] olsun. O takdirde

14



. " n-1 X—a a—-k-1 dnfkfl .
Jempy f(x):f(X)_kZ';(r( )_k) lim < 210 1(@) (2.33)

saglanir.

c) a>60>0 ve f sirekli bir fonksiyon olsun. O takdirde

CD;"alff—f CDfaIf‘fzal;“gf (2.34)
olur.

d) >0, n-1<a<n ve f eA"'[a,b] olsun. O zaman

ECDEF () = £ (0) “szf(a)

(x—a)" (2.35)

olup burada A"[a,b], (n—1). mertebeye kadar [a,b] araliginda sirekli tireve sahip

fonksiyonlar kiimesidir.

e) D" tamsayl mertebeli tirev operatéri ile D kesirli operatdri arasinda

ae(n-1Ln),neZ", meZ igin
D" (D7h(t)) = D™“h(t) = D*(D"h(t)) (2.36)

seklinde bir baginti vardir.

f) «, B >0 icin kesirli integral yari grup 6zelligini saglar.

1“(1”h(t)) = 1”7 (1°h(t)) = 1 “h(t) (2.37)
Lemma 2.11 [25] >0, n—-1<a<n ve f(x)eC"[a,b] olmak lGzere
‘Drf(x)=,11“D"f(x) (2.38)

olarak yazilir. Burada C"[a,b], n. mertebeye kadar sirekli tireve sahip fonksiyonlar

uzayini gosterir.
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2.6 Laplace Doniigiimii

Tanim 2.12 (Riemann-Liouville ve Caputo tiirevinin Laplace doniisiimii) [44] o pozitif

reel sayl, N tamsayisiigin N—1<a <n olsun. Buna gére

1) Riemann-Liouville kesirli tlirevinin Laplace donisimu
n-1
L[ oDy F () |=5"F(s) =2 s*[ ,Df (0] (2.39)
k=0

olarak tanimlanir.

2) Caputo kesirli tiirevinin Laplace dontsimu formalu
n-1
L[ 5D¢ F(X) [=sF(s)— D s £%(0) (2.40)
k=0

seklindedir.

Lemma 2.13 ¢ >0 olsun. O zaman
a) SDu(t) =0

kesirli diferansiyel denkleminin ¢6zimu
ut)=c, +ct+ct’+ ... +ct" ¢ eR,i=01 ...,n, n=[a]+1 (2.41)

seklinde ifade edilir.

b)

WEEDfU(t) =u(t) +c, +et+ct’ + .. +c " (2.42)

olacak sekilde ¢, eR, i=0,1, ...,n, n=[a]+1 vardir. [35]
Lemma 2.14 « >0ve ueC(0,1) nL*(0,1) ise o takdirde

a) a>0ve ueC(0,1)NL'(0,1) ise

oDeu(t)=0

kesirli diferansiyel denkleminin ¢c6zimi
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ut) =ct“ +ct?+ ... +ct*" (2.43)

olupburada ¢, R, (i=12, ...,n) ve n=[a]+1 seklinde bir tek ¢6ziime sahiptir.
b)
JIE o DAUt) =ut) +ct et P+ L. +c t" (2.44)

olacak sekilde ¢, e R, (i=12, ...,n) ve n=[a]+1 vardir. [56]
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BOLUM 3

BAZI KESIRLi DIFERANSIYEL DENKLEMLER iCiN HiBRITLESTIRILEBILIR
SUREKLI OLMAYAN GALERKIN METODU

3.1 Hibritlestirilebilir Siirekli Olmayan Galerkin Metodu

3.1.1 HDG Metodunun Tanimi

HDG metodu, genel formu
“Dru(x) +a,(Xu(x)+a,(x) D u(x) = f (x), Q=(a,b), 1< <2, 0<p<1 (3.1)
u=uy,=g, aQ:{a, b} (3.2)

olarak verilen Caputo kesirli tirevine sahip sinir deger problemi (izerinde

incelenecektir. Burada u(x) bilinmeyen fonksiyon, f verilen bir fonksiyon, &, ve a,

sabit katsayilar, u, =g ise 0Q2={a,b}’de tanimli Dirichlet sinir sartini géstermektedir.

HDG metodunu (3.1)-(3.2) problemine uygulamadan 6nce a=0 ve b=1 olmak lizere

NeZ" igin Q=(0,1) araliginin N +1 elemanl

Q. ={l; =(X;,X;,):0=x<.... <x <X%,=1]j=12,...,N} (3.3)

J

diizglin sebekesini olusturalim. Bu sebekenin diigiim noktalari &, :={X, ..., Xy, Xy.1},

ic digiim noktalar & =¢, \{0,1} ve 0Q, ={0K :K €Q,} olarak tanimlanir. h,, her

18



bir K eQ, elemaninin uzunlugu ve h:=r}p%x{hK} olsun. P*(K) ise verilen k>0

polinom derecesi ve K €Q, elemani lzerinde derecesi k’ya esit veya daha kiiglik
polinomlar kimesini gostersin. Buna gore Q=(0,1)'de k. dereceden pargcali

polinomlar uzayi

VE={v:Q > R:v|. e PK),tim KeQ,} (3.4)
olarak tammlanir. Ayrica L’(g,), i=12,...,N igin v, <oo 6zelligini saglayacak
sekilde v=(v,,V,, ...,Vy,,) € RN vektérlerinden olusan kiime ve

(&) ={meL’(g,):m=0, 6Q'da} (3.5)
olsun.

Simdi HDG metodunu (3.1)-(3.2) model problemine ayrintili bir sekilde uygulayalim.

(3.1)’de verilen u(x) fonksiyonunun « ve S mertebeden Caputo kesirli tlrevleri

sirasiyla T, ve T, operatorleri ile birlikte

1

O )

ju"(t)(x—t)l“Z dt :=T,[u"(x)]

(3.6)

¢ Dfu() = (11_ PIGCGURCERRATCY

olarak yazilir. p ve q gibi iki yeni bilinmeyen yardimiyla (3.1) denklemini yeniden

yazarsak, Q'da
q(x) +u'(x) =0,
pP(x)+q'(x) =0, (3.7)

TIP()]+a (u(x) —a, ()T,[a(x)] = f(x)
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elde edilir. HDG metodu, [V,]’ x L*(&,) sonlu boyutlu uzayinda (3.7)’nin (g, p,u,u/, )
kesin ¢6ziimine vyaklasik bir (q,, p,,u,,U,) ¢6zimi bulur. Bu yaklasik ¢6zimi
bulmamizi saglayan lineer sistemin HDG metoduna goére zayif formilasyonu

(v,w,z, 1) e[V¥T x L2(g,) olmak lizere

(@, V), —(U, V),  +<0,vn>, =0,
(P W) —(W,0,)g +<W,G.n>, =0,
(3.8)
Mlpl2), +(@u,2), -@Tlal2), =(f.2),,
<Gynp>5 =0
bicimindedir. Bu denklemdeki
<GyN, >0, =0 (3.9)

gegis sarti olarak isimlendirilir. Burada normal birim vektér n(x*) =+1 (xe¢,) ve ig

¢arpimlar sirasiyla

N+1
(U)o, =D UV, (U V), = u(v(x)dx (3.10)
i= f
ve
N+l (3.112)
<U,VN >, = Z< UVN >, 0, <ULV >, = U V(X)) +U(X VX )
j=1

olup p(x*)=lim_, p(x£¢) (X € &,) olarak tanimlanir. (3.2) sinir sarti igin 6Q’da
0, =up (3.12)
ve (, olarak gésterilen nimerik iz

G, =4, +7(u, —U,).n (3.13)
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seklinde tanimlanir. Burada 7, verilen 0Q, Uzerinde tanimli negatif olmayan bir

fonksiyondur ve yaklasik ¢oziimiin varhgini ve tekligini garanti etmek icin uygun bir

sekilde tanimlanmasi gerekir.
3.1.2 Yaklasik Coziimiin Karakterizasyonu

3.1.2.1 Yerel Goziiciler

HDG metodunu (3.1)-(3.2) problemine uygularken iki tane yerel ¢oziici kullanilir. Bu

¢Oziiculerin “yerel” olarak adlandiriimasinin sebebi, herhangi bir K € Q, elemaninda
tanimlanmalaridir. “Céziici” denilmesinin sebebi ise K €€, elemaninda kesirli sinir

deger problemi igin yaklasik bir ¢6ziim formunda olmalaridir.

Simdi bu yerel ¢o6ziiciileri sirasiyla tanimlayalhim. Birinci yerel ¢6ziici K € Q, elemani
tizerinde me L2(6K) — (Qm, Pm,Um) e[P*(K)]* déniisimi ile tanimli  olup

v, W,z € PX(K) olmak tizere

(Qm, V), —(Um,Vv"), =—<m,V.Nn >,

(Pm,w),  —(W,Qm), +<w,Qmn>, =0 (3.14)
(m[Pm]. 2), +(aum,2z), —(a,T,[Qm],z), =0

denklemini saglar. Burada oK 'da

Om =Qm+ z(Um —m)n

olarak tanimlanir. z(Um—m)n terimi kiglik secgilerek Qm igin yaklasik bir (jm degeri
elde edilir. u(x), oK ’da u=m sinir sartini sagladigindan ve Um, K (zerinde u(x)’in

yaklasik degeri oldugundan Um’in 0K ‘da m’ye yakinsamasi beklenir. Ayrica, HDG
metodu iyi tanimh oldugundan oK ‘da 7 kararlilik parametresi negatif degildir ve

genellikle sabit bir sayi olarak alinir.

Dolayisiyla (Qm, Pm,Um) yerel ¢6zliclsl, K ’da
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q(x)+u’(x) =0,

p(X)+0q'(x) =0, (3.15)
TIP()]+a (x)u(x) —a,(x)T,[q()] =0

ve sinir sarti olarak dK'da u=m ile verilen problemin (g, p,u) kesin ¢6zimi igin
yaklasik bir ¢6zimdur.

ikinci yerel ¢oziicii, K e Q, tzerinde f el?*(K)— (Qf,Pf,Uf)e[P*(K)]*donisimi
ile tamimhidir ve v,w, z € P*(K) olmak iizere

Qf V) —(Uf,V), =0

(Pf,w), —(W,Qf), +<w,Qfn>, =0 (3.16)

(Tl[Pf]’Z)K +(81Uf,Z)K _(aQTz[Qf]’Z) K :(f’Z)K

denklemini saglar. Burada oK ’‘da
Of =Qf +r(Uf)n

olup 7, birinci yerel ¢oziictdeki ile aynidir. (Qf, Pf,Uf) yerel ¢oziiciisii ise K 'da

g(x)+u’(x) =0,
pP(X)+q'(x) =0, (3.17)

TLP()]+a (x)u(x) —a,(x)T.[q0()] = T(x)

ve sinir sarti olarak oK ‘da u =0 ile verilen problemin (q, p,u) ¢6zim igin yaklasik bir
¢6zimddr. (3.14) ve (3.16) problemlerinin ¢éziimleri (k+1) x (k+1) boyutlu bir lineer

sistemin ¢dziimiini gerektirir ve bu da oldukca kolaydir. Ustelik yapilan tanim yerel

oldugundan (3.14) ve (3.16), bir K € Q3, elemani lzerinde tanimlanir ve hesaplama iki

yerel ¢oziici icin ayni sekilde yapilir.

ilk olarak ikinci yerel ¢éziici olan (Qf,Pf,Uf)’i aciklayalim. Cinkii burada siireg

(Qm, Pm,Um)’in hesabina gore daha basittir ve sadece verilen sabit bir f fonksiyonu
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icin hesaplama yapilir. Bunun icin (0,1) referans elemanini kullanarak P*(0,1) icin bir

bazi £ €(0,1)’'de
@ ={p,(&), »,(&), ... 0. (E)} (3.18)

olarak tanimlayalim. Burada (oj(‘f):f"*l, j=1 ...,k+1 tek terimli baz olarak
isimlendirilir. Daha sonra afin déntsimi yardimiyla P*(K)’nin x=(x_,Xy) =K

elemaniigin

7 ={p (0, &5 (X, ..., 000} (3.19)

bazi (0,1)’in @ bazina donlstlrilir. Bunu grafiksel olarak gosterirsek

Py

Sekil 3.1 Afin donlsimii

seklindeki afin dénlstimi kullanilir. Burada h, = X; —X_, K’nin uzunlugu olup
X =X(&) =x_+h& denklemini & =£&(X) igin ¢ozersek

X=X,

£=e00 ="

olur. Boylece xe K igin

X —
hk

P () =0, (£(0) = 9, (1), j=1,2,...k +1 (3.20)

elde edilir. Burada Qf , Pf ve Uf ’in her birinin birbirinden bagimsiz parametrelerinin

sayisi (degrees of freedom-DOF) k +1'dir. @, P*(K) icin bir baz oldugundan
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K elemani Gzerinde Q05 , ..., 05, P Paoen Py Ve US,US, ... U, sabitleri igin

yerel ¢ozlcller

k+1

(Qf)(x) = Z,q;%o}( (%)

k+1

(PH)(x) = Z, P o; (X) (3.21)

K+1

Uf)(x) = Z_:U}‘(ﬂ}( (%)

biciminde yazilir. Boylece (3.16) denklemini ¢ozmek icin 3(k+1) tane bilinmeyen
katsayinin bulunmasi gerekir. Bu katsayilari bulmak igin 3(k +1) tane lineer denkleme

ihtiyag vardir.

Qf, Uf ve v=¢“(X) (v=¢p) degerleri (3.16)'da vyerine yazilirsa ilk k+1

denklem i, j=1,...,.k+1 igin

k+1 k+1 k+1 k+1

D@ 0) - Ue;0)=0=>d,(9,,0) -2 u;(¢;,¢) =0 (3.22)
-1 -1 -1 -1

olur. Burada belirtilen (¢;,,) ve (goj,(pi') integralleri Gauss quadrature formullyle

bulunur. ikinci k+1 denklem Qf, Pf, Of ve w=¢@"(x) (W=¢) degerlerinin
(3.16)'nin ikinci denkleminde yerine konulmasiyla

k+1 k+1

(z pj¢j’¢i)_(¢i,’ij¢j)+ <@, (Qf +z(Uf)n).n>=0=
j=1 =1 n
i i &f

k+1 k+1

Z pj((”j'(pi)_ij((oi"@j)"'<(Pi’Qf-n+TUf >=0=
=1 -1

k+1 k+1

Z p;(;, %)—qu (@, 0;) + 0, (x)IQF )(Xg) + 7 (X )UF ) (xx)]

+o, (XDI=(QF) (X)) +z(x ) (UF ) (x)] =0

(3.23)

24



olarak bulunur. Burada n(x;)=+1 ve n(X_ )=-1 olarak alinir. Ayrica polinomlarin
surekliligini kullanarak ¢ (x3) =@ (%) ve @ (X)=¢/(Xx ) ifadesini (3.23)te yerine

yazarsak 1<i, j <k +1 igin

k+1 k+1 k+1 k+1
Z P; (¢j1§0i) _qu ((/7i,’(0j)+(0i (XR)ij¢j (X:)— o, (XL)ij¢j (X.)
=1 = = =
k+1 k+1 (324)

+(Di(XR)T(XF_e)ZUj¢j (XR) +%(XL)T(X:)ZUJ¢]' (XL) =0

elde edilir. Burada sebekenin herhangi bir diigiimiinde 7 'nun alacag farkli iki deger

Py T )b () HEIN] HEM R T
o o 1 [
1
I ! '
I » [ | ]
L L]
x Ay Tz - - - - - - == x, Xy, Loy

Sekil 3.2 Kararllik parametresinin digimlerdeki gosterimi

seklinde verilir. Dolayisiyla 7 'nun K =(X_, X;) elemani tizerindeki gosterimi ise

0ol ) o(xg)
|
L

X, x

o hmomn

Sekil 3.3 Kararlilik parametresinin komsu iki digliimdeki gésterimi

seklindedir.

Bu kez Gglinci k+1 denklem, T,[Pf], T,[Qf] ve z=¢"(X) (z=¢) degerlerinin

(3.16)'nin son denkleminde yerine yazilmasiyla

k+1 k+1 k+1

(Tl[z pj¢j]7¢i)+a12(uj§9]a§0i)_a2(T2 [qu%]’%) =(f.p)=
kil - Jk:i1 ksl - (3.25)

Z pj(T1[¢j]:¢i)+aizuj(§0jv¢i)_a2 Z%(B[%]:?’i) =(f,9)

bulunur. Dolayisiyla (3.22), (3.24) ve (3.25) icin lineer sistem
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olarak bulunur. Burada A /B,C,D,E,F ve G, (k+1) x (k+1) mertebeden matrisler
ve (, P, U ise k+1 boyutlu bilinmeyen vektorlerdir. Sag taraftaki O vektord, k+1

boyutlu sifir vektor, f ise k+1 boyutlu bir vektordir. Bu vektorlerin gosterimi

o P, U fi
a=| " |p=| P =l gl
qk+l pk+l uk+l fk+l

seklindedir. Lineer sistemden elde edilen matris ve vektérlerin elemanlan

,j=1 ..., k+1igin
A =(9;,9), By :_(¢j7¢i’)l C; :_((Di"¢j)+¢i(XR)¢J‘(XR)_¢i(XL)¢j(XL) )

Dij =, (XR)T(XQ)% (Xr) +¢i(XL)T(X:)¢j (%), Eij = a1(§9j’(0i) , fi=(f,9)

_ 1 I ¢j(t) _ a, ( (oj(t)
N = Te—a) [! R j % =T ) (! -t7 7 (S)j

olarak bulunur. Bu lineer sistemi ¢ézersek K €€, keyfi eleman oldugundan tim Q,

sebekesi Uzerinde (Qf , Pf,Uf) yerel ¢6ziiclsl hesaplanir.

Simdi ise diger yerel ¢6zlicl olan (Qm, Pm,Um)’in nasil hesaplanacagini gosterelim. Bu
hesaplamada durum biraz farklidir. ilk olarak asagidaki tanimi yapalim. m;, RN*’in

asagida verilen elemani olsun.

1, x, diglmlerinde
1o, diger diglimlerde
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v 1,
™ ™ e Ty u ™
X, Xyemmmonn X, X emmmmmmmm—a- - -
1 2 X X Ny X Xars1

Sekil 3.1 me M, elemaninin gésterimi

m; ile iliskilendirilmis (Qm,,Pm,,Um) yerel ¢6zicisd, x dugim noktalarinin iki
komsulugunda bulunmaktadir. Tum m;’lerin kimesi yani {m;,m,, ... .M. FeR",
M, Lagrange ¢arpim uzayi icin (yani Q,P ve U operatérlerinin tanim kiimesi) bir baz
formunda oldugundan (Qm,Pm,Um) vyerel ¢oziicisini hesaplamak, bunlarin baz

uzerindeki etkisini hesaplamak demektir. O ylizden (Qm,Pm,Um)’in hesaplanmasi

(Qm;,Pm;,Um;) (j=12, ..... , N +1)’nin hesabina indirgenir.

. 1 1 1\, ,: ). .. . 9 . o .

Biz (Qmy, Pm;,Um;)’yi  (Qm;,Pm;,Um;) ’nin birinci komsulugundaki degeri ve
2 2 2\ 7. ,: m o e . o . o .

(Qm7, Pmi,Umy)"yi ise (Qm;,Pm;,Um;) “in ikinci komsulugundaki degeri olarak

tanimlayalim ve asagidaki sekilde gosterelim.

mjzl
®

1
om;

Sekil 3.2 Qmj "nin sol ve sag komsuluktaki gosterimi
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®
xj X; xj+1

J-1 J

L3 I

®
71 X X

W A

{ I

-1 J

Sekil 3.4 Um;’nin sol ve sag komsuluktaki gosterimi

Qm', Pm', Um' , P*(l.,) ‘de ve Qm’, Pm’, Um’ ise P*(l,)‘de li¢ polinom olup
amacimiz bu polinomlari hesaplamaktir. (3.14)’ten olusan lineer denklem sistemini
daha agik bir sekilde gérmek icin Qm;, Pm', Um' ile Qm?, Pm?, Um?’yi sirasiyla

Pk(IH) ve Pk(ll) icin asagidaki gibi bir baza genisletelim.

k+1 k+1
Qmi(x) =2 djpj(x),  QmI(x) = aje;(X)
. .
(3.26)

PIL(0 = il (0. PIME(X) =, i} ()

k+1

UM (=2 ik (0, UME(0 = 3 uet ()

Burada (p}, P*(l,_,) "deki baz fonksiyonu, gojz ise P*(l,)’deki j. baz fonksiyonudur. Bu

ifadeleri (3.14)'te yerine yazarsak lineer sistemi bulmak igin (Qm,Pm,Um) yerel

28



¢Ozliculeri tanimlanir. Bu iglemi, sol komsuluk |, , ve sag komsuluk |, icin olmak lizere
iki kez yapmak gerekir. ilk islemi Qm’, Pm’ ve Um'’i hesaplamak igin I _, (zerinde

yapalim.
Bunun igin (3.14)'teki ilk denklemde Qmf =Qm, Pm| =Pm, Um' =Um, K=1,, ve
q=q,p =p, U=u vev=g(p) alirsak
(ij¢j1¢i)K _(Zuj(/’jf(/Ji’)K =—<M@.N>y =
i i
qu ((Dj P)— Zuj ((Pj ' (Pi!) =—(m(%)e (X )IN(X) +M(x ;)@ (X )IN(X 4))
i i

elde edilir. Burada m=m, oldugundan m(x)=1 ve m(X_,)=0 olur. Dolayisiyla bu

ifadeleri yukaridaki denklemde yerine yazarsak
D 0@, 0)-2u(0.0)=—p (%), =12, ..., k+1 (3.27)
i j

olur. (3.27), Qm, Pm ve Um’in bulunmasini saglayan birinci denklemdir.

ikinci denklem igin (3.14)’tn ikinci denkleminde W= ¢ (¢') alirsak
(P2 2) (9, Y630+ < 9, QM+ (UM —m)n).n >= 0=

J J Qm
> pi(e2)—D.0,(9 0,)+ < @,Qmn+ UM >=< ¢, 7m >

j j

olur. Burada m=m, , m(x)=1,m(x_,)=0 ve K=1,, oldugundan

k+1 k+1

Z; P; (o), (A)-%% (@ ;) + @ (OIQM)O) +7(x )UM)(x )] +
qjo_i (X.*_l)[—(Qm)(;ﬁ_l) +7(°) UM = 0 (X )7 (X))

olur. Ayrica

<@, 0N >=¢,(%)@; (%) — o (% )@ (X 4)

<@, 70, >=7(47)9 (%)@ (%) +7(X 1) (% )9 (X 1)

olup herhangi bir ¢, bazinin gésterimi
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Sekil 3.5 ¢, bazinin I, araligindaki gosterimi
seklindedir. Buradan

k+1 k+1 k+1 k+1

Z pj(¢jVgoi)_ij((oi”wj)+¢i(XI)qu¢j(XI)_¢i(xl—1)qu¢j (%) +

k+1 K+1 (328)
? (XI)T(XI_)ZUJ(DJ X))+ (X|—1)T(X|+—1)Zuj§ﬂj (%) =@, (%)7(X)
j=t j=1
bulunur. Ugiincii denklem igin ise (3.14)'iin son denkleminde z = ¢ () alirsak
(Tl[z pj(Pj]’(Pi)+a1(Zuj¢ja(Pi)_az(Tz [qu¢j]1¢i) =0=
J J J
(3.29)

Z pj(T1[¢j]a§0i)+aizuj((/’j’¢’i)_a2 qu(T2[¢j]!¢i) =0

elde edilir. (Qm,Pm,Um)’i bulmamizi saglayan (3.27), (3.28) ve (3.29) icin lineer
denklem sistemi yazilirsa sol taraftaki matrisler Qf ,Pf ve Uf igin bulunan matrisle

ayni iken sadece sag taraftaki matris farkhdir. Ayrica X =X_, ve X;=X olarak

alinmustir.
A 0 Blg 1)
C A Djp|=8&
G F E|u 0
0, P U, ) 1
q= g, p= .pz U= u, 5= .52 9= .'92
qk+l pk+1 uk+l é‘k+1 ‘9k+1

A =(9;,9), By :_(¢j7¢i’)l C; :_((Di"¢j)+¢i(x|)(ﬂj (Xi)_@(xu)(Pj(XH)

Dij =® (Xl )T(X|_)¢j (XI ) + o (Xl—l)r(xltl)qoj (X|*1)

30



E; :a1(¢j’¢i)l

_ 1 h ¢j(t) _ & h (Dj(t)
M= T U (s—t)“? dt’(’"(S)J’ % =T p) U Gty (S)j

0 0

o=-¢p(x),1=L2, ..., k+1

G=p(x)r(x), =12, ..., k+1

bulunur. Bu lineer sistemi ¢ozersek (Qm,Pm,Um)’in 1, , elemani igin bagimsiz
degiskenlerin sayisi bulunur.

Simdi de (Qm,Pm,Um)’in |, elemani igin yani m, ’nin sagindaki (veya ikinci

komsulugundaki) bagimsiz degisken sayisini bulalim. Yapilan islemler (Qm', Pm",Um")

ile son derece benzer olup tek fark sag taraftaki 6 ve & vektorlerinden

kaynaklanmaktadir.

Bunun igin ilk olarak (3.14)'teki denklemde K =1, araliginda Qm=Qm?, Pm=Pm?,
Um=Um’ ve g, =0, p; =Pp:, U, =u’ olmak iizere v=g,(¢}) icin
(ij¢j’¢i)K _(Zuj(pj’(pi’)K =—<M@.N>=

i i

qu ((91 P)— Zuj ((Pj ' (pi’)K ==(M(X,)@ (X, )N% 1) +m(X) @ (X)In(x))

elde edilir. Burada m=m, oldugundan m(x,_,)=0 ve m(x)=1 olur. Dolayisiyla bu

ifadeleri yukaridaki denklemde yerine yazarsak
D ai(@,e)-2u(0.0)=0(x), =12, ..., k+1 (3.30)
i j

olur. (3.27) ve (3.30) denk olarak gériilmesine ragmen farkhlik (3.27)'deki integralin I, ;
‘de ve (3.30)'daki integralin ise |,’de alinmasidir. Benzer sekilde sag taraftaki vektorler
icin de soylenebilir. Yani (3.27)'deki ¢.(X), @ baz fonksiyonunun araligin sag ug
noktasindaki degeri iken (3.30)'daki ¢.(X,) ise @ baz fonksiyonunun aralgin sol ug

noktasindaki degeridir. Diger bir ifadeyle (3.27)'de @ (x)=¢(£=0) ve (3.30)'da
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@ (x)=@(&=1) alnir. Burada ¢ (&=.), £=(0,1) referans elemani lizerindeki baz

fonksiyonunu gosterir.

ikinci denklemi tanimlamak igin (3.14)’iin ikinci denkleminde W= ¢ (¢”) yazarsak

X p0,.0)~ (@ 3 0;0)+ < ¢, QM+ z(Um-m)n)n >=0=
] ] Qm

D pi(@;.0)-D.0;(9 )+ <@,Qmn+7Um >=< g, M >

i i

olur. Burada m=m, , m(x)=1,m(x,,) =0 ve K =1, oldugundan

JZ P, (), m—;qj (@ ;) + 9 () IQM)(X) + 7 (X )(UM)(x,)]+
2 (x)=QM)(%") +7(x UM% )] = ¢, (4 )7 (X)

elde edilir. Ayni sekilde

<@, o >=0,(X.1)0;(X.1) — 2 (%)@, (%),

<@, >=1(X,1) (%09, (%) + 704?49, (%)

olup herhangi bir ¢, bazinin gésterimi

—
=
[
-
b

Sekil 3.6 @, bazinin |, araligindaki gésterimi

seklindedir. Buradan

k+1 k+1 k+1 k+1

Z P; (¢j1¢’i)_ij(¢i'a¢j) +¢i(xl+1)ij§0j (X.1) _goi(xl)ij'§0j(x|)+

(3.31)
K+1 k+1

b, (XI+1)T(X;+l)zuj¢j (X.2) o (% )T(XT)ZU,-CD,- (X)=a,(x)z(x")
j=1 j=1
elde edilir. Son olarak tiglincii denklemde z = ¢, (¢”) alirsak
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(Tl[z pj¢j]’¢i)+a12(uj¢j'¢i)_a2(T2 [qu'(Pj]1(/7i) =0=

3.32
> o Mlede) +a > u (@, 0) -2, >.6,(T,[¢,].0) =0 3:32)

alinir. Dolayisiyla (3.30), (3.31) ve (3.32)'den lineer sistem

A 0 Bl[q] [s
C A Dipl=|¢
G F EJu 0
ql pl ul 51 '91
q: qz ’p: :pz U= :u2 ,5: :52 ’9: ‘92
qk+l pk+1 uk+l 6k+1 ‘9k+1

A :((/’j'(Pi)r Bij :_(¢j1¢7i')' Cij :_(qpi'l@j)"‘q’i(xnl)(oj (Xl+l)_¢i(xl)¢j (%)

D= (%)t (X.1)@; (%) + o (%) 7 (X))o (%), Ei =a(e.0),

1 (i a0 & (e
el o) & gt [ o)

olarak elde edilir. Burada integraller |, araliginda hesaplanmalidir. Sag taraftaki vektor

i=12, ...,k+1 olmak tzere

5 =9.(x),

g =¢,(x)7(x)

olup baz fonksiyonlari P*(1,) ‘de tanimiidir.

Boylece HDG kodunun temel parcasini olusturan yerel ¢ozliclilerin nasil hesaplanmasi
gerektigini gosterdik. Bundan sonraki adim ise gecis sartini kullanarak global lineer
denklem sistemi olusturularak kesin ¢dzim icin yaklasik bir ¢ozimiin bulunmasi

islemidir.
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3.1.2.2 Global Sistem

Bu kisimda, sebekenin digiimlerindeki u(x) kesin ¢oziiminin yaklasik degeri olan

A, 'in bulunmasini saglayan global sistem verilecektir.
Teorem 3.1 HDG metoduna gére yaklagik ¢6ziim olan (q,, p,, U, 4,) €[V x (&),
yerel ¢ozicller cinsinden
q, = Q4, +Qg +Qf
p, = P4, +Pg + Pf (3.33)

u, =U 4, +Ug +Uf

olarak tanimlanir ve A4, (X)) =u(x),

a, (A, 1) =b, (1) (uely(e) (3.34)

denklemini saglar. Burada

ah(ﬂh'/u) =_<Q,\ﬂ‘nuun >th y
(3.35)
b, (1) =< Qg +Qf >,

elde edilir. Bu teoremin ispati, (3.34)'Un (3.9)'daki gecis sartinin yeniden yazilip
dizenlenmesiyle elde edilir. Detayli ispat icin [49], [57], [58]’ye bakiniz.

Eger A '1 hesaplarsak o takdirde sirasiyla g, p ve u’nun yaklasik ¢céziimleri olan ¢,
p, ve U,’1 da bulmus oluruz. g sinir sarti olup (Qg, Pg,Ug) degerleri, (Qm, Pm,Um)
yerel ¢oziicusiine gore hesaplanir. Yani Qg, @, a birinci elemanda g(0)Qm, ve son
elemanda g(1)Qm,,, olacak sekilde eklenir. Ayni sekilde Pg, p,’a birinci elemanda
g(0)Pm, ve son elemanda g(1)Pm,, seklinde eklenirken Ug de u,’a birinci elemanda

g(0)Um, ve son elemanda g()Um, ., seklinde eklenir.

Burada (G, =4, +0 (4, €Li(&,)) ve gegis sarti daha 6nce (3.9)'da verdigimiz gibi
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<C]h.n,,u>mh =0, Vue (oK)
denklemiyle tanimlanir ve ¢, =QA, +Qg +Qf , yukaridaki denklemde yerine yazilirsa

(Q4,+Qg+Qf)n, i) =0, Yue *(2K)

oy

ve buradan da

(4.Q2n)  =—(1Qg+Qf)n) , Vuel’(@K) (3.36)

h oy

elde edilir. (3.36) denkleminin sol tarafi ), “da oldugundan genel olarak denklemin sol

tarafi

N
<SHVN > =D <>y
=

=20 (O V) = HOGVK)

olarak yazilir. Burada u, digum noktalarinda tanimli bir fonksiyon,v ise asagidaki

sekilde gosterildigi gibi farkli iki deger alabilmektedir.

m(x;;)
¢
V(X)) ,
—l=n(x;) & : 1l ) ﬁ(xj'l) =4

Sekil 3.7 v fonksiyonunun |, araligindaki gosterimi

(3.36) denkleminin sag tarafi Qg , Qf ise bilinen degerlerdir. (3.36), her bir ¢, sebeke

digim noktasina bir denklem diisecek sekilde N +1 tane denklemden meydana

gelmektedir. Burada her bir denklemi elde etmek icin 1=12,...,N+1 olmak lzere
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p#=m, yazilir. Bu denklemlerden sadece N -1 tanesi yani 4, 'in X, X5, ...., X

diagimlerindeki A, (X,) ,...,4,(Xy) degerleri bilinmemektedir. Burada

Zh(xl) = g(O) ve ﬂ‘n(XNﬂ) = g(l)

olarak tanimlidir. (3.36)’dan elde edilen lineer sistem

Aglobal /1n =d (3.37)

olarak ifade edilir. Burada Ay, (N+1)X(N+1) boyutlu bir matris, 4, (N +1)

boyutlu bilinmeyen bir vektor ve d ise (N +1) boyutlu bilinen bir vektordur.

[ 2, (%)
A’h (XZ)
A =i

2 (%)
| An (%) |

seklindedir. Ay, matrisinin |. satirni bulmak icin (3.36) denkleminde x=m, alinip

<m|,QA/1h.n>6Qh teriminin degeri hesaplanir. Boylece

<mu(§ﬂﬁ-n>m =<m.,Qﬂh.n>al +<m,,@ﬂh.n> (3.38)

11 ol

toplamini hesaplamis oluyoruz. Burada

Q4 =Q4, +7(U 4 — 4N
ve ayrica

N+1

Ao =D A4M,
-1

olup 4, =2,(x;) (4 =9(0), A, =9(D))olarak tanimlanir. Dolayisiyla
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(M. Q4n) = Q4)06)M 06) Q2406 )m, (4 ,)

=(Q4,)(x) (m,(x)=1vem(x_)=0)
=(Q4)(4) +2(6) (U A)(%) =4 (x))n(%) (3.39)

zzlj (Qmj)(xl_)+r(xl_)|:z/lj (Umj)(xl_)_z//ijmj (X|):|

elde edilir. Burada toplamdaki Z/lj(Qmj)(x,")'in sadece iki terimi yani j=1-1 ve
j

j =1 durumlari (3.39) denklemine eklenir.

T x, Xye

Sekil 3.8 Qm;’nin X, duguminin sol ve sag komsulugundaki degeri
Yani

2.4 QM)OG) =4, QM) (%) + 4 Qm)(X) (3.40)

olur. Burada, I, ,’in digimi olan X, X_,’in ikinci komsulugunda ve X, ’'nin birinci

komsulugundadir. <m,,(jﬂh.n> ‘in diger kalan terimi benzer sekilde

ol

()| A UME ) + 4 UMD G) ~ 4 | (3.41)

olarak bulunur. Burada j=I igin m(x)=1 ve m(x_,)=0 oldugundan

Z)\jmj (x,) =\ elde edilir. Son olarak (3.40) ve (3.41)'i (3.39)'da yerine yazarsak
i
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(mQam) =2, [@ME)(x) + 706 UM )(x) ]

(3.42)
+4,[ @MY + 700 [UM) () 1] |

bulunur. Simdi de <m|,CAMhn>al 'yi hesaplayalim. Burada yapilan islemler yukarida 1, ;

arahigi icin yaptigimiz hesaplamalara ¢ok benzerdir. Genel bir biitlinlik saglanmasi icin

<mI ,QAﬂLhn>alI icin yapilan islemleri gosterelim.

(mQan) = (@4)06.2)M (%) = (Q4)(5 m (%)

=—(O4,)(%") (m,(x.,)=0vem (x)=1)
== (Q24)(x) = 7(x ) (U A4)(%) = 4, (%) )n(x,) (3.43)

= _Z/lj (Qmj)(xf)ﬂ“f(xf)[zﬂj (Umj)(xr)_zﬂjmj(xl)
j j j
olur. Ayni sekilde Sekil 3.8’e gore goriyoruz ki

JZ/lj (QmJ )(Xr) = 21 (Qm|2)(xl+) + 21+1(lel+l)(xl+) (344)

olarak bulunur. Burada bu kez de I,’nin X, digimi, X, ’in ikinci komsulugunda ve

X, “nin birinci komsulugundadir. <m| QAﬂmn> ‘in diger kalan terimi benzer sekilde

al,

() [ A UM)0O4) + A, UML) = 4 | (3.45)
elde edilir. (3.44) ve (3.45)’i (3.43)’te yerine yazarsak

(M.Q4m) == QM)(¢) AL QML) +
+7(¢) [ A UM () + A, (UML) () — 4 |
=4[ =QmN)(4) + 0 [UM) () 1] ]+
+ A [ QML) 0G) +7(x)UME) () |

(3.46)

bulunur. Dolayisiyla (3.42) ve (3.46)'dan goruyoruz ki A, matrisi
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a, @& 0 0 0O A7 [d]
a, a, ay, 0 0 0 A ,
0 a, a; 4 0 A
Aglobalﬂh =d= 0 02 . i ‘.4 0 = 3 (3.47)
0 0 0 ay_n Y ay N1 Ay dN
L 0 0 O O aN+1,N aN+1,N+1_ _ﬂ’N+1_ _dN+1_
seklinde ¢ kosegensel bir matristir ve bu matrisin elemanlari 1 =2,3, ... . N icin

&1 = (Qm|2—1)(x|_) + T(Xf)(umlz-l)(xf)
a,, = QM) +70¢) (UM 1] - @MY ) + 20 ) [ UmE) () ~1]
&g = —(QMy, ) (%) + (%" )(Ump, ) (%)

olarak bulunur.

Simdi de sag taraftaki d vektorini hesaplayalim. Bu vektorin birinci (i=1) ve
sonuncu (i=N+1) elemanlart 4, =g(0) veA,,, =9g(@) oldugundan d, =g(0) ve
dy,: =09() dir. Geriye kalan elemanlari bulmak igin i=2,3, ..., N olmak uzere
(3.36)’da . =m, alirsak

d; =—(m,, (Qg +Qf )n)

elde edilir. Bu ifadeyi daha acik bir sekilde yapmak icin iki parcaya boltp

dg; =(m, Q@) , df, =(m,Qf N},

diyelim. Burada d =—dg—df olarak alinir. x;"de m, =1 ve diger noktalarda m, =0

oldugundan
m, _>th =(m, _>a|i,1u a

esitligi saglanir. Buradan
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dgi =(m,, ég 'n>8Ii_1u a
=(m,,Qg.ny,  +(m,Qg.n),

R R (3.48)
:(Qg)(xii)n(xii)+(Qg)(xi+)n(xi+)
=(Qg)(%) —(Qa)(x")
elde edilir. X,,X;, ..., Xy digimlerinde g =0 oldugundan sadece i=2 ve i=N igin
Qg , d’ye eklenir. Dolayisiyla I,,. ..., Iy, elemanlar Gzerinde (jg =0’drr.
2(0)0m, g()Om,.,

Sekil 3.9 Qg ‘nin d matrisine olan katkisi

Simdi de @g ‘nin dg, 'ye nasil eklendigini gosterelim.

Qg =Qg +7(Qg - g)n =

(Q9)(X, ) = (QY)(x, ) + (%, )UY)(X, ) — (X, )In(x,")
=(Qg)(x,7) + (%, )Ug)(x,")
=9(0)(QmM{)(x,7) + 9(0)z(x, ) (Um{)(%,)

=90 2qf<o,—(x2)+r<x;)iu,—2¢,-(x2)}

Burada  (Qg)(x,") =0, Ug)(x,")=0 ve l,’de Qg=Ug=0 oldugundan

(Qg)(x;) =0’dir. Benzer sekilde I, ,’de Qg =Ug =0 oldugundan (Qg)(XN_) =0

olur. Dolayisiyla
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~(Q9)(x) =—[Qg +7(Ug — g)n](x;)

=—(Qg)(xy) —7(Xy) {(UQ)(XE) - Q(Xﬁ)} n(xy)
=—(Qg)(xy) + (X )Ug)(xy)
=g |:_§ qj,§0j (Xy) +7(Xy )iuj’(ﬂj (Xy )}

olarak yazilir. Ozetle

(Q9)(%)
0
0
~(Q9)(X)

seklinde tanimlidir. Simdi de df ’yi bulallm. Qf ve Uf, her bir eleman (izerinde

sifirdan farkl oldugundan df , i=2,3, ..., N icin sifirdan farkl olup

Of =Qf +7(Uf )n=

df, = (QF )(x) — (QF )(x") =[Qf +7Uf n](x) —[Qf +zUf.n](x")
= (QF)(x) + 7 (x )UF)(x In(x) — (QF)(6) — 7 (x )UF ) (X" In(x")
= (QF)(x ) +z(x )UF)(x) = (QF )(x") + 7 (x")UF )(x)

seklinde ifade edilir ve Qf ve Uf ’in bilinmeyen degiskenlerinin uygun bir sekilde
kullanilmasiyla hesaplanir. Boylece d =—dg —df vektori bulunur. Bu da global lineer

sistemin son asamasidir.

3.1.3 Kesin Coziimiin Varhgi ve Tekligi
Lemma 3.1

a) (1.1)-(1.2) kesirli sinir deger problemine denk gelen (2.1)-(2.2) problemi,

u(x) = jG(x,s)g(s,u(s),g D7)ds (3.49)
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denktir. Burada Green fonksiyonu

(x—a)(b-s)“* _(x= s)**

(b-a)(a) Ta) a<s<x<b
B a
G(x,8) = « . -
(x—a)(b-s) i
(b-a)[(a) <x<s<

olarak tanimlanir [41].

ispat Lemma 2.10 (d)’de verilen 1 operatérini (1.1) denkleminin her iki tarafina

uygularsak
u(x)—u(@) -u'@(x—a)+, 1g(x,u(x),c D’u(x)) =0 (3.51)

elde edilir. u(a) =u(b) =0 oldugundan (4.17)’'de x=Db yazilirsa agik bir sekilde

R ! b(b_s)ail C RS
w@ =t j (b=a) () Diu()ds
bulunur ve

u(x) =u'(@)(x-a)+, Ig(x,u(x),; D{u(x))
1 j’-(x—a)(b—s)"“l
['(a) (b-a)

B
I'(a)

g(s,u(s).; Du(s)) -

a

j(t—SV‘lg(s,u(s),g D’u(s)) (3.52)

:j).G(X, s)g(s,u(s),s D u(s))ds

elde edilir. Bu kez ng’ operatorind (3.52)'nin her iki tarafina uygularsak
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2 Dfu(x) =, DfTG(Xﬁ)g(S,U(S)inU(S))dS

=i ) DU (x-2) - (.53

2 D1 g(x, u(x), DYu(s))

X
=-g(x,u(). D/u(x)
bulunur ve homojen sinir sartlari saglanir.
Teorem 3.2

a) g:[a,b] X R x R — R surekli ve (1.3) Lipschitz sarti saglansin. Eger

20-a) | | __(-a" | (- }1 (3.54)

"T(a+1) | T(a+Dr(2-p) T(a+1-p)

ise o takdirde C'[a,b]’de (1.1)-(1.2) kesirli sinir deger probleminin bir tek ¢dzimii

vardir [41].
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BOLUM 4

BAGLEY-TORViK DENKLEMI

4.1 Bagley-Torvik Denklemi icin HDG Metodu

Bagley-Torvik denklemi [30], [45] Newton akiskanina batirilmis kati bir levhanin

hareketinin modellemesinde karsimiza ¢ikmaktadir ve
AU"(X)+A DPu(x)+ Au(x) = f(x), 0<x<1, A #0,A,A,A eR (4.1)
u(0) =u,, u'(0) =u,

(4.2)

denklemiyle tanimlanir.

A m

-

i
!

Sekil 4.1 Newton akiskanina batirilmis m kitleli levha
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Burada $D¥?, Caputo tiirevi, u(x), m kiitleli ve A yiizey alanina sahip tabakanin yer

degistirmesini gosterir. A, ve A,

A =m, A =2AJuc (4.3)

olarak tanimlanir. Burada u ve o, sirasiyla levhanin batirildigi akiskanin viskozite ve

yogunlugudur. Kati levha, sabit noktaya k yayin gerginligi vasitasiyla baghdir. Yayin

hareketinin akiskanin hareketini etkilemedigi varsayilir ve A, =k olarak alinir. (4.1)

denkleminde A =A =A, =1 alirsak (4.1) denklemi ile verilen kesirli sinir deger

problemi
u’(x)+ SD¥?u(x) +u(x) = f(x), Q=(0,2) (4.4)
Uu=g=up, oQ={0,1} (4.5)

olarak tamimlanir. {D? Caputo tiirevi, T, operatérii ile birlikte

“Deu(x) = ﬁ_"u”(t)(x —t)"* =T, [u"(%)] (4.6)

seklindedir. (q,, p,.u,,U,) € [VX x(&,) yaklasik ¢oziimii igin denklem sistemi

AV, —(U,V)g  +<Up,VNn>, =0,
(ph’W)Qh _(qh1w,)Qh +<qh,-n,W>th =0,

(4.7)
(Ph:2),  +(TIP ] 2)g, + Uy 2)g, =(f.2),,,

<Gy g >0 =0

olup burada (v,w,z, ) e [V, T* x (&) ve

A G,, 0Q,\oQ
"o, oQ

olmak iizere U, = A +Uy (4, €Li(&,)) bigiminde tanimlanir. Ayrica §, nimerik izi
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th =0q, +T(uh _ljh)'n (4.8)

seklindedir. Birinci yerel ¢éziicti tim v,w, z € P*(K) icin

Q@mv), —Um,V), =—<Mm,V.N >,

(Pmw), —-(@Qmw), +<Omnw>, =0 (4.9)
(Pm,z),  +(T[Pm],2), +(Um,2), =0

olup K 'da

Om =Qm+ z(Um—m)n

olarak tanimlanir. ikinci yerel ¢dziici K € Q, elemani {izerinde tim (v,w, z) € P“(K)

icin

Qf V) —(Uf. V) =0

(Pf,w), —(Qf,w), +<Of,wn>, =0 (4.10)
(Pf.2),  +(T,[Pf]2) +(Uf,2), =(f,2),

olup oK 'da

Of =Qf +7(Uf)n

seklindedir. Yerel ¢ozilcileri hesaplarken (3.1)-(3.2) problemi icin yapilan islemlerin

aynisi uygulanir. Dolayisiyla (Qf, Pf,Uf) icin elde edilen lineer sistem

o 0O >
m > o
> O w
- O O

q
p:
u

A = ((/’j'(pi)f Bij :_(¢7j1¢’i')f Cij :_(@'1(01')+¢i(xl+1)(0j(xl+1)_(/’i(xl)¢j(x|)

D; = 7(X.1)@ (%.1)@; (%.1) + 704 )@ (%) @; (%)
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3 1 f (Dj(t) _
Fi ‘((”i""i”r(z_a)u(x—t)“‘l dt’(p‘J' ot

olarak verilir. Diger yerel ¢oziici (Qm,Pm,Um) icin daha 6nceki yaptigimiz islemler

uygulanarak ayni sonuglar bulunur. Yani

o 0O >»

m>» o

> O w

C - QO
Il

o v O

olup (3.1)-(3.2) kesirli sinir deger problemindeki sag taraftaki matrisler esittir ve yerel

¢Ozlculere denk gelen lineer sistem 1, ; araligiigin
o=—p(x),1=12, ..., k+1

G=p(x)r(x), 1=12, ..., k+1

iken I, araliginda

o=¢(x), 1=12, ..., k+1

G=p(x)r(x), =12, ..., k+1

seklindedir. Ayni sekilde (5.7)'nin son denklemindeki gecis sarti ile (3.9)’a denk

oldugundan global matrislerin ifade edilis tarzi da aynidir. Dolayisiyla

(s Pro Uy, A) E[th]sx Lé(é'h) igin

Gy = QA +Qg +Qf
P, = PA, +Pg + Pf (4.11)

u, =U A4, +Ug +Uf
yaklasik ¢6zimi elde edilir ve

8,(4y, 1) =b, (1) (ueli(s,) (4.12)

olup
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8, (A, 1) == < Qg N >,
bh (1) =< Qg +Qf yHN > o0,

seklindedir. Bu lineer sistemin ¢éziminde izlenecek yol (3.1)-(3.2) icin yaptigimiz siireg
ile aynidir. Dolayisiyla HDG metodunun ele aldigimiz denklem tipleri icin ¢6zimu
MATLAB programi ile vyapilacak ve sayisal orneklerle metodun vyakinsakhigi

incelenecektir.
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BOLUM 5

SAYISAL ORNEKLER

Bu bolimde HDG metodunun model problemlerimizdeki performansini
degerlendirmek icin bazi sayisal dérnekler Gizerinde durulacaktir. Tim 6rneklerde HDG
metodunu uygularken polinom derecesi k=1‘den baslamak suretiyle alinir.

Gizelgelerde ¢ =u,q, p olmak iizere |[¢—d, | , L*-hatay gésterirken hata

0,h’

||¢—¢h||o,g=[z j<¢—¢h>2]

KeQ, K

formuli ile hesaplanir. Cizelgelerde hesapladigimiz bu degerler “hata” sitununda
gosterilmistir. Hatanin yakinsaklik mertebesi “hata” situnundan sonraki “mertebe”
sttununda belirtilmistir. Bu deger, iki ardisik sebekeye gore iki HDG ¢oziimiine karsilik
gelen iki ardisik hatanin oraninin logaritmasini icerir. Boylece, mesela hata stitunundaki

sayilar x’ya yaklasirsa hata,
6=l <Ch"

formunda verilen bir formuill saglar. Burada C, sabit bir sayi olup h sebeke adimindan

bagimsizdir. Yani HDG metodu h ‘a gére x . mertebeden yakinsar. Ayrica U, nimerik
izindeki hata icin benzer sonuglar tablolarin son iki sitununda verilmistir ve hata

sttununda alinan | - hatasi

Ju—a,|

= rggfl(u —G,)(e)|

0,8,

olarak tanimlanir.
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Ornek 5.1 [41]

2

+§—ix1'5—x—, 0<x<1
3 3 3

1 1 7
“Du(x)+=u(x)+= SD*u(x) = ———=x*°
0 =x ( ) 3 ( ) 4.0 X ( ) 2\/;

u(0)=0,u@@ =0

problemini ele alalim. Teorem (3.2)'ye gore K, :%, L, :%, a=0, b=1,a=15,
L =0.5 olarak bulunur. Buna gore
_ a _ a—pf _ a-f
2b-a)7 | |__(b-3) b-a)"" 1 096<1
" T(a@+) °*|T@-PI(a+]) TI(a-p+1)

oldugundan problemin tek bir ¢ozim vardir ve u(x) = X(1— x) 'dir. Hata ve yakinsakhk

sonuglari 7=0.1igin Cizelge 5.1’de verilmistir.

Cizelge 5.1 Ornek 5.1’in yakinsakhgi,  =0.1

k| N ”u —U, ”o,Q ”q o qh”O,Q ” P— Py ||0,Q ”U o /Ih”oo,sh
Hata Mertebe Hata Mertebe Hata Mertebe Hata Mertebe
4 | 4.66e-03 - 5.92e-04 - 3.37e-04 - 1.73e-05 -
8 1.16e-03 2.00 1.49e-04 1.99 5.50e-05 2.61 3.14e-06 2.46
16 |2.91e-04 2.00 3.75e-05 1.99 1.20e-05 2.20 7.38e-07 2.09
! 32 | 7.28e-05 2.00 9.39e-06 2.00 2.85e-06 2.07 1.82e-07 2.02
64 |1.82e-05 2.00 2.35e-06 2.00 6.98e-07 2.03 4.51e-08 2.01
128 | 4.55e-06 2.00 5.88e-07 2.00 1.73e-07 2.01 1.12e-08 2.00
256 |1.14e-06 2.00 1.47e-07 2.00 4.30e-08 2.01 2.81e-09 2.00
512 | 2.84e-07 2.00 3.67e-08 2.00 1.07e-08 2.00 7.01e-10 2.00
4 6.18e-15 - 1.70e-15 - 2.24e-14 - 3.05e-16 -
5 8 6.34e-15 - 2.00e-14 - 9.70e-14 — 8.77e-15 -
16 |1.19e-14 — 4.15e-14 — 5.48e-13 - 1.66e-14 -
32 | 7.00e-14 - 2.77e-13 - 2.45e-12 - 9.98e-14 -
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Cizelge 5.1’den goéruliyor ki k=1 i¢in u,, q,, p, ve U, kK+1=2 gibi optimal
mertebeden yakinsaklik davranisi gosterir. k=2 icin HDG metodunun kesin sonucu
yakaladigini (makine kesinligi kadar) gérmekteyiz.

Ornek 5.2

gDi'SU(X)JrlU(X)=LX°'7(§+i), 0<x<l n-l<a<n, n=2
5 rw7) '3 17

u(0)=-13,u@) =5

sinir deger problemini ele alalim. ilk olarak ¢6ziimiin tekligini géstermemiz gerekiyor.

Teorem A-3 (A.18)’'den

1 2K, (b—a)”
K;==,a=0,b=1,a=13, ————=0.34<1
5 I'a+1)

oldugundan problemin tek bir c¢ozimi vardir ve u(x)=x®+5x*-1"tir. HDG
metodunda (q,, p,,U,,4,) yaklasik ¢6zimd icin hata ve yakinsaklik sonuglari z=1/h
icin Cizelge 5.2’de verilmistir.

Cizelge 5.2’den anlasiliyor ki k =1 oldugunda metodun yakinsakligi u,, p, ve U, igin
optimal mertebe k+1=2 iken @, icin standart alti mertebe k =1 seklindedir. k =2
icin yakinsaklik sadece u, igin optimal mertebe k+1=3 iken q,, p, ve U, igin ise

standart alti mertebe k=2 elde edilir. Kesin ¢oziim liglincl dereceden bir polinom

oldugundan HDG metodu, k =3 icin kesin ¢oziimU yakalar.
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Cizelge 5.2 Ornek 5.2’nin yakinsakligi, 7 =1/h

k| N ”u _uhno,g ”q — 0O ”O,Q ” P— Py ”O,Q ”U - /Ln”oo,gh
Hata Mertebe Hata Mertebe Hata Mertebe Hata Mertebe
4 | 3.22e-02 - 1.36e-01 - 8.55e-03 - 6.22e-04 -
8 | 8.01e-03 2.00 6.77e-02 1.00 1.86e-03 2.20 1.37e-04 218
16 | 2.00e-03 2.00 3.38e-02 1.00 4.45e-04 2.06 3.31e-05 2.05
11 32| s5.00e-04 2.00 1.69e-02 1.00 1.14e-04 1.97 8.15e-06 2.02
64 | 1.25e-04 2.00 8.45e-03 1.00 3.03e-05 1.91 2.03e-06 2.00
128 | 3.12e-05 2.00 4.23e-03 1.00 8.30e-06 1.87 5.06e-07 2.00
4 2.98e-04 - 1.27e-03 - 7.05e-05 - 7.77e-06 -
5 8 | 3.73e-05 3.00 3.18e-04 2.00 1.65e-05 2.10 2.00e-06 1.96
16 | 4.67e-06 3.00 7.94e-05 2.00 4.02e-06 2.03 5.04e-07 1.99
32 | 5.89e-07 2.99 1.99e-05 2.00 9.96e-07 2.01 1.26e-07 2.00
64 | 7.63e-08 2.95 4.96e-06 2.00 2.48e-07 2.00 3.16e-08 2.00
4 | 1.19e-13 - 3.90e-13 - 1.86e-12 - 1.77e-13 -
3 8 | 8.69e-13 - 3.89e-12 - 3.48e-11 - 1.34e-13 -
16 | 1.96e-12 - 1.09e-11 - 2.98e-10 - 1.96e-12 -
Ornek 5.3
<Dy "u(x) :&x“, O<x<l n-l<a<n n=2
I'(4.3)

u(0)=0, u@ =1

seklindeki kesirli mertebeli sinir deger problemini ele alalim. Bu tip problemleri, adi

diferansiyel denklemlere cevirerek c¢ozelim. Problemin kesin ¢coziimi u=Xx> olup
problemi ikinci mertebeden adi sinir deger problemine donistiirelim. Bunun igin

Lemma 2.11’den
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C 17 0.3 -0.7 F(6) 33
CDMU(X) =, I, Du(x)—ﬂj( 1) ( ju(t)dt—mx

olarak yazilir. Daha sonra Lemma 2.10’nun (a) sikkindan 0" D03 operatorini Ustteki

esitligin her iki tarafina uygularsak;

SEDX L 12°Du(x) =u"(x) = g(X)

x 0°x

olup

RL 0.3 RL 0.3 1—‘(6)
g(x)= , D,°f(x)= , D, (43) =20x°

elde edilir. Dolayisiyla denklem
u"(x) =20x%, 0<x<1
u(0)=0, u@ =1

seklindeki ikinci mertebeden adi diferansiyel denkleme dondistirilir. HDG metodunda

(0. u,,4,) yaklasik ¢6zimi hesaplanirsa farkli k =1 polinom derecesi ile N eleman

icin kesin ¢oziim ile yaklasim ¢6zim

0,8

sayisina gore ||u—uh||m,

A= o ve u-
arasindaki hata ile yakinsaklik mertebesi Cizelge 5.3’te verilmistir. Yakinsakhg
incelerken kararhlik parametresi 7 =0.1 olarak alinir.

Cizelge 5.3’ten gorlyoruz ki polinom derecesini k alirsak u, ve @, igin yakinsaklik
optimal mertebeli k+1 iken U, igin ise hata miktari sifir olur. Ayrica k’yr kesin

¢ozimin derecesine esit olarak alirsak (k =5) problemin yaklasik ¢oziminin kesin

¢Ozum ile gakigtigini goriiriiz.
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Cizelge 5.3 Ornek 5.3’tin yakinsakhgi, 7 =0.1.

N Ju=usll la=au,, Ju=l..,
Hata Mertebe Hata Mertebe Hata Mertebe
4 7.92e-01 - 6.15e-02 - 8.33e-17 -
8 2.01e-01 1.98 1.56e-02 1.98 3.05e-16 -
16 |5.04e-02 2.00 3.91e-03 2.00 8.05e-16 -
32 | 1.26e-02 2.00 9.78e-04 2.00 3.33e-15 -
64 |3.15e-03 2.00 2.44e-04 2.00 1.35e-14 -
128 | 7.88e-04 2.00 6.11e-05 2.00 4.74e-14 -
256 |1.97e-04 2.00 1.53e-05 2.00 2.15e-13 -
4 4.01e-02 - 3.39e-03 - 1.94e-16 -
8 5.04e-03 2.99 4.26e-04 2.99 3.47e-17 -
16 |6.31e-04 3.00 5.33e-05 3.00 3.12e-17 -
32 | 7.88e-05 3.00 6.67e-06 3.00 4.58e-16 -
64 |9.86e-06 3.00 8.33e-07 3.00 1.28e-15 -
4 1.06e-03 - 9.32e-05 - 1.11e-16 -
8 6.60e-05 4.00 5.83e-06 4.00 2.78e-17 -
16 |4.13e-06 4.00 3.64e-07 4.00 1.39e-15 -
32 | 2.58e-07 4.00 2.28e-08 4.00 4.39e-15 -
4 1.17e-06 - 1.29e-07 - 3.05e-16 -
8 3.65e-08 5.00 4.04e-09 5.00 2.78e-15 -
16 |1.14e-09 5.00 1.26e-10 5.00 1.78e-15 -
32 |3.57e-11 5.00 3.94e-12 5.00 2.91e-16 -
4 4.57e-13 - 5.17e-14 - 2.78e-16 -
8 5.43e-13 - 6.11e-14 - 1.11e-16 —
16 |5.21e-13 - 5.86e-14 - 5.00e-16 —
32 |5.12e-13 - 5.76e-14 - 2.22e-16 —
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Ornek 5.4 [48]

u"(x) + Dyu(x) +u(x) = @

X+ x3+7x+1, Q=(0,2)
I'd-a)

u(0) =1, u(l) =3, 00 ={0,1

bicimindeki Bagley-Torvik denklemini ele alalim. Bu problemin kesin ¢6zUimu
u(x) = x> + x+1’dir. Burada 1<a <2 olup Cizelge 5.4'te o =15 icin yakinsaklik

sonuglari 7 =1/h igin ele alinmistir.

Cizelge 5.4 Ornek 5.4’tin yakinsakhgi, 7 =1/ h.

Kl N ”u —U, ”o,Q ”q — 0 ”0,9 ” P— Py ”0,9 ”U - ﬂ‘n ||oo,£h
Hata Mertebe Hata Mertebe Hata Mertebe Hata Mertebe
4 |9.31e-03 - 3.80e-02 - 3.68e-03 - 2.28e-04 -
8 2.16e-03 2.11 1.81e-02 1.07 6.56e-04 2.49 5.81e-05 1.97
16 | 5.30e-04 2.03 8.96e-03 1.02 1.43e-04 2.19 1.45e-05 2.00
! 32 | 1.32e-04 2.01 4.47e-03 1.00 |3.44e-05 2.06 3.63e-06 2.00
64 | 3.30e-05 2.00 2.23e-03 1.00 |[8.52e-06 2.01 9.08e-07 2.00
128 | 8.23e-06 2.00 1.12e-03 1.00 |[2.13e-06 2.00 2.27e-07 2.00
256 | 2.06e-06 2.00 5.58e-04 1.00 5.31e-07 2.00 5.68e-08 2.00
4 | 2.98e-04 - 1.27e-03 - 4.81e-05 - 4.26e-06 -
, 8 |3.73e-05 3.00 |3.18e-04 2.00 |1.04e-05 221 | 1.08e-06 1.97
16 |4.67e-06 3.00 7.94e-05 2.00 2.49e-06 2.06 2.73e-07 1.99
32 | 5.84e-07 3.00 1.99e-05 2.00 6.16e-07 2.02 6.83e-08 2.00
64 |7.38e-08 2.99 4.96e-06 2.00 1.54e-07 2.00 1.71e-08 2.00
4 1.43e-13 — 5.08e-13 - 2.55e-12 - 1.98e-13 -
3 8 6.06e-13 — 2.28e-12 - 2.04e-11 - 8.99e-13 -
16 |4.67e-12 — 1.61le-11 - 8.96e-11 - 6.81e-12 -
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Dolayisiyla Cizelge 5.4’ten goériyoruz ki k =1 ise HDG metodu igin yakinsakhk u,, p,
ve U, icin optimal mertebeli k+1=2 iken q, igin ise standart alti mertebeli k=1
seklinde bir davranis gosterir. k =2 icin yakinsaklik sadece u, icin optimal mertebeli
k+1=3 olup q,, p, ve U, icin ise standart alti mertebeden k =2 olur. Tabii ki k=3

icin metot, kesin ¢éziimle cakisir. Elde edilen sonuglar Ornek 5.2 ile denktir.
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BOLUM 6

SONUC VE ONERILER

HDG metodu, «,f >0 kesirli mertebeden Caputo tlrevini igeren kesirli sinir deger
problemi ve Bagley-Torvik denklemi ile verilen sinir deger problemi igin ayrintili olarak
incelendi. Hibritlestirme yoluyla ele aldigimiz problemleri ¢6zmemizi saglayan global
lineer denklem sistemi, sadece elemanlarin sinirinda bulunan bilinmeyenler cinsinden
ifade edildi. Ayrica kararlilik parametresinin yaklasik ¢c6ziim elde etmedeki etkisi sayisal
orneklerle Matlab programi kullanilarak analiz edildi. Metodun yakinsaklik davranigini
belirlemek igin her bir 6rnekte baz fonksiyonlarinin k >1 polinom derecesi alindi. Elde

edilen yakinsakhk, o, >0 mertebeden Caputo tlrevini iceren problemde baz

fonksiyonunun derecesi k iken L*-normuna gére g, p ve U’nun yakinsaklik mertebesi
k+1 olmustur. Bu problemin 6zel durumlarinda ise polinom derecesi k iken
yakinsaklik mertebesi g, p ve u icin k veya k+1 olarak elde edilmistir. Bagley-Torvik
denklemi ile verilen kesirli sinir deger probleminde ise polinom derecesini k
aldigimizda g, p ve U igin yakinsakhk mertebesi ayni sekilde k+1 veya Kk
mertebedendir. Ayrica k ‘yi kesin ¢6zimin derecesine esit olacak sekilde alirsak HDG
metodunun her iki tipteki problemde kesin ¢6zim ile cakistigini gérmekteyiz. Sonucta
HDG metodunun «, >0 mertebeden Caputo tiirevi iceren kesirli sinir deger problemi
ile 6zel hallerinde ve ayrica Bagley-Torvik denklemi ile verilen sinir deger probleminde

etkili ve yakinsak sonuglar verdigi gorildi. Dolayisiyla elde edilen sonucglar, HDG
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metodunun farkh tipteki kesirli sinir deger problemlerine uygulamasinin incelenmesi

gerektigi kanaatini dogurmustur.
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EK-A

KESIRLi SINIR DEGER PROBLEMLERININ VARLIGI VE TEKLiGi

Lemma A-1 u:[ab]—R, f:[ab]JxR—R, g:[ab]JxRxR—R sirekli

fonksiyonlar olup Caputo ve Riemann-Liouville tiirevini iceren dort tip

°Dru(x) + g(x,u(x), D u(x)) =0, a<x<b, 1<a <2, 0<B<1, (A.1)
u(@) =y, u)=y,, (A.2)
‘Dru(x)+ f(x,u(x))=0, a<x<b,1<a <2, (A.3)
u(a) =7, ul) =7, (A.4)
" Dru(X) +g(x,u(x), *D/u(x)) =0, a<x<b, l<a<2, 0<B<], (A.5)
u(@) =0, u() =7, (A.6)
RDeu(x) + f (x,u(x)) =0, a<x<b, 1<a <2, (A7)
u(a) =0, u)=y,, (A.8)

kesirli sinir deger problemini ele alalim. Buna goére

a) (A.1)-(A.2) kesirli sinir deger problemi

u(x) = J.G(x,s)g(s,u(s),g D7)ds (A.9)
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denktir. Burada Green fonksiyonu

(x=a)b-s)" (x=5)""
b-a)(@)  I(a)
(x—a)(b-s)""

(b-a)l'(a)

, a<s<x<b

G(x,s) =
as<x<s<b

olarak tanimlanir.

b) (A.3)-(A.4) kesirli sinir deger problemi

u(x)::ics(x,s)f(s,u(s))ds

denk olup G(Xx,S), a)’daki Green fonksiyonuna esittir.

c) (A.5)-(A.6 kesirli sinir deger problemi
b A
u(x) = [G(x,5)g(s,u(s),5 D)ds

denk olup Green fonksiyonu

a-1 _ a-1 __o)e!
(x-a) (b sj _(x=9) a<s<x<b

S(x.5) = I'(a) ) b—a - I'(a)
(x=2) (b—sj , a<x<s<b
Ia) (b-a

olarak tanimlanir.

d) (A.7)-(A.8) kesirli sinir deger problemi
b A
u(x) = j G(x,5)f (s,u(s))ds

denk olup Green fonksiyonu c)’deki gibi tanimhdir.

Tanim A-2 Lipschitz sarti Yukarida tanimlanan f,g

olacak sekilde
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fonksiyonlari,

(A.10)

(A.11)

(A.12)

(A.13)

(A.14)

K,,K,,L, >0



[f(tx)— (& y)|<K;[x=y], (A.15)

|g(t1 Xy, yz) - g(t! X y1)| < Kg |X2 _X1| + Lg |y2 - yl| (A16)
Lipschitz sartini saglar.
Teorem A-3

a) g:[a,b] x R x R — R surekli ve (A.16) Lipschitz sarti saglansin. Eger

20-2) | [ b-a’ | (b-a)” } (A17)

"T(a+1) | T(a+Dr(2-p) T(a+1-p)

ise o takdirde C'[a,b]’de (A.1)-(A.2) kesirli sinir deger probleminin bir tek ¢dziimii

vardir.
b) f :[a,b] > R surekli fonksiyon ve (A.15) Lipschitz sartini saglasin. Eger

2K, (b—a)"

(A.18)
I'a+1)

ise o takdirde (A.3)-(A.4) kesirli sinir deger probleminin C°[a,b]’de bir tek ¢oéziimii

vardir.

c) g:[a,b] x R x R — R surekli ve (A.16) Lipschitz sarti saglansin. Eger

@D 0-a)7 | @a-pb-a)’

¢ aT(a+]) ¢ al(a+1-p) (A.19)

ise  (A.5)-(A.6) probleminin  C”[a,b]={u(x)|u(x) e C°[a,b], ";D/u(x) € C°[a,b]}
uzayinda bir tek ¢o6zimi vardir.
d) f:[a,b] > R sirekli fonksiyon ve (A.15) Lipschitz sartini saglasin. Eger

K (a-1)“*(b-a)* -1

" aT(a+)) (A.20)

ise 0 zaman (A.7)-(A.8) probleminin C°[a,b]’de bir tek ¢c6zimi vardir
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Lemma A-4 f :[0,1]x RXIR — R strekli bir fonksiyon olsun. O zaman y € C[0,1]'in

D*y(t) = f (t, y(t), D’y(t)),1<a<2,0< f<1 (A.21)

y(O) = Yo y(l) =Y (A.22)

kesirli sinir deger probleminin bir ¢6zim{ olmasi igin gerek ve yeter sart y(t)

fonksiyonunun

y(t) =171 (t, y(t), D’y(®)) —t1“ f (1, y(1), D"y (1)) + (¥, — Yo)t + ¥,

= jG(t,S) f(s,y(s), D7y (s))ds + (¥, = Yo)t + Yo (A.23)

integral denkleminin bir ¢6zim olmasidir. Burada G(t,s) Green fonksiyonu

1 [(t—s)*'—t(l-s)*", 0<s<t,
G(t,s)=—— (t=s) 71( ) (A.24)
I'(e) |-t@l—s)"", t<s<1
olarak belirlenir.
Teorem A-5 f :[0,]]x RXR — R sireklive u :[0,1] ->[0,00] fonksiyonu igin
|ty ) |<su®+ay|+a,|z], a&,a8,20, 8 +a,<m (A.25)

[(a+1) T(@)R-B)+(a-p+1)
8 4'(a-pL+)I(ax)(2-p)

olacak sekilde m= min{ } olur. O zaman

(A.21)-(A.22) kesirli sinir deger probleminin bir ¢6zimu vardir.

Teorem A-6 f :[0,]]Xx RXR — R surekli bir fonksiyon olsun. O halde her bir t €[0,1]

vetim v,Y¥,2,ZeR icin | f(t,y,2)—f(t,¥,2)|<r|y—-V|+]|z-2Z]|

re-p2+r(a+)+Hr
MNa+)r@2-pr(a-pL+1)

-1
olacak sekilde r<( ] varsa o takdirde (A.21)-(A.22)

kesirli sinir deger probleminin bir tek ¢6zimu vardir.
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