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OZET

1-PARAMETRELiI DUZLEMSEL HiPERBOLiIK HAREKETLER ALTINDA YUKSEK
MERTEBEDEN iVMELER VE POLLER

Serdal SAHIN

Matematik Anabilim Dali

Doktora Tezi

Tez Danismani: Prof. Dr. Salim YUCE

H.R. Miller tarafindan 1-parametreli diizlemsel kompleks hareketler altinda ve 1-
parametreli diizlemsel kompleks ters hareketler altinda yiksek mertebeden ivmeler ve
ivme pollerini elde edilmis ve aralarindaki iliski verilmistir, [1]. Ayrica, hareketin ¢
parametresi yerine ¢@ donme agisi segilmesi durumunda 1-parametreli dizlemsel
kompleks hareketler altinda yilksek mertebeden ivmeler ve ivme polleri ifade
edilmistir, [1].

Bu calismada, Yiice, S. ve Kuruoglu, N. [2] tarafindan verilen 1-parametreli diizlemsel
hiperbolik hareketler kullanilarak, Miller, H.R. [1] tarafindan verilen dizlemsel
kompleks hareketlere benzer sekilde, hem 1-parametreli diizlemsel hiperbolik
hareketler altinda, hemde 1-parametreli diizlemsel hiperbolik ters hareketler altinda
yliksek mertebeden ivmeler ve ivme polleri arastiriimistir.

Bununla birlikte, hareketin ¢ parametresi yerine ¢ dénme agisi segilmesi durumunda

1-parametreli dizlemsel hiperbolik hareketler altinda yiiksek mertebeden ivmeler ve
ivme polleri elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Kinematik, Hiperbolik Sayilar, 1-Parametreli Dizlemsel Hiperbolik
Hareket
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ABSTRACT

HIGHER-ORDER ACCELERATIONS AND POLES UNDER THE 1-PARAMETER
PLANAR HYPERBOLIC MOTIONS

Serdal SAHIN

Department of Mathematics

Ph.D Thesis

Advisor: Prof. Dr. Salim YUCE

Higher-order accelerations and poles under the 1-parameter planar complex motions
and its inverse are obtained and compared by H.R. Miiler, [1]. The higher-order
accelerations and poles are also presented under the 1-parameter planar complex
motions by considering the rotation angle ¢ as a parameter of the motion instead of

t, [1].
In this study, in analogy to the 1-parameter planar complex motions which was given
by H.R. Miller, [1] we analyzed higher-order accelerations and poles under 1-

parameter planar hyperbolic motions and their inverse motions by using the 1-
parameter planar hyperbolic motions which was given by Yiice, S. ve Kuruoglu, N. [2].

Besides this, we obtained the higher-order accelerations and poles under the 1-
parameter planar hyperbolic motions by considering the rotation angle ¢ as a

parameter of the motion instead of ¢.

Keywords: Kinematics, Hyperbolic Numbers, 1-Parameter Planar Hyperbolic Motion
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BOLUM 1

GIRIS
Kinematik, kuvvet ve kitle kavramlarinin hicbir rol almadigi mekanigin bir alt daldir. O

halde kinematik, sadece bir nokta yada bir nokta sisteminin (cisim) zamana bagl yer

degisimini inceler.

Bu calismada, Oklid diizlemindeki kinematigi kompleks sayilar yardimiyla ele
alinmasina benzer olarak, Lorentz diizlemindeki kinematik hiperbolik sayilar yardimiyla

ele alinacaktir.

1.1 Literatiir Ozeti

Oklid ve kompleks diizlemlerinde 1-parametreli hareketler altinda hizlar, ivmeler ve
poller ile ilgili baginti ve sonuglar ve kompleks diizlemde 1-parametreli hareketler

altinda, yliksek mertebeden ivmeler

(n)  (m)
X =u'+¢ (x'—u'),

yliksek mertebeden pol noktalariise

olarak H. R. Miiller tarafindan elde edilmistir [1], [3]. Benzer sekilde, kompleks
dizlemde 1-parametreli ters hareketler altinda yliksek mertebeden ivmeler ve ivme
polleri elde edilmistir [1], [3]. Bununla birlikte, 1-parametreli dizlemsel hareket
esnasinda E -hareketli Oklid dizlemde sabit bir K egrisinin E'-sabit Oklid

diuzlemindeki K’ zarf egrisi (Sekil 1.1) elde edilmistir.



Sekil 1.1 Bir egrinin zarfi

r

Bunun yanisira, A= yuvarlanma-kayma sayisi ile birbiri tGzerinde yuvarlanarak

kayan butiin K , K' zarf egri giftlerinin de H. R. Miiller tarafindan elde edilmistir, [1],
[3]. Burada V, ile V, hiz vektérlerinin ayni dogrultuda olmalar gerektigi gosterilmistir,
[1], [3]. Ayrica hareketin ¢ parametresi yerine ¢ donme agisi segilmesi durumunda 1-

parametreli dizlemsel kompleks hareketler altinda yiksek mertebeden ivmeler

(n)  (n)
X =u+i" (x' —u')

ve ivme polleri

' ' :2—n (n2
p,=u+i u

olarak elde edilmistir [1], [3].

Lorentz dizleminde 1-parametreli dizlemsel hareket ve bu hareket altinda hizlar,
ivmeler ve poller ile ilgili baginti ve sonugclar A. A. Ergin, [4] tarafindan verilmistir. 1-
parametreli diizlemsel hareketin kompleks sayilar ifadesine benzer sekilde, Lorentz
dizleminde 1-parametreli diizlemsel hareketin hiperbolik sayilarla ifadesi, S. Yiice ve N.

Kuruoglu, [2] tarafindan verilmistir.

1.2 Tezin Amaci

Bu tez calismasinin amaci; H. R. Miiller tarafindan 1-parametreli diizlemsel kompleks
hareketler icin elde edilen sonuclara benze sekilde, [2] da verilen Hiperbolik dizlemde

1-parametreli diizlemsel hareket altinda yiiksek mertebeden ivmeler ve ivme polleri ile

2



ters hareketinin altinda yliksek mertebeden ivme ve pollerini elde edip ikisinin
arasindaki iliskiyi incelemektir. Ayrica, 1-parametreli diizlemsel hiperbolik hareketler
icin de zarf egri ciftleri ve bunlarin yuvarlanma-kayma sayilari ile ilgili temel ozellikleri

incelecektir.

1.3 Orijinal Katki

[2] da verilen Hiperbolik dizlemde 1-parametreli hareket altinda yliksek mertebeden
ivmeler ve poller ile ters hareket altinda yiksek mertebeden ivmeler ve poller elde
edilecektir. ikisinin arasindaki bu iliski kinematikte bircok problemin ¢dziimiine olanak

saglamasi 6ngorilmektedir.



BOLUM 2

TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, tezin orijinal kisminda kullanacagimiz bazi temel bilgiler verilecektir.

2.1 Afin Uzay ve izometri

Tanim 2.1

A# bir cimle ve V' ; K cismi Gzerinde bir vektor uzayi olsun. Asagidaki 6zellikleri

saglayan bir

[ AxA4A >V
(P.,O0)—>f (P.0)=P0Q

fonksiyonu varsa A4 ya V ile birlesen bir afin Afin Uzay denir:
i. VP,Q,Re 4 i¢in f(P,0)+f(O,R)=f(P,R)
ii. VPe A ve Va eV igin f(P,0)=a olacak sekilde bir tek O € 4 noktasi vardir.

Tanim 2.2

V' n-boyutlu reel vektor uzayive 4 da V ile birlesen bir afin uzay olsun. Eger V' bir ic-

carpim uzayi ise 4 ya Oklid Uzay denir ve E” ile gosterilir.

Tanim 2.3

K cismi Gzerinde iki vektor uzay1 V, ve V, olsun. V, ve V, ile birlesen afin uzaylar 4,
ve 4,olmak iizere f:4, — A4, donisimi P,Q € 4, igin

4



v, >V,
PQ -y, (PQ)=/(P)f(Q)

seklinde tanimlansin. Burada y, donlstimine f ile birlegen déntisim adi verilir. Eger
w, dontgtimi lineer ise f ye bir Afin Déniigim denir.
Tanim 2.4

E! ve EJ, sirasiyla V, ve V, n-boyutlu ig-garpim uzaylari ile birlesen birer Oklid uzays

olsun. Bir
fiE' > E)

afin donisimi Va, B €V, igin

(v (@).v (B))={e.5)

olacak sekilde bir

Sl ?

lineer donlisiimii ile birlesiyorsa f* ye bir izometri denir.

Tanim 2.5

f,n-boyutlu E" Oklid uzay! tizerinde bir izometri olsun. E" deki bir dik koordinat

sistemine gore f nin matrisel ifadesi; A€ O(n),(yani 44" =A4"4=1,, det 4==l1)

ve C e R’ olmak tzere

HEBHN

formundadir. f ye E" de bir hareket adi verilir. Eger, detA=1 ise f hareketine

direkt hareket, det 4 = —1 ise karsit hareket denir.



Tanim 2.6

E", n-boyutlu Oklid uzayinin bir f izometrisi icin f(O)zO olacak sekilde bir

O € E" noktasl varsa f ye O noktasi etrafinda E" de bir dénme adi verilir. Eger

hareket direkt hareket ise f ye direkt d6nme, karsit hareket ise karsit donme denir.

E" de baslangic noktasi O olan bir dik koordinat sistemi {xl,xz,...,xn} olsun.

fE" —> E" izometrisi O noktasi etrafindaki bir donme ise f nin bu dik koordinat

sistemine gore ifadesi

Ve

veya,

x'= Ax

seklindedir. Burada 4 € O(n) ve x,x'eR" dir.
Tanim 2.7

E", n-boyutlu Oklid uzayinin bir f izometrisi ve VX € E" i¢in f(X):X+t olacak
sekilde bir tek 7=(1,t,,....z,)€ E" noktasi varsa f ye E" de ¢ ile belirtilen bir
oteleme denir.

E" de baslangic noktasi O olan bir dik koordinat sistemi {xl,xz,...,xn} olsun.

f:E"—E" izometrisi t=(t,1,,..,t,) noktasi ile belli olan bir ételeme olmak

uzere, f nin dik koordinat sistemine gore ifadesi

e

X =x+t

dir.



BOLUM 3

1- PARAMETRELi DUZLEMSEL HAREKET

E ve E (E:E' :Ez) Oklid duzlemlerinde, sirasiyla, {O;e,,e,} ve {O';e;,e'z}
koordinat sistemlerini tespit edelim. Eger €l c R icin,

e, =e (t),e,=e,(r)

ise bu takdirde {O;e,,e,} koordinat sisteminin, {O';e;,e'z} koordinat sistemine gére
hareket ettigi kabul edilir. Bundan dolayi {O;e,,ez} koordinat sistemine hareketli

koordinat sitemi, {O';e;,e'z} koordinat sistemine ise sabit koordinat sistemi denir.

Dolayisiyla E diizlemi, E dizlemi Uzerinde hareket ediyor kabul edilir. e, ile e,

arasindaki agi ¢ olmak lizere ¢ ye dénme agisi denir. OO =u hareketin dteleme
vektori olmak Uzere:

00 =u=ue, +u,e, (3.1)
yazilabilir. Eger,

u, =u, (t)

U, =u, (t)

p=0(1)

seklinde reel bir ¢ parametresinin slrekli diferansiyellenebilir fonksiyonlari iseler, E
nin £ ne gore hareketine 1-parametreli diizlemsel hareket denir ve B=E/E ile

o . n
t

gosterilir. Buradaki parametresi genel olarak ‘zaman’ parametresi olarak alinir.



=X 0
2y

EV

O e

Sekil 3. 1 Bir parametreli dizlemsel hareket

v

Sekil 3. 2 Baslangi¢ noktalari cakisik olan koordinat sistemleri

O =0 oldugu zaman, e, ve e, vektérleri, e, ve e, dogrultularinda bilesenlerine

ayrilabilir ve buradan

e, = cosge, +singe, (3.2)

e, =—singe, +cosgpe,

esitlikleri elde edilir, (Sekil 3. 2).



Dizlemin bir X noktasi hem hareketli sistemdeki (x],xz) koordinatlari ve hem de

sabit sistemdeki (xl',x'z) koordinatlari yardimiyla géz 6niine alinabilir. Buna goére her iki

sistemde, X noktasina ait konum vektorleri icin

x=0X=xe, +x,e,

X' =0'X=x/e +x€,

yazilabilir. Boylece

0X=00+0X=-00+0X

veya

X =x—u=(x,—u)e +(x,—u,)e, (3.3)

vektorel denklemi elde edilir. Bu denkleme 1-parametreli diizlemsel hareketin vektorel

denklemi denir. Buradan,
xe +xe, =(x —u e, +(x,—u,)e,
esitliginin e, ve e, ile ic-carpimi sonucunda,

{x; =(x, —u,)cos@—(x, —u,)sing

x, =(x, —u,)sing+(x, —u, ) cos
veya

it o o)

x5 =(x,sin@+x, cos @) +(—u, sinp —u, cos )

bulunur. Bu ifadeye B = E/E' hareketinin kartezyen denklemi denir. Bu son esitlik
X | |cosp —sing || x, NES
X, sin ¢ coso || x, | | b,

veya

X'=4AX+C



seklinde matris formunda da gosterilebilir. Burada 4 60(2) ye déonme matrisi, C ye

oteleme matrisi denir.

Tiirev Denklemleri

Hareket esnasinda bir X € E noktasinin her iki £ ve E -diizlemlerine gére hizlarini

arastirmak icin 6nce hareketimizin tiirev denklemlerini elde edecegiz. Bunun igin (3.2)

denklemlerinin, e,', ez' vektorlerini sabit kabul ederek, ¢t zamanina gore tiirev alinirsa,

de, . L Y .
o é, =—@singpe, + pcospe, = (p(—sm pe, + cosqoez)
de, . i b . i C
o ¢, =—pcospe, —@singe, = —go(cos pe, +sin qoez)

bulunur. Buradan kisaca
él :¢e2 , éz :_¢e1 (3.5)
yazilabilir.

Benzer sekilde (3.1) denkleminin ¢ ye gore tiirevi alinirsa,

da . . . .
Z—u-ulel +ulez+u2e2+uzez

elde edilir. €, ve €, nin (3.5) deki degerleri burada yerine yazilirsa
u= (Ll] _u2¢) ¢ +(1/"2 +“1¢)e2 (3.6)

bulunur. (3.5) ve (3.6) denklemlerine B = E/E hareketinin tiirev denklemleri denir.

3.1 Hizlar ve Hizlarin Terkibi

E -duzlemi E'-duzlemine gére 1-parametreli hareket yaparken, bir X noktasi da
hareketli E -duzlemindeki yerini ¢ zamani ile degistirsin. Bu durumda, bu iki hareket

esnasinda noktanin hizlarinin nasil terkip edildigini arastiracagiz.
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Tanim 3.1

X noktasinin E -diizleminde hareket ederken sahip oldugu hiz vektérine, yani X
noktasi E -deki yoriingesini cizerken sahip oldugu vektorel hiza X noktasinin relatif

(izafi) hizi denir ve V_ ile gosterilir. Bu hiz

X = xe, +x,e,

denkleminden e, ve e, yisabit tutup tirev alarak

V. =xe, +x,e, (3.7)
seklinde bulunur. Eger X noktasi E -de sabit ise V_ relatif hizi sifirdir.

Tanim 3.2

X noktasinin E -duizlemine gore sahip oldugu hiz vektdriine X noktasinin mutlak

hizi denir ve V, ile gosterilir. (3.3) denkleminin ¢ ye goére tirevini alirsak V, icin

asagidaki ifade bulunur:

\Y :()'c] —L't])el +(x] —u])é1 +()'c2 —L'zz)ez +(x2 —uz)ez.

a

Burada ¢, ve €, nin (3.5) deki degerleri dikkate alinirsa

V, ={—ii, +(u, —x,) @} e, +{—ih, + (—u, + x,) p} e, + e, + e,

a
veya

V, ={-ii, +(u, —x,) @} e, +{ i, + (-, + x, ) p} e, + V,

a r

elde edilir. Burada
Vi= {—L't] +(u2 _x2)¢}el +{_u2 +(_“1 +X )¢}ez (3.8)

vektorine X noktasinin sitiriiklenme hiz vektorii denir. O halde hizlarin terkibine ait

su teorem verilebilir:
Teorem 3.1

B=FE/E"; 1-parametreli dizlemsel hareketi esnasinda eger X € E noktasi her iki

sisteme gore hareketliise X € E noktasinin hiz vektorleri arasinda

11



V.=V, +V. (3.9)

bagintisi vardir [1].

Tanim 3.3

Donme agisinin 7('02(,0 tirevine B hareketinin agisal hizi denir.
t

Bundan sonra sirf 6teleme hareketinden kaginmak igin ¢ # 0 kabul edecegiz.

3.2 Donme Polii ve Pol Egrileri

Simdi B hareketinin her ¢ aninda siiriiklenme hizi sifir olan noktalari arastiralim:

Boyle noktalar, ¢ aninda, yalniz hareketli E -dizleminde degil ayni zamanda sabit E -

dizleminde de sabit bulunmak zorundadir. O halde
V, =0

olacagindan (3.8) denkleminden

—u, +(u2 —x2)¢ =0, —u, +(—u] +x])gb =0

elde edilir. @ #0 olduguna gore bu iki denklem her zaman tek tlrli ¢6zilebilir. Bu

¢ozumler p, ve p, olmak lzere,

u, du,
p=X =u +—=u, +d_
Z z (3.10)
Py =X, =y —— =, ——
® do
bulunur.
Tanim 3.4

OP =p=pe, + p,e,

12



yer vektorine karsilik gelen P:(p],pz) noktasina B=E/E hareketinin ¢ anindaki

pol(kutup) noktasi, donme polii veya ani dénme merkezi denir. Bundan dolay! su

teorem verilebilir:

Teorem 3.2

Acisal hizi sifir olmayan bir 1-parametreli diizlemsel hareket esnasinda, her ¢ aninda
striiklenme hizi sifir olan yani her iki dizlemde de sabit kalan bir tek nokta (pol

noktasi) vardir.o

P pol noktasi yardimi ile herhangi bir X noktasinin 'V, siriiklenme hizi asagidaki

sekilde de yazilabilir:

Bunun icin (3.10) denkleminden

a]:(uz—pz)gb , azz—(u]—p])gb

ifadeleri hesaplanir ve (3.8) denkleminde yerine yazilirsa,
Vf:{—(xz—pz)e]+(x]—p])e2}gb (3.11)
elde edilir.

X noktasinin siiriiklenme hizinin bu son ifadesi kullanilarak asagidaki 6nemli sonug ve
teoremler verilebilir:

Sonug¢ 3.1

P poliinden X noktasina giden pol isininin

PX=(x,—p,)e,+(x,—p,)e,

vektorl V; ye diktir; ¢linki

(PX,V;)=—(x,=p,) (% = ) +(x, = p) (%, = p,) =0

dir. Yani pol isini, hareketin her ¢ aninda siriklenme hizina diktir.

Sonug 3.2

V; vektériiniin uzunlugu i¢in su baginti vardir:
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||Vf|| = \/(xl _pl)2 +(x2 _p2)2 [
=[PX|¢

Teorem 3.3

B=E/E'; 1-parametreli diizlemsel hareket esnasinda hareketli E -diizleminin her X

noktasi, ¢ aninda, P (pol noktasi) merkezli ve ¢ acisal hizli bir ani donme hareketi
yapar.

Teorem 3.4

B=E/E'; 1-parametreli diizlemsel hareket ¢ aninda, hareketli E -dizleminin P ani

doénme poli etrafinda ¢ agisal hizi ile ddnmesinden olusur.

Teorem 3.5

B=FE/E'" 1-parametreli duzlemsel hareket esnasinda E -duzleminin X noktalari, E'-

dizleminde yoriinge normalleri, P dénme poliinden gecen, yoriingeler cizerler.
Tanim 3.5

Her ¢ aninda bir P dénme polii olacagindan B hareketi esnasinda P pol noktasi her
iki £ ve E -duzlemlerinde cesitli konumlarda bulunur. P noktasinin hareketli E -

dizlemindeki yeri genel olarak bir egridir. Bu egriye hareketli pol egrisi denir ve (P)
ile gosterilir. P noktasinin E -diizlemindeki geometrik yerine ise sabit pol egrisi denir

ve (P) ile gosterilir.o

Simdi pol hizlarini, yani (P) ve (P) pol egrilerini ¢izen P noktasinin hizlarinin

arastiralim:

Dénme polinin V; =0 oldugu noktalar oldugunu daha 6nce séylemistik. Buna goére

(3.1) teoreminden, X = P noktasl icin
Va :Vl‘

bulunur.
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Sekil 3. 3 Hareketli ve sabit pol egrileri

Boylece asagidaki teorem verilebilir:
Teorem 3.6

E' -sabit ve E -hareketli duzlemlerdeki pol egrilerini ¢cizen P dénme poliiniin her ¢

anindaki hizlari birbirinin aynisidir.o

Bu teoremden dolayi, her ¢ aninda (P) ve (P) pol egrileri P ani donme poliinde

birbirine tegettir ve
ds' =|V,|dt =|V,|dt = ds

oldugundan P donme poli dt zaman araliginda her iki pol egrisi lizerinde esit
uzakliklar kat eder.

Boylece asagidaki teorem ifade edilebilir:

Teorem 3.7

1- parametreli duzlemsel B=FE/E' hareketinde E -diizleminin (P) hareketli pol egrisi

E' -sabit duzleminin (P) sabit pol egrisi Gizerinde kaymaksizin yuvarlanir [1], [2].
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3.3 Ters Hareket

B =E/E' hareketinin ters hareketinde E -diuzlemi sabit, E'-dizlemi ise hareketlidir
ve hersey FE -duzlemi Uzerinde olusmaktadir. Biz bu hareketi B'=E'/E ile
gOsterecegiz.

Burada her iki pol egrisi rollerini degistiriler yani (P) pol egrisi, (P) sabit pol egrisi

uzerinde kaymaksizin yuvarlanir. B'=E'/E hareketi, B=FE/E' hareketinin tersi
yonde dondigiinden agisal hiz isaretini degistirir. Boylece B=E / E' hareketinde acisal

hiz ¢ iken, B'=E'/ E ters hareketinde agisal hiz —¢ dir.

3.4 ivmeler ve ivmelerin Terkibi

B=E/E'"; 1- parametreli diizlemsel hareket esnasinda X noktasinin E -dizlemine

gore olan ivme vektoriine relatif ivme vektori denir. Bu ivme vektort V. relatif hizinin

t ye gore tirevi alinarak bulunur ve b_ ile gosterilir:

b, =V =ie, +ie,. (3.12)
Burada e, ve e, sabit olarak kabul edilmistir.

X noktasinin E -diizlemine gére olan ivme vektériine mutlak ivme vektorii denir ve

b, ile gosterilir. Ayrica V, nin ¢ ye gore turevi alinarak,
b, :Va :{_(xz _p2)el _(xz _pz)él +(x1 _pl)ez +(x1 _pl)é2}¢
+{—(x2 -p,)e +(x, —p,)ez}qbﬂ'éle1 +xe, +ie, +xe,

bulunur. Burada (3.5) denklemindeki €, ve €, degerleri yerine yazilirsa,

b, :{p2¢_(x1 _p1)¢2 _(xz _pz)¢}e1+{_p1¢_(x2 _p2)¢2 +(x1 _pl)(p}ez

(3.13)
+2¢{-x,e, +xe€,}+b

r

elde edilir. (3.13) denklemindeki
b, = {pz¢_(x1 - D )(Pz _(xz _p2)¢}e1 +{_p1¢_(x2 _pz)(bz +(x1 _Pl)(b}ez (3.14)

vektorine X noktasinin stiriiklenme ivme vektorii ve
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b, =2¢{-xe, +xe,} (3.15)
vektoriine de Coriolis-ivme vektorii denir.
Buna gore ivmelerin terkibi su teoremle ifade edilebilir:

Teorem 3.8

B=FE/E" 1- parametreli diizlemsel hareketi esnasinda bir noktanin mutlak ivme
vektord, striklenme ivme vektori ile Coriolis-ivme vektori ve relatif ivme vektorinin

toplamina esittir. Buna gore

b, =b, +b_ +b, (3.16)
dir.
Sonu¢ 3.3

b, Coriolis-ivmesi ve V, relatif hizinin i¢-carpimi
(b, V,)=2¢(—x%, +%x,)=0

oldugundan b, Coriolis-ivmesi, V, relatif hizina diktir. o

E -de sabit olmayan bir X noktasinin Coriolis-ivmesinin sifir olmasi ancak ve ancak

¢ =0 olmasiyla saglanir. ¢ =0 ise B hareketi bir kaymadan (6telemeden) ibarettir.

Boylece

b, =0 ise ivmeler arasinda,
b, =b, +b,
bagintisi bulunur. Yani, ancak bir kayma hareketinde ivmeler hizlar gibi terkip edilirler.

Simdi bir B hareketinde, herhangi bir ¢ aninda siriklenme ivmesi sifir olan noktalar

arastiralim:
b, =0 i¢in
(xl _p1)¢2 +(xz _pz)¢ = D,
(xl _p1)¢_(xz _pz)¢2 = PI(P
17



elde edilir. ¢#0 oldogundan (x,—p,) ve (x,—p,) ye gére homojen olmayan
denklem sisteminin A katsayilar determinanti

-2

QP

.2

o —¢

A= :—('4+¢52)¢0

dir. Buna gore yukaridaki sistemin Cramer yontemi ile bir tek ¢6ziimi bulunur.

Tanim 3.6

B :E/E' hareketi esnasinda, ¢ # 0 olmak UGzere herhangi bir ¢ aninda suriklenme

ivmesi sifir olan bir tek nokta vardir. Bu noktaya ivme polii denir ve

ivme poliiniin koordinatlari

¢( 9" + pP)
X, =D +T
RO (3.17)
¢ (P& + p9)
x2 :pz_ . 4 %)
@ +¢

seklinde bulunur [1], [2] ve [5].
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BOLUM 4

1-PARAMETRELI DUZLEMSEL HAREKETIN KOMPLEKS SAYILARLA iFADESI

E ve E (E —FE :Ez), sirasiyla, hareketli ve sabit oklid diizlemler olsun. {O;e, e, }

ve {O';e;,e'z} de E ve E -dizlemlerinde tespit edilen koordinat sistemleri olsun. Bir

X noktasinin her iki sistemdeki koordinatlarini, sirasiyla,
x=x+ix, , x =x +ix,

kompleks sayilari ile ve Q'O vektdriinii de sabit sistemde
u' =u, +iu,

kompleks sayisi ile gbsterelim. Buna gore,

—u=-u —iu,

dir. O halde +u, O'O vektériine karsilik olan vektérdir. (3.4) denkleminden X, ve x,
ifadeleri, x = x, +ix, de yerine yazilirsa

X =(x, +ix, )(cos@+ising)—(u, +iu,)(cosp+ising)
veya

X =xe’ —ue”

elde edilir.

u =-uée” (4.1)
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olmak uzere

X =u +xe” (4.2)
yazilabilir. Béylece ¢ ,u,u’ bir ¢ (zaman) reel parametresine bagli olmak (izere, (4.2)
denklemi ile tanimlanan harekete kompleks diizlemde 1-parametreli diizlemsel

hareket denirve B=E/E ile gésterilir [1], [2]. (4.2) denkleminden ¢dziim yoluyla
x=(x'-u)e” =u+x'e”

denklemi elde edilir. Bu denklem B'=E'/E ters hareketinin vektorel denklemidir.

4.1 Hizlar ve Hizlarin Terkibi

E -diuzlemi, E -dizlemine gore 1-parametreli hareket yaparken, bir X noktasi da
hareketli FE -dizlemindeki yerini ¢ zamani ile degistirsin. Boylece bu iki hareket

esnasinda olusan hizlari arastiralim:

X € E noktasinin hareketli sistemine goére X relatif hizi;

X, =—=
dt

X (4.3)

dir.
X noktasinin E -duzleminde sahip oldugu X relatif hiz vektoriiniin sabit sisteme gore

ifadesi icin,
X =X " =xe” (4.4)

yazilabilir. X noktasinin E' diizleminde sahip oldugu X! mutlak hizi, sabit sistemine

gore;
X, -y = +ipxe'” + xe'’
dt
veya
X =u +igb(x'—u’)+)'(ei“’ (4.5)

seklinde bulunur. Buna gore, X noktasinin X{ suriiklenme hizi, sabit sistemine gore;
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X; =u'+ip(x'—u') (4.6)
seklindedir.

Simdi, (4.5) ve (4.6) denklemleri ile verilen, diizlemsel hareket esnasinda X € E
noktasinin E' diizleminde sahip oldugu hiz vektérlerinin E hareketli diizleminde ki

karsiliklarini ifade edelim:

X noktasinin  E -dizleminde sahip oldugu X._ relatif hizini (4.3) denkleminde

vermistik.

X noktasinin hareket esnasinda E'-diuzleminde sahip oldugu mutlak hiz vektorinun

E -dizlemindeki ifadesi icin
X, =Xe"=u'e” +ipx+x

yazilabilir. ' =—(i+iu¢)e” oldugundan,

X, =—(u+iug)+ipx+x (4.7)
elde edilir. Bu durumda X noktasinin X; suriklenme hizi,

X, =—u+ip(x—u)=u'e™ +ipx (4.8)
seklinde ifade edilir.

(4.3), (4.4),(4.5) ve (4.6),(4.7),(4.8) ifadelerinden asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 4.1

Kompleks dizlemde, B=E/E 1-parametreli diizlemsel hareket esnasinda bir X
noktasinin mutlak hizi, siriiklenme hizi ile relatif hizinin toplamina esittir, yani hizlar

kanunu korunur:

X =X;+X!
ve . (4.9)
X, =X, +X,

O
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4.2 Do6nme Polii ve Pol Egrileri

Simdi B hareketinin her t anindaki sabit diizlemde ki siiriiklenme hizi sifir olan

noktalari, yani pol noktalarini arastiralim:
X, =u +i(/>(x' —u') =0
olmak lizere

x':p':u'+iug (4.10)

elde edilir. Ayrica bu son denklemden elde edilen
u zi(/)(u' —p')

ifadeyi (4.6) denkleminde yerine yazarsak siriiklenme hiz vektorinid pol noktasi

cinsinden
X; =i¢ (x -p') (4.11)
seklinde yazilabilir.

Simdi, (4.10) denklemi ile verilen, diizlemsel hareket esnasinda E' diizleminde ki pol
noktasinin ve (4.11) denklemi ile verilen sliriiklenme hiz vektériiniin E  hareketli

diizleminde ki karsihiklarini ifade edelim:

X; =0 olan noktalari arastiracagiz; O halde (4.8) denkleminden

we ™ +ipx =0

olmak tzere
o Q

elde edilir. Burada w’ nin degeri p cinsinden bulup (4.8) de yerine yazilirsa suriklenme

hizin p pol noktasi cinsinden E -diizlemindeki ifadesi,
X, =ip (x—p) (4.13)
seklinde yeniden yazilabilir. o
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X noktasinin siiriikklenme hizinin (4.11) ve (4.13) ifadelerinden asagidaki sonuglar

verilebilir:

Sonuc¢ 4.1

<X;,P’X’> <zgox -p') —p’)>

(= p),x = p))s(x = Pt = p1))

=[-(x (= p)+(x = p))(x, - py) @ =0.
Benzer sekilde E hareketli dizleminde X, :igb(x—p) surtklenme hiz vektori ve PX

pol igintigin,
(X,.PX)=(ip(x-p).(x-p))
=<(—(x2 ~P2)s%, —pl),(xl — P —p2)>(/>
=0
oldugundan pol 1sin1 hareketin her ¢ aninda striiklenme hizina diktir.

Sonug 4.2

Xf vektorinin uzunlugu igin,

] = (e x7)

= (i (x'~p").ig(x'~p"))
:\/<(—(x; = 13), % = p)s(~(xs =P} ), % — p})) ¢’
= o[- p) (- pl) ]

=o[PX]|

elde edilir.
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Benzer sekilde, E hareketli diizlemde X, suriiklenme hiz vektériniin uzunlugu igin;

] = (xe-X0)

:\/<i¢(x—p),i¢(x—p)>

:\/¢2 [(xz _p2)2 +(x1 - D )ZJ
=¢[[PX]

elde edilir.o

Simdi (P) ve (P) pol edrilerini ¢izen P pol noktasinin hizlarini arastiralim:

Pol noktasi Xf =0 ile tanimlandigindan (4.9) esitliginden X = P icin
X, =X, =pe”

bulunur.

Boylece asagidaki teoremleri ispatsiz verebiliriz.

Teorem 4.2

Sabit ve hareketli diizlemlerdeki pol egrilerini ¢izen P pol noktasinin her ¢ anindaki

hizlari birbirinin aynisidir.

Teorem 4.3

Kompleks duzlemde, B=E/E'; 1-parametreli dizlemsel hareket esnasinda F -
diizleminin (P) hareketli pol egrisi E’-dizleminin (P') sabit pol egrisi tzerinde
kaymaksizin yuvarlanir.

ispat:

Teorem 4.1 e gére her ¢ aninda (P) ve (P') pol egrileri P pol noktasinda birbirine
tegettir. Ayrica, (P) nin f,ve #, parametrelerine karsilik gelen noktalar arasindaki

yay uzunlugu
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ds =X i
dir. (P’) nin ¢, ve t, parametrelerine karsilik gelen noktalari arasindaki yay uzunlugu

ds' =||XL]|dt

olur. P pol noktasiigin X' = X! oldugundan
ds'=ds
bulunur. O halde (P) ve (P') pol egrileri her ¢ aninda birbirine teget ve aldiklari

yollar ayni oldugundan (P) hareketli pol egrisi (P') sabit pol egrisi iizerinde

kaymaksizin yuvarlanir.

4.3 ivmeler ve ivmelerin Terkibi

Kompleks dizlemde 1-parametreli diizlemsel hareket esnasinda X noktasinin relatif
ivme vektorld, X noktasinin E -dizlemine gbre olan ivme vektoridir ve X in E-

dizlemine goére X, vektorel hizinin ¢ zamanina gore tlrevi alinarak bulunur. O halde

(4.3) denkleminden

b =X =% (4.14)

b. =b ¥ =xe” (4.15)

seklinde ifade edilebilir. X noktasinin mutlak ivme vektoérii, X noktasinin E -
dizlemine gore ivme vektorudir. Buna gore bu ivme vektori

X, =X; +X =ip(x—p)e” +xe”

mutlak hizinin ¢ ye gore tirevi alinarak

b, =X, =ig(x—p)e’ +igp(k—p)e?’ —¢’ (x—p)e? + ke +igxe”

=(x—p)(i— ¢ ) e? +igke” —igpe” +igxe” +%e”

bulunur. Bu son esitligi dizenlersek

25



b, =(x—p)(ip— ¢ )e” —igpe” +2ipxe” +b, (4.16)
elde edilir. Buradaki

b, =(x—p)(i¢— " ) e” —igpe” (4.17)
vektoriine X noktasinin siiriiklenme ivme vektérii ve

b, = 2ipxe” (4.18)
vektoriine de Coriolis-ivme vektori denir.

O halde ivmelerin terkibi su teoremle ifade edilebilir:

Teorem 4.4

Kompleks diizlemde, 1-parametreli diizlemsel hareket esnasinda, bir noktanin mutlak
ivme vektord; suriklenme ivme vektorl, Coriolis-ivme vektori ve relatif ivme

vektorinin toplamina esittir:

b, =b; +b,+b_. (4.19)

(4.16), (4.17) ve (4.18) ile verilen ivme vektorleri hareketli sisteme gore sirasiyla

b, =b,e™ =(x—p)(i¢— ¢ )~ igp+2ipx +b, (4.20)
b, =be™” =(x—p)(ip—¢*)-igp (4.21)
b, =b.e™ = 2ipx (4.22)

vektorleri ile ifade edilir.

Sonuc¢ 4.3

r’>-e

(4.4) ve (4.18) denklemleri kullanarak <X' b'>:<Xei‘”,2i¢Xei‘”> ic-carpimini

hesaplayalim:
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a=a, +ia,, b=> +ib, kompleks sayilariicin,
<aei"’,bei"’> = <(al +ia, )(cosp+ising),(b, +ib2)(cosg0+isinq))>
=((a,cosp—a, sing,a, sing +a, cosp), (b, cos p — b, sin , b, sin ¢ + b, cos )
=ab +a,b,
oldugundan
(ac”,be”) = (a,b) (4.23)
bulunur.

O halde (4.23) denklemi kullanilirsa,
(o) = (e 2055
= (X,2i¢X)
- 2<(jcl +ix, ), i ( X, +ix2)>
=255, ) (~5,, 5, )
= 2(—gpi, %, + iy, )
)

bulunur. Yani b, Coriolis-ivmesi X, relatif hizina diktir. o

(4.19) esitligi ile ivmelerin hizlardan farkli bir yapi ile birbirleri arasindaki iliski
verilmektedir. £ dizlemindeki X noktasinin Coriolis-ivmesi sifir oldugunda ancak

ivmelerde hizlardaki gibi benzer sekilde
b, =b; +b,
esitligine sahip olurlar.

Bununla ilgili asagidaki sonug verilebilir:
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Sonuc¢ 4.4

Kompleks diuzlemde, E/E' 1-parametreli dizlemsel hareket esnasinda E -hareketli

diizleminde hareketli X noktasinin Coriolis-ivmesi sifir ise E/E hareketi bir kayma

(oteleme) hareketidir ve bu ifadenin tersi de dogrudur.

ispat:

b, =2igxe’ =0

olsun. Bu durumda

=0

elde edilir. Bu ise ¢ nin sabit oldugunu, dolayisiyla E/E hareketinin bir kayma

hareketi oldugunu gosterir.

Tersine, E/E hareketi sadece bir kayma hareketi olsun. Buna gére ¢ =sabit

olacagindan b, =0 olacaktir.o

Simdi de bir E/E hareketi esnasinda, herhangi bir ¢ aninda, sabit diizlemde

stirtiklenme ivmesinin sifir oldugu noktalari yani ivme pollerini arastiralim:
Buna gore

b, =0

olmak lizere

(x—p)(ip—¢)e” —igpe” =0

esitliginden
i
X-p= ﬂz
p—@

elde edilir. Boylece ivme polii icin,

iop
.2

p—9

X=p+ (4.24)
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¢Pp_ . ¢P

X=p+
p §02+§04 ¢2+¢)4

elde edilir.

4.4 Yoriinge Egrisinin Agirlik Merkezi

B =E /E', 1-parametreli dizlemsel hareket ve ¢ e[to,tl] reel bir kapal aralik olsun.

Eger,

(4.25)

3]
+
~
I

p(t)+2m0, Vielt,t]

olacak sekilde en kiguk bir T >0 sayisi varsa, B =E /E' hareketine 1-parametreli
kapali diizlemsel hareket denir. Burada T kapali hareketin peryodu ve v de kapal

hareketin dénme sayisidir.

X noktasi hareketli E -dizleminde sabit bir nokta olsun. Yani x noktasi sabit bir
kompleks sayiise, X noktasi kapali bir B = E / E' hareketinde kapali bir egri gizer. Yol

elementini her defasinda d¢ kitle elementi ile ortilen yoringe egrisinin agirhk

merkezini S ile gosterelim.
Simdi S agirlik merkezini arastiralim:

Bu nokta sabit E£'-dizleminde

@xﬂ¢

S =
x ¢d¢

kompleks sayisi ile elde edilir. (4.1) ve (4.2) denklemlerinden

(4.26)

x'=u'+xe'” =(x —u)e’

elde edilir. Bu son esitlik (4.26) denkleminde yerine yazilirsa S, kompleks sayisi icin

¢ (j)(x —u)e'’d g B x@)e””d(p—(j)uei‘”dgo

T Jde §do

esitligi elde edilir.
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$e'vdp=0

ve

Cﬁdqo =2nv

oldugundan

S, =—L95ue“ﬂd¢=L<ﬁu’d(p (4.27)
2mv 2nv

olarak elde edilir.

Benzer sekilde d¢ kitle elementi ile értiilen (P’) sabit pol egrisi de S' adgirlik
merkezine sahip olsun:

Bu S’ noktasina karsilik gelen s’ kompleks sayisina Steiner noktasi denir ve bu nokta
icin,

$p'dp

§do

yazilabilir. (4.10) denkleminden p =u +i i’u

[ S A
s =8, +is, =

!

odugundan

<j‘>u’dq0+i<f>du’

§do

s'=5/+is) =
dir. Burada
T
(ﬁdu’zj.du’:u’g zu’(T)—u’(O)zo
0

ve
Cﬁdqo =2nv

oldugundan
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s’:L u'do (4.28)
2nv

olarak elde edilir. (4.27) ve (4.28) denklemlerinden

S, =s'
dir.
Teorem 4.5

Kapali bir B =E /E' hareketinin nokta yorlingelerinin yay elemenleri her defa kitle

elementi olan d @ dénme agisi ile ortiilirse, ortilen bu yoriinge egrileri sabit (P’) pol

egrisinin S’ Steiner noktasi ile ortak agirlik merkezine sahiptirler, [1] ve [3].
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BOLUM 5

1-PARAMETRELi DUZLEMSEL KOMPLEKS HAREKETLER ALTINDA ZARF
EGRILERI

E -hareketli dizleminde K egrisi tesbit edilmis olsun. 1-parametreli bir B =E /E'
hareketinde K egrisinin E'sabit diizleminde her ¢ igin farkli bir durumu vardir. K nin

E ' -sabit diizlemindeki bu durumlari genel olarak K ' gibi bir zarfa sahiptir.

Sekil 5.1 Zarf egrileri

K ve K' egrilerini en azindan degme noktalarinda diizguin egriler olarak kabul edelim,
K egrisi t aninda K' zarfina Y noktasinda degsin (Sekil 5.1). Buna gore, B =E /E'
hareketi esnasinda bu ortak Y degme noktasi hem K hemde K' lzerinde hareket

eder. B =E /E' hareketi esnasinda K egrisi V, vektorel hizi ile, K' egrisi ise V,

vektorel hizi ile gizilir.
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Y , K ve K' egrilerinin ortak degme noktasi oldugundan V,_ ile V, hiz vektorleri
ortak teget ile ¢akisirlar. Y noktasinin siriiklenme hizi V, vektéri olmak tzere;
V.=V, +V

oldugundan

Vf :Va _Vr

dir. Boylece, Y noktasinin siriiklenme hizina ait V, vektériide V, ve V, hiz vektorleri

ile ortak dogrultudadir. Ayni zamanda V., PY pol isinina diktir. Boylece asagidaki

teorem yazilabilir.
Teorem 5.1

Bir parametreli bir B =E /E' hareketinde zarfin normali, yani K ve K' egrilerinin

Y degme noktasindaki ortak normali daima P ani pol noktasindan gecer. O

Y noktasi P noktasindan farkli olduk¢a V;#0 ve dolayisiyla V, #V,_ olacaktir.

\A

Burada — = A sayisi hareketin yuvarlanma-kayma sayisi olarak adlandirilacaktir.

a

5.1 Zarf Egrilerinin Yuvarlanma-Kaymasi

K ve K' zarf egrilerini géz 6niine alalm. Ortak Y degme noktasi ¥, kompleks
sayisina karsiik gelen V_ vektérel hizi ile K egrisini kateder. Bununla birlikte
Y noktasi ¥, kompleks sayisina karsilik gelen V, vektorel hizi ile K 'egrisini gizer. Bu

hiz vektorleri icin,

V. =2V,
veya
Y, =Ay,, Y.=2y, (5.1)

bagintilari saglanir. Bununla birlikte K ve K' egrilerinin degmesi ifade edilmistir. A

daha 6nce bahsedilen yuvarlanma-kayma sayisini gosterir. (5.1) denklemi

Y, =AY, Yo Y.y, =4y, (5.2)
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seklinde de yazilabilir. (5.2) denkleminde hizlarin daha 6nceki bélimlerde elde edilen

ifadeleri yerine yazilirsa,
y=2(y+ig(y-p))

ve

2=y -ip(y'-p)

elde edilir.

(5.3)

(5.4)

K , E -hareketli duzleminde herhangi bir egri ve K' buna ait E'-dizlemindeki zarf

egrisi ise, bu durumda A yuvarlanma-kayma sayisi genel olarak ¢ zamani ile degisir

yani, A= A(r) dir. Tersine, Ay ¢t zamaninin keyfi fonksiyonu olarak énceden alabilir

ve hareket esnasinda /’L:/l(t) yuvarlanma-kayma sayisi ile birbiri Gzerinde

yuvarlanarak kayan bitiin K , K' zarf egri giftlerini bulabiliriz. Bunun icin en son elde

edilen (5.3) ve (5.4) kompleks diferensiyel denklemlerinden herhangi birini integre

etmek yeterlidir. (5.3) denklemini ele alalim:

(5.3) denkleminden

y=2A(y+ig(y-p))
=4y +2i¢(y—p)

yazilabilir. Buradan,

y-Ay=2i¢(y-p)
y(1-2)=2i¢(y—-p)

elde edilir. Boylece,

lfl ip(y-p), (% =L denilirse)

y:
y=iLo(y-p)

lineer diferensiyel denklemi bulunur.

Simdi buldugumuz lineer diferensiyel denklemini ¢ozelim:

y=iLoy—iLop veya y—iLgy=—iLop
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yazilabilir. Buradan,
¢(t):IL¢dt ve N(t):e_ijwdt:e‘“" olmak (zere yukaridaki diferensiyel

denklemin son halinin her iki tarafi, N (t)=e_iIL¢dt =e "’ile carpilirsa,

i¢

e y—eiLoy=—iLgpe "’

elde edilir. Buradan,

!

(e"i¢y) =—iLgpe ™!
dir. Boylece,
ey = —iIqup e_i¢dt+AO

yazilabilir. Buradan aranilan K egrileri

_ ~i [Lgp e dt+4,
—id

y
e

veya

y:—iei¢J.Lp e dp+A,e”

seklinde elde edilir.

Not: A, sabitinin ézel bir se¢cimi ile K egrisinin herhangi bir t =t, aninda y =y,

noktasina karsilik gelen keyfi Y , noktasindan gegtigini ve bu noktadan sabit diizlemin

K' egrisine tedet oldugu nokta elde edelir. Yani elde edilen K edgrilerinden, K " egrileri

elde edilebilir.

Benzer sekilde (5.4) denklemi de

1
'!=-‘Ll _/ LI=_=L 1
y=igL'(y p),( - +j

seklinde bir lineer diferensiyel denklem olarak yazilabilir. Ayrica K ' egrileri
y' :—z’eWJ.L’p’ e dp+Ale’
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seklinde de elde edilir. Burada,
§=[Ldp=¢+¢
dir.

5.2 Yuvarlanma-Kayma Sayisinin Geometrik Karakteristigi

y=i¢gL(y —p) ve y' = iq')L’(y’—p’) formdllerini, sirasiyla, P, P' ye gbre ¢ozersek,

p—y+‘—ly —y+iyl;/l
Lo Ap
ve
poy oy 2
L'¢ A

bagintilari elde edilir. Yani, B =E /E' hareketi esnasinda (P) ve (P’) pol egrilerini
birbiri Uzerinde A yuvarlanma-kayma sayisi ile yuvarlanarak kayan K ve K'

egrilerinden elde edebiliriz. Burada ¢ agisal hizini baska bir sekilde ifade edelim.

K ve K' egrilerinin yay uzunluklari, sirasiyla, s, s’ ve Y ortak degme noktasinda

her iki koordinat sisteminin reel ekseni ile sirasiyla, y, x' acilarini olusturan bir
tegete sahip olsunlar. Fakat her iki sistem birbirine gére ¢ acisi kadar déndirilmus
oldugundan

2=x+o

bagintisi vardir. Bu bagintinin ¢ ye gore tirevini alinirsa

dyds' dyds de

_— =4

elde edilir. Burada dy, K egrisinin; dy', K' egrisinin kotengenz agisi olarak

bulunur. Budurumda K ve K' egrilerinin Y ortak degme noktasindaki egrilikleri

dx_ a7 _ 1

1
& = p & o)
olarak elde edilir. Yuvarlanma-kayma hareketine ait
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§=B 8 s
de " dt

bagintisini géz 6niinde tutarsak acisal hizi

gb:c;—;o:%(lc’—/lx):s"(zc'—/lx)

seklinde buluruz. Bunu pol egrilerinin ifadesinde yerine koyarsak

P=y+i -4 dl

k' — Ak ds (5.5)
P/:yl j l_j' dL

k' — Ak ds'

olarak elde edilir.

Teorem 5.1

B =E /E' hareketinin, K ve K' zarf egri ¢ifti, K ve K'egrilerinin Y ortak degme
noktalarinin bu egrileri katettikleri hizlarin /’L:/l(t) oraninin (yuvarlanma-kayma

sayisinin) daha o6nceden verilmesi ile bellidir. Hareketin pol egrileri (5.5) formilleri

yardimiyla K ve K 'egrilerinin k¥ ve k' egrilikleri yardimiyla elde edilir.

Simdi A yuvarlanma-kayma sayisinin dért noktanin ¢ifte orani olarak ifade

edilebilecegini gdsterelim:

dy
ds

= ‘% =1 (Yay uzunluguna gore tiirev teget birim vektori verir)
S

oldugundan dolayi (5.5) ifadelerinden Y noktasinin pol uzakhgi

_ 12 =pp’(l—),)
K- p-Ap

n=ry

dir. Bu ifadeyi A ya gore ¢ozersek
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pt8 D
n-p p

elde edilir.
n-p'=PX', n—-p=PX, p'=XY, p=XY
uzunluklari géz 6niinde bulundurulursa A dort noktanin gifte orani olarak

PX' XY
lz—:—z(PYX’X)
PX XY
seklinde yazilabilir. Boylece asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 5.2

A yuvarlanma-kayma sayisi dort noktanin cifte orani olarak gosterilebilir. Bu noktalar

P donme polii, K ve K' egrilerinin Y degme noktasi ile K ve K' egrilerinin Y

degme noktasindaki X ve X ' egrilik merkezleridir, [1], [3].
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BOLUM 6

KOMPLEKS DUZLEMDE YUKSEK MERTEBEDEN iVMELER VE iVME POLLERI

6.1 Yiiksek Mertebeden ivmeler

Kompleks dizlemde, E/E' 1-parametreli duzlemsel hareket esnasinda X, E-
hareketli diizleminde sabit bir nokta olsun. Bu noktayi kompleks x sayisi ile gosterelim.
Bu nokta hareketli diizlemde sabit oldugundan E’-sabit duzleme gore hizi (mutlak hizi)

striiklenme hizina esittir. Bu hiz ise,

X = +ig(x —u') (6.1)
bagintisi ile ifade edilir. Bu ifadenin ¢ ye gore tlrevini alarak X noktasinin

X =i +ig(x —u')+ig(X —u')

striiklenme ivmesini buluruz. (6.1) denklemindeki X nin degerini bu esitlikte yerine

yazarsak
X =i +(ig+ipip)(x —u') (6.2)

bulunur. (6.2) esitliginin bir defa daha tirevini alarak 3.mertebeden hiz (2. mertebeden

ivme) vektori icin
X =i+ (i — 200 (x' —u') + (i +ip i) (X' —')
elde edilir. Eger (6.1) denklemindeki X nin degerini bu esitlikte yerine yazarsak,

¥ =+ (- 200) + 1~ ¢7)ig) (x' ~w') )
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elde edilir. (6.3) ifadesinin bir defa daha tirevini alarak 4.mertebeden hiz (3.

mertebeden ivme) vektori

¥ = ((i%)— 36° =360 — 316" ) + (i — 39— i(,b3)i(p](x’ —w) (6.4)
seklinde elde edilir. (6.1) denklemindeki (X’—u’) nln katsayisina ¢ denilirse;

¢/ =ip#0,

(6.2) denkleminde (x'—u') niin katsayisina ¢, denilirse;

$=i¢+igpip=¢+44,

(6.3) denkleminde (x'—u') niin katsayisina ¢] denilirse;

¢, :((i¢'—2¢¢)+(i¢—¢z)i¢) =6, +4,9/,

ve (6.4) denkleminde (X’—u’) nlin katsayisina ¢, denilirse,
] . (4) 3v) o ees e D e . eee o e o e 3N - i’ o
¢, =| (0 9=3¢" =30p =3i¢°P)+ ([ § =3pP—i P )i |=d; + iy,

elde edilir. (Calismamiz boyunca ¢’ = ¢5};_1 +¢' ¢/ #0 oldugu kabul edilecektir.)

Benzer sekilde ardisik tlirevler alarak yiksek mertebeden ivmeler elde edilir. (n-1).
mertebeden ivme n. mertebeden hiza esittir. Dolayisiyla yiksek mertebeden ivmelere
ayni zamanda yilksek mertebeden hiz da denilebilir. Boylece asagidaki teoremi

verebiliriz:
Teorem 6.1
Kompleks duzlemde E/E'; ¢ donme agili, 1-parametreli diizlemsel hareket olsun.

)
! [ ! ! !
¢ =ip, ¢,=1, X =x" ve

¢, = ¢';;-1 +¢,.,4/ %0, (6.5)

olmak Uzere hareketli dizlemdeki sabit bir x noktasinin yliksek mertebeden ivmeleri

icin
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(n)  (n)
X' =u'+¢ (x'—u') (6.6)

bagintisi mevcuttur [1], [3].

ispat

ispatimizi timevarim yoluyla yapalim.

n=1,n=2,n=3 ve n=4 icin teoremin dogru oldugu yukarida gosterilmistir.

Simdi n=k icin (6.5) ve (6.6) esitliklerinin dogru oldugunu kabul edip n=k+1 igin
: (k)
dogrulugunu gosterelim. Yani ¢, =¢, ,+¢, ¢/  ve x' =u'+ ¢,§(x’—u’) olsun.

Eger bu son denklemin bir defa daha tirevi alinirsa

(k+1)  (k+1) |
x' = +¢,:(X'—u')+¢,: (X'—l'l')

elde edilir. Ayrica (6.1) denkleminden X' nin degeri bu esitlikte yerine yazilirsa,

(k+1)  (k+1)

X =u +(¢,: +¢,§¢]’)(X'—u')
elde edilir. Buradan,

(k+1)  (k+1)
X =u +¢ (x'—u')

oldugu gorulir.o

6.2 Yiiksek Mertebeden Poller

p'=p, donme polunu suriklenme hizinin sifir olmasiyla yani, X noktasi E -
dizleminde sabit olmak lzere X} =% =0 olmasiyla tarif etmistik. Buradan (4, #0

oldugu g6z 6nilinde bulundurulursa)
X=p,=u-——=

oldugunu biliyoruz.

p, ivme polii ise, X =0
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veya
X :ii'+(i¢5—(/>2)(x' —u')=0

olmak tzere

elde edilir. Dolayisiyla p’, ivme pollne

L} A} l.i'
p,=u ——+
kompleks sayisi karsilk gelir.

!

Benzer sekilde (n—1). mertebeden ivmenin sifir oldugu p, noktasina (n-1).

(n)

mertebeden ivme polii (yada n. mertebeden hiz polii) denir ve bu pol x'=0 olmak

Uzere

p,=u"—— (6.7)

(n)

elde edilir. Buradan u’ nin degeri bulunup (6.6) denkleminde yerine yazilirsa, (6.6)

denklemi pol noktalari cinsinden

(n)
x=¢,(x'-p,) (6.8)

seklinde yeniden diizenlenebilir.

Simdi, (6.7) denklemi ile verilen, diizlemsel hareket esnasinda E' diizleminde ki yiiksek
mertebeden ivme polii ve (6.8) denklemi ile verilen yliksek mertebeden hiz vektériiniin

E hareketli diizleminde ki karsiliklarini ifade edelim:

p=p, doénme polini suriklenme hizinin sifir olmasiyla yani, X noktasi E-

dizleminde sabit olmak tzere X; =0 olmasiyla tarif etmistik.
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x=X, =u'e™ +ipx
olmak lizere

we ™ +ipx =0
esitliginden,

—u’

=—e
A

—l(p

X=p,

elde edilir. p, ivme poll ise X =0 olmasiyla elde edilir.

!

x=x'e " =ii'e™ + (Z(p ¢’ )(x’ —u')e™
ve x=(x'—u')e™ oldugundan, x=X'e™ =ii'e” +¢;x bulunur. Buradan,

—ii’

_’ e
¢,

—ip

X=p, =

elde edilir. Benzer sekilde (n—l). mertebeden ivmenin sifir oldugu p_, noktasi yada

(n)
(n—1). mertebeden ivme polinii x =0 olmasiyla elde edilir:

(n) (n2 — i (n2 —i ' ' ' —
x=xe"’=ue”+¢ (xX'-u')e™

(m) ()

™ oldugundan, x =u’e™ +¢'x bulunur. Buradan,

ve x=(x'—u')e

x=p,=——e " (6.9)

elde edilir. Boylece (4.13) formiiliiniin genellestiriimesinde (6.8) yerine

(n)
X=¢ (x—pn) (6.10)

ifadesi yazilabilir.o

(6.8) bagintisindaki kompleks bliyiikliiklerimizin mutlak degerini alir, X noktasinin P,

poliinden uzakhginin |X’ —p. | ile ifade edilirse asagidaki teoremi ispatsiz verebiliriz:
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Teorem 6.2

Yiksek mertebeden ivmelerin mutlak degeri, X noktasinin ilgili mertebeden ivme
poliinden uzakligi ile orantilidir ve merkezleri bu pol olan daireler tGizerinde ayni degeri

alir.o

(6.8) de P'X' vektériine karsilik gelen x'—p! kompleks sayisi X noktasindan bagimsiz
olan ¢, kompleks sayisi ile ¢carpildigi icin asagidaki teorem verilebilir:
Teorem 6.3

Her ¢ aninda hareketli diizlemin bitiin X noktalarinin yiksek mertebeden ivme

vektorleri pol isinlari ile ayni aciyi teskil ederler.
ispat:

Kompleks bir carpan ile carpma koordinat sisteminin ilk durumundan bir donme-uzama

(donme+uzama) sina karsilik gelir.

Her bir X noktasinda bu noktaya ait yiksek mertebeden ivme vektorlerini olusturur
ve bu vektorleri X noktalarn etrafinda sabit aci kadar dondirirsek, bu takdirde

dénmiis olan bu vektorlerin hepsi, ilgili mertebeden ivme pollini gosterir.o
Ozel Durumlar
(6.1) ve (6.2) teoremlerini n=1 ve n=2 06zel durumlari icin aciklayalim:

i) n=1igin ¢ =i¢ tam sanal olup hizlar pol iginlarina diktirler.

ii) n=2 igin hareketli dizlemimizin X noktalarinin 1.mertebeden ivmeleri elde edilir.

Bu ivmelerin dagilimi asagidaki sekilde verilmistir:

a) p, ivme poliinde ivme sifirdir.

b) p, merkezli daireler (zerindeki ivmeler ayni mutlak degere sahip ve dairenin

yaricapi ile orantilidir.

c)ivmelerin P,X pol isini ile teskil ettikleri v agisi ¢ =i¢p—¢" kompleks sayisinin

arglimenti ile tanimlanir ve genel olarak ¢ zamanina bagli olup
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o d

tanl// =7 =7

Q- dt

ile verilir [1], [3].
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BOLUM 7

KOMPLEKS DUZLEMDE TERS HAREKETIN YUKSEK MERTEBEDEN iVMELERI
VE iVME POLLERI

7.1 Ters Hareket Altinda Yiiksek Mertebeden ivmeler

Bir parametreli bir B=FE/E' hareketinin B'=E'/E ters hareketi bolim3 de

X=u+xe” (7.2)

denklemi ile tarif edilmisti. B'=E'/E ters hareketi esnasinda X, E'-duzleminde
sabit bir nokta olsun. Bu noktayr kompleks x’ sayisi ile gosterelim. (7.1) denkleminden
t'ye gore ardisik tirevler alarak FE -dizlemine gore yiksek mertebeden ivmeler

(yUksek mertebeden hizlar) bulunur. Buna (7.1) denkleminin tirevini alirsak
x=u—ipx'e™” =u—ip(x—u) (7.2)
hizini, bu ifadenin ¢ ye gore tirevini alarak X noktasinin

X=i—ip(x—u)—ip(x—u)

ivmesini buluruz. (7.2) denklemindeki x nin degerini bu esitlikte yerine yazarsak

X = Ui +(—i¢p + (—ip)(—ig) ) (x —u) (7.3)

bulunur. (7.3) esitliginin bir defa daha tirevini alarak 3.mertebeden hiz (2. mertebeden

ivme) vektori icin
X =1 — (i + 20¢) (x—u) - (i + ¢ ) (x— )

elde edilir. Eger (7.2) denklemindeki x nin degerini bu esitlikte yerine yazarsak,
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X =W+ (=i — 26) + (=i — " )(~ip) ) (x— ) (74)

elde edilir. (7.4) ifadesinin bir defa daha tirevini alarak 4.mertebeden hiz (3.

mertebeden ivme) vektori
) (4) .0 cees C e D e e . .3 ..
X = u+| (=i =3¢ =30p +3i9°¢) + (—ip = 39¢ + i’ )(—ip) |(x—u) (7.5)

seklinde elde edilir. (7.2) denklemindeki (X—u) niin katsayisina ¢, denilirse;
¢ =—ip+#0,

(7.3) denkleminde (x—u) niin katsayisina ¢, denilirse;

b, ==+ (-i9)N-i9)=0,+44,,

(7.4) denkleminde (x—u) niin katsayisina ¢, denilirse;
¢, = ((—i @ =200)+(—i §—@*)(~i ¢)) =¢,+ 0,9,

ve (7.5) denkleminde (X—u) niin katsayisina ¢, denilirse,
¢, =| (i 9=3¢" =30 +3ip°P)+(—i ¢ =39P+i P )i @) |= ¢, + 4, ¢,

elde edilir. (Calismamiz boyunca ¢, = ¢5n_1 +¢, ¢ # 0 oldugu kabul edilecektir.)

Benzer sekilde ardisik tlirevler alarak yiksek mertebeden ivmeler elde edilir. (n-1).
mertebeden ivme n. mertebeden hiza esittir. Dolayisiyla yliksek mertebeden ivmelere
ayni zamanda ylksek mertebeden hiz da denilebilir. Boylece asagidaki teoremi

verebiliriz:
Teorem 7.1

H'=E'/E ters hareketi esnasinda; —¢p donme agcili, 1-parametreli duzlemsel ters

hareket olsun.

(0)
¢ =-ip, ¢,=1, X=X ve

9, = ¢n-1 +¢,.,9,#0, (7.6)
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olmak Uzere sabit duzlemdeki, sabit bir x' noktasinin yiksek mertebeden ivmeleri icin

X = u+4,(x—u) (7.7)

bagintisi mevcuttur [1], [3].

ispat

ispatimizi timevarim yoluyla yapalim.

n=1,n=2,n=3 ve n=4 icin teoremin dogru oldugu yukarida gosterilmistir.

Simdi n=k icin (7.6) ve (7.7) esitliklerinin dogru oldugunu kabul edip n=k+1 igin
: (k)
dogrulugunu gésterelim. Yani ¢, =¢, , +¢, 4  ve X =u+g, (x—u) olsun.

Eger bu son denklemin bir defa daha tirevi alinirsa

(k+1) (k1)
X =1u +¢k(x—u)+¢k()k—l'1)

elde edilir. Ayrica (7.2) denkleminden x nin degeri bu esitlikte yerine yazilirsa,

(k+1)  (k+1)

X = u +(¢k+¢k¢])(x—u)

elde edilir. Buradan,

(k+1)  (k+1)
X = u+¢, (x—u)

oldugu gorilir.o

7.2 Ters Hareket Altinda Yiiksek Mertebeden Poller

Surtklenme hizinin sifir oldugu yani x =0 olan noktalari arastiralim;

x=u-ip(x-u)=0

X=q, = u—g (¢, # 0 oldugu goz 6niinde bulundurulursa)
1

q, ivme poli ise, X=0

veya
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i:ii+(—i¢5—(/>2)(x—u)= 0
olmak Gzere

i

X=u————
~ig— ¢’

elde edilir. Dolayisiyla q, ivme poliine
q,=u——

kompleks sayisi karsilk gelir.

Benzer sekilde (n—l). mertebeden ivmenin sifir oldugu

mertebeden ivme polii (yada n. mertebeden hiz polii) denir ve bu pol

Uzere

(")
q,=u--—

¢,

(n)

noktasina (n-1).

x =0 olmak

(7.8)

elde edilir. Buradan u nin degeri bulunup (7.7) denkleminde yerine yazilirsa, (7.7)

denklemi pol noktalari cinsinden

(n)
x=¢,(x-q,)

seklinde yeniden diizenlenebilir.

q, polinin E' diizleminde ki karsiligi:

7.3 ¢, ve ¢ Fonksiyonlari Arasindaki Baginti

n=1,n=2,n=73 icin dogrudan asagidaki bagintilar bulunur:
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b,=0,,0,=9,. (7.11)
Simdi bu esitliklerin n icin dogru olduklarini kabul edip (n + 1) icin ispat edelim:

¢, =¢  olsun. Buradan bir defa daha tiirev alinirsa

¢n+l = ¢.n +¢n¢l = ¢.}’: +¢_}”l¢_1’ = ¢V’l+l
elde edilir. Boylece (7.11) denkleminin dogrulugu ispat edilmis olur.

Simdi €” ve e fonksiyonlarinin t zamanina gére ardisik tiirevlerini alalm:

d .
_ezgp — ¢]rez<p

dt

2

iop [ 11 12\ ip _ 41 ip
_dtze —(gb]+¢] )e =@, e

ve genel olarak

dn
dt"

e’ =g’ e’ (7.12)

yazilabilir. Benzer sekilde,

dn —ip —ip

e’ =Qe 7.13
P ®, (7.13)
elde edilir.

(7.12) ve (7.13) denklemlerinden

o qn
¢, =e"—e" ve ¢ =€’ ——e"
dt dt

yazilabilir.

n

dt"

. . d" n (n (k) (n—k)
(€” e”) =0 oldugundan ve Leibniz formiilii geregince e (u,v)= P
0

k=

(n) o e(n), .,
ko(k]@@_k —;(k]%%_k =0
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elde edilir.

7.4 P ve Q, ivme Polleri Arasindaki Baginti

(6.7), (6.8), (7.8) ve (7.10) denklemlerinden

p __ie_iw p’ —u’_i
g " 9,
(n) (n)
qn:u_i’ q;:_iekp
¢n ¢n
yazilabilir.

(7.13) ve Leibniz formli yardimiyla

elde edilir. (7.15) in ikinci formla kullanilirsa

(n) (n)
u —z q, 9. 9., ve q,=0 ve g; =u' oldugundan u’ igin

(n
u' =u'd, +2( ]Qk(bk Di

ifadesi yazilabilir.

(7.14) Gn ikinci formiliinden ve (7.16) dan,

, 1<
P, = ¢ kl{ ] q by

yazilabilir. Benzer sekilde,

1 &(n ,
pn :__, - k qk ¢k¢n—k'

(7.14)

(7.15)

(7.16)

(7.17)

(7.18)

(7.19)



ve

! 1 - n ! !
qn :_Ek:] (k]pk %D, (7.20)

denklemleri elde edilir. Béylece B=E/E' hareketinin B'=E’/ E ters hareketinin P,

ve O, ivme polleri arasindaki baginti elde edilmis olur.
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BOLUM 8

KOMPLEKS DUZLEMDE PARAMETRE OLARAK DONME ACISI

B=E/E', 1-parametreli diizlemsel hareketin ¢t e/ parametresi yerine, parametre

olarak ¢ agisinin segilmesiyle bolim6 ve bolim7 da verilen denklemlerde biyik
sadelikler elde edilir. Bu takdirde ¢ ddnme agisi hareketimizin bir dogal parametresi

rolind almis olur.
¢, =ip, ¢ =—ip olmak lizere, @ =1 igin ¢ =1 oldugundan,
¢1¥ =1

elde edilir. Benzer sekilde islemlere devam edilirse

¢, =—1=1i"

=i’

ve

¢, =1" (8.1)

(8.2)
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yazilabilir. p_ ivme polu igin ise, (6.9) denkleminden

p,=——e’==i"u'e” (8.3)

(n)
ifadeleri elde edilir. Boylece x' igin

(n)  (n)
X =u+i" (x' —u') (8.4)

yazilabilir. Bu ifadeyi p;, cinsinden tekrar diizenlersek

(n)
X =i" (x'—p'n) (8.5)

elde edilir. Buradan

()

x =i"7(p, —x')

veya

p;=f+f”$2 (8.6)
bulunur.

Bir vektorl i ile carpmanin, baslangic etrafinda +7/2 acisi kadar donmeye karsilik

geldigini dislinlrsek asagidaki teoremi verilebilir:
Teorem 8.1

Donme acisi parametre olarak secilen bir 1-parametreli diizlemsel kompleks hareket
esnasinda hareketli dizlemin herhangi bir sabit X noktasina (2—n)7t/2 acisi kadar

(n)
dondirilmis 7. mertebeden x tirev vektori eklenirse, bu toplam vektdriniin ug

noktasi (n—l). mertebeden p’ ivme poliine karsilik gelir [1].
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BOLUM 9

LORENTZ DUZLEMINDE 1- PARAMETRELi DUZLEMSEL HAREKET

Bu bolimde, Lorentz dizleminde 1-parametreli diizlemsel hareket tanimlandiktan
sonra, bu hareketin hizlari, ivmeleri ve pol noktalarini elde edip, aralarindaki iliski

verilecektir.

Lvel (L:L’:Lz) sirasi ile hareketli ve sabit Lorentz dizlemleri olsun. Bu
dizlemlerde tesbit edilen sirasi ile {O;l,,lz} hareketli koordinat sistemini

{O';1,1,} sabit koordinat sistemi tizerinde hareket ettirelim.

Sekil 9. 1 Lorentz diizleminde 1-parametreli diizlemsel hareket
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00 =u=ul, +u,l, (9.1)

yazilabilir. Eger, bu hareket esnasinda [ =[(t),u,=u,(t), p=0(r) (1<i<2)
fonksiyonlari ¢ nin birer diferensiyellenebilir fonksiyonlari ise bu harekete
{0;1,,1,} hareketli koordinat sisteminin {O';1},1,} sabit koordinat sistemine gére ve
dolayisiyla L-diileminin L' -diizlemine gére hareketine Lorentz diizleminde 1-
parametreli diizlemsel hareket denir ve B=L/L’ ile gosterilir, [3]. Buradaki “¢”

parametresi genel olarak zaman parametresi olarak alinir.

0=0 r

Sekil 9. 2 Lorentz diizleminde baslangi¢ noktalar1 ¢akisik olan koordinat sistemleri
O=0" oldugu zaman, I, ve [, vektorleri, I, ve I, dogrultularinda bilesenlerine
ayrilabilir ve buradan

I, =cosh¢ I} +sinhg [, (9.2)
I, =sinh¢ I} +cosh o [, '

esitlikleri elde edilir, (Sekil 9. 2).

Dizlemin bir X noktasi hem hareketli sistemdeki (x],xz) koordinatlari ve hem de

sabit sistemdeki (x]’,x;) koordinatlari yardimiyla géz 6niine alinabilir. Buna goére her iki

sistemde, X noktasina ait konum vektorleri icin
x=0X=xl,+x,l,

X'=0'X=x]l}+xll,

yazilabilir. Boylece

56



0'X=0'0+0X=-00'+0X
veya

x :x—u:(x]—u])l,+(x2—uz)l2 (9.3)

vektorel denklemi elde edilir. Bu denkleme 1-parametreli diizlemsel hareketin vektorel

denklemi denir. Buradan,
xl, +x,l, = (x] —ul)l, +(x2 —uz)l2
esitliginin 7, ve I, ile ig-carpimi sonucunda,

x, = (x, —u, )cosh @+ (x, —u, )sinh ¢
x, =(x, —u, )sinh @ +(x, —u, )cosh ¢

veya
x{ = (x, cosh ¢ + x, sinh @) + (—u, cosh ¢ —u, sinh ) (0.4)
x, =(x, sinh @ + x, cosh @)+ (—u, sinh ¢ —u, cosh ) -

bulunur. Buifadeye B =L/L' hareketinin kartezyen denklemi denir. Bu son esitlik

{xl’ } _ {coshqp sinh q)} {xl }{ao}

X, sinh @ cosho || x, | |5,
veya

X'=4X+C

seklinde matris formunda da gosterilebilir.

Tiirev Denklemleri

Hareket esnasinda bir X € L noktasinin her iki L ve L'-dizlemlerine gore hizlarini

arastirmak icin 6nce hareketimizin tirev denklemlerini teskil edecegiz. Bunun igin (9.2)

denklemlerinin, 7,, I, vektorlerini sabit kabul ederek, ¢ zamanina gére tirev alinirsa,

% =1, = ¢psinh gl + ¢ cosh ol = ¢(sinh o] + cosh pl})
dlZ M . ’ . . ’ . ’ : !
7y =1, =¢coshol, +¢sinhol, = (p(cosh ol +sinh qolz)
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bulunur. Buradan kisaca
il :¢lz , iz = ¢11 (9.5)
yazilabilir.

Benzer sekilde (9.1) denkleminin ¢ ye gore tiirevi alinirsa,

%: v=ul, +ul, +i,l, +u,l,

elde edilir. i, ve iz nin (9.5) deki degerleri burada yerine yazilirsa

i = (1, +u,@) 1, + (1, +u, @)1, (9.6)

bulunur. (9.5) ve (9.6) denklemlerine B = L/ L hareketinin tiirev denklemleri denir.

9.1 Hizlar ve Hizlarin Terkibi

L -duzlemi L'-dizlemine gore 1-parametreli hareket yaparken, bir X noktasi da
hareketli L -dizlemindeki yerini ¢ zamani ile degistirsin. Bu durumda, bu iki hareket

esnasinda noktanin hizlarinin nasil terkip edildigini arastiracagiz.
Tanim 9.1

X noktasinin L -dizleminde hareket ederken sahip oldugu hiz vektorine, yani X
noktasi L -deki yoriingesini cizerken sahip oldugu vektorel hiza X noktasinin relatif

(izafi) hizi denir ve V_ ile gosterilir. Bu hiz

x=xl,+x,,

denkleminden [, ve I, yisabit tutup tlrev alarak

V. =xl,+xl, (9.7)
seklinde bulunur. Eger X noktasi E -de sabit ise V. relatif hizi sifirdir [4].

Tanim 9.2

X noktasinin L' -diizlemine gore sahip oldugu hiz vektoriine X noktasinin mutlak
hizi denir ve V, ile gosterilir. (9.3) denkleminin ¢ ye goére tlrevini alirsak V, icin
asagidaki ifade bulunur:
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V,=x"= (% —i )1, +(x, —u) ), +(%, — i, ) 1, +(x, —u,) .

a

Burada I, ve I, nin (9.5) deki degerleri dikkate alinirsa

V, ={-it, —(u, —x,) @} I, +{~ii, —(u, — x, ) @} I, + X, + e,

veya

V, ={~it, —(u, = x,) @} I, + {1t (0, = x,) @} I, +V,

elde edilir. Burada

V, ={=it,—(u,—x,) @} I, + {~it, —(u, = x,) 9} 1, (9.8)

vektoriine X noktasinin siiriiklenme hiz vektorii denir [4].

O halde hizlarin terkibine ait su teorem verilebilir:
Teorem 9.1

B=L/L"; Lorentz dizleminde 1-parametreli dizlemsel hareketi esnasinda eger
X € L noktasi her iki sisteme gore hareketli ise X € L noktasinin hiz vektorleri

arasinda

V,=V,+V, (9.9)
bagintisi vardir [4].

Tanim 9.3

Donme agisinin C;—('D =@ turevine B =L/ L' hareketinin agisal hizi denir.
t

Bundan sonra sirf 6teleme hareketinden kaginmak igin ¢ # 0 kabul edecegiz.

9.2 Do6nme Polii ve Pol Egrileri

Simdi B=L/L' hareketinin her ¢ aninda suriklenme hizi sifir olan noktalari

arastiralim:
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Boyle noktalar, ¢ aninda, yalniz hareketli L -dizleminde degil ayni zamanda sabit L'-

dizleminde de sabit bulunmak zorundadir. O halde
V., =0

olacagindan (9.8) denkleminden

i +(u,—x,) =0, 1, +(u,—x,)p=0

elde edilir. @ #0 olduguna gore bu iki denklem her zaman tek tlrli ¢6zilebilir. Bu

¢ozumler p, ve p, olmak lzere,

2 duZ
D =x=ut :u]+d_
¢ CZ (9.10)
Py =X, =u, + ]_u2+_]
¢ do
bulunur [4].
Tanim 9.4

OP=p=pl, +pl,

yer vektorine karsilik gelen P :(p],pz) noktasina B=L/L' hareketinin ¢ anindaki
pol(kutup) noktasi, donme polii veya ani donme merkezi denir.

Bundan dolayi su teorem verilebilir:

Teorem 9.2

Acisal hizi sifir olmayan bir 1-parametreli diizlemsel hareket esnasinda, her ¢ aninda
striiklenme hizi sifir olan yani her iki dizlemde de sabit kalan bir tek nokta (pol

noktasi) vardir.o

P pol noktasi yardimi ile herhangi bir X noktasinin 'V, siriiklenme hizi asagidaki

sekilde de yazilabilir:

Bunun i¢in (9.10) denkleminden
a]Z(pz—uz)gb ’ aZZ(p]_u])gb

60



ifadeleri hesaplanir ve (9.8) denkleminde yerine yazilirsa,
vV, :{(xz—pz)l,+(x]—p])lz}gb (9.11)

elde edilir.

X noktasinin siiriiklenme hizinin bu son ifadesi kullanilarak asagidaki 6nemli sonug ve
teoremler verilebilir:

Sonu¢ 9.1

P poliinden X noktasina giden pol isininin

PXz(x] _p])ll+(x2 _pz)lz

vektorl V; ye Lorentz anlaminda diktir; ¢linki

<PX>Vf> = {(xz _pZ)('xl _p])_('xl _pl)(xz _pz)}¢ =0
dir. Yani pol 1sin1, hareketin her ¢ aninda striiklenme hizina Lorentz anlaminda diktir.
Sonug¢ 9.2

V; vektoriiniin uzunlugu icin su baginti vardir:

”Vf” = \/‘(xz —P )2 —(x] — P )2

=[Px]l¢|

9

Teorem 9.3

B=L/L"; Lorentz anlaminda 1-parametreli diizlemsel hareket esnasinda hareketli L -

dizleminin her X noktasi, ¢t aninda, P (pol noktasi) merkezli ve ¢ agisal hizli bir

Lorentz donme hareketi yapar.

Teorem 9.4

B=L/L"; Lorentz anlaminda 1-parametreli diizlemsel hareket ¢ aninda, hareketli L -

dizleminin P ani dénme poli etrafinda ¢ agisal hizi ile ddnmesinden olusur.
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Teorem 9.5

B=L/L"; 1-parametreli dizlemsel hareket esnasinda L -diizleminin X noktalarn, L'-

dizleminde yoriinge normalleri, P donme pollinden gecen, yoriingeler gizerler.
Tanim 9.5

Her ¢ aninda bir P dénme polii olacagindan B hareketi esnasinda P pol noktasi her

iki L ve L'-duzlemlerinde gesitli konumlarda bulunur. P noktasinin hareketli L -

dizlemindeki yeri genel olarak bir egridir. Bu egriye hareketli pol egrisi denir ve (P)

ile gosterilir. P noktasinin L'-duzlemindeki geometrik yerine ise sabit pol egrisi denir

ve (P') ile gésterilir.o

simdi pol hizlarini, yani (P) ve (P') pol egrilerini ¢izen P noktasinin hizlarinin
arastiralim:

Dénme polinin V; =0 oldugu noktalar oldugunu daha 6nce séylemistik. Buna goére

(9.1) teoreminden, X = P noktasl icin
Va :Vl‘

bulunur.

Buna gére asadidaki teorem verilebilir:
Teorem 9.6

L' -sabit ve L -hareketli diizlemlerdeki pol egrilerini cizen P dénme poliinin her ¢

anindaki hizlari birbirinin aynisidir.o

Bu teoremden dolayl, her ¢ aninda (P) ve (P') pol egrileri P ani dénme poliinde

birbirine tegettir ve

ds'=\V,|dt =|V,|dt =ds

VI‘
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oldugundan P donme poli dt zaman araliginda her iki pol egrisi lizerinde esit

uzakhklar

kat eder.

Béylece asagidaki teorem ifade edilebilir:

Teorem 9.7

Lorentz anlaminda 1- parametreli dizlemsel B=L/L’ hareketinde L -dizleminin (P)
hareketli pol egrisi L'-sabit duzleminin (P’) sabit pol egrisi lizerinde kaymaksizin

yuvarlanir.

9.3 ivmeler ve ivmelerin Terkibi

B=L/L"; Lorentz anlaminda 1- parametreli diizlemsel hareket esnasinda, hareketli
L -duzleminde bir X noktasi g6z 6niine alinsin. X noktasinin L -dizlemine gore olan

ivme vektorine relatif ivme vektérii denir [4]. Bu ivme vektort V. relatif hizinin ¢ ye

gore tirevi alinarak bulunur ve b, ile gosterilir:

b=V =%l +xl,. (9.12)
r r 11 2%2

Burada /, ve [/, sabit olarak kabul edilmistir.

X noktasinin L' -dizlemine gore olan ivme vektoriine mutlak ivme vektorii denir ve

b, ile gosterilir. Ayrica V, nin ¢ ye gore turevi alinarak,

b, :Va :{(xz _p2)11+('x2 _pz)il +(x1 _pl)lz +(x1 _pl)i2}¢

+{(x, = p) L +(x, = p ) L} ¢+ 51, + 3, + 35,0, + 3,1,

bulunur. Burada (9.5) denklemindeki i, ve iz degerleri yerine yazilirsa,

ba :{_p2¢+(x1 _p1)¢2 +(x2 _pz)(p}11+{_p1¢+(x2 _p2)¢2 +(x1 _p1)¢}12

(9.13)
+2¢{%,0, +x,1,} +b,

elde edilir. (9.13) denklemindeki
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b, = {—p2¢+(xl - p,)9” +(x, —172)g2>'}l,+{—plgi>+(x2 - D)9 +(x, —pl)qb}lz (9.14)
vektoriine X noktasinin siiriiklenme ivme vektérii ve

b = 2gb{5czl, +5c]lz} (9.15)
vektoriine de Coriolis-ivme vektori denir.

Buna gore ivmelerin terkibi su teoremle ifade edilebilir:

Teorem 9.8

B=L/L" Lorentz dizleminde 1- parametreli dizlemsel hareketi esnasinda bir
noktanin mutlak ivme vektorl, striklenme ivme vektori ile Coriolis-ivme vektori ve

relatif ivme vektorinin toplamina esittir. Buna gore

b, =b, +b_ +b, (9.16)
dir.
Sonug¢ 9.3

b, Coriolis-ivmesi ve V, relatif hizinin i¢-carpimi
(b, V,)=2¢(%x,—xx,)=0

oldugundan b, Coriolis-ivmesi, V, relatif hizina Lorentz anlaminda diktir. o

L -de sabit olmayan bir X noktasinin Coriolis-ivmesinin sifir olmasi ancak ve ancak

¢ =0 olmasiyla saglanir. ¢ =0 ise B hareketi bir kaymadan (6telemeden) ibarettir.

Boylece

b, =0 ise ivmeler arasinda,
b, =b, +b,

bagintisi bulunur. Yani, ancak bir kayma hareketinde ivmeler hizlar gibi terkip edilirler.

64



Simdi bir B hareketinde, herhangi bir t aninda siiriiklenme ivmesi sifir olan noktalari

arastiralim:

b, =0 i¢in

(i =p)@" +(x, = p,) 6= P90

(x=p)g+(x,=p,)9" = p@

elde edilir. ¢#0 oldugundan (x,—p,) ve (x,—p,) ye gére homojen olmayan
denklem sisteminin A katsayilar determinanti

o ()20

o @

A=

dir. Buna gore yukaridaki sistemin Cramer yontemi ile bir tek ¢6ziimi bulunur.
Tanim 9.6

¢ # 0 olmak uzere, herhangi bir ¢t aninda suriiklenme ivmesi sifir olan bir tek nokta

vardir. Bu noktaya ivme polii denir.o

ivme poliiniin koordinatlari

99" - 1i§)
X] :p] +W
(o (3.17)
¢ (o’ - pr9))
Xo =Dt >
¢ -

seklinde bulunur [4].
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BOLUM 10

LORENTZ DUZLEMINDE 1- PARAMETRELi DUZLEMSEL HAREKETIN
HiIPERBOLIK SAYILARLA iFADESI

Bu b6limde, Lorentz dizleminde 1-parametreli diizlemsel hareketi hiperbolik sayilarla
ifade ettikten sonra, bu hareketin hizlari, ivmeleri ve pol noktalarini elde edip,

aralarindaki iliski verilecektir.

H ve H' (H:H’:Hz), sirasiyla, hareketli ve sabit hiperbolik dizlemler olsun.
{O;h;,h,} ve {O%;h,h,} de H ve H'-dizlemlerinde tespit edilen koordinat

sistemleri olsun. Bir X noktasinin her iki sistemdeki koordinatlarini sirasiyla,
x=x+jx, , X =x1'+jx2'

hiperbolik sayilari ile ve O'O vektdriinii de sabit sistemde

u' =u, + ju,

hiperbolik sayisi ile gosterelim. Buna gore,

—u=-u - ju,

dir. O halde +u, O'O vektériine karsilik olan vektérdir. (9.4) denkleminden X, ve x,

ifadeleri, x = x, + jx, de yerine yazilirsa
X =(x +/x,)(coshe+ jsinh)—(u, + ju,)(coshp+ jsinh )

veya

66



X =xe’? —ue’

elde edilir.

u =-ue” (10.1)
olmak lzere

X =u +xe” (10.2)

yazilabilir. Béylece ¢ ,u,u’ bir ¢ (zaman) reel parametresine bagl olmak izere, (10.2)

denklemi ile tanimlanan harekete hiperbolik dizlemde 1-parametreli diizlemsel
hiperbolik hareket denir ve B=H /H' ile gosterilir [2], [6] ve [7]. (9.2) denkleminden

¢Ozlim yoluyla
x=(x'-u)e "’ =u+xe’’

denklemi elde edilir. Bu denklem B'=H'/H 1-parametreli dizlemsel hiperbolik

hareketin ters hareketinin vektorel denklemidir.

10.1 Hizlar ve Hizlarin Terkibi

H -dizlemi, H'-dizlemine gore 1-parametreli hiperbolik hareket yaparken, bir X
noktasi da hareketli H -diizlemindeki yerini ¢ zamani ile degistirsin. Bdylece iki

hareketi bir araya getirerek hizlarin nasil terkip edilecegini arastiracagiz:

X € H noktasinin hareketli sistemine gore X relatif hizi;

X, =—=
dt

X (10.3)

dir.
X noktasinin H -duzleminde sahip oldugu X relatif hiz vektoriiniin sabit sisteme gore

ifadesi icin,

X =X e =xe’ (10.4)

r r
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yazilabilir. X noktasinin H' duizleminde sahip oldugu X! mutlak hizi, sabit sistemine

gore;
X, -y = + joxe’” +xe’?
dt
veya
X, =u +jp(x'—u')+xe” (10.5)

seklinde bulunur. Buna gore, X noktasinin X{ suriiklenme hizi, sabit sistemine gore;
X;=u'+ jo(x'—u') (10.6)

seklindedir [2].

Simdi, (10.5) ve (10.6) denklemleri ile verilen, diizlemsel hareket esnasinda X € H
noktasinin H' diizleminde sahip oldugu hiz vektérlerinin H hareketli diizleminde ki

karsiliklarini ifade edelim:

X noktasinin  H -duzleminde sahip oldugu X,  relatif hizini (10.3) denkleminde

vermistik. X noktasinin hareket esnasinda H'-dlzleminde sahip oldugu mutlak hiz

vektorinin H -dizlemindeki ifadesi igin

X, =X =tu'e’ + jox+x

yazilabilir. 0 =—(u+ jug)e’ oldugundan,

X, =—(u+jug)+ jox+x (10.7)
elde edilir. Bu durumda X noktasinin X; suriklenme hizi,

X, =—u+jp(x—u)=u'e” + jox (10.8)
seklinde ifade edilir.

(10.4), (10.5),(10.6) ve (10.3),(10.7),(10.8) ifadelerinden asagidaki teorem verilebilir:
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Teorem 10.1

Hiperbolik dlzlemde, B=H/H' 1-parametreli dizlemsel hiperbolik hareket
esnasinda bir X noktasinin mutlak hizi, striklenme hizi ile relatif hizinin toplamina

esittir, yani hizlar kanunu korunur:

X' =X/ +X/
ve . (10.9)
X, =X, +X,

10.2 Donme Polii ve Pol Egrileri

Simdi B=H /H' hareketinin her ¢ anindaki sabit dizlemde ki siiriiklenme hizi sifir

olan noktalari, yani pol noktalarini arastiralim:
X, =u +j¢(x' —u')=0
olmak lizere

xzpbzd—j%- (10.10)

elde edilir. Ayrica bu son denklemden elde edilen

i = jp(u'-p)

ifadeyi (10.6) denkleminde yerine yazarsak siriklenme hiz vektorinid pol noktasi

cinsinden
X; = j¢ (x -p') (10.11)

seklinde yazilabilir [2].
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Simdi, (10.10) denklemi ile verilen, 1-parametreli diizlemsel hiperbolik hareket
esnasinda H' diizleminde ki pol noktasinin ve (10.11) denklemi ile verilen siiriiklenme

hiz vektériiniin H hareketli diizleminde ki karsiliklarini ifade edelim:
X; =0 olan noktalari arastiracagiz: O halde (10.8) denkleminden
u'e’’ + jox =0

olmak tzere

e JMIMP_ ;Y (10.12)

pP=—
JP JP %

elde edilir. Burada u nin degeri p cinsinden bulup (10.8) de yerine yazilirsa

suriiklenme hizin p pol noktasi cinsinden E -dizlemindeki ifadesi,
X; =j¢ (x—p) (10.13)

seklinde yeniden yazilabilir. o

X noktasinin siiriiklenme hizinin (10.11) ve (10.13) ifadelerinden asagidaki sonuglar

verilebilir:

Sonug¢ 10.1

<X;,P’X’> = <j(/)(x’—p’),(x’ —p’)>

=((x; = paoxi = ). (x] = ploxs = p3)) @
=[(x3 = p3)(x = p{)=(x = ) (%, - p}) J@ = 0.

Benzer sekilde H hareketli diizleminde X, :jgb(x—p) surtiklenme hiz vektori ve

PX pol isiniigin,

(X, PX)=(jé(x~p).(x~p))
:<(x2 ~ P X _pl)’(xl — DX _p2)>¢
=0
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oldugundan pol 1sin1 hareketin her ¢ aninda striklenme hizina diktir.

Sonug¢ 10.2

Xf vektorinin uzunlugu igin,

[xiJ, = (X x:)

= \/chb(X’ -p).jo(x'-p))

= M5 = prxi=p)). (v = phox ] = p)))|?

e

=[P,

(xzr _p£)2 _(x{ _pl,)Z

elde edilir.

Benzer sekilde, H hareketli dizlemde X; suriiklenme hiz vektoriiniin uzunlugu igin;

%], =l X )

= |(j¢(x-p).jo(x-p))

e

=¢|x],

(xz _p2)2 _(x] — P )2

elde edilir.o

Simdi B=H/H' hareketi esnasinda (P) ve (P) pol egrilerini ¢cizen P pol noktasinin
hizlarini arastiralim:

Pol noktasi Xf =0 ile tanimlandigindan (10.9) esitliginden X = P icin
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X, =X, =pe”

bulunur.

Béylece asagidaki teoremleri ispatsiz verebiliriz:
Teorem 10.2

Sabit ve hareketli diizlemlerdeki pol egrilerini ¢izen P pol noktasinin her ¢ anindaki

hizlari birbirinin aynisidir.

Teorem 10.3

Hiperbolik duzlemde, B=H /H'; 1-parametreli duzlemsel hareket esnasinda H -
diizleminin (P) hareketli pol egrisi H'-dizleminin (P') sabit pol egrisi lzerinde
kaymaksizin yuvarlanir [2].

ispat:

Teorem 10.1 e gore her ¢ aninda (P) ve (P') pol egrileri P pol noktasinda birbirine

tegettir. Ayrica, (P) nin t,ve t, parametrelerine karsilik gelen noktalari arasindaki

yay uzunlugu

ds = ||X:

L at
dir. (P’) nin ¢, ve t, parametrelerine karsilik gelen noktalari arasindaki yay uzunlugu

ds' = ”X;

i
olur. P pol noktasiigin X' = X! oldugundan

ds'=ds

bulunur. O halde (P) ve (P') pol egrileri her ¢ aninda birbirine teget ve aldiklari

yollar ayni oldugundan (P) hareketli pol egrisi (P') sabit pol egrisi iizerinde

kaymaksizin yuvarlanir.
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10.3 ivmeler ve ivmelerin Terkibi

1-parametreli dizlemsel hiperbolik hareket esnasinda X noktasinin relatif ivme
vektorl, X noktasinin H -diizlemine gbre olan ivme vektoridir ve X in H -

dizlemine goére X, vektorel hizinin ¢ zamanina gore tlrevi alinarak bulunur. O halde

(10.3) denkleminden

b =X =% (10.14)
elde edilir. Bu vektor sabit koordinat sistemine gore,

b, =b e =xe” (10.15)

seklinde ifade edilebilir. X noktasinin mutlak ivme vektori, X noktasinin H'-

dizlemine gore ivme vektoridur. Buna gore bu ivme vektori
X, =X, +X, = jp(x—p)e”’ +xe”
mutlak hizinin ¢ ye gore tirevi alinarak
b, =X, = jg(x—p)e” + jp(x—p)e” +¢° (x—p)e” +Xe” + jopxe’
= (x—p)(j(p' +(j)2)ej‘” + joxe’’ — jope’” + jopxe’’ +xe’?
bulunur. Bu son esitligi dizenlersek
b, =(x—p)(j¢+¢)e” - jppe’” +2jpke’” +b, (10.16)
elde edilir. Buradaki
b, =(x—p)(j¢+¢")e” — jgpe” (10.17)
vektoriine X noktasinin siiriiklenme ivme vektérii ve
b, =2 joxe’ (10.18)

vektoriine de Coriolis-ivme vektorii denir [2].

O halde ivmelerin terkibi su teoremle ifade edilebilir:
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Teorem 10.4

Hiperbolik diizlemde, 1-parametreli dizlemsel hiperbolik hareket esnasinda, bir
noktanin mutlak ivme vektor; striklenme ivme vektord, Coriolis-ivme vektori ve

relatif ivme vektorinin toplamina esittir:

b, =b; +b,+b_. (10.19)

(10.16), (10.17) ve (10.18) ile verilen ivme vektorleri hareketli sisteme gore sirasiyla

b, =b,e” =(x—p)(j@+¢’)— jgp+2jpx+b, (10.20)
b, =bje” =(x—p)(jp+¢’)- jop (10.21)
b, =be™ =2 jpx (10.22)

vektorleri ile ifade edilir.

Sonug¢ 10.3

(10.4) ve (10.18) denklemleri kullanarak <X'r,b;>:<)kej‘”,2j¢)kej‘”> ic-carpimini
hesaplayalim:

a=a, + ja,, b=D>b+ jb, hiperbolik sayilariigin,

<aef"’,bej‘”> — <(a1 + ja,)(coshg+ jsinh @), (b, + jb, )(cosh + jsinh qo)>

= <(al cosh @ +a, sinh @, a, sinh @ + a, cosh @), (b, cosh ¢ + b, sinh ¢, b, sinh ¢ + b, cosh go)>

= a]b] - azbz
oldugundan

(ac’,be”) = (a,b) (10.23)
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bulunur.

O halde (10.23) denklemi kullanilirsa,
(X.b.) = (7,2 jgpse”
=(X,2 j¢x)
= (5 + ). 276 (35 + )
= (%, ), (2%, 26,
=2, — iy, )
=0

bulunur. Yani b, Coriolis-ivmesi X, relatif hizina diktir. o

(10.19) esitligi ile ivmelerin hizlardan farkli bir yapi ile birbirleri arasindaki iliski
verilmektedir. H dizlemindeki X noktasinin Coriolis-ivmesi sifir oldugunda ancak

ivmelerde hizlardaki gibi benzer sekilde
b, =b; +b,
esitligine sahip olurlar. Bununla ilgili su sonug verilebilir:

Sonu¢ 10.4

Hiperbolik dizlemde, H/H' 1-parametreli dizlemsel hiperbolik hareket esnasinda
H -hareketli diizleminde hareketli X noktasinin Coriolis-ivmesi sifir ise H/H'

hareketi bir kayma (6teleme) hareketidir ve bu ifadenin tersi de dogrudur.
ispat:

b, =2jpxe’” =0

olsun. Bu durumda

=0
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elde edilir. Bu ise ¢ nin sabit oldugunu, dolayisiyla H /H' hareketinin bir kayma

hareketi oldugunu gosterir.

Tersine, H /H' hareketi sadece bir kayma hareketi olsun. Buna gbre ¢ =sabit

olacagindan b, =0 olacaktir.o

Simdi de bir H/H' hareketi esnasinda, herhangi bir t aninda, sabit diizlemde

stirtiklenme ivmesinin sifir oldugu noktalari yani ivme pollerini arastiralim:
Buna gore

b, =0

olmak lizere

(x=p)(Ji+¢° )¢ ~ jgpe’” =0

esitliginden
X-p= Lpz
Jo+o

elde edilir. Boylece ivme poli icin,

Jjop

X=p+—"—m (10.24)
Jo+o
veya
. ee e -3-
X=p+ Qpp _j op

¢2_¢4 ¢2_¢4

elde edilir [2].
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BOLUM 11

1-PARAMETRELI DUZLEMSEL HIPERBOLiIK HAREKETLER ALTINDA ZARF
EGRILERI

Tezin bu ilk orijinal boliminde, 1-parametreli dizlemsel kompleks hareketler altinda
elde edilen zarf egrilerine benzer sekilde 1-parametreli dizlemsel hiperbolik hareketler

altinda zarf egrileri elde edilmistir.

H -hareketli dizleminde K egrisi tespit edilmis olsun. B =H /H' 1-parametreli
hareketinde K egrisinin H 'sabit dizleminde her ¢ igin farkl bir durumu vardir. K nin

H ' -sabit diizlemindeki bu durumlari genel olarak K ' gibi bir zarfa sahiptir.

K ve K' egrilerini en azindan degme noktalarinda diizglin egriler olarak kabul edelim
ve K egrisi t aninda K' zarfina Y noktasinda degsin. Buna gore, B = H / H' hareketi
esnasinda bu ortak Y degme noktasi hem K hemde K' uzerinde hareket eder.

B =H /H' hareketi esnasinda K egrisi V, vektorel hiziile, K’ egrisi ise V, vektorel

hiziile cizilir.

Y , K ve K' egrilerinin ortak degme noktasi oldugundan V,_ ile V, hiz vektorleri

ortak teget ile ¢akisirlar. Y noktasinin siiriiklenme hizi 'V, vektori olmak tzere;
V.=V, +V
oldugundan

Vf :Va_Vr
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dir. Boylece, Y noktasinin siriiklenme hizina ait V, vektériide V, ve V, hiz vektorleri
ile ortak dogrultudadir. Ayni zamanda V;, PY pol isinina diktir. Boylece asagidaki

teorem verilebilir.
Teorem 11.1

B =H /H' 1-parametreli hareketi esnasinda zarfin normali, yani K egrisi ve onun
K' zarf egrisinin Y degme noktasindaki ortak normali daima P ani pol noktasindan

geger. O
Tanim 11.1

B =H /H' hareketi esnasinda H hiperbolik dizlemde bir K egrisi ve onun H ' deki

K' zarf egrisinin degme noktasi Y olsun. Y noktasi P noktasindan farkh olmak tizere

\A

V; #0 ve dolayisiyla V, #V_ dir. O halde (— =1 sayisina hareketin yuvarlanma-

a

kayma sayisi denir.

11.1 Zarf Egrilerinin Yuvarlanma-Kaymasi

B =H /H' hareketi esnasinda H dizlemindeki bir K egrisinin H ' dizlemindeki
K' zarf egrisini ele alalim. Ortak Y degme noktasi; Y hiperbolik sayisina karsilik
gelen V_ vektorel hiziile K egrisini kat etsin. Bununla birlikte Y noktasi ¥, hiperbolik

sayisina karsilik gelen 'V, vektorel hiziile K 'egrisini gizer. Bu hiz vektorleri igin,

V. =2V,
veya
Y, =Ay,, Y.=2y, (11.1)

bagintilari saglanir. Boylece K ve K' egrilerinin degmesi ifade edilmis olup A ise

daha 6nce bahsedilen yuvarlanma-kayma sayisini gosterir. Ayrica, (11.1) denklemi
Y =AY Yo Yaoyr =y, (11.2)

seklinde de yazilabilir. (11.2) denkleminde hizlarin bolim10 da elde edilen ifadeleri

yerine yazilirsa,
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y=2A(y+jo(y-p)) (11.3)

ve
Ay =y -jo(y-p) (11.4)
elde edilir.

K , H -hareketli duzleminde herhangi bir egri ve K' buna ait H'-duzlemindeki zarf
egrisi oldugundan A yuvarlanma-kayma sayisi genel olarak ¢ zamani ile degisir, yani

A :/’L(t) dir. Tersine, Ay ¢t zamaninin keyfi fonksiyonu olarak dnceden alabilir ve

hareket esnasinda A = A(r) yuvarlanma-kayma sayisi ile birbiri izerinde yuvarlanarak

kayan butiin K , K' zarf egri ciftlerini bulabiliriz. Bunun icin en son elde edilen (11.3)

ve (11.4) diferensiyel denklemlerinden herhangi birini integre etmek yeterlidir.

(11.3) denklemini ele alalim:

(11.3) denkleminden

y=2A(y+jo(y-p))
= 2§+2j6(y-p)
yazilabilir. Buradan,

y-A¥=24j¢(y-p)
y(1-4)=2j¢(y-p)

elde edilir. Boylece,

A A
v=—"—70(y—p), (——=L denilirse
y=17/¢0v-p) (1 )

y=JLo(y-p)
lineer diferensiyel denklemi bulunur.

Simdi buldugumuz lineer diferensiyel denklemini ¢6zelim:

y=JjLoy—jLop veya y— jLopy=—jLop
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yazilabilir. Buradan,

¢(t)=ngbdt ve N(t)=e_'/IL¢dt=e"-"" olmak Uzere vyukaridaki diferensiyel

~j [ Lt

denklemin son halinin her iki tarafi, N (t)=e =e '?ile carpilirsa,

e/'y—e’’ jLoy=—jLgpe

-j¢
elde edilir. Buradan,

(e7*y) =—jLgpe*

dir. Boylece,

ey = —jJ.qup e dt+ A,

yazilabilir. O halde aranilan K egrileri

=i [Lgpe i+,
B -jo

y
e

veya
y= —jemJ.Lp e dop+A,e’’

seklinde elde edilir.

Not: A, sabitinin 6zel bir se¢cimi ile K egrisinin herhangi bir t =t, aninda y =y,
noktasina karsilik gelen keyfi Y , noktasindan gegtigini ve bu noktadan sabit diizlemin

K' egrisine tedet oldugu nokta elde edelir. Yani elde edilen K egrilerinden, K " egrileri

elde edilebilir.

Benzer sekilde (11.4) denklemi de

.y .. ! ! ’ 1
y=jL'(y-p),|L'=——=L+]
1-1
seklinde bir lineer diferensiyel denklem olarak yazilabilir. Ayrica K ' egrileri
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y' :—jeMJ.L’p’e"j¢'dq0+A(;ej¢'
seklinde de elde edilir. Burada,
$=[Ldp=¢+¢

dir.

11.2 Yuvarlanma-Kayma Sayisinin Geometrik Karakteristigi

y=/j¢L (y—p) ve y' :j(/)L’(y’—p’) formdallerini sirasiyla P, P' ye gore ¢ozersek,

& 1=
P=y+t—=y+jy——
Lo AP
ve
’ ’ ]y’ ’ --rl_ﬂ“
p=Y L'é y +Jy P

bagintilari elde edilir. Yani, B = H / H' hareketi esnasinda (P) ve (P’) pol egrilerini

birbiri Uzerinde A yuvarlanma-kayma sayisi ile yuvarlanarak kayan K ve K'

egrilerinden elde edebiliriz. Burada ¢ agisal hizini baska bir sekilde ifade edelim.

K ve K' egrilerinin yay uzunluklari, sirasiyla, s, s’ ve Y ortak degme noktasinda

her iki koordinat sisteminin reel ekseni ile, sirasiyla, y, x' acilarini olusturan bir
tegete sahip olsunlar. Fakat her iki sistem birbirine gére ¢ acisi kadar dondirilmus

oldugundan
2=x+e

bagintisi vardir. Bu bagintinin ¢ ye gore tirevini alinirsa

dyds'_dyds dy

elde edilir. Burada dy; K egrisinin, d ¥'; K' egrisinin kotengenz agisi olarak

bulunur. Budurumda K ve K' egrilerinin Y ortak degme noktasindaki egrilikleri
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olarak elde edilir. Yuvarlanma-kayma hareketine ait

§=B 8 g
e dt

bagintisini géz 6niinde tutarsak acisal hizi

gb:c;—;o:%(lc’—/lx):s"(zc'—/lx)

seklinde bulunur. Bu ifadeyi pol egrilerinin ifadesinde yerine yazarsak

olmak (izere pol formilleri

P=y+j -2 d_y

K'l‘i/’f d:I, (11.5)
P/:yl+ - l

K'— Ak ds'

seklinde elde edilir.

Teorem 11.2

B =H /H' hareketinin, K ve K' zarf egri cifti, K ve K'egrilerinin Y ortak degme
noktalarinin bu egrileri katettikleri hizlarin /’L:/l(t) oraninin (yuvarlanma-kayma

sayisinin) daha Oonceden verilmesi ile bellidir. Hareketin pol egrileri (11.5) formiulleri

yardimiyla K ve K'egrilerinin k¥ ve k' egrilikleri yardimiyla elde edilir. o

Simdi A yuvarlanma-kayma sayisinin dért noktanin ¢ifte orani olarak ifade

edilebilecegini gdsterelim:

dy
ds

= ‘% =1 (Yay uzunluguna gore tiirev teget birim vektori verir.)
S

oldugundan dolayi (11.5) ifadelerinden Y noktasinin pol uzakhgi

_ 12 =pp’(l—),)
K- p-Ap

n=ry
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dir. Bu ifadeyi A ya gore ¢Ozersek

P-4
n-p p
elde edilir.

n-p'=PX', n—p=PX, p'=XY, p=XY
uzunluklari géz 6niinde bulundurulursa A dort noktanin gifte orani olarak

=AY by xx)
PX XY

seklinde yazilabilir.
Teorem 11.3

B =H /H' hareketi esnasinda, H de tespit edilen K egrisive K nin H' deki zarf
egrisi K' olsun. K ve K' egrilerinin A yuvarlanma-kayma sayisi; hareketin P
donme poli, K ve K' niin Y degme noktasi ile K ve K' egrilerinin Y degme

noktasindaki X ve X ' egrilik merkezlerinin cifte orani olarak elde edilir.
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BOLUM 12

1- PARAMETRELI DUZLEMSEL HiPERBOLIK HAREKETLER ALTINDA YUKSEK

MERTEBEDEN iVMELER VE iVME POLLERI
Tezin bu ikinci orijinal boélimiinde 1-parametreli diizlemsel hiperbolik hareketler
altinda ylksek mertebeden ivmeler ve ivme polleri verilmistir. Ayrica, boliimdeki elde

edilen sonugclar, uluslararasi bir konferansta bildiri olarak sunulmus, [8] ve makale

olarak SCI-Expanded kapsaminda bir dergide yayinlanmistir, [9].

12.1 1-Parametreli Diizlemsel Hiperbolik Hareketler Altinda Yiiksek Mertebeden

ivmeler

H / H'; 1-parametreli diizlemsel hiperbolik hareket ve X, H -hareketli dizleminde
sabit bir nokta olsun. Bu noktayi hiperbolik x sayisi ile gdsterelim. Bu nokta hareketli
dizlemde sabit oldugundan H'-sabit dizleme goére hizi (mutlak hizi) siriklenme

hizina esittir. Bu hiz ise,

X=X{=u'+,o(x'-u) (12.1)
bagintisi ile ifade edilir. Bu ifadenin ¢ ye gore tlrevini alarak X noktasinin

K =i +/p(x —u')+jg(x —u)

suriiklenme ivmesi bulunur. (12.1) denklemindeki X nin degerini bu esitlikte yerine

yazilirsa

X =i +(jg+jojp)(x -u) (12.2)
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bulunur. (12.2) esitliginin bir defa daha tirevini alarak 3.mertebeden hiz (2.

mertebeden ivme) vektori icin
X =0+ +200)(x'—u)+(jg+j¢jo)(X—u)
elde edilir. Eger (12.1) denklemindeki X nin degerini bu esitlikte yerine yazarsak,

X =i +((F+200)+ (G §+97)j o) (x ~u) (12.3)

elde edilir. (12.3) ifadesinin bir defa daha tilrevini alarak 4.mertebeden hiz (3.

mertebeden ivme) vektori

(4) (4 4)
X' =u'+((/' Q+3¢° +3¢¢'+3J¢2¢')+(j¢'+3¢¢5+j¢3)j¢](x'—w) (12.4)

seklinde elde edilir. (12.1) denklemindeki (X’—u’) nln katsayisina ¢ denilirse;
$=jp=0,

(12.2) denkleminde (x'—u’) niin katsayisina ¢, denilirse;

G=i¢+io jo=9+44l,

(12.3) denkleminde (x'—u’) niin katsayisina ¢; denilirse;

¢, :((J¢'+2¢¢)+(J¢+¢2)J¢) =4, +419),

ve (12.4) denkleminde (X’—u’) nln katsayisina ¢, denilirse,
] . (4) ) o eee e 2D e . eee o e o o3\ .o i’ o
G =|(J 0+3¢" +30P+3j0°P)+(J§ +30P+ j¢°)j @ | = b+ di 4y,

elde edilir.

Benzer sekilde ardisik tlirevler alarak yiksek mertebeden ivmeler elde edilir. (n-1).
mertebeden ivme n. mertebeden hiza esittir. Dolayisiyla yiksek mertebeden ivmelere
ayni zamanda yilksek mertebeden hiz da denilebilir. (Calismamiz boyunca

¢ = ¢5};_1 +¢' ¢/ #0 oldugu kabul edilecektir.) Boylece asagidaki teoremi verebiliriz:
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Teorem 12.1

Hiperbolik dizlemde H/H'; ¢ doénme acili, 1-parametreli duzlemsel hiperbolik
hareket olsun.

(0)
d=jo, =1 x'=x" ve

9, = ¢';;-1 +¢, .4/ =0, (12.5)

olmak Uzere hareketli diizlemdeki sabit bir x noktasinin yiiksek mertebeden ivmeleri
icin

(n)  (n)
X' =u'+¢ (x'—u') (12.6)

bagintisi mevcuttur.

ispat

ispatimizi timevarim yoluyla yapalim.

n=1,n=2,n=3 ve n=4 icin teoremin dogru oldugu yukarida gosterilmistir.

Simdi n=k icin (12.5) ve (12.6) esitliklerinin dogru oldugunu kabul edip n=k+1 igin

. (k) (k)
ogrulugunu gosterelim. Yani =¢, .+ ve X =u'+ x —u') olsun.
dogrulugunu gosterelim. Yani ¢ =g, +4{ 4| =u' gl (¥ -u) ol

Eger bu son denklemin bir defa daha tiirevi alinirsa
(k+1)  (k+1) , , , ,
x =u +¢,:(X -u )+¢,: (x —1'1)
elde edilir. Ayrica (12.1) denkleminden X nin degeri bu esitlikte yerine yazilirsa,

(k+1)  (k+1)

X = +(¢,: +¢,§¢]’)(X'—u')
elde edilir. Buradan,

(k+1)  (k+1)
X =u +¢ (x'—u')

oldugu gorulir.o
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12.2 1-Parametreli Diizlemsel Hiperbolik Hareketler Altinda Yiiksek Mertebeden

Poller

p'=p, donme polini siriklenme hizinin sifir olmasiyla yani, X noktasi H -

dizleminde sabit olmak lzere X} =% =0 olmasiyla tarif etmistik. Buradan (4, #0

oldugu g6z énlinde bulundurulursa)

SR )
X =p,=u-—

elde edilir.

p, ivme poliiise, X =0

veya

X =i +(jp+¢)(x —u')=0
olmak lzere

C il
X =0 —-——""—"7
Jo+o
elde edilir. Dolayisiyla p’, ivme pollne

S
p=u ——

hiperbolik sayisi karsilik gelir.

Benzer sekilde (n—l). mertebeden ivmenin sifir oldugu

p, noktasina (n-1).

(n)

mertebeden ivme polii (yada n. mertebeden hiz polii) denir ve bu pol x'=0 olmak

Uzere

(n)

(12.7)

elde edilir. Buradan u’ nin degeri bulunup (12.6) denkleminde yerine yazilirsa, (12.6)

denklemi pol noktalari cinsinden
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(n)
X =4 (x'—p'n) (12.8)

seklinde yeniden diizenlenebilir.

Simdi, (12.7) denklemi ile verilen, diizlemsel hiperbolik hareket esnasinda H'
diizleminde ki yiiksek mertebeden ivme polii ve (12.8) denklemi ile verilen yiiksek

mertebeden hiz vektériiniin H hareketli diizleminde ki karsiliklarini ifade edelim:

p=p, doénme polini suriklenme hizinin sifir olmasiyla yani, X noktasi H -

dizleminde sabit olmak tzere X; =0 olmasiyla tarif etmistik.
x=X, =u'e’’ +jox

olmak uzere

we/?+jpx=0

esitliginden,

-’

—e
2

-je

X=p, =

elde edilir. p, ivme poll ise X =0 olmasiyla elde edilir.
Xx=xXe/? =iie’’ +(jp+¢’)(x'—u')e '’
= = Jjo+¢@ )(x'—u')e
ve x =(x'—u’)e”” oldugundan, X =%'e ’? =ii'e /* + ¢;x bulunur. Buradan,

o)
e -jo
X=p,

_—’e
9,
elde edilir. Benzer sekilde (n—l). mertebeden ivmenin sifir oldugu p_, noktasi yada

(n)
(n—1). mertebeden ivme polinii x =0 olmasiyla elde edilir:

(n) (nr) -J (n? -J ' ' ' -J
x=xe " =ue’+4 (xX'—u')e’’

, (m) )
ve x=(x'—u')e”’” oldugundan, x =u’'e™’ +¢/x bulunur. Buradan,
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X:pn :——e_j(p (12.9)

elde edilir. Boylece (10.13) formdlinin genellestiriimesinde (12.8) yerine

()
x =¢,(x-p,) (12.10)

ifadesi yazilabilir.o

(12.8) badintisininin her iki tarafinin hiperbolik anlamda mutlak degeri alinir ve ¢,

hiperbolik sayisinin X noktasindan bagimsiz oldugu g6z éniine alinirsa asagidaki

teoremi ispatsiz verebiliriz:
Teorem 12.2

1-parametreli dizlemsel hiperbolik hareketler altinda yiksek mertebeden ivmelerin
hiperbolik anlamda mutlak degeri, X noktasinin ilgili mertebeden ivme poliinden

uzakhgi ile orantihidir ve merkezleri bu pol olan daireler Gzerinde ayni degeri alir.o

Teorem 12.3

(m)
Her ¢ aninda hareketli diizlemin butin X noktalarinin, x =¢'(x—p,) yiksek

mertebeden ivme vektorleri ilgili mertebeden P,X pol iginlari ile her iki vektoriin

Re(¢’
space-like yada time-like olmasi durumunda ayni v :arctanh( (¢")] , biri space-

m(g;)

m(¢,)
Re (4] )

like digeri time-like olmasi durumunda ise ayni v = arctanh( ] acisini yaparlar.

ispat:

(n)
x ivme vektori ile P/ X pol igininin her ikisi future pointing time-like (yada past

pointing time-like) aralarindaki a¢i v olmak lzere,
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(m)
—-(x,P' X
coshy/:(n)—
x| [PX]

~ —<¢;PH’X,PH’X>
(n)

X

|2.x]

_ re(g)mx]f
JRe(@)T +[m(e)T |PX["

dir. Buradan,

—Re(4))
J[Re(8)] +[1m(g)]
matrisi olmak Gzere,

(m)
—<X,DPH’X>

sinhy = T
x| [2.X]

0 1
coshy = olarak elde edilir. Benzer sekilde, D :(1 0]

~ —<¢;PH’X,DPH’X>
B (n)

X

|P.x]

—Im(¢; )
JRe(@)T +[m(e)T |PX [

dir. Buradan,

P,;an

—Im(4)) S o ) o
= - olarak elde edilir. Boylece, x ivme vektori ile
J[Re(@)] +[1m(4;)]

P/X pol 1gininin her ikisi future pointing time-like (yada past pointing time-like)

sinhy =

aralarindaki a¢l v olmak ise,

tanhy = sinhy’ _ Im(¢")
coshy  Re(q))

olarak elde edilir. Boylece,
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_ Im(g))
v =arctan (Re ]

dir. Benzer sekilde, x ivme vektorl ile P/ X pol isininin biri future pointing time-like
digeri past pointing time-like veya her ikisi space-like vektorler ve aralarindaki agr v

olmak Uzere,

Im(q),;)

tanhy =
Re(q))

olarak elde edilir. Buradan,

v =arctan (%]

(n)
dir. Ayrica, x ivme vektori ile P/ X pol igininin biri time-like digeri space-like vektor

ve aralarindaki aci 7 olmak Uzere,
tanhy = ——22
¥ I

olarak elde edilir. Buradan,

v =arctan (%]

dir.

Hiperbolik bir carpan ile carpma koordinat sisteminin ilk durumundan bir dénme-

uzama (donme+uzama) sina karsilik gelir.

Her bir X noktasinda bu noktaya ait yiksek mertebeden ivme vektorlerini olusturur
ve bu vektorleri X noktalar etrafinda sabit aci kadar dondurirsek, bu takdirde

dénmiis olan bu vektorlerin hepsi, ilgili mertebeden ivme pollini gosterir.o
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BOLUM 13

1- PARAMETRELiI DUZLEMSEL HIiPERBOLIK TERS HAREKETLER ALTINDA
YUKSEK MERTEBEDEN iVMELER VE iVME POLLERI

Tezin bu (g¢linci orijinal boliminde 1-parametreli dizlemsel hiperbolik ters hareketler
altinda yiiksek mertebeden ivmeler ve ivme polleri verilmistir ve elde edilen sonuclar
[9] nolu calismada SCl-Expanded kapsaminda bir dergide yayinlanmistir. Ayrica,

uluslararasi bir konferansta bildiri olarak sunulmustur, [10].

13.1 1-Parametreli Diizlemsel Hiperbolik Ters Hareketler Altinda Yiiksek

Mertebeden ivmeler
Bir parametreli bir H / H' hareketinin H'/ H ters hareketi b6lim10 da
x=u+x'e '’ (13.1)

denklemi ile tarif edilmisti. '/ H ters hareketi esnasinda X, H'-dizleminde sabit
bir nokta olsun. Bu noktayi hiperbolik x' sayisi ile gosterelim. (13.1) denkleminden
t'ye gore ardisik tlrevler alarak H -duzlemine goére yiksek mertebeden ivmeler

(yUksek mertebeden hizlar) bulunur. Buna gore (13.1) denkleminin tiirevini alirsak
Xx=u—jpxe " =u-jp(x—u) (13.2)
hizini, bu ifadenin ¢ ye gore tirevini alarak X noktasinin

X=ii—j¢(x—u)—jp(x—u)

ivmesi bulunur. (13.2) denklemindeki x nin degerini bu esitlikte yerine yazarsak
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X=ii+(—jd+(—jo)—j@))(x—u) (13.3)

bulunur. (13.3) esitliginin bir defa daha tirevini alarak 3.mertebeden hiz (2.

mertebeden ivme) vektori icin

=i~ (J§ - 200)(x~u)~(j§-¢*)(x-0)

elde edilir. Eger (13.2) denklemindeki x nin degerini bu esitlikte yerine yazarsak,

& =i+ (=] +206) + (- §+ )= 9))(x—u) (13.4

elde edilir. (13.4) ifadesinin bir defa daha tirevini alarak 4.mertebeden hiz (3.

mertebeden ivme) vektori

OO 4)
x = u{(—j p+3° +3¢¢'—3J¢2¢'>+(—j¢'+3¢¢—j¢3><—j¢>](x—u) (13.5)

seklinde elde edilir. (13.2) denklemindeki (X—u) niin katsayisina ¢, denilirse;
¢=—jp+0,

(13.3) denkleminde (x—u) niin katsayisina ¢, denilirse;

b, =i G+ (-JP)=J @)= +h4,

(13.4) denkleminde (x—u) niin katsayisina ¢, denilirse;

9, = ((‘J@h +200)+(=j o+ ¢2)(—J¢)) =¢,+6,4,,

ve (13.5) denkleminde (X—u) niin katsayisina ¢, denilirse,
¢, =| (=] @+3¢"+30P =3j9°P)+(—j P +30P—j¢°) =) @) |= s+ §;4,,

elde edilir. (Calismamiz boyunca ¢, = ¢5n_1 +¢, ¢, # 0 oldugu kabul edilecektir.)

Benzer sekilde ardisik tlirevler alarak yiksek mertebeden ivmeler elde edilir. (n-1).
mertebeden ivme n. mertebeden hiza esittir. Dolayisiyla yliksek mertebeden ivmelere
ayni zamanda yilksek mertebeden hiz da denilebilir. Boylece asagidaki teoremi

verebiliriz:
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Teorem 13.1
H'/H ; —p donme agili, 1-parametreli hiperbolik diizlemsel ters hareket olsun.

. . (0)
é=—jo, =1, x=x ve

$,=6,,+9,.6 %0, (13.6)

olmak Uzere sabit duzlemdeki, sabit bir x' noktasinin yiksek mertebeden ivmeleri icin

(n)  (n)
X=u+g, (x—u) (13.7)

bagintisi mevcuttur.

ispat

ispatimizi timevarim yoluyla yapalim.

n=1,n=2,n=3 ve n=4 icin teoremin dogru oldugu yukarida gosterilmistir.

Simdi n=k icin (13.6) ve (13.7) esitliklerinin dogru oldugunu kabul edip n=k+1 igin

. (k) (0
dogrulugunu gésterelim. Yani ¢, =¢, , +¢, 4 ve X =u+g, (x—u) olsun.

Eger bu son denklemin bir defa daha tirevi alinirsa

(k+1) (k1)
X =1u +¢k(x—u)+¢k()k—l'1)

elde edilir. Ayrica (13.2) denkleminden x nin degeri bu esitlikte yerine yazilirsa,

(k+1)  (k+1)

X =u +(¢k+¢k¢])(x—u)

elde edilir. Buradan,

(k+1)  (k+1)
X = u+¢, (x—u)

oldugu gorulir.o
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13.2 1-Parametreli Diizlemsel Hiperbolik Ters Hareketler Altinda Yiiksek

Mertebeden Poller
Surtklenme hizinin sifir oldugu yani x =0 olan noktalari arastiralim;

x=u—j¢(x—u)=0 igin

X=q, = u—g (¢, # 0 oldugu goz 6niinde bulundurulursa)
1

elde edilir.
q, ivme poli ise, X=0
veya

k=ii+(-j¢+¢’)(x-u)=0

olmak tzere
i
X=u- . e .2
—1Q+oQ

elde edilir. Dolayisiyla q, ivme poliine
q,=u——

kompleks sayisi karsilk gelir.

Benzer sekilde (n—1). mertebeden ivmenin sifir oldugu q, noktasina (n-1).

(n)

mertebeden ivme polii (yada n. mertebeden hiz polii) denir ve bu pol x =0 olmak

Uzere

(n)
q =u-— (13.8)

¢,

(n)
elde edilir. Buradan u nin degeri bulunup (13.7) denkleminde yerine yazilirsa, (13.7)

denklemi pol noktalari cinsinden
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(n)
X=¢, (x—qn) (13.9)

seklinde yeniden diizenlenebilir.
q, polinin H' diizleminde ki karsiligi:
(n)
q, = —¢1ef<” (13.10)

dir.

13.3 1-Parametreli Diizlemsel Hiperbolik Hareketler Altinda ¢, ve ¢’ Fonksiyonlar

Arasindaki Baginti

n=1,n=2,n=73 icin dogrudan asagidaki bagintilar bulunur:

$,=0,, 98 =9, (13.11)

Simdi bu esitliklerin n icin dogru olduklarini kabul edip (n + 1) icin ispat edelim:

¢, =¢  olsun. Buradan bir defa daha tiirev alinirsa

¢n+l = ¢.n +¢n¢l = ¢.}’: +¢_}”l¢_l’ = ¢V’l+l
elde edilir. Boylece (13.11) denkleminin dogrulugu ispat edilmis olur.

Simdi e’? ve e”’? fonksiyonlarinin t zamanina gére ardisik tiirevlerini alalim:

:ll_tejw :¢lrej</>
d? . . . .
dl‘_ze”) :((b]’ +¢1’2)ew :¢2’em

ve genel olarak

d’ .
e’ =¢'e’’ 13.12
o ®, ( )

yazilabilir. Benzer sekilde,
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dn

e e (13.13)

elde edilir.

(13.12) ve (13.13) denklemlerinden

n n

¢r’1 = /¢ e’? ve ¢n —=e/? e /?
dt" dt"

yazilabilir.

dn

- d" n () 6 (rH)
(e’?e™?)=0 oldugundan ve Leibniz formli geregince pr (u,v) = . u v
0

=

dt"

X(Z]@’«m_k - i(:]m;_k 0

k=0 k=0

elde edilir.

13.4 P, ve Q, ivme Polleri Arasindaki Baginti

(12.7), (12.8), (13.8) ve (13.10) denklemlerinden

P, =—¢—;e‘”’, p,=u 3 (13.14)
(n) (n)

q, =u—£, q, z—ie”’ (13.15)

yazilabilir.

(13.13) ve Leibniz formili yardimiyla
(n) n () k) )
u’:—Z{k]M ri—ke_]w
k=0
elde edilir. (13.15) in ikinci formala kullanilirsa

(n) "(n (n)
u'=y. . q, 9. 9., ve q,=0 ve g; =u' oldugundan u’ igin
k=0
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(n) "(n
u' =u'e, +z 9 9D s
o\ Kk

ifadesi yazilabilir.

(13.14) Un ikinci formliinden ve (13.16) dan,

r I &(n r¢¢r
pn_ ¢ri — k qk k Yn—k

yazilabilir. Benzer sekilde,

1 &(n ,
pn qk ¢k¢n—k'

B E=1Y

— L3 gl
qn_ ¢ri — k pk k ¥n—k
ve

r I &(n r¢r¢
9w = 4 = kpkkn—k

(13.16)

(13.17)

(13.18)

(13.19)

(13.20)

denklemleri elde edilir. Boylece H /H' hareketinin H'/H ters hareketinin P, ve Q,

ivme polleri arasindaki baginti elde edilmis olur.
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BOLUM 14

1- PARAMETRELiI DUZLEMSEL HIiPERBOLIK HAREKETLER ALTINDA
PARAMETRE OLARAK DONME ACISI

Tezin bu son orijinal béliminde, hareketin ¢ parametresi yerine hareketin ¢ dénme

acisi alinarak yliksek mertebeden hiz ve ivmeler yeniden elde edilmistir. Burada elde

edilen sonuclar [9] de makale olarak yayinlanmistir.

H/H', 1-parametreli dizlemsel hiperbolik hareketin ¢#e/ parametresi yerine,

parametre olarak ¢ dénme agisinin segilmesiyle b6lim10 ve bolim11l de verilen
denklemlerde buyuk sadelikler elde edilir. Bu takdirde ¢ dénme agisi hareketimizin bir

dogal parametresi rolin{ almis olur.

14.1 ¢ -parametreli Hiperbolik Hareket Altinda Yiiksek Mertebeden ivmeler ve

Poller
¢ =jp, d=—j¢ olmakiizere, p=1¢ igin ¢ =1 oldugundan,
¢1' =J

elde edilir. Benzer sekilde islemlere devam edilirse

¢, =’ =1
¢, =j°
ve
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4, =J"

oldugu gorilir. Benzer sekilde,
¢, =(J)

elde edilir.

Buna gore p!, ivme poli igin, (12.7) denkleminden

(n)
ifadeleri elde edilir. Boylece x' igin

(n)  (n) ' '
X =u+;" (x -u )
yazilabilir. Bu ifadeyi p;, cinsinden tekrar diizenlersek

(0
X =j"(x'-p,)

elde edilir. Buradan

()
p,=x-j "X

bulunur. Benzer sekilde

o
q,=x—;j"x

(14.1)

(14.2)

(14.2)

(14.3)

(14.4)

(14.5)

(14.6)

(14.7)

elde edilir. Bir vektori j ile garpmanin, o vektorli baslangi¢ etrafinda Lorentz

anlaminda dik bir vektore dontstiirdiginid disuniirsek asagidaki teorem verilebilir:
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Teorem 14.1

Donme agisi parametre olarak secilen bir 1-parametreli diizlemsel hiperbolik hareket

(n)
ile carpilan 7. mertebeden x tiirev vektori

—n

esnasinda, x' vektorli ve w =—j
toplanirsa, bu toplam vektoriiniin u¢ noktasi (n—l). mertebeden p! ivme poline

karsilik gelir. Ayrica, bir 1-parametreli dizlemsel hiperbolik hareket esnasinda x

(n)
ile carpilan n. mertebeden x tirev vektorl toplanirsa, bu

—n

vektori ve w =—j

toplam vektoriniin ug noktasi (n—l). mertebeden q, ivme poliine karsilik gelir.
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EK-A

LORENTZ DUZLEMi

A-1 Temel Kavramlar

Oklid ic carpimi pozitif tanimh oldugundan, E* Oklid uzayinda vektorlerin karakterleri

aynidir. Fakat, Lorentz i¢ carpimi ile donatilmis L’ Lorentz diizlemi ele alinirsa, bu
dizlemde vektorler, time-like, space-like ve light-like(null) vektorler olarak
siniflandirtlir. Bu siniflandirma, Lorentziyen geometride son derece 6nemlidir. Bu
bolimde, Lorentz dizlemi ile ilgili temel kavramlar ve bunlarla ilgili temel 6zellikler

verilecektir [4], [11].
TanmA.1
IR? standart reel vektér uzay! izerinde x =(x,,x,),y =(»,,»,) € R? icin,
(): *xR* >R
(x¥) = (xy) =5y +5,0,
Oklid ic carpimi tanimlanirsa, R* afin uzayina, Oklid dizlemi denir ve E* ile gosterilir.

Tanim A.2

R* standart reel vektdr uzayi Gzerinde x =(x,,x, ),y = (3, »,) € R? igin,

<->: R*xR* >R
(X’Y) - <XaY> =40 T X)),
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biciminde tanimli Lorentz i¢ carpimi alinrsa R* afin uzayl, Lorentz diizlemi olarak

isimlendirilir ve L” ile gosterilir.

Lorentz i¢ carpimi pozitif tanimh olmadigindan, bu uzaydaki vektorler asagidaki bicimde

siniflara ayrilir.

Tanim A.3

x=(x,,x,) e L’ olsun. Eger
° <x, x> >0 veya x=0 ise x ya space-like vektor,
° <x, x> <0 ise x ya time-like vektor,
° <X,X> =0 ve x#0 ise x ya light-like (veya null) vektor denir.

Tanim A.4

2 . .
X e L” igin X nin normu,

[ =[x x)

olarak tanimlanir. Buna gore,

e X time-like ve ||X|| =1 ise x ya birim time-like vektor,
e X space-like ve ||X|| =1 ise x ya birim space-like vektor denir.

Teorem A.1
xe L igin

° ||x|| >0 dir.

° <x, x> =0 < x bir null vektorddr.
e x bir time-like vektor ise ||x||2 = —<x,x> dir.

e X bir space-like vektor ise ||X||2 = <x,x> dir.
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Tanim A.5

L’ Lorentz diizleminde iki vektdr x ve y olsun. Eger
<x,y> =0

ise x ve y vektorlerine Lorentz anlaminda diktirler denir.
Teorem A.2

[’ Lorentz duizleminde iki time-like (veya space-like) vektor dik olamaz.

Sonuc¢ A.1

I’ Lorentz dizleminde iki vektoriin dik olmasi igin birinin time-like digerinin space-like

olmasi gerekir.

Tanim A.6
xe L’ time-like vektér olsun. e =(0,1) olmak tzere,

° <X,e> <0 ise x ya future pointing time-like vektor,

° <X,e> >0 ise X ya past pointing time-like vektor denir.
Sonug¢ A.2

X = (x],xz) e I’ vektoriinun future pointing time-like vektdr olmasi icin gerek ve yeter
sart |x|<x, olmasidir. x=(x,x,)eL’ vektdriinin past pointing time-like vektdr

olmasi icin gerek ve yeter sart x, < |x2| olmasidir.

106



Future-Pointing

Past-Pointing

Sekil EK-A. 1 Lorentz dizlemi

LemmaA.l

x,y € I’ future pointing time-like vektérler olsun. Bu durumda,
o <x,y> <0
e x+Yy, future pointing time-like vektordir (Kapallik).

J <x,y> > ||x||||y|| (Lorentz uzayinda Schwartz esitsizligi)
° ||x+y|| > ||x||+||y|| (Lorentz uzayinda licgen esitsizligi)

dir.

A-2 [’ Lorentz Diizleminde A¢i Kavrami ve D6nme

Diizlemsel, kiiresel ve uzay hareketlerinde en 6nemli kavram ac¢i kavramidir. Lorentz
geometride ac¢i kavrami, Oklid geometrisinden tamamen farkhidir. Bu farklilik

vektorlerin karakterinden ortaya ¢ikmaktadir.

Tanim 1.7

I’ duzleminde dénme hareketinin matrisi
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cosh@ sinh@
sinh@® cosh@

bigimindedir. Oklid duzleminde x =y (1. agiortay) dogrusuna gore yansimanin matrisi

0 1
D :L 0} olmak tizere, B = A D matrisi de

B sinh@ cosh@
| cosh® sinh@

olarak elde edilir.

A-3 Future pointing (veya past pointing) time-like vektorler arasindaki agi

x=(x,x,) ve y=(»,,»,) €L’ future pointing (veya past pointing) time-like iki birim

vektor olsun, X den y ye acinin Lorentz anlamindaki olgtisti 8 e R ise;

coshf sinh6 || x, | |y
sinh@ cosh@ || x, - ¥,

esitligi saglanir ve (X,y) =6 seklinde gosterilir. Bu durumda,

(x,y)=—(y.x) ve (—=x,—y)=(x,y) dir. (sekil EK-A. 2a)

— v,
N y ,
S /’

S 7,

N 7
A s,

S v

N\
P2 _
, 0
4 N
4 N
4 N
4 N
4 N
4 N
v,
y

Sekil EK-A. 2a iki f.p. veya p.p. time-like Sekil EK-A. 2b Biri f.p. digeri p.p. time-like

vektor arasindaki acl iki vektor arasindaki acl
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A-4 Biri future pointing time-like, digeri past pointing time-like iki vektor arasindaki

agl

x =(x,,x,) future pointing time-like birim vektdr, y =(y,,»,) past pointing time-like

birim vektor olsun. Bu durumda —y future pointing time-like birim vektérdir. Buradan
(—y,x) =0 ise; X den y ye olan agl,(x,y) =—0 olarak tanimlanir. (Sekil Ek-A. 2b)

Teorem A.3 (Aci Ozellikleri)

x ve y €I’ future pointing time-like birim iki vektor olmak tizere asagidaki esitlikler

dogrudur.
e (xx)=0
© (xy)+(vz)=(x2)
e (xx)=0

* (v.x)==(xy)

* (xy)=(xy)

* (x-y)=(xy)
LemmaA.2

X ve y, future pointing time-like birim vektérler olsun. 8, x den y ye hiperbolik ag

ise
cosh @ = —<x, y>

dir [11].

ispat: X den y ye hiperbolik agi @ ise

cosh@ sinh6 || x, | |y
sinh@ cosh@ || x, - ¥,

dir. Buradan
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x,cosh 6+ x, sinh 0 = y,

x,sinh @ + x, cosh6 = y,

olur. Buradan

(xy) =((x,2%,)s(y157)

:<(x],x2),(x] cosh@ +x,sinh 0, x,sinh @ +x, cosh9)>
:(x]2 —xf)cosh@

= —||x||2 cosh @
=—cosh@

elde edilir.

Lemma A.3

Lorentz diizleminde herhangi iki vektor arasindaki aci asagidaki sekilde tanimlanir [12]:
1. x ve y, future pointing time-like (yada past pointing time-like) birim vektoérler ve 0,
X den y ye hiperbolik agi ise,

cosh @ = —<X,y>, sinh @ = —<X,Dy>

2. x future pointing time-like ve y past pointing time-like birim vektorler ve 8, X den
y ye hiperbolik agi ise,

cosh@ = <X,y>, sinh @ = <X,Dy>

3. X ve y ayni bolgede iki space-like birim vektorler ve €, x den y ye hiperbolik agi
ise,

cosh @ = <X,y>, sinh @ = <X,Dy>

4. x ve y farkh bolgede iki space-like birim vektorler ve 8, x den y ye hiperbolik agi
ise,

cosh @ = —<X,y>, sinh @ = —<X,Dy>

5. x=(x,,x,) space-like birim, y=(y,,y,) time-like birim vektor ve sgnx, =sgny,
iken @, X den y ye hiperbolik agl ise,
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cosh@ = <X,Dy>, sinh @ = —<X,Y>

6. Xx=(x,,x,) space-like birim, y=(»,,y,) time-like birim vektor ve sgnx, 6 #sgny,

iken @, X den y ye hiperbolik agl ise,
cosh @ = —<X,Dy>, sinh @ = —<x,y>
Tanim A.8

Pel’ ve r>0 olmak tizere,
{0er|(PQ,PQ)=r]

kiimesinin olusturdugu egriye P merkezli » yaricapli time-like Lorentz cemberi denir.

Sekil EK-A. 3 Time-like Lorentz cemberi

Tanim A.9

Pel’ ve r>0 olmak tizere,
{QeﬁKPQ,PQ}:—rZ}

kiimesinin olusturdugu egriye, P merkezli r yaricapl space-like Lorentz cemberi

denir.
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Sekil EK-A. 4 Space-like Lorentz cemberi
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EK-B

KOMPLEKS SAYILAR

B-1 Temel Kavramlar

C= {z =x+iy|x,yeR,i’ = —1} Kompleks sayilar kiimesi Gzerinde iki i¢ islem ve esitlik
tanimlayalim:

Toplama:

z, =X, +iy, z,=x,+iy, €C igin +:CxC—> C igiglemi

z,tz,=x +iy,+x,+1y,

=x,+x,+i(y,+y,)
seklinde tanimlanir.
Carpma:
z, =x, +iy, z,=x, +iy, € C igin +:CxC—-C igiglemi
z,0z, = (x, + iy, )s(x,+iy,)

=X 0X, Xy, iy X, =y,

= (xx, = y,) +i(x,y, + y,x,)

seklinde tanimlanir.
Esitlik:

z,=x+iy, z,=x,+iy, €C igin z =z, & x =x, ve y =y, dir.
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Eslenik:
z =x+iy olmak uzere,

z’nun eglenigi z = x—iy dir. Burada x reel kissm y ise sanal kisimdir.

Bu islemlerle birlikte C kiimesinin Halka yapisini inceleyelim:

i) kapahlik

Vz,,z, € C igin

z,+z, =z €C oldugundan kapaldir.

ii) Birlesme

Vz,,z,,z, €Cigin z, +(z,+z;)=(z,+z,)+z dir.

i) Etkisiz (birim) eleman

Vz=x+iyeC igin, z+z,=2,+z=z olacak sekilde z, e C var mi?
(x +iy )+ (a+ib)=x +iy olsun. Buradan

X+a=x
olmak Gzere a =0,b =0 bulunur. O halde z, =0+i0=0
y+b=y
elde edilir.
iv) Ters eleman

' =z, =0 olacak gekilde z™' var mi?

Vz=x+jyeC igin, z+z~
X +iy +a+ib =0 olsun. Buradan
a=-x ve b=—y olup z ' =—z dir.
v) Degisme ozelligi

Vz,,z,€C igin

z,+z,=2z,+z dir.
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O halde (C,+) bir abel gruptur. Ayrica,
1- (Z] .ZZ).Z3 =2z,.(z,.2)
2-(21 +22).Z3 =(z,.23) +(2,.2;)
23.(21 +22) =(z5.2,) +(z;.2,)
oldugundan (C,+,¢) bir halkadir.
Vz=x+iyeC igin
z.1. =z olacak sekilde 1. € H bulabilirmiyiz?

(x +iy )(a+ib)=x +iy olsun. Buradan,

xa—yb=x

yva+xb=y
denklemleri ¢ozuliirse

x ve y nin ikisi birden sifir degilse (yani z#0 iken) b=0 ve a=1 elde edilir.
Yani, (C,+,+) hakasini etkisiz (birim) elamani 1, =1+i0 =1 dir.
(C,+,+) halkasinin degismeli oldugunu gésterelim:

Vz, =x+iy, z,=x,+iy,€C igin

oldugunu gostermeliyiz.

2.2y = (X + iy )(x, +iy,)
= (XX, + 1,3,) +i(y,x, +X,,)
= (X, + 1,0) i), + 3, X)
=2z,.2,

oldugundan degismelidir. Ayrica, ((C,+,-) cisimdir. Cinkli Vz#0 e C sayisini carpma

islemine gore tersi vardir.
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Simdi C nin, R cismi lizerinde vektér uzayi yapisini inceleyelim:

I. (C,®) abel grubudur.

II. AeRve Vz=x+iyeC igin Az=Ax+ily € C olacak sekilde
O:RxC—>C
dis islemini tanimlayalim.

Bu dis islemin vektor uzayr aksiyomlarini saglar:

1- Vz,=x,+iy,z, =x,+iy, €C ve Va eR i¢in a O(z,®z,)=a 0z, ®a Oz,

2- Vz=x+iyeC ve Va,a, eR igin (q,+a,)0z=0,0z0a,0z

3- Vz=x+iyeC ve Va,,a, eR icin (o0, ) Oz = (a, O 2)

4- (C,+,.) halkasinin 2. isleme gére birim elemani 1. olsunve VzeC i¢in 1. Oz =z.
Bdylece {C,®,R,+,.,0} altilisi bir vektdr uzayidir.

Vz =x+iyeC igin

x+iy=x.1+1iy

oldugundan C kimesi R lizerinde {l,i} bazina sahip 2-boyutlu bir vektor uzayidir.

ic carpim:

C:{z =X +iy

x,y eR,i’ :1} kiimesi verilsin, z, =x,+iy,,z, =x, +iy, € C igin

(,):CxC—>R

(2,,2,) —>(z,,2,)=12,2,

=XX TV,
seklinde tanimlanir.

Norm:

z=x+iyeC igin ||Z|| = ,/<Z,Z> = \/Z = x>+’
seklinde tanimlanir.
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Uzaklik:
z,=x,+iy,,z,=x,+iy, €Cigin
d(zvzz):”Zl _22”
:\/(Zl -2,)(z,-2,)
:\/(x] _x2)2 +(y1 _y2)2

seklinde tanimlanir.

Cember:

z=x+iy olsun.
||z|| =r olmak Uzere, 1/<z,z> =+/ZZ =7 igin
x*+y*=r’veyazz=r’

merkezi orijin olan » yaricapli cember denklemidir.

B-2 Kompleks Sayilarin Matris Gosterimi

Cz{z=x+iy

x,yeR,i* = —1} kiimesinin R Uzerinde {1,i} bazina sahip 2-boyutlu bir
vektor uzayi oldugunu biliyoruz.

f:C>C

wes £ ()= 2
seklinde bir donlisiim tanimlayalim.
£ (o )= £ () £ ()
£.(2)= 21 ()

oldugundan bu donidsim lineerdir. Her lineer donlsiime bir matris karsilik

geleceginden {l,i} bazini kullanarak bu lineer dontisime karsilik gelen matrisi bulalim.
fz(l):z.l:(x+iy).1:x+iy
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fi(i)=zi=(x+iy)i=—y+ix

X
yazilabilir. O halde f, lineer dénusumine karsilik gelen matris { y} olarak elde
y X

.. 0 -1
edilir. Ozel olarak, z=0+i.1=i alinirsa :L 0} olarak elde edilir ve

, |0 =10 -1

i = =-1
1 01 O

oldugu goralir.

B-3 Kompleks Sayilarin Kutupsal Form

Sifirdan farkli her kompleks sayiyi kutupsal sekilde yazabiliriz.

||z|| =A+/z.Zz =7, z nin orijine olan uzakhg! olmak lizere, bir kompleks sayisinin kutupsal

formu

Ay
) I X Z = X+Iy
o S
> x
0 X

Sekil EK-B. 1 Bir kompleks sayisinin kutupsal formu

z=Xx+1iy, x=rcos@, y=rsing olmak lzere,
.. ip

z=r(cosp+ising)=re

seklinde elde edilir.
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B-4 Kutupsal Formda Carpma
z,=ne", z,=re” olmak izere,
i(g+9,)

Z,.Z, = nre

yazilabilir.

B-5 ¢ ilegarpma

{l,i} - {ei‘”,iei‘”}

z—> ze"’
dénisimi dénmeye karsilik gelir. ¢ ile carpma ¢ agisi kadar dénmeye karsilik gelir.

i nin geometrik yorumu:

L. . . i . T .. 7 1'5
Herhangi bir kompleks sayi z:r(cosg0+zs1ng0) =re? olsun ve z:cos5+zs1n5:e
oldugundan
i( +Z

¢ 2

T
. 11—
zi=re?e? =re

J =r [cos(go + %) +isin(g + %)}

dir. Buradan bir kompleks sayiyi i ile gapmanin % kadar donme oldugu soylenebilir.

i" nin geometrik yorumu:

Herhangi bir kompleks say1 z = r(cosgo +isinq0) =re' olsun ve

i" :(cosgﬂ'sin%] —e? oldugundan bir kompleks sayiyi i" ile gapmak nZ kadar

dénmeye tekablil eder.

B-6 Birim Cemberde Merkez Aginin Taradigi Alan

¢ merkez agisini taradigi alani hesalayalim:
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[
-

Sekil EK-B. 1 Kompleks diizlemde merkez a¢inin taradigi alan

TA=mr? 2 :% (r =1 oldugundan). Yani ¢ merkez agisinin taradigi alan % ye

2w

esittir.
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EK-C

C-1 Temel Kavramlar

HIPERBOLIK SAYILAR

H:{w:x+jy x,yeR,jzzl} hiperbolik sayilarin kiimesi ele alalim. Bu kiime

Uzerinde iki i¢ islem ve esitlik tanimlayalim:

Toplama:
wo=x,+jy, w,=x,+jy, € H i¢in

Wt W, =X+ + X+ Y,

=x,+x,+j(y,+,)
seklinde tanimlanir.
Carpma:
w =x,+jy, w,=x,+jy, € H igin
wiew, = (X + jy)e(x,+ jy,)

= XX, JX Y, + Jyix, + jzylyZ
= (xx, + Y ¥,) + j(x, ¥, + y,x,)

seklinde tanimlanir.
Esitlik:

w o =x,+jy, w,=x,+jy, € H i¢in

+:HxH — H igislemi

o HxH —> H icislemi

w=w,<x =x,ve y =y, dir.o
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Eslenik:

w=x+ jy olamak Uzere w’nun eglenigi w=x—jy dir. Burada x reel kisim y ise

unipotent kisimdir.

Bu islemlerle birlikte H kiimesinin Halka yapisini inceleyelim:

i) kapahlik

Vw,w, € H igin

w,+w, =w € H oldugundan kapalidir.

ii) Birlesme

Vw,wy,wy € H igink wy +(w, +wy) =(w, +w,) +w, dir.

i) Etkisiz (birim) eleman

Vw=x+jyeH igin, w+w,=w,+w=w olacak sekilde w, € H var mi?
(x +jy)+(a+jb)=x +jy olsun. Buradan,

X ta=Xx

y+b=y

olmak Gzere a =0,b =0 bulunur. O haldew, =0+;0=0

elde edilir.

iv) Ters eleman

Vw=x+jyeH igin, w+w' =w, =0 olacak sekilde w™' var mi?

X + jy +a+ jb =0 olsun. Buradan,

"= elde edilir.

a=-x,b=—y olupw"
v) Degisme ozelligi

Vw,w, € H igin
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w+w, =w,+w, dir.

O halde, (H,+) ikilisi bir abel gruptur. Ayrica,
1- (w] .wz).w3 =w,.(w,.w;)

2-(w] +v1/2).w3 =(w.wy) + (W, w;)

w3.(w] +w2) =(wy W) +(wyw,)

oldugundan (H,+,) bir halkadir. Ek olarak,
Vw, =x+jy, w,=x,+jy,€H igin

wiw, = (X + v )X, + j,)
=X, + )+ j(nx, +x,)
= (X + )+ Jj(Gp + %)
=w,.W,
oldugundan (H,+,) halkasi degismelidir. Fakat cisim degildir:
Vw=x+jyeH igin
ww, =w olacak sekilde w, € H bulabilir miyiz?

(x +jv)(a+jb)=x +jy olsun.Buradan,

xa+yb=x

yva+xb=y

denklemleri ¢ozulirse

b(x2 —yz) =0

x*=y*#0 iken b=0dir. b=0ise a=1 elde edilir.

Yani, w=x+ jy i¢in x> —»*> #0 iken etkisiz eleman(birim) var. Dolayisiyla x> —y*> # 0

iken w nin tersi vardir. Bdylece (H,+,+) cisim degildir.

Simdi H nin, R cismi iizerinde vektér uzayi yapisini inceleyelim:
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I. (H,®) abel grubudur.
II. LeRve Vw=x+jye H igin Aw=Ax+ jAy € H olacak sekilde
O:RxH—>H

dis islemini tanimlayalim.

Bu dis islemi vektér uzayi aksiyomlarini saglar:

1- Vw =x+y.w=x,+jy, e H ve Va eR i¢in a O(w, ®w,)=a Ow, ®aOw,

2- Vw=x+jyeH ve Va,,a, R igin (o, +,)Ow=0,0Ow@a, Ow

3- Vw =x+jyeH ve Va,,a, € R icin (a,.2,) Ow=a,(at, Ow)

4- (H,+,.) halkasinin 2. isleme gére birim elemani 1, olsun ve VweH igin
I, Ow=w.

Bdylece {H,®,R,+,.,O}altilisi bir vektér uzayidir. Ayrica,

Vw=x+jye H igin

x+jy=xl+jy

oldugundan H kiimesi R {zerinde {l,j} bazina sahip 2-boyutlu bir vektoér uzayidir
[13], [14].

C-2 Hiperbolik Sayilarin Matris Gosterimi

H = {w:x+jy x,yeR, ;= 1} kiimesinin R (zerinde {1, /} bazina sahip 2-boyutlu
bir vektor uzayi oldugunu biliyoruz.

fiiH—>H
w— f, (w)=hw

seklinde bir dontisiim tanimlayalim.
fh(wl +W2)=fh(W])+fh(W2)

i (Aw) =21, (w)
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oldugundan bu donidsim lineerdir. Her lineer donlsiime bir matris karsilik

geleceginden {l,j} bazini kullanarak bu lineer dontisime karsilik gelen matrisi bulalim.
fh(l):h.lz(x+jy).1:x+jy

i) =hj=(x+jp).j=y+jx

yazilabilir.

X
O halde f, lineer déniigimiine karsilik gelen matris { y} olarak elde
y X

edilir.

Ozel olarak,

0 1
h=0+j.1=j alinirsa f; :L 0} olarak elde edilir. Ayrica,

dir.
ic-Carpim ve Dis-Carpim:

H:{w:x+jy x,yeR, :1} ve W, =x, — jy,, W, =X, +jy, olmak lzere

WW, :(W] — )(Wz +jy2) = (x]'x2 _y1y2)+(x1yz _xzyl) elde edilir.

i¢—¢arpim dis—¢arpim

Eger w,,w, hiperbolik dizlemde i¢ ¢arpimlari sifir ise w,,w, hiperbolik ortogoneldir

denir.

Dis ¢arpim 6klid de oldugu gibi w,,w, vektorlerinin olusturdugu paralelkenarin alanini

verir.
Norm:

w=x+ jye€ H igin

[l = s )] = ol = o =
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seklinde tanimlanir.
Iki Nokta Arasindaki Uzaklik:
w o =x+jy, w,=x,+jy, € H igin,
d(w,w,)=[w —w
- \/(w, _Wz)-m
:\/‘(x, —x2)2 -(» _yz)z

seklinde tanimlanir.
Hiperbolik Cember:

w=Xx+ jy olsun.

”W || = p olmak lzere, \/Kw W >‘ = \/}W MT| = p elde edilir. Buradan elde edilen
‘xz—yz‘:pz veyaw w =+p’
ifadeleri hiperbolik ¢gember denklemidir. Béylece, x’-y°=p’ veya x’ -y’ =—p’

yazilabilir.

C-3 Hiperbolik Kutupsal Form

Sifirdan farkh her kompleks sayiy1 kutupsal sekilde yazabiliriz. Benzer sekilde w=x+ jy

hiperbolik sayisini kutupsal sekilde yazalim [14].

|w|h =+ ww = p, w nin orijine olan uzakhgi olmak lizere (hiperbolik yaricap),
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A Jy

Sekil EK-C. 1 I. veya lll. Bolgede olan bir hiperbolik sayisinin kutupsal formu

w=Xx+jy, x=pcosh¢, y=psinhg icin
w = p(cosh¢g+ j sinh¢) = pe’’
elde edilir.

Eger w=TFpe” ise w . veya lll. bolgededir.

, IV.|Bolge J

Sekil EK-C. 2 II. Veya IV. Bolgede olan bir hiperbolik sayisinin kutupsal formu

w=Xx+jy, x=psinh¢, y=pcosh¢ igin
w =pj(coshg+jsinhg)=pje’’
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elde edilir.

Eger w=Fpje’” ise w Il. veya IV. bolgededir.

C-4 Kutupsal Formda Carpma
w, =pe?, w,=p,je’” olmak izere,

WW, = plpzjejw] )

dir.Eger w,=pe e H-1, w,=pe” cH-1I ise
W]_ W, = plpzej(%_m = PP, [COSh((bz _¢1)+jSinh(¢2 _¢1)]

elde edilir. Burada,

@, — ¢, hiperbolik agisi; w, ve w, arasindaki hiperbolik agidir. Ayrica,

w, y=Fx eksenleri lizerinde ise kutupsal formu yoktur [14].

C-5 ¢’ ilegarpma

1,/) —){€j¢,j€j¢}

w—> we’?

doniisimi genelde hiperbolik dénmeye karsilik gelir. ¢’ ile carpma hiperbolik ¢ agisi

kadar donmeye karsilik gelir.

Jj nin geometrik yorumu:

J ilecarpma {1, j} —{/,1} pozitif x ve y eksenlerini degistirir [14].

C-6 Birim Cemberde Merkez Aginin Taradigi Alan

u merkez agisini taradigi alani hesalayalim:
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Sekil EK-C. 3 Hiperbolik diizlemde merkez acinin taradigi alan

coshu

1
T.4 :§coshu.sinhu - J. x*—1dx

olmak tizere,

coshu — h
I Vx? —1dx= I\/cos ht —1sinhtdt {x cosht }

dx = sinh tdt

= Isin t.sintdt

= Tsin2 tdt

I osh 2t — 1

0

u

= Lsinh 2t _t
2.2 2

:lsinh 2u _¥
0 2

oldugundan,

N [ —

T.A=—coshu.sinhu —%2sinhu.coshu +%

NSRIN
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elde edilir.

C-7 idempotent Baz

{l,j} bazina gore her hiperbolik sayil w=x+ jy olarak yazilabilir. Ayrica, hiperbolik

dizlemi bolgeye ayiran izotropik dogrularla ilgili {j+,j_} seklinde baska bir baza
sahiptir.
. :l(1+j) ve j_ :l(l—j) olsun.
2 2

w=x+jy,w, =x+y, w =x—y olmaklzere w=w,_j, +w_j vyazilabilir.
j>=j.,j>=j_ oldugundan {j+,j_} bazina idempotent baz denir. Ayrica,

* Jj.J.=0,

* Wi =W,

° wWj =wj,
dzellilerinden dolayi idempotent baz hesaplamalar icin cok kullanishdir. Ornegin;
w,w_=x"—y’ dir. Bdylece v,w e H igin
vw=(v.j v ) (wj +w i) =(vow ) +(vw ) )
ve
L N (T TR e Rty Y CR e B

elde edilir. Ayrica, binom teoremi idempotent bazin kullaniimasiyla cok kolay bir

formda olur. Boylece bir hiperbolik sayinin kuvveti kolayca hesaplanabilir.

Vwe Hve keR igin, (w.j +w i) =(w.) (1) +(w.) (1) =(w.) . +(w.)
dir. (ke R ise [w]# 0 icin saglanir.)

Tanim C.1

w=w,_j +w_ j olmak tzere;
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fw)=f(w.)j+f(w)j (C.1)
olacak sekilde f(w,) ve f(w.) tanimlanabilir [14].
Ornek C.1

sin(x+ jy) ifadesi, (C.1) denklemi yardimiyla

sin(x+jy):sin(x+y)%(l+j)+sin(x—y)%(l—j)

(sinxcos y +sin ycosx) sin xcos y —sin y cos x)

) 2 (1+5)+! 3 (1-J)

=sinxcos y+ jsin ycosx

seklinde yazilabilir.

Ornek C.2

\Jx+ jy ifadesi, (C.1) denklemi yardimiyla

iy =y S+ iy 20-))
L5 e A )

seklinde yazilabilir.

C-8 Hiperbolik Fonksiyonlar
Tanm C.1
f:H—->H
t+ jx —)f(t+jx)=u(t,x)+jv (t,x)
seklinde tanimli fonksiyonlara hiperbolik degerli fonksiyon denir.

Burada f fonksiyonu hiperbolik Cauchy-Riemann 6_u:@’6_u:@ kosullarini
ot Ox Ox ot

sagliyorsa bu fonksiyona diferansiyellenebilirdir denir, [15].

Tanim C.2
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f(z) fonksiyonu z, noktasinin belli bir D(z,,¢) komsulugundaki bitiin noktalarda

diferensiyellenebiliyorsa f(z) z, noktasinda analitiktir denir [15].

Tiirev:

f:H—->H
t+ jx —)f(t+jx)=u(t,x)+jv(t,x)

olmak Uzere, eger (to,xo) noktasinda u,veC” ve hiperbolik Cauchy-Riemann

(220 2

=—,—= kosullarini saghyorsa, f fonksiyonuna hiperbolik anlamda analitik
ot Ox Ox ot

fonksiyondur veya z , =¢, + jx , noktasinda hiperbolik tiireve sahiptir denir. Buradan

M 1))+ %(ro,xo)zg—Z(to,xo)+j 2_)‘:(%,%)

ifadesine f nin z, noktasindaki hiperbolik tiirevi denir [15].

Tiirev ile ilgili Ozellikler:

1. f:H —> H, U c H acik kiimesinde hiperbolik anlamda analitik ise f nin tiirevi

f":Uc H— H seklinde hiperbolik anlamda analitiktir [15].

f:H—->H

2. Eger,
g:H—->H

hiperbolik anlamda analitik ise gof : H — H hiperbolik anlamda analitiktir ve

(g0 (20)=&'(f(2))-1"(20) .2 € H dir[15].

3. Eger f,g:H — H hiperbolik anlamda analitik fonksiyonlar ise f+g ve f.g

fonksiyonlari da hiperbolik anlamda analitiktir ve
(f+8) (2)=1"(z)+g (=)

(f.g), (z0)=1"(20)-8(20)+8'(20)-f ()
dir [15].
4. Hiperbolik polinomlar hiperbolik anlamda analitik fonksiyonlardir. Buna gore,
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f(z)=z"1ise f'(z)=mz""(0<meZ) dir.

f(z)= 1 fonsiyonunun tirevi ||z|| # 0 (light-like degil) olmasi durumunda f’(z)= —Lz
zZ 4
olarak tanimlanabilir [15].
5. g(z) null (light-like) degil iken f, g hiperbolik anlamda analitik fonksiyonlar ise i
g

de hiperbolik anlamda analitiktir. Buna gore,

i’ - :f’(zo).g(zo)—g’(zo).f(zo) ir.
L R A

6. /(z)=e” =e'(coshx +jsinhx) olmak iizere, f(z)=¢" hiperbolik anlamda

analitik ise

f'(z)=¢€ dir [15].

Tanim C.3

x(t) ve y(t), [a,B] araliginda tanimlanmis reel degerli sirekli fonksiyonlar olmak

Uzere diizlemin
z(t)=x(1)+ jy(2)
denklemini saglayan z noktalarinin geometrik yerine siirekli egri denir.

z(t)=x(r)+ jy(¢) denklemine de egrinin parametrik denklemi denir.

xX= x(t)}
a<t< B olmakizere,
y=y(1)

z(a) egrinin baslangig, z(8) egrinin bitig noktasi denir.

t=t,=z(t,)=z(t,

t#t,=z(t)#z(1,

;} (t,t, # o, )
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ise z(t)=x(r)+ jy(t) egrisine basit egri veya jordon egrisi denir. Yani kendi kendini
kesmeyen egridir. z(a)=x(p) ise buna kapali jordon egrisi denir [15].

integral:

f:H — H hiperbolik sirekli fonksiyon , T'=Imy jordan egrisi y:[a,b] >H ve

7/(1) sinir degerleri disinda surekli olmak tzere, f nin ' egrisi boyunca hiperbolik

integrali

dez :judt +vdx +jjvdt +udx
r

r r

seklinde tanimlanir [15].

integral ile ilgili Ozellikler:

1. /: H — H hiperbolik anlamda analitik ve I" kapali jordan egrisi ise

¢ fdz=0 dir [15]

2. f:Dc H—> H,DeH acgik kime

dez yalnizca I' jordan egrisinin baslangic ve son noktalarina baghdir [15].
r
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