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OZET

Z,- DERECELI GL, (2) KUANTUM GRUBU UZERINE
BiR DIFERANSIYEL HESAP

Fatma BULUT

Matematik Anabilim Dali

Doktora Tezi
Tez Danismani: Yrd. Dog. Dr. Salih CELIK

Tersi mevcut lineer tasvirler bir grup olusturur. Boyle lineer tasvirlerin matris temsilleri
ile elde edilen grup, nxn-matrislerin grubu olarak GL(n) ile gosterilir. GL(2) genel

lineer grubu, GL(2) deki lineer tasvirlerin kuantum dizlem [1] ve dualine etki ettiginde

sonuclarin kuantum dizlem ve dualinin sagladigi komutasyon bagintilari altinda
invaryant kaldigi kabul edilerek deforme edilir [2].

Bu calismada, Z,-dereceli kuantum duzlem [3] kullanilarak, Z,-dereceli GL (2) kuan-

tum grubu elde edilmis ve bu grup lzerine sag- ve sol-kovaryant olan bir diferansiyel
hesap kurulmustur.

Tez, alti bélimden olusmaktadir ve orijinal kisimlar, liclincl bélimden baslamaktadir.
ilk béliimde, konuya dair bir literatiir dzeti verilmis ve tezin amaci belirtilmistir.

ikinci béliimde, tezin orijinal kisimlarinda kullanilacak olan cebir, cebirlerin tensor car-
pimi, Hopf Cebiri [4] gibi temel kavramlar verilmistir.
Uglincti bélumiin ilk baghginda, Z,-dereceli kuantum diizlem [3], onun Hopf cebir

yapisi ve diferansiyel geometrisi hakkinda, tezde kullanilacak kadar bilgi verilmistir.
ikinci baghiginda, ilk baglikta verilen Z.-dereceli kuantum diizlem tizerine etki eden tersi

mevcut lineer tasvirler gz oniine alinarak, onlarin matris temsilleriyle olusturulan bir

Vi



kuantum grubu elde edilmis ve bu gruba Z;-dereceli GL,(2) kuantum grubu ad
verilmistir.

Dérdiincu bélimde, Z,-dereceli GL,(2) kuantum grubu uzerine bir diferansiyel hesap
kurulmusgtur. Bu yapilirken, GL,(2) deki bir matris géz 6nline alinarak, matris eleman-
larinin birinci ve ikinci mertebe diferansiyelleri ve onlarin kendi arasindaki (-komu-

tasyon bagintilari bulunmustur. Daha sonra, Cartan-Maurer formlari tanimlanmis ve

onlar ileilgili -komutasyon bagintilari elde edilmistir.

Son bélumde ise, Z,-dereceli GL,(2) kuantum grubunun Z-dereceli kuantum Lie

cebiri bulunmustur.

Anahtar Kelimeler: Z,-dereceli kuantum duizlem, Z,-dereceli kuantum grup, Hopf
cebiri, dis diferansiyel operatér, kuantum Lie cebiri.

YILDIZ TEKNiK UNIVERSITESi FEN BiLIMLERi ENSTITUSU
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Linear transformations whose inverse exist constitute a group. The group which is
obtained by matrix representation of such linear transformations, is indicated by
GL(n) as a group of nxn-matrices. The general linear group GL(2), is deformed by

assuming the results, which are obtained when the linear transformations in GL(Z)
effect quantum plane [1] and its dual, stay invariant under commutation relations,
which are provided by quantum plane and its dual [2].

In this study, Z,-graded quantum group GL,(2) is obtained by using Z,-graded
guantum plane [3] and a right- and left- covariant differential calculus is constructed
on this group.

In the first chapter of the thesis which consists of six chapters, the literature
concerning the subject is given and the purpose of the study is explained.

In the second chapter, the basic concepts which are used in the sections such as
algebra, tensor product and Hopf Algebra [1] are given.



In the third chapter, by considering invertible present linear transformations which
have an action on Z;-graded quantum plane, a quantum group which is formed by

their matrix representations is obtained and this group is called Z,-graded GL,(2)

guantum group. As the Hopf algebra construction is introduced, some new definitions
such as Z,-graded tensor product of algebras are given.

In the fourth chapter, a differential calculation on Z,-graded GL,(2) quantum group is
constructed. During this process, by considering a matrix in GL,(2), first and second

order differentials of the entries of the matrix are calculated and (-commutation

relations between themselves are determined. Then, Cartan-Maurer forms are defined
and their (-commutation relations are obtained.

In the last chapter, Z,-graded quantum Lie algebra of Z,-graded quantum group of
GL,(2) is constructed.

Keywords: Z,-graded quantum group, Hopf algebra, Z,-graded quantum plane,
exterior differential operator, quantum Lie algebra.
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GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES



BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Gegtigimiz yirmi-yirmi bes yillik sireg icerisinde, kuantum gruplari [5], matematigin
yeni bir dali ve matematiksel fizigin énemli bir dali olmustur. Bir kuantum grubu,
aslinda bilinen manada bir grup degildir. Fakat bir kuantum grup, grup o6zelliklerini
yansitan belli bir yapinin deformasyonu anlaminda bir grup ile ilgilidir. Diger bir deyisle,
bir kuantum grubu deformasyon parametresinin 6zel degerleri icin grup ile

cakismaktadir.

Kuantum gruplarin diferansiyel geometrisi izerine bircok calisma mevcuttur. Kuantum
gruplar Gzerinde degismeli olmayan diferansiyel hesap, Connes’ in [6] genel fikirleri ile
birlikte Woronowicz tarafindan gelistirilmistir [7]. Manin, bir kuantum matris grubunu
elde ederken, grubun elemanlarini uygun uzaya etki ettirmistir [1]. Bu uzayin

elemanlari yine q parametresine bagh bagintilar saglamaktadir. Manin bu sekildeki

uzaylari kuantum uzaylar olarak adlandirmstir.

Bir diger yaklasim, kuantum uzaylar lzerine Manin’ in vurgusunu takip eden Wess ve
Zumino [8] tarafindan baslatiimistir. Wess ve Zumino bu genel teoriyi soyut bir
bicimde yeniden formile etmislerdir. Kuantum gruplar Gzerindeki degismeli olmayan
diferansiyel geometri yapisi icin diger bazi yontemler cesitli yazarlar tarafindan

sunulmus ve tartisiimistir [9-17].

Wess ve Zumino’nun ortaya koydugu teknik kullanilarak kuantum uzaylar Uzerine

diferansiyel hesap, Z,-dereceli uzaylara genellestirilmistir [18-20].



Daha sonra, Z,-dereceli kuantum uzay Uzerine yapilan diferansiyel hesap da Z;-

dereceli kuantum uzaylara genellestirilmistir [21-23].

1.2 Tezin Amaci

Amacimiz Z,-dereceli GLq (2,C) kuantum grubu Uzerine bir ikili-kovaryant diferansiyel

hesap kurmaktir. Bu hesap icerisinde, koordinat fonksiyonlari, onlarin birinci ve ikinci
mertebe diferansiyelleri ve kismi tirevler yer almaktadir. Dolayisiyla kurulum, bunlar

arasindaki g-komutasyon bagintilarinin bulunmasi ile gergeklestirilecektir. Daha sonra,

Z,-dereceli GL, (2,C) kuantum grubunun Z;-dereceli kuantum Lie cebiri edilmek-

tedir.

1.3 Hipotez

Bu calismada, ilk olarak, Z,-dereceli kuantum grubu elde edilip onun Hopf cebiri
yapisina sahip oldugu gosterilecektir. Daha sonra, bu grup Uzerine bir Z,-dereceli
diferansiyel hesap gelistirilecektir. ~Son olarak, Z,-dereceli kuantum grubunZ,-

dereceli Lie cebiri elde edilecektir.



BOLUM 2

TEMEL KAVRAMLAR
Bu bélimde, sonraki bolimlerde kullanilacak olan bazi 6nemli kavramlara vyer

verilmistir.

2.1 Cebirler

Tanim 2.1.1 Uzerinde toplama ve carpma tanimlanmis bir R kiimesine, asagidaki

ozellikler saglanirsa bir halka denir:

(R,+) bir degismeli grup,

V a,b,ceR igin a(b+c)=ab+ac ve (a+b)c=ac+bc,

V a eRigin al=1a olacaksekilde 1e R elamani mevcut,

V a,b,ce Rigin a.(b.c) =(ab).c.

Eger V a,b R icin ab=Db.a oluyorsaR’ ye degismeli halka denir.

Tanim 2.1.2 (M, +) bir degismeli grup ve R bir halka olsun. Eger
@:RM >M, (a,x)>ax, (p:MR—>M, (x,a) xa)

seklinde tanimlanan tasvir asagidaki sartlari saglarsa, M ’ye bir sol (sag) R -modiil,

kisaca sol (sag) modiil, ¢ tasvirine de sol (sag) R - modul M ’"nin yapi tasviri adi verilir:

Va,beR ve VX, y e Migin,

a(x+y)=ax+ay, ((x+y)a=xa+ya)



(a+b)x=ax-+bx, (x(a+b):xa+xb)
(ab)x=a(bx), (x(ab)=(xa)b)
1. X=X, (x1z = X)

Eger M hem sag hem sol R -modiil ise M ’ye kisaca modiil denir. Ek olarak R halkasi

bir cisim ise, M modiliine vektor uzayi denir.

Tanim 2.1.3 Ayni F skaler cismi lGizerinde tanimlanmis U ve V vektor uzaylari ara-

sindaki bir T :U —V déntstimi her u,u,,u, eU ve o e Figin
T(u+u,)=T(u)+T(u,), T(au)=aT(u)

sartlarini gercekliyorsa bu dontisiime bir lineer tasvir denilir.

Tanim 2.1.4 T,:U, -V, T,:U, >V,, birer lineer tasvir olsun. Bu takdirde u, eU,
ve U, eU,icin

O:U,®U, -V, ®V,, ®Uu,®u,)=T, (u)®T, (u,)

seklinde tanimlanan bir lineer tasvir mevcuttur. Buradaki ®’ye T, ve T,’nin tensor
carpimi denirve @ =T, ®T, ile gosterilir.

Tanim 2.1.5 L, bir vektor uzayi olmak Uizere eger,

[,]:LxL—L

2-lineer tasviri asagidaki iki sarti saglarsa L ’ye bir Lie cebiri denir:

[x,y1=-[y.x],

[x.[y, zZ11+[z.[x, yI1+1y.[z, x]]=0, ¥xy,zeL.

Tanim 2.1.6 Bir A cebiri, iki adet lineer tasvir ile birlikte bir K -vektor uzayi olarak

dustndlr:

H:AA—> A u(@®b)=a-b,
n:K—>A nk)=k-I.

Burada |, A’nin birim elamanidir. Bu tasvirler igin, id : A— A 6zdeslik tasviri olmak

uzere



po(ld® p) = po(u®id) (Ass)

. . ) (2.1)
po(id®n)=po(n®id)  (Uni)

ozellikleri gecerlidir. (Ass) aksiyomu, u ¢arpma tasvirinin asosyatifligini ifade
ederken, (uni) aksiyomu, 77(2)'in  A’nin hem sag hem de sol birim elamani oldugunu

ifade etmektedir.

Boylece ortaya gikan (A, x,77) Ugliistine bir cebir diyecegiz.

2.2 Hopf Cebirleri

Eger G bir grup olmak lzere A=Map(G,K) ve A® A=Map(GxG,K) oldugunu
kabul edersek, G deki islemi kullanarak asagidaki lineer homomorfizmleri
tanimlayabiliriz: Her X,y € G ve f €G igin

AA—>ARA Af (x®Y) =T (xy),

e:A>K, g(f)="f(e).

Burada e, G nin birim elamanidir. A’ya cebirin bir ko-garpmasi ve ¢ tasvirine de cebi-
rin ko-birimi denmektedir. A ve & cebir homomorfizmleri, sirasiyla x ve 1 tasvirleri
icin verilen (Ass) ve (Uni) 6zelliklerine (denklem (2.1)) dual olan 6zelliklere sahiptir. Yani

(I[d®A)cA=(A®id) oA (coass)

. . . . (2.2)
Ho(e®id)ocA=id=po(iId®¢g) oA (counit)

dir. Genel olarak, K uzerindeki bir lineer A uzayina, yukarida tanimlanan z,7n,A K-
lineer tasvirleriyle birlikte bir K-ko-cebir (kisaca ko-cebir) ve A lineer uzayina u,n,A, &
K-lineer tasvirleriyle birlikte bir K-bicebir (kisaca ikili-cebir) denir. Ek olarak,
feA xeG icin

S:A> A Sf(X)=f(x™)

seklinde tanimlanan ve

o (ld®S)A=nce=u-(S®Iid)A (2.3)
ozelligini saglayan bir S cebir anti-homomorfizm ile (A, i,77,A, €,S) altilisina bir Hopf

Cebiri denir [4].



2.3 Z,-Derecelendirme

Devirli gruplar, her elemani bazi sabit elemanlarin bir kuvveti olan elemanlarin
27i

olusturdugu gruplardir. Z, devirli grubunu ele alalim. Bu grup, j=e % (i :\/—1)

1+j+j*=0ve j°=1

birincil kiibik kokleri birimi veren ¢arpma ile kompleks diizlemde temsil edilebilir.



BOLUM 3

Z,-DERECELI GL, (2) KUANTUM GRUBU

Bu bélimde, Z,-dereceli uzaya etki eden kuantum matrisler gézéniine alinacak ve ilk
olarak, onlarin matris elemanlarinin sagladig Z,-dereceli q-komutasyon bagintilari
bulunacaktir. Sonra, Z,-dereceli bir kuantum matrisin tersi ve determinanti elde
edilerek, Z,-dereceli kuantum matrislerin grubuna ulasilacaktir. Daha sonra, bu

grubun bir Hopf Cebir yapisina sahip oldugu gosterilecektir.

3.1 Z,-Dereceli Kuantum Diizleme Bir Bakis

Bu kisimda, Z,-dereceli kuantum diizlem Gzerindeki fonksiyonlarin cebiri ve onun dual

cebiri tanitilacaktir.
Tanim 3.1.1 O(Rq(Z))=K{X, y}/(xy—ayx) fonksiyon cebri ile degismeli olmayan

R, (2) uzayl; (q ;tl) q° =1 igin bir Z,-dereceli diizlem olarak adlandirilir [3].

Bu tanim 1siginda
X 3

R,(2)= CXy=qyx ve q° =1 (3.1)
y

yazariz. Bu uzayin dualini R;(Z) ile gosterelim. Bu takdirde, asagidaki tanimi verebiliriz.

Tanim 3.1.2 O(Rq*(Z))= K {6, (p}/(&(p—q’zq)ﬁ, &, goS) fonksiyon cebiri ile degismeli

olmayan R."(2) uzayina Z,-dereceli dual kuantum diizlem denir [3].

Buna gore,



0
R, (2)= {g)) 0p=0"p0, 8°=0, ¢’ = 0} (3.2)
yazariz.

3.2 Z,-Dereceli Uzaya Etki Eden Kuantum Matrisler

Z,-dereceli 2x2 -tipindeki bir kuantum matrisin elemanlarinin sagladigi g-komutasyon
bagintilari, Z,-dereceli kuantum dizlem ve onun dualinin jeneratérlerinin sagladigi

(3.1) ve (3.2) deki komutasyon bagintilari kullanilarak elde edilmektedir.

Klasik durumda, bir lineer tasvir diizleme etki ettiginde, netice yine dizlemin bir
elemani olur. Yani eger T, diizleme etki eden bir lineer tasvir ise, T:R?> —R? dir.

Deformasyon teoride, durum hemen hemen aynidir.

Kabul edelim ki T, Z,-dereceli kuantum diizlem ve onun dualine etki edecek bir lineer

tasvir ve onun Z,-dereceli uzaydaki matris temsili

T2 P (33)
“lc d '

dir. Boyle matrislerin cebrini M (2) ile gosterelim.

IVI(Z) cebirindeki bir matrisin, matris elemanlarinin, birer koordinat fonksiyonu
oldugu dustintilmekte ve Z,-dereceye gore a,b, ¢ ile d nin derecelerinin sifir oldugu
kabul edilmektedir.

Teorem 3.2.1 Bir T kuantum matrisinin matris elemanlari

ab=ba, ac = qca, bc =qcb,

(3.4)
cd=dc, bd=qdb, ad-da=(q-1)ch

seklindeki g-komutasyon bagintilarini saglar.



ispat  Z,-dereceli kuantum diizlemin jeneratérleri X, =x ve X, =Yy olmak lizere

6, R, (2 >M(2)®R_(2), 5L(xi)=22: al ®X, (3.5)

j=1

sol es-etkiyi gézonine alalim. Bu es-etki 8, , bir cebir homomorfizmidir ve T nin
matris elemanlarinin 8, (xy —qyx) =0 olacak sekildeki bir cebiri saglamasi gerekir.

Gergekten,
o (X)=ax+by, & (y)=cx+dy

oldugundan, diizlemin jeneratorleri ile T nin matris elemanlarinin degismeli oldugunu

kabul ettigimizde,
8, (xy) =ac.x’ +ad.xy +bc.yx +bd.y’= ac.x* + (bc + gad) yx +bd.y?
8, (yx) = ca.x’ +da.yx +ch.xy +db.y’= ca.x* + (da +qcb) yx + db.y?
yazariz. Buna gore
0=45, (xy—qyx)
= (ac —qca).x* + (bc + gad — qda — g°cb).yx + (bd — qdb).y?
olup, Xve Yy nin bagimsizlig
ac = qca, bd = qdb, ad —da = qcb —qg°bc

bagintilarini verir ki bunlar, (3.4) deki bagintilarin bazilaridir. Geriye kalan bagintilar ise,

o, nin dual diizleme etkisi kullanilarak elde edilecektir.

o, nin, dual diizlemin jeneratorlerine etkisi, )21 =& ve )22 =7 olmak lzere
A 2 - A
5.(X)=> al®X, (3.6)
j=1

seklindedir. Buradaki 6L()2i) elemanlarinin da (3.2) bagintilarini saglamasi gerekir.

Yukaridaki islemlerin benzerleri, (3.2) bagintilari kullanilarak tekrarlandiginda ise, (3.4)

deki diger bagintilar elde edilir.



Yukaridaki teoremde elde edilen (3.4) bagintilari, Mq (Z)nin matris cebirinin tanimi igin
bizi yonlendirir:

Tamim 3.2.2 |, (3.4) bagintilari ile olusturulmus K{a, b, c, d} serbest cebirinin iki
yanli ideali olsun. Bu halde M, (2)kuantum matris uzayinin O(I\/Iq(Z)) ile gosterilen

koordinat cebiri, K{a, b, ¢, d} cebirinin I, idealiile bélimi olarak tanimlanir:
0(M,(2))=K{a, b, ¢, d}/1,.

Not GL(Z)nin iki parametreli deformasyonu [9] da verilmistir. Yukarida elde edilen

(3.4) bagintilari, [9] da bulunan (10) bagintilarinin p =1 hali gibi gériinmesine ragmen,

oyle degildir ve burada g — 1 limiti yoktur.

3.3 Z,-Dereceli Bir Matrisin Kuantum Determinanti ve Tersi

Temel matris teorisinde determinant, 6nemli bir rol oynar. Dolayisiyla onun, kuantum

versiyonunun aciklanmasi gerekmektedir. Mq(2) daki bir matrisin kuantum

determinanti, Gauss ayrisimi kullanilarak
D,(T) =ad —bc =da—qg*hc (3.7)

seklinde bulunmustur. Gergekten, (3.3) deki T matrisi, d nin tersinin mevcut oldugu

kabul edilerek,

_ bd™*)a-bd'c 0) 1 O
lo 1 0 d/ld% 1

seklinde yazilabilir. Dolayislyla, ortadaki lGiggen matrisin determinanti, T nin kuantum

determinanti olacaktir.

Gergekten (3.4) (dc=cd =d*(cd)=c, bd =qdb=b=qdbd ™ = g’b =dbd ™) den

(a-bdc)d =ad —b(d “cd) = ad - hc,
d(a—bdc)=da—(dbd *)c = da-g’bc.
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D,(T) kuantum determinanti, cebirin bir merkezi elemani degildir. D (T) ile T nin
matris elemanlari arasinda saglanan q-komutasyon bagintilari, (3.4) deki bagintilarin

yardimiyla bulunabilir ve onlar asagida verilmistir:

aD,(T)=D,(Ma,  bD,(T)=aD,(T)b,

) (3.8)
dD,(T)=D,(TM)d,  cD,(T)=q’D,(T)c.

D‘lq(T) ile T nin matris elemanlari arasinda saglanan bagintilar, (3.8) deki bagintilarin
yardimiyla, esitligin her iki yanina sagdan ve soldan D’lq(T) uygulanarak asagidaki gibi

bulunmustur:

D*,(Ma=aD*(T), D Mb=abD*(T)
D (Me=g’c D (T), D (T)d=d D (T).

(3.9)
Z,-dereceli  GL, (2) kuantum grubunun koordinat cebiri, D,(T) kuantum
determinantinin tersi olan D’lq(T) nin O(Mq(Z)) cebirine eklenmesiyle elde
edilmistir. Daha tam olarak, O(GLq(Z)) cebiri. tD (T) -1 elemani ile olusturulmus
<tD (T)-1> ki tarafli ideali ile O(Mq(Z)) Uzerinde t ye gobre polinomlarin
O(Mq(Z))[t] cebirinin bdlim cebiridir. Yani O(GLq (2)) cebiri, 4+1 adet a,b,c,d ve t
jeneratorleri, (3.4), (3.8) bagintilari ve tD, (T) =1= D, (T)t ile olusturulmustur.
Z,-dereceli uzaydaki 2x 2 -tipindeki bir kuantum T matrisinin tersi,

TT ' =1=T7"T

esitligini saglamalidir. Buradan, gerekli islemleri yaptigimizda, T (ters) matrisini

T (Dq(T)OI —Dq(T)b] (3.10)

|-D%Mec  DiMa

olarak buluruz.

11



3.4 Z,-Dereceli GLq (2) Kuantum Grubunun Hopf Cebir Yapisi

Bu kissmda, Z,-dereceli GLQ(Z) kuantum grubunun bir Hopf Cebiri oldugunu

gosterecegiz. Bunun igin, GLq (2) kuantum grubu Uzerine, es-carpim, es-birim ve es-

ters denen ve sirasiyla, A, € ve S ile gbsterecegimiz li¢ tane operator tanimlayacagiz.

Teorem 3.4.1 O(GLq(Z)) cebri, asagida tanimlanan es-garpim, es-birim ve es-ters

operatorleri ile bir Hopf Cebiri olusturur:

Es-carpim operatori olan A operatord,
A:0(GL,(2)) >0(GL,(2))®0(GL,(2)),
2
A@')=) a‘®a), A(l)=11.
k=1
Es-birim operatori olan ¢ operatord,
£:0(GL,(2))>C, &(@a))=6, £(1)=1.

Es-ters operatorii olan S operatord,

$:0(GL,(2))>0(GL,(2)).  S(@)=(s(M))), S(1)=L.

Ispat Bunun icin, es tasvirlerin asagidaki 6zdeslikleri sagladigi gdsterilmelidir.

Es-carpma operatori olan A, bir cebir homomorfizmidir ve
(A®id)oA=(id®A)oA
seklindeki es-asosyatiflik 6zelligini saglar. Gergekten, 6rnegin,

(A®id)A(a)=(id®A)(a®a+b®c)
=a®A(a)+b®A(c)
—a®(a®a+b®c)+b®(c®a+d®c)
=(a®a+b®c)®a+(a®b+b®d)®c
=A(a)®a+A(b)®c
=(id®A)(a®a+b®c)
=(id®A)A(a)

dir. Ko-birim operatord, bir cebir homomorfizmidir ve

12

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)



Meo(&®id)oA=mo(id ®@&)oA (3.15)
ozelligini gercekler. Burada m, ¢arpma tasviridir ve m(a®b):ab ile

me(M®id )=mo(id ®m)

seklindeki birlesme aksiyomunu saglar.

S ko-ters operatori de,

Mo(S®id)eA=g=mo(id ®S)oA (3.16)

dzdesligini saglayan bir cebir anti-homomorfizmidir. Eger T~ (ters) matrisini S(T)ile

gosterirsek

a

S(M)=T"= D‘lq(T)EC _bj (3.17)

olacaktir.
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BOLUM 4

Z,-DERECELI GL,(2) KUANTUM GRUBU UZERiNE DIFERANSIYEL HESAP

Bu bélimde, Z;-dereceli GL, (2) kuantum grubu Uzerine degismeli olmayan, sag- ve

sol- kovaryant bir diferansiyel hesap kurulacaktir. Bu hesap, GLq(Z)ijzerindeki

fonksiyon-lari, birinci ve ikinci mertebe diferansiyelleri ve diferansiyel formlari igerir.

4.1 Diferansiyel Cebir

Z,-dereceli diferansiyel hesabin tanimi ile baglayalim. Aksi séylenmedikge, bir  ele-

maninin derecesini  ile gosterecegiz.
Tanim 4.1.1 A, bir serbest, birlesmeli (genellikle, degismeli olmayan) cebir ve T"", bir

n- form ve A-ikilimodul ile olusturulmus uzay olsun. A cebiri lizerinde Z,-dereceli bir

diferansiyel hesap, birinci dereceden bir C-lineer 6 :I'" —I'"" dis diferansiyel opera-

toru ile bir Z,-dereceli I'" =@, _,I'""" cebiridir. Biliner diferansiyel hesabin bir genelle-

mesi asagidaki kurallara dnculik eder: a eI'™" ve S eI™ igin

5°=0, (5% 0)
S(anp)=(0a)ALB+q%an(5B), (4.1)
5% (anB)=(5°a) A B+(q" +q7)(Sa) A (5B)+a* a A (5°1)

dir.
Klasik geometriden bilindigi Uzere, eger a ve [, birer 1- formise, a A f=—f A dir.

Bu sonug, dis carpim ile vektorel carpimin, anti-komutatif olmalari anlaminda benzer
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bir karakteristik 6zellige sahip olduklarini séylemektedir. Ancak, Z,-dereceli durumda,

iki 1- formun dig ¢arpimi, a A = q‘mﬂ A« seklindedir.

4.2 Bazi Anlagma ve Kabiiller

Lineer & operatori, bir koordinat fonksiyonuna uygulandiginda Z,-dereceye gore

derecesi 1 olan bir 1-form Uretir. B6lim 3 de gozdnline alinanT matrisinin matris
elemanlan igin, elde ettigimiz bu 1-formlari sirasiyla, da, &b, o6c ve &d ile
gosterecegiz. o lineer operatdri da ya uygulandiginda (veya a vya iki defa

uygulandiginda), Z,-derecesi 2 olan bir 1-form elde ederiz. Bunu oa ile gdsterecegiz.
Benzer sekilde, &b ye uygulandiginda 6°b ile ve Z,-derecesi 2 olan bir 1-form, &¢C ye
uygulandiginda &°c ile ve Z ,-derecesi 2 olan bir 1-form ve 6d ye uygulandiginda od

ile gosterecegiz ve Z,-derecesi 2 olan bir 1-form uretilmis olacaktir.

4.3 Sol ve Sag Kovaryanthk

Degismeli durumda, es tasvirler, grup Uzerindeki fonksiyonlarin cebirinin cebirsel
yapisina gore, grup manifoldunun grup yapisini kodlar. Ozel olarak, es carpim grup
carpimina donisur ve grubun kendi lizerine sol ve sag etkisini yeniden formiile etmek

icin kullanilabilir.

Diferansiyel formlar lizerinde grubun Uretilmis etkilerinin tekabiil eden genellemeleri

vardir. Bu, ikili-kovaryantlik fikrine dncliliik eder.

Tanim 4.3.1 A birim elemani 1 olan bir Hopf cebiri ve (FA,J), A lzerinde bir
diferansiyel hesap olsun.

Eger sol es-etki denen ve her u,v e A igin
A, (USV) =A(U)(Id® S)A(V) (4.2)

esitligini gercekleyen bir A :T" — A®TI™" lineer tasviri varsa, (Fﬁé‘)diferansiyel
hesabinin sol kovaryant oldugu soylenir.

Eger sag es-etki denen ve her u,v € A igin
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Az (US V) =A(u)(6 ®id)A(V). (4.3)
esitligini gercekleyen bir A, :I'" > IT" ® A lineer tasviri varsa, (Fﬁé‘)diferansiyel
hesabinin sag kovaryant oldugu soylenir.

(4.2) ve (4.3) bagintilarindan asagidaki 6zellikler ortaya ¢ikar [7]:

(A®id)o A, =(id®A )oA,, (d®A)oA, =(A,®id)cA..

4.4
(e®id)A (Su) =4du, (id®&)A,(Su) = bu. (4.4)
4.4 ikili-Kovaryanthk
Eger
(A, ®id)oA, = (id®A, ) oA, (4.5)

esitligi gerceklenirse, sol- ve sag-kovaryant bir hesabin ikili-kovaryant oldugu soylenir.

Bir ikili-kovaryant diferansiyel hesap,

A (U 8u+8U,u,) =A(U)A (Su) +A (6U,)A(U,) (4.6)
AUy 8 Uyt 8 U,U,) = AU)AL(SU,) + A (5U,)AW,)
esitligini saglayan A :T" > A®T" ve A,:T" >T"®A lineer tasvirleriyle birlikte

I A-ikili-moddil tanimi ile verilen ikili-modalli ikili-kovaryant diye adlandirilan bir

yapinin 6zel bir halidir.

4.5 Komutasyon Bagintilari

Bu kisimda, koordinat fonksiyonlari (TeGLq(Z) matrisinin matris elemanlari) ile

onlarin birinci ve ikinci mertebe diferansiyelleri arasindaki bagintilar yaninda, birinci ve

ikinci mertebe diferansiyellerin kendi aralarindaki bagintilar elde edilecektir.

4.5.1 Koordinat Fonksiyonlari ve Onlarin Birinci Mertebe Diferansiyelleri Arasindaki

Bagintilar

Bu kisimda, bir TeGLq (2) matrisinin matris elemanlari ile onlarin birinci mertebe

diferansiyelleri arasinda saglanan g-komutasyon bagintilari elde edilecektir.
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Onerme 4.5.1 Eger T eGLq (2) ise, T nin matris elemanlari ile onlarin birinci mertebe

diferansiyelleri

ada=(q°saa

a.ob=q°sb.a

bsa=sab+(q°-1)sba

b.Sb = q2Sbb

c.ob=qdb.c

adc=q’sca+q(q-1)da.c

coa=qdac

cdc=qg°dcc

b.sd =g*sd.b+q(q-1)sb.d

d.6b = géb.d

d.6d = q%sd.d

d.sc=scd+(q°-1)8d.c

cod =q°sd.c

asd =q’sd.a+q(q-1)sbc

d.sa=g’sad +(q-q*)sbe (4.7)
b.sc=sch+q(q-1)[(1-q)db.c+qsad —gdd.a]

seklindeki g -komutasyon bagintilarini saglar.

ispat istenilen bagintilari elde etmek igin, Z,-dereceli kuantum grubundaki bir matrisin

matris elemanlari ile onlarin birinci mertebe diferansiyelleri arasindaki saglanan

muhtemel bagintilarin
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ada= X, 6aa

adc=F,oca+F,oac
cda=F,d0ac+F,dca

coc = X,occ

aob =K, dba+K,dab

boa =K, dab+K,,éba

bob = X,6bb
cob=L,8bc+L,cb+L,dad + L ,6da
béc=L,8cb+L,,8bc+L,,6ad +L,6da
déc=M,,écd +M,,6dc

cod =M, 6dc+M,,dcd

déd = X,ddd

bsd = N,,6db+ N,,6bd

ddb=N,,dbd + N,,ddb

aod =R;dda+R,dad + R, dcb+R,,ébc
dda=R,0ad +R,dda+R,dch+R,,dbc

(4.8)

seklinde oldugunu kabul edelim. Burada, muhtemelen q parametresine bagli, 36 adet

sabit bulunmaktadir.

Amacimiz bu bagintilarda yer alan X, X,, X3, X,, F;, Ky, L; My, N;;, R, sabitlerini
bulmaktir. Asagida ise, a,b ve onlarin diferansiyelleri géz 6niine alinarak (4.7) deki ilk

dért baginti Gizerinde calismakla baslanmuistir. Oyleyse,
ab=ba
bagintisi ile olusturulan cebiri A, ile gosterelim. Bu durumda A, cebirinin diferansiyel

cebiri olan JA,, cebirinin jeneratorleri daveob olup, A, UJFA, cebirinin

jeneratorleri arasinda saglanmasi muhtemel komutasyon bagintilar

ada= X,faa (4.9)
aob =K oba+K,dab (4.10)
bda =K,dab+K,,dba (4.11)
béb = X, 8bb (4.12)
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dir. Buradaki X, X,, Kij (i, 1=1 2) katsayilarini bulmak icin degismeli olmayan hesabin

kovaryanthgini kullanacagiz.

Eger A, lineer tasvirini (4.9) bagintisina uygularsak, sol taraf

A (ada)=A(a)A (5a)
=(a®a+b®c)(a®sa+b® éc)
=a’®ada+ab®adc+ba®csda+b’®csc
= X,a’ ® faa+ F,ab® Sca+ F,ab® Jac+F,,ab ® ac
+F,ab®ca+ X,b* ®scc
= X,a’ ®saa+(F, +F,)ab®sac+(F, +F,,)ab®dsca+ X,b* ® scc

ve sag taraf

A (X,0aa) = X,A, (da)A(a)
=X,(a®da+b®dc)(a®a+b®c)
= X,a* ® faa+ X,ab®Fac+ X,ab® Sca+ X,b* ® §cc

seklini alir. Buna gore,
X, =k, +F,=F,+F, =X, (4.13)
elde edilir. A; lineer tasvirini (4.9) bagintisina uygularsak, sol taraf

Aq(ada)=A(a)Ay(5a)
=(a®a+b®c)(da®a+ob®c)
=ada®a’+ash®ac+bsa®ca+bsb®c?
= X,/aa®a’ +gK,,sba®ca+gK,,dab ®ca+ K,,5ab ®ca
+K,,6ba®ca+ X,8bb®c?
= X,aa®a’ + (gK, + K,,)dba®ca+(gK,, + K,,) fab ®ca + X ,6bb ® c?

ve sag taraf

Az (X,faa) = XA, (6a)A(a)
=X,(da®a+ob®c)(a®a+b®c)
= X,0aa®a’ +qX,fab®ca+ X,fba®ca+ X,5bb ® c?

olup,
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X, =0K, +K,,=X,, gX,=0K,+K, (4.14)
elde edilir. Benzer sekilde, A, ve Ay lineer tasvirlerini (4.8) in tamamina uygulayarak

benzer denklemleri elde ederiz. Simdi, L, =Q,, L,=Q, L;=0Q, L, =Q, diyelim. Bu

takdirde,

R13 = qQ31 qus = (q_l) Q1+ qR241 R24 = Qs + (1_ Q)Ql,
R22 = QZ + (1_q)Q4! R23 = qQ4! R11 = quv R21 = qQ1| (415)
R, =Q,+(0-1)Q;, R;=0Q,, R, =(9-1)Q,+Q,

olur. Bu denklemlerde bulunan X, X,, X3, X, F;, K, Ly My, Ny, Ry (i, j =1,2,3,4)

4 Tjr TNy ),

katsayilarini Q,, Q, Q, Q, cinsinden yazarsak:

ada= (QQ1 + Qz + qu + Q4)5a-a

aoc=(qQ, +qQ;)éca+((q-1)Q +Q, +(q-1)Q, +Q,)dac

cda=(Q +Q,)dac+(Q,+Q,)dca

coc= (qu + Qz + QQS +Q4)§C-C

aséb=(qQ, +Q,)db.a+(Q, +qQ,)sab

bsa=(q°Q, +qQ,)dab+((a-0°)Q +Q, +aQ, +(1-q)Q, )sha

b.6b = (qu + Qz + QQs + Q4)5b-b

c.ob=Q,db.c+Q,0ch+Q,0ad +Q,dd.a

b.sc=g°Qch+((4—0°+9-1)Q +Q, +(q-1)Q; + (1-q)Q, ) she
+((0* -9)Q +9Q, )sad) +((g-9*)Q, +4Q; ) 5da

d.oc=(0"Q +qQ, )dcd +((0-9")Q +Q, +04Q, +(1-q)Q, ) sdc

c.od =(qQ, +Q,)ddc +(Q, +qQ;)acd

d.od = (qu +Q2 +qQ3 +Q4)5d-d

b.od =(qQ, +9Q;)adb +((q-1)Q, +Q, +(q-1)Q, +Q,)sbd

d.6b=(Q, +Q,)sbd +(Q, +Q,)ddb

aod =gqQdd.a+(Q, +(q-1)Q;)da.d +qQ,8cb+((q-1)Q, +Q,)éb.c

d.da=qQdad+(Q,+(1-9)Q,)éd.a+aqQ,6chb+((1-q)Q, +Q,)db.c

(4.16)

olur. Simdi, eger ab—ba=0 denklemini sagdan &b ile carpip (4.7) deki lglncl
bagintiyi kullanirsak Q, +0Q, =0 elde edilir. Benzer olarak (bd—qdb)é'd:O ve

(ab—ba)éd =0 bagintilarindan sirasiyla Q,+Q, =0 Q, =0 elde edilir. (4.16) daki
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sekizinci ve dokuzuncu bagintilarindan yararlanilarak cb—qcb=0 denklemine &

diferansiyel operatorii uygulanirsa Q, =q elde edilir.

4.5.2 Birinci Mertebe Diferansiyeller Arasindaki Bagintilar

Bu kisimda, Ustteki kisimda tanimladigimiz degismeli olmayan diferansiyel hesabin
kovaryanthgini kullanarak, birinci mertebe diferansiyeller arasinda saglanan bagintilari

asagidaki 6nerme ile buluruz.

Onerme 4.5.2 Eger TeGLq(Z) ise, T nin matris elemanlarinin birinci mertebe

diferansiyelleri arasinda asagidaki q-komutasyon bagintilari vardir.

sdandob=06bnada
dandc=0ocAda
sandd=58d rda+(1-g°)SbAde
obAdc=qdCcAdb

obAdod =qdd Adb
ocaod =8d Adc

(4.17)

ispat Z,-dereceli GL,(2) kuantum grubundaki bir matrisin matris elemanlarinin birin-

ci mertebe diferansiyelleri arasindaki bagintilar

odandb=Eobnda
oandc=E,ocanda
oanod=E,0od nda+E,Sbadc
obrdc=EobcAdb+E/Sd Ada
obAdd =E,6d ASb
ocAdd =E;0d AdcC

(4.18)

seklinde olsun. -parametresine bagli olan E, (i=12,...,8) sabitlerini (katsayilarini)

bulmak icin, degismeli olmayan diferansiyel hesabin kovaryanthgini kullanacagiz.

Asagida, (4.17) deki ilk baginti elde edilmekte ve dolayisiyla E, katsayisi

bulunmaktadir. A; ve A, lineer tasvirlerini (4.18) deki ilk bagintiya uygularsak,
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Ag(6andb)=A(8a)AAL(8b)
=(sa®a+6b®c)A(sa®b+5b®d)
=danda®ab+dandb®ad +dbrda®cb+SbAdb®cd
=danrsa®ab+Esbrsa®da+((q-1)E +1)brsa®ch+Sbrsb®cd
Ag (Eidbrda)=EA,(6b) nA,(Sa)
=E,(6a®b+6b®@d)A(fa®a+sb®c)
=Edanda®ab+qEdardb®cb+Esbrda®da+EShAdb®cd

buradan

Ag(6andb)=A, (EbbAsa) (4.19)
deki katsayilarin esitliginden,

E,=1 gE’—(q—1)E,~1=0 ve dolayisiyla E, =1 olmasi gereklidir.

A (6andb)=A (5a)A ()
=(a®sa+b®ésc)(a®b+h®4d)
—a’®sardb+ab®Fanrsd +ab®SFcASb+b*®ScAdd

=Ea’®dbrda+E,ab®8d Ada+(L+E,)ab®c Adb+Eh* ®Sd Adc
A (Edbnda)=EA, (6b)A (5a)
=E,(a®sb+b®sd)(a®sa+b®dc)
=Ea’®dbrsa+EEab®ScAdb+(EE, +E,)ab®5d Ada+Eb*>®8d AdC

E =lolup, E,=E; =1 1+E,-E,=0, 1+E,-E.=0 (4.20)
cikar. Benzer islemlerle diger katsayilar da hesaplanabilir ve (4.17) bagintilari elde
edilir.

4.5.3 Koordinat Fonksiyonlari ve ikinci Mertebe Diferansiyeller Arasindaki

Bagintilar

Bu kisimda, A cebirinin jeneratorleri olan TeGLq (2) matrisinin matris elemanlari ile

onlarin ikinci mertebe diferansiyelleri arasinda saglanan bagintilar Z,-dereceli Leibniz

kurali kullanilarak asagidaki lemma ile verilecektir.
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Lemma 4.5.3 Eger TeGLq (2) ise T nin matris elemanlari ile onlarin ikinci mertebe

diferansiyelleri asagidaki q-komutasyon bagintilarini saglar:

ad’a=q°6’aa
aodb=qg’dba

b 6’a=sab+(q°-1)5°b a

b 6%h=q’6% b
ad’c=g°6’ca+q(q-1)d°ac
c d’a=qd’ac

c §°c=q°s°cc

ad’d=0q’6°d a+q(q-1)6°bc
d 6’a=g’s’ad+(q—q°)5’b ¢

d 62d = q?5°d d
b 8°c=6%cb-q(1-q) 6’ c+(1-g*)8%ad+(q*-1)8°d a

cdb=qgsbc
b 6°d =q°6%d b+q(q-1)6°b d (4.21)
d 6%b=qs%bd

cdd=qg°s*dc
d 6%c=6°cd+(g*-1)8%d c

Ispat Yukaridaki bagintilari elde etmek igin, (4.7) deki bagintilara Z,-dereceli Leibniz

kural’’ ni uygulariz. Bir 6rnek olmasi bakimindan,

adb=qg°sba (4.22)
bagintisini goz 6nune alarak & operatoriinii uygulayalim. Bu takdirde sol taraf
5(a5b)=5a/\5b+a52b

ve sag taraf

&(9’sba)=q’6°ba+Sb Ada

seklini alir. Elde edilen bu iki ifadeyi esitler ve (4.17) bagintilarini da kullanarak

dizenlersek, son esitligi
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ad’b =q°8°ba

seklinde yazariz. Bu, (4.21) deki ikinci bagintidir. Diger bagintilar da benzer islemlerle

kolayca elde edilebilir.

4.5.4 Birinci ve ikinci Mertebe Diferansiyeller Arasindaki Bagintilar

Bu kisimda, Z,-dereceli Leibniz kural kullanarak, A cebrinin jenaratérlerinin birinci ve

ikinci mertebeden diferansiyelleri arasindaki bagintilari elde edecegiz.

Onerme 4.5.4 Eger TeGLq(Z) ise T nin matris elemanlarinin birinci mertebe

diferansiyelleri ile ikinci mertebe diferansiyelleri arasinda

sand’a=qd’anda

Sand’b=qd6’bAda

Shrd’a=q’6%andb+(q-q*)s°bAda

SbAS =05’ Adb

Sdand’c=qs’cAnda+(q-1)6’andc

Scad’la=8%andc

ScAd’c=qd’cAdC

Sdand’d =q6’d nda+(q-1)8°bAdcC

dd And*a=06’anéd +(1-q)6°b A dcC

6d Ad°d =qo%d ASd
Sbad’c=q’6°cAdb+(q-1)[(1-q)8°bAdC+qs’ansd —qsd Ada |
ScAdb=56°bAdC

b A&%d =q6°d ASb+(q-1)8% ASd

Sd Ad’b=8bAdd

ScA8%d =qs%d A Sc (4.23)
8d A8c=q’6’cAdd +(q-q°)5°d Adc

seklindeki g -komutasyon bagintilari saglanir.

ispat Bu bagintilar, (4.21) deki bagintilara Z,-dereceli Leibniz kurali uygulanarak elde

edilebilmektedir.

bs*a=s5%ab+ (g’ ~1)5%ba
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bagintisini géz oniine alalim. Bu bagintiya 8°=0 oldugunu da géz 6niine alinacak &

diferansiyel operatérini uygulanirsa;
sbrs’a=q’5’andb+(q-q*)s*bAda

esitligi ile (4.23) Un Uglincl bagintisi elde edilir. Diger bagintilar da benzer islemlerle

elde edilebilir.

4.5.5 ikinci Mertebe Diferansiyeller Arasindaki Bagintilar

Bu kisimda, T nin matris elemanlarinin ikinci mertebe diferansiyelleri arasinda

saglanan komutasyon bagintilari verilmistir.

Onerme 4.5.5 Eger TeGL, (2) ise T nin matris elemanlarinin ikinci mertebe diferan-

siyelleri arasinda

Sland’b=06’bnd%a
S’and’c=qd’cnd’a

8’ans’d =5°d ad’a+(1-¢*)8°b Ad%c
S’bAb’c=08°CASD

5’b A 6%d =q6%d AS%D

s’cnd’d =8°d A%

(4.24)

seklindeki g -komutasyon bagintilari vardir.

ispat Burada tekrar Z,-dereceli Leibniz kurali kullanilarak (4.21) deki bagintilara

=0 oldugu goz 6niine alinarak & diferansiyel operatériiniin uygulanmasiyla (4.22)

bagintilari elde edilecektir. (4.21) deki,
dand’c=qd’cAda+(q-1)s’andc
bagintisina & diferansiyel operatériniin uygulanmasi ile,

5(§a/\52c):5[q62C/\5a+(q—1)52a/\5c]
den
s’and’c=8’cnd’a+(1-q°)5’ans’c

elde edilir. Son esitlik diizenlenirse,
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sland’c=qo’cnd’a

ile (4.24) Un ikinci bagintisi elde edilir. Diger bagintilar da benzer islemlerle elde

edilebilir.

4.6 Cartan-Maurer Formlari
I'* ve A’nin elemanlari arasindaki g-komutasyon bagintilarini belirlemek amaciyla

I'*’nin uygun bir tabanini kullanalim. Bu yapi, Maurer-Cartan 1-formlarin kuantum

analoglariniigerir ve
w=5T S(T) (4.25)
ile tanimlanilir. Agikga,

w, = (6ad —&bc)D, *(T), w, = (6ba—&ab)D,*(T),

(4.26)
w; = (6da—é&chb)D, ™ (T), w, = (&da—ach)D, ™ (T).

Bu formlar arasinda saglanan komutasyon bagintilari, asagidaki (ic lemmadan sonra

verilecektir.

Lemma 4.6.1 Eger T eGL, (2) ise T nin matris elemanlariile W nin matris elemanlari

26



aw, = g°wa+(q° -Lw,.c

aw, = q°w,a

aw, = g°w,a+(1-g*)[w, —w,].c
aw, = g°w,a+(q° —q)w,Cc

bw, = q*wb +(q° -1)w,.d

bw, = g*w,b

bw, = g°w,b+(1—g*)[w, —w,]d
bw, = q°w,b+(q* —q)w,.d

cW, = g°w,C

CW, = qW,C

CW, = W,C

cw, = g°w,C

dw, = g’wd

dw, = qw,d

dw, =w,d (4.27)
dw, = q*w,d

seklindeki g -komutasyon bagintilarini saglar.

Ispat Yukarida verilen bagintilari elde etmek icin (3.4) ve (4.7) de verilen bagintilar
kullanilacaktir. Bir 6rnek olmasi bakimindan, ilk baginti asagida elde edilmistir. Diger

bagintilar, benzer sekilde bulunulabilir.

aw, =a((ad - &bc)D, (T)) = (adad —adbc)D, ™ (T)
=(g*sa.ad —g°sb.ac)D, *(T)
=qg°6a(da+(q-1)chb)D,™(T)-g?sb(qca) D, *(T)
= ¢*6ad.aD,”(T) - g°6bc.ab, ™ (T)+q* (1-q* ) §abeD, ™ (T) +¢* (q* ~1) SbacD, ™ ()
=g'wa+(g* —1)wc.
Not TEGLq (2) nin matris elemanlarinin birinci mertebe diferansiyelleri ile T nin

determinanti olan D,(T) arasinda

daD,(T)=q’D,(T)sa= D, *(T)da =q*5aD, (T)
8bD, (T) = D, (T)8b=> D, *(T)db = 5bD, *(T)
6¢D, (T) =qD,(T)éc = D, ™(T)dc = qécD, (T)
8dD,(T) =D, (T)6d = D, *(T)&d = 5dD, (T)

(4.28)
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seklindeki g -komutasyon bagintilari mevcuttur.

Lemma 4.6.2 Eger T eGL, (2) ise T nin matris elemanlarinin birinci mertebe diferan-

siyelleri ile w in matris elemanlari asagidaki g-komutasyon bagintilarini saglar:

Jarw, =q°w, Ada

oanWw, =qw, Ada

SaAW, =W, Ada

daAw, =q°w, Ada

Sb AW, =q’°w, ASb

obAw, =qw, Adb

ob Aw, =w; AdDb

b Aw, =q*w, ASb

scAw, =q’w, ASc+(g” ~1)w, Ada

8¢ AW, =qw, ASc+(q-1)w, A Sa+(q-1)° W12a+(q2 —q)(wzw3 —W,w,)a
SC AW, = q°W, A SC

ScAW, =W, AdC+(q° —q)w; A da

8d Aw, =g°w, AS8d +(g° ~1)w, A Sb

8d Aw, =qw, Add +(q-1)w, Adb+(a-9°)(a® —1)w’b+ (g —q ) (w,w; —w,w, )b
8d Aw, = q’w, A &d

8d Aw, =q’w, A&d +(g* —q)w, A Sb.

Ispat Yukaridaki bagintilari elde etmek icin (3.4), (4.7), (4.18) ve (4.28) bagintilarini
birlikte kullanacagiz. Asagida ilk bagintinin ortaya c¢ikarilisi acgik bir sekilde
yapiimaktadir.
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Saw, =8a((5ad -5bc)D, *(T)) = (Sadad — 5adhc)D, *(T)
= (6adad - sbsac)D, ' (T)
zéa(qd.é‘a+(1—q2)é‘bc) D, (T)-q’db(csa) D, (T)
= qdad.saD, *(T) - q°sbc.5aD, *(T) + (g —q)sbcsaD, *(T)
=q°6adD,'(T)éa—q’sbcD, " (T)da
=q*{(sad —8bc) D, (T)}da

=q°w, A Sa.

Diger bagintilar da benzer sekilde elde edilebilir.

Onerme 4.6.3 Eger T eGL, (2) ise T nin matris elemanlarinin ikinci mertebe diferansi-

yelleriile W in matris elemanlari agsagidaki q-komutasyon bagintilarini saglar:

S’anw, =qw, Ad’a

S’anw,=w,Ad%

S’anw, =q°w,Ad°a

d’anw, =qw, rd’a

5’bAaw, =qw, AS°b

S°bAaw, =w, AS°D

°b AW, =q°W, AS%D

5°b Aw, =qw, AS5%b

ScAw, =q2W1/\52c+(q2 —q)é‘za/\W3
S’cAw, =qw, Ad’c+(q-1)[w, —w, ]~ 5%
s’cAw, =qw, Ad’c+(q-1)w, A%

5%d Aw, =qw, AS5°d +(q—q2)w3 AS%D

&% Aw, =qw, AS%d +(q-1)[w, —w, |A 8%
5%d Aw, =qw, A5°d (4.29)
&% Aw, =qw, A8%d +(q-1)8%arw,

Ispat Yukaridaki bagintilari elde etmek icin (3.4), (4.7), (4.18) ve (4.28) bagintilarini
birlikte kullanacagiz. Asagida ilk bagintinin ortaya c¢ikarilisi acik bir sekilde
yapiimaktadir.
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s’anw, =da((Sad -8bc)D, (T)) = (§adad —5ashc)D, *(T)
= (6adad —sbsac)D, ' (T)
= Ja(qd Sa+(1- qz)abc) D, (T)—q°db(csa) D, " (T)
= qdad.saD, " (T) - q’shc.saD, " (T) +(q° —q)sbcsaD, (T)
=qg’6adD, " (T)6a—q’shcD, ™ (T)sa
=q*{(sad —&hc) D, (T)}sa
=q°W, Ada

olup, diger bagintilar da benzer sekilde elde edilebilir.

Lemma 4.6.4 W nin matris elemanlari arasinda asagidaki g-komutasyon bagintilar
vardir:

W, AW, =0°W, AW,

W, AW, =W, AW,

W, AW, =W, AW,

W2/\W3:W3/\W2+(q2—1)[W1—W4]Wl, (4.30)
W, A W, =W, AW, +(q—q2)w2 AW,

W, A W, =W, AW, +(1—q2)w3 AW,

3 3 3 3
W =w,” =w,"=w,” =0

Ispat Yukaridaki bagintilari elde etmek icin (4.7), (4.18) ve (4.29) bagintilarini birlikte
kullanacagiz. Asagida, lclinci bagintinin ortaya cikarilisi acik bir sekilde asagidaki
sekilde yapilmaktadir.

W, AW, = (&ad —8bc)D, ™ (T)w,
=(6ad w, —8bc w, ) D, (T)
=[q(sa)w,d —q(b)w,c|D, ™ (T)
= [qzw2 (6ad —5bc)] D, (T)

=q°W, AW,

olup, diger bagintilar da benzer sekilde elde edilebilir.
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4.7 Koordinat Fonksiyonlari ile Kismi Tirevler Arasindaki Bagintilar

Bu kisimda, ilk olarak A cebrinin jeneratorleri ile onlarin kismi tlrevleri arasindaki g -

komutasyon bagintilarini elde edecegiz.

Lemma 4.7.1 Eger TeGLq (2) ise T nin matris elemanlari ile onlarin kismi tlrevleri

arasinda

0,a=1+q%ad, +(q’-q)ca,,
0,a=q’ad, +(q*-q)ca,,
0,a=q%ad,,

0,a=0’ad,,
0,b=bd, + (1-9*)da,,

0, b=1+(qg”-1)ad, +9°bd, —q(q-1) cd, +(o* —q)da,,

o.b=ha, ,
0,b=(0*-1)ad, +9*bd, ,
0,c=qcao,,

0, C=qco,,

0,c=1+qg°co,,
0,Cc=q°cd,,

0,d=q’do,,
0,d=qdd,+(q-q*)ca,,
6.d=da,,

0,d=1+9"dd, +(q° -1)co,

seklindeki g -komutasyon bagintilari vardir

(4.31)

Ispat Yukaridaki bagintilari elde etmek igin, Kisim 4.1 de tanimladigimiz & dis

diferansiyel operatorini

éf=(6ao,+6bo,+6co,+6do,) f

(4.32)

seklinde yazalim. T nin matris elemanlarini bu esitligin her iki yanina etki ettirirsek

istenilen bagintilar kolayca elde ederiz. Asagida sadece alreteci kullanilarak 0, a,

O,a, 0.a ve 04a bagintilarinin nasil giktig agik¢a ortaya konacaktir. Diger bagintilar
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da benzer sekilde b, ¢ ve d uretegleri kullanilarak kolayca elde edilebilir. (4.32) nin

sol tarafinda f yerine a f yazarak (4.7) bagintilarini kullanirsak;

S(af)=6af+adsf
=daf+a(dad,+6bo,+6co,+6d o, ) f
=(6a+ada 0, +adb 0,+adc 9, +add o) f (4.33)
=(da+q°daa 0, +q°sha 9, +q°Sca o, +
+(9° —q)dac 0, +q°sda o, +(q° —q)dbc 0,) f

buluruz. Simdi de (4.32) nin sag tarafinda f yerinea f yazarsak

5(af)=(6ad,+6bo,+6co,+6d0,)(af)

=(5a(0,a) +6b(8,a) +8c(0, a) +5d (0,a)) f (4.34)

olur. Boylece, (4.32) deki esitligi gerceklestirmek igin (4.33) ve (4.34) de elde edilen
bagintilari birbirine esitlersek

0,a=1+q%ad, +(q’-q)ca,,

0,a=q’ad, +(q*—q)ca,,

0,a=q%ad,,
0,a=0’ad,,

elde ederiz ki bu, (4.31) de elde etmek istedigimiz ilk dért bagintidir. Digerleri de

benzer sekilde elde edilir.

4.8 Kismi Tirevlerin Kendi Arasindaki Bagintilar

Bu kisimda, A cebirin Ureteglerinin kismi tirevlerinin kendi arasinda saglanan q-

komutasyon bagintilari verilecektir.

Lemma 4.8.1 Eger TeGLq (2) ise T nin matris elemanlarinin kismi tirevleri arasinda

asagidaki gibi q -komutasyon bagintilari vardir.
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aaabzqz ab aa’
8,0,=9°0,0,,
0,0,=09"0,0, +(a*~1)d, ,,
0,0,=09°0,0,
0,0,=9%,0,,
abad = q2 ab ad

(4.35)

Ispat istenilen bagintilarin elde edilisi oldukga uzun oldugundan ayrintiya girilmeden
anlatilacaktir. ilk olarak, (4.32) de tanimladigimiz esitligin her iki yanina & dis

diferansiyel operatorini

o0 =da0,+ob.o,+dco, +06d.0,
5 f =8(61)=6(8a0, +60.0, +6¢.0,+6d.0,)f
={5°a0, +qda(5ad, + b0, +5¢o, +8d.0,)0, +... } f
5'f=0=6(51)
=5{6%a0, +qda.(5a0, + 800, + 5C0, +8d.0,)0, +... | T
={¢’6%a(6a.0, + 5b.0, + 5¢.0, +5d.0,)3, +
+q6°a(sa.d, +6b.o, +8co, +8d.0,)0, +q°dad(da.d, +
+6b.0, +6C0, +6d.0,)0, +... | f

olacak sekilde uyguladigimizda (4.18), (4.27) ve (4.28) bagintilarindan yararlanilarak

elde edecegimiz ifadeyi diizenlersek istenilen (4.35) bagintilarini elde ederiz.

4.9 Kismi Tiirevler ile Birinci Mertebe Diferansiyeller Arasindaki Bagintilar

Bu kisimda, A cebrinin jeneratorlerinin kismi tlirevleri ile onlarin birinci mertebe
diferansiyelleri arasinda saglanan komutasyon bagintilarini gésterelim.

Lemma 4.9.1 Eger T eCL, (2) ise T nin matris elemanlarinin kismi tiirevleri ile birinci
mertebe diferansiyelleri arasinda asagidaki gibi q -komutasyon bagintilari vardir.
0,6a=06ad, +(q-1)6ba,,

0,0b=qob0,,

9,6c=0q6c0d, +(q-1)8do,,
0,8d=q6da,,
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0,0a=da0,,

0,6b=qdbo,,

0,0c=4co, ,

0,0d=q6do,,

0. 6a=q’8ad, +(q* - q)oba,,
d,6b=q%6ba,,
0.6c=(q-q°)sad, +(a—9°+q-1)6ba, +qdco, +(q-1)8d o,
0,6d =q6d 0, +(q—q°)dba,,
0, 6a=qoady,
d,6b=q’6ho,,

94 6c=6c0,+(1-q)dad,,
0,6d =(q-0*)8ba, +qsd ,

(4.36)

Ispat Yukaridaki bagintilari elde etmek icin, kuantum grubundaki bir matrisin matris
elemanlarinin kismi tiirevleri ile birinci mertebe diferansiyelleri arasindaki muhtemel

bagintilar;

0,6a=B,6ao,+B,ébo, +B,6c0, +B,8dd,,
0,0b=B,8b0, +B, a0, +B,8d0, +B;dco,,
0,06c=B,86c0,+B,8a0, +B,8d0,+B,dbd,,
0,0d=B,6d0,+B,8ad,+B 6bo, +B,6c0,,
0,0a=B;dad, +B,0b0,+B,dco,+B,ddo,,
0,0b=B,, 6a0,+B,,6bo,+B,;6c0 +B,,6d7d,,
0,0Cc=B, 6c0,+B, b0, +B,,5ad, +B,dd0,,
0,0d=B,dd0o,+B,,bo, +B, §co, +B,, a0,
0.,0a=B;;dad, +B,,6c0,+B, b0, + B, 0d0,,
0,0b=B,,6bo,+ B, dco, +B,,sad, +B,,0d0,,
0.6c=B, daod,+B,,6bo,+B,,8co,.+B,dd0,,
0,6d=B,8d0o,+B,o6c0,+B,,0b0,+B,dad,,
0,6a=B,dao,+B,d8d 0, +B,, b0, +B,,8c0,,
0,6b=B,,6bo, +B,,éd 6,+B,6a0,+B,oc0,,
0,6c=B,,dco, +B,8d 0,+B,,dac,+B,,dbo,,

4.37
6,8d =B, a0, +B,, 808, + B, 5ca, + By, 5 8, (4.37)

seklinde yazalim. Burada g parametresine bagl 64 adet sabit bulunmaktadir. Amaci-

miz bu bagintilarda yer alan Bi(i:l, 2,...64) katsayilarini bulmaktir. Bunun icin, (4.7)
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deki bagmntilara 0,, 0,, 0., ve 0, kismi turevlerini soldan etki ettirirsek

C

B (i=12,...64) katsayilarini buluruz. Asagida ilk bagint igin:

o dis diferansiyel operatori ile (4.35) bagintilarindan faydalanarak

0, (aéa —q2§aa)= (6,a)6a-q°(0,5a)a
=8a—-q°(B,dad,+B,8bd,+B,5co, +B,8d 0, )a
=8a—q° B, da
:(1—q2 Bl)é‘a

yazariz. Burada, ada—q°daa=0 oldugundan, yukaridaki esitlikten 1-q°B,=0

veya B, =q buluruz. Benzer sekilde (4.7) deki altinci bagintidan

0,(bsa-sSab+(1-q*)sba)=(0,b)sa-(9,6a)b+(0,8b)a
=— (B,6ad,+B,8bd, +B,5cd, +B,8dd, )b+ (1-g*)(8, sb)a
= ((-9")B; - B,)éb
=0

esitligini buluruz ki, buradan B, =(1—q°)B, cikar.

9, (csa—géac)=(0,c)éa—q(d,ba)c
=—q(B,dao,+B,8bd,+B,8c0,+B,8d 9, )c
=—-QB,dc
=0
buluruz ki, buradan B;=0 ¢ikar. (4.37) deki ilk bagintida yer alan son katsayiyi bulmak

icin (4.7) deki on besinci bagintiyi kullaniyoruz. Boyle yapinca,

0,(dsa—g’sad +(q* - q)dbc)=(9,d)sa-q’ (6,5a)d +(q° —q)(8,8b)c
=-q°(B,6ad,+B,8b0o,+B,5co,+B,8d 0, )d +
(@°-q)(B; b0, +B;5ad, +B,8d 0, + B, 5cd, )c
=-q°B,8d+(9°-q)B, 8d =0

esitliginden q°B, = (9° —q)B, elde ederiz.
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9, (céb—qébc)=(2, c)éb—q(a,6b)c
=—q(B;6b0,+B,6ad,+B,6d 0, +B, 8¢, )c
=—qB,6d =0

Buradan B, =B, =0 elde edilir.

0, (asb-q’sba)=(0,a)sb—q’ (,6b )a
=6b—q°(B;6b0d, +B;6a0,+B,6d o, +B, 8¢, )a

esitliginden BS:q:>BZ:(q—1) buluruz. Sonug olarak, (4.36) daki ilk baginti olan

835a=q5a83+(q—1)5b6b bagintisini elde etmis oluruz. Diger bagintilarda benzer

sekilde elde edilir.

4.10 Kismi Tiirevler ile ikinci Mertebeden Diferansiyeller Arasindaki Bagintilar

Bu kisimda, A cebrinin jeneratorlerinin kismi tirevleri ile onlarin ikinci mertebe
diferansiyelleri arasinda saglanan komutasyon bagintilari verilmistir. ispati, Lemma

4.6.1 in ispatina benzer sekilde yapilabilir.

Lemma 4.10.1 Eger TeGLq (2) ise T nin matris elemanlarinin kismi tirevleri ile ikinci

mertebe diferansiyelleri arasinda asagidaki gibi q-komutasyon bagintilari vardir.

9,6°a=qd%a0,+(q-1)6°0a,,
0, 5%b=q5%b0,,
0,6°c=q8°co, +(q-1)6°d oy,
0,8°d=qs%d0,,

0, 8’a=8°ao,,
0,0°b=q8°h0,,
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0,8°c=6%co,,

0,6°d=q4°do,,

0,6°a=q°6%a0,+C, 6’0, ,

0, 8%b=q? 5°b0,,

0.6%°c=(q-09")6’ad,+q6°hd, +q5°co, +(q-1)8%d 8,
0,6°d=q5°d o, +(q-q°)8°ba,,

0,08%°a=qé%ao,,

0,6%0=0% %0, ,

9, 6%c=6°co,+(1-q) 6%as,,
0,0°d=(0-0")8°co,+q5°d d,.

(4.38)
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BOLUM 5

Z.,-DERECELI KUANTUM LIE CEBIRIi

Bu bélimde, Lie cebiri Ureteglerinin Z,- dereceli kuantum Lie cebrini elde edecegiz.

Cartan-Maurer formlarinin komutasyon bagintilari Greteglerin cebirsel yapisini bildirir.

Lie cebiri Ureteglerinin Z,- dereceli kuantum Lie cebrini elde etmek icin ilk énce

Cartan-Maurer formlarini asagidaki gibi yazalim:

da=w,a+w,C, ob=w,b+w,d, (5.1)
SC=w, a+w,c, &d =w,b+w,d '
Oyleyse & diferansiyeli T, (k =1,..,4) vektér alanlari ile
Sf=(WT,+W,T,+W, T, +w,T,) f (5.2)

seklinde agiklanabilir. Bu vektor alanlarinin komutasyon bagintilarini elde edebiliriz.

5.1 Lie Cebir Jeneratoérleri ile Koordinat Fonksiyonlari Arasindaki Bagintilar

Bu kisimda, GLq (2)'nin Lie cebir tretecleriyle A cebrinin lretecleri (jeneratorleri)

arasinda saglanan (- komutasyon bagintilari verilmistir.

Lemma5.1.1 Eger TeGL,(2) ise GL,(2) nin Lie cebir jeneratérleriyle T nin matris

elemanlari arasinda saglanan g -komutasyon bagintilari asagida verilmistir.
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T,a=a+q’aT,+ (1-¢°)cT,,

T,b=b+¢*bT,+ (1-0°)dT,,

T,c=q%T,

T,d=qg%dT,,

T,a=c+q’aT,+(q’ -1)cT, +(q’ -q)cT,,

T,b=d +g°bT,+(g* -1)dT,+(q’ —q)dT,,

T,c=qcT,,

T,d =qdT,,

T,a=q%aT,,

T,b=qg’0T,,

T,c=a+cT;,

T,d=b+dT,,

T,a=q’aT, +(g*-1)cT,,

T,b=q’bT, +(q*-1)dT,,

T,c=c+q*cT,, (53)
T,d=d+q*dT,

Ispat Yukaridaki bagintilari elde etmek icin (4.3), (4.31) ve (4.38) bagintilarindan

yararlanacagiz. Asagida, birinci baginti elde edilmektedir.
T,a=(ad, +bo,)a
=a(0,a)+b(0,a)
:a{1+ g*ad, + (o —q)c@c}jtb{qzaaIO +(q? —q)cad}
=a+q°a’ 0, +q’abd, +(q° —q)acd, +(q° -q)bca,
=a+q’a(ao, +ho, )+(q2 —q)qc{ ad, +ba,}
=a+q’aT, +(1-¢*)cT,

Diger bagintilar da benzer sekilde elde edilebilir.

Onerme 5.1.2 GL, (2) nin Lie cebir jeneratorlerinin kendi aralarinda asagidaki gibi q -

komutasyon bagintilari vardir.
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(5.4)

Ispat Yukaridaki bagintilari elde etmek icin (5.4) deki ikinci bagintinin elde edilisi
verilecek olup diger bagintilar da benzer sekilde elde edilebilecektir. ikinci baginti igin

(4.38) deki birinci ve tglincli bagintiyi, (4.31) bagintilarini da kullanarak diizenlersek

T,=(ad, +bd, )(ad, +bd,)

=a(0,a)0,+a(0,b)d, +b(0,a)d, +b(6,b)o,
:a(l+q2aa +(9°-q)co )a +a(ba +(1-q )dac)ad
+b(q2aab+(q —q)cad)60+b(1+(q —1)61aa+q2b8b))8d

(—q(q —1)2 co, +(q2 —q)d)ad
burada, (4.35) bagintilarini da kullanarak diizenlemeye devam edersek
T,T,=a0d,+bd, +q’aad,d, +(1-q*)cad,d, +(4* —q)ada,d,
+(9° —q)(1-q)cbd,d, +(1-9”)cbd,d, +g°abd,a,
+0°aba,d, +q°bbd,d, +(1-q*)dbd,a,
=T,+ad, {aaa +b0, +(1-9°)(cd, +dd, ) +0? —1}
+bo, {ad, +ba, +(1-q°)(co, +da, )+ o* -1
Bu esitligi (4.31) ve (4.35) bagintilariyla tekrar diizenlersek;
T,T,=ad, (T, +(1-0*)T,+¢* -1} +bo, {T, +(1-0*)T,+ 9" -1}
= (a0, +bo, ){T,+(1-*)T, +a* -1}
=T, {T1+(1—q2)T4 +0? —1}
Bu ifadeden gerekli diizenlemeler yapildig takdirde

[Tl’TB] :T1T3 _T3T1 = (1_ qZ)T3T4 + q2T3
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Bdylece istenilen ikinci baginti ortaya ¢ikar ve diger bagintilar da benzer sekilde elde

edilebilir.

5.2 Lie Cebir Jeneratorlerinin Kendi Arasindaki Bagintilar

Bu alt bolimde, deforme kuantum cebrini asagidaki Lemma ile elde edecegiz.

Onerme 5.2.1 GLq (2) nin Lie cebir jeneratorleri asagidaki bagintilari saglayarak,

I:T [TZ Ta]] 0
(T[T, T4]]+[T2 [T T+ [T T]]=0
(T[T T]] 0

(5.5)

bir kuantum Lie cebrini olusturur.

ispat GL, (2) nin Lie cebir jeneratérlerinin kendi aralarinda saglanan g -komutasyon

bagintilarini kullanarak, (5.5) deki Gglincl bagintinin elde edilisi verilecektir. Diger

bagintilar da benzer sekilde elde edilebilir. Bunun igin (5.4) den,

(T[T T+ o [T T+ T[T T ] ] =[ T T +(a-1)T,T, ] +[T,, 0]
[T (1-0°)TT, + 0T, |
=T, T,]+(a-2)[T, T,]T,
+(a-D)T, [T, T, ]+ (1-0*)[T.. T T,

+(1—q2)T3 [T4’T4]+ q2 [T4'T3]

Bu esitlik [T,,T,]=0ve [T,,T,]=0 bagintilariyla tekrar diizenlenirse,

[T [T T+ [T [T T+ T [T T ]| = (1-0°) T, +0°T
+(1-9°)(q-D)T,T,T, +(1 )T, T, +
(0* -1 T,T, - 0°T, +(a* -1)T,T,
0> -1)(a-)T.T,T,
=0
elde edilir. Diger bagintilar da benzer sekilde elde edilebilir.

Not Burada, (5.1) de verilen diferansiyel formlari (5.2) de kullanirsak
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5t =(6a0,+5b0, +6c0,+5d0,) f
=[(wa+w,c)o, +(wb+w,d)o, +(w,a+w,c)d, +(w,b+w,d)o, | f

=w, (ad, +bd, ) f +w,(cd, +dd,) f +w,(ad, +bo,) f +w,(co, +do,) f
olacaktir. Bu, (5.2) de verilen ifadeye esitlendiginde, yani

Sf=w(ad, +bd,) f +w,(cd,+dd,) f +w,(ad, +bd,) f +w,(co,+do,) f
=(W T, +W, T, +W;T, +w,T,)
yazildiginda, Lie cebrinin jeneratérleriolan T;, T,, T, ve T, igin

T,=ad, +bo,, T,=cd,+dd,, T,=ad,+bd,, T,=cd,+dd,
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BOLUM 6

SONUC VE ONERILER

Bu ¢alismada, Z;-Dereceli kuantum diizlem kullanilarak, yeni bir kuantum grup olarak,
Z,-dereceli GL,(2,C) kuantum grubu elde edilmis ve bu kuantum grup tzerine bir Z,-

dereceli sol- ve sag- kovaryant diferansiyel hesap olusturulmustur. Daha sonra, bu

kuantum grubun Z,-dereceli kuantum Lie cebri bulunmustur.
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