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OZET

CARPIMSAL LATISLERIN SPEKTRUMU

Gulsen ULUCAK

Matematik Anabilim Dali

Doktora Tezi

Tez Danismani: Dog. Dr. Kiirsat Hakan ORAL
Es Danisman: Prof. Dr. Unsal TEKIR

ilk olarak modiiller tizerinde incelenmis olan es carpimsal modiil yapisi latis modiiller
Uzerine aktarilacaktir. Tanimlanan es ¢arpimsal latis modul kavraminin temel 6zellikleri
incelenecektir. Es carpimsal latis modiller icin Nakayama Lemma‘nin duali ifade
edilecektir. Bir idealin ve bir alt modiliin asalimsi ayrisimi halka ve modiil teoride 6nemli
bir yer tutmaktadir. Es ¢arpimsal latis moddller igin bir elemanin asalimsi ayrisima sahip
olmasi icin gerekli durumlar arastirilacaktir.

Daha sonra halkalarin asal ideallerinin kiimesi Gzerinde kurulan Zariski topolojisi,
carpimsal latis ve latis modiillerin asal elemanlarinin kiimeleri tzerinde kurulacaktir ve
kurulan bu topolojilerin topolojik 6zellikleri incelenecektir. Kurulan bu topolojiler
yardimi ile asal spektrumu T, ve T; arasindaki bazi aksiyomlari saglayan latis ve latis
modiiller karakterize edilecektir. Calismanin devaminda N.K. Thakare’ nin makalesinde
kurulmus olan carpimsal latislerin asal elemanlar kiimesi Gzerindeki topoloji icin bazi
ozellikler, dnermeler ve teoremler incelenecektir. Bu topolojiden esinlenerek latis
modyillerin asal elemanlari kiimesi Uzerinde bir topoloji kurulacaktir. Kurulacak olan bu
topolojik uzayin 6zellikleri incelenecek ve hangi sartlar altinda T, ve T; uzay olduklari

gosterilecektir.
viii



Son olarak ¢arpimsal latis ve latis moddller tGzerinde kurdugumuz bu topolojik uzaylarin
T, ve T, arasindaki bazi aksiyomlari hangi durumlarda sagladigi incelenecektir. Sonug
olarak garpimsal latis modillerin asal elemanlari Gzerinde kurulmus olan topolojiye
benzer sekilde latis modiillerin asal elemanlari tizerinde bir topoloji kurulacaktir ve bu
iki topolojinin de 6zellikleri incelenecektir.

Anahtar Kelimeler: Carpimsal latis, carpimsal latis modiil, es carpimsal latis modill,
Zariski topolojisi, asal spektrum.
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First of all, modules that have been tested on comultiplication module will be
transferred onto the lattice structure. Basic properties of defined comultiplication lattice
module concept will be investigated. A duali of Nakayama's lemma will be expressed
over comultiplication lattice modules. The primary decomposition of a submodule and
a ideal constitutes an important part of ring and module theory. The necessary condition
to have decomposition of an element of the comultiplication lattice module will be
researced. Later, the Zariski topology, established on the set of prime ideals of the ring,
will be built on sets of prime elements of the multiplicative lattice and lattice module
and then topological properties of established topology will be shown. The lattices and
lattice modules whose prime spectrums satisfy some of the separation axioms between
T, and T; will be characterized by means of prime spectrum of established these
topologies.

In the later part of the study, we study some properties, propositions and theorems for
the topology, established on a set of prime elements of multiplicative lattice in the
article of N.K. Thakare. In the other part, a topology will be established on the set of
prime elements of a lattice modules, which is inspired by the topology on multiplicative
lattice. Properties of this topological space will be studied and shown to be T, and T;
space under which circumstances.



Finally, some cases, which have some axioms between T, and T}, the topological spaces,
will be examined in the topological spaces, established over the multiplicative lattice
and lattice module. Consequently, it will establish a topology on set of the prime
elements of the lattice modules analogically the topology established on the prime
elements of the lattices and it will examine the properties of these two topologies.

Keywords: Multiplicative lattice, multiplication lattice modules, comultiplication lattice
modules, Zariski topology, prime spectrum.
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BOLUM 1

GIRIS

1.1  Literatiir Ozeti

D.D. Anderson tarafindan 1976 yilinda yapilan “Abstract Commutative Ideal Theory
Without Chain Condition” adli ¢alismada, R.P. Dilworth tarafindan 1971 yilinda yapilan
“Abstract Commutative Ideal Theory” adli calismada ve F. Alarcon, D.D. Anderson ve C.
Jayaram tarafindan 1995 yilinda yapilan “Some Results on Abstract Commutative Ideal
Theory” adl calismada L(R) nin teorisi, carpimsal latis ve onun diger cebirsel sistemler
Uzerine uygulamalari incelenmistir [1], [2], [3]. L tam latisinin supremumlari izerinde
dagilmali (J(VK,) = VJK,), birlesmeli ve degismeli bir ¢carpim tanimli ve ¢arpimsal
birim elemani olarak 1; en biiyik elemanivar ise L ye bir carpimsal latis denir. R birimli,
degismeli bir halka ve L(R), R nin ideallerinin latisi olsun. idealler (izerinde genel
islemler alindiginda L(R) supremumlar Gzerine dagilmah (J(VK,) = VJK,), birlesmeli
ve degismeli bir carpim ile tam moduler latistir ve L(R) nin en klguk tst sinirt R

halkasinin kendisidir ve bu bir ¢carpimsal birimdir.

C. Jayaram ve E. W. Johnson tarafindan sirasiyla 1995, 1995, 1997, 1997 ve 1998
yillarinda yapilan “Some Results on Almost Principal Element Lattices”, “s-Prime
Elements in Multiplicative Lattices”, “Dedekind Lattice”, “Strong Compact Elements in
Multiplicative Lattices” ve “o—Elements in Multiplicative Lattices” baslkli makalelerde
ve ayrica C. Jayaram tarafindan sirasiyla 2002 ve 2003 yillarinda yapilan yapilan “I-Prime
Elements in Multiplicative Lattices” ve “Laskerian Lattices” adli makalelerde carpimsal
latis yapisi kapsamli bir sekilde incelenmistir ve temel elemanlarinin tanimlari, kompakt

eleman tanimi ve 6zellikleri aciklanmistir [4], [5], [6], [7], [8], [9], [10].



H.M. Nakkar ve |.A. Al-Khouja tarafindan 1985 yilinda yapilan “Nakayama’s Lemma and
The Principal Elements in Lattice Modules over Multiplicative Lattices” baslikl
calismasinda latis modiiller lGzerinde Nakayama Lemma’ yi incelemistir [11]. D. Scott
Culhan, 2005 yilinda yaptigl “Associated Primes and Primal Decomposition in Modules
and Lattice Modules, and Their Duals” baslikli calismasinda latis moddiller lzerinde asal
ve asalimsi eleman yapilar lzerinde durmustur [12]. C. Jayaram ve E. W. Johnson
tarafindan yapilan “Lattice Modules over Principal Element Domains” isimli makalede
temel eleman bodlgelerinde latis modiilleri incelemistir [13]. E.A. Al-Khouja tarafindan
2003 yilinda yapilan ¢alismada ¢arpimsal latisler Gzerinde tanimlanan latis modiillerin

maksimal elemanin varligi incelenmistir [14].

2011 yilinda F. Callialp ve U. Tekir tarafindan yapilan “Multiplication Lattice Modules”
isimli makalede ¢arpimsal latis modil kavrami tanimlanmis ve ¢arpimsal latis moddliin
ozellikleri incelenmistir. Calismaya ilk olarak latis modul tanimi ile baslaniimis, carpimsal

latis moddiliin 6zellikleri, 5nerme ve teoremler altinda incelenmistir [15].

H. M. Nakkar ve I. A. Al-Khouja tarafindan 1989 ve D.G. Whitman tarafindan 1971
yillarinda yapilan ¢alismalarda latis modiile kapsamli sekilde incelenmis ve ilk makaleden
latis modiilde maksimal elemanin var olmasi igin en bliyik elemanin kompkat olmasi

gerektigi gérulmastir [16], [17].

H. Ansari-Toroghy ve F. Farshadifar tarafindan 2008 ve 2011 yilinda yapilan calismalari
ile Y. Shaniafi ve P.F. Smith tarafindan 2011 yilinda yapilan ¢alismada degismeli halkalar
Uzerinde es carpimsal modiiller hakkinda incelemeler yapilarak, bu moddllerin 6zellikleri

Uzerine 6nemli teoremler elde edilmistir [18], [19], [20].

H. Ansari-Toroghy ve F. Farshadifar tarafindan 2007 yilinda yapilan “The Dual Notion of
Multiplication Modules” adli makalede es c¢arpimsal modiller icin bazi sonuglar
gosterilmis ve carpimsal modillerin hangi sartlar altinda es carpimsal modil oldugu
incelenmistir. Ayrica, sonlu es Uretilmis moddller icin Nakayama Lemma’ nin duali ifade

edilmis ve ispatlanmistir [21].

1988 yilinda N.K. Thakare, C.S. Manjarekar ve S. Maeda tarafindan yapilan “Abstract
Spectral Theory. 2: Minimal Characters and Minimal Spectrums of Multiplicative

Lattices” baslikli makalede ¢arpimsal latisler iizerinde topoloji kurulmustur. Oncelikle



karakter tanimi yapilmis ve bunun ¢arpimsal latisin asal elemanlari ile denk oldugu
gosterilmistir. Makalede o (L) ile L nin karakterlerinin yani asal elemanlarinin kiimesi
gosterilmistir. g (L) Gzerinde kapali kimelera € LiginV(a) = {p € a(L)|a < p} olmak
uzere Hull Kernel topolojisi kurulmustur. Bira € LiginV(a) = {p € a(L)|a < p} olmak

Uzere asagidaki topoloji olma sartlari saglanmaktadir.

1. V(0)=0a(L)veV(1,) = 0.
2. V(a)uV(b) =V(ab) =V(aADb).
3. NgV(ag) =V(\Vqay) [22].

M.F. Atiyah, I.G. Macdonald ve F. Callialp, U. Tekir tarafindan 1969 ve 2009 senelerinde
yazilmis olan “Introduction to Commutative Algebra” ve “Degismeli Halkalar ve
Modiiller” isimli kitaplarda Spec(R) ile R halkasinin tiim asal ideallerinin kiimesi
gosterilmis ve bir E idealinin varyetesi V(E) = {P € Spec(R)|E < P} kimesi olarak
tanimlanmistir [8]. Burada I' = {V(E)|E S R} elemanlar kapali kiimeler olarak g6z
onine alindiginda X = Spec(R) Uzerinde bir topoloji kurulmus ve bu topolojiye Zariski
topolojisi denilmistir. Bu durumda Spec(R) nin bir agik kiimesi X\V(E) seklindedir.

Buna gore taban kavramindan bahsedilmistir [23], [24].

A. Pena, L.M. Ruza ve J. Vielma tarafindan 2009 yilinda yapilan ¢alismada degismeli
halkanin asal idealleri kiimesi Uzerinde kurulan Zariski topolojisi yari halkalarin asal
idealleri kimesi izerinde kurulmustur. Kurulan bu topoloji i¢in bazi ayirma aksiyomlari

incelenmistir [25].

C.P. Lu tarafindan yazilan 1999 da yayinlanmis olan “The Zariski Topology on the Prime
Spectrum of a Module” baslikli makalede modiiller izerinde bir topoloji kurulmustur. Bu
calismada Spec(M) ile R —modil M nin tiim asal alt modaillerinin kiimesi gosterilmis ve
bu kiime Uzerinde iki tip varyete tanimlanmistir. ilk olarak N, M nin alt modilii olmak
uzere V*(N) = {P € Spec(M)|N < P} varyetesi tanimlanmistir. Bu varyete kapali
kiime olarak kabul edilmistir fakat sonlu birlesimler altinda kapalilk 6zelligini

saglamadigindan varyete degistirilmis ve su sekilde tanimlanmistir:

V(N) = {P € Spec(M)|(N: M) € (P:M)}. Burada {(M) = {V(M)|N alt modiil M}

elemanlar kapali kiimeler olarak géz oniine alindiginda X = Spec(M) Uzerinde bir



topoloji kurulmus ve bu topolojiye Zariski topolojisi denilmistir. Bu topolojinin kurulmasi

ile bazi ifadeler incelenmistir [26].

U. Tekir tarafindan yazilan 2009 yilinda yayinlanmis olan “The Zariski Topology on the
Prime Spectrum of a Module over Noncommutative Rings” bashkli calismada degismeli
olmayan halkalar tzerinde tanimlanan modiillerin asal alt modilleri kiimesi lzerinde
Zariski topolojisi kurulmustur. Bu makalede varyete V(N) =
{P € Spec(M)|(N: M) < (P: M)} seklinde tanimlanmistir ve bu varyeteler Zariski
topolojisi icin kapal kiimelerdir [27].

J.L. Kelley, 1955 yilinda basilmis olan “General Topology” baslikli kitabinda ¢alismamiz

icin ihtiya¢ duyulan topolojik tanimlar ve 6zellikler incelenmistir [28].

J. A. Avila tarafindan 2005 ve 2006 yillarinda yapilan “Spec(R) and Separation Axioms
Between T, and T;” ve “Rings That Characterize Some Separation Notions” bagslikh
calismalarda asal spektrumlari T, ve T; arasindaki bazi aksiyomlari saglayan degismeli
halkalar karakterize edilmistir. Bu karakterizasyonlarin bazilari m —halka, pm —halka,

Y —halka, € —halka, U —halkadir [30], [31].

K. Murata tarafindan 1970 yilinda yapilan “Primary Decomposition of Elements in Compactly
Generated Integral Multiplicative Lattices” isimli calismasinda latis modiillerde minimal asal

eleman tanimi verilmis ve minimal asal elemanin varhigi incelenmistir [29].

Literatlrde inceledigimiz son bes calismanin latis ve latis modil yapilarini daha anlasilir
sekilde agiklayan orneklerinden faydalaniimistir ve ayrica bazi yeni tanimlanan latis

modyil yapilari incelenmistir [32], [33], [34], [35], [36].

1.2 Tezin Amaci

Bu calismanin ilk amaci, modiiller lizerinde tanimlanmis olan es carpimsal modiil
kavramini latis modiller (zerinde tanimlamaktir. Es carpimsal latis modillerin
ozelliklerini arastirmaktir.

Diger bolimiin amaci halkalarin asal idealleri Gizerinde kurulmus olan Zariski topolojisini
ve Ozelliklerini carpimsal latis ve latis modiillerin asal elemanlarinin kiimeleri (izerinde
kurmak ve topolojik 6zellikleri gostermektir.

Son boélimin amaci ise asal spektrumlari Ty ve T; arasindaki bazi aksiyomlari saglayan
latis ve latis modulleri karakterize etmektir.



1.3 Hipotez

Modyiiller Gzerinde tanimlanmis olan es c¢arpimsal modil kavrami yardimiyla latis
modiller Uzerinde es carpimsal latis modil kavrami tanimlanacaktir. Es ¢arpimsal

moddullerin 6zellikleri latis modullerin Gzerine aktarilacaktir.

Tezin diger béliminde, latis ve latis modiillerin asal elemanlarinin kiimeleri tGzerinde
halkalarin ve modiillerin asal spektrumlari izerinde kurulmus olan topoloji yardimiyla

topoloji kurulacaktir.

Son bélimde, latis ve latis modaillerin asal spektrumlari Gizerindeki topoloji igin Ty ve Ty
arasindaki bazi aksiyomlari arastirilacaktir. Bu ayirma aksiyomlarini saglayan latis ve latis

modduller karakterize edilecektir.



BOLUM 2

TOPOLOJIK TANIMLAR VE BAZI TOPOLOJIK UZAYLAR

Bu boélimde tez ¢alismasi igin gerekli olan topolojik tanimlar ve 6zellikler incelenmistir.
Buradaki topolojik tanimlar ve 6zellikler igin temel kaynaklar olarak General Topology,
1955 [28] kitabi, Spec(R) and Separation Axioms Between T, and T [30] ve Rings That

Characterize Some Separation Notions [31] makalelerinden faydalaniimistir.

Tanim 2.1 @ # X bir kiime olsun. Eger P(X) kuvvet kiimesinin alt kimesi T agagidaki

kosullari saglarsa T ya X Uzerinde bir topoloji denir.

i. XetvePer.
ii. UyjetveU,etikenU; NU, €.
iii. T kimesinin keyfi sayida elemanlarindan olusan herhangi bir alt ailesi {U;|i € A}

kiimesi olmak Gizere U;ep U; € T dur [28].

Tanim 2.2 7 topolojisinin her bir elemanina (X, ) uzayinda bir agik kiime (7 -agik kiime)

ad verilir [28].
Sonug 2.3 (X, 7) topolojik uzayinda;

i. X ve @ acik kimelerdir.
ii. Sonlu sayida acgik kiimenin kesisimi de aciktir.

iii. Keyfi sayida acik kiimenin birlesimi de acgiktir [28].

Tanim 2.4 Bir (X, 7) topolojik uzayinda agik bir kimenin tiimleyeni olan kiimeye (veya

timleyeni acik olan kiimeye) kapali kime denir [28].
Onerme 2.5 Bir (X, 7) topolojik uzayinda;

i. @ ve X birer kapali kiimedir.



ii. Sonlu sayida kapali kimenin birlesimi de kapahdir.

iii. Keyfi sayida kapali kiimenin kesisimi de kapalidir [28].

Tanim 2.6 Bir (X, t) topolojik uzayini ve bu uzayin bir Y alt kiimesini g6z oniine alalim.
Bu uzayin Y alt kiimesini iceren tim kapali alt kiimelerinin kesisimine Y nin kapanisi

denir ve cl(Y) ile gosterilir [28].

Sonug 2.7 Bir (X, 7) topolojik uzayinda Y nin kapanigi, Y kiimesini iceren en kiiglik kapah
kiimedir [28].

Teorem 2.8 x € cl(Y) olmasiigin gerek ve yeter kosul x i iceren her agik kiime ile Y nin

kesisiminin bostan farkli olmasidir [28].

Onerme 2.9 Bir (X, 7) topolojik uzayinin bir Y alt kiimesinin kapali olmasi icin gerek ve

yeter kosul Y = cl(Y) olmasidir [28].

Tanim 2.10 (X, 7) bir topolojik uzay, 4, (X,r) topolojik uzayinin bir alt kiimesi ve x € X

olsun.

i. {y € X]|x €cl(y)} kimesine x elemaninin gekirdegi denir ve {/x\} ile gosterilir
[30].
i.  {x}— {x}kimesine x elemaninin kabugu denir ve {7} ile gosterilir [30].
iii.  x noktasinin her komsulugu x den baska A nin noktalarini iceriyorsa x noktasina
A nin yigilma noktasi denir[28].
iv.  Bir A kiimesinin butin yigilma noktalarinin kiimesine A nin tirev kiimesi denir ve

A’ ile gosterilir [28].

Not 1: 4, (X, 1) topolojik uzayinin bir alt kiimesi olmak tizere bir x € X noktasinin her
komsulugunun A kiimesi ile kesismesi icin gerek ve yeter kosul x in ya A da olmasi ya da

A nin yigilma noktasi olmasidir [28].
Not 2: Bir kiimenin kapanisi, kiimenin kendisi ile tlirev kiimesinin birlesimidir [28].

Tanim 2.11 (X, 7) bir topolojik uzay olsun. X in alt kiimelerinin meydana getirdigi 8

kiime ailesinin bir taban teskil etmesi icin asagidaki kosullari saglamasi gerekir:

i. pBcr.

ii. Eger@ # U € tiseU = Ug,ep B, seklinde yazilabilir [28].



Tanim 2.12 (X, 1) topolojik uzayinin bos olmayan bir alt kiimesi A € X olsun. 74, X in
bltln t-agik kiimeleri ile A nin arakesitlerinden meydana gelen kiimelerin olusturdugu
topolojiyi gostersin. Bu kiime sistemine A {izerinde Relatif Topoloji denir ve (4, 1t,) ile
gosterilir. (4,14), (X, T) nun bir alt uzayidir. A nin bir W alt kiimesinin 74 uzayinda agik

olmasiicin W = U N A olacak sekilde t topolojisinin bir U agik kiimesi olmasidir [28].

Tanim 2.13 Bir X kiimesi, bu kiimenin bir Y alt kiimesi ve bir w € P(X) ailesi verilmis
olsun. Eger Y € U{U|U € w} oluyorsa w ailesine Y alt kiimesinin bir ortiisi denir. Eger

w sayllabilir ise sayilabilir 6rtli, w sonlu ise sonlu 6rtl denir [28].

Tanim 2.14 Bir (X, r) topolojik uzayinin her agik értiistinin sonlu bir alt 6rtiist varsa bu

uzaya kompakt uzay denir [28].

Tanim 2.15 (X, 7) ve (Y, n) birer topolojik uzay ve f: X — Y bir fonksiyon olsun. Eger Y

nin her agik alt kiimesinin ters goriintist X de agiksa f fonksiyonuna surekli denir [28].

Teorem 2.16 (X, 1) ve (Y,n) birer topolojik uzay ve f: X — Y bir fonksiyon olsun. f
fonksiyonunun sirekli olmasi icin gerek ve yeter kosul Y nin her kapali alt kiimesinin ters

gorintistinin X de kapali olmasidir [28].

Tanim 2.17 Bir (X, t) topolojik uzayinin x # y olacak sekilde her x,y € X igin x
elemaniniigeren fakat y yi icermeyen veya y yi iceren fakat x i icermeyen bir agik kiimesi

varsa (X, 7) topolojik uzayina Ty-uzayi ve T topolojisine de T,-topolojisi denir [28].

Teorem 2.18 (X, 7) topolojik uzayinin Ty-uzayi olmasi igin gerek ve yeter kosul x # y

olacak sekilde her x,y € X icin cl({x}) # cl({y}) olmasidir [28].

Tanim 2.19 Bir (X, t) topolojik uzayinin x # y olacak sekilde her x,y € X igin x
elemaniniigeren fakat y yi icermeyen ve y yi iceren fakat x elemanini igermeyen iki agik

kiimesi varsa bu uzaya T;-uzayi ve T topolojisine de T;-topolojisi denir [28].

Teorem 2.20 (X, 7) topolojik uzayinin T;-uzayi olmasi icin gerek ve yeter kosul her x €

X icin {x} tek nokta kiimesinin kapali olmasidir [28].

Tanim 2.21 Bir (X, 7) topolojik uzayinin x # y olacak sekilde herx,y € Xicinx € U,y €
VveU NV = @ olacak sekilde U ve V acik kiimeleri varsa bu uzaya Hausdorff uzayi veya

T,-uzayi denir [28].

Teorem 2.22 Asagidaki 6zellikler denktir:



i. X uzayi Hausdorff uzayidir.
ii. a € X olsun. x # a olacak sekildeki her x € X igin a € U iken x & cl(U) olacak

sekilde bir U acik kimesi vardir [28].
Sonug 2.23 Her T,-uzayi, T;-uzayi ve her T;-uzayi, Ty-uzayidir [28].

Tanim 2.24 (X, 1) bir topolojik uzay olsun. Her F c X kapal kiimesi ve x & F noktasiigin
x €U, FcVveUnNV = @ olacak sekilde agik U ve V kiimeleri varsa bu uzaya Regiiler

uzay denir [28].
Teorem 2.25 Her kompakt T,-uzayi regller uzaydir [28].

Ispat (X, 7) topolojik uzayi kompakt T,-uzayi olsun. F, bu uzayin kapali bir kiimesi ve x €
X — F olsun. Boylece her y € F igin x # y dir. (X, 1), T,-uzayi oldugundan x € U,,, y €
V, ve U, NV, = @ olacak sekilde acik U, V), kimeleri vardir. F © Uy, ¢pVj, dir ve F
kapali kiimesi kompakt oldugundan F € UL, 1, olacak sekilde bir alt 6rtusu vardir. V =
Uk, V,, olsun. Her x = y;,i = 1,2,...,nicin U = N, Uy, kiimesi x i kapsayan agik bir
kiimedirve U NV = @ dir. Clinkl birz € U icinz € U, olacak sekilde bir i vardir. Fakat,

z & Vy, dir ve boylece z ¢ V dir.

Tanim 2.26 (X, 7) bir topolojik uzay olsun. X in her ayrik kapali kiime ¢ifti F; ve F, igin
F, cU,F, cVveUNV = @olacak sekilde U ve V agik kiimeleri varsa bu uzaya Normal

uzay denir [28].

Tanim 2.27 (X, 7) bir topolojik uzay olsun. @ # X ve U ile V, X in herhangi bos olmayan

iki acik kiimesi olsun. U NV # @ ise X uzayina indirgenemez denir [26].

Bu tanima dayanarak su sonug elde edilir: @ # X uzayi indirgenemez degil ise X = F; U

F, iken X = F; veya X = F, olacak sekilde F; ve F, kapal kiimeleri vardir [26].
Onerme 2.28 (X, 7) bir topolojik uzay olsun.

i. Y, X in indirgenemez alt uzayl olmasi icin gerek ve yeter kosul cl(Y), X in
indirgenemez alt uzayidir.
ii. X in her indirgenemez alt uzayi bir maksimal indirgenemez uzayda kapsanir.

iii. X in maksimal indirgenemez uzaylari kapalidir ve X i orterler [26].

Tanim 2.29 (X, 7) bir topolojik uzay olsun.



ii.

iii.

iv.

Vi.

vii.

viii.

Bir x € X igin {x}' bos kiime ya da tek nokta kiimesi ise uzaya T (8)-uzayi denir
[31].

Bir x € X icin {x} bos kiime ya da tek nokta kiimesi ise uzaya T(B")-uzay! denir
[31].

Farkli x,y € X icin {x} N {y} bos kiime ya da tek nokta kiimesi ise uzaya T (&)-
uzayi denir [31].

Bir x € X icin {x}' ayrik kapali kiimelerin birlesimi ise uzaya Ty p-uzayi denir [30].
Bir x € X icin {x}' kapali bir kiime ise uzaya Tp-uzayi denir [30].

Farkli x,y € X icin {x} N {y} bos kiime ve uzay Tp-uzayi ise uzaya Tpp-uzay!
denir [30].

Farkh x,y € X icin cl({x}) N cl({y}) bos kiime ya da tek nokta kiimesi ise uzaya
Ty-uzayi denir [30].

Farkl x,y € X igin cl({x}) N cl({y}) ya bos kiime ya {x} ya da {y} ise uzaya Tys-
uzayi denir [30].

10



BOLUM 3

LATIS VE LATIS MODULLERIN TEMEL TANIM VE OZELLIKLERI

Bu bélimde, latis ve latis modul kavramlarini agiklamak icin gerekli tanim ve ozellikleri
vererek ve latis ve latis modiil cesitleri incelenecektir. Latis ve latis modiilleri daha iyi
aciklayabilmek icin 6rnekler verilecektir. Burada latis kavramini ve 6zelliklerini agiklamak
icin gerekli ana kaynaklar olarak Abstract Commutative Ideal Theory without Chain
Condition [1], Abstract Commutative Ideal Theory [2], Some Results on Abstract
Commutative Ideal Theory [3], Some Results on Almost Principal Element Lattices [4] ve
Dedekind Lattice [6] makaleleri ve Multiplicative Lattice [34] baslkli tezden
faydalaniimistir. Bu c¢alismada c¢arpimsal latisler lzerinde bir topoloji kurulmustur.
Bunun igin bu bélimde ¢arpimsal latis kavrami ve 6zellikleri incelenmistir. Carpimsal latis
tanim ve oOzellikleri igin baslica kaynaklar olarak s —Prime Elements in Multiplicative
Lattices [5], Strong Compact Elements in Multiplicative Lattices [7], 0 —Elements in
Multiplicative Lattices [8], | —Prime Elements in Multiplicative Lattices [9], Laskerian
Lattices [10] ve Abstract Spectral Theory. II: Minimal Characters and Minimal Spectrums
of Multiplicative Lattices [22] makaleleri kullanilmistir. Latis modilleri agiklamak icin
Associated Primes and Primal Decomposition in Modules and Lattice Modules and Their
Duals [12], Lattice Modules over Principal Element Domains [13], Maximal Elements and
Prime elements in Lattice Modules [14] ve Multiplication Lattice Modules [15]

makalelerinden faydalaniimistir.
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3.1 Latislerin Temel Tanim ve Ozellikleri

Tanim 3.1.1 Herhangi iki elemaninin bir supremumu ve infimumu olan kismi sirali
kiimeye latis denir ve L ile gosterilir. x ve y, L nin iki elemani olmak Gzere bu iki elemanin

supremumu x V y, infimumu x A y ile gosterilir [33].
Asagida bazi latis gesitlerinin tanimlari verilmistir [33]:

i. Her alt kiimesinin supremumu ve infimumu olan bir latise tam latis denir. Bir tam
latis en blyik ve en kiiglik elemanlari igerdigi agiktir.

ii. Bir L latisix,y,z€ LiginxV (yAz)=(xVy)A(xV z) esitligi saglaniyorsa L
latisine dagilmali latis denir.

iii. Bir L latisinin her x,y,z elemanlari igin z < x iken x A(yVz)=(xAy)Vz

gerektirmesi saglaniyorsa L latisine modiler latis adi verilir.

Ornek 3.1.2 Bir A kiimesinin kuvvet kiimesi P(4), birlesme (V) ve kesisim (N) islemleri
ile bir latistir. Ayrica X,Y,Z € P(A) olmak tzere XU(YNZ)=XUY)NnXU2Z)
esitligi saglandigindan P(A) bir dagilmali latistir. X, Y, Z € P(A) olmak lizere Z € X iken
XNYUZ)=(XNY)UZ esitligi saglandigindan P (A) bir modiiler latistir [33].

Ornek 3.1.3 L(M), bir R —modiil M nin biitiin alt moddillerinin ailesi olsun. infimum alt
moddllerin kesisimi ve supremum alt moddllerin toplami olmak tizere L(M) bir latistir.

L(M) nin dagilmali latis oldugu agiktir [33].

Ornek 3.1.4 Bilinen siralamaya gére N, Z, Q ve R birer dagilmali latistir. Fakat higbiri en

blyik elemani icermediginden bir tam latis degildir [33].

Ornek 3.1.5 Z* pozitif tam sayilar kiimesi ve x,y € Z* icin x < y siralama bagintisi x
béler y olsun. Z* kiimesi x,y € Z* i¢in x V y, x ve y nin en kiigiik ortak kati ve x Ay, x
ve y nin en biyik ortak béleni olmak tzere (Z*,V,A) bir latistir. x,y,z € Z% icin x, y ya
da z yi bélen bitiin asal sayilar p; lerin kuvvetlerinin ¢carpimi [] p;€i olsun. x € Z*olmak
uzere e;(x); x sayisini bélen p; asal sayisinin kuvveti olsun. Eger p; sayisi x sayisini
b6lmez ise e;(x) =0 dir. Buna gore e;(x Ay) = min{e;(x),e;(y)} ve e;(xVy) =
max{e;(x),e;(y)} dir. Her i igin el-(x V(yA z)) = ei((x Vy)A(xV z)) esitligi
saglandigindan (Z*,V,A) bir dagiimali latistir [33].
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Ornek 3.1.6 G bir grup ve S(G), G nin alt gruplarinin kiimesi olsun. S(G) uzerindeki
siralama bagintisi kime kapsama islemive H,K € S(G) isin HAK =HNKve HVK,
H ve K yi kapsayan en kiguk alt grup olmak tzere (S(G),V,A) bir tam latistir. Fakat
moduiler latis degildir. Ciinki A, alterne grubunu ve a =< (12)(34),(13)(24) >, b =
< (123) >vec =< (12)(34) > alt gruplarini ele aldigimizdac < aikena A (bV ) #
(a A b) V c oldugu gorilir. Diger taraftan bir G grubunun biitin normal alt gruplarinin
kiimesi N(G) olmak tizere H,K € N(G) isinHAK = HNKveHVK = HK ile (N(G),V

,A\) bir modiiler latistir [33].

Tanim 3.1.7 L bir ¢arpimsal latis ve a € L olsun. a < Vb, iken bir {a4,a3,...,a,} alt

kimesiicin a < by, Vbg, V... Vb, saglaniyorsa a ya kompakt eleman denir [1].

Bu tez calismasi boyunca bir L latisinin kompakt elemanlarinin kiimesi L, ile

gosterilecektir.

Tanim 3.1.8 L, en kiguk elemani 0; ve en blyiik elemani ve kompakt elemani 1; olan
bir tam latis olsun. L latisinde degismeli, birlesmeli, supremum Uzerine dagiimali bir

garpim tanimli ve 1; carpimsal birim ise L ye ¢arpimsal latis denir [5].

Tanim 3.1.9 L bir latis olsun. Her a,b € L igin a nin b ye gore rezidisi (a:, b) =

V{x € L|xb < a} seklinde tanimlanir [1].

Carpimsal latislerin ¢arpma islemlerinin sagladigi bazi temel baginti ve o6zellikleri
asagidaki gibi siralanabilir [2]:
i (xpy)y<x.
ii. zx <yisez < (y: x) saglanir.
iii. x < y olmasiigin gerek ve yeter kosul (y:, x) = 1, olmasidir.
iv. ((xAy)Lz)=(x:p2) A 2).
v. (xipyz) = ((xLy)i2).
vii x < (x:Ly).
vii. x < (xy:Ly).
viii. (x:pz)V (y:,z) < ((xVy):Lz).
ix. (xAy)z<(xz)A(yz).
x. ((xAY)Ly) = (xy).
xi. (x:p(xVy))=(x,).
13



xii. (3, (yV2z))= (e, y) A(xi, 2).
xiii. xVz=yVz=1ise(xyVz) =1 saglanr.
xiv. xVz=1,ise(xAy)Vz=yVzsaglanr.

xv. (x;V..Vxy)at tin < x iy v,

Tanim 3.1.10 L bir ¢carpimsal latis olsun. a, b € L igin;

i. aAmb = m((a:L m) A b) saglayan m € L ye infimum temel eleman,

ii. a Am = m(a:;, m) saglayan m € L ye zayif infimum temel eleman,

iii. aVv(b;;m)= ((am vV b):, m) saglayan m € L ye supremum temel eleman,

iv. aV (0:; m) = (ma:, m) saglayan m € L ye zayif supremum temel eleman
denir [2].

m € L, i.veiii. sartlarini sagliyorsa temel eleman, ii. ve iv. sartlarini sagliyorsa zayif temel

eleman denir [2].
Onerme 3.1.11 L bir carpimsal latis olsun. m, a, b € L icin asagidaki ifadeler saglanir [1]:

i. aAnmb>= m((a:L m) A b).

ii. aVv(b;m)< ((ame):L m).

ispat i. m((a:L m) A b) <m(a:;;m) Amb <mb ve L carpimsal latis oldugundan
m(a:;; m) = V{xm € L|xm < a} < a saglanir. Bu iki ifadenin infimumu alindiginda

m((a:L m) A b) < a A mb ifadesinin saglandigi géralir.

ii. x < a Vv (b:; m) olacak sekilde bir x € L alalim. Boylece, y < (b:;, m) olacak sekilde
bir y € L i¢in x < a V y saglanir. Buradan xm < (aVy)m =amVym < amV b elde

edilir. Boylece x < ((am vV b):, m) oldugu aciktir.
Onerme 3.1.12 L bir carpimsal latis olsun. m € L icin asagidaki ifadeler saglanir [1]:

i. m infimum (supremum) temel eleman ise m bir zayif infimum (supremum)
temel elemandir.
ii. m nin bir zayif infimum eleman olmasi icin gerek ve yeter kosul a < m iken
a = mc olacak sekilde bir ¢ € L bulunmasidir.
iii. m nin bir zayif supremum temel eleman olmasi icin gerek ve yeter kosul

a,b € Liginma <mbikena < bV (0,:, m) olmasidir.
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iv. L modiiler latis ise m nin temel eleman olmasi igin gerek ve yeter kosul zayif

temel eleman olmasidir.

ispat i. m infimum (supremum) temel eleman olsun. Bdylece a,b € L icin a Amb =
m((a:L m) A b) ((a Vv (b, m)) = ((am vV b): m)) saglanir. Bu esitlikte b yerine
1, (0,) alinirsam € L igin istenen elde edilir.

ii. (®): m bir zayif infimum eleman ve a < m olsun. O halde a = a Am = m(a:; m)

oldugundan ¢ = (a:; m) olarak bulunur.

(<): Her a € L igin a < m iken a = mc olacak sekilde bir ¢ € L bulundugunu kabul
edelim. Bu takdirde a A m < m oldugundan bir ¢ € L igin a Am = cm gergeklenir. O
halde ¢ < (a:; m) oldugundan a Am < (a:; m)m elde edilir. Boylece bir onceki

onermenin i. sikkindan m bir zayif infimum elemandir.

iii (=): m nin bir zayif supremum eleman oldugunu ve a, b € L igcin am < bm oldugunu
kabul edelim. ma < mb oldugundan (ma:; m) < (mb:; m) saglanir ve m zayif
supremum eleman oldugundan a <aV (0,:;;m) = (ma;m)<(mb:;ym)=bV
(0,:, m) elde edilir.

(&):Herhangia', b’ € Licinma’ < mb'ikena’ < b’V (0,:, m) oldugunu kabul edelim.
a' yerine (ma:;m) ve b’ yerine a alindiginda (ma:; m) < aV (0,:, m) saglanir.
Boylece bir dnceki 6nermenin ii. sikkindan m bir zayif supremum elemandir.

iv. (=): Onermenin i. sikkindan istenilen acik sekilde gorilir.

(&): m € L bir zayif temel eleman olsun. m nin her a, b € L igin infimum temel eleman
oldugunu gosterelim. bm < m oldugundan a A bm = (a A bm) A m esitligi saglanir. m
zayif infimum temel eleman oldugundan (aAbm)Am = m((a Abm): m) =

m((a:L m) A (bm:; m)) saglanir ve yine m zayif infimum temel eleman oldugundan
m((a:L m) A (bm:; m)) =m ((a:L m) A ((OL:L m)V b)) esitligi elde edilir. L nin
modiler carpimsal latis olmasi m ((a:L m) A ((OL:L m)V b)) =m(0,:;; m)V

m((a:L m) A b) esitligini gerektirir. Bu takdirde a A bm = m((a:L m) A b) elde edilir.
Boylece m bir infimum temel elemandir. Simdi m nin supremum temel eleman oldugunu

gosterelim. Bunun igin ((ma vV b): m) < (a v (b, m)) oldugunu gostermek yeterli
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olacaktir. Hipotezden m bir zayif supremum temel eleman oldugu igin m((ma \%
b):, m) < m(a v (b:, m)) esitsizligi gosterilebilirse, 6nermenin iii. sikkindan istenilen
saglanmis olur. Simdi, m zayif infimum temel eleman ve L modiler latis oldugundan
a,b € L igin m((mavb):Lm) =(mavb)Am=maV(bAm)=maVm(b;m)=

m(a Vv (b:, m)) elde edilir. Bdylece m bir supremum temel elemandir.
Tanim 3.1.13 L bir ¢arpimsal latis olsun.

i. Bira € Ligin a < 1, saglaniyorsa a elemanina has eleman denir [3].

ii. Hera,b € Licinab <pikena < pveyab < poluyorsap < 1, elemanina asal
eleman denir [4].

iii. Her a,b €L igin ab < p iken a < p veya bir n pozitif tam sayisi igin b™ < p
oluyorsa p < 1; elemanina asalimsi eleman denir. Ayrica, q asalimsive ,/q = p
asal eleman ise g elemanina p —asalimsi eleman denir [5].

iv. L nin bir m<1; elemanina, m < x <1; oldugunda x = 1; saglaniyorsa
maksimal eleman adi verilir. Ayrica, tek bir maksimal elemana sahip olan
carpimsal latise quasi-lokal latis denir [6].

v. a€L nin radikali va = V{x € L|x™ < a,n bir pozitif tam sayi} seklinde
tanimlanir [8].

vi. L latisinin bir a elemanina, bir n pozitif tam sayisi icin a™ = 0 saglaniyorsa

nilpotent eleman denir [22].

Ornek 3.1.14 L bir tam zincir olsun ve L izerinde infimum islemi ile bir ¢arpim
tanimlansin. Boylece L bir ¢carpimsal latistir ve her elemani infimum temel elemandir.
m € L elemaninin infimum temel eleman oldugunu gosterelim: Herhangi a, b € L icin
m((a:;;m) Ab) < aAmb ifadesi saglanir. Tersini gostermek igin; x < aAmb
oldugunu kabul edelim. Boylece x < a A (m A b) dir. Buradanx < a,x <mvex < b
elde edilir. x < (a:;, m) oldugundan x < mA ((a:L m) A b) elde edilir. Kabuliimiizden
x < m((a:L m) A b) saglanir. Boylece L nin her elemani infimum temel elemandir. L bir
tam zincir oldugundan L nin her elemaninin asal eleman oldugu gorilir. Simdi L nin zayif
supremum temel elemanlarinin 1; ve 0; oldugunu gosterelim. a € L zayif supremum
temel eleman olsun. Boylece bir m € L icin mV (0,:;, a) = (a:; ma) esitligi saglanir.

a’?=aAa=a=al, oldugundan (a:;a?)=1, dir. O halde aV (0, a)=
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(a:; aa) = 1, elde edilir. Buradan a = 1, veya (0;:;, a) = 1, dir. Béylece a = 1; veya
a = 0, dir. L nin her elemaninin asal eleman oldugu bir ¢arpimsal latis oldugunu
varsayalim. Boylece a,b € L icin ab, L nin bir asal elemanidir. O halde ab = ab
oldugundan a < ab veya b < ab dir. Buradan a < a A b veya b < a A b elde edilir.
Boylece a < b veya b < a dir. Buna gore L bir tam zincirdir. Ayrica ab asal eleman
oldugundan ab = a veya ab = b olmasini saglar. Buna gore a A b = ab elde edilir.

Bdylece verilen garpma islemi L latisinin infimum islemidir [2].

Ornek 3.1.15 L4, ..., L, carpimsal latisler ve L = L; X ... X L, olsun. L kartezyen ¢arpimi,
(ay, ..., ay), (by,...,b,) EL olmak Uzere (ay,...,ay) A (by,...,b,) =
(a; A1 by, ..., ay Ay by) ve (aq, ..., an) V (by, ..., by) = (aq Vq by, ..., an Vy, by) islemleri
ile bir latistir. Ayrica (aq, ..., a,) * (by, ..., by) = (ay *1 by, ..., Ay *n by) carpimiile de bir
carpimsal latistir. L nin en biyuk elemani ve ¢arpimsal birim elemani 1; = (1L1, e 1Ln)
ve en kigik elemani 0, = (OLl, ...,OLn) dir. L nin bir a = (a4, ..., a,) elemaninin (zayif)
infimum (supremum) temel eleman olmasi igin gerek ve yeter kosul her a; € L; nin

(zayif) infimum (supremum) temel eleman olmasidir [34].

Ornek 3.1.16 L bir carpimsal latis ve L[X], L nin ay < a; < - seklindeki q;
elemanlarinin )2, a; toplamlarinin kiimesi olsun. L[X] de supremum, infimum ve

carpim islemleri asagidaki sekilde tanimlansin.

EiZoa) V(2o b) = XiZo(a; V by),

QiZoa) A XiZobi) = XiZo(a; Aby),

EZoa)XEZobi) = XZo(Vizjrr ajby).

L[X], tanimlanan supremum ve infimum islemleri ile bir latistir. Ayrica L[X] tanimlanan
carpma islemi ile carpimsal birim elemani ve en blyik elemani 1,5, = Yicol, ve en
kGguk elemani Oy[x) = Yo 0, olan bir carpimsal latistir. L[X] in moduler (dagilmali)

latis olmasi icin gerek ve yeter kosul L nin modiler (dagilmali) latis olmasidir [34].

Ornek 3.1.17 (S,.), 0 ve 1 elemanlari ile degismeli bir yarigrup olsun. S nin bir ideali
JS € J kosulunu saglayan bir J alt kiimesidir. 1 € S oldugundan JS =] dir. L(S), S nin
ideallerinin bir kiimesi olmak lizere kiime kapsama islemi ile bir kismi sirali kiimedir.

ideal tanimina gore ideallerin birlesimi ve kesisimi birer idealdir. /,K; S nin iki ideali
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olmak tzere JK = {jk|j € J,k € K} olsun. Buna gore JK, S nin bir idealidir. Tanimlanan
bu carpim degismeli ve birlesmelidir. Supremum islemi olarak ideallerin birlesimini
alalim. O halde J(UK,) = UJK,, dir. Cunk(; ab € J(U K,) olmasi icin gerek ve yeter
kosul a € J ve bir a i¢in b € K, olmasidir. Bir a i¢in ab € JK, olmasi igin gerek ve yeter
kosul ab € U JK, dir. infimum islemi olarak da kesisim islemini aldigimizda; I,],K €
L(S) olmak tzereI U (J N K) = (I U]) N (I UK) saglanir. Buna gore L(S) bir dagilmali
latistir. Ayrica L(S) nin her alt kiimesinin bir supremum ve infimum elemani var
oldugundan bir tam latistir. (a) = Sa = {sa|s € S} kimesia € S tarafindan uretilmis
temel ideal olmak Ulzere L(S) latisinde bir kompakt elemandir. S birimsel elemani
icerdiginden S, L(S) latisinin kompakt ¢arpimsal birimidir. Boylece L(S) bir ¢carpimsal
latistir. S nin her v elemanii¢in uv = 1 esitligini saglayan u € S ye birim eleman denir.
S nin birimsel elemanlarinin kiimesi bir degismeli gruptur ve S nin birimsel olmayan
elemanlari S nin tek maksimal idealini olusturur. Boylece L(S) quasi-lokal latistir. S nin
herhangi bir temel ideali (a) nin L(S) de bir infimum temel eleman oldugunu

gosterelim: J, K; S nin idealleri olmak Gzere y € J(a) N K olsun. O halde y = ja olacak

sekilde bir j € J vardir. Buradan j € (K:L(S) (a)) saglanir. Boylece y = ja € (] N

(Keugs) (a))) (@) elde edili. O halde J(a)NK C (] 0 (K (a))) (@) saglanrr.
Kapsamanin diger tarafi her zaman saglanir [34].

Fakat S nin bir temel ideali, L(S) nin zayif supremum temel elemani olmayabilir. Bunun

icin Ornek 3.1.18 ye bakilabilir.

Ornek 3.1.18 S = {0,1,x,y} kimesi x = x2, y = y? ve xy = yx = 0 carpimi ile bir

yarigrup olsun. Temel ideal (x) bir infimum temel elemandir, fakat zayif supremum
temel eleman degildir. Clinkl, (x) U (O:L(S) (x)) = (x) U (y) = (x,y) oldugu gorulir.
Fakat, ((x)(x):L(S) (x)) = ((x):L(S) (x)) =S esitligi saglanir. Burada S nin temel

olmayan maksimal ideali (x,y) = {0, x, ¥} nin infimum temel eleman oldugu gorulir

[34].

Tanim 3.1.19 L bir latis ve a € L olmak Uzere L/a = {b € L|b = a} ailesi seklinde

tanimlanir [1].

L bir carpimsal latis ise L/a ailesinin bir tam latis oldugu agiktir.
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L latisinin bir modiler latis oldugunu kabul edelim.c,d,e € L/avee < colsun.c,d,e €
L oldugundan c A (d V e) = (c Ad) V e gerektirmesi saglanir. Boylece L/a ailesi de bir

modduler latistir.

Ayricac,d € Liginc od = cd V a seklinde tanimlanan ¢arpma islemiile L /a latisinin bir

carpimsal latis oldugunu gosterelim:
c,d€L/aiginced =cdVa=dcVa=d o cislemiile degisme 6zelligi saglanir.

c,d,e €L/aigin(ced)ece=(cdVa)ee=(cdVa)eVa=(cdeVae)Va=cdeV

(aeva) =cdeVave

co(dee)=co(deva)=c(deva)Va=(cdeVca)Va=cdeV(caVa)=

cde V a islemleriile birlesme 6zelliginin saglandig gorilir.

c,dy, €EL/a igin co(Vydy) =c(Vpdy)Va= VacdyVa=Vy(cd,Va)=V,(co
dg) ile supremum Uzerine dagilmali bir garpim oldugu gorilir. Béylece L/a latisi bir

carpimsal latistir.

Eger L bir modiler ¢arpimsal latis ise m € L nin bir (zayif) infimum eleman olmasi, m v

a nin L /a da bir (zayif) infimum eleman olmasini gerektirir [2].

Onerme 3.1.20 L bir carpimsal latis olsun. Bir a € L icinm € L nin bir supremum eleman
olmasi icin gerek ve yeter kosul mV a nin L/a da zayif supremum temel eleman

olmasidir [1], [2].

Ispat: (=): Bu 6nermenin gerektirmesi asikardir.

(&):mV anin L/a da zayif supremum temel eleman oldugunu kabul edelim. Boylece,
bir b €L igin (((m va)o(bV a)):L (mv a)) =(bVva)Vv (a:L (mv a)) esitligi
saglanir. ((mb va):, m) = ((mb Va);(mv a)) = (((m va)o(bV a)):L (mv
a)) =(bhva)Vv (a:L (mv a)) =(bVva)V(a;;m)=>bV(a;;m) elde edilir. Boylece
m € L bir supremum elemandir.

L modiler ¢arpimsal latis ise L nin her temel elemani m icin mV a, L/a da bir temel

elemandir [2].
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Teorem 3.1.21 L ¢arpimsal latis ve 1; kompakt eleman olsun. a € L zayif temel eleman
olmak lzere a = V,a, iken bir {ay, ay,..., ay} alt kimesiicin a = a,, Vag,, V...Vag,

esitligi saglanir [2].

ispat a € L zayif temel eleman ve a = V a, oldugunu kabul edelim. Béylece, her « igin
ae < a oldugundan a, =aAa, =a(ag:a) saglanir. Buradan a=V,a, =
Vy(a(ag:, a)) = a(Vq(ag:, a)) elde edilir. a € L zayif temel eleman oldugundan 1, =
(Velag:, a)) v (0,:, @) saglanir ve 1, kompakt eleman oldugundan bir {a4, a3,..., @, }
alt kimesiigin 1, = (aal:L a) V..V (aan:L a) V (0,:, a) elde edilir. Bu son esitligin her
iki tarafi a €L ile carpldiginda a = a(aal:L a) V..V a(aan:L a) va(0,:; a) =

aq, Vag, V...Va,, esitligi elde edilir.

Tanim 3.1.22 L bir ¢arpimsal latis ve @ # S € L olsun. S, L de tanimlanan g¢arpma

islemine gore kapali ise S ye carpimsal kapali alt kime denir [5].

Tanim 3.1.23 L, (modiiler latis olmasi gerekmeyen) bir tam carpimsal latis ve C kompakt
elemanlarin garpimsal kapali bir alt kiimesi olsun. 0;, L nin en kiigiik elemani ve 1;, L
nin en blyik kompakt elemani olmak Uzere L, C nin elemanlarinin supremumlari

tarafindan Uretiliyorsa L ye C —latis denir [5].

Bir C —latiste kompakt elemanlarin sonlu ¢arpimlarinin yine kompakt eleman oldugu

aciktir [34].

Ornek 3.1.24 R birimli, degismeli bir halka ve L(R), R nin tim ideallerinin kiimesi olsun.
I ve J, R nin iki ideali olmak tGzere IV] =1+], I AJ =1nN] islemleri ile bir latistir.
Ayrica L(R) nin her alt kiimesinin supremum ve infimum elemanlari var oldugundan bir
tam latistir. I,J, K € L(R) igin I] = JI degisme, I(JK) = (I])K birlesme ve I(J + K) =
I] + IK g¢arpmanin supremum Uzerine dagiima 6zelligi saglanir. R birimli oldugundan
IR = I saglanir. Buna gore R, L(R) nin ¢arpimsal birim elemanidir, ayrica R en biyik
elemanive (0) en kiiciik elemanidir. Boylece L(R) bir carpimsal latistir. I € K olsun. [ +
(JNnK)=(+])n K moduler 6zelligi saglandigindan L(R) modiler latistir. Simdi L(R)
nin her temel idealinin temel eleman oldugunu gosterelim. m € R icin [ = (m) olsun.

A,B € L(R) i¢in x € AI N B olsun. Boylece x = am olacak sekilde bir a € A vardir.

Boylece a € (B:I) dir ve a € AN (B: g l) saglanir. Buradan x =am € (A N
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(B:L(R) I)) I elde edilir. Boylece I infimum temel eleman oldugu gosterilmis olur. I nin

supremum temel eleman oldugunu gosterelim: y € ((A + BI): (g I) olsun. O halde

yl € A+ BI dir ve ym = a + bm olacak sekilde a € A ve b € B vardir. Buradan a =
(y — b)m dir. Béylece y — b € (A: gy ) dir ve buradan y € (A:L(R) I) + B elde edilir.
Buna gore I supremum temel elemandir. Béylece L(R) nin her temel idealinin temel
eleman oldugu gosterilmis olur. Ayrica R nin bir idealinin kompakt olmasi icin gerek ve
yeter kosul idealin sonlu Uretilmis olmasidir. Burada R bir kompakt elemandir. Béylece

L(R) bir C —latistir [34].

Ornek 3.1.25 R, her A idealiicin RA = A kosulunu saglayan degismeli, birimsiz bir halka
olsun. O halde R nin butin ideallerinin kiimesi L(R) bir tam latistir. R, L(R) nin birimi
ve en blylk elemanidir. R nin temel idealleri L(R) nin temel elemanlaridir. Fakat R

kompakt degildir [34].
Asagidaki 6rnek bu halkayi agiklamaktadir.

Ornek 3.1.26 R, lar birimli, degismeli halkalar ve R = Y R, bu halkalarin sonsuz direkt
toplami olsun. Fakat R = Y, Ry iken R # i, Ry, oldugundan R kompakt degildir [34].

Onerme 3.1.27 L latisinin en biiyiik elemani 1, kompakt eleman ise L nin bir maksimal

elemani vardir.

ispat Q = {a € L|a < 1.}, L nin has elemanlarinin kiimesi 0, € Q oldugundan bostan
farklidir. < bagintisi Q) tGzerinde kismi siralama bagintisidir. A= {a; € 2|i € I}, Q nin
bostan farkli tam sirali bir alt kimesi olsun. b = Vgeaa; # 1, saglanir. Eger b =1,
olsaydi, bir i € I igin a; = 1, saglanirdi. O halde b, Q nin tam sirali kimesinin bir Gst
siniridir. Zorn Lemma’ dan (£, <) kismi sirali kiimesinin bir maksimal elemani vardir. Bu

maksimal eleman L latisinin bir maksimal elemanidir.
Onerme 3.1.28 Bir carpimsal latis L de her maksimal eleman bir asal elemandir [2].

Ispat: m € L maksimal eleman olsun. a,b € L icin ab < m ve a £ m oldugunu kabul
edelim. Boylece m < m V a saglanir ve m maksimal eleman oldugundan 1 = m Vv a elde

edilir. Buradan b = (mV a)b = mb V ab < m saglanir.
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3.2 Latis Modiillerin Temel Tanim ve Ozellikleri

Tanim 3.2.1 M bir tam latis ve L bir carpimsal latis olsun. L ve M nin elemanlari arasinda,
l € Lve B € M igin LB ile gosterilen, bir ¢carpim varsa ve bu ¢carpim asagidaki ozellikleri
saglarsa M ye carpimsal latis L lzerinde bir latis modiil ya da kisaca bir L —modiil denir.
Herl,l,,b € L ve B,Bg € M igin;

i. (Ib)B =1(bB);

ii.  (Vala)(VgBg) =VaplaBg;

iii. 1B =B;

iv.  0,B = 0y [34].
Ornek 3.2.2 R degismeli bir halka ve M bir R —modiil olsun. M nin alt modiillerinin latisi
L(M) bir L(R) —moduldur [34].

Asagidaki iki 6rnek, Ornek 3.2.2 deki ifadeyi agiklamaktadir.

Ornek 3.2.3 R =< Z;,,+,.> olsun. L, R halkasinin ideallerinin kiimesi, yani L =
{(0), (1), (2),(3),(4), (6)} olsun. L latisinin yapisini asagidaki sekil lizerinde gérelim.

Cizelge 3. 1 L latisinin yapisi

/(1)
\ 3)
(4) (6)

\<o>

L latisi kendi Gzerinde bir latis moduldir. Burada kullanilan ¢carpma islemi asagidaki

(2

tabloda gosterilmistir.
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Cizelge 3. 2 L latisinin ¢garpma islemine gore yapisi

<0> | <2> | <3> | <4> | <6> | <1>

(0) | <0> | <0> | <0> | <0> | <0> | <0>

(2) | <0> | <4> | <6> | <4> | <0> | <2>

(3) | <0> | <6> | <6> | <0> | <6> | <3>

(4) | <0> | <4> | <0> | <4> | <0> | <4>

(6) | <0> | <0> | <6> | <0> | <0> | <6>

(1) | <0> | <2> | <3> | <4> | <6> | <1>

Ornek 3.2.4 L, Z halkasinin ideallerinin kiimesi ve M, Z —modill Ze nin alt modillerinin
ailesi olsun. L nin bir carpimsal latis ve M nin bir tam latis oldugunu biliyoruz. M nin

yapisina sekil Gzerinde bakalim:

Cizelge 3. 3 M latis modullinin yapisi

1>

%
N

0>

<2

I,],1o € Lve N,Ng € M igin;

i. (DN =IUN),
ii. — (Z1)(ZNg) =X 1aNg,
iii. 1, = 7Z olmak Gzere ZN = N,
iv.. 0, =(0) olmak Uzere (0)N = (0) saglandigindan M, L Uzerinde bir latis
moduldir [35].
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Ornek 3.2.5 R derecelendirilmis degismeli bir halka ve M bir derecelendirilmis
R —modil olsun. M nin derecelendirilmis alt modullerinin latisi L;(M); Ls(R), R nin

derecelendirilmis ideallerinin latisi olmak tzere bir L; (R) — moduldur [34].

Ornek 3.2.6 S, 0 1 iceren degismeli monoid ve T, 0 1 iceren degismeli yarigrup olsun. S X
T - T ye her s;,s, €ESvet €T igin (s;5,)t = s,(s,t), 1t = t ve 0t = 0 6zelliklerini
saglayan bir ¢arpim var oldugunu kabul edelim. L(T), S altinda kapali T nin ideallerinin
latisi ve L(S), S nin ideallerinin latisi olsun. Yukarida tanimlanan garpim ile L(T) bir

L(S) —moduldir [34].

Tanim 3.2.7 M bir L —modiil olsun. N, K € M olmak lzere (N:; K), aK < N saglayan
a € L lerin supremumudur. Bir a €L ve N € M igin (N:yya) = V{X € M|aX < N}
seklinde tanimlanir. Eger a € L ise (Oy:pya), aH =0, saglayan H € M lerin

supremumudur [15].
Tanim 3.2.8 M bir L —modil olsun. Her b € L ve B € M igin;

i. (b/\(B:L N))N = bN/\B saglaniyor ise N € M ye infimum temel eleman,
ii. bV(B: N)= ((bNVB):L N) saglaniyorise N € M ye supremum temel eleman,
iii. ~ (B:p; N)N = BAN saglaniyor ise N € M ye zayif infimum temel eleman,
iv.  (bN:; N) = bV(0y:, N) saglaniyorise N € M ye zayif supremum temel eleman
adi verilir [13].

Ayrica N, hem infimum temel eleman hem de supremum temel eleman ise temel
eleman ve N, hem zayif infimum temel eleman hem de zayif supremum temel eleman

ise zayIf temel eleman denir [13].
Bir L —modul M icin asagidaki baginti ve 6zellikler saglanir [17]:
Hera,b,a, € Lve N,K,T,N, € M igin;
i.  Aa(NgipN) = ((AaNg)ip N) ve Ag(Ngiy @) = ((Ae No)iy @) elde edilir,
ii.  (N:p (VaNa)) = Aa(N:p No) ve (Niyy (Vo aa)) = Aa(Niy ag) saglanir.
ii. ~ (N:yab)=((N:ya)yb) ve (NiyaK)=((Niya), K)=(N:yK):pa)
saglanir.

ivv.. a<biseaN <bNveaN < N olurveeger N < K ise aN < aK saglanir.

v.. a(N:ya)<N,(N:;K)K<NveN < (N:ya).
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vii 1, = (N:; K) olmasi icin gerek ve yeter kosul K < N olmasidir.
vii. a<bise(N:yb) < (N:ya)saglanirveeger N < K ise (N:yya) < (N:y; b) ve
(T:, K) < (T:, N) saglanur.
vii.  (N:yK) = (N:; (NVK))ve (N:;K) = (N AK): K).
ix. (a:;;b)N < (aN:y b) ve (a:; b) < (aN:; bN).

Tanim 3.2.9 M bir L —modil ve N € M olsun. N < VB, iken bir {a4,a5,..., a,} alt

kimesiicin N < B,, VBg, V...VBg  saglaniyorsa N ye kompakt eleman denir [13].

Tanim 3.2.10 Bir L —modil M nin en blylik elemani 1,, ile gosterilsin. M nin her elemani
temel (kompakt) elemanlarin supremumu ise L —modil M ye PG —latis L —moddl

(CG —latis L —moddl) denir [13].
Tanim 3.2.11 M bir L —modiil ve en buyik elemani 1,, kompakt olsun.

i. Bir N € M igin N < 1,, saglaniyorsa N ye has eleman denir [12].
ii. HeraelLveXeMiginaX <NikenX < Nveyaaly <N (a < (N:y 1M)) ise
N < 1, ye asal eleman denir [12].
iii. M nin bir N <1, elemanina N < X <1, oldugunda X = 1,, saglaniyorsa

maksimal eleman adi verilir [14].

Bu tanimlara gore; eger N, M nin bir asal elemaniise (N:; 1)), L nin bir asal elemanidir

[14].

Onerme 3.2.12 M latis modiiliiniin en biiyiik elemani 1,, kompakt eleman ise M nin bir

maksimal elemani vardir [14], [16].

ispat W = {N € M|N < 1}, M nin has elemanlarinin kiimesi, 0,; € ¥ oldugundan
bostan farkhdir. < bagintisi W Gzerinde kismi siralama bagintisidir. A= {N; € 2|i € [}, ¥
nin bostan farkli tam sirali bir alt kiimesi olsun. K = Vy,ea N # 1) saglanir. Eger K =
1, olsaydi, bir i € I igin N; = 1,, saglanirdi. O halde K, W nin tam sirali kimesinin bir
ust sinindir. Zorn Lemma’ dan (¥, <) kismi sirali kiimesinin bir maksimal elemani vardir.

Bu maksimal eleman M latis modilinin bir maksimal elemanidir.

Tanim 3.2.13 M bir L —modul olsun. M nin N < 1,, elemani, hera € L ve X € M igin

aX < Nve X £ N iken bir k pozitif tamsayisi icin a®1,, < N (yania* < (N:, 1)) ise N
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asalimsi elemandir. Ayrica, N asalimsi eleman ve / (N:;, 1;,) = p, L latisinin asal elemani

ise N ye p —asalimsi eleman denir [15].

Onerme 3.2.14 M bir L —modiil ve N < 1,;, M nin elemani olsun. (N:; 1)), L nin asal

elemanive N, M nin asalimsi elemani ise N bir asal elemandir [15].

Ispat: a € Lve X € M icin aX < N olsun. N, M nin asalimsi elemani oldugundan X < N
veya bir k pozitif tamsayisi icin a®1,, < N saglanir. (N:, 1), L nin asal elemani

oldugundan a < (N:; 1)) olur.

Tanim 3.2.15 M bir L —modil olsun. Ann(M) = (0p:; 1)) = 0, ise M ye sadik
L —modil denir. ¢ € L ve m € M igin cm = 0y, iken m = 0y veya ¢ =0, ise M ye
serbest burulmali L —modiil denir [15].

Tanim 3.2.16 M bir L —modul olsun. Her N € M i¢in N = al,, olacak sekilde bira € L

varsa M ye carpimsal latis modl denir [15].

Onerme 3.2.17 M bir L —modiil olsun. M nin ¢arpimsal latis modiil olmasi igin gerek ve

yeter kosul her N € M icin N = (N: 1,,)1,, saglanmasidir [15].
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BOLUM 4

ES CARPIMSAL LATiS MODULLER

Bu bolimde modiiller Gizerinde incelenmis olan es carpimsal modiil yapisi latis modiiller
Uzerinde incelenmis ve 6nemli sonuglar elde edilmistir. Bu bélimde elde edilen sonuglar
icin Nakayama’s Lemma and The Principal Elements in Lattice Modules over
Multiplicative Lattices [11], Multiplication Elements and Distributive and Supporting
Elements in Lattice Modules [16], On Multiplication and Comultiplication Modules [19],
Comultiplication Modules over Commutative Rings [20], The Dual Notion of
Multiplication Modules [21] ve Comultiplication Modules and Related Results [18]

makalelerinden faydalaniimistir.

Tanim 4.1.1 M bir latis modul olsun. M nin her N elemani igin N = (0p:p @) olacak

sekilde bir a € L varsa M ye es carpimsal latis modil denir.

Lemma 4.1.2 Bir M latis modullnin es carpimsal latis modil olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul M nin her N elemaniicin N = (OM:M (0411, N)) olmasidir.
Ispat: <: Asikardir.

=: M es carpimsal latis modil ve N € M olsun. Boylece N = (0,;:) @) olacak sekilde bir
a € L vardir. Boylece a < (0y:; N) dir ve buradan (OM:M (Op:p N)) < (Oy:mya)=N
elde edilir. N < (0p:y (0y:, N)) oldugu asikardir. Béylece N = (0 (0pgi, N))
oldugu goralir.

Onerme 4.1.3 M bir L —modiil olsun. Bdylece asagidaki ifadeler denktir:

i.  Herhangi K,N € M igin (Op:p K) < (0p:p N)ise N < K.
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ii. ~ HerhangiK,N € M igin (K:, N) = ((0p:, N):; (0p:, K)).

ispat: i=ii: Herhangi K,N€ M icin (K: N) < ((OM:L N): (04, K)) oldugunu
gosterelim: b = (K:;, N) olsun. Buradan bN < K oldugu agiktir. O halde b(0,:, K)N =
0y saglanir. Boylece b(0y:, K) < (0y:, N) elde edilir ve b= (K:; N)<
(04, N): (0ag:, K)) olur. Tersi igin, = ((0p:, N)zp (02, K)) olsun. Buradan
r(0pi, K)N = 0y esitligi elde edilir ve (0p:, K) < (0p:, 7N) oldugu gorilir. Boylece
(i) den rN < K saglanir ve sonug olarak r < (K:; N) oldugu gosterilmis olur.

ii=i: (0y:, K) < (0p:, N) oldugunu kabul edelim. Boylece ii sikkindan (K:, N) =
(02, N):, (041, K)) = 1, saglanir. N < K oldugu elde edilir.

Teorem 4.1.4 M bir L —modul olsun. Hera € L ve N € M igin ¢p:L > M, ¢(a) =

Oy a) ve Y: M — L, Y(N) = (0p:, N) seklinde tanimlansin. Boylece hera € L ve
N € M igin,

I (PpYe)(a) = (OM:M (OM:L (Oprim a))) = (Op:m a) = ¢(a).
i (WYY = (0a:s (Ot Oz N))) = (Opei N) = ().

ispat: i. (04 a) = N olsun. (Oy:ipya) =N < (OM:M (042, N)) oldugu aciktir. Diger
yandan aN =0,  oldugundan a < (0p:y N) oldugu gorilir. Boylece
(Opiar (Opi N)) < (Oppiy @) = N dir.

ii. b = (0p: N) olsun. b = (0p:, N) < (OM:L (Opgin (Opgiy N))) oldugu agiktir. Diger
yandan bN = 0, oldugu aciktir ve buradan N < (0y:y b) = (OM:M (Op:p N)) elde
edilir. Boylece (04, (Opiw (O, N))) < (O, N) = b dir.

Sonug¢ 4.1.5 M bir L —modil olsun. Hera € L ve N €M igin ¢p:L - M, ¢(a) =

Opy:ma)vey:M — L,p(N) = (0Oy:; N) seklinde tanimlansin. Her a € Lve N € M igin

asagidaki ifadeler denktir:

i. M bir es carpimsal L —modiildiir.
ii. ¢ orten fonksiyondur.
iii. Her N € Migin N = (0p:y @) = ¢p(a) olacak sekilde a € L vardir.
iv. ¢y 6zdes fonksiyondur.
v. Y bire-bir fonksiyondur.
vi. (0p:p K) = (0p: N)ise K = N olur.
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Onerme 4.1.6 M bir es carpimsal latis modiil olsun. Eger L, Artinian (Noetherian)

carpimsal latis ise M, Noetherian (Artinian) latis moduldir.

ispat: L Artinian carpimsal latis olsun. N; < N, <... oldugunu varsayalim. Bdylece
(Opir, N1) = (0p:p N2) =... dir. L Artinian oldugundan (0p:; Ni) = (Opip Nigyp) = ==+
olacak sekilde bir k pozitif tam sayisi vardir. Béylece Ny = (Opip (0pip Ni)) =
(Opgim (Opgip Niy1)) = Niyq =... dir. Sonug olarak M Noetherian latis modldir. L
carpimsal latisinin Noetherian oldugu durumuda M latis modiliiniin Artinian oldugu

benzer sekilde gosterilir.

L carpimsal latis ve M bir L —modil olsun. N € M oldugunu kabul edelim. [0, N] =
{A € M|A < N} kiimesi M nin bir alt modultdir [14]. Eger M es ¢arpimsal L —modiil ise

[04, N] nin es carpimsal L —modiil oldugu agiktir.

Onerme 4.1.7 M es carpimsal L —modiil olsun. Eger bir b € L icin (0y:y b) = 0y ise
herY € M i¢cin bY =Y dir. Ozel olarak b1,, = 1, dir.

ispat: b € L ve Y € M olsun. M es carpimsal L —modiil oldugundan bY = (0:y @)
olacak sekilde bir a € L vardir. Béylece abY = 0y, saglanir. (0p;:p b) = 0y oldugundan
aY = 0y elde edilir. Sonug olarak Y < (0:py @) = bY dir ve boylece bY =Y oldugu

gorilir.

Onerme 4.1.8 M bir es carpimsal L —modiil olsun. Eger p, L nin bir maksimal elemani ve
(Op:m ) # 0y ise (Opipr p), M nin bir minimal elemanidir.

ispat: Bir N € M icin N < (0y:yp) oldugunu kabul edelim. M bir es carpimsal
L —modiil oldugundan N = (0y:) a) olacak sekilde L nin bir a elemani vardir. N <
(0pr:m p) oldugundan pN = 0y ve p < (0, N) saglanir. p maksimal oldugundan p =
(Op:p N)yada 1, = (0 N) elde edilir. Eger p = (0p:, N) ise Lemma 4.1.2den N =
(Oprim (Opgi, N)) = (Oppiy p) esitligi saglanir. Eger 1, = (0y:, N) ise N = 0, olur.

Boylece (0y:p p), M de minimal elemandir.

Onerme 4.1.9 M bir es carpimsal PG —latis L —modiil ve 1,, kompakt eleman olsun.

Eger p € L asal ve (0p:y p) = 0y ise ¢ £ p ve c1,, = 0, olacak sekilde ¢ € L vardir.

ispat: 1,, kompakt oldugundan her i = 1, ..., nicin ¥; elemanlari temel elemanlar olmak

uzere 1y = VL, Y; saglanir. Onerme 4.1.7 den (Op:y p) = 0y oldugunda her i €

{1, ...,n} igin pY; =Y; oldugu elde edilmisti. Boylece p VvV (0p:. ;) = (pYi:L Yy) =1,
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saglanir ve boylece heri € {1, ...,n}igin (0y:;, Y;) £ p oldugu gorilir. Sonug olarak ¢ =

[T, (04 Yy) igin ¢ £ p ve ¢l = 0y saglanir.

Sonug¢ 4.1.10 M bir es garpimsal PG —latis L —modiil ve 1,, kompakt eleman olsun. Eger

M sadik L —moduil ise L nin bazi p asal elemanlariigin (04:3 p) # 0y saglanir.

Sonug¢ 4.1.11 M bir es ¢arpimsal PG —latis L —modiil, 1,, kompakt eleman ve a € L igin

(Op:ya) =0y ise 1, = a Vv (0y:, 1) elde edilir.

ispat: 1, # a V (0,:; 13,) oldugunu kabul edelim. Béylece a V (04:, 1)) < p olacak
sekilde bir maksimal p € L vardir. Buradan (0p:pp) < (0y:ya) = 0y saglanir.
Boylece (0p:y p) = 0y dir. Onerme 4.1.9 dan ¢ < p ve ¢ < (0y:;, 1)) olacak sekilde
¢ € L vardir. Fakat (0y: 1)) < p oldugundan ¢ < p saglanir Buradan bir geliski elde

edilir. Boylece 1, = a Vv (0y:;, 1) oldugu gorilir.

Onerme 4.1.12 M sifirdan farkl bir es carpimsal PG —latis L —modiil olsun. Béylece, M
nin bir minimal elemani vardir. Ozel olarak, M nin her sifirdan farkli elemaninin bir

minimal elemani vardir.

Ispat: Y, M nin sifirdan farkli temel elemani olsun. Buradan, (0,,:, Y) = a < 1, oldugu
gorulur. a < p olacak sekilde bir maksimal p elemani vardir. Eger N = (0p:p p) = Oy
ise Onerme 4.1.7 den pY =Y dir ve boylece pV (04:,Y) = (pY:, Y) = 1, saglanir.
Buna gore a = (0y:, Y) % p olur (Celiski). Béylece N = (04 p) # 0y dir. Onerme

4.1.8 den N, M nin bir minimal elemanidir.

Onerme 4.1.13 M sifirdan farkli bir es carpimsal PG —latis L —modiil olsun. Béylece K €
M nin minimal temel eleman olmasi icin gerek ve yeter kosul bir p € L maksimali igin

K = (0p:p p) # 0y olmasidir.
Ispat: (<): Onerme 4.1.8 den aciktir.

(=): K, M nin minimal temel elemani olsun. M es carpimsal L —modil oldugundan K =
(OM:M (0421, K)) saglanir. (0y:, K) elemaninin maksimal oldugunu gosterelim. c,
(04:1 K) < c olacak sekilde L nin bir elemani olsun. K, minimal eleman ve cK < K
oldugundan cK = K ya da cK = 0,, elde edilir. Eger cK = K ise 1, = (cK:; K) =cV
(Op:L K) = c saglanir. Eger cK = 0y ise ¢ < (0y:; K) dir ve boylece ¢ = (0, K) dir.
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Onerme 4.1.14 M bir es carpimsal L —modil olsun. Béylece a € L, N € M igin
(N:M a) = ((OMM a):M (OM:L N)) dir.

ispat: K = (N:), a) olsun. aK < N saglanmasi icin gerek ve yeter kosul (0y:, N)aK =
0, olmasidir. Bu esitligin saglanmasi igin gerek ve yeter kosul (04,:;, N)K < (0p:y @)
saglanmasidir. Bu durumun saglanmasi igin gerek ve yeter kosul K = (N:y; a) <
((0p:p @iy (04, N))  olmasidir. Tersi igin R = ((Op1 @iy (Op3, N))  olsun.
Buradan, (0, N)R < (0p:p @) olmasi igin gerek ve yeter kosul (0p: N)aR = 0y
saglanmasidir. Bu esitligin saglanmasi igin gerek ve yeter kosul aR < (OM:M (0411, N)) =

N saglanmasidir. Sonug olarak, R < (N:j; a) saglanir.

Teorem 4.1.15 L bir dagilmali latis, M bir es ¢arpimsal L —modil ve a,b € L igin
(Op:p @)V (0ppipr b) = (0pg:p a/AD) olsun. Boylece, M dagilmali L —modiilddir.

ispat: X,Y,Z € M olsun. M es carpimsal L —modiil oldugundan X = (0y:ya), ¥ =
Oy:mb), Z = (0p:p0) olacak sekilde a,b,c €L vardir. Boylece,
(XVY)NZ = ((OM:M a)V(0p:y b))/\(OM:M c) = (0p:p aAD)A(Oppip €) =

(001 aABIA(Opgins €) = (Opginy (@ADIVC) = (04581 (@AV(BAC)) =

(O aANS)A(Opipe bAC) = (XVZ)AN(YVZ)  saglanir.  Boylece M dagilmali

L —modulddar.

Sonug 4.1.16 L bir dagilmali latis, M bir es carpimsal L —modiil ve a,b € L icin aVb =

1, olsun. Béylece M dagilmali L —moddildir.

Ispat: Herhangia, b € L iginaVb = 1; oldugunu kabul edelim.ab < a AbvebirK € M
icin  (K:yab) = (K:ya)b ifadeleri saglandigindan a(K:y aAb) < (K:y b) ve
b(K:y alb) < (K:y a) esitsizliklerinin  saglandigi goruliur. Boylece (K:py aAb) =
(K:p aAb)(aVb) = a(K:y aAb)Vb(K:y a\b) < (K:yy b)V(K:y a) elde edilir. Ayrica
(K:y b)V(K:yy a) < (K:pya\b) oldugundan (K:p aAb) = (K:yy b)V(K:y a) esitligi
gorilur. K = 0y icin (Op:p @)V (Opp:pr b) = (0pp:p a/AD) esitligini elde ederiz. Teorem
4.1.15 den M dagilmah L —moddldiir.

Onerme 4.1.17 M bir es carpimsal L —modiil ve p, g; L nin maksimal elemanlari olsun.

Eger (Op:y p) # Opp ve (Opgiy q) # Oppise (Opiy PI)V(Opriy @) = (Opiy pAQ) dir.
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ispat: 0, # (04: p) = N olsun. pN = 0,, ve p maksimal oldugundan p = (0,:, N)
elde edilir. Benzer sekilde, eger 0y # K = (0p:p @) ise ¢ = (0y:, K) saglanir. M es
garpimsal oldugundan NVK = (04 (041, NVK)) = (OM:M ((0p:L NIA(Opzy K)))
dir. Sonug olarak, (Op: P)V(Opinr @) = (Opin pAQ) elde edilir.

Tanim 4.1.18 Bir L —moddl M nin elemanlarinin her {M;};c kiimesiigin AjeaM; = Oy
iken m > 0 pozitif tam sayisi igin A%, M;, = 0y saglaniyorsa M ye sonlu aralarinda

Uretilmis denir.
Teorem 4.1.19 M bir sadik es carpimsal PG —latis L —modil olsun.

i. 1, kompakttir.

ii. a<1;i¢in (0y:p a) # 0y dir.

iii. L nin her maksimal elemani p igin (Op:p p) # 0y dir.

iv. M sonlu aralarinda uretilmistir.

Boylece, (i)=(ii)=(iii)=(iv) saglanir.

ispat: i=ii: (04:a) =0, ve a <1, oldugunu kabul edelim. a < p saglayan her
maksimal elemani p igin (04:y p) = 0y dir. Bu ise Sonug 4.1.10 ile gelisir.
ii=iii: Asikardir.
iii=iv. Ng = (Opipyag) olsun. Oy = Ager No = Naer(Omiy ao) = (Oyin Vaera)
oldugunu varsayalim. Boylece, V¢ a, = 1, dir. Gergekten, maksimal eleman p igin
Vaer 0o <p ise (Opiy ) < (Opripg Vaeraq) = 0y olur. Bu ise (iii) ile gelisir. 1,
kompakt oldugundan Vi, aq, =1, dir ve béylece n=>1 icin Oy = Ager Ng
= (Opmim Viea Ag;) = Ni=1(Opin Ag;) = Ni=1 Ng, saglanir.
Tanim 4.1.20 Jac(L), L nin maksimal elemanlarinin infimumlari olsun. Jac(L) ye L nin

Jacobson radikali denir.

Teorem 4.1.21 (Es Carpimsal Latis Modiiller i¢cin Nakayama Lemma’ nin Duali) M bir es
carpimsal PG —latis L —modiil olsun. a, L nin a < Jac(L) olacak sekilde bir elemani ve

(OM:M a) = OM iseM = OM dir.

ispat: M # 0,, oldugunu kabul edip bir celiskiye gidelim. Béylece Onerme 4.1.12 ve

Onerme 4.1.13 den 0, # K = (0p: p), M de minimal olacak sekilde bir maksimal p €
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L vardir. Buradan a < p ve (0p:y @) = 0y oldugundan (0y: p) = 0y esitligi elde

edilir. Bu bir geliskidir.

Teorem 4.1.22 M bir es carpimsal PG —latis L —modl ve {N,},e4, M nin elemanlarinin
Naea Ng = Oy esitligini saglayan bir kiimesi olsun. a = Ve (0p: Ny) ve X, M nin

kompakt bir elemaniiken 1; = aV/(0y,:; X) dir.

Ispat: X, M nin kompakt bir elemanive a = Ve (0p: Ng) icin aV (04, X) # 1, ise L
nin aV(0,:, X) < p olacak sekilde bir maksimal p elemani vardir. Buradan (0 p) <
(Opmim @) = (Omin Vaea(Oumi No)) = Agea No = 0y saglanir. Béylece (Opiyp) =
(Op:x p) = 0y elde edilir. [0y, X] alt modili es carpimsal ve X kompakt oldugundan
Onerme 4.1.9 dan ¢ < Ann(X) ve ¢ < p olacak sekilde ¢ € L vardir. Bu ise Ann(X) =

(Op:p X) < p olmasiile gelisir. O halde aV (0y:;, X) = 1, saglanir.

Sonug¢ 4.1.23 M bir es carpimsal PG —latis L —modil olsun. X, M nin kompakt bir

elemani ise alt modul [0, X] sonlu aralarinda Uretilmistir.

ispat {X;}1ca, Aaca X3 = 0y olacak sekilde X; < X saglayan elemanlarin kiimesi olsun.
Teorem 4.1.22 den a = V;e4(0p: X;) olmak tizere 1; = aV(0y:;, X) dir. Fakat her A €
Aigin (0p: X) < (0p:p X3) oldugundan 1, = a = V(0y: X;) saglanir. 1; kompakt
oldugundan birn = 1igin 1, = a = Vi_;(0y:,, X3,) olur. Alt modiil [0, X] es carpimsal
oldugundan her A1 € Aigin X; = (OM:M (Opip XA)) saglanir. Boylece 0y = (Opipr 1) =
(Omim Vi1 (Omie X)) = Ni=1(0pipr (Oprip X)) = ?=1XAL- elde edilir.

Tanim 4.1.24 M bir L —modyil olsun. 1,,, M nin temel elemaniise M ye devirli latis modul

denir [15].
Teorem 4.1.25 M bir PG —latis L —modiil olsun. Asagidaki ifadeler saglanir.

i. M bir garpimsal L —modiil ve M nin bir temel eleman N igin [0y, N] alt modili
sadik ise L nin her has elemani a icin aly < 1,, dir.
ii. M bir sadik devirli es garpimsal L —modiil ise a < 1; seklindeki her a € L igin
(Opr:m @) # 0y saglanir.
iii. M bir es ¢arpimsal L —modiil ise aly < 1, saglayan her a € L igin (Op:y p), M
de minimal eleman olacak sekilde aV (0 1) < p saglayan bir maksimal p €

L vardir.
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ispat i. M carpimsal L —modiil oldugundan N = b1,, olacak sekilde bir b € L vardir.
Eger al,, = 1, olacak sekilde L nin a < 1, elemanivarsa N = b1, = a(b1ly) = aN
saglanir. N, M de temel eleman oldugundan aV(0,:, N) = (aN:, N) = 1; saglanir ve

buradan a = 1; olur. Bu ise a nin has eleman olmasi ile gelisir.

ii. Eger (0p:y a) = 0y olacak sekilde L nin a < 1, elemani varsa Onerme 4.1.7 den
aly, =1, elde edilir. 1, temel eleman ve (0y:,1y) =0, oldugundan 1, =

(alpy:p 1) = aV(0p: 1) = a saglanir. Buise a < 1, olmasi ile gelisir.

iii. a, aly, <1, saglayan L nin bir elemani olsun. Buradan Onerme 4.1.7 den
(0p:m @) # 0y dir. Onerme 4.1.12 den K < (0,,:y @) olacak sekilde M de bir minimal
eleman K vardir. Béylece Onerme 4.1.13 den K = (0y:) p) # 0Oy olacak sekilde bir
maksimal eleman p € L vardir. Buradan (0p:, 15, ) < p saglanir. Clnkl (Op:p 1) <
(0y:LK) = (OM:L (Opiy p)) >p ve p maksimal eleman  oldugundan
(0a:, (Opgiy D)) = p elde edilir ve bdylece (041, 1)) < p oldugu gériiliir. a < p oldugu
gosterildiginde ispat tamamlanmis olur. a £ p oldugunu varsayalim. Buradan aVp = 1;
elde  edilir. K < (0p:ya) oldugundan 0y = (0p:p 1) = (0p:y aVp) =
(Opr:pg @)AN(Oppipe ) = K dir. Boylece K = 0y, oldugu gorilir. Bu ise K # 0y, olmasi ile

celisir. Boylece a < p olmalidir.

Tanim 4.1.26 M bir L —modil ve B, M nin herhangi bir elemani olsun. Her i €
{1,2,...,n}icin Q; ler M nin P; —asalimsi elemanlari olmak tizere, B = A}-, Q; seklinde

yazilabiliyorsa bu yazilisa B nin M de bir asalimsi ayrisimi denir. Eger /\?=1_ Qj = 0
i#j

saglayan Q; yoksa ve P1, Ps,..., B, elemanlarinin hepsi farkl ise bu asalimsi ayrigima

indirgenmis denir [32].

Bir L —modul M, CG —latis ve herhangi kompakt elemanlar h € L ve H € M icin hH
elemani kompakt ise M ye K —latis denir. L, en blylk elemani 1; kompakt olan bir
K —latis ve M de bir K —latis olsun. M nin keyfi bir elemani B icin B nin herhangi asalimsi

ayrisimindan indirgenmis asalimsi ayrisim elde edildigi kolayca gorilebilir[32].

Teorem 4.1.27 L ve M birer K —latis ve M es ¢arpimsal L —modil olsun. 0, nin bir

asalimsi ayrisimi varsa M nin her elemaninin bir asalimsi ayrisimi vardir.
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ispat 0,, = A-, P; indirgenmis asalimsi ayrisim olsun. N € M oldugunu kabul edelim.
Boylece N = (0y:y a) olacak sekilde bir a € L vardir. Béylece N = (0p:y @) =
AL (P; iy @) saglanir. Simdi her bir i = 1,2,...,n igin (P;:p @) nin M de bir asalimsi
eleman oldugunu gosterelim. b € L ve X € M olmak lizere bX < (P;:) a) oldugunu
varsayalim. Boylece abX < P; saglanir. P; asalimsi oldugundan bir n pozitif tam sayisi
icin b™1y, < P;veyaaX < P; dir. Boylece X < (P;:yy @) veya b™1), < P; < (P;:y ) elde

edilir.
Teorem 4.1.28 M bir L —modl olsun. Boylece asagidaki ifadeler denktir:

i. M bir es carpimsal L —moddlddr.
ii. HerN € MveN < (0y:) c)saglayan herbirc € Licinc < bveN = (0y:y b)
olacak sekilde b € L vardir.
iii. HerN € MveN < (0y:) c)saglayanherbirc € Liginc < bveN < (0y:m b)

olacak sekilde b € L vardir.

ispat i=ii: NeEM, ceL icin N < (0y:pc) olsun. M es carpimsal L —modiil
oldugundan N = (OM:M (021 N)) saglanir. b =cV(0py:, N) olsun. N =
(OM:M (0411, N)) < (0p:p ) oldugundan (0,:; N) < c saglanir. Boylece ¢ < b oldugu
goralirve (0y: b) = 0y c)/\(OM:M (0421, N)) = (OM:M (0421, N)) = N elde edilir.
ii=iii: Asikardir.

iii=i: M nin bir es ¢arpimsal L —modil olmadigini varsayalim. 1, = (0p:; 0;) oldugu
aciktir. Her ¢ € L igin N # (0p:p c) olacak sekilde N < 1, vardir. 2 ={c € L|N <
(Op:p )} varsayalim. 0, € 2 oldugundan 2 # @ oldugu gorilur. {c;}, 2 da bir zincir
olsun. N < (0p:p ¢i) oldugundan ¢;N = 0y, elde edilir ve boylece (Vc¢;)N = V(¢;N) =
0y saglanir. Buradan N < (0y:3 Vc;) saglanir. Fakat kabulimizden N < (0p:p Vi)
olmalidir. Boylece Vc; € 2 saglanir. Zorn Lemma’ ya gore {2 nin bir maksimal elemani
vardir. ¢, 2 nin maksimal elemani olsun. (iii) sikkina gore N < (0,:), ¢) oldugundan N <
(Opr:m b) olacak sekilde b > ¢ vardir. N # (0p:p b) oldugundan b € 2 olur. b > ¢

oldugundan bu bir celiskidir.

Tanim 4.1.29 M bir es ¢carpimsal L —modiil olsun. Her a € L igcinaN = N veyaaN = Oy

saglayan 0,y # N € M ye M de ikinci eleman denir.
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Onerme 4.1.30 M bir es carpimsal L —modiil olsun. Eger N € M icin (04:, N) = p, L nin

asal elemaniise N, M nin ikinci elemanidir.

ispat N € M icin (04:, N) = p, L nin asal elemani olsun. a € L icin aN # 0, ise 0y, #
K =aN < N saglanir. 0y # K =aN <N = (OM:M (O N)) = (Op:yp) oldugunu
varsayalim. Teorem 4.1.28 (ii) sikkina gore p < b ve K = aN = (0y:y b) olacak sekilde
b € L vardir. Buradan baN = 0y saglanir ve boylece ba < p = (0y:; N) elde edilir. p
asal ve b £ p oldugundan a < p saglanir ve boylece aN = 0,, elde edilir. Bu ise aN #

0,, olmasi ile gelisir. Sonug olarak K = aN = N saglanir.
Sonug 4.1.31 M bir es carpimsal L —modiil ve N € M olsun. Asagidaki ifadeler denktir:

i. N, M nin ikinci elemanidir.

ii. ~ (0p:p N), L nin asal elemanidir.

Ispat i=ii: N nin M de ikinci eleman oldugunu kabul edelim. p = (0:, N) olsun. ab <
p ve b £ p oldugunu varsayalim. b £ p oldugundan bN # 0, saglanir. N ikinci eleman
oldugundan bN = N elde edilir ve boylece 0,;, = (ab)N = a(bN) = aN saglanir. Sonug
olarak a < p = (0y:;, N) oldugu gorular.

ii=i: Onerme 4.1.30 dan asikardr.

Tanim 4.1.32 Sifir elemanindan farkh hi¢bir has elemani bulunmayan L —modil M ye

basit L —modiil denir [36].
Onerme 4.1.33 M sifirdan farkli bir es carpimsal PG —latis L —modiil olsun.

i.  {M;}iea, M nin AM, = 0, saglayan elemanlarinin bir ailesi olsun. Béylece her
N € Migin N = Ajea(NVM,) olur.

ii.  p, Lnin (04:y p) = 0y olacak sekilde bir minimal asal elemani ise M basittir.

ispat i. {M;};e4, M nin AM; = 0, saglayan elemanlarinin bir ailesi olsun. Béylece N =
(Oprim (Opgi N)) = (AMyipy (Opgi N)) = A(Myzyg (Opgz, N)) saglanir ve A€ A igin
M, < (M,1=M (Ops:p N)) ve N < (M/l:M (Op:p N)) oldugu goralir. Buradan N =
AN My (045, N)) = A(MRVN) = N elde edilir.

ii. 0y # X € M temel eleman ve p, (0y:3, p) = 0p saglayan bir minimal eleman olsun.
Oyleyse X = (04:ya) olacak sekilde a € L vardir. Béylece X = (0y:ya) =
((0p: P)im @) = (0pg:y ap) elde edilir. p minimal asal eleman oldugundan 0, < ap <
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p saglanir ve bdylece ap =0, veya ap =p elde edilir. Eger ap =p ise X =
(Opipe ap) = (Opiye ) = 0y oOlur. Bu ise X # 0y olmasi ile gelisir. Boylece ap = 0,
saglanir. Buradan X = (0y:p ap) = 1 temel elemandir. Sonug olarak M devirlidir.

M = {0y, 1,1} oldugundan M basittir.

Tanim 4.1.34 L bir carpimsal latis ve a € L olsun. Boylece ab = 0, olacak sekilde bir
0, # b € L varsa a € L ye sifir bdlen denir. L nin tek sifir béleni 0, ise L ye bdlge denir.

Z (L) ile L nin sifir bélenlerinin kimesi gosterilecektir [13].

Lemma 4.1.35 M bir sadik es carpimsal L —modiil olsun. Oyleyse W (M) = {a €
Llaly < 1y} = Z(L) olur.

ispat a € W (M) olsun. Béylece al, < 1,, elde edilir. M es carpimsal oldugundan
aly = (OM:M (Opir alM)) saglanir. (0p: aly) # 0p ve (04 aly)aly = 0y oldugu
agiktir. M sadik oldugundan (0,:, aly)a = 0, elde edilir. Boylece a € Z(L) olur.
Tersine a € Z(L) olsun. Buraadan ab = 0, olacak sekilde 0, # b € L vardir. Boylece
(ab)1, = b(al,) = 0y elde edilir ve buradan al,, < (0y:y b) # 1, saglanir. Eger
(Opr:m b) = 1 olsaydi b1, = 0y olurdu. M sadik oldugundan b = 0;, elde edilir. Bu bir
celiskidir. Boylece al,, # 1,, ve buradan a € W (M) olur.

Tanim 4.1.36 M bir L —modul olsun. 0y, M nin asal elemani ise M ye asal L —modul

denir [36].

Aciktir ki; 0,7, M nin asal elemani olmasi igin gerek ve yeter kosul her 0, # N € M igin
(Op:z 1p) = (0p:, N) olmasidir [36].

Tanim 4.1.37 M bir L —modil olsun. Her N € M igin (0p:; 1) = (N: 1) saglaniyorsa
M vye es asal L —modil denir [36].

Onerme 4.1.38 M bir L —modiil olsun.

i. M bir es carpimsal asal L —modiil olsun. Béylece M bir basit L —moddldir.
ii. M bir carpimsal es asal L —modiil ise M bir basit L —modulddr.
iii. L bir bolge ve M bir sadik carpimsal ve es carpimsal L —moddl olsun. Buradan M

basittir.
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ispat i. 0,y # N € M olsun. M bir asal L —modiil oldugundan her 0,, # N € M igin

(OM:L 1M) = (OM:L N) Saélan”'. Buradan N = (OMM (OM:L N)) = (OMM (OM:L 1M)) =

1, olur. Boylece M bir basit L —modaul olur.

ii. N < 1, olsun. M bir es asal L —modil oldugundan (0y,:; 1,,) = (N:; 1) elde edilir.
M carpimsal L —modil oldugundan N = (N:; 1)1 = (Op:1 1) 1 = 0y elde edilir.
Boylece M nin bir basit L —modul oldugu goruliir.

iii. N € M olsun. Boylece a,b € L icin N = (0y:py @) ve N = b1y, dir. Buradan aN =

abl, = 0y elde edilir. M sadik oldugundan ab = 0; dir. L bolge oldugundan a = 0,

veya b = 0, olur. Boylece N = 1,, veya N = 0,, elde edilir.

Tanim 4.1.39 i. M bir PG —latis L —modil olsun. Her temel X € M igin Ann(X) =

(0pr:1 X) # 0y saglaniyorsa M ye burulmali L —modil denir [15].

ii. M bir L —moddl olsun. Her 0, # N € M icin Ann(N) = 0, saglaniyorsa M ye bir
bolge denir [15].

Teorem 4.1.40 M bir es carpimsal PG —latis L —moddl ise M devirli veya burulmahdir.

ispat M bir es carpimsal PG —latis L —modiil olsun. M burulmali L —modiil olmadigini
varsayalim. Boylece (0p:, X) = 0, olacak sekilde bir temel eleman X € M vardir.

Buradan X = (OM:M (021 X)) = 1, elde edilir. Boylece M devirlidir.

Sonug¢ 4.1.41 M bir sadik es ¢arpimsal PG —latis L —modul ve 1,, kompakt olsun. Eger
L bir bolge ise M devirli L —modulddr.

Ispat M nin devirli olmadigini varsayalim. Buradan M burulmalidir. Béylece her temel
eleman X igin (0p:p X) # 0p olur. 1, kompakt oldugundan 1,, = VX; iken temel
elemanlar X; ler igin 1, = Vi, X; saglanir. Boylece L bir bdlge oldugundan 0, =
(Oprip 1ag) = AL1(0ppip X)) = [T 1(0ppi X;) # 0, elde edilir. Buradan bir geligki elde

edilir.

Onerme 4.1.42 L bir es carpimsal PG —latis ve M bir sadik es ¢arpimsal PG —latis
L —modiil olsun. Boylece her bir a < 1; seklindeki a € L igin (0p:py @) # 0y ve aly <

1,, elde edilir.

ispat a €L ve a< 1, olsun. (0y:ya) =0, oldugunu kabul edelim. Bdylece

(0g: )1y = 0y saglanir. Clinkd (0;:, a)1, # 0y olsaydi x < (0;:, a) olacak sekilde
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bir temel eleman x € L ve xY # 0, olacak sekilde bir temel eleman Y € M var olurdu.
Buradan ax = 0; oldugundan axY = 0, saglanirdi. Boylece xY < (0p:pya) = Oy
olurdu. Bu ise xY # 0, olmasi ile gelisirdi. (0,:;, @)1y = 0y oldugundan (0,:; a) <
Ann(M) = 0, elde edilir. L bir es ¢carpimsal latis oldugundan a = (OL:L (0, a)) =1,
olur. Bu ise a nin has eleman olmasi ile gelisir. Simdi, al,; = 1,, oldugunu kabul edelim.
Buradan (0,:;, a) = (0,:;, 1,,) = 0, olur. L bir es carpimsal latis oldugundan a = 1,

elde edilir. a < 1; olmasi ile gelisir.

Tanim 4.1.43 L bir latis ve a, L nin sifirdan farkh bir elemani olsun. Her b € L icin aAb =

0, iken b = 0, oluyorsa a elemanina blyik denir.

Tanim 4.1.44 L bir latis ve a, L nin sifirdan farkh bir elemani olsun. Her b € L icin aVb =

1, iken b = 1; ise a elemanina kiguk denir.

Tanim 4.1.45 M bir L —modiil ve N, M nin sifirdan farkh bir elemani olsun. Her K € M

icin NAK = 0, iken K = 0,, oluyorsa N elemanina biyik denir.

Tanim 4.1.46 M bir L —moddl ve N, M nin has elemani olsun. Her K € M i¢cin NVK =

1, iken K = 1,, ise N elemanina kiguk denir [36].

Onerme 4.1.47 M bir sadik es carpimsal PG —latis L —modiil ve 1,, kompakt eleman
olsun. Oyleyse M nin her sifirdan farkl elemaninin biiyiik olmasi icin gerek ve yeter kosul

a < 1, seklindeki her a € L nin kugiik olmasidir.

ispat (=): M nin her sifirdan farkli elemaninin biiyiik oldugunu varsayalim. a, L nin
herhangi 0, # b € L elemani icin aVbh = 1, saglayan bir has elemani olsun. Oyleyse
Op = (Oppipr aVh) = (Opipg A)A(Opgipg b) saglanir. a < 1; oldugundan Teorem 4.1.19
dan (0p:p @) # 0y elde edilir. (0p:y @) blytk oldugundan (0p:y b) = 0, olur.
Boylece b = 1; saglanir.

(€): N € M nin 0y, # K € M olmak Gzere KAN = 0y sagladigini varsayalim. M bir eg
carpimsal L —modil oldugundan K = (OM:M (0411, K)) ve N = (OM:M (0p:1, N))
oldugu goralir. Buradan 0,, = KAN = (OM:M (04:, KOV (0py:; N)) esitligi saglanir ve
boylece (0p:p K)V(Op: N) = 1, elde edilir. 0y, # K oldugundan (0y:; K) # 1, olur.

(0421 K) kigiik oldugundan (0y,:;, N) = 1; saglanir ve boylece N = 0, elde edilir.
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Onerme 4.1.48 M bir sadik es carpimsal PG —latis L —modiil ve 1,, kompakt eleman
olsun. Boylece N € M nin blyik olmasi igin gerek ve yeter kosul N = (0,:3, @) olacak

sekilde bir kiiclik a € L var olmasidir.

ispat (=): N € M nin biyik oldugunu varsayalim. M bir es carpimsal L —modiil
oldugundan N = (0y,:), @) saglanir. 0, # b € L igin aVb = 1 oldugunu kabul edelim.
Boylece NA(Opipg b) = (Oppipg A)A(Opgiye b) = (Op:r aVh) = 0y elde edilir. N buylk
oldugundan Teorem 4.1.19 araciligiyla (0p:p b) = 0y saglanir. Boylece b = 1; olur.

Yani a bir kigik elemandir.

(€): N = (0p:p a) olacak sekilde bir kiicik a € L var oldugunu kabul edelim. NAK =
0,, olacak sekilde K € M alalim. M bir es ¢arpimsal L —modil oldugundan K =
(Op:m b) olacak sekilde b € L vardir. Boylece 0y = NAK = (0p:00 @)A(Oppiye b) =
(0pr:m aVDh) saglanir ve boylece Teorem 4.1.19 dan aVb = 1; olur. Sonug olarak b = 1;

olur. Boylece K = (0p:p b) = 0y dir. Buradan N biyktur.
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BOLUM 5

GCARPIMSAL LATISLERIN SPEKTRUMU

Bu bolimde halka ve moddllerin asal spektrumlari tGizerinde kurulan Zariski topolojisi,
latis ve latis modiillerin asal spektrumlari Gizerinde kurulmustur. Calismanin bu bolimu
icin kaynak olarak On Ring Theoretic Lattice Modules [17], The Zariski Topology on The
Prime Spectrum of a Module [26], Seperation Axioms and Their Prime Spectrum of
Commutative Semirings [25], Abstract Spectral Theory. Il: Minimal Characters and
Minimal Spectrums of Multiplicative Lattices [22] ve The Zariski Topology on the Prime
Spectrum of a Module over Noncommutative Rings [27] makalelerinden

faydalaniimistir.

5.1 Carpimsal Latisler Uzerinde Zariski Topolojisi

Bu boélimde N.K. Thakare’ nin makalesinde kurulmus olan topoloji icin bazi 6zellikler,
onermeler ve teoremler incelenmistir. (L) ile L nin asal elemanlarinin kiimesi
gosterilmistir. Herhangi bira € L igin V(a) = {p € d(L) | a < p} kapal kiimeler olmak
uzere o(L) Uzerinde bir topoloji belirlenmistir. Topoloji olma sartlari asagidaki

onermede incelenmistir. Bu topolojiye Zariski topolojisi denilmistir.
Onerme 5.1.1 Yukaridaki tanimlar ile o(L) asagidaki durumlari saglar [22]:

i VO)=odall)veV(1,) =0.
ii.  NgV(ag) =V(Vaaq).
iii.  V(a)uV(b)=V(ab) =V(aADb).

ispat i. Asikardir.
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ii. p € N,V (ay) olsun. Buradan her a € A igin p € V(a,) olur. p € V(a,) saglanmasi
icin gerek ve yeter kosul a, < p olmasidir. Her a € A i¢in V,a, < p saglanmasi igin

gerek ve yeter kosul p € V(V, a,) olmasidir.

iii. p € V(a) UV (b) olsun. Budurumda a < p veya b < p dir. O halde aAb < p olur ve
boylece p € V(aAb) dir. ab < a/Ab oldugundan V(a/Ab) € V(ab) saglanir. Simdi p €
V (ab) oldugunu kabul edelim. Béylece ab < p olur ve p asal oldugundan a < p veya

b < p saglanir. Boylece p € V(a) U V(b) olur.

o (L) nin kapah kiimeleri a € L igin V(a) seklinde oldugundan o (L) nin agik kiimeleri

(L) —V(a) seklindedir. a € L olmak tzere (L) — V(a) kiimesi D, ile gosterilecektir.

Onerme 5.1.2 L bir C —latis ve a, L nin bir has elemani olsun. O halde Va =

Ap € o(L)|p € V(a)} saglanir.

ispat x < +/a olacak sekilde bir x € L alalim. Her p € V(a) igin x™ < p olacak sekilde bir
n pozitif tam sayisi vardir. p bir asal eleman oldugundan x < p saglanir. Boylece Va <
Apev(ay P oldugu aciktir. Eger vVa < Apey(ayPise ¢ < Apeyay P Ve ¢ £ Va olacak sekilde
bir ¢ € L, vardir. O halde her n pozitif tam sayisi i¢in ¢ < a saglanir. [29, Onerme 2.1]
araciliflyla a < p ve ¢ £ p olacak sekilde bir p € o(L) vardir. Bu ise ¢ < Apey(a)P

olmasi ile gelisir.

Onerme 5.1.3 L bir C —latis ve L,, L nin kompakt elemanlarinin kiimesi olmak uizere

{D,| a € L,} kimesi g(L) uzerindeki Zariski topolojisi i¢in bir taban olusturur.

Ispat G acik bir kiime olsun. Buradan G = (L) — V(a) olacak sekilde a € L vardir. L bir
C —latis oldugundan G =o(L) —V(a) =a(L) — V(VCGL* c) =0(L) — N¢er, V(c) =
UCeL*(O'(L) — V(c)) = Ucer, D; saglanir. Boylece {D,| a € L.} kiimesi o(L) Uzerindeki

Zariski topolojisi icin bir taban olusturur.

Onerme 5.1.4 L carpimsal latis ve bir a € L icin D, = o(L) — V(a) olsun. Asagidaki

ifadeler saglanir.

i. ab€LliginD,NDy,=Dg.

ii. D, = @ olmasiigin gerek ve yeter kosul a nin nilpotent eleman olmasidir.
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iii. D, = D, olmasi icin gerek ve yeter kosul va = Vb olmasidir.
iv.  o(L) kompakt uzaydir.

ispat i. a,b € L icinp € D, N D, olmasi icin gerek ve yeter kosul a£p veb £ p
saglanmasi icin gerek ve yeter kosul ab £ p olmasi icin gerek ve yeter kosul p € D,

olmasidir.

ii. D, = @ olsun. Boylece V(a) = o(L) dir ve buradan her p € o(L) i¢in a < p oldugu
gorulir. Boylece a < 0 dir, yani a™ = 0 olacak sekilde bir n pozitif tam sayisi vardir.
Boylece a nilpotent elemandir. Tersine a nilpotent eleman olsun. Yani a™ = 0 olacak
sekilde bir n pozitif tam sayisi var olsun. Buradan her p € o(L) igin a™ < p saglanir.

Boylece herp € o (L) icin a < p olur, yani V(a) = a(L). Oyleyse D, = @ elde edilir.

iii. D, = Dy, olmasi igin gerek ve yeter kosul V(a) = V(b) olmasi igin gerek ve yeter

kosul Va = Vb olmasidir.

iv. {G;|i € V}, o(L) nin bir acik 6rtalist olsun. Genelligi bozmaksizin i € V,¢; € L, igin
G; = D, oldugunu kabul edelim. o(L) = Ucer. G; = Ucer, D¢, = Ugier.(o(L) —
iev iev iev
V(Ci)) =0(L) — N¢er, V(c;)) = a(L) — V(VceL, ¢;). Boylece V <VciEL* cl-) =@ elde
iev iev iev

edilir. Yani Vcer, c; elemani higbir asal eleman tarafindan kapsanmaz. Oyleyse
iev
Veer. ¢; = 1, esitligi saglanir. 1; kompakt eleman oldugundan 1, = VcjeL, ¢; olacak
iev -
j€el

sekilde V nin sonlu bir alt kiimesi I vardir. Buna gére IV (cheL* cj> = @ olur. Buradan
jel

o(L) =o(L) -V (vchL* c,-> = 0(L) = Nejer. V() = Uger. (0(L) = V(g))) =
jel jel jel

UcjeL. ch saglanir. Boylece o (L) kompakt uzaydir.
jel

Lemma 5.1.5 L bir C —latis olsun. Boylece, o(L) nin indirgenemez olmasi icin gerek ve

yeter kosul VO in bir asal eleman olmasidir.

ispat (=): VO nin bir asal eleman olmadigini kabul edelim. Béylece, ab < V0 fakat

a,b £ /0 olacak sekilde a,b € L vardir. a 0 oldugundan V(a) # o(L) dir ve
béylece a(L) —V(a) = G, # @ dir. Benzer sekilde, a(L) — V(b) = G, # 0 dir. G, ve
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Gy acik kiimelerdir ve G, N G, = (a(L) = V(a)) n (a(L) = V(b)) = o(L) — (V(a) U
V(b)) = a(L) — V(ab) elde edilir. ab < V0 = Apes() P oldugundan V(ab) = o(L) ve
boylece G, N G, = (L) —V(ab) = @ dir. Buna goére a(L) indirgenemez degildir. Bu

durum kabuliimuz ile gelisir. Sonug olarak V0 bir asal elemandir.

(<): V0 nin bir asal eleman oldugunu varsayalim. U ve V, a(L) nin bostan farkli iki agik

kiimesi olsun. p € U,q € V ve a € L igin U = o(L) — V(a) olsun. Bu durumda p € U
oldugundan p & V(a), buradan a £ p ve V0 < p dir. Boylece VO ¢ V(a) dir. Bu ise
V0 € a(L) — V(a), yaniV/0 € U olmasini saglar. Benzer sekilde, VO € V dirvev0 € U N

V dir. Boylece U NV # @ elde edilir. (L) nin indirgenemez oldugu gorilir.

Y, a(L) nin bir alt kiimesi olsun. Y deki biitiin elemanlarin infimumu £*(Y) ile a(L) de

Y nin kapanisiise cl(Y) ile gosterilecektir.
Onerme 5.1.6 Y, a(L) nin bir alt kiimesi olsun. Asagidaki ifadeler saglanir.

i cl(Y)=V(E(Y))dir.
ii. Y nin bir kapali kime olmasi igin gerek ve yeter kosul V(f*(Y)) = Y olmasidir.
iii. Y nin indirgenemez olmasi igin gerek ve yeter kosul £*(Y) bir asal eleman

olmasidir.
Ispat i. a € L olmak iizere V(a) kapali kiimesi Y kiimesini icerirse her p € Y icina < p
saglanir. Boylece a < &*(Y) ve buradan V(E*(Y)) c V(a) oldugu gorilir. Y <
V(E*(Y)) oldugundan V(f*(Y)), Y kimesini kapsayan o(L) nin en kuguk kapal
kiimesidir.

ii. i sikkindan aciktir.

iii. £*(Y), p ile gosterelim ve Y kiimesinin indirgenemez oldugunu kabul edelim. a, b €
L igin ab < p olsun. Boylece, Y € V(ab) = V(a) U V(b) dir. Y indirgenemez ve V(a),
V' (b) kapali kimeler olduklarindan Y € V(a) veya Y € V(b) dir. Bu durumda a <p

veya b < p dir ve bdylece p asaldir. Tersine, p asal eleman olsun. i. sartindan cl(Y) =

V(p) dir ve p asal oldugundan p = £*(p) dir. Bdylece cl(Y) = V(&*(p)) = cl({p})

saglanir ve Onerme 2.28 den Y indirgenemezdir.

(X, 7) bir topolojik uzay olsun.
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Onerme 5.1.7 p € o (L) olsun. Asagidaki ifadeler saglanir.

i. cl({p}) =V(p)dir.
ii.  {p}ninbir kapali kiime olmasi igin gerek ve yeter kosul p nin bir maksimal eleman

olmasidir.
ispat i. Onerme 5.1.6 da Y yerine {p} alindiginda agikardir.

ii. (&): p € a(L) nin bir maksimal eleman oldugunu kabul edelim. Buradan, {p} =

V(p) = cl({p}) dir ve boylece {p} bir kapali kiimedir.

(=): Eger {p} kapali kime ise {p} = cl({p}) = V(p) dir. Boylece p € a(L) bir maksimal

elemandir.
Onerme 5.1.8 L bir C —latis olsun. Oyleyse, a(L) bir Ty —uzaydir.

ispat p,q € (L) olsun. g £ p oldugunu varsayalim. L, C —latis oldugundan x < p ve
x £ q olacak sekilde bir x € L, vardir. Boylece p € V(x) ve q € V(x) oldugu gorilir.
Buradanp € a(L) — V(x) ve q € a(L) — V(x) saglanir. Boylece o (L) bir T, —uzaydir.

Onerme 5.1.9 o(L) nin bir T; —uzay olmasi i¢in gerek ve yeter kosul max(L) = {p €

o(L)|p maksimal eleman} olmak tizere max(L) = a(L) olmasidir.
ispat (=): Onerme 5.1.7 ii sikkindan asikardir.

(e): max(L) = {p € a(L)|p maksimal eleman} olmak uzere max(L) = a(L)
oldugunu kabul edelim. Eger {p} # m =V(p) ise q € V(p) — {p} olacak sekilde bir g
elemani vardir. Buradan p £ g dur fakat bu kabulimiiz ile celisir. O halde {p} = {p}
olmalidir. Boylece o (L) bir T; —uzayidir.

Tanim 5.1.10 (X,7) bir topolojik uzay olsun. Her U € T ve x € U igin cl({x}) € U

saglaniyorsa (X, ) uzayina R, —uzay denir [25].
Teorem 5.1.11 L, C —latis olsun. Asagidaki ifadeler denktir:

i. max(L) ={p € a(L)|p maksimal eleman} olmak tizere max(L) = o (L) dir.
ii. ~ o(L) bir T; —uzaydr.

iii.  o(L) bir Ry —uzaydir.

Ispat i<ii: Onerme 5.1.9 den asikardir. ii<iii: T, = Ty + R, oldugundan asikardir [25].
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5.2 Latis Modiiller Uzerinde Zariski Topolojisi

o(M), M nin bitln asal elemanlarinin kiimesi olsun. N elemaninin varyetesi V*(N) =

{P € o(M)|N < P} olarak tanimlansin. Béylece asagidaki Onerme saglanir:

Onerme 5.2.1 M latis modiiliniin bir N elemaniicin V*(N) = {P € a(M)|N < P} olmak

Uzere asagidaki aksiyomlar saglanir.
i. V*(0y)=aM)veV*(1y) = @dir.
ii. ~ Herhangi bir indeks kiimesi A icin Ngea V*(Ny) = V*(Vgen Ny) saglanir.
iii. M nin N ve K elemanlariigin V*(N) U V*(K) € V*(N A K) saglanir.
ispat i. Asikardir.

ii. P € NgeaV*(N,) olsun. Boylece her a € A igin P € V*(N,) saglanir. Boylece her a
icin N, < P dir ve buradan Vg ep N, < P saglanir. Sonug olarak P € V*(Vgea N,) elde

edilir. Tersi de ayni sekilde gosterilir.

iii. M nin N ve K elemanlariigin P € V*(N) U V*(K) olsun. Buradan N < P veya K < P
saglanir. Boylece NA K < P,yani P € V*(N A K) elde edilir.

{*(M) = {V*(N)|N € M} kiimesi bitiin kapali kiimelerin ailesi olmak lizere Onerme
5.2.1aracihgiyla 6(M) tGzerinde bir topolojinin var olmasi igin gerek ve yeter kosul {*(M)
nin sonlu birlesimler altinda kapali olmasidir. Bu durum saglandiginda o (M) Uzerindeki
bu topolojiye Quasi-Zariski topolojisi denir ve 7" ile gosterilir. {*(M) Uzerinde t*

topolojisi tanimlaniyorsa L —modil M ye bir zirve L —modyil denir.

M latis moduliinin herhangi bir N elemani icin yeni bir varyete su sekilde tanimlansin:
V(N) ={P € a(M)|(N:; 1) < (P:;13)}. Tanmimlanan bu vyeni varyeteye gore

asagidaki Onerme ispatlanacaktir:
Onerme 5.2.2 M bir L —modiil olsun. Asagidaki aksiyomlar saglanir:

ii.  Herhangi bir indeks kiimesi A i¢in Ngea V(Ng) = V(Vaea(Ng:p 1) 1,,) dir.
iii. M nin N ve K elemanlarii¢in V(N) UV (K) = V(N A K) dir.

ispat i. Asikardir.
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ii. P € NgeaV(N,) olsun. Buradan her a € A icin P € V(N,) saglanir. Her «a igin
(Ng:p 1) < (P:p 1) olur. Boylece (Ng:ip1y)1y < (P:p 1)1y elde edilir. Bu
durumda Vgea(Ngi 1)1y < P oldugu goriliar. Boylece (Vgea(Ngip )1pi 1y) <
(P: 1) elde edilir. P € V(V gea(Ng:r 13) 1) oldugu gorilir.

P €V(Vaen(Ny:p 1) 1y) olsun. Oyleyse (Vgea(Ng:ip 1n) 1y 1) < (P 1) elde
edilir. O halde Vaea(Ngir 1p) < (VaeaWNgip 1) 1p i 1) < (P:p 1)) oldugundan
Vaea(Ngip 1y) 1y < P elde edilir. Boylece (Ngi 1y)1y <P ve her a €A igin
(Ng:, 1) < (P: 1)) saglanir. Buradan her a € A igin P € V(N,) oldugu gorulr.
Boylece P € Ngep V(N,) elde edilir.

iii. M nin N ve K elemanlariigin P € V(N) U V(K) olsun. Béylece (N:; 1)) < (P 1y)
veya (K:; 1) < (P:, 1) elde edilir. Buradan (N:;, 1) A (K: 1) < (P:; 1) saglanir
ve ((N AK): 1M) < (P:;, 1) oldugu gorilir. Boylece P € V(N A K) saglanir.

P € V(N AK) olsun. Buradan ((N AK):, 1y) < (P, 1y) olur. Béylece (N: 1) A
(K:p1y) < (P:p1y) oldugu goralir. (P:p1y), L de asal eleman oldugundan
(N:p 1) < (P:p1y) veya (K:p1y) < (P:; 1) saglanir. Boylece P € V(N) UV (K)
oldugu gorulir.

{(M) = {V(N)|N € M} olmak iizere Onerme 5.2.2 aracilig ile goriliir ki o(M) Gzerinde
bir topoloji tanimlanir. Bu topolojiye Zariski topolojisi denir ve 7 ile gosterilir. Bu

calismanin kalani boyunca bu topoloji Gizerinde ¢alisilacaktir.
Onerme 5.2.3 M bir L —modiil ve N, K € M olsun. Asagidaki ifadeler saglanir.

i. Eger (N:; 1) = (K: 1) ise V(N) = V(K) saglanir. Tersi ise N ve K nin asal
elemanlar olmasi halinde dogrudur.
ii. V(N)=V((N:yy1,)1y) =V ((N:p1y)1y) dir. Ozellikle, bir a €L igin
V(aly) = V*(aly) dir.
ispat i. Eger (N:, 1,,) = (K:, 1) ise V(N) = V(K) oldugu asikardir. Tersi icin N ve K
asal elemanlar olsun. (N:; 1) < (K:, 1)) ve (K:1y) < (N:,1,) oldugundan
(N:, 1) = (K:p 1) dir.
ii. PeV(N) olsun. Buradan (N: 1,) < (P:;1y) ve buradan (N: 1)1y <
(P:; 13)1y < P elde edilir. Bdylece ((N:, 13) 1y, 1) < (P 1) oldugu gériliir ve
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sonug olarak P € V((N:L 1M)1M) saglanir. Tersi igin P € V((N:L 1M)1M) olsun.
Buradan ((N:y 13)1p:; 1) < (Pip 1) dir. (N: 1) < (P: 1)) elde edilir. Béylece
P € V(N) oldugu goéralar. V(N) = V((N:L 1M)1M) oldugu gosterilmis olur.

simdi, V((N:, 13)1s) = V*((N:; 1)1y) oldugunu gérelim. P € V((N:, 15)1y)
olsun. Buradan ((N:; 1p)1s: 1) < (P:y 1) olur ve bdylece (N:, 1) < (P 1)
saglanir. Béylece (N:, 1))1, <P elde edilir. P € V*((N:; 1))1,) oldugu gdrilir.
Tersi igin P €V*((N:;1))1y) olsun. Buradan (N: 1)1y <P dir ve
((N:p 1) 1a 1) < (Pip 1y) saglanir. Béylece P € V((N:, 13)1y) oldugu gbrilir.

Sonug olarak V((N:; 1))1) = V*((N:, 1) 1y) esitligi saglanir.

P € V(aly) olsun. Boylece (aly:; 1) < (P:; 1) saglanir ve buradan al, < P dir.
Boylece P € V*(aly) olur. Tersine P € V*(aly) olsun. Boylece al, < P dir ve
buradan (aly:; 1y) < (P:; 1) elde edilir. Boylece P € V(aly) olur. Sonug olarak

V(al,) = V*(aly) oldugu gorilir.
Teorem 5.2.4 Her ¢carpimsal L —modul M, T* = tile bir zirve L —moduldr.

ispat N,K € M olmak lizere P € V*(NAK) olsun. Buradan NAK <P dir ve
((N AK): 11\/1) < (P:; 1p) saglanir. Buradan (N: 1) A (K:p 1) < (P:; 1)) olur.
(P:p 1), L nin asal elemani oldugundan (N:; 1y) < (P:; 1y) veya (K:;1y) <
(P:; 1) dir. Buna gore (N:; 1)1y < (P:p 1p) 1y veya (K:p 1301y < (P 1)1y
elde edilir ve M carpimsal L —modil oldugundan N < P veya K < P dir. Boylece
P € V*(N) U V*(K) elde edilir.

Bu tez c¢alismasinin kalani boyunca her L —modil M igcin o(M) Uzerinde Zariski
topolojisinin var oldugu kabul edilecektir. o(L/Ann(1,,)), o(L) ile gdsterilecektir.
Ayrica S, (M) nin bir alt kiimesi olmak Uzere S kiimesinin eleman sayisini |S] ile

gosterilecektir. Y, her P € (M) igin Y(P) = (P:, 1)) seklinde tanimlanan o(M) den

o(L/Ann(1,,)) ye bir fonksiyon olsun. Bu fonksiyona o (M) nin dogal fonksiyonu denir.

Onerme 5.2.5 Dogal fonksiyon :0(M) — o(L/Ann(1,,)) sireklidir. Ayrica,

Ann(1,,) < a saglayan hera € Liciny~! (Vz(d)) = V(aly) saglanir.

ispat S, a(L) nin kapali bir alt kiimesi olsun. Béylece bir @ € L i¢in S = VE(&) olur. P €
Y~1(S) olmak tizere Y(P) = (P:, 1) € VL(@) olmasi icin gerek ve yeter kosul @ <
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(P:p 1) dir.a < (P:f, 1) olmasiigin gerek ve yeter kosul a < (P:, 1)) olmasidir. a <
(P:; 1) olmasi igin gerek ve yeter kosul al,, < P dir. aly, < P olmasi igin gerek ve

yeter kosul (alp:; 1) < (P:; 1) olmasidir. Buradan P € V(aly) olur. Boylece
V(aly), o(M) nin bir kapali kiimesi olmak tizere ¥~1(S) =1 (Vz(&)) =V(aly)
saglanir. Boylece 1 sureklidir.
o,(M) ={P € a(M)|(P:, 1) = p,p €Ec(L)} olmak Uzere asagidaki Onermeyi
ispatlayalim:
Onerme 5.2.6 M bir L —modiil ve P, Q € o (M) olsun. Asagidaki ifadeler denktir:

i.  Dogal fonksiyon ¥: (M) — o(L/Ann(1,,)) bire-birdir.

ii. V(P)=V(Q)iseP = Q olur.
iii. p€o(L)igin|o,(M)| < 1saglanir.

ispat i=ii: Y:0(M) — o(L/Ann(1y)) bire-bir olsun. V(P) =V(Q) oldugunu

varsayalim. Buradan (P:; 1)) = (Q: 1) dir. Boylece Y(P) = ¥ (Q) elde edilir. i bire-
bir oldugundan P = Q saglanir.

ii =iii: Eger (P:;, 1) = (Q:, 1) = pise V(P) = V(Q) saglanir. Boylece P = Q olur.

i =>i: Y(P) = Y(Q) olsun. Oyleyse (P:; 1,) = (Q:, 1)) = p elde edilir ve béylece
(P:p 1y) = (Q:, 1) =p olur. p € (L) igin |o,(M)| <1 oldugundan P = Q elde
edilir.

Teorem 5.2.7 M bir L —modiilve y: 6(M) — o(L/Ann(1,,)) bir dogal fonksiyon olsun.

P orten ise Y hem kapali hem de agik fonksiyondur.

ispat Onerme 5.2.5 de Ann(1,,) < a olacak sekildeki her a € L igin i1 (Vz(a_)) =
V(aly) oldugu ve Y:a(M) — a(L/Ann(1,,)) dogal fonksiyonunun siirekli oldugu
elde edilmisti. Bdylece Onerme 5.2.3 den N <1, icin 1 (Vl(m)) =
V((N:L 1M)1M) = V(N) dir. ¥ 6rten oldugundan l/)(V(N)) = VZ(M) saglanir.
Benzer sekilde Y(a(M) —V(N)) = (l/J_l(O'(L/ATm(lM)) - ¢—1(VZ(m))))
=o(L/Ann(1,))) — VZ(M) elde edilir.

Bira € L icin D, = o(L) — V(a) kiimesinin o (L) de acik oldugu bilinmektedir. Ayrica L

bir C —latis ise {D,|a € L,} kimesinin o(L) icin bir taban oldugu incelenmistir.
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Simdi, bir a € L igin X, = (M) — V(al,) kiimesi tanimlansin. X, kiimesinin ¢ (M) de
bir acik kiime oldugu asikardir.

Onerme 5.2.8 M bir L —modiil ve Y:a(M) — o(L/Ann(1,,)) bir dogal fonksiyon

olsun. Asagidaki ifadeler saglanir:

i. YDy =X,

ii. YX,) S Dg.

iii. 1 ortenise Y(X,) = Dg.

iv. a,b ELI(;InXab =XaﬂXb.
ispat i. Onerme 5.2.5 araciligyla ¥~1(Dg) = ¥~ (o (L/Ann(1y)) — P~ L(VE(@))) =
o(M) —V(aly) = X, elde edilir.
ii. p(Xg) = P~ (Dg)) € Dg.
iv. Onerme 5.1.3 den a,b € L igin Xy, = 1(Dgp) = ¥~ 1(Dz N Dp) =Y~ 1(Dz) N
Y 1(Dp) = X, N X, saglanir.
Teorem 5.2.9 L bir C —latis ve M bir L —modul olsun. {X,|a € L,} kimesi a(M)
Uzerindeki Zariski topolojisi icin bir taban olusturur.
ispat G, (M) nin bir acik kiimesi olsun. Béylece G = g (M) — V(al,,) olacak sekilde bir
a€l  vardir. G =o(M)—V(aly) =a(M) -V ((VaieL* al-)lM) = o(M) —
V(VaiEL* ailM) =o(M) - naieL* V(aily) = UaiEL*(O-(M) - V(ailm)) = UaieL* Xai
saglanir. Boylece {X,|a € L.} kimesi o(M) Uzerindeki Zariski topolojisi i¢in bir taban

olusturur.

Teorem 5.2.10 L bir C —latis ve M bir L —modiil olsun. ¢ (M) nin dogal fonksiyonu 6rten

ise (M) kompakt uzaydir.

ispat {X,|a € L.} kiimesi o(M) Uizerindeki Zariski topolojisi icin bir taban oldugundan

o(M) = UgeL. X4, olacak sekilde bir agik ortiiliisii vardir. Boylece a(L/Ann(lM)) =

i€EA

Y(a(M) =y <UaiEL* Xai> = Uqier. Y(Xq,) = Uger, D saglanir. Onerme 5.1.4 den

i€EA ieA i€EA

50



o(L/Ann(1y)) kompakt oldugundan o (L/Ann(1y)) = UaeL. Dg; olacak sekilde A nin

LEA*

sonlu bir alt kiimesi A* vardir. Onerme 5.2.8 den 6(M) = UgeL, Xq,; elde edilir.
ieA*

S, a(M) nin bir alt kimesi olsun. S deki bltiin elemanlarin infmumunu £(S) ile S nin

kapanisini cl(S) ile gosterilecektir.

Onerme 5.2.11 M bir L —modiil ve S € a(M) olsun. Oyleyse V(£(S)) = cl(S) dir. Buna

gore S nin kapali olmasi igin gerek ve yeter kosul V(E(S)) = S olmasidir.

ispat P € S olsun. Buradan &(S) < P dir ve (§(S):, 1) < (P:, 1)) saglanir. Béylece
P eV(&(S)) dir. S € V(&(S)) saglanir. Bdylece cl(S) € V(&(S)) elde edilir. Simdi S i
kapsayan en kiguk kapali kimenin V(E(S)) oldugunu gosterelim. V(N), S yi kapsayan
o(M) nin bir kapali alt kiimesi olsun. O halde her P € S igin (N:; 1) < (P:; 1y)
saglanir ve (N:, 1y) < (§(S):, 1) elde edilir. Béylece her Q € V(£(S)) igin
(N:p 1y) < (E(S): 14) < (Q:1 14) elde edilir. Buradan V(£(S)) < V(N) olur. O halde
V(E(S)), S yi kapsayan en kuclk kapali kimedir. V(E(S)) = cl(S) saglanir.

Onerme 5.2.12 M bir L —modiil ve P € o(M) olsun. Asagidaki ifadeler saglanir:

i. cl({P}) =V(P).
ii. Bir Q € a(M) igin Q € cl({P}) olmasi icin gerek ve yeter kosul (P:; 1y) <
(Q:1 1) olmasi igin gerek ve yeter kosul V' (Q) € V(P) olmasidir.
iii. M bir garpimsal L —modiil olsun. Boylece {P}, (M) nin bir kapali kiimesi olmasi

icin gerek ve yeter kosul P € (M) maksimal eleman olmasidir.

ispat i. cL({P}) = V(§({P})) = V(P).
ii. Asikardir.

iii. {P} kiimesinin a(M) nin bir kapali kimesi oldugunu varsayalim. (i) den V(P) = {P}
dir. Herhangi bir ] > P seklindeki asal eleman J igin V(P) = {P} nin elemani olacagindan
P maksimal elemandir. Tersi igin Q € cl({P}) olsun. O halde (ii) den (P:; 1y) <

(Q:1, 1) dir. M bir garpimsal L —modiil oldugundan P = (P:; 1)1y < (Q:1 1)1y =
Q saglanir. Boylece P = Q ve cl({P}) = {P} saglanur.

Not: Bir topolojik uzayin her tek nokta kiimesi indirgenemez oldugundan tek nokta

kiimesinin kapanisi indirgenemezdir [26].
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Sonug 5.2.13 P € g(M) olsun. Boylece V(P), (M) nin indirgenemez kapali bir alt

kiimesidir.
ispat Onerme 5.2.12 ve yukaridaki nottan asikardir.

Onerme 5.2.14 M bir L —modiil ve S € o(M) olsun. Eger £(S), M nin bir asal elemani
ise S indirgenemez bir kimedir. Tersine, S indirgenemez bir kime ise { = {(P:, 1,)|P €

S}, o(L) nin indirgenemez alt kimesidir ve £*({) = (£(S):; 1)), L de asal elemandir.

ispat £(S) = Q, M nin asal elemani oldugunu varsayalim. Sonug 5.2.13 den V(Q) =
V(f(S)) = cl(S) indirgenemezdir. Oyleyse S indirgenemezdir. Tersiicin S indirgenemez
oldugunu kabul edelim. g(M) nin dogal fonksiyonu 3 surekli oldugundan S nin
fonksiyonu altindaki gériintiisii Y(S) = S*, a(L) nin bir indirgenemez alt kiimesidir.
Onerme 5.1.5 in (iii) sikkindan £*(¢) = (§(S):; 1y), L nin asal elemanidir. { ise o(L) nin

indirgenemez alt kiimesidir.

Teorem 5.2.15 M bir L —modul, S € (M) ve Y:0(M) — a(L/Ann(1,,)) dogal
fonksiyonu orten olsun. S nin indirgenemez kapali bir alt kiime olmasi icin gerek ve yeter

kosul bir P € (M) i¢in S = V(P) omasidir.

ispat Eger bir P € o(M) icin S = V(P) ise Sonug 5.2.13 den S indirgenemez kapali bir
alt kiimedir. Tersine, S indirgenemez kapali bir alt kiime olsun. Oyleyse Onerme 5.2.14
den bir NeM igin S=V(N) dir ve (E(V(N)):, 1) = (£(S):,1y), L nin asal
elemanidir. Y o6rten oldugundan (§(V(N)):, 1) = (P:; 1)) olacak sekilde bir P €

(M) vardir. Onerme 5.2.3, (i) den V (f(V(N))) = V(P) dir. Onerme 5.2.11 den S =
V(N) oldugundan S = V(P) dir.
Teorem 5.2.16 M bir L —modiil olsun. Asagidaki ifadeler denktir:

i.  a(M) bir Ty —uzaydir.

ii. ~ Dogal fonksiyon i bire-birdir.
iii. P,Q€a(M)icinV(P)=V(Q)iseP = Q dur.
iv. Herp € o(L)isin|o,(M)| < 1 dir.

Ispat i<iii: Onerme 5.2.12, (i) sikkindan ve Teorem 2.18 den asikardir.

iisiiieiv: Onerme 5.2.6 dan asikardir.
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Onerme 5.2.17 M bir carpimsal L —modiil olsun. Oyleyse o (M) bir T; —uzay olmasi icin
gerek ve yeter kosul Max(M) = {P € o(M)|P, M nin maksimal elemani} olmak
uzere Max(M) = o(M) olmasidir.

ispat Onerme 5.2.12 den asikardir.
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BOLUM 6

LATIS VE LATiS MODULLER UZERINDE T ve T; ARASINDAKi BAZI
AYIRMA AKSIYOMLARI

Tezin bu boliminde asal spektrumlari Ty ve T; arasindaki bazi ayirma aksiyomlarini
saglayan latis ve latis modiiller karakterize edilmistir. Bu karakterizasyonlarin bazilari
pm —latis, m —latis, ¢ —latistir. Benzer sekilde PM —latis modul, u —latis modul ve
€ —latis moduldir. Bu bélimde kaynak olarak Spec(R) and Separation Axioms Between
Ty and T; [31] ve Rings That Characterize Some Separation Notions [30], Primary
Decomposition of Elements in Compactly Generated Integral Multiplicative Lattices [29]

makalelerinden faydalaniimigtir.
Tanim 6.1 L bir carpimsal latis olsun.

i. Bir n €L i¢cin n < p ifadesini saglayan L nin p asal elemanlarinin ailesinin
minimaline n nin minimal asal elemani denir. 0; nin minimal asal elemanina
minimal asal eleman denir [29].

ii. L, py<pi<--<pg seklindeki asal eleman zincirlerinin maksimal uzunlugu k

pozitif tam sayisina L nin boyutu denir ve dim(L) ile gosterilir [29].

Onerme 6.2 L bir C —latis olsun. a, L latisinin bir has elemani ise a nin en az bir minimal

asal elemani vardir.

ispat 2 = {p € o(L)|a < p} kimesi a elemanini kapsayan asal elemanlarin kimesi
olsun. a yi kapsayan bir maksimal eleman, dolayisiyla asal bir eleman vardir. Béylece (2
bos kiimeden farkhdir. > ters kapsamanin verdigi siralama bagintisini kullanarak (2
kiimesi lizerinde Zorn Lemma’ y1 uygulayalim. a yi1 kapsayan asal elemanlarin bir zinciri

A = {p; € Q|i € I} olsun. p = A;¢; pi elemaninin a elemanini kapsayan bir asal eleman
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oldugunu goérelim. p elemaninin a yi kapsadigi agiktir. Simdix,y € Ligcinxy < pvex <%
p oldugunu kabul edelim. Oyleyse bir k € I icin x % py, dir. Zincirdeki bir p; asal elemani
icin p; < py veya py < p; saglanir. Eger p; < py ise xy < p; iken x < p; veyay < p;
dir. Eger p; < py ise x £ py oldugundan x £ p; dir. p; asal eleman ve xy < p;, x £ p;
oldugundan y < p; dir. Béylece y < p elde edilir. Su halde p, zincirin {2 kiimesindeki bir

Ust siniridir ve Zorn Lemma’ ya goére bir minimal elemani vardir.

Tanim 6.3 1,, kompakt eleman olsun.

i.  BirN € Migin N < P ifadesini saglayan P asal elemanlarinin ailesinin minimaline
N nin minimal asal elemani denir. 0, nin minimal asal elemanina minimal asal
eleman denir [33].

ii. M,Py<P;<-- <Py seklindeki asal eleman zincirlerinin maksimal uzunlugu k

pozitif tam sayisina M nin boyutu denir ve dim(M) ile gosterilir [33].

Onerme 6.4 M bir L — modiil olsun. N, M latis modiliiniin bir has elemani ve P, N vyi

kapsayan bir asal eleman ise N nin P de kapsanan bir minimal asal elemani vardir.

ispat 2 = {P € o(M)|N < P} kiimesi N elemanini kapsayan ve P de kapsanan biitiin
asal elemanlarin kiimesi olsun. O halde P € Q dir ve béylece {2 bos kiimeden farkhdir. >
ters kapsamanin verdigi siralama bagintisini kullanarak (2 kiimesi Gizerinde Zorn Lemma’
y1 uygulayalim. N yi kapsayan ve P de kapsanan asal elemanlarin bir zinciri A = {P; €
Q|i € I} olsun. P" = Aj¢; P; elemaninin N elemanini kapsayan bir asal eleman oldugunu
gorelim. P' elemaninin N yi kapsadigi aciktir. Simdia € Lve K € MicinaK < P'vea <
(P": 1) = (Nier Py :, 13) = Nier(Piz, 1) oldugunu kabul edelim. Oyleyse bir k € I
icin a £ (Py:, 1)) dir. Zincirdeki bir P; asal elemani igin P; < Py veya P, < P; saglanr.
Eger P, < P; ise aK < P; iken a < (P;j:; 1) veya K < P; dir. Eger P; < Py ise a £
(Py: 1p) oldugundan a £ (P;:f, 1)) dir. P; asal eleman oldugundan ve aK < P;, a £
(P;:, 1) oldugundan K < P; dir. Boylece K < P’ elde edilir. Su halde P’ zincirin 2
kiimesindeki bir Gist siniridir ve Zorn Lemma’ ya gore bir maksimal elemani vardir. Bu
maksimal eleman Q olsun. Q € Q oldugu icin N < Q < P olacak sekilde bir Q' asal
elemani varsa, Q' € Q ve Q < Q' olur. Q € Q maksimal oldugundan Q = Q' olur.

Boylece @, N nin minima asal elemanidir.

Sonug 6.5. Bir L —modil M nin her asal elemani bir minimal asal elemani igerir.
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o (L) tzerindeki Zariski topolojisi ile cI({p}) = V (p) oldugundan p nin kabugunun {p} =
Py-{py={qeal)lpeV(q) vep # q} kimesi oldugu aciktir. Ayrica V(p) =
{p} U {p}vep & {p} oldugundan {p}' = V(p) — {p} = {g € a(L)|p < q } saglanir.

Bu topolojide {p} tek nokta kiimesinin kapali bir kime olmasi icin gerek ve yeter kosul p

elemaninin L de maksimal eleman olmasidir.
Simdi o (M) Uzerindeki Zariski topolojisi i¢in benzer durumlari inceleyelim.

Bolum 5.2 deki tanmlar ile bir P€o(M) icin cl({{P})=V(P)=
{Q € a(M)|(P:; 14) < (Q:1 1)} oldugundan P elemaninin kabugu {P} = {P} -
{P} ={Q € a(M)|P € V(Q) ve P # Q } kimesidir. Bir P € g(M) nin turev kiimesi ise
(P} =v(P)—{P}={QeaM)|(P:y 1) < (Q:y 1) veP +#Q} kimesidir. Bu
topolojik uzayda {P} kapali bir kiime ise P, M de maksimal elemanidir. Tersi ise M latis

moduli ¢arpimsal latis modil kabul edildiginde dogrudur.
Bu bolim boyunca 1; ve 1,, elemanlari kompakt elemanlar olarak kabul edilecektir.

Oncelikle tizerinde calisilacak T, ve T; arasindaki bazi ayirma aksiyomlarini tanimlayalim:

6.1 Latis Uzerinde T ve T, Arasindaki Bazi Ayirma Aksiyomlari

Tanim 6.1.1 Bir L latisinin her asal elemani tek bir maksimal eleman tarafindan

kapsanirsa L ye pm —latis denir.

Onerme 6.1.2 g(L) nin bir T(B) —uzay olmasi icin gerek ve yeter kosul L nin pm —latis

olmasi ve dim(L) < 1 olmasidir.

ispat (=): a(L) bir T(B) —uzay olsun. L nin pm —latis olmadigini varsayalim. Oyleyse
iki farkli maksimal eleman k ve t tarafindan kapsanan bir p asal elemani vardir, yanip <
k ve p < tdir. Budurumda k,t € V(p) dir.p # k ve p # t oldugundan k, t € {p}' elde
edilir. Buise a(L) nin bir T(#) —uzay olmasi ile gelisir. dim(L) = 2 oldugunu varsayalim.
O halde p < q < k olacak sekilde L nin p, g, k asal elemanlari vardir. Oyleyse q, k € {p}

olur. Buise a(L) nin T (B) —uzay olmasi ile gelisir.

(&): L bir pm —latis ve dim(L) <1 olsun. o(L) nin bir T(B) —uzay olmadigini
varsayalim. O halde bir p asal elemaniigin {p}’ # @ ve {p}’ tek nokta kiimesi degildir. Bu

durumda g, k € {p}’ olacak sekilde iki farkli g, k asal elemanlari vardir. Oyleyse p < q ve
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p < k saglanir. dim(L) < 1 oldugundan g ve k asallari maksimal elemanlardir. Bu ise L
nin bir pm —latis olmasi ile gelisir.

Tanim 6.1.3 Bir L latisinin her asal elemani tek bir minimal asal elemani kapsiyorsa L ye

m —latis denir.

Onerme 6.1.4 L bir C —latis olsun. Buradan o(L) nin bir T(8") —uzay olmasi icin gerek

ve yeter kosul L nin m —latis olmasi ve dim(L) < 1 olmasidir.

ispat (=): o(L) bir T(B") —uzay olsun. L nin bir m —latis olmadigini kabul edelim.
Oyleyse iki farkh minimal asal eleman u ve v yi iceren bir p asal elemani vardir, yani, u <
pvev < pdir.Boylecep € V(u)vep € V(v).p # uvep # voldugundanu,v € @ =
@\{p} elde edilir. Bu ise (L) nin bir T(B") —uzay olmasi ile ¢elisir. Oyleyse L bir
m —latis olmalidir. Simdi dim(L) = 2 oldugunu kabul edelim. O halde p < q < k olacak
sekilde p, q, k € a(L) vardir. Boylece k € V(p) ve k € V(q) saglanir. Sonugolarakp,q €
{k} elde edilir. Bu ise a(L) nin bir T(B") —uzay olmasi ile celisir. O halde dim(L) < 1
olmalidir.

(<): L bir m —latis ve dim(L) < 1 olsun. a(L) nin bir T(B") —uzay olmadigini kabul
edelim. O halde bir p € (L) igin {}7} # @ ve tek nokta kiimesi degildir. O halde k, t €
{5} olacak sekilde L nin k, t asal elemanlari vardir. Bu durumda k < p vet < p saglanir.

dim(L) <1 oldugundan k ve t minimal asal elemanlardir. Bu ise L nin bir m —latis

olmasi ile gelisir.

Tanim 6.1.5 m, n; L nin maksimal elemanlarive k, t; L nin minimal asal elemanlari olsun.
pcmmn) ={p €a(l)|lp <mAn}ve p5(k,t) ={p € a(L)|k < pvet < p} kimeleri

seklinde tanimlanir.

Tanim 6.1.6 L nin farkli maksimal elemanlari m, n ve farkli minimal asal elemanlar k, t
icin pc(m,n) ve p5(k,t) kimeleri bos kiime veya tek nokta kiimesi ise L ye & —latis

denir.

Onerme 6.1.7 L bir C —latis olsun. o(L) nin bir T (&) —uzay olmasi icin gerek ve yeter

kosul L nin & —latis olmasi ve dim(L) < 2 olmasidir.

ispat (=): a(L) bir T(¢) —uzay olsun. L nin € —latis olmadigini kabul edelim. Oyleyse L

nin herhangi farkli maksimal elemanlari m, n ve herhangi farkli minimal asal elemanlari
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k,t igin pc(m,n) veya p5(k,t) kimesi bos kiime ve tek nokta kiimesi degildir. Simdi
pc(m, n) nin ne bos kiime ne de tek nokta kiimesi oldugunu varsayalim. O halde p,q €
pc(m, n) olacak sekilde L nin iki farkli asal elemani vardir. Boylece p < m An ve q <
m A n saglanir. Buradan p < m,p < nve q < m,q < n elde edilir. Béylece m,n € {p}’
ve m,n € {q}’ olur. Sonug olarak m,n € {p}' N {q}’ elde edilir. Bu ise a(L) nin bir
T (g) —uzay olmasi ile gelisir. p (k, t) nin ne bos kiime ne de tek nokta kiimesi oldugunu
varsayalim. O halde u,v € p-(k, t) olacak sekilde L nin iki farkh u ve v asal elemani
vardir. Oyleyse k < u,t <uvek < v,t < v dir. Béylece u,v € {k}' n {t}’ saglanir. Bu
bir geligkidir. O halde L nin € —latis olmasi gerekir. dim(L) = 3 oldugunu kabul edelim.
Budurumdap < q < k < t olacak sekilde p, g, k, t asal elemanlari vardir. Boylece k, t €

{p} n{q} saglanir. Buise a(L) nin bir T(&) —uzay olmasi ile gelisir.

(&): L bir ¢ —latis ve dim(L) < 2 olsun. a(L) nin bir T (&) —uzay olmadigini varsayalim.
O halde herhangi farkli p ve q asal elemanlari igin {p} N {q}' # @ ve tek nokta kiimesi
degildir. Oyleyse k,t € {p}' N {q}’ olacak sekilde farkli k ve t asal elemanlar vardir.
Buradan p < k,p <t ve q < k,q <t saglanir. Eger p ve g minimal asal elemanlar ise
k,t € p5(p,q) olur. Bu ise L bir € —latis olmasi ile gelisir. Eger p ve g minimal asal
elemanlar degil ise u < p ve v < q olacak sekilde minimal asal elemanlar vardir.
Buradan u<p <k, u<p<t ve v<q<kv<qg<t elde edilir. dim(L) <2
oldugundan k ve t elemanlari maksimal elemanlardir. p < kAt ve g < k At oldugu
aciktir. Egerp =k Atveyag=kAtisek <pveyat <pveyak < qveyat < qelde
edilir. Bu ise k ve t nin maksimal olmasi ile gelisir. O halde p < k Atveq < k At elde

edilir. Boylece p, q € pc(k, t) saglanir. Bu L nin bir € —latis olmasi ile gelisir.

Tanim 6.1.8 p, L nin maksimal olmayan asal elemani olsun. {p}’ kiimesinin her eleman

giftia, b icina vV b = 1, saglaniyorsa L ye u —latis denir.
Onerme 6.1.9 L, u —latis ve dim(L) sonlu olsun. Béylece (L) bir Typ —uzaydir.

ispat p € o(L) ve B, {p} kiimesinin minimal asal elemanlarinin kiimesi olsun. x € {p}’

olsun. Oyleyse p < x dir. Budurumdap < q < x olacak sekilde bir g € 8 vardir. Oyleyse

x € V(q) elde edilir. Béylece x € Ugep V(q) saglanir. Tersiiciny € Ugyep V(q) olsun. O

halde bir g € S icin y € V(q) elde edilir. Burada g < y saglanir. p < q oldugundan p <

y dir. Boylece y € {p}’ saglanir. Sonug olarak, {p}’ = Uzecp V(q) elde edilir. Simdi her

q1,92 € B igin V(q1) N V(q;) = @ oldugunu gosterelim. V(g;) NV (q;) # @ oldugunu
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kabul edelim. O halde bir t € V(g;) N V(q,) vardir. O halde g; <t ve g, <t saglanir.
Boylece g, V q; <t elde edilir. Bu durumda t = 1; elde edilir. Buise t < 1, olmasi ile

celisir.

Tanim 6.1.10 Bir L latisinin her asal fakat maksimal olmayan elemani onu has olarak

kapsayan asal elemanlarin infimumlarindan farkli ise latise d —latis denir.

Onerme 6.1.11 o (L) nin bir T, —latis olmasi igin gerek ve yeter kosul L nin bir d —latis

olmasidir.

ispat (=): o (L) bir T, —uzay olsun. L nin bir d —latis olmadigini kabul edelim. O halde
onu has olarak kapsayan asal elemanlarin infimumuna esit olacak sekilde bir maksimal
olmayan asal p elemani vardir, yanip = A\,<, q saglanir. (L) bir T, —uzay oldugundan
{p} =V (a) olacak sekilde bir a € L vardir. O halde her q € {p} icin a<gq
saglandigindan a < Agegpy g = p elde edilir. Béylece p € V(a) olur (Celiski).

(&): L bir d —latis olsun. p € a(L) olsun. Eger p maksimal eleman ise ispat agiktir. p
elemaninin maksimal olmadigini kabul edelim. L bir d —latis oldugundan p # Ap<4 q
saglanir. Fakat p < Ap<qq oldugundan V(A,<4q) € V(p) saglanir. p & V(Ap<q q)
oldugundan V(Ay<q q) S {p}' elde edilir. $imdi, k € {p}’ olsun. Oyleyse p < k dir ve
buradan A<, q < k dir. Boylece k € V(A,<q q) elde edilir.

Tanim 6.1.12 Bir L latisinin herhangi farkli iki minimal asal elemani en ¢ok bir maksimal

eleman tarafindan kapsaniyorsa L ye y —latis denir.

Onerme 6.1.13 L bir C —latis olsun. o (L) nin bir T, —uzay olmas! icin gerek ve yeter

kosul L nin bir y —latis olmasi ve dim(L) < 1 olmasidir.

ispat (=): o(L) bir T, —uzay olsun. L nin bir y —latis olmadigini varsayalim. Oyleyse iki
farkli minimal asal eleman p ve q yu kapsayan iki farkli maksimal eleman m ve n vardir.
Yanip <m,p <nveq<m,q <ndir. Budurumdam,n € V(p) = cl({p}) ve m,n €
V(q) = cl({q}) saglanir. Boylece m,n € cl({p}) N cl({q}) elde edilir. Buise a (L) nin bir
Ty —uzay olmasi ile gelisir. Simdi dim(L) = 2 oldugunu varsayalim. O haldep < q <k
olacak sekilde p, q, k € a(L) vardir. Oyleyse g,k € V(p) NnV(q), yani q,k € cl({p}) N

cl({q}) saglanir. Buise g (L) nin bir Ty, —uzay olmasi ile gelisir.
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(&): L bir y —latis ve dim(L) < 1 olsun. a(L) nin bir Ty —uzay olmadigini varsayalim.
O halde iki farkli asal eleman p ve q igin cl({p}) N cl({q}) # @ ve tek nokta kiimesi
degildir. Oyleyse k,t € cl({p}) N cl({q}) olacak sekilde iki farkl asal eleman k ve t
vardir. Budurumdap < k,p <tveq < k,q < tdir.Ayricap # kvep # tdir.Egerp =
k veyap = tolsaydi g < p elde edilirdi. dim(L) < 1 oldugundan p bir maksimal eleman
olurdu. Bu durumda V(p) = {p} ve buradan da cl({p}) N cl({q}) = {p} olurdu. Bu ise
kabulimiz ile gelisir. Benzer sekilde q # k ve q # t saglanir. Boylece p < k,p < t ve
q < k,q < telde edilir. dim(L) < 1 oldugundan k ve t maksimal elemanlardir. Bu ise

kabuliimuz ile gelisir. Boylece o (L) bir Ty —uzay olmalidir.

Onerme 6.1.14 L bir C —latis olsun. o (L) nin bir Tys —uzay olmasi icin gerek ve yeter

kosul L nin bir m —latis olmasi ve dim(L) < 1 olmasidir.

ispat (=): (L) bir Ty —uzay olsun. L nin bir m —latis olmadigini varsayalim. O halde
iki farkl minimal asal eleman u ve v yi iceren bir p asal elemani vardir. Oyleyse u < p ve
v<p dir. O halde peV(u) =cl({u}) ve p € V(v) = cl({v})dir. Boylece p €
cl({u}) n cl({v}) dir. Buise o (L) nin bir Tys —uzay olmasi ile gelisir. Simdi dim(L) = 2
oldugunu varsayalim. O halde p < q < k olacak sekilde p, g, k € o (L) vardir. Oyleyse
ke V(p)nV(q), yani k € cl({p}) n cl({q}) saglanir. Bu ise a(L) nin bir Tys —uzay

olmasi ile gelisir.

(): L bir m —latis ve dim(L) <1 olsun. p,q; L nin iki farkli asal elemani olsun.

cl({pH) ncl({q}) = 0 ve cl({p}) ncl({q}) # {p} olsun. O halde bir k € cl({p}) N
cl({q})vardir. Oyleyse k #p ve p <k,q <k saglanir. dim(L) <1 oldugundan p

minimal asal elemandir. L bir m —latis oldugundan q = k elde edilir. Bdylece cl({p}) N

cl({q}) = {q} saglanr.

6.2 Latis Modiiller Uzerinde T, ve T, Arasindaki Bazi Ayirma Aksiyomlari

Tanim 6.2.1 Bir L —modil M nin her asal elemani tek bir maksimal eleman tarafindan

kapsanirsa M ye PM —modiil denir.

Onerme 6.2.2 M bir L —modil olsun. Eger o(M) bir T(B) —uzay ise asagidakiler

saglanir:

i M bir PM —moduldar.
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ii. dim(M) < 1dir.
ispat o (M) bir T(B) —uzay olsun.

i. M nin bir PM —modiil olmadigini varsayalim. Oyleyse iki farkli maksimal eleman
N ve K tarafindan kapsanan bir P asal elemani vardir, yani P < N ve P < K dir.
(P:p 1) < (N:p1,) ve (P:p1y) < (K:,1y) oldugundan N,K € {P}' elde
edilir. Bu ise a (M) nin bir T(B) —uzay olmasi ile celisir.

ii. dim(M) = 2 oldugunu varsayalim. O halde P < N < K olacak sekilde M nin
P,N,K asal elemanlari vardir. Oyleyse (P:;1y) < (N:;1y) < (K:, 1) dir.
Boylece N, K € {P}' olur (Celigki).

Tanim 6.2.3 Bir L —modil M nin her asal elemani tek bir minimal asal elemani kapsiyorsa

M ye u —modiil denir.

Onerme 6.2.4 M bir L —modiil olsun. Eger a(M) bir T(B") —uzay ise asagidakiler

saglanir:

i. M bir u —moduldir.
ii. dim(M) < 1dir.

ispat o(M) bir T() —uzay olsun.

i. M bir u —modiil olmadigini varsayalim. Oyleyse iki farkli minimal asal eleman K ve T
yi kapsayan bir P asal elemani vardir, yani K < P ve T < P dir. Oyleyse (K:, 1) <
(P:; 1y) ve (T: 1y) < (P: 1) saglanir. Boylece P € V(K) ve P € V(T). Buradan
K,Te{P}= {(P)\{P} elde edilir. Bu ise a(M) nin bir T(8") —uzay olmasi ile gelisir.
Oyleyse M bir u —latis olmaldir.

ii. dim(M) = 2 oldugunu kabul edelim. O halde P < N < K olacak sekilde P, N,K €
o(M) vardir. Oyleyse (P:; 1) < (N:p 1y) < (K:; 1)) dir. Béylece K € V(N) ve K €
V(P) dir. Sonug olarak P, N € {K} elde edilir. Bu ise ¢(M) nin bir T(8") —uzay olmasi ile

gelisir. O halde dim(M) < 1 olmalidir.

Tanim 6.2.5 M bir L —modil olsun. N, K; M nin maksimal elemanlari ve U,V; M nin

minimal asal elemanlari olsun.

S(U,V)={P e a(M)|P € {U} ve P € {V}'} kimeleri seklinde tanimlanir.
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Tanim 6.2.6 M nin farkli maksimal elemanlari N, K ve farkli minimal asal elemanlari U,V
icin p(N,K) ve 6(U,V) kiimeleri bos kiime veya tek nokta kiimesi ise M ye &€ —modiil

denir.

Onerme 6.2.7 M bir carpimsal latis L —modiil olsun. (M) nin bir T(&) —uzay olmasi

icin gerek ve yeter kosul M nin € —moddl olmasi ve dim(M) < 2 olmasidir.

ispat (=): (M) bir T(g) —uzay olsun. M nin &€ —modiil olmadigini kabul edelim.
Oyleyse M nin herhangi farkli maksimal elemanlari N, K ve herhangi farkli minimal asal
elemanlari U,V igin p(N, K) veya 6§ (U, V) kiimesi bos kiime ve tek nokta kiimesi degildir.
Simdi p(N, K) nin ne bos kiime ne de tek nokta kiimesi oldugunu varsayalim. O halde
P,Q € p(N,K) olacak sekilde M nin iki farkli asal elemani vardir. Boylece (P:; 1) <
(NAK) 1y), PENAK ve (Qily) <((NAK)y1ly), Q#NAK saglanir.
(P 1) S (N:p 1) A(K:p 1) ve (Q:p1p) < (N:p1y) A(K:p1y) saglandigindan
Py L) S (Nip1pp), (P 1y) < (Kip 1) ve (Qiplpy) < (Nip1y), (Qip 1y) <
(K:; 1)) elde edilir. M bir carpimsal latis L —modil oldugundan P < N,P < K ve Q <
N,Q < K elde edilir. Béylece N,K € {P} ve N,K € {Q} olur. Sonug olarak N,K €
{P} n {Q} elde edilir. Bu ise (M) nin bir T (&) —uzay olmasi ile gelisir. Simdi §(U, V)
nin ne bos kiime ne de tek nokta kiimesi oldugunu varsayalim. O halde S,T € §(U,V)
olacak sekilde M nin iki farkli asal elemani vardir. Oyleyse S € {U},T € {U} ve S €
{V},T € {V} dur. Boylece S,T € {U} n {V} saglanir. Bu bir ¢eliskidir. O halde M nin
€& —modiil olmasi gerekir. dim(M) = 3 oldugunu kabul edelim. Bu durumda P < Q <
S < T olacak sekilde P,Q,S, T asal elemanlari vardir. Oyleyse (P:; 1) < (Q:; 1) <
(S:1 1) < (T:; 1)) saglanir. Boylece S, T € {P} N {Q} saglanir. Bu ise (M) nin bir

T (&) —uzay olmasi ile celisir.

(&): M bir € —modil ve dim(M) < 2 olsun. (M) nin bir T(e) —uzay olmadigini
varsayalim. O halde bazi farkli P, Q asal elemanlari igin {P} N {Q} # @ ve tek nokta
kiimesi degildir. Oyleyse N, K € {P} n {Q}' olacak sekilde farkli asal elemanlari vardir.
Boylece (P:p1y) < (N:p1y), (P:p1y) < (K:ply) ve (Q:p1y) < (N:p1,),
(Q:1 1) < (K:1 1) saglanir. M bir carpimsal latis L —modiil oldugundan P < N,P <
KveQ < N, Q < K elde edilir. Eger P, Q minimal asal elemanlarise N,K € §(P, Q) olur.
Bu ise M bir ¢ —modiil olmasi ile gelisir. Eger P, Q minimal asal elemanlar degil ise U <

P veV < Q olacak sekilde minimal asal elemanlar vardir. BuradanU < P < N,U < P <

62



KveV <Q <N,V <Q <K elde edilir. dim(M) < 2 oldugundan N ve K elemanlar
maksimal elemanlardir. P < NAK ve Q < N AK oldugu agiktir. Eger P = N AK ve
Q=NAK ise UKP<NAK<K veya V<Q<NAK<K elde edilir. Bu ise
dim(M) < 2 olmasi ile gelisir. O halde P < NAK ve Q < N AK elde edilir. Boylece
P,Q € p(N,K) saglanir. Bu M nin bir ¢ —modl olmasi ile gelisir.

Tanim 6.2.8 Bir L —modil M nin her asal fakat maksimal olamayan elemani onu has

olarak kapsayan asal elemanlarin infimumlarindan farkli ise M ye D —modiil denir.

Onerme 6.2.9 M bir L —modiil olsun. Eger o(M) bir T, —uzay ise M bir D —moddldiir.

Tersi M nin ¢arpimsal L —modil oldugu durumda dogrudur.

ispat (M) bir Tp —uzay olsun. M nin bir D —modiil olmadigini kabul edelim. O halde
onu has olarak kapsayan asal elemanlarin infimumuna esit olacak sekilde bir maksimal
olmayan asal P elemani vardir, yani P = ApcoQ saglanir. a(M) bir Tp —uzay
oldugundan {P} = V(K) olacak sekilde bir K € M vardir. O halde her Q € {P} icin
(K:p 1) < (Q: 1)) saglandigindan (K:, 1y) < /\QE{P}’(Q:L 1y) = (/\Qe{P}’ Q: 1y)
< (Ag<p Q:1 1y) = (P:1, 1)) elde edilir. Béylece P € V(K) olur (Celiski).

Tersi icin M bir carpimsal D —modiil olsun. P € (M) olsun. Eger P maksimal eleman
ise ispat aciktir. P elemaninin maksimal olmadigini kabul edelim. M bir D —modiil
oldugundan P # Ap.o Q saglanir. Fakat P < Ap<o Q oldugundan V(Ap<o Q) S V(P)
saglanir. P & V(Ap<q Q) dur. Eger P € V(Ap<q Q) olsaydi (Agep Qi1 1y) < (P:p 1y)
saglanirdi ve M bir carpimsal L —modil oldugundan Ap.o @ < P olurdu (Celigki).
Boylece V(Ap<o Q) S {P} elde edilir. Simdi, K € {P} olsun. Oyleyse (P:;,1y) <
(K:; 1) dir ve M bir garpimsal L —modil oldugundan P < K saglanir. Bdylece
Ap<g Q@ < K dir ve buradan (Ag<p Q: 1) < (K:; 1)) dir. Boylece K € V(Ap< Q)

elde edilir.

Onerme 6.2.10 M bir L —modil olsun. Eger o(M) bir Tpp —uzay ise asagidakiler

saglanir:

i. M bir u —modulddr.
ii. dim(M) < 1dir.

ispat o (M) bir Tpp, —uzay olsun.
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i. M nin bir © —modul olmadigini kabul edelim. Oyleyse iki farkli minimal asal eleman U
ve T yi iceren bir P asal elemani vardir, yani U < P ve T < P dir. Oyleyse (U:, 1) <
(P:p 1) ve (T:p 1) < (P:; 1) saglanir. Boylece P € {U} n {V}' elde edilir. Bu ise

o (M) nin bir Tpp —uzay olmasi ile gelisir.

ii. dim(M) > 2 oldugunu kabul edelim. Bu durumda P < Q < K olacak sekilde P, Q, K
asal elemanlari vardir. Oyleyse (P:; 13) < (Q:; 1y) < (K: 1)) saglanir. Béylece K €

{P} N {Q} saglanir. Buise a(M) nin bir Tpp, —uzay olmasi ile gelisir.

Tanim 6.2.11 Bir L —modil M nin herhangi farkli iki minimal asal elemani en ¢ok bir

maksimal eleman tarafindan kapsaniyorsa M ye Y —modil denir.

Onerme 6.2.12 M bir L —modiil olsun. Eger o (M) bir Ty —uzay ise M bir Y —moduildiir

ve dim(M) < 1 dir. Tersi M nin garpimsal L —modiil oldugu durumda dogrudur.

ispat (M) bir T, —uzay olsun. M nin bir Y —modiil olmadigini varsayalim. Oyleyse iki
farkli minimal asal eleman P ve Q yu kapsayan iki farkli maksimal eleman N ve K vardir.
Yani P< N,P <K ve Q < N,Q <K dir. Oyleyse (P:; 1y) < (N:; 1), (P:, 1) <
(K: 1p) ve (Q:p 1) < (N:p 1), (Q:1 1p) < (K:f 1) saglanir. Bu durumda N, K €
V(P) = cl({P}) ve N,K € V(Q) = cl({Q}) saglanir. Boylece N,K € cl({P}) n cl({Q})
elde edilir. Bu ise (M) nin bir Ty —uzay olmasi ile gelisir. Simdi dim(M) = 2 oldugunu
varsayalm. O halde P < Q < T olacak sekilde P,Q,T € (M) vardir. O halde
(P:p 1) < (Q:p 1) < (T:, 1) dir. Oyleyse Q,T € V(P)NV(Q), yani Q,T €
cl({P}) n cl({Q}) saglanir. Bu ise (M) nin bir Ty —uzay olmasi ile gelisir.

Tersiicin M bir garpimsal L —modiil olsun. M bir Y —modiil ve dim(M) < 1 olsun. a(M)
nin bir Ty —uzay olmadigini varsayalim. O halde iki farkh asal eleman P ve Q igin
cl({P}) # @ ve tek nokta kiimesi degildir. Oyleyse N, K € cl({P}) olacak sekilde iki farkli
asal eleman N,K vardir. Oyleyse (P:; 1) < (N: 1y),(P:p1y) < (K: 1y) ve
(Q:p1p) < (N:p1,),(Q:p 1) < (K:p1y) saglanir. M bir g¢arpimsal L —moddl
oldugundan P< N, P<Kve Q <N, Q <K olur. Ayrica P # N ve P # K dir. Eger
P = Nveya P = K olsaydi Q < P elde edilirdi. dim(M) < 1 oldugundan P bir maksimal
eleman olurdu. Bu durumda V(P) = {P} = cl({P}) ve buradan cl({P}) ncl({Q}) =
{P} olurdu. Bu ise M nin bir Y —modiil olmasi ile gelisir. Benzer sekilde @ # Nve Q # K
saglanir. Boylece P < N,P < Kve Q < N,Q < K elde edilir. dim(M) < 1 oldugundan
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N ve K maksimal elemanlardir. Bu ise M nin bir Y —modiil olmasi ile celisir. Boylece

o (M) bir Ty —uzay olmalidir.

Onerme 6.2.13 M bir L —modiil olsun. Eger o(M) bir Tyg —uzay ise M bir 4 —modiildiir

ve dim(M) < 1 dir. Tersi M nin ¢arpimsal L —modil oldugu durumda dogrudur.

ispat o (M) bir Ty —uzay olsun. M nin bir u —modiil olmadigini varsayalim. O halde iki
farkli minimal asal eleman Q ve T yi kapsayan bir P asal elemani vardir. O halde p €
V(Q)NV(T) elde edilir. Boylece p € cl({Q}) N cl({T}) dir. Bu ise a(M) nin bir
Tys —uzay olmasi ile gelisir. Simdi dim(M) = 2 oldugunu varsayalim. O halde P < Q <
T olacak sekilde P,Q,T € (M) vardir. Boylece (P:1y) < (Q:1y) < (T:1,) dir.
Oyleyse T € V(P) NV (Q), yani T € cl({P}) n cl({Q}) saglanir. Bu ise (M) nin bir

Tys —uzay olmasi ile gelisir.

Tersiicin M bir ¢arpimsal L —modil olsun. M bir u —latis ve dim(M) < 1 olsun. P, Q; M
nin iki farkli asal elemani olsun. cI/({P}) N cl({Q}) #= @ ve cl({P}) N cl({Q}) # {P}
olsun. O halde bir K € cl({P}) ncl({Q}) vardir. Oyleyse K # P ve (P: 1) <
(K:p 1), (Q:p 1) < (K:p 1) saglanir. M bir carpimsal L —modiil oldugundan P < K
ve Q < K elde edilir. dim(M) < 1 oldugundan P minimal asal elemandir. M bir u —latis
oldugundan Q = K elde edilir. Boylece cl({P}) N cl({Q}) = {Q} saglanr.
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BOLUM 7

SONUC VE ONERILER

Bu tez galismasinda ilk olarak literatiirde tanimlanmis olan es ¢arpimsal modul kavrami

latis moddiller Gizerine aktarilmistir.

Diger bolimde halka ve modiil yapilarinin asal idealleri ve asal alt moddlleri Gizerinde
kurulan Zariski topolojisi, latis ve latis modillerin asal elemanlarinin kiimeleri lizerinde
kurulmustur. Bu topolojilerin Ty ve T; ayirma aksiyomlarini saglamalari igin gereken

sartlar incelenmistir.

Son olarak kurulan bu topolojilerin Ty ve T; arasindaki bazi ayirma aksiyomlari saglayan

latis ve latis modiiller karakterize edilmistir.

Latis modaiiller Gzerinde kurulan Zariski topolojisi, es ¢carpimal latis modiller izerinde

kurulabilir. Ayrica T, ve T; arasindaki bazi ayirma aksiyomlari incelenebilir.
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