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𝐴 − 𝐵 𝐴 kümesinin B  kümesinden farkı 
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ℤ Tam sayılar kümesi 
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𝑚𝑎𝑥(𝐿)  𝐿 latisinin maksimal elemanlarının kümesi 
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dim⁡(𝑀)  𝑀 latis modülünün boyutu 
𝑃𝐺 −latis Temel elemanlar tarafından üretilmiş latis 
𝐶𝐺 −latis Kompakt elemanlar tarafından üretilmiş latis 
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Eş Danışman: Prof. Dr. Ünsal TEKİR 

 

İlk olarak modüller üzerinde incelenmiş olan eş çarpımsal modül yapısı latis modüller 

üzerine aktarılacaktır. Tanımlanan eş çarpımsal latis modül kavramının temel özellikleri 

incelenecektir. Eş çarpımsal latis modüller için Nakayama Lemma‘nın duali ifade 

edilecektir. Bir idealin ve bir alt modülün asalımsı ayrışımı halka ve modül teoride önemli 

bir yer tutmaktadır. Eş çarpımsal latis modüller için bir elemanın asalımsı ayrışıma sahip 

olması için gerekli durumlar araştırılacaktır. 

Daha sonra halkaların asal ideallerinin kümesi üzerinde kurulan Zariski topolojisi, 

çarpımsal latis ve latis modüllerin asal elemanlarının kümeleri üzerinde kurulacaktır ve 

kurulan bu topolojilerin topolojik özellikleri incelenecektir. Kurulan bu topolojiler 

yardımı ile asal spektrumu 𝑇0 ve 𝑇1 arasındaki bazı aksiyomları sağlayan latis ve latis 

modüller karakterize edilecektir. Çalışmanın devamında N.K. Thakare’ nin makalesinde 

kurulmuş olan çarpımsal latislerin asal elemanları kümesi üzerindeki topoloji için bazı 

özellikler, önermeler ve teoremler incelenecektir. Bu topolojiden esinlenerek latis 

modüllerin asal elemanları kümesi üzerinde bir topoloji kurulacaktır. Kurulacak olan bu 

topolojik uzayın özellikleri incelenecek ve hangi şartlar altında 𝑇0 ve 𝑇1 uzay oldukları 

gösterilecektir.  
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Son olarak çarpımsal latis ve latis modüller üzerinde kurduğumuz bu topolojik uzayların 

𝑇0 ve 𝑇1 arasındaki bazı aksiyomları hangi durumlarda sağladığı incelenecektir. Sonuç 

olarak çarpımsal latis modüllerin asal elemanları üzerinde kurulmuş olan topolojiye 

benzer şekilde latis modüllerin asal elemanları üzerinde bir topoloji kurulacaktır ve bu 

iki topolojinin de özellikleri incelenecektir. 

Anahtar Kelimeler: Çarpımsal latis, çarpımsal latis modül, eş çarpımsal latis modül, 

Zariski topolojisi, asal spektrum. 
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First of all, modules that have been tested on comultiplication module will be 
transferred onto the lattice structure. Basic properties of defined comultiplication lattice 
module concept will be investigated. A duali of Nakayama's lemma will be expressed 
over comultiplication lattice modules. The primary decomposition of a submodule and 
a ideal constitutes an important part of ring and module theory. The necessary condition 
to have decomposition of an element of the comultiplication lattice module will be 
researced. Later, the Zariski topology, established on the set of prime ideals of the ring, 
will be built on sets of prime elements of the multiplicative lattice and lattice module 
and then topological properties of established topology will be shown. The lattices and 
lattice modules whose prime spectrums satisfy some of the separation axioms between 
𝑇0 and 𝑇1 will be characterized by means of prime spectrum of established these 
topologies. 

In the later part of the study, we study some properties, propositions and theorems for 
the topology, established on a set of prime elements of multiplicative lattice in the 
article of N.K. Thakare. In the other part, a topology will be established on the set of 
prime elements of a lattice modules, which is inspired by the topology on multiplicative 
lattice. Properties of this topological space will be studied and shown to be 𝑇0 and 𝑇1 
space under which circumstances. 
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Finally, some cases, which have some axioms between 𝑇0 and 𝑇1, the topological spaces, 
will be examined in the topological spaces, established over the multiplicative lattice 
and lattice module. Consequently, it will establish a topology on set of the prime 
elements of the lattice modules analogically the topology established on the prime 
elements of the lattices and it will examine the properties of these two topologies. 

Keywords: Multiplicative lattice, multiplication lattice modules, comultiplication lattice 
modules, Zariski topology, prime spectrum. 
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BÖLÜM 1 

GİRİŞ 

1.1 Literatür Özeti 

D.D. Anderson tarafından 1976 yılında yapılan “Abstract Commutative Ideal Theory 

Without Chain Condition” adlı çalışmada, R.P. Dilworth tarafından 1971 yılında yapılan 

“Abstract Commutative Ideal Theory” adlı çalışmada ve F. Alarcon, D.D. Anderson ve C. 

Jayaram tarafından 1995 yılında yapılan “Some Results on Abstract Commutative Ideal 

Theory” adlı çalışmada 𝐿(𝑅) nin teorisi, çarpımsal latis ve onun diğer cebirsel sistemler 

üzerine uygulamaları incelenmiştir [1], [2], [3]. 𝐿 tam latisinin supremumları üzerinde 

dağılmalı (⁡𝐽(⋁𝐾𝛼) = ⋁𝐽𝐾𝛼), birleşmeli ve değişmeli bir çarpım tanımlı ve çarpımsal 

birim elemanı olarak 1𝐿 en büyük elemanı var ise 𝐿 ye bir çarpımsal latis denir. 𝑅 birimli, 

değişmeli bir halka ve 𝐿(𝑅), 𝑅 nin ideallerinin latisi olsun. İdealler üzerinde genel 

işlemler alındığında 𝐿(𝑅) supremumlar üzerine dağılmalı (𝐽(⋁𝐾𝛼) = ⋁𝐽𝐾𝛼),⁡birleşmeli 

ve değişmeli bir çarpım ile tam modüler latistir ve 𝐿(𝑅) nin en küçük üst sınırı 𝑅 

halkasının kendisidir ve bu bir çarpımsal birimdir.  

C. Jayaram ve E. W. Johnson tarafından sırasıyla 1995, 1995, 1997, 1997 ve 1998 

yıllarında yapılan “Some Results on Almost Principal Element Lattices”, “𝑠−Prime 

Elements in Multiplicative Lattices”, “Dedekind Lattice”, “Strong Compact Elements in 

Multiplicative Lattices” ve “𝜎−Elements in Multiplicative Lattices” başlıklı makalelerde 

ve ayrıca C. Jayaram tarafından sırasıyla 2002 ve 2003 yıllarında yapılan yapılan “𝑙−Prime 

Elements in Multiplicative Lattices” ve “Laskerian Lattices” adlı makalelerde çarpımsal 

latis yapısı kapsamlı bir şekilde incelenmiştir ve temel elemanlarının tanımları, kompakt 

eleman tanımı ve özellikleri açıklanmıştır [4], [5], [6], [7], [8], [9], [10]. 
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H.M. Nakkar ve I.A. Al-Khouja tarafından 1985 yılında yapılan “Nakayama’s Lemma and 

The Principal Elements in Lattice Modules over Multiplicative Lattices” başlıklı 

çalışmasında latis modüller üzerinde Nakayama Lemma’ yı incelemiştir [11]. D. Scott 

Culhan, 2005 yılında yaptığı “Associated Primes and Primal Decomposition in Modules 

and Lattice Modules, and Their Duals” başlıklı çalışmasında latis modüller üzerinde asal 

ve asalımsı eleman yapıları üzerinde durmuştur [12]. C. Jayaram ve E. W. Johnson 

tarafından yapılan “Lattice Modules over Principal Element Domains” isimli makalede 

temel eleman bölgelerinde latis modülleri incelemiştir [13]. E.A. Al-Khouja tarafından 

2003 yılında yapılan çalışmada çarpımsal latisler üzerinde tanımlanan latis modüllerin 

maksimal elemanın varlığı incelenmiştir [14]. 

2011 yılında F. Çallıalp ve Ü. Tekir tarafından yapılan “Multiplication Lattice Modules” 

isimli makalede çarpımsal latis modül kavramı tanımlanmış ve çarpımsal latis modülün 

özellikleri incelenmiştir. Çalışmaya ilk olarak latis modül tanımı ile başlanılmış, çarpımsal 

latis modülün özellikleri, önerme ve teoremler altında incelenmiştir [15]. 

H. M. Nakkar ve I. A. Al-Khouja tarafından 1989 ve D.G. Whitman tarafından 1971 

yıllarında yapılan çalışmalarda latis modüle kapsamlı şekilde incelenmiş ve ilk makaleden 

latis modülde maksimal elemanın var olması için en büyük elemanın kompkat olması 

gerektiği görülmüştür [16], [17]. 

H. Ansari-Toroghy ve F. Farshadifar tarafından 2008 ve 2011 yılında yapılan çalışmaları 

ile Y. Shaniafi ve P.F. Smith tarafından 2011 yılında yapılan çalışmada değişmeli halkalar 

üzerinde eş çarpımsal modüller hakkında incelemeler yapılarak, bu modüllerin özellikleri 

üzerine önemli teoremler elde edilmiştir [18], [19], [20].  

H. Ansari-Toroghy ve F. Farshadifar tarafından 2007 yılında yapılan “The Dual Notion of 

Multiplication Modules” adlı makalede eş çarpımsal modüller için bazı sonuçlar 

gösterilmiş ve çarpımsal modüllerin hangi şartlar altında eş çarpımsal modül olduğu 

incelenmiştir. Ayrıca, sonlu eş üretilmiş modüller için Nakayama Lemma’ nın duali ifade 

edilmiş ve ispatlanmıştır [21]. 

1988 yılında N.K. Thakare, C.S. Manjarekar ve S. Maeda tarafından yapılan “Abstract 

Spectral Theory. 2: Minimal Characters and Minimal Spectrums of Multiplicative 

Lattices” başlıklı makalede çarpımsal latisler üzerinde topoloji kurulmuştur. Öncelikle 
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karakter tanımı yapılmış ve bunun çarpımsal latisin asal elemanları ile denk olduğu 

gösterilmiştir. Makalede 𝜎(𝐿) ile 𝐿 nin karakterlerinin yani asal elemanlarının kümesi 

gösterilmiştir. 𝜎(𝐿) üzerinde kapalı kümeler 𝑎 ∈ 𝐿 için 𝑉(𝑎) = {𝑝 ∈ 𝜎(𝐿)|𝑎 ≤ 𝑝} olmak 

üzere Hull Kernel topolojisi kurulmuştur. Bir 𝑎 ∈ 𝐿 için 𝑉(𝑎) = {𝑝 ∈ 𝜎(𝐿)|𝑎 ≤ 𝑝} olmak 

üzere aşağıdaki topoloji olma şartları sağlanmaktadır. 

1. 𝑉(0) = 𝜎(𝐿) ve 𝑉(1𝐿) = ∅. 

2. 𝑉(𝑎) ∪ 𝑉(𝑏) = 𝑉(𝑎𝑏) = 𝑉(𝑎 ∧ 𝑏). 

3. ⋂ 𝑉(𝑎𝛼)𝛼 = 𝑉(⋁ 𝑎𝛼)𝛼  [22]. 

M.F. Atiyah, I.G. Macdonald ve F. Çallıalp, Ü. Tekir tarafından 1969 ve 2009 senelerinde 

yazılmış olan “Introduction to Commutative Algebra” ve “Değişmeli Halkalar ve 

Modüller” isimli kitaplarda 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅) ile 𝑅 halkasının tüm asal ideallerinin kümesi 

gösterilmiş ve bir 𝐸 idealinin varyetesi 𝑉(𝐸) = {𝑃 ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅)|𝐸 ⊆ 𝑃} kümesi olarak 

tanımlanmıştır [8]. Burada Γ = {𝑉(𝐸)|𝐸 ⊆ 𝑅} elemanları kapalı kümeler olarak göz 

önüne alındığında 𝑋 = 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅) üzerinde bir topoloji kurulmuş ve bu topolojiye Zariski 

topolojisi denilmiştir. Bu durumda 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅) nin bir açık kümesi 𝑋\𝑉(𝐸) şeklindedir. 

Buna göre taban kavramından bahsedilmiştir [23], [24]. 

A. Pena, L.M. Ruza ve J. Vielma tarafından 2009 yılında yapılan çalışmada değişmeli 

halkanın asal idealleri kümesi üzerinde kurulan Zariski topolojisi yarı halkaların asal 

idealleri kümesi üzerinde kurulmuştur. Kurulan bu topoloji için bazı ayırma aksiyomları 

incelenmiştir [25]. 

C.P. Lu tarafından yazılan 1999 da yayınlanmış olan “The Zariski Topology on the Prime 

Spectrum of a Module” başlıklı makalede modüller üzerinde bir topoloji kurulmuştur. Bu 

çalışmada 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑀) ile 𝑅 −modül 𝑀 nin tüm asal alt modüllerinin kümesi gösterilmiş ve 

bu küme üzerinde iki tip varyete tanımlanmıştır. İlk olarak 𝑁, 𝑀 nin alt modülü olmak 

üzere 𝑉∗(𝑁) = {𝑃 ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑀)|𝑁 ⊆ 𝑃} varyetesi tanımlanmıştır. Bu varyete kapalı 

küme olarak kabul edilmiştir fakat sonlu birleşimler altında kapalılık özelliğini 

sağlamadığından varyete değiştirilmiş ve şu şekilde tanımlanmıştır:  

𝑉(𝑁) = {𝑃 ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑀)|(𝑁:𝑀) ⊆ (𝑃:𝑀)}. Burada ζ(M) = {𝑉(𝑀)|𝑁 alt modül M} 

elemanları kapalı kümeler olarak göz önüne alındığında 𝑋 = 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑀) üzerinde bir 
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topoloji kurulmuş ve bu topolojiye Zariski topolojisi denilmiştir. Bu topolojinin kurulması 

ile bazı ifadeler incelenmiştir [26].  

Ü. Tekir tarafından yazılan 2009 yılında yayınlanmış olan “The Zariski Topology on the 

Prime Spectrum of a Module over Noncommutative Rings” başlıklı çalışmada değişmeli 

olmayan halkalar üzerinde tanımlanan modüllerin asal alt modülleri kümesi üzerinde 

Zariski topolojisi kurulmuştur. Bu makalede varyete 𝑉(𝑁) =

{𝑃 ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑀)|(𝑁:𝑀) ⊆ (𝑃:𝑀)} şeklinde tanımlanmıştır ve bu varyeteler Zariski 

topolojisi için kapalı kümelerdir [27]. 

J.L. Kelley, 1955 yılında basılmış olan “General Topology” başlıklı kitabında çalışmamız 

için ihtiyaç duyulan topolojik tanımlar ve özellikler incelenmiştir [28]. 

J. A. Avila tarafından 2005 ve 2006 yıllarında yapılan “𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅) and Separation Axioms 

Between 𝑇0 and 𝑇1” ve “Rings That Characterize Some Separation Notions” başlıklı 

çalışmalarda asal spektrumları 𝑇0 ve 𝑇1 arasındaki bazı aksiyomları sağlayan değişmeli 

halkalar karakterize edilmiştir. Bu karakterizasyonların bazıları 𝑚 −halka, 𝑝𝑚 −halka, 

𝑌 −halka, 𝜀 −halka, 𝑈 −halkadır [30], [31]. 

K. Murata tarafından 1970 yılında yapılan “Primary Decomposition of Elements in Compactly 

Generated Integral Multiplicative Lattices” isimli çalışmasında latis modüllerde minimal asal 

eleman tanımı verilmiş ve minimal asal elemanın varlığı incelenmiştir [29]. 

Literatürde incelediğimiz son beş çalışmanın latis ve latis modül yapılarını daha anlaşılır 

şekilde açıklayan örneklerinden faydalanılmıştır ve ayrıca bazı yeni tanımlanan latis 

modül yapıları incelenmiştir [32], [33], [34], [35], [36].  

1.2 Tezin Amacı 

Bu çalışmanın ilk amacı, modüller üzerinde tanımlanmış olan eş çarpımsal modül 

kavramını latis modüller üzerinde tanımlamaktır. Eş çarpımsal latis modüllerin 

özelliklerini araştırmaktır. 

Diğer bölümün amacı halkaların asal idealleri üzerinde kurulmuş olan Zariski topolojisini 

ve özelliklerini çarpımsal latis ve latis modüllerin asal elemanlarının kümeleri üzerinde 

kurmak ve topolojik özellikleri göstermektir.  

Son bölümün amacı ise asal spektrumları 𝑇0 ve 𝑇1 arasındaki bazı aksiyomları sağlayan 

latis ve latis modülleri karakterize etmektir. 
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1.3 Hipotez 

Modüller üzerinde tanımlanmış olan eş çarpımsal modül kavramı yardımıyla latis 

modüller üzerinde eş çarpımsal latis modül kavramı tanımlanacaktır. Eş çarpımsal 

modüllerin özellikleri latis modüllerin üzerine aktarılacaktır. 

Tezin diğer bölümünde, latis ve latis modüllerin asal elemanlarının kümeleri üzerinde 

halkaların ve modüllerin asal spektrumları üzerinde kurulmuş olan topoloji yardımıyla 

topoloji kurulacaktır. 

Son bölümde, latis ve latis modüllerin asal spektrumları üzerindeki topoloji için 𝑇0 ve 𝑇1 

arasındaki bazı aksiyomları araştırılacaktır. Bu ayırma aksiyomlarını sağlayan latis ve latis 

modüller karakterize edilecektir.  
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BÖLÜM 2 

TOPOLOJİK TANIMLAR VE BAZI TOPOLOJİK UZAYLAR 

Bu bölümde tez çalışması için gerekli olan topolojik tanımlar ve özellikler incelenmiştir. 

Buradaki topolojik tanımlar ve özellikler için temel kaynaklar olarak General Topology, 

1955 [28] kitabı, 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅) and Separation Axioms Between 𝑇0 and 𝑇1 [30] ve Rings That 

Characterize Some Separation Notions [31] makalelerinden faydalanılmıştır. 

Tanım 2.1 ∅ ≠ 𝑋 bir küme olsun. Eğer 𝑃(𝑋) kuvvet kümesinin alt kümesi 𝜏 aşağıdaki 

koşulları sağlarsa 𝜏 ya 𝑋 üzerinde bir topoloji denir. 

i. 𝑋 ∈ 𝜏 ve ∅ ∈ 𝜏. 

ii. 𝑈1 ∈ 𝜏 ve 𝑈2 ∈ 𝜏 iken 𝑈1 ∩ 𝑈2 ∈ 𝜏. 

iii. 𝜏 kümesinin keyfi sayıda elemanlarından oluşan herhangi bir alt ailesi {𝑈𝑖|𝑖 ∈ ∆} 

kümesi olmak üzere ⋃ 𝑈𝑖𝑖∈∆ ∈ 𝜏 dur [28]. 

Tanım 2.2 𝜏 topolojisinin her bir elemanına (𝑋, 𝜏) uzayında bir açık küme (𝜏 -açık küme) 

adı verilir [28]. 

Sonuç 2.3 (𝑋, 𝜏) topolojik uzayında; 

i. 𝑋 ve ∅ açık kümelerdir. 

ii. Sonlu sayıda açık kümenin kesişimi de açıktır. 

iii. Keyfi sayıda açık kümenin birleşimi de açıktır [28]. 

Tanım 2.4 Bir (𝑋, 𝜏) topolojik uzayında açık bir kümenin tümleyeni olan kümeye (veya 

tümleyeni açık olan kümeye) kapalı küme denir [28]. 

Önerme 2.5 Bir (𝑋, 𝜏) topolojik uzayında; 

i. ∅ ve 𝑋 birer kapalı kümedir. 
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ii. Sonlu sayıda kapalı kümenin birleşimi de kapalıdır. 

iii. Keyfi sayıda kapalı kümenin kesişimi de kapalıdır [28]. 

Tanım 2.6 Bir (𝑋, 𝜏) topolojik uzayını ve bu uzayın bir 𝑌 alt kümesini göz önüne alalım. 

Bu uzayın 𝑌 alt kümesini içeren tüm kapalı alt kümelerinin kesişimine 𝑌 nin kapanışı 

denir ve 𝑐𝑙(𝑌) ile gösterilir [28]. 

Sonuç 2.7 Bir (𝑋, 𝜏) topolojik uzayında 𝑌 nin kapanışı, 𝑌 kümesini içeren en küçük kapalı 

kümedir [28]. 

Teorem 2.8 𝑥 ∈ 𝑐𝑙(𝑌)  olması için gerek ve yeter koşul 𝑥 i içeren her açık küme ile 𝑌 nin 

kesişiminin boştan farklı olmasıdır [28]. 

Önerme 2.9 Bir (𝑋, 𝜏) topolojik uzayının bir 𝑌 alt kümesinin kapalı olması için gerek ve 

yeter koşul 𝑌 = 𝑐𝑙(𝑌) olmasıdır [28]. 

Tanım 2.10 (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay,⁡𝐴, ),( X  topolojik uzayının bir alt kümesi ve 𝑥 ∈ 𝑋 

olsun. 

i. {𝑦 ∈ 𝑋|𝑥 ∈ 𝑐𝑙(𝑦)} kümesine 𝑥 elemanının çekirdeği denir ve {𝑥}̂ ile gösterilir 

[30]. 

ii. {𝑥}̂ − {x} kümesine 𝑥 elemanının kabuğu denir ve {𝑥}̃ ile gösterilir [30]. 

iii. 𝑥 noktasının her komşuluğu 𝑥 den başka 𝐴 nın noktalarını içeriyorsa 𝑥 noktasına 

𝐴 nın yığılma noktası denir[28]. 

iv. Bir 𝐴 kümesinin bütün yığılma noktalarının kümesine 𝐴 nın türev kümesi denir ve 

𝐴′ ile gösterilir [28]. 

Not 1: 𝐴, (𝑋, 𝜏) topolojik uzayının bir alt kümesi olmak üzere bir 𝑥 ∈ 𝑋 noktasının her 

komşuluğunun 𝐴 kümesi ile kesişmesi için gerek ve yeter koşul 𝑥 in ya 𝐴 da olması ya da 

𝐴 nın yığılma noktası olmasıdır [28]. 

Not 2: Bir kümenin kapanışı, kümenin kendisi ile türev kümesinin birleşimidir [28]. 

Tanım 2.11 (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay olsun. 𝑋 in alt kümelerinin meydana getirdiği 𝛽 

küme ailesinin bir taban teşkil etmesi için aşağıdaki koşulları sağlaması gerekir: 

i. 𝛽 ⊂ 𝜏. 

ii. Eğer ∅ ≠ 𝑈 ∈ 𝜏 ise 𝑈 = ⋃ 𝐵𝛼𝐵𝛼∈𝛽  şeklinde yazılabilir [28]. 
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Tanım 2.12 (𝑋, 𝜏) topolojik uzayının boş olmayan bir alt kümesi 𝐴 ⊂ 𝑋 olsun. 𝜏𝐴, 𝑋 in 

bütün 𝜏-açık kümeleri ile 𝐴 nın arakesitlerinden meydana gelen kümelerin oluşturduğu 

topolojiyi göstersin. Bu küme sistemine 𝐴 üzerinde Relatif Topoloji denir ve (𝐴, 𝜏𝐴) ile 

gösterilir. (𝐴, 𝜏𝐴), (𝑋, 𝜏) nun bir alt uzayıdır. 𝐴 nın bir 𝑊 alt kümesinin 𝜏𝐴 uzayında açık 

olması için 𝑊 = 𝑈 ∩ 𝐴 olacak şekilde 𝜏 topolojisinin bir 𝑈 açık kümesi olmasıdır [28]. 

Tanım 2.13 Bir 𝑋 kümesi, bu kümenin bir 𝑌 alt kümesi ve bir 𝜔 ⊂ 𝑃(𝑋) ailesi verilmiş 

olsun. Eğer 𝑌 ⊆ ⋃{𝑈|𝑈 ∈ 𝜔} oluyorsa 𝜔 ailesine 𝑌 alt kümesinin bir örtüsü denir. Eğer 

𝜔 sayılabilir ise sayılabilir örtü, 𝜔 sonlu ise sonlu örtü denir [28]. 

Tanım 2.14 Bir ),( X  topolojik uzayının her açık örtüsünün sonlu bir alt örtüsü varsa bu 

uzaya kompakt uzay denir [28]. 

Tanım 2.15 (𝑋, 𝜏) ve (𝑌, 𝜂) birer topolojik uzay ve 𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑌 bir fonksiyon olsun. Eğer 𝑌 

nin her açık alt kümesinin ters görüntüsü 𝑋 de açıksa 𝑓 fonksiyonuna sürekli denir [28]. 

Teorem 2.16 (𝑋, 𝜏) ve (𝑌, 𝜂) birer topolojik uzay ve 𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑌 bir fonksiyon olsun. 𝑓 

fonksiyonunun sürekli olması için gerek ve yeter koşul 𝑌 nin her kapalı alt kümesinin ters 

görüntüsünün 𝑋 de kapalı olmasıdır [28]. 

Tanım 2.17 Bir (𝑋, 𝜏) topolojik uzayının 𝑥 ≠ 𝑦 olacak şekilde her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 𝑥 

elemanını içeren fakat 𝑦 yi içermeyen veya 𝑦 yi içeren fakat 𝑥 i içermeyen bir açık kümesi 

varsa (𝑋, 𝜏) topolojik uzayına 𝑇0-uzayı ve 𝜏 topolojisine de 𝑇0-topolojisi denir [28]. 

Teorem 2.18 (𝑋, 𝜏) topolojik uzayının 𝑇0-uzayı olması için gerek ve yeter koşul 𝑥 ≠ 𝑦 

olacak şekilde her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 𝑐𝑙({𝑥}) ⁡≠ 𝑐𝑙({𝑦}) olmasıdır [28]. 

Tanım 2.19 Bir (𝑋, 𝜏) topolojik uzayının 𝑥 ≠ 𝑦 olacak şekilde her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 𝑥 

elemanını içeren fakat 𝑦 yi içermeyen ve 𝑦 yi içeren fakat 𝑥 elemanını içermeyen iki açık 

kümesi varsa bu uzaya 𝑇1-uzayı ve 𝜏 topolojisine de 𝑇1-topolojisi denir [28]. 

Teorem 2.20 (𝑋, 𝜏) topolojik uzayının 𝑇1-uzayı olması için gerek ve yeter koşul her 𝑥 ∈

𝑋 için {𝑥} tek nokta kümesinin kapalı olmasıdır [28]. 

Tanım 2.21 Bir (𝑋, 𝜏) topolojik uzayının 𝑥 ≠ 𝑦 olacak şekilde her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 𝑥 ∈ 𝑈, 𝑦 ∈

𝑉 ve 𝑈 ∩ 𝑉 = ∅ olacak şekilde 𝑈 ve 𝑉 açık kümeleri varsa bu uzaya Hausdorff uzayı veya 

𝑇2-uzayı denir [28]. 

Teorem 2.22 Aşağıdaki özellikler denktir: 
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i. 𝑋 uzayı Hausdorff uzayıdır. 

ii. 𝑎 ∈ 𝑋 olsun. 𝑥 ≠ 𝑎 olacak şekildeki her 𝑥 ∈ 𝑋 için 𝑎 ∈ 𝑈 iken 𝑥 ∉ 𝑐𝑙(𝑈) olacak 

şekilde bir 𝑈 açık kümesi vardır [28]. 

Sonuç 2.23 Her 𝑇2-uzayı, 𝑇1-uzayı ve her 𝑇1-uzayı, 𝑇0-uzayıdır [28]. 

Tanım 2.24 (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay olsun. Her 𝐹 ⊂ 𝑋 kapalı kümesi ve 𝑥 ∉ 𝐹 noktası için 

𝑥 ∈ 𝑈, 𝐹 ⊂ 𝑉 ve 𝑈 ∩ 𝑉 = ∅ olacak şekilde açık 𝑈 ve 𝑉 kümeleri varsa bu uzaya Regüler 

uzay denir [28]. 

Teorem 2.25 Her kompakt 𝑇2-uzayı regüler uzaydır [28]. 

İspat (𝑋, 𝜏) topolojik uzayı kompakt 𝑇2-uzayı olsun. 𝐹, bu uzayın kapalı bir kümesi ve 𝑥 ∈

𝑋 − 𝐹 olsun. Böylece her 𝑦 ∈ 𝐹 için 𝑥 ≠ 𝑦 dir. (𝑋, 𝜏), 𝑇2-uzayı olduğundan 𝑥 ∈ 𝑈𝑦, 𝑦 ∈

𝑉𝑦 ve 𝑈𝑦 ∩ 𝑉𝑦 = ∅ olacak şekilde açık 𝑈𝑦, 𝑉𝑦 kümeleri vardır. 𝐹 ⊆ ⋃ 𝑉𝑦𝑖𝑦𝑖∈𝐹
 dir ve 𝐹 

kapalı kümesi kompakt olduğundan 𝐹 ⊆ ⋃ 𝑉𝑦𝑖
𝑛
𝑖=1  olacak şekilde bir alt örtüsü vardır. 𝑉 =

⋃ 𝑉𝑦𝑖
𝑛
𝑖=1  olsun. Her 𝑥 = 𝑦𝑖, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 için 𝑈 = ⋂ 𝑈𝑦𝑖

𝑛
𝑖=1 kümesi 𝑥 i kapsayan açık bir 

kümedir ve 𝑈 ∩ 𝑉 = ∅ dir. Çünkü bir 𝑧 ∈ 𝑈 için 𝑧 ∈ 𝑈𝑦𝑖  olacak şekilde bir 𝑖 vardır. Fakat, 

𝑧 ∉ 𝑉𝑦𝑖 dir ve böylece 𝑧 ∉ 𝑉 dir. 

Tanım 2.26 (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay olsun. 𝑋 in her ayrık kapalı küme çifti 𝐹1 ve 𝐹2 için 

𝐹1 ⊂ 𝑈, 𝐹2 ⊂ 𝑉 ve 𝑈 ∩ 𝑉 = ∅ olacak şekilde 𝑈 ve 𝑉 açık kümeleri varsa bu uzaya Normal 

uzay denir [28]. 

Tanım 2.27 (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay olsun. ∅ ≠ 𝑋 ve 𝑈 ile 𝑉, 𝑋 in herhangi boş olmayan 

iki açık kümesi olsun. 𝑈 ∩ 𝑉 ≠ ∅ ise 𝑋 uzayına indirgenemez denir [26]. 

Bu tanıma dayanarak şu sonuç elde edilir: ∅ ≠ 𝑋 uzayı indirgenemez değil ise 𝑋 = 𝐹1 ∪

𝐹2 iken 𝑋 = 𝐹1 veya 𝑋 = 𝐹2 olacak şekilde 𝐹1 ve 𝐹2 kapalı kümeleri vardır [26]. 

Önerme 2.28 (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay olsun. 

i. 𝑌, 𝑋 in indirgenemez alt uzayı olması için gerek ve yeter koşul 𝑐𝑙(𝑌), 𝑋 in 

indirgenemez alt uzayıdır. 

ii. 𝑋 in her indirgenemez alt uzayı bir maksimal indirgenemez uzayda kapsanır. 

iii. 𝑋 in maksimal indirgenemez uzayları kapalıdır ve 𝑋 i örterler [26]. 

Tanım 2.29 (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay olsun.  
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i. Bir 𝑥 ∈ 𝑋 için {𝑥}′ boş küme ya da tek nokta kümesi ise uzaya 𝑇(𝛽)-uzayı denir 

[31]. 

ii. Bir 𝑥 ∈ 𝑋 için {𝑥}̃ boş küme ya da tek nokta kümesi ise uzaya 𝑇(𝛽′)-uzayı denir 

[31]. 

iii. Farklı 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için {𝑥}′ ∩ {𝑦}′ boş küme ya da tek nokta kümesi ise uzaya 𝑇(𝜀)-

uzayı denir [31]. 

iv. Bir 𝑥 ∈ 𝑋 için {𝑥}′ ayrık kapalı kümelerin birleşimi ise uzaya 𝑇𝑈𝐷-uzayı denir [30]. 

v. Bir 𝑥 ∈ 𝑋 için {𝑥}′ kapalı bir küme ise uzaya 𝑇𝐷-uzayı denir [30]. 

vi. Farklı 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için {𝑥}′ ∩ {𝑦}′ boş küme ve uzay 𝑇𝐷-uzayı ise uzaya 𝑇𝐷𝐷-uzayı 

denir [30]. 

vii. Farklı 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 𝑐𝑙({𝑥}) ∩ 𝑐𝑙({𝑦}) boş küme ya da tek nokta kümesi ise uzaya 

𝑇𝑌-uzayı denir [30]. 

viii. Farklı 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 𝑐𝑙({𝑥}) ∩ 𝑐𝑙({𝑦}) ya boş küme ya {𝑥} ya da {𝑦} ise uzaya 𝑇𝑌𝑆-

uzayı denir [30]. 
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BÖLÜM 3 

LATİS VE LATİS MODÜLLERİN TEMEL TANIM VE ÖZELLİKLERİ 

Bu bölümde, latis ve latis modül kavramlarını açıklamak için gerekli tanım ve özellikleri 

vererek ve latis ve latis modül çeşitleri incelenecektir. Latis ve latis modülleri daha iyi 

açıklayabilmek için örnekler verilecektir. Burada latis kavramını ve özelliklerini açıklamak 

için gerekli ana kaynaklar olarak Abstract Commutative Ideal Theory without Chain 

Condition [1], Abstract Commutative Ideal Theory [2], Some Results on Abstract 

Commutative Ideal Theory [3], Some Results on Almost Principal Element Lattices [4] ve 

Dedekind Lattice [6] makaleleri ve Multiplicative Lattice [34] başlıklı tezden 

faydalanılmıştır. Bu çalışmada çarpımsal latisler üzerinde bir topoloji kurulmuştur. 

Bunun için bu bölümde çarpımsal latis kavramı ve özellikleri incelenmiştir. Çarpımsal latis 

tanım ve özellikleri için başlıca kaynaklar olarak 𝑠 −Prime Elements in Multiplicative 

Lattices [5], Strong Compact Elements in Multiplicative Lattices [7], 𝜎 −Elements in 

Multiplicative Lattices [8], 𝑙 −Prime Elements in Multiplicative Lattices [9], Laskerian 

Lattices [10] ve Abstract Spectral Theory. II: Minimal Characters and Minimal Spectrums 

of Multiplicative Lattices [22] makaleleri kullanılmıştır. Latis modülleri açıklamak için 

Associated Primes and Primal Decomposition in Modules and Lattice Modules and Their 

Duals [12], Lattice Modules over Principal Element Domains [13], Maximal Elements and 

Prime elements in Lattice Modules [14] ve Multiplication Lattice Modules [15] 

makalelerinden faydalanılmıştır. 
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3.1 Latislerin Temel Tanım ve Özellikleri 

Tanım 3.1.1 Herhangi iki elemanının bir supremumu ve infimumu olan kısmi sıralı 

kümeye latis denir ve 𝐿 ile gösterilir. 𝑥 ve 𝑦, 𝐿 nin iki elemanı olmak üzere bu iki elemanın 

supremumu ⁡𝑥 ∨ 𝑦, infimumu 𝑥 ∧ 𝑦 ile gösterilir [33]. 

Aşağıda bazı latis çeşitlerinin tanımları verilmiştir [33]: 

i. Her alt kümesinin supremumu ve infimumu olan bir latise tam latis denir. Bir tam 

latis en büyük ve en küçük elemanları içerdiği açıktır. 

ii. Bir 𝐿 latisi 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐿 için 𝑥 ∨ (𝑦 ∧ 𝑧) = (𝑥 ∨ 𝑦) ∧ (𝑥 ∨ 𝑧) eşitliği sağlanıyorsa 𝐿 

latisine dağılmalı latis denir. 

iii. Bir 𝐿 latisinin her 𝑥, 𝑦, 𝑧 elemanları için 𝑧 ≤ 𝑥 iken 𝑥 ∧ (𝑦 ∨ 𝑧) = (𝑥 ∧ 𝑦) ∨ 𝑧 

gerektirmesi sağlanıyorsa 𝐿 latisine modüler latis adı verilir.  

Örnek 3.1.2 Bir 𝐴 kümesinin kuvvet kümesi 𝑃(𝐴), birleşme (∪) ve kesişim (∩) işlemleri 

ile bir latistir. Ayrıca 𝑋, 𝑌, 𝑍 ∈ 𝑃(𝐴) olmak üzere 𝑋 ∪ (𝑌 ∩ 𝑍) = (𝑋 ∪ 𝑌) ∩ (𝑋 ∪ 𝑍) 

eşitliği sağlandığından 𝑃(𝐴) bir dağılmalı latistir. 𝑋, 𝑌, 𝑍 ∈ 𝑃(𝐴) olmak üzere 𝑍 ⊆ 𝑋 iken 

𝑋 ∩ (𝑌 ∪ 𝑍) = (𝑋 ∩ 𝑌) ∪ 𝑍 eşitliği sağlandığından 𝑃(𝐴) bir modüler latistir [33]. 

Örnek 3.1.3 𝐿(𝑀), bir 𝑅 −modül 𝑀 nin bütün alt modüllerinin ailesi olsun. İnfimum alt 

modüllerin kesişimi ve supremum alt modüllerin toplamı olmak üzere 𝐿(𝑀) bir latistir. 

𝐿(𝑀) nin dağılmalı latis olduğu açıktır [33]. 

Örnek 3.1.4 Bilinen sıralamaya göre ℕ, ℤ,ℚ ve ℝ birer dağılmalı latistir. Fakat hiçbiri en 

büyük elemanı içermediğinden bir tam latis değildir [33]. 

Örnek 3.1.5 ℤ+ pozitif tam sayılar kümesi ve 𝑥, 𝑦 ∈ ℤ+ için 𝑥 ≤ 𝑦 sıralama bağıntısı 𝑥 

böler 𝑦 olsun. ℤ+ kümesi 𝑥, 𝑦 ∈ ℤ+ için 𝑥 ∨ 𝑦, 𝑥 ve 𝑦 nin en küçük ortak katı ve 𝑥 ∧ 𝑦, 𝑥 

ve 𝑦 nin en büyük ortak böleni olmak üzere (ℤ+,∨,∧) bir latistir. 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ ℤ+ için 𝑥, 𝑦 ya 

da 𝑧 yi bölen bütün asal sayılar 𝑝𝑖 lerin kuvvetlerinin çarpımı ∏𝑝𝑖
𝑒𝑖 olsun. 𝑥 ∈ ℤ+olmak 

üzere 𝑒𝑖(𝑥); 𝑥 sayısını bölen 𝑝𝑖 asal sayısının kuvveti olsun. Eğer 𝑝𝑖 sayısı 𝑥 sayısını 

bölmez ise 𝑒𝑖(𝑥) = 0 dır. Buna göre 𝑒𝑖(𝑥 ∧ 𝑦) = min⁡{𝑒𝑖(𝑥), 𝑒𝑖(𝑦)} ve 𝑒𝑖(𝑥 ∨ 𝑦) =

max⁡{𝑒𝑖(𝑥), 𝑒𝑖(𝑦)} dir. Her 𝑖 için 𝑒𝑖(𝑥 ∨ (𝑦 ∧ 𝑧)) = 𝑒𝑖((𝑥 ∨ 𝑦) ∧ (𝑥 ∨ 𝑧)) eşitliği 

sağlandığından (ℤ+,∨,∧) bir dağılmalı latistir [33]. 
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Örnek 3.1.6 𝐺 bir grup ve 𝑆(𝐺), 𝐺 nin alt gruplarının kümesi olsun. 𝑆(𝐺) üzerindeki 

sıralama bağıntısı küme kapsama işlemi ve 𝐻,𝐾 ∈ 𝑆(𝐺) için 𝐻 ∧ 𝐾 = 𝐻 ∩ 𝐾 ve 𝐻 ∨ 𝐾, 

𝐻 ve 𝐾 yı kapsayan en küçük alt grup olmak üzere (𝑆(𝐺),∨,∧) bir tam latistir. Fakat 

modüler latis değildir. Çünkü 𝐴4 alterne grubunu ve 𝑎 =< (12)(34), (13)(24) >, ⁡𝑏 =

< (123) > ve 𝑐 =< (12)(34) > alt gruplarını ele aldığımızda 𝑐 ≤ 𝑎 iken 𝑎 ∧ (𝑏 ∨ 𝑐) ≠

(𝑎 ∧ 𝑏) ∨ 𝑐 olduğu görülür. Diğer taraftan bir 𝐺 grubunun bütün normal alt gruplarının 

kümesi 𝑁(𝐺) olmak üzere 𝐻,𝐾 ∈ 𝑁(𝐺) için 𝐻 ∧ 𝐾 = 𝐻 ∩ 𝐾 ve 𝐻 ∨ 𝐾 = 𝐻𝐾 ile (𝑁(𝐺),∨

,∧) bir modüler latistir [33]. 

Tanım 3.1.7 𝐿 bir çarpımsal latis ve 𝑎 ∈ 𝐿 olsun. 𝑎 ≤ ⋁𝛼𝑏𝛼 iken bir {𝛼₁, 𝛼₂, . . . , 𝛼𝑛} alt 

kümesi için 𝑎 ≤ 𝑏𝛼1 ⁡⋁𝑏𝛼2 ⁡⋁. . . ⋁𝑏𝛼𝑛  sağlanıyorsa 𝑎 ya kompakt eleman denir [1].  

Bu tez çalışması boyunca bir 𝐿 latisinin kompakt elemanlarının kümesi 𝐿∗ ile 

gösterilecektir. 

Tanım 3.1.8 𝐿, en küçük elemanı 0𝐿 ve en büyük elemanı ve kompakt elemanı 1𝐿 olan 

bir tam latis olsun. 𝐿 latisinde değişmeli, birleşmeli, supremum üzerine dağılmalı bir 

çarpım tanımlı ve 1𝐿 çarpımsal birim ise 𝐿 ye çarpımsal latis denir [5]. 

Tanım 3.1.9 𝐿 bir latis olsun. Her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿 için 𝑎 nın 𝑏 ye göre rezidüsü (𝑎:𝐿 𝑏) =

⋁{𝑥 ∈ 𝐿|𝑥𝑏 ≤ 𝑎} şeklinde tanımlanır [1]. 

Çarpımsal latislerin çarpma işlemlerinin sağladığı bazı temel bağıntı ve özellikleri 

aşağıdaki gibi sıralanabilir [2]:  

i. (𝑥:𝐿 𝑦)𝑦 ≤ 𝑥. 

ii. 𝑧𝑥 ≤ 𝑦 ise 𝑧 ≤ (𝑦:𝐿 𝑥) sağlanır. 

iii. 𝑥 ≤ 𝑦 olması için gerek ve yeter koşul (𝑦:𝐿 𝑥) = 1𝐿 olmasıdır. 

iv. ((𝑥 ∧ 𝑦):𝐿 𝑧) = (𝑥:𝐿 𝑧) ∧ (𝑦:𝐿 𝑧). 

v. (𝑥:𝐿 𝑦𝑧) = ((𝑥:𝐿 𝑦):𝐿 𝑧). 

vi. 𝑥 ≤ (𝑥:𝐿 𝑦). 

vii. 𝑥 ≤ (𝑥𝑦:𝐿 𝑦). 

viii. (𝑥:𝐿 𝑧) ∨ (𝑦:𝐿 𝑧) ≤ ((𝑥 ∨ 𝑦):𝐿 𝑧). 

ix. (𝑥 ∧ 𝑦)𝑧 ≤ (𝑥𝑧) ∧ (𝑦𝑧). 

x. ((𝑥 ∧ 𝑦):𝐿 𝑦) = (𝑥:𝐿 𝑦). 

xi. (𝑥:𝐿 (𝑥 ∨ 𝑦)) = (𝑥:𝐿 𝑦). 
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xii. (𝑥:𝐿 (𝑦 ∨ 𝑧)) = (𝑥:𝐿 𝑦) ∧ (𝑥:𝐿 𝑧). 

xiii. 𝑥 ∨ 𝑧 = 𝑦 ∨ 𝑧 = 1𝐿  ise (𝑥𝑦 ∨ 𝑧) = 1𝐿  sağlanır. 

xiv. 𝑥 ∨ 𝑧 = 1𝐿 ise (𝑥 ∧ 𝑦) ∨ 𝑧 = 𝑦 ∨ 𝑧 sağlanır. 

xv. (𝑥1 ∨ …∨ 𝑥𝑛)
𝑖1+⋯+𝑖𝑛 ≤ 𝑥1

𝑖1 ∨ …∨ 𝑥𝑛
𝑖𝑛. 

Tanım 3.1.10 𝐿 bir çarpımsal latis olsun.⁡𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿 için; 

i. 𝑎 ∧ 𝑚𝑏 = 𝑚((𝑎:𝐿𝑚) ∧ 𝑏) sağlayan 𝑚 ∈ 𝐿 ye infimum temel eleman, 

ii. 𝑎 ∧ 𝑚 = 𝑚(𝑎:𝐿𝑚) sağlayan 𝑚 ∈ 𝐿 ye zayıf infimum temel eleman, 

iii. 𝑎 ∨ (𝑏:𝐿𝑚) = ((𝑎𝑚 ∨ 𝑏):𝐿𝑚) sağlayan 𝑚 ∈ 𝐿 ye supremum temel eleman, 

iv. 𝑎 ∨ (0:𝐿𝑚) = (𝑚𝑎:𝐿𝑚) sağlayan 𝑚 ∈ 𝐿 ye zayıf supremum temel eleman 

denir [2]. 

𝑚 ∈ 𝐿, i. ve iii. şartlarını sağlıyorsa temel eleman, ii. ve iv. şartlarını sağlıyorsa zayıf temel 

eleman denir [2]. 

Önerme 3.1.11 𝐿 bir çarpımsal latis olsun. 𝑚, 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿 için aşağıdaki ifadeler sağlanır [1]: 

i. 𝑎 ∧ 𝑚𝑏 ≥ 𝑚((𝑎:𝐿𝑚) ∧ 𝑏). 

ii. 𝑎 ∨ (𝑏:𝐿𝑚) ≤ ((𝑎𝑚 ∨ 𝑏):𝐿𝑚). 

İspat i. 𝑚((𝑎:𝐿𝑚) ∧ 𝑏) ≤ 𝑚(𝑎:𝐿𝑚) ∧ 𝑚𝑏 ≤ 𝑚𝑏 ve 𝐿 çarpımsal latis olduğundan 

𝑚(𝑎:𝐿𝑚) = ⋁{𝑥𝑚 ∈ 𝐿|𝑥𝑚 ≤ 𝑎} ≤ 𝑎 sağlanır. Bu iki ifadenin infimumu alındığında 

𝑚((𝑎:𝐿𝑚) ∧ 𝑏) ≤ 𝑎 ∧ 𝑚𝑏 ifadesinin sağlandığı görülür. 

ii. 𝑥 ≤ 𝑎 ∨ (𝑏:𝐿𝑚) olacak şekilde bir 𝑥 ∈ 𝐿 alalım. Böylece, 𝑦 ≤ (𝑏:𝐿𝑚) olacak şekilde 

bir 𝑦 ∈ 𝐿 için 𝑥 ≤ 𝑎 ∨ 𝑦 sağlanır. Buradan 𝑥𝑚 ≤ (𝑎 ∨ 𝑦)𝑚 = 𝑎𝑚 ∨ 𝑦𝑚 ≤ 𝑎𝑚 ∨ 𝑏 elde 

edilir. Böylece 𝑥 ≤ ((𝑎𝑚 ∨ 𝑏):𝐿𝑚) olduğu açıktır. 

Önerme 3.1.12 𝐿 bir çarpımsal latis olsun. 𝑚 ∈ 𝐿 için aşağıdaki ifadeler sağlanır [1]: 

i. 𝑚 infimum (supremum) temel eleman ise 𝑚 bir zayıf infimum (supremum) 

temel elemandır. 

ii. 𝑚 nin bir zayıf infimum eleman olması için gerek ve yeter koşul 𝑎 ≤ 𝑚 iken 

𝑎 = 𝑚𝑐 olacak şekilde bir 𝑐 ∈ 𝐿 bulunmasıdır.  

iii. 𝑚 nin bir zayıf supremum temel eleman olması için gerek ve yeter koşul 

𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿 için 𝑚𝑎 ≤ 𝑚𝑏 iken 𝑎 ≤ 𝑏 ∨ (0𝐿:𝐿𝑚) olmasıdır. 
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iv. 𝐿 modüler latis ise 𝑚 nin temel eleman olması için gerek ve yeter koşul zayıf 

temel eleman olmasıdır.  

İspat i. 𝑚 infimum (supremum) temel eleman olsun. Böylece 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿 için 𝑎 ∧ 𝑚𝑏 =

𝑚((𝑎:𝐿𝑚) ∧ 𝑏) ((𝑎 ∨ (𝑏:𝐿𝑚)) = ((𝑎𝑚 ∨ 𝑏):𝐿𝑚)) sağlanır. Bu eşitlikte 𝑏 yerine 

1𝐿⁡(0𝐿) alınırsa 𝑚 ∈ 𝐿 için istenen elde edilir. 

ii. (⇒): 𝑚 bir zayıf infimum eleman ve 𝑎 ≤ 𝑚 olsun. O halde 𝑎 = 𝑎 ∧ 𝑚 = 𝑚(𝑎:𝐿𝑚) 

olduğundan 𝑐 = (𝑎:𝐿𝑚) olarak bulunur. 

(⇐): Her 𝑎 ∈ 𝐿 için 𝑎 ≤ 𝑚 iken 𝑎 = 𝑚𝑐 olacak şekilde bir 𝑐 ∈ 𝐿 bulunduğunu kabul 

edelim. Bu takdirde 𝑎 ∧ 𝑚 ≤ 𝑚 olduğundan bir 𝑐 ∈ 𝐿 için 𝑎 ∧ 𝑚 = 𝑐𝑚 gerçeklenir. O 

halde 𝑐 ≤ (𝑎:𝐿𝑚) olduğundan 𝑎 ∧ 𝑚 ≤ (𝑎:𝐿𝑚)𝑚 elde edilir. Böylece bir önceki 

önermenin i. şıkkından 𝑚 bir zayıf infimum elemandır. 

iii (⇒): 𝑚 nin bir zayıf supremum eleman olduğunu ve 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿 için 𝑎𝑚 ≤ 𝑏𝑚 olduğunu 

kabul edelim. 𝑚𝑎 ≤ 𝑚𝑏 olduğundan (𝑚𝑎:𝐿𝑚) ≤ (𝑚𝑏:𝐿𝑚) sağlanır ve 𝑚 zayıf 

supremum eleman olduğundan 𝑎 ≤ 𝑎 ∨ (0𝐿:𝐿𝑚) = (𝑚𝑎:𝐿𝑚) ≤ (𝑚𝑏:𝐿𝑚) = 𝑏 ∨

(0𝐿:𝐿𝑚) elde edilir.  

(⇐): Herhangi 𝑎′, 𝑏′ ∈ 𝐿 için 𝑚𝑎′ ≤ 𝑚𝑏′ iken 𝑎′ ≤ 𝑏′ ∨ (0𝐿:𝐿𝑚) olduğunu kabul edelim. 

𝑎′ yerine (𝑚𝑎:𝐿𝑚) ve 𝑏′ yerine 𝑎 alındığında (𝑚𝑎:𝐿𝑚) ≤ ⁡𝑎 ∨ (0𝐿:𝐿𝑚) sağlanır. 

Böylece bir önceki önermenin ii. şıkkından 𝑚 bir zayıf supremum elemandır. 

iv. (⇒): Önermenin i. şıkkından istenilen açık şekilde görülür. 

(⇐): 𝑚 ∈ 𝐿 bir zayıf temel eleman olsun. 𝑚 nin her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿 için infimum temel eleman 

olduğunu gösterelim. 𝑏𝑚 ≤ 𝑚 olduğundan 𝑎 ∧ 𝑏𝑚 = (𝑎 ∧ 𝑏𝑚) ∧ 𝑚 eşitliği sağlanır. 𝑚 

zayıf infimum temel eleman olduğundan (𝑎 ∧ 𝑏𝑚) ∧ 𝑚 = 𝑚((𝑎 ∧ 𝑏𝑚):𝐿𝑚) =

𝑚((𝑎:𝐿𝑚) ∧ (𝑏𝑚:𝐿𝑚)) sağlanır ve yine 𝑚 zayıf infimum temel eleman olduğundan 

𝑚((𝑎:𝐿𝑚) ∧ (𝑏𝑚:𝐿𝑚)) = 𝑚 ((𝑎:𝐿𝑚) ∧ ((0𝐿:𝐿𝑚) ∨ 𝑏)) eşitliği elde edilir. 𝐿 nin 

modüler çarpımsal latis olması 𝑚((𝑎:𝐿𝑚) ∧ ((0𝐿:𝐿𝑚) ∨ 𝑏)) = 𝑚(0𝐿:𝐿𝑚) ∨

𝑚((𝑎:𝐿𝑚) ∧ 𝑏) eşitliğini gerektirir. Bu takdirde 𝑎 ∧ 𝑏𝑚 = 𝑚((𝑎:𝐿𝑚) ∧ 𝑏) elde edilir. 

Böylece 𝑚 bir infimum temel elemandır. Şimdi 𝑚 nin supremum temel eleman olduğunu 

gösterelim. Bunun için ((𝑚𝑎 ∨ 𝑏):𝐿𝑚) ≤ (𝑎 ∨ (𝑏:𝐿𝑚)) olduğunu göstermek yeterli 
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olacaktır. Hipotezden 𝑚 bir zayıf supremum temel eleman olduğu için 𝑚((𝑚𝑎 ∨

𝑏):𝐿𝑚) ≤ 𝑚(𝑎 ∨ (𝑏:𝐿𝑚)) eşitsizliği gösterilebilirse, önermenin iii. şıkkından istenilen 

sağlanmış olur. Şimdi, 𝑚 zayıf infimum temel eleman ve 𝐿 modüler latis olduğundan 

𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿 için 𝑚((𝑚𝑎 ∨ 𝑏):𝐿𝑚) = (𝑚𝑎 ∨ 𝑏) ∧ 𝑚 = 𝑚𝑎 ∨ (𝑏 ∧ 𝑚) = 𝑚𝑎 ∨ 𝑚(𝑏:𝐿𝑚) =

𝑚(𝑎 ∨ (𝑏:𝐿𝑚)) elde edilir. Böylece 𝑚 bir supremum temel elemandır.  

Tanım 3.1.13 𝐿 bir çarpımsal latis olsun. 

i. Bir 𝑎 ∈ 𝐿 için 𝑎 < 1𝐿 sağlanıyorsa 𝑎 elemanına has eleman denir [3]. 

ii. Her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿 için 𝑎𝑏 ≤ 𝑝 iken 𝑎 ≤ 𝑝 veya 𝑏 ≤ 𝑝 oluyorsa 𝑝 < 1𝐿  elemanına asal 

eleman denir [4]. 

iii. Her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿 için 𝑎𝑏 ≤ 𝑝 iken 𝑎 ≤ 𝑝 veya bir 𝑛 pozitif tam sayısı için 𝑏𝑛 ≤ 𝑝 

oluyorsa 𝑝 < 1𝐿  elemanına asalımsı eleman denir. Ayrıca, 𝑞 asalımsı ve √𝑞 = 𝑝 

asal eleman ise 𝑞 elemanına 𝑝 −asalımsı eleman denir [5]. 

iv. 𝐿 nin bir 𝑚 < 1𝐿 elemanına,⁡𝑚 < 𝑥 ≤ 1𝐿 olduğunda 𝑥 = 1𝐿  sağlanıyorsa 

maksimal eleman adı verilir. Ayrıca, tek bir maksimal elemana sahip olan 

çarpımsal latise quasi-lokal latis denir [6]. 

v. 𝑎 ∈ 𝐿 nin radikali √𝑎 = ⋁{𝑥 ∈ 𝐿|𝑥𝑛 ≤ 𝑎, 𝑛⁡𝑏𝑖𝑟⁡𝑝𝑜𝑧𝑖𝑡𝑖𝑓⁡𝑡𝑎𝑚⁡𝑠𝑎𝑦𝚤} şeklinde 

tanımlanır [8]. 

vi. 𝐿 latisinin bir 𝑎 elemanına, bir 𝑛 pozitif tam sayısı için 𝑎𝑛 = 0 sağlanıyorsa 

nilpotent eleman denir [22]. 

Örnek 3.1.14 𝐿 bir tam zincir olsun ve 𝐿 üzerinde infimum işlemi ile bir çarpım 

tanımlansın. Böylece 𝐿 bir çarpımsal latistir ve her elemanı infimum temel elemandır. 

𝑚 ∈ 𝐿 elemanının infimum temel eleman olduğunu gösterelim: Herhangi 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿 için 

𝑚((𝑎:𝐿𝑚) ∧ 𝑏) ≤ 𝑎 ∧ 𝑚𝑏 ifadesi sağlanır. Tersini göstermek için; 𝑥 ≤ 𝑎 ∧ 𝑚𝑏 

olduğunu kabul edelim. Böylece 𝑥 ≤ 𝑎 ∧ (𝑚 ∧ 𝑏) dir. Buradan 𝑥 ≤ 𝑎, 𝑥 ≤ 𝑚 ve 𝑥 ≤ 𝑏 

elde edilir. 𝑥 ≤ (𝑎:𝐿𝑚) olduğundan 𝑥 ≤ 𝑚 ∧ ((𝑎:𝐿𝑚) ∧ 𝑏) elde edilir. Kabulümüzden 

𝑥 ≤ 𝑚((𝑎:𝐿𝑚) ∧ 𝑏) sağlanır. Böylece 𝐿 nin her elemanı infimum temel elemandır. 𝐿 bir 

tam zincir olduğundan 𝐿 nin her elemanının asal eleman olduğu görülür. Şimdi 𝐿 nin zayıf 

supremum temel elemanlarının 1𝐿 ve 0𝐿 olduğunu gösterelim. 𝑎 ∈ 𝐿 zayıf supremum 

temel eleman olsun. Böylece bir 𝑚 ∈ 𝐿 için 𝑚 ∨ (0𝐿:𝐿 𝑎) = (𝑎:𝐿𝑚𝑎) eşitliği sağlanır. 

𝑎2 = 𝑎 ∧ 𝑎 = 𝑎 = 𝑎1𝐿 olduğundan (𝑎:𝐿 𝑎
2) = 1𝐿 dir. O halde 𝑎 ∨ (0𝐿:𝐿 𝑎) =
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(𝑎:𝐿 𝑎𝑎) = 1𝐿 elde edilir. Buradan 𝑎 = 1𝐿  veya (0𝐿:𝐿 𝑎) = 1𝐿  dir. Böylece 𝑎 = 1𝐿  veya 

𝑎 = 0𝐿  dir. 𝐿 nin her elemanının asal eleman olduğu bir çarpımsal latis olduğunu 

varsayalım. Böylece 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿 için 𝑎𝑏, 𝐿 nin bir asal elemanıdır. O halde 𝑎𝑏 = 𝑎𝑏 

olduğundan 𝑎 ≤ 𝑎𝑏 veya 𝑏 ≤ 𝑎𝑏 dir. Buradan 𝑎 ≤ 𝑎 ∧ 𝑏 veya 𝑏 ≤ 𝑎 ∧ 𝑏 elde edilir. 

Böylece 𝑎 ≤ 𝑏 veya 𝑏 ≤ 𝑎 dir. Buna göre 𝐿 bir tam zincirdir. Ayrıca 𝑎𝑏 asal eleman 

olduğundan 𝑎𝑏 = 𝑎 veya 𝑎𝑏 = 𝑏 olmasını sağlar. Buna göre 𝑎 ∧ 𝑏 = 𝑎𝑏 elde edilir. 

Böylece verilen çarpma işlemi 𝐿 latisinin infimum işlemidir [2]. 

Örnek 3.1.15 𝐿1, … , 𝐿𝑛 çarpımsal latisler ve 𝐿 = 𝐿1 ×…× 𝐿𝑛 olsun. 𝐿 kartezyen çarpımı, 

(𝑎1, … , 𝑎𝑛), (𝑏1, … , 𝑏𝑛) ∈ 𝐿 olmak üzere (𝑎1, … , 𝑎𝑛) ∧ (𝑏1, … , 𝑏𝑛) =

(𝑎1 ∧1 𝑏1, … , 𝑎𝑛 ∧𝑛 𝑏𝑛) ve (𝑎1, … , 𝑎𝑛) ∨ (𝑏1, … , 𝑏𝑛) = (𝑎1 ∨1 𝑏1, … , 𝑎𝑛 ∨𝑛 𝑏𝑛) işlemleri 

ile bir latistir. Ayrıca (𝑎1, … , 𝑎𝑛) ∙ (𝑏1, … , 𝑏𝑛) = (𝑎1 ∙1 𝑏1, … , 𝑎𝑛 ∙𝑛 𝑏𝑛) çarpımı ile de bir 

çarpımsal latistir. 𝐿 nin en büyük elemanı ve çarpımsal birim elemanı 1𝐿 = (1𝐿1 , … , 1𝐿𝑛) 

ve en küçük elemanı 0𝐿 = (0𝐿1 , … , 0𝐿𝑛) dir. 𝐿 nin bir 𝑎 = (𝑎1, … , 𝑎𝑛) elemanının (zayıf) 

infimum (supremum) temel eleman olması için gerek ve yeter koşul her 𝑎𝑖 ∈ 𝐿𝑖  nin 

(zayıf) infimum (supremum) temel eleman olmasıdır [34]. 

Örnek 3.1.16 𝐿 bir çarpımsal latis ve 𝐿[𝑋], 𝐿 nin 𝑎0 ≤ 𝑎1 ≤ ⋯ şeklindeki 𝑎𝑖 

elemanlarının ∑ 𝑎𝑖
∞
𝑖=0  toplamlarının kümesi olsun. 𝐿[𝑋] de supremum, infimum ve 

çarpım işlemleri aşağıdaki şekilde tanımlansın. 

(∑ 𝑎𝑖
∞
𝑖=0 ) ∨ (∑ 𝑏𝑖

∞
𝑖=0 ) = ⁡∑ (𝑎𝑖 ∨ 𝑏𝑖)

∞
𝑖=0 , 

(∑ 𝑎𝑖
∞
𝑖=0 ) ∧ (∑ 𝑏𝑖

∞
𝑖=0 ) = ⁡∑ (𝑎𝑖 ∧ 𝑏𝑖)

∞
𝑖=0 , 

(∑ 𝑎𝑖
∞
𝑖=0 )(∑ 𝑏𝑖

∞
𝑖=0 ) = ⁡∑ (⋁ 𝑎𝑗𝑏𝑘𝑖=𝑗+𝑘 )∞

𝑖=0 . 

𝐿[𝑋], tanımlanan supremum ve infimum işlemleri ile bir latistir. Ayrıca 𝐿[𝑋] tanımlanan 

çarpma işlemi ile çarpımsal birim elemanı ve en büyük elemanı 1𝐿[𝑋] = ∑ 1𝐿
∞
𝑖=0  ve en 

küçük elemanı 0𝐿[𝑋] = ∑ 0𝐿
∞
𝑖=0  olan bir çarpımsal latistir. 𝐿[𝑋] in modüler (dağılmalı) 

latis olması için gerek ve yeter koşul 𝐿 nin modüler (dağılmalı) latis olmasıdır [34]. 

Örnek 3.1.17 (𝑆, . ), 0 ve 1 elemanları ile değişmeli bir yarıgrup olsun. 𝑆 nin bir ideali 

𝐽𝑆 ⊆ 𝐽 koşulunu sağlayan bir 𝐽 alt kümesidir. 1 ∈ 𝑆 olduğundan 𝐽𝑆 = 𝐽 dir. 𝐿(𝑆), 𝑆 nin 

ideallerinin bir kümesi olmak üzere küme kapsama işlemi ile bir kısmi sıralı kümedir. 

İdeal tanımına göre ideallerin birleşimi ve kesişimi birer idealdir. 𝐽, 𝐾; 𝑆 nin iki ideali 
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olmak üzere 𝐽𝐾 = {𝑗𝑘|𝑗 ∈ 𝐽, 𝑘 ∈ 𝐾} olsun. Buna göre 𝐽𝐾, 𝑆 nin bir idealidir. Tanımlanan 

bu çarpım değişmeli ve birleşmelidir. Supremum işlemi olarak ideallerin birleşimini 

alalım. O halde 𝐽(⋃𝐾𝛼) = ⋃ 𝐽𝐾𝛼 dır. Çünkü; 𝑎𝑏 ∈ 𝐽(⋃𝐾𝛼) olması için gerek ve yeter 

koşul 𝑎 ∈ 𝐽 ve bir 𝛼 için 𝑏 ∈ 𝐾𝛼 olmasıdır. Bir 𝛼 için 𝑎𝑏 ∈ 𝐽𝐾𝛼 olması için gerek ve yeter 

koşul 𝑎𝑏 ∈ ⋃ 𝐽𝐾𝛼 dır. İnfimum işlemi olarak da kesişim işlemini aldığımızda; 𝐼, 𝐽, 𝐾 ∈

𝐿(𝑆) olmak üzere 𝐼 ∪ (𝐽 ∩ 𝐾) = (𝐼 ∪ 𝐽) ∩ (𝐼 ∪ 𝐾) sağlanır. Buna göre 𝐿(𝑆) bir dağılmalı 

latistir. Ayrıca 𝐿(𝑆) nin her alt kümesinin bir supremum ve infimum elemanı var 

olduğundan bir tam latistir. (𝑎) ⁡= ⁡𝑆𝑎 = ⁡ {𝑠𝑎|⁡𝑠⁡ ∈ 𝑆} kümesi 𝑎 ∈ 𝑆 tarafından üretilmiş 

temel ideal olmak üzere 𝐿(𝑆) latisinde bir kompakt elemandır. 𝑆 birimsel elemanı 

içerdiğinden 𝑆, 𝐿(𝑆) latisinin kompakt çarpımsal birimidir. Böylece 𝐿(𝑆) bir çarpımsal 

latistir. 𝑆 nin her 𝑣 elemanı için 𝑢𝑣 = 1 eşitliğini sağlayan 𝑢 ∈ 𝑆 ye birim eleman denir. 

𝑆 nin birimsel elemanlarının kümesi bir değişmeli gruptur ve 𝑆 nin birimsel olmayan 

elemanları 𝑆 nin tek maksimal idealini oluşturur. Böylece 𝐿(𝑆) quasi-lokal latistir. 𝑆 nin 

herhangi bir temel ideali (𝑎) nın 𝐿(𝑆) de bir infimum temel eleman olduğunu 

gösterelim: 𝐽, 𝐾; 𝑆 nin idealleri olmak üzere 𝑦 ∈ 𝐽(𝑎) ∩ 𝐾 olsun. O halde 𝑦 = 𝑗𝑎 olacak 

şekilde bir 𝑗 ∈ 𝐽 vardır. Buradan 𝑗 ∈ (𝐾:𝐿(𝑆) (𝑎)) sağlanır. Böylece 𝑦 = 𝑗𝑎 ∈ (𝐽 ∩

(𝐾:𝐿(𝑆) (𝑎))) (𝑎) elde edilir. O halde 𝐽(𝑎) ∩ 𝐾 ⊆ (𝐽 ∩ (𝐾:𝐿(𝑆) (𝑎))) (𝑎) sağlanır. 

Kapsamanın diğer tarafı her zaman sağlanır [34]. 

Fakat 𝑆 nin bir temel ideali, 𝐿(𝑆) nin zayıf supremum temel elemanı olmayabilir. Bunun 

için Örnek 3.1.18 ye bakılabilir. 

Örnek 3.1.18 𝑆 = {0,1, 𝑥, 𝑦} kümesi 𝑥 = 𝑥2, 𝑦 = 𝑦2 ve 𝑥𝑦 = 𝑦𝑥 = 0 çarpımı ile bir 

yarıgrup olsun. Temel ideal (𝑥) bir infimum temel elemandır, fakat zayıf supremum 

temel eleman değildir. Çünkü, (𝑥) ∪ (0:𝐿(𝑆) (𝑥)) = (𝑥) ∪ (𝑦) = (𝑥, 𝑦) olduğu görülür. 

Fakat, ((𝑥)(𝑥):𝐿(𝑆) (𝑥)) = ((𝑥):𝐿(𝑆) (𝑥)) = 𝑆 eşitliği sağlanır. Burada 𝑆 nin temel 

olmayan maksimal ideali (𝑥, 𝑦) = {0, 𝑥, 𝑦} nin infimum temel eleman olduğu görülür 

[34]. 

Tanım 3.1.19 𝐿 bir latis ve 𝑎 ∈ 𝐿 olmak üzere 𝐿/𝑎 = {𝑏 ∈ 𝐿|𝑏 ≥ 𝑎} ailesi şeklinde 

tanımlanır [1].  

𝐿 bir çarpımsal latis ise 𝐿/𝑎 ailesinin bir tam latis olduğu açıktır.  
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𝐿 latisinin bir modüler latis olduğunu kabul edelim. 𝑐, 𝑑, 𝑒 ∈ 𝐿/𝑎 ve 𝑒 ≤ 𝑐 olsun. 𝑐, 𝑑, 𝑒 ∈

𝐿 olduğundan 𝑐 ∧ (𝑑 ∨ 𝑒) = (𝑐 ∧ 𝑑) ∨ 𝑒 gerektirmesi sağlanır. Böylece 𝐿/𝑎 ailesi de bir 

modüler latistir. 

Ayrıca 𝑐, 𝑑 ∈ 𝐿 için 𝑐 ∘ 𝑑 = 𝑐𝑑 ∨ 𝑎 şeklinde tanımlanan çarpma işlemi ile 𝐿/𝑎 latisinin bir 

çarpımsal latis olduğunu gösterelim: 

𝑐, 𝑑 ∈ 𝐿/𝑎 için 𝑐 ∘ 𝑑 = 𝑐𝑑 ∨ 𝑎 = 𝑑𝑐 ∨ 𝑎 = 𝑑 ∘ 𝑐 işlemi ile değişme özelliği sağlanır. 

𝑐, 𝑑, 𝑒 ∈ 𝐿/𝑎 için (𝑐 ∘ 𝑑) ∘ 𝑒 = (𝑐𝑑 ∨ 𝑎) ∘ 𝑒 = (𝑐𝑑 ∨ 𝑎)𝑒 ∨ 𝑎 = (𝑐𝑑𝑒 ∨ 𝑎𝑒) ∨ 𝑎 = 𝑐𝑑𝑒 ∨

(𝑎𝑒 ∨ 𝑎) = 𝑐𝑑𝑒 ∨ 𝑎 ve 

𝑐 ∘ (𝑑 ∘ 𝑒) = 𝑐 ∘ (𝑑𝑒 ∨ 𝑎) = 𝑐(𝑑𝑒 ∨ 𝑎) ∨ 𝑎 = (𝑐𝑑𝑒 ∨ 𝑐𝑎) ∨ 𝑎 = 𝑐𝑑𝑒 ∨ (𝑐𝑎 ∨ 𝑎) =

𝑐𝑑𝑒 ∨ 𝑎 işlemleri ile birleşme özelliğinin sağlandığı görülür. 

𝑐, 𝑑𝛼 ∈ 𝐿/𝑎 için 𝑐 ∘ (⋁ 𝑑𝛼𝛼 ) = 𝑐(⋁ 𝑑𝛼𝛼 ) ∨ 𝑎 = ⁡⋁ 𝑐𝑑𝛼𝛼 ∨ 𝑎 = ⋁ (𝑐𝑑𝛼 ∨ 𝑎)𝛼 = ⋁ (𝑐 ∘𝛼

𝑑𝛼) ile supremum üzerine dağılmalı bir çarpım olduğu görülür. Böylece 𝐿/𝑎 latisi bir 

çarpımsal latistir. 

Eğer 𝐿 bir modüler çarpımsal latis ise 𝑚 ∈ 𝐿 nin bir (zayıf) infimum eleman olması, 𝑚 ∨

𝑎 nın 𝐿/𝑎 da bir (zayıf) infimum eleman olmasını gerektirir [2]. 

Önerme 3.1.20 𝐿 bir çarpımsal latis olsun. Bir 𝑎 ∈ 𝐿 için 𝑚 ∈ 𝐿 nin bir supremum eleman 

olması için gerek ve yeter koşul 𝑚 ∨ 𝑎 nın 𝐿/𝑎 da zayıf supremum temel eleman 

olmasıdır [1], [2]. 

İspat: (⇒): Bu önermenin gerektirmesi aşikardır. 

(⇐): 𝑚 ∨ 𝑎 nın 𝐿/𝑎 da zayıf supremum temel eleman olduğunu kabul edelim. Böylece, 

bir 𝑏 ∈ 𝐿 için (((𝑚 ∨ 𝑎) ∘ (𝑏 ∨ 𝑎)):𝐿 (𝑚 ∨ 𝑎)) = (𝑏 ∨ 𝑎) ∨ (𝑎:𝐿 (𝑚 ∨ 𝑎)) eşitliği 

sağlanır. ((𝑚𝑏 ∨ 𝑎):𝐿𝑚) = ((𝑚𝑏 ∨ 𝑎):𝐿 (𝑚 ∨ 𝑎)) = (((𝑚 ∨ 𝑎) ∘ (𝑏 ∨ 𝑎)):𝐿 (𝑚 ∨

𝑎)) = (𝑏 ∨ 𝑎) ∨ (𝑎:𝐿 (𝑚 ∨ 𝑎)) = (𝑏 ∨ 𝑎) ∨ (𝑎:𝐿𝑚) = 𝑏 ∨ (𝑎:𝐿𝑚) elde edilir. Böylece 

𝑚 ∈ 𝐿 bir supremum elemandır. 

𝐿 modüler çarpımsal latis ise 𝐿 nin her temel elemanı 𝑚 için 𝑚 ∨ 𝑎, 𝐿/𝑎 da bir temel 

elemandır [2]. 
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Teorem 3.1.21 𝐿 çarpımsal latis ve 1𝐿 kompakt eleman olsun. 𝑎 ∈ 𝐿 zayıf temel eleman 

olmak üzere 𝑎 = ⋁𝛼𝑎𝛼 iken bir {𝛼₁, 𝛼₂, . . . , 𝛼𝑛} alt kümesi için 𝑎 = 𝑎𝛼1 ⁡⋁𝑎𝛼2⁡⋁. . . ⋁𝑎𝛼𝑛 

eşitliği sağlanır [2]. 

İspat 𝑎 ∈ 𝐿 zayıf temel eleman ve 𝑎 = ⋁𝛼𝑎𝛼 olduğunu kabul edelim. Böylece, her 𝛼 için 

𝑎𝛼 ≤ 𝑎 olduğundan 𝑎𝛼 = 𝑎 ∧ 𝑎𝛼 = 𝑎(𝑎𝛼:𝐿 𝑎) sağlanır. Buradan 𝑎 = ⋁𝛼𝑎𝛼 =

⋁𝛼(𝑎(𝑎𝛼:𝐿 𝑎)) = 𝑎(⋁ (𝑎𝛼:𝐿 𝑎)𝛼 ) elde edilir. 𝑎 ∈ 𝐿 zayıf temel eleman olduğundan 1𝐿 =

(⋁ (𝑎𝛼:𝐿 𝑎)𝛼 ) ∨ (0𝐿:𝐿 𝑎) sağlanır ve 1𝐿 kompakt eleman olduğundan bir {𝛼₁, 𝛼₂, . . . , 𝛼𝑛} 

alt kümesi için 1𝐿 = (𝑎𝛼1:𝐿 𝑎) ∨ …∨ (𝑎𝛼𝑛:𝐿 𝑎) ∨ (0𝐿:𝐿 𝑎) elde edilir. Bu son eşitliğin her 

iki tarafı 𝑎 ∈ 𝐿 ile çarpıldığında 𝑎 = 𝑎(𝑎𝛼1:𝐿 𝑎) ∨ …∨ 𝑎(𝑎𝛼𝑛:𝐿 𝑎) ∨ 𝑎(0𝐿:𝐿 𝑎) =

𝑎𝛼1 ⁡⋁𝑎𝛼2 ⁡⋁. . . ⋁𝑎𝛼𝑛  eşitliği elde edilir. 

Tanım 3.1.22 𝐿 bir çarpımsal latis ve ∅ ≠ 𝑆 ⊆ 𝐿 olsun. 𝑆, 𝐿 de tanımlanan çarpma 

işlemine göre kapalı ise 𝑆 ye çarpımsal kapalı alt küme denir [5]. 

Tanım 3.1.23 𝐿, (modüler latis olması gerekmeyen) bir tam çarpımsal latis ve 𝐶 kompakt 

elemanların çarpımsal kapalı bir alt kümesi olsun. 0𝐿, 𝐿 nin en küçük elemanı ve 1𝐿, 𝐿 

nin en büyük kompakt elemanı olmak üzere 𝐿, 𝐶 nin elemanlarının supremumları 

tarafından üretiliyorsa 𝐿 ye 𝐶 −latis denir [5]. 

Bir 𝐶 −latiste kompakt elemanların sonlu çarpımlarının yine kompakt eleman olduğu 

açıktır [34]. 

Örnek 3.1.24 𝑅 birimli, değişmeli bir halka ve 𝐿(𝑅), 𝑅 nin tüm ideallerinin kümesi olsun. 

𝐼 ve 𝐽, 𝑅 nin iki ideali olmak üzere 𝐼 ∨ 𝐽 = 𝐼 + 𝐽, 𝐼 ∧ 𝐽 = 𝐼 ∩ 𝐽 işlemleri ile bir latistir. 

Ayrıca 𝐿(𝑅) nin her alt kümesinin supremum ve infimum elemanları var olduğundan bir 

tam latistir. 𝐼, 𝐽, 𝐾 ∈ 𝐿(𝑅) için 𝐼𝐽 = 𝐽𝐼 değişme, 𝐼(𝐽𝐾) = (𝐼𝐽)𝐾 birleşme ve 𝐼(𝐽 + 𝐾) =

𝐼𝐽 + 𝐼𝐾 çarpmanın supremum üzerine dağılma özelliği sağlanır. 𝑅 birimli olduğundan 

𝐼𝑅 = 𝐼 sağlanır. Buna göre 𝑅, 𝐿(𝑅) nin çarpımsal birim elemanıdır, ayrıca 𝑅 en büyük 

elemanı ve (0) en küçük elemanıdır. Böylece 𝐿(𝑅) bir çarpımsal latistir. 𝐼 ⊆ 𝐾 olsun. 𝐼 +

(𝐽 ∩ 𝐾) = (𝐼 + 𝐽) ∩ 𝐾 modüler özelliği sağlandığından 𝐿(𝑅) modüler latistir. Şimdi 𝐿(𝑅) 

nin her temel idealinin temel eleman olduğunu gösterelim. 𝑚 ∈ 𝑅 için 𝐼 = (𝑚) olsun. 

𝐴, 𝐵 ∈ 𝐿(𝑅) için 𝑥 ∈ 𝐴𝐼 ∩ 𝐵 olsun. Böylece 𝑥 = 𝑎𝑚 olacak şekilde bir 𝑎 ∈ 𝐴 vardır. 

Böylece 𝑎 ∈ (𝐵: 𝐼) dır ve 𝑎 ∈ 𝐴 ∩ (𝐵:𝐿(𝑅) 𝐼) sağlanır. Buradan 𝑥 = 𝑎𝑚 ∈ (𝐴 ∩
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(𝐵:𝐿(𝑅) 𝐼)) 𝐼 elde edilir. Böylece 𝐼 infimum temel eleman olduğu gösterilmiş olur. 𝐼 nın 

supremum temel eleman olduğunu gösterelim: 𝑦 ∈ ((𝐴 + 𝐵𝐼):𝐿(𝑅) 𝐼) olsun. O halde 

𝑦𝐼 ⊆ 𝐴 + 𝐵𝐼 dır ve 𝑦𝑚 = 𝑎 + 𝑏𝑚 olacak şekilde 𝑎 ∈ 𝐴 ve 𝑏 ∈ 𝐵 vardır. Buradan 𝑎 =

(𝑦 − 𝑏)𝑚 dir. Böylece 𝑦 − 𝑏 ∈ (𝐴:𝐿(𝑅) 𝐼) dır ve buradan 𝑦 ∈ (𝐴:𝐿(𝑅) 𝐼) + 𝐵 elde edilir. 

Buna göre 𝐼 supremum temel elemandır. Böylece 𝐿(𝑅) nin her temel idealinin temel 

eleman olduğu gösterilmiş olur. Ayrıca 𝑅 nin bir idealinin kompakt olması için gerek ve 

yeter koşul idealin sonlu üretilmiş olmasıdır. Burada 𝑅 bir kompakt elemandır. Böylece 

𝐿(𝑅) bir 𝐶 −latistir [34]. 

Örnek 3.1.25 𝑅, her 𝐴 ideali için 𝑅𝐴 = 𝐴 koşulunu sağlayan değişmeli, birimsiz bir halka 

olsun. O halde 𝑅 nin bütün ideallerinin kümesi 𝐿(𝑅) bir tam latistir. 𝑅, 𝐿(𝑅) nin birimi 

ve en büyük elemanıdır. 𝑅 nin temel idealleri 𝐿(𝑅) nin temel elemanlarıdır. Fakat 𝑅 

kompakt değildir [34]. 

Aşağıdaki örnek bu halkayı açıklamaktadır. 

Örnek 3.1.26 𝑅∝ lar birimli, değişmeli halkalar ve 𝑅 = ∑𝑅∝ bu halkaların sonsuz direkt 

toplamı olsun. Fakat 𝑅 = ∑𝑅∝ iken 𝑅 ≠ ∑ 𝑅∝𝑖
𝑛
𝑖=1  olduğundan 𝑅 kompakt değildir [34].  

Önerme 3.1.27 𝐿 latisinin en büyük elemanı 1𝐿 kompakt eleman ise 𝐿 nin bir maksimal 

elemanı vardır. 

İspat Ω = {𝑎 ∈ 𝐿|𝑎 < 1𝐿}, 𝐿 nin has elemanlarının kümesi 0𝐿 ∈ Ω olduğundan boştan 

farklıdır. ≤ bağıntısı Ω üzerinde kısmi sıralama bağıntısıdır. ∆= {𝑎𝑖 ∈ 𝛺|𝑖 ∈ 𝐼}, Ω nın 

boştan farklı tam sıralı bir alt kümesi olsun. 𝑏 = ⋁ 𝑎𝑖𝑎𝑖∈∆
≠ 1𝐿 sağlanır. Eğer 𝑏 = 1𝐿  

olsaydı, bir 𝑖 ∈ 𝐼 için 𝑎𝑖 = 1𝐿  sağlanırdı. O halde 𝑏, Ω nın tam sıralı kümesinin bir üst 

sınırıdır. Zorn Lemma’ dan (Ω,≤) kısmi sıralı kümesinin bir maksimal elemanı vardır. Bu 

maksimal eleman 𝐿 latisinin bir maksimal elemanıdır. 

Önerme 3.1.28 Bir çarpımsal latis 𝐿 de her maksimal eleman bir asal elemandır [2]. 

İspat: 𝑚 ∈ 𝐿 maksimal eleman olsun. 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿 için 𝑎𝑏 ≤ 𝑚 ve 𝑎 ≰ 𝑚 olduğunu kabul 

edelim. Böylece 𝑚 ≤ 𝑚 ∨ 𝑎 sağlanır ve 𝑚 maksimal eleman olduğundan 1 = 𝑚 ∨ 𝑎 elde 

edilir. Buradan 𝑏 = (𝑚 ∨ 𝑎)𝑏 = 𝑚𝑏 ∨ 𝑎𝑏 ≤ 𝑚 sağlanır. 
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3.2 Latis Modüllerin Temel Tanım ve Özellikleri  

Tanım 3.2.1 𝑀 bir tam latis ve 𝐿 bir çarpımsal latis olsun. 𝐿 ve 𝑀 nin elemanları arasında, 

𝑙 ∈ 𝐿 ve 𝐵 ∈ 𝑀 için 𝑙𝐵 ile gösterilen, bir çarpım varsa ve bu çarpım aşağıdaki özellikleri 

sağlarsa 𝑀 ye çarpımsal latis 𝐿 üzerinde bir latis modül ya da kısaca bir 𝐿 −modül denir. 

Her 𝑙, 𝑙𝛼, 𝑏 ∈ 𝐿 ve 𝐵, 𝐵𝛽 ∈ 𝑀 için; 

i. (𝑙𝑏)𝐵 = 𝑙(𝑏𝐵); 

ii. (⋁ 𝑙𝛼𝛼 )(⋁ 𝐵𝛽)𝛽 = ⋁ 𝑙𝛼𝛼,𝛽 𝐵𝛽; 

iii. 1𝐿𝐵 = 𝐵; 

iv. 0𝐿𝐵 = 0𝑀 [34]. 

Örnek 3.2.2 𝑅 değişmeli bir halka ve 𝑀 bir 𝑅 −modül olsun. 𝑀 nin alt modüllerinin latisi 

𝐿(𝑀) bir 𝐿(𝑅) −modüldür [34]. 

Aşağıdaki iki örnek, Örnek 3.2.2 deki ifadeyi açıklamaktadır. 

Örnek 3.2.3 𝑅 =< ℤ12, +, . > olsun. 𝐿, 𝑅 halkasının ideallerinin kümesi, yani 𝐿 =

{(0̅), (1̅), (2̅), (3̅), (4̅), (6̅)} olsun. 𝐿 latisinin yapısını aşağıdaki şekil üzerinde görelim. 

Çizelge 3. 1 𝐿 latisinin yapısı 

                                                                        (1̅) 

                                            

                                                  (2̅)                                   (3̅) 

                                                           

                                                  (4̅)                                   (6̅) 

      

                                                                        (0̅) 

𝐿 latisi kendi üzerinde bir latis modüldür. Burada kullanılan çarpma işlemi aşağıdaki 

tabloda gösterilmiştir. 
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Çizelge 3. 2 𝐿 latisinin çarpma işlemine göre yapısı 

. <0̅> <2̅> <3̅> <4̅> <6̅> <1̅> 

(0̅) <0̅> <0̅> <0̅> <0̅> <0̅> <0̅> 

(2̅)                     <0̅> <4̅> <6̅> <4̅> <0̅> <2̅> 

(3̅) <0̅> <6̅> <6̅> <0̅> <6̅> <3̅> 

(4̅) <0̅> <4̅> <0̅> <4̅> <0̅> <4̅> 

(6̅) <0̅> <0̅> <6̅> <0̅> <0̅> <6̅> 

(1̅) <0̅> <2̅> <3̅> <4̅> <6̅> <1̅> 

 

Örnek 3.2.4 𝐿, ℤ halkasının ideallerinin kümesi ve 𝑀, ℤ −modül ℤ6 nın alt modüllerinin 

ailesi olsun. 𝐿 nin bir çarpımsal latis ve 𝑀 nin bir tam latis olduğunu biliyoruz. 𝑀 nin 

yapısına şekil üzerinde bakalım: 

Çizelge 3. 3 𝑀 latis modülünün yapısı 

                                                                           <1̅> 

                                                    

                                                      <2̅>                                 <3̅> 

                                                                                  

                                                                           <0̅> 

𝐼, 𝐽, 𝐼𝛼 ∈ 𝐿 ve 𝑁,𝑁𝛽 ∈ 𝑀 için; 

i. (𝐼𝐽)𝑁 = 𝐼(𝐽𝑁), 

ii. (∑ 𝐼𝛼)(∑𝑁𝛽) = ∑ 𝐼𝛼𝑁𝛽, 

iii. 1𝐿 = ℤ olmak üzere ℤ𝑁 = 𝑁, 

iv. 0𝐿 = (0) olmak üzere (0)𝑁 = (0) sağlandığından 𝑀, 𝐿 üzerinde bir latis 

modüldür [35]. 
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Örnek 3.2.5 𝑅 derecelendirilmiş değişmeli bir halka ve 𝑀 bir derecelendirilmiş 

𝑅 −modül olsun. 𝑀 nin derecelendirilmiş alt modüllerinin latisi 𝐿𝐺(𝑀); 𝐿𝐺(𝑅), 𝑅 nin 

derecelendirilmiş ideallerinin latisi olmak üzere bir 𝐿𝐺(𝑅) − modüldür [34]. 

Örnek 3.2.6 𝑆, 0 ı içeren değişmeli monoid ve 𝑇, 0 ı içeren değişmeli yarıgrup olsun. 𝑆 ×

𝑇 → 𝑇 ye her 𝑠1, 𝑠2 ∈ 𝑆 ve 𝑡 ∈ 𝑇 için (𝑠1𝑠2)𝑡 = 𝑠1(𝑠2𝑡), 1𝑡 = 𝑡 ve 0𝑡 = 0 özelliklerini 

sağlayan bir çarpım var olduğunu kabul edelim. 𝐿(𝑇), 𝑆 altında kapalı 𝑇 nin ideallerinin 

latisi ve 𝐿(𝑆), 𝑆 nin ideallerinin latisi olsun. Yukarıda tanımlanan çarpım ile 𝐿(𝑇) bir 

𝐿(𝑆) −modüldür [34].  

Tanım 3.2.7 𝑀 bir 𝐿 −modül olsun. 𝑁,𝐾 ∈ 𝑀 olmak üzere (𝑁:𝐿 𝐾), 𝑎𝐾 ≤ 𝑁 sağlayan 

𝑎 ∈ 𝐿 lerin supremumudur. Bir 𝑎 ∈ 𝐿 ve 𝑁 ∈ 𝑀 için (𝑁:𝑀 𝑎) = ⋁{𝑋 ∈ 𝑀|𝑎𝑋 ≤ 𝑁} 

şeklinde tanımlanır. Eğer 𝑎 ∈ 𝐿 ise (0𝑀:𝑀 𝑎), 𝑎𝐻 = 0𝑀 sağlayan 𝐻 ∈ 𝑀 lerin 

supremumudur [15].  

Tanım 3.2.8 𝑀 bir 𝐿 −modül olsun. Her 𝑏 ∈ 𝐿 ve 𝐵 ∈ 𝑀 için; 

i. (𝑏⋀(𝐵:𝐿 𝑁))𝑁 = 𝑏𝑁⋀𝐵 sağlanıyor ise 𝑁 ∈ 𝑀 ye infimum temel eleman, 

ii. 𝑏⋁(𝐵:𝐿 𝑁) = ((𝑏𝑁⋁𝐵):𝐿 𝑁) sağlanıyor ise 𝑁 ∈ 𝑀 ye supremum temel eleman, 

iii. (𝐵:𝐿 𝑁)𝑁 = 𝐵⋀𝑁 sağlanıyor ise 𝑁 ∈ 𝑀 ye zayıf infimum temel eleman, 

iv. (𝑏𝑁:𝐿 𝑁) = 𝑏⋁(0𝑀:𝐿 𝑁) sağlanıyor ise 𝑁 ∈ 𝑀 ye zayıf supremum temel eleman 

adı verilir [13]. 

Ayrıca 𝑁, hem infimum temel eleman hem de supremum temel eleman ise temel 

eleman ve 𝑁, hem zayıf infimum temel eleman hem de zayıf supremum temel eleman 

ise zayıf temel eleman denir [13]. 

Bir 𝐿 −modül 𝑀 için aşağıdaki bağıntı ve özellikler sağlanır [17]:  

Her 𝑎, 𝑏, 𝑎𝛼 ∈ 𝐿 ve 𝑁,𝐾, 𝑇, 𝑁𝛼 ∈ 𝑀 için; 

i. ⋀ (𝑁𝛼:𝐿 𝑁)𝛼 = ((⋀ 𝑁𝛼𝛼 ):𝐿 𝑁) ve ⋀ (𝑁𝛼:𝑀 𝑎)𝛼 = ((⋀ 𝑁𝛼𝛼 ):𝑀 𝑎) elde edilir. 

ii. (𝑁:𝐿 (⋁ 𝑁𝛼𝛼 )) = ⋀ (𝑁:𝐿 𝑁𝛼)𝛼  ve (𝑁:𝑀 (⋁ 𝑎𝛼𝛼 )) = ⋀ (𝑁:𝑀 𝑎𝛼)𝛼  sağlanır. 

iii. (𝑁:𝑀 𝑎𝑏) = ((𝑁:𝑀 𝑎):𝑀 𝑏) ve (𝑁:𝐿 𝑎𝐾) = ((𝑁:𝑀 𝑎):𝐿 𝐾) = ((𝑁:𝐿 𝐾):𝐿 𝑎) 

sağlanır. 

iv. 𝑎 ≤ 𝑏 ise 𝑎𝑁 ≤ 𝑏𝑁 ve 𝑎𝑁 ≤ 𝑁 olur ve eğer 𝑁 ≤ 𝐾 ise 𝑎𝑁 ≤ 𝑎𝐾 sağlanır. 

v. 𝑎(𝑁:𝑀 𝑎) ≤ 𝑁, (𝑁:𝐿 𝐾)𝐾 ≤ 𝑁 ve 𝑁 ≤ (𝑁:𝑀 𝑎). 
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vi. 1𝐿 = (𝑁:𝐿 𝐾) olması için gerek ve yeter koşul 𝐾 ≤ 𝑁 olmasıdır. 

vii. 𝑎 ≤ 𝑏 ise (𝑁:𝑀 𝑏) ≤ (𝑁:𝑀 𝑎) sağlanır ve eğer 𝑁 ≤ 𝐾 ise (𝑁:𝑀 𝑎) ≤ (𝑁:𝑀 𝑏) ve 

(𝑇:𝐿 𝐾) ≤ (𝑇:𝐿 𝑁) sağlanır. 

viii. (𝑁:𝐿 𝐾) = (𝑁:𝐿 (𝑁 ∨ 𝐾)) ve (𝑁:𝐿 𝐾) = ((𝑁 ∧ 𝐾):𝐿 𝐾). 

ix. (𝑎:𝐿 𝑏)𝑁 ≤ (𝑎𝑁:𝑀 𝑏) ve (𝑎:𝐿 𝑏) ≤ (𝑎𝑁:𝐿 𝑏𝑁). 

Tanım 3.2.9 𝑀 bir 𝐿 −modül ve 𝑁 ∈ 𝑀 olsun. 𝑁 ≤ ⋁𝛼𝐵𝛼 iken bir {𝛼₁, 𝛼₂, . . . , 𝛼𝑛} alt 

kümesi için 𝑁 ≤ 𝐵𝛼1 ⁡⋁𝐵𝛼2 ⁡⋁. . . ⋁𝐵𝛼𝑛  sağlanıyorsa 𝑁 ye kompakt eleman denir [13]. 

Tanım 3.2.10 Bir 𝐿 −modül 𝑀 nin en büyük elemanı 1𝑀 ile gösterilsin. 𝑀 nin her elemanı 

temel (kompakt) elemanların supremumu ise 𝐿 −modül 𝑀 ye 𝑃𝐺 −latis 𝐿 −modül 

(𝐶𝐺 −latis 𝐿 −modül) denir [13]. 

Tanım 3.2.11 𝑀 bir 𝐿 −modül ve en büyük elemanı 1𝑀 kompakt olsun. 

i. Bir 𝑁 ∈ 𝑀 için 𝑁 < 1𝑀 sağlanıyorsa 𝑁 ye has eleman denir [12]. 

ii. Her 𝑎 ∈ 𝐿 ve 𝑋 ∈ 𝑀 için 𝑎𝑋 ≤ 𝑁 iken 𝑋 ≤ 𝑁 veya 𝑎1𝑀 ≤ 𝑁⁡(𝑎 ≤ (𝑁:𝐿 1𝑀)) ise 

𝑁 < 1𝑀 ye asal eleman denir [12]. 

iii. 𝑀 nin bir 𝑁 < 1𝑀 elemanına 𝑁 < 𝑋 ≤ 1𝑀 olduğunda 𝑋 = 1𝑀 sağlanıyorsa 

maksimal eleman adı verilir [14]. 

Bu tanımlara göre; eğer 𝑁, 𝑀 nin bir asal elemanı ise (𝑁:𝐿 1𝑀), 𝐿 nin bir asal elemanıdır 

[14].  

Önerme 3.2.12 𝑀 latis modülünün en büyük elemanı 1𝑀 kompakt eleman ise 𝑀 nin bir 

maksimal elemanı vardır [14], [16]. 

İspat Ψ = {𝑁 ∈ 𝑀|𝑁 < 1𝑀}, 𝑀 nin has elemanlarının kümesi, 0𝑀 ∈ Ψ olduğundan 

boştan farklıdır. ≤ bağıntısı Ψ üzerinde kısmi sıralama bağıntısıdır. ∆= {𝑁𝑖 ∈ 𝛺|𝑖 ∈ 𝐼}, Ψ 

nın boştan farklı tam sıralı bir alt kümesi olsun. 𝐾 = ⋁ 𝑁𝑁𝑖∈∆
≠ 1𝑀 sağlanır. Eğer 𝐾 =

1𝑀 olsaydı, bir 𝑖 ∈ 𝐼 için 𝑁𝑖 = 1𝑀 sağlanırdı. O halde 𝐾, Ψ nın tam sıralı kümesinin bir 

üst sınırıdır. Zorn Lemma’ dan (Ψ,≤) kısmi sıralı kümesinin bir maksimal elemanı vardır. 

Bu maksimal eleman 𝑀 latis modülünün bir maksimal elemanıdır. 

Tanım 3.2.13 𝑀 bir 𝐿 −modül olsun. 𝑀 nin ⁡𝑁 < 1𝑀 elemanı, her 𝑎 ∈ 𝐿 ve 𝑋 ∈ 𝑀 için 

𝑎𝑋 ≤ 𝑁 ve 𝑋 ≰ 𝑁 iken bir 𝑘 pozitif tamsayısı için 𝑎𝑘1𝑀 ≤ 𝑁 (yani 𝑎𝑘 ≤ (𝑁:𝐿 1𝑀)) ise 𝑁 
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asalımsı elemandır. Ayrıca, 𝑁 asalımsı eleman ve √(𝑁:𝐿 1𝑀) = 𝑝, 𝐿 latisinin asal elemanı 

ise 𝑁 ye 𝑝 −asalımsı eleman denir [15]. 

Önerme 3.2.14 𝑀 bir 𝐿 −modül ve 𝑁 < 1𝑀, 𝑀 nin elemanı olsun. (𝑁:𝐿 1𝑀), 𝐿 nin asal 

elemanı ve 𝑁, 𝑀 nin asalımsı elemanı ise 𝑁 bir asal elemandır [15].  

İspat: 𝑎 ∈ 𝐿 ve 𝑋 ∈ 𝑀 için 𝑎𝑋 ≤ 𝑁 olsun. 𝑁, 𝑀 nin asalımsı elemanı olduğundan 𝑋 ≤ 𝑁 

veya bir 𝑘 pozitif tamsayısı için 𝑎𝑘1𝑀 ≤ 𝑁 sağlanır. (𝑁:𝐿 1𝑀), 𝐿 nin asal elemanı 

olduğundan 𝑎 ≤ (𝑁:𝐿 1𝑀) olur.  

Tanım 3.2.15 𝑀 bir 𝐿 −modül olsun. 𝐴𝑛𝑛(𝑀) = (0𝑀:𝐿 1𝑀) = 0𝐿 ise 𝑀 ye sadık 

𝐿 −modül denir. 𝑐 ∈ 𝐿 ve 𝑚 ∈ 𝑀 için 𝑐𝑚 = 0𝑀 iken 𝑚 = 0𝑀 veya 𝑐 = 0𝐿 ise 𝑀 ye 

serbest burulmalı 𝐿 −modül denir [15]. 

Tanım 3.2.16 𝑀 bir 𝐿 −modül olsun. Her 𝑁 ∈ 𝑀 için 𝑁 = 𝑎1𝑀 olacak şekilde bir 𝑎 ∈ 𝐿 

varsa 𝑀 ye çarpımsal latis modül denir [15]. 

Önerme 3.2.17 𝑀 bir 𝐿 −modül olsun. 𝑀 nin çarpımsal latis modül olması için gerek ve 

yeter koşul her 𝑁 ∈ 𝑀 için 𝑁 = (𝑁:𝐿 1𝑀)1𝑀 sağlanmasıdır [15]. 
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BÖLÜM 4 

EŞ ÇARPIMSAL LATİS MODÜLLER 

Bu bölümde modüller üzerinde incelenmiş olan eş çarpımsal modül yapısı latis modüller 

üzerinde incelenmiş ve önemli sonuçlar elde edilmiştir. Bu bölümde elde edilen sonuçlar 

için Nakayama’s Lemma and The Principal Elements in Lattice Modules over 

Multiplicative Lattices [11], Multiplication Elements and Distributive and Supporting 

Elements in Lattice Modules [16], On Multiplication and Comultiplication Modules [19], 

Comultiplication Modules over Commutative Rings [20], The Dual Notion of 

Multiplication Modules [21] ve Comultiplication Modules and Related Results [18] 

makalelerinden faydalanılmıştır. 

Tanım 4.1.1 𝑀 bir latis modül olsun. 𝑀 nin her 𝑁 elemanı için 𝑁 = (0𝑀:𝑀 𝑎) olacak 

şekilde bir 𝑎 ∈ 𝐿 varsa 𝑀 ye eş çarpımsal latis modül denir. 

Lemma 4.1.2 Bir 𝑀 latis modülünün eş çarpımsal latis modül olması için gerek ve yeter 

koşul 𝑀 nin her 𝑁 elemanı için⁡𝑁 = (0𝑀:𝑀 (0𝑀:𝐿 𝑁)) olmasıdır. 

İspat: ⇐: Aşikardır.  

⇒: 𝑀 eş çarpımsal latis modül ve 𝑁 ∈ 𝑀 olsun. Böylece 𝑁 = (0𝑀:𝑀 𝑎) olacak şekilde bir 

𝑎 ∈ 𝐿 vardır. Böylece 𝑎 ≤ (0𝑀:𝐿 𝑁) dir ve buradan (0𝑀:𝑀 (0𝑀:𝐿 𝑁)) ≤ (0𝑀:𝑀 𝑎) = 𝑁 

elde edilir. 𝑁 ≤ (0𝑀:𝑀 (0𝑀:𝐿 𝑁)) olduğu aşikardır. Böylece 𝑁 = (0𝑀:𝑀 (0𝑀:𝐿 𝑁)) 

olduğu görülür. 

Önerme 4.1.3 𝑀 bir 𝐿 −modül olsun. Böylece aşağıdaki ifadeler denktir:  

i. Herhangi 𝐾,𝑁 ∈ 𝑀 için (0𝑀:𝐿 𝐾) ≤ (0𝑀:𝐿 𝑁) ise 𝑁 ≤ 𝐾. 
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ii. Herhangi 𝐾,𝑁 ∈ 𝑀 için (𝐾:𝐿 𝑁) = ((0𝑀:𝐿 𝑁):𝐿 (0𝑀:𝐿 𝐾)). 

İspat: i⇒ii: Herhangi 𝐾,𝑁 ∈ 𝑀 için (𝐾:𝐿 𝑁) ≤ ((0𝑀:𝐿 𝑁):𝐿 (0𝑀:𝐿 𝐾)) olduğunu 

gösterelim: 𝑏 = (𝐾:𝐿 𝑁) olsun. Buradan 𝑏𝑁 ≤ 𝐾 olduğu açıktır. O halde 𝑏(0𝑀:𝐿 𝐾)𝑁 =

0𝑀 sağlanır. Böylece 𝑏(0𝑀:𝐿 𝐾) ≤ (0𝑀:𝐿 𝑁) elde edilir ve 𝑏 = (𝐾:𝐿 𝑁) ≤

((0𝑀:𝐿 𝑁):𝐿 (0𝑀:𝐿 𝐾)) olur. Tersi için, 𝑟 = ((0𝑀:𝐿 𝑁):𝐿 (0𝑀:𝐿 𝐾)) olsun. Buradan 

𝑟(0𝑀:𝐿 𝐾)𝑁 = 0𝑀 eşitliği elde edilir ve (0𝑀:𝐿 𝐾) ≤ (0𝑀:𝐿 𝑟𝑁) olduğu görülür. Böylece 

(i) den 𝑟𝑁 ≤ 𝐾 sağlanır ve sonuç olarak⁡⁡𝑟 ≤ (𝐾:𝐿 𝑁) olduğu gösterilmiş olur. 

ii⇒i: (0𝑀:𝐿 𝐾) ≤ (0𝑀:𝐿 𝑁) olduğunu kabul edelim. Böylece ii şıkkından (𝐾:𝐿 𝑁) =

((0𝑀:𝐿 𝑁):𝐿 (0𝑀:𝐿 𝐾)) = 1𝐿 sağlanır. 𝑁 ≤ 𝐾 olduğu elde edilir. 

Teorem 4.1.4 𝑀 bir 𝐿 −modül olsun. Her⁡𝑎 ∈ 𝐿 ve 𝑁 ∈ 𝑀 için 𝜙: 𝐿 → 𝑀, 𝜙(𝑎) =

(0𝑀:𝑀 𝑎) ve 𝜓:𝑀 → 𝐿, 𝜓(𝑁) = (0𝑀:𝐿 𝑁) şeklinde tanımlansın. Böylece her⁡𝑎 ∈ 𝐿 ve 

𝑁 ∈ 𝑀 için, 

i. (𝜙𝜓𝜙)(𝑎) = (0𝑀:𝑀 (0𝑀:𝐿 (0𝑀:𝑀 𝑎))) = (0𝑀:𝑀 𝑎) = 𝜙(𝑎). 

ii. (𝜓𝜙𝜓)(𝑁) = (0𝑀:𝐿 (0𝑀:𝑀 (0𝑀:𝐿 𝑁))) = (0𝑀:𝐿 𝑁) = 𝜓(𝑁). 

İspat: i. ⁡(0𝑀:𝑀 𝑎) = 𝑁 olsun. (0𝑀:𝑀 𝑎) = 𝑁 ≤ (0𝑀:𝑀 (0𝑀:𝐿 𝑁)) olduğu açıktır. Diğer 

yandan 𝑎𝑁 = 0𝑀 olduğundan 𝑎 ≤ (0𝑀:𝐿 𝑁) olduğu görülür. Böylece 

(0𝑀:𝑀 (0𝑀:𝐿 𝑁)) ≤ (0𝑀:𝑀 𝑎) = 𝑁⁡⁡dir. 

ii. 𝑏 = (0𝑀:𝐿 𝑁) olsun. 𝑏 = (0𝑀:𝐿 𝑁) ≤ (0𝑀:𝐿 (0𝑀:𝑀 (0𝑀:𝐿 𝑁))) olduğu açıktır. Diğer 

yandan 𝑏𝑁 = 0𝑀 olduğu açıktır ve buradan 𝑁 ≤ (0𝑀:𝑀 𝑏) = (0𝑀:𝑀 (0𝑀:𝐿 𝑁)) elde 

edilir. Böylece (0𝑀:𝐿 (0𝑀:𝑀 (0𝑀:𝐿 𝑁))) ≤ (0𝑀:𝐿 𝑁) = 𝑏 dir.  

Sonuç 4.1.5 𝑀 bir 𝐿 −modül olsun. Her⁡𝑎 ∈ 𝐿 ve 𝑁 ∈ 𝑀 için 𝜙: 𝐿 → 𝑀, 𝜙(𝑎) =

(0𝑀:𝑀 𝑎) ve 𝜓:𝑀 → 𝐿, 𝜓(𝑁) = (0𝑀:𝐿 𝑁) şeklinde tanımlansın. Her⁡𝑎 ∈ 𝐿 ve 𝑁 ∈ 𝑀 için 

aşağıdaki ifadeler denktir: 

i. 𝑀 bir eş çarpımsal 𝐿 −modüldür. 

ii. 𝜙 örten fonksiyondur. 

iii. Her 𝑁 ∈ 𝑀 için 𝑁 = (0𝑀:𝑀 𝑎) = 𝜙(𝑎) olacak şekilde 𝑎 ∈ 𝐿 vardır. 

iv. 𝜙𝜓 özdeş fonksiyondur. 

v. 𝜓 bire-bir fonksiyondur. 

vi. (0𝑀:𝐿 𝐾) = (0𝑀:𝐿 𝑁) ise 𝐾 = 𝑁 olur. 
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Önerme 4.1.6 𝑀 bir eş çarpımsal latis modül olsun. Eğer 𝐿, Artinian (Noetherian) 

çarpımsal latis ise 𝑀, Noetherian (Artinian) latis modüldür. 

İspat: 𝐿 Artinian çarpımsal latis olsun. 𝑁₁ ≤ 𝑁₂ ≤. .. olduğunu varsayalım. Böylece 

(0𝑀:𝐿 𝑁₁) ≥ (0𝑀:𝐿 𝑁₂) ≥. .. dır. 𝐿 Artinian olduğundan (0𝑀:𝐿 𝑁𝑘) = (0𝑀:𝐿 𝑁𝑘+1) = ⋯ 

olacak şekilde bir 𝑘 pozitif tam sayısı vardır. Böylece 𝑁𝑘 = (0𝑀:𝑀 (0𝑀:𝐿 𝑁𝑘)) =

(0𝑀:𝑀 (0𝑀:𝐿 𝑁𝑘+1)) = 𝑁𝑘+1 =. ..⁡ dir. Sonuç olarak 𝑀 Noetherian latis modüldür. 𝐿 

çarpımsal latisinin Noetherian olduğu durumuda 𝑀 latis modülünün Artinian olduğu 

benzer şekilde gösterilir. 

𝐿 çarpımsal latis ve 𝑀 bir 𝐿 −modül olsun. 𝑁 ∈ 𝑀 olduğunu kabul edelim. [0𝑀 , 𝑁] =

{𝐴 ∈ 𝑀|𝐴 ≤ 𝑁} kümesi 𝑀 nin bir alt modülüdür [14]. Eğer 𝑀 eş çarpımsal 𝐿 −modül ise 

[0𝑀 , 𝑁] nin eş çarpımsal 𝐿 −modül olduğu açıktır. 

Önerme 4.1.7 𝑀 eş çarpımsal 𝐿 −modül olsun. Eğer bir 𝑏 ∈ 𝐿 için (0𝑀:𝑀 𝑏) = 0𝑀 ise 

her 𝑌 ∈ 𝑀 için 𝑏𝑌 = 𝑌 dir. Özel olarak 𝑏1𝑀 = 1𝑀 dir. 

İspat: 𝑏 ∈ 𝐿 ve 𝑌 ∈ 𝑀 olsun. 𝑀 eş çarpımsal 𝐿 −modül olduğundan 𝑏𝑌 = (0𝑀:𝑀 𝑎) 

olacak şekilde bir 𝑎 ∈ 𝐿 vardır. Böylece 𝑎𝑏𝑌 = 0𝑀 sağlanır. (0𝑀:𝑀 𝑏) = 0𝑀 olduğundan 

𝑎𝑌 = 0𝑀 elde edilir. Sonuç olarak 𝑌 ≤ (0𝑀:𝑀 𝑎) = 𝑏𝑌 dir ve böylece 𝑏𝑌 = 𝑌 olduğu 

görülür. 

Önerme 4.1.8 𝑀 bir eş çarpımsal 𝐿 −modül olsun. Eğer 𝑝, 𝐿 nin bir maksimal elemanı ve 

(0𝑀:𝑀 𝑝) ≠ 0𝑀 ise (0𝑀:𝑀 𝑝), 𝑀 nin bir minimal elemanıdır.  

İspat: Bir 𝑁 ∈ 𝑀 için 𝑁 ≤ (0𝑀:𝑀 𝑝) olduğunu kabul edelim. 𝑀 bir eş çarpımsal 

𝐿 −modül olduğundan 𝑁 = (0𝑀:𝑀 𝑎) olacak şekilde 𝐿 nin bir 𝑎 elemanı vardır. 𝑁 ≤

(0𝑀:𝑀 𝑝) olduğundan 𝑝𝑁 = 0𝑀 ve 𝑝 ≤ (0𝑀:𝐿 𝑁) sağlanır. 𝑝 maksimal olduğundan 𝑝 =

(0𝑀:𝐿 𝑁) ya da 1𝐿 = (0𝑀:𝐿 𝑁) elde edilir. Eğer 𝑝 = (0𝑀:𝐿 𝑁) ise Lemma 4.1.2 den 𝑁 =

(0𝑀:𝑀 (0𝑀:𝐿 𝑁)) = (0𝑀:𝑀 𝑝) eşitliği sağlanır. Eğer 1𝐿 = (0𝑀:𝐿 𝑁) ise 𝑁 = 0𝑀 olur. 

Böylece (0𝑀:𝑀 𝑝), 𝑀 de minimal elemandır. 

Önerme 4.1.9 𝑀 bir eş çarpımsal 𝑃𝐺 −latis 𝐿 −modül ve 1𝑀 kompakt eleman olsun. 

Eğer 𝑝 ∈ 𝐿 asal ve (0𝑀:𝑀 𝑝) = 0𝑀 ise 𝑐 ≰ 𝑝 ve 𝑐1𝑀 = 0𝑀 olacak şekilde 𝑐 ∈ 𝐿 vardır. 

İspat: 1𝑀 kompakt olduğundan her 𝑖 = 1, … , 𝑛 için 𝑌𝑖 elemanları temel elemanlar olmak 

üzere 1𝑀 = ⋁ 𝑌𝑖
𝑛
𝑖=1  sağlanır. Önerme 4.1.7 den (0𝑀:𝑀 𝑝) = 0𝑀 olduğunda her 𝑖 ∈

{1,… , 𝑛} için 𝑝𝑌𝑖 = 𝑌𝑖 olduğu elde edilmişti. Böylece 𝑝 ∨ (0𝑀:𝐿 𝑌𝑖) = (𝑝𝑌𝑖:𝐿 𝑌𝑖) = 1𝐿 
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sağlanır ve böylece her 𝑖 ∈ {1,… , 𝑛} için (0𝑀:𝐿 𝑌𝑖) ≰ 𝑝 olduğu görülür. Sonuç olarak 𝑐 =

∏ (0𝑀:𝐿 𝑌𝑖)
𝑛
𝑖=1  için 𝑐 ≰ 𝑝 ve 𝑐1𝑀 = 0𝑀 sağlanır. 

Sonuç 4.1.10 𝑀 bir eş çarpımsal 𝑃𝐺 −latis 𝐿 −modül ve 1𝑀 kompakt eleman olsun. Eğer 

𝑀 sadık 𝐿 −modül ise 𝐿 nin bazı 𝑝 asal elemanları için (0𝑀:𝑀 𝑝) ≠ 0𝑀 sağlanır. 

Sonuç 4.1.11 𝑀 bir eş çarpımsal 𝑃𝐺 −latis 𝐿 −modül, 1𝑀 kompakt eleman ve 𝑎 ∈ 𝐿 için 

(0𝑀:𝑀 𝑎) = 0𝑀 ise 1𝐿 = 𝑎 ∨ (0𝑀:𝐿 1𝑀) elde edilir. 

İspat: 1𝐿 ≠ 𝑎 ∨ (0𝑀:𝐿 1𝑀) olduğunu kabul edelim. Böylece 𝑎 ∨ (0𝑀:𝐿 1𝑀) ≤ 𝑝 olacak 

şekilde bir maksimal 𝑝 ∈ 𝐿 vardır. Buradan (0𝑀:𝑀 𝑝) ≤ (0𝑀:𝑀 𝑎) = 0𝑀 sağlanır. 

Böylece (0𝑀:𝑀 𝑝) = 0𝑀 dir. Önerme 4.1.9 dan 𝑐 ≰ 𝑝 ve 𝑐 ≤ (0𝑀:𝐿 1𝑀) olacak şekilde 

𝑐 ∈ 𝐿 vardır. Fakat (0𝑀:𝐿 1𝑀) ≤ 𝑝 olduğundan 𝑐 ≤ 𝑝 sağlanır Buradan bir çelişki elde 

edilir. Böylece 1𝐿 = 𝑎 ∨ (0𝑀:𝐿 1𝑀) olduğu görülür. 

Önerme 4.1.12 𝑀 sıfırdan farklı bir eş çarpımsal 𝑃𝐺 −latis 𝐿 −modül olsun. Böylece, 𝑀 

nin bir minimal elemanı vardır. Özel olarak, 𝑀 nin her sıfırdan farklı elemanının bir 

minimal elemanı vardır. 

İspat: 𝑌, 𝑀 nin sıfırdan farklı temel elemanı olsun. Buradan, (0𝑀:𝐿 𝑌) = 𝑎 < 1𝐿 olduğu 

görülür. 𝑎 ≤ 𝑝 olacak şekilde bir maksimal 𝑝 elemanı vardır. Eğer 𝑁 = (0𝑀:𝑀 𝑝) = 0𝑀 

ise Önerme 4.1.7 den 𝑝𝑌 = 𝑌 dir ve böylece 𝑝 ∨ (0𝑀:𝐿 𝑌) = (𝑝𝑌:𝐿 𝑌) = 1𝐿 sağlanır. 

Buna göre 𝑎 = (0𝑀:𝐿 𝑌) ≰ 𝑝 olur (Çelişki). Böylece 𝑁 = (0𝑀:𝑀 𝑝) ≠ 0𝑀 dir. Önerme 

4.1.8 den 𝑁, 𝑀 nin bir minimal elemanıdır. 

Önerme 4.1.13 𝑀 sıfırdan farklı bir eş çarpımsal 𝑃𝐺 −latis 𝐿 −modül olsun. Böylece 𝐾 ∈

𝑀 nin minimal temel eleman olması için gerek ve yeter koşul bir 𝑝 ∈ 𝐿 maksimali için 

𝐾 = (0𝑀:𝑀 𝑝) ≠ 0𝑀 olmasıdır. 

İspat: (⇐): Önerme 4.1.8 den açıktır. 

(⇒): 𝐾, 𝑀 nin minimal temel elemanı olsun. 𝑀 eş çarpımsal 𝐿 −modül olduğundan 𝐾 =

(0𝑀:𝑀 (0𝑀:𝐿 𝐾)) sağlanır. (0𝑀:𝐿 𝐾) elemanının maksimal olduğunu gösterelim. 𝑐, 

(0𝑀:𝐿 𝐾) ≤ 𝑐 olacak şekilde 𝐿 nin bir elemanı olsun. 𝐾, minimal eleman ve 𝑐𝐾 ≤ 𝐾 

olduğundan 𝑐𝐾 = 𝐾 ya da 𝑐𝐾 = 0𝑀 elde edilir. Eğer 𝑐𝐾 = 𝐾 ise 1𝐿 = (𝑐𝐾:𝐿 𝐾) = 𝑐 ∨

(0𝑀:𝐿 𝐾) = 𝑐 sağlanır. Eğer 𝑐𝐾 = 0𝑀 ise 𝑐 ≤ (0𝑀:𝐿 𝐾) dir ve böylece 𝑐 = (0𝑀:𝐿 𝐾) dır. 
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Önerme 4.1.14 𝑀 bir eş çarpımsal 𝐿 −modül olsun. Böylece 𝑎 ∈ 𝐿, 𝑁 ∈ 𝑀 için 

(𝑁:𝑀 𝑎) = ((0𝑀:𝑀 𝑎):𝑀 (0𝑀:𝐿 𝑁)) dir. 

İspat: 𝐾 = (𝑁:𝑀 𝑎) olsun. 𝑎𝐾 ≤ 𝑁 sağlanması için gerek ve yeter koşul (0𝑀:𝐿 𝑁)𝑎𝐾 =

0𝑀 olmasıdır. Bu eşitliğin sağlanması için gerek ve yeter koşul (0𝑀:𝐿 𝑁)𝐾 ≤ (0𝑀:𝑀 𝑎) 

sağlanmasıdır. Bu durumun sağlanması için gerek ve yeter koşul 𝐾 = (𝑁:𝑀 𝑎) ≤

((0𝑀:𝑀 𝑎):𝑀 (0𝑀:𝐿 𝑁)) olmasıdır. Tersi için 𝑅 = ((0𝑀:𝑀 𝑎):𝑀 (0𝑀:𝐿 𝑁)) olsun. 

Buradan, (0𝑀:𝐿 𝑁)𝑅 ≤ (0𝑀:𝑀 𝑎) olması için gerek ve yeter koşul (0𝑀:𝐿 𝑁)𝑎𝑅 = 0𝑀 

sağlanmasıdır. Bu eşitliğin sağlanması için gerek ve yeter koşul 𝑎𝑅 ≤ (0𝑀:𝑀 (0𝑀:𝐿 𝑁)) =

𝑁 sağlanmasıdır. Sonuç olarak, 𝑅 ≤ (𝑁:𝑀 𝑎) sağlanır. 

Teorem 4.1.15 𝐿 bir dağılmalı latis, 𝑀 bir eş çarpımsal 𝐿 −modül ve 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿 için 

(0𝑀:𝑀 𝑎)⋁(0𝑀:𝑀 𝑏) = (0𝑀:𝑀 𝑎⋀𝑏) olsun. Böylece, 𝑀 dağılmalı 𝐿 −modüldür. 

İspat: 𝑋, 𝑌, 𝑍 ∈ 𝑀 olsun. 𝑀 eş çarpımsal 𝐿 −modül olduğundan 𝑋 = (0𝑀:𝑀 𝑎), 𝑌 =

(0𝑀:𝑀 𝑏), 𝑍 = (0𝑀:𝑀 𝑐) olacak şekilde 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐿⁡ vardır. Böylece,  

(𝑋⋁𝑌)⋀𝑍 = ((0𝑀:𝑀 𝑎)⋁(0𝑀:𝑀 𝑏))⋀(0𝑀:𝑀 𝑐) = (0𝑀:𝑀 𝑎⋀𝑏)⋀(0𝑀:𝑀 𝑐) =

(0𝑀:𝑀 𝑎⋀𝑏)⋀(0𝑀:𝑀 𝑐) = (0𝑀:𝑀 (𝑎⋀𝑏)⋁𝑐) = (0𝑀:𝑀 (𝑎⋀𝑐)⋁(𝑏⋀𝑐)) ⁡=

(0𝑀:𝑀 𝑎⋀𝑐)⋀(0𝑀:𝑀 𝑏⋀𝑐) = ⁡ (𝑋⋁𝑍)⋀(𝑌⋁𝑍) sağlanır. Böylece 𝑀 dağılmalı 

𝐿 −modüldür. 

Sonuç 4.1.16 𝐿 bir dağılmalı latis, 𝑀 bir eş çarpımsal 𝐿 −modül ve 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿 için 𝑎⋁𝑏 =

1𝐿 olsun. Böylece 𝑀 dağılmalı 𝐿 −modüldür. 

İspat: Herhangi 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿 için 𝑎⋁𝑏 = 1𝐿 olduğunu kabul edelim. 𝑎𝑏 ≤ 𝑎 ∧ 𝑏 ve bir 𝐾 ∈ 𝑀 

için (𝐾:𝑀 𝑎𝑏) = (𝐾:𝑀 𝑎)𝑏 ifadeleri sağlandığından 𝑎(𝐾:𝑀 𝑎⋀𝑏) ≤ (𝐾:𝑀 𝑏) ve 

𝑏(𝐾:𝑀 𝑎⋀𝑏) ≤ ⁡ (𝐾:𝑀 𝑎) eşitsizliklerinin sağlandığı görülür. Böylece (𝐾:𝑀 𝑎⋀𝑏) =

(𝐾:𝑀 𝑎⋀𝑏)(𝑎⋁𝑏) = 𝑎(𝐾:𝑀 𝑎⋀𝑏)⋁𝑏(𝐾:𝑀 𝑎⋀𝑏) ≤ (𝐾:𝑀 𝑏)⋁(𝐾:𝑀 𝑎)⁡elde edilir. Ayrıca 

(𝐾:𝑀 𝑏)⋁(𝐾:𝑀 𝑎) ≤ (𝐾:𝑀 𝑎⋀𝑏) olduğundan (𝐾:𝑀 𝑎⋀𝑏) = (𝐾:𝑀 𝑏)⋁(𝐾:𝑀 𝑎) eşitliği 

görülür. 𝐾 = 0𝑀 için (0𝑀:𝑀 𝑎)⋁(0𝑀:𝑀 𝑏) = (0𝑀:𝑀 𝑎⋀𝑏) eşitliğini elde ederiz. Teorem 

4.1.15 den 𝑀 dağılmalı 𝐿 −modüldür.  

Önerme 4.1.17 𝑀 bir eş çarpımsal 𝐿 −modül ve 𝑝, 𝑞; 𝐿 nin maksimal elemanları olsun. 

Eğer (0𝑀:𝑀 𝑝) ≠ 0𝑀 ve (0𝑀:𝑀 𝑞) ≠ 0𝑀 ise (0𝑀:𝑀 𝑝)⋁(0𝑀:𝑀 𝑞) = (0𝑀:𝑀 𝑝⋀𝑞) dir. 
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İspat: ⁡0𝑀 ≠ (0𝑀:𝑀 𝑝) = 𝑁 olsun. 𝑝𝑁 = 0𝑀 ve 𝑝 maksimal olduğundan 𝑝 = (0𝑀:𝐿 𝑁) 

elde edilir. Benzer şekilde, eğer 0𝑀 ≠ 𝐾 = (0𝑀:𝑀 𝑞) ise 𝑞 = (0𝑀:𝐿 𝐾) sağlanır. 𝑀 eş 

çarpımsal olduğundan 𝑁⋁𝐾 = (0𝑀:𝑀 (0𝑀:𝐿 𝑁⋁𝐾)) = (0𝑀:𝑀 ((0𝑀:𝐿 𝑁⁡)⋀(0𝑀:𝐿 𝐾))) 

dir. Sonuç olarak, (0𝑀:𝑀 𝑝)⋁(0𝑀:𝑀 𝑞) = (0𝑀:𝑀 𝑝⋀𝑞) elde edilir. 

Tanım 4.1.18 Bir 𝐿 −modül 𝑀 nin elemanlarının her {𝑀𝜆}𝜆∈𝛬 kümesi için ⋀𝜆∈𝛬𝑀𝜆 = 0𝑀 

iken 𝑚 > 0 pozitif tam sayısı için ⋀ 𝑀𝜆𝑖
𝑚
𝑖=1 = 0𝑀 sağlanıyorsa 𝑀 ye sonlu aralarında 

üretilmiş denir. 

Teorem 4.1.19 𝑀 bir sadık eş çarpımsal 𝑃𝐺 −latis 𝐿 −modül olsun.  

i. 1𝑀 kompakttır. 

ii. 𝑎 < 1𝐿  için (0𝑀:𝑀 𝑎) ≠ 0𝑀 dir. 

iii. 𝐿 nin her maksimal elemanı 𝑝 için (0𝑀:𝑀 𝑝) ≠ 0𝑀 dir. 

iv. 𝑀 sonlu aralarında üretilmiştir. 

Böylece, (i)⇒(ii)⇒(iii)⇒(iv) sağlanır. 

İspat: i⇒ii: (0𝑀: 𝑎) = 0𝑀 ve 𝑎 < 1𝐿  olduğunu kabul edelim. 𝑎 ≤ 𝑝 sağlayan her 

maksimal elemanı 𝑝 için (0𝑀:𝑀 𝑝) = 0𝑀 dir. Bu ise Sonuç 4.1.10 ile çelişir. 

ii⇒iii: Aşikardır. 

iii⇒iv 𝑁𝛼 = (0𝑀:𝑀 𝑎𝛼) olsun. 0𝑀 = ⋀ 𝑁𝛼 = ⋀ (0𝑀:𝑀 𝑎𝛼)𝛼∈𝐼𝛼∈𝐼 = (0𝑀:𝑀 ⋁𝑎∈𝐼𝑎𝑎) 

olduğunu varsayalım. Böylece, ⋁ 𝑎𝛼𝛼∈𝐼 = 1𝐿 dir. Gerçekten, maksimal eleman 𝑝 için 

⋁ 𝑎𝛼𝛼∈𝐼 ≤ 𝑝 ise (0𝑀:𝑀 𝑝) ≤ (0𝑀:𝑀 ⋁ 𝑎𝛼𝛼∈𝐼 ) = 0𝑀 olur. Bu ise (iii) ile çelişir. 1𝑀 

kompakt olduğundan ⋁ 𝑎𝛼𝑖
𝑛
𝑖=1 = 1𝐿 dir ve böylece 𝑛 ≥ 1 için 0𝑀 = ⋀ 𝑁𝛼𝛼∈𝐼  

= (0𝑀:𝑀 ⋁ 𝑎𝛼𝑖
𝑛
𝑖=1 ) = ⋀ (0𝑀:𝑀 𝑎𝛼𝑖)

𝑛
𝑖=1 = ⋀ 𝑁𝛼𝑖

𝑛
𝑖=1  sağlanır. 

Tanım 4.1.20 𝐽𝑎𝑐(𝐿), 𝐿 nin maksimal elemanlarının infimumları olsun. 𝐽𝑎𝑐(𝐿) ye 𝐿 nin 

Jacobson radikali denir. 

Teorem 4.1.21 (Eş Çarpımsal Latis Modüller için Nakayama Lemma’ nın Duali) 𝑀 bir eş 

çarpımsal 𝑃𝐺 −latis 𝐿 −modül olsun. 𝑎, 𝐿 nin 𝑎 ≤ 𝐽𝑎𝑐(𝐿) olacak şekilde bir elemanı ve 

(0𝑀:𝑀 𝑎) = 0𝑀 ise 𝑀 = 0𝑀 dir. 

İspat: 𝑀 ≠ 0𝑀 olduğunu kabul edip bir çelişkiye gidelim. Böylece Önerme 4.1.12 ve 

Önerme 4.1.13 den 0𝑀 ≠ 𝐾 = (0𝑀:𝑀 𝑝), 𝑀 de minimal olacak şekilde bir maksimal 𝑝 ∈
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𝐿 vardır. Buradan 𝑎 ≤ 𝑝 ve (0𝑀:𝑀 𝑎) = 0𝑀 olduğundan (0𝑀:𝑀 𝑝) = 0𝑀 eşitliği elde 

edilir. Bu bir çelişkidir. 

Teorem 4.1.22 𝑀 bir eş çarpımsal 𝑃𝐺 −latis 𝐿 −modül ve {𝑁𝛼}𝛼∈𝛬, 𝑀 nin elemanlarının 

⋀ 𝑁𝛼 = 0𝑀𝛼∈𝛬  eşitliğini sağlayan bir kümesi olsun. 𝑎 = ⋁ (0𝑀:𝐿 𝑁𝛼)𝛼∈𝛬  ve 𝑋, 𝑀 nin 

kompakt bir elemanı iken 1𝐿 = 𝑎⋁(0𝑀:𝐿 𝑋) dir. 

İspat: 𝑋, 𝑀 nin kompakt bir elemanı ve 𝑎 = ⋁ (0𝑀:𝐿 𝑁𝛼)𝛼∈𝛬  için 𝑎⋁(0𝑀:𝐿 𝑋) ≠ 1𝐿 ise 𝐿 

nin 𝑎⋁(0𝑀:𝐿 𝑋) ≤ 𝑝 olacak şekilde bir maksimal 𝑝 elemanı vardır. Buradan (0𝑀:𝑀 𝑝) ≤

(0𝑀:𝑀 𝑎) = (0𝑀:𝑀 ⋁ (0𝑀:𝐿 𝑁𝛼))𝛼∈𝛬 = ⋀ 𝑁𝛼 = 0𝑀𝛼∈𝛬  sağlanır. Böylece (0𝑀:𝑀 𝑝) =

(0𝑀:𝑋 𝑝) = 0𝑀 elde edilir. [0𝑀 , 𝑋] alt modülü eş çarpımsal ve 𝑋 kompakt olduğundan 

Önerme 4.1.9 dan 𝑐 ≤ 𝐴𝑛𝑛(𝑋) ve 𝑐 ≰ 𝑝 olacak şekilde 𝑐 ∈ 𝐿 vardır. Bu ise 𝐴𝑛𝑛(𝑋) =

(0𝑀:𝐿 𝑋) ≤ 𝑝 olması ile çelişir. O halde 𝑎⋁(0𝑀:𝐿 𝑋) = 1𝐿 sağlanır. 

Sonuç 4.1.23 𝑀 bir eş çarpımsal 𝑃𝐺 −latis 𝐿 −modül olsun. 𝑋, 𝑀 nin kompakt bir 

elemanı ise alt modül [0𝑀 , 𝑋] sonlu aralarında üretilmiştir. 

İspat {𝑋𝜆}𝜆∈𝛬, ⋀ 𝑋𝜆𝜆∈𝛬 = 0𝑀 olacak şekilde 𝑋𝜆 ≤ 𝑋 sağlayan elemanların kümesi olsun. 

Teorem 4.1.22 den 𝑎 = ⋁ (0𝑀:𝐿 𝑋𝜆)𝜆∈𝛬  olmak üzere 1𝐿 = 𝑎⋁(0𝑀:𝐿 𝑋) dir. Fakat her 𝜆 ∈

𝛬 için (0𝑀:𝐿 𝑋) ≤ (0𝑀:𝐿 𝑋𝜆) olduğundan 1𝐿 = 𝑎 = ⋁(0𝑀:𝐿 𝑋𝜆) sağlanır. 1𝐿 kompakt 

olduğundan bir 𝑛 ≥ 1 için 1𝐿 = 𝑎 = ⋁ (0𝑀:𝐿 𝑋𝜆𝑖)
𝑛
𝑖=1  olur. Alt modül [0𝑀, 𝑋] eş çarpımsal 

olduğundan her 𝜆 ∈ 𝛬 için 𝑋𝜆 = (0𝑀:𝑀 (0𝑀:𝐿 𝑋𝜆)) sağlanır. Böylece 0𝑀 = (0𝑀:𝑀 1𝐿) =

(0𝑀:𝑀 ⋁ (0𝑀:𝐿 𝑋𝜆𝑖)
𝑛
𝑖=1 ) = ⋀ (0𝑀:𝑀 (0𝑀:𝐿 𝑋𝜆𝑖))

𝑛
𝑖=1 = ⋀ 𝑋𝜆𝑖

𝑛
𝑖=1  elde edilir. 

Tanım 4.1.24 𝑀 bir 𝐿 −modül olsun. 1𝑀, 𝑀 nin temel elemanı ise 𝑀 ye devirli latis modül 

denir [15].  

Teorem 4.1.25 𝑀 bir 𝑃𝐺 −latis 𝐿 −modül olsun. Aşağıdaki ifadeler sağlanır. 

i. 𝑀 bir çarpımsal 𝐿 −modül ve 𝑀 nin bir temel eleman 𝑁 için [0𝑀 , 𝑁] alt modülü 

sadık ise 𝐿 nin her has elemanı 𝑎 için 𝑎1𝑀 < 1𝑀 dir. 

ii. 𝑀 bir sadık devirli eş çarpımsal 𝐿 −modül ise 𝑎 < 1𝐿  şeklindeki her 𝑎 ∈ 𝐿 için 

(0𝑀:𝑀 𝑎) ≠ 0𝑀 sağlanır. 

iii. 𝑀 bir eş çarpımsal 𝐿 −modül ise 𝑎1𝑀 < 1𝑀 sağlayan her 𝑎 ∈ 𝐿 için (0𝑀:𝑀 𝑝), 𝑀 

de minimal eleman olacak şekilde 𝑎⋁(0𝑀:𝑀 1𝑀) ≤ 𝑝 sağlayan bir maksimal 𝑝 ∈

𝐿 vardır. 
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İspat i. 𝑀 çarpımsal 𝐿 −modül olduğundan 𝑁 = 𝑏1𝑀 olacak şekilde bir 𝑏 ∈ 𝐿 vardır. 

Eğer 𝑎1𝑀 = 1𝑀 olacak şekilde 𝐿 nin 𝑎 < 1𝐿  elemanı varsa 𝑁 = 𝑏1𝑀 = 𝑎(𝑏1𝑀) = 𝑎𝑁 

sağlanır. 𝑁, 𝑀 de temel eleman olduğundan 𝑎⋁(0𝑀:𝐿 𝑁) = (𝑎𝑁:𝐿 𝑁) = 1𝐿 sağlanır ve 

buradan 𝑎 = 1𝐿 olur. Bu ise 𝑎 nın has eleman olması ile çelişir. 

ii. Eğer (0𝑀:𝑀 𝑎) = 0𝑀 olacak şekilde 𝐿 nin 𝑎 < 1𝐿 elemanı varsa Önerme 4.1.7 den 

𝑎1𝑀 = 1𝑀 elde edilir. 1𝑀 temel eleman ve (0𝑀:𝐿 1𝑀) = 0𝐿 olduğundan 1𝐿 =

(𝑎1𝑀:𝐿 1𝑀) = 𝑎⋁(0𝑀:𝐿 1𝑀) = 𝑎 sağlanır. Bu ise 𝑎 < 1𝐿 olması ile çelişir. 

iii. 𝑎, 𝑎1𝑀 < 1𝑀 sağlayan 𝐿 nin bir elemanı olsun. Buradan Önerme 4.1.7 den 

(0𝑀:𝑀 𝑎) ≠ 0𝑀 dir. Önerme 4.1.12 den 𝐾 ≤ (0𝑀:𝑀 𝑎) olacak şekilde 𝑀 de bir minimal 

eleman 𝐾 vardır. Böylece Önerme 4.1.13 den 𝐾 = (0𝑀:𝑀 𝑝) ≠ 0𝑀 olacak şekilde bir 

maksimal eleman 𝑝 ∈ 𝐿 vardır. Buradan (0𝑀:𝐿 1𝑀⁡) ≤ 𝑝 sağlanır. Çünkü (0𝑀:𝐿 1𝑀⁡) ≤

(0𝑀:𝐿 𝐾) = (0𝑀:𝐿 (0𝑀:𝑀 𝑝)) ≥ 𝑝 ve 𝑝 maksimal eleman olduğundan 

(0𝑀:𝐿 (0𝑀:𝑀 𝑝)) = 𝑝 elde edilir ve böylece (0𝑀:𝐿 1𝑀) ≤ 𝑝 olduğu görülür. 𝑎 ≤ 𝑝 olduğu 

gösterildiğinde ispat tamamlanmış olur. 𝑎 ≰ 𝑝 olduğunu varsayalım. Buradan 𝑎⋁𝑝 = 1𝐿  

elde edilir. 𝐾 ≤ (0𝑀:𝑀 𝑎) olduğundan 0𝑀 = (0𝑀:𝑀 1𝐿) = (0𝑀:𝑀 𝑎⋁𝑝) =

(0𝑀:𝑀 𝑎)⋀(0𝑀:𝑀 𝑝) = 𝐾 dır. Böylece 𝐾 = 0𝑀 olduğu görülür. Bu ise 𝐾 ≠ 0𝑀 olması ile 

çelişir. Böylece 𝑎 ≤ 𝑝 olmalıdır. 

Tanım 4.1.26 𝑀 bir 𝐿 −modül ve 𝐵, 𝑀 nin herhangi bir elemanı olsun. Her 𝑖 ∈

{1,2, . . . , 𝑛} için 𝑄𝑖 ler 𝑀 nin 𝑃𝑖 −asalımsı elemanları olmak üzere, 𝐵 = ⋀ 𝑄𝑖
𝑛
𝑖=1  şeklinde 

yazılabiliyorsa bu yazılışa 𝐵 nin 𝑀 de bir asalımsı ayrışımı denir. Eğer ⋀ 𝑄𝑗 ≤ 𝑄𝑗
𝑛
𝑖=1
𝑖≠𝑗

 

sağlayan 𝑄𝑗 yoksa ve 𝑃₁, 𝑃₂, . . . , 𝑃𝑛 elemanlarının hepsi farklı ise bu asalımsı ayrışıma 

indirgenmiş denir [32]. 

Bir 𝐿 −modül 𝑀, 𝐶𝐺 −latis ve herhangi kompakt elemanlar ℎ ∈ 𝐿 ve 𝐻 ∈ 𝑀 için ℎ𝐻 

elemanı kompakt ise 𝑀 ye 𝐾 −latis denir. 𝐿, en büyük elemanı 1𝐿 kompakt olan bir 

𝐾 −latis ve 𝑀 de bir 𝐾 −latis olsun. 𝑀 nin keyfi bir elemanı 𝐵 için 𝐵 nin herhangi asalımsı 

ayrışımından indirgenmiş asalımsı ayrışım elde edildiği kolayca görülebilir[32]. 

Teorem 4.1.27 𝐿 ve 𝑀 birer 𝐾 −latis ve 𝑀 eş çarpımsal 𝐿 −modül olsun. 0𝑀 nin bir 

asalımsı ayrışımı varsa 𝑀 nin her elemanının bir asalımsı ayrışımı vardır. 



35 

 

İspat 0𝑀 ⁡= ⋀ 𝑃𝑖
𝑛
𝑖=1  indirgenmiş asalımsı ayrışım olsun. 𝑁 ∈ 𝑀 olduğunu kabul edelim. 

Böylece 𝑁 = (0𝑀:𝑀 𝑎) olacak şekilde bir 𝑎 ∈ 𝐿 vardır. Böylece 𝑁 = (0𝑀:𝑀 𝑎) =

⋀ (𝑃𝑖
𝑛
𝑖=1 :𝑀 𝑎) sağlanır. Şimdi her bir 𝑖 = 1,2, . . . , 𝑛 için (𝑃𝑖:𝑀 𝑎) nin 𝑀 de bir asalımsı 

eleman olduğunu gösterelim. 𝑏 ∈ 𝐿 ve 𝑋 ∈ 𝑀 olmak üzere 𝑏𝑋 ≤ (𝑃𝑖:𝑀 𝑎) olduğunu 

varsayalım. Böylece 𝑎𝑏𝑋 ≤ 𝑃𝑖 sağlanır. 𝑃𝑖  asalımsı olduğundan bir 𝑛 pozitif tam sayısı 

için 𝑏𝑛1𝑀 ≤ 𝑃𝑖 veya 𝑎𝑋 ≤ 𝑃𝑖  dir. Böylece 𝑋 ≤ (𝑃𝑖:𝑀 𝑎) veya 𝑏𝑛1𝑀 ≤ 𝑃𝑖 ≤ (𝑃𝑖:𝑀 𝑎) elde 

edilir. 

Teorem 4.1.28 𝑀 bir 𝐿 −modül olsun. Böylece aşağıdaki ifadeler denktir: 

i. 𝑀 bir eş çarpımsal 𝐿 −modüldür. 

ii. Her 𝑁 ∈ 𝑀 ve 𝑁 < (0𝑀:𝑀 𝑐) sağlayan her bir 𝑐 ∈ 𝐿 için 𝑐 < 𝑏 ve 𝑁 = (0𝑀:𝑀 𝑏) 

olacak şekilde 𝑏 ∈ 𝐿 vardır.  

iii. Her 𝑁 ∈ 𝑀 ve 𝑁 < (0𝑀:𝑀 𝑐) sağlayan her bir 𝑐 ∈ 𝐿 için 𝑐 < 𝑏 ve 𝑁 ≤ (0𝑀:𝑀 𝑏) 

olacak şekilde 𝑏 ∈ 𝐿 vardır. 

İspat i⇒ii: 𝑁 ∈ 𝑀, 𝑐 ∈ 𝐿 için 𝑁 < (0𝑀:𝑀 𝑐) olsun. 𝑀 eş çarpımsal 𝐿 −modül 

olduğundan 𝑁 = (0𝑀:𝑀 (0𝑀:𝐿 𝑁)) sağlanır. 𝑏 = 𝑐⋁(0𝑀:𝐿 𝑁) olsun. 𝑁 =

(0𝑀:𝑀 (0𝑀:𝐿 𝑁)) < (0𝑀:𝑀 𝑐) olduğundan (0𝑀:𝐿 𝑁) ≰ 𝑐 sağlanır. Böylece 𝑐 < 𝑏 olduğu 

görülür ve (0𝑀:𝑀 𝑏) = (0𝑀:𝑀 𝑐)⋀(0𝑀:𝑀 (0𝑀:𝐿 𝑁)) = (0𝑀:𝑀 (0𝑀:𝐿 𝑁)) = 𝑁 elde edilir. 

ii⇒iii: Aşikardır. 

iii⇒i: 𝑀 nin bir eş çarpımsal 𝐿 −modül olmadığını varsayalım. 1𝑀 = (0𝑀:𝑀 0𝐿) olduğu 

açıktır. Her 𝑐 ∈ 𝐿 için 𝑁 ≠ (0𝑀:𝑀 𝑐) olacak şekilde 𝑁 < 1𝑀 vardır. 𝛺 = {𝑐 ∈ 𝐿|𝑁 <

(0𝑀:𝑀 𝑐)} varsayalım. 0𝐿 ∈ 𝛺 olduğundan 𝛺 ≠ ∅ olduğu görülür. {𝑐𝑖}, 𝛺 da bir zincir 

olsun. 𝑁 < (0𝑀:𝑀 𝑐𝑖) olduğundan 𝑐𝑖𝑁 = 0𝑀 elde edilir ve böylece (⋁𝑐𝑖)𝑁 = ⋁(𝑐𝑖𝑁) =

0𝑀 sağlanır. Buradan 𝑁 ≤ (0𝑀:𝑀 ⋁𝑐𝑖) sağlanır. Fakat kabulümüzden 𝑁 < (0𝑀:𝑀 ⋁𝑐𝑖) 

olmalıdır. Böylece ⋁𝑐𝑖 ∈ 𝛺 sağlanır. Zorn Lemma’ ya göre 𝛺 nın bir maksimal elemanı 

vardır. 𝑐, 𝛺 nın maksimal elemanı olsun. (iii) şıkkına göre 𝑁 < (0𝑀:𝑀 𝑐) olduğundan 𝑁 ≤

(0𝑀:𝑀 𝑏) olacak şekilde 𝑏 > 𝑐 vardır. 𝑁 ≠ (0𝑀:𝑀 𝑏) olduğundan 𝑏 ∈ 𝛺 olur. 𝑏 > 𝑐 

olduğundan bu bir çelişkidir. 

Tanım 4.1.29 𝑀 bir eş çarpımsal 𝐿 −modül olsun. Her 𝑎 ∈ 𝐿 için 𝑎𝑁 = 𝑁 veya 𝑎𝑁 = 0𝑀 

sağlayan 0𝑀 ≠ 𝑁 ∈ 𝑀 ye 𝑀 de ikinci eleman denir. 
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Önerme 4.1.30 𝑀 bir eş çarpımsal 𝐿 −modül olsun. Eğer 𝑁 ∈ 𝑀 için (0𝑀:𝐿 𝑁) = 𝑝, 𝐿 nin 

asal elemanı ise 𝑁, 𝑀 nin ikinci elemanıdır. 

İspat 𝑁 ∈ 𝑀 için (0𝑀:𝐿 𝑁) = 𝑝, 𝐿 nin asal elemanı olsun. 𝑎 ∈ 𝐿 için 𝑎𝑁 ≠ 0𝑀 ise 0𝑀 ≠

𝐾 = 𝑎𝑁 ≤ 𝑁 sağlanır. 0𝑀 ≠ 𝐾 = 𝑎𝑁 < 𝑁 = (0𝑀:𝑀 (0𝑀:𝐿 𝑁)) = (0𝑀:𝑀 𝑝) olduğunu 

varsayalım. Teorem 4.1.28 (ii) şıkkına göre 𝑝 < 𝑏 ve 𝐾 = 𝑎𝑁 = (0𝑀:𝑀 𝑏) olacak şekilde 

𝑏 ∈ 𝐿 vardır. Buradan 𝑏𝑎𝑁 = 0𝑀 sağlanır ve böylece 𝑏𝑎 ≤ 𝑝 = (0𝑀:𝐿 𝑁) elde edilir. 𝑝 

asal ve 𝑏 ≰ 𝑝 olduğundan 𝑎 ≤ 𝑝 sağlanır ve böylece 𝑎𝑁 = 0𝑀 elde edilir. Bu ise 𝑎𝑁 ≠

0𝑀 olması ile çelişir. Sonuç olarak 𝐾 = 𝑎𝑁 = 𝑁 sağlanır. 

Sonuç 4.1.31 𝑀 bir eş çarpımsal 𝐿 −modül ve 𝑁 ∈ 𝑀 olsun. Aşağıdaki ifadeler denktir: 

i. 𝑁, 𝑀 nin ikinci elemanıdır. 

ii. (0𝑀:𝐿 𝑁), 𝐿 nin asal elemanıdır. 

İspat i⇒ii: 𝑁 nin 𝑀 de ikinci eleman olduğunu kabul edelim. 𝑝 = (0𝑀:𝐿 𝑁) olsun. 𝑎𝑏 ≤

𝑝 ve 𝑏 ≰ 𝑝 olduğunu varsayalım. 𝑏 ≰ 𝑝 olduğundan 𝑏𝑁 ≠ 0𝑀 sağlanır. 𝑁 ikinci eleman 

olduğundan 𝑏𝑁 = 𝑁 elde edilir ve böylece 0𝑀 = (𝑎𝑏)𝑁 = 𝑎(𝑏𝑁) = 𝑎𝑁 sağlanır. Sonuç 

olarak 𝑎 ≤ 𝑝 = (0𝑀:𝐿 𝑁) olduğu görülür. 

ii⇒i: Önerme 4.1.30 dan aşikardır.  

Tanım 4.1.32 Sıfır elemanından farklı hiçbir has elemanı bulunmayan 𝐿 −modül 𝑀 ye 

basit 𝐿 −modül denir [36].  

Önerme 4.1.33 𝑀 sıfırdan farklı bir eş çarpımsal 𝑃𝐺 −latis 𝐿 −modül olsun. 

i. {𝑀𝜆}𝜆∈𝛬, 𝑀 nin ⋀𝑀𝜆 = 0𝑀 sağlayan elemanlarının bir ailesi olsun. Böylece her 

𝑁 ∈ 𝑀 için 𝑁 = ⋀ (𝑁⋁𝑀𝜆)𝜆∈𝛬  olur. 

ii. 𝑝, 𝐿 nin (0𝑀:𝑀 𝑝) = 0𝑀 olacak şekilde bir minimal asal elemanı ise 𝑀 basittir. 

İspat i. {𝑀𝜆}𝜆∈𝛬, 𝑀 nin ⋀𝑀𝜆 = 0𝑀 sağlayan elemanlarının bir ailesi olsun. Böylece 𝑁 =

(0𝑀:𝑀 (0𝑀:𝐿 𝑁)) = (⋀𝑀𝜆:𝑀 (0𝑀:𝐿 𝑁)) = ⋀(𝑀𝜆:𝑀 (0𝑀:𝐿 𝑁)) sağlanır ve 𝜆 ∈ 𝛬 için 

𝑀𝜆 ≤ (𝑀𝜆:𝑀 (0𝑀:𝐿 𝑁)) ve 𝑁 ≤ (𝑀𝜆:𝑀 (0𝑀:𝐿 𝑁)) olduğu görülür. Buradan 𝑁 =

⋀(𝑀𝜆:𝑀 (0𝑀:𝐿 𝑁)) ≥ ⋀(𝑀𝜆⋁𝑁) ≥ 𝑁 elde edilir. 

ii. 0𝑀 ≠ 𝑋 ∈ 𝑀 temel eleman ve 𝑝, (0𝑀:𝑀 𝑝) = 0𝑀 sağlayan bir minimal eleman olsun. 

Öyleyse 𝑋 = (0𝑀:𝑀 𝑎) olacak şekilde 𝑎 ∈ 𝐿 vardır. Böylece 𝑋 = (0𝑀:𝑀 𝑎) =

((0𝑀:𝑀 𝑝):𝑀 𝑎) = (0𝑀:𝑀 𝑎𝑝) elde edilir. 𝑝 minimal asal eleman olduğundan 0𝐿 ≤ 𝑎𝑝 ≤
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𝑝 sağlanır ve böylece 𝑎𝑝 = 0𝐿 veya 𝑎𝑝 = 𝑝 elde edilir. Eğer 𝑎𝑝 = 𝑝 ise 𝑋 =

(0𝑀:𝑀 𝑎𝑝) = (0𝑀:𝑀 𝑝) = 0𝑀 olur. Bu ise 𝑋 ≠ 0𝑀 olması ile çelişir. Böylece 𝑎𝑝 = 0𝐿 

sağlanır. Buradan 𝑋 = (0𝑀:𝑀 𝑎𝑝) = 1𝑀 temel elemandır. Sonuç olarak 𝑀 devirlidir. 

𝑀 = {0𝑀, 1𝑀} olduğundan 𝑀 basittir. 

Tanım 4.1.34 𝐿 bir çarpımsal latis ve 𝑎 ∈ 𝐿 olsun. Böylece 𝑎𝑏 = 0𝐿 olacak şekilde bir 

0𝐿 ≠ 𝑏 ∈ 𝐿 varsa 𝑎 ∈ 𝐿 ye sıfır bölen denir. 𝐿 nin tek sıfır böleni 0𝐿 ise 𝐿 ye bölge denir. 

𝑍(𝐿) ile 𝐿 nin sıfır bölenlerinin kümesi gösterilecektir [13].  

Lemma 4.1.35 𝑀⁡bir sadık eş çarpımsal 𝐿 −modül olsun. Öyleyse 𝑊(𝑀) = {𝑎 ∈

𝐿|𝑎1𝑀 < 1𝑀} = 𝑍(𝐿) olur. 

İspat 𝑎 ∈ 𝑊(𝑀) olsun. Böylece 𝑎1𝑀 < 1𝑀 elde edilir. 𝑀 eş çarpımsal olduğundan 

𝑎1𝑀 = (0𝑀:𝑀 (0𝑀:𝐿 𝑎1𝑀)) sağlanır. (0𝑀:𝐿 𝑎1𝑀) ≠ 0𝐿 ve (0𝑀:𝐿 𝑎1𝑀)𝑎1𝑀 = 0𝑀 olduğu 

açıktır. 𝑀 sadık olduğundan (0𝑀:𝐿 𝑎1𝑀)𝑎 = 0𝐿 elde edilir. Böylece 𝑎 ∈ 𝑍(𝐿) olur. 

Tersine 𝑎 ∈ 𝑍(𝐿) olsun. Buraadan 𝑎𝑏 = 0𝐿 olacak şekilde 0𝐿 ≠ 𝑏 ∈ 𝐿 vardır. Böylece 

(𝑎𝑏)1𝑀 = 𝑏(𝑎1𝑀) = 0𝑀 elde edilir ve buradan 𝑎1𝑀 ≤ (0𝑀:𝑀 𝑏) ≠ 1𝑀 sağlanır. Eğer 

(0𝑀:𝑀 𝑏) = 1𝑀 olsaydı 𝑏1𝑀 = 0𝑀 olurdu. 𝑀 sadık olduğundan 𝑏 = 0𝐿  elde edilir. Bu bir 

çelişkidir. Böylece 𝑎1𝑀 ≠ 1𝑀 ve buradan 𝑎 ∈ 𝑊(𝑀) olur. 

Tanım 4.1.36 𝑀 bir 𝐿 −modül olsun. 0𝑀, 𝑀 nin asal elemanı ise 𝑀 ye asal 𝐿 −modül 

denir [36]. 

Açıktır ki; 0𝑀, 𝑀 nin asal elemanı olması için gerek ve yeter koşul her 0𝑀 ≠ 𝑁 ∈ 𝑀 için 

(0𝑀:𝐿 1𝑀) = (0𝑀:𝐿 𝑁) olmasıdır [36]. 

Tanım 4.1.37 𝑀 bir 𝐿 −modül olsun. Her 𝑁 ∈ 𝑀 için (0𝑀:𝐿 1𝑀) = (𝑁:𝐿 1𝑀) sağlanıyorsa 

𝑀 ye eş asal 𝐿 −modül denir [36]. 

Önerme 4.1.38 𝑀 bir 𝐿 −modül olsun. 

i. 𝑀 bir eş çarpımsal asal 𝐿 −modül olsun. Böylece 𝑀⁡bir basit 𝐿 −modüldür. 

ii. 𝑀 bir çarpımsal eş asal 𝐿 −modül ise 𝑀 bir basit 𝐿 −modüldür. 

iii. 𝐿 bir bölge ve 𝑀 bir sadık çarpımsal ve eş çarpımsal 𝐿 −modül olsun. Buradan 𝑀 

basittir. 
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İspat i. 0𝑀 ≠ 𝑁 ∈ 𝑀 olsun. 𝑀⁡bir asal 𝐿 −modül olduğundan her 0𝑀 ≠ 𝑁 ∈ 𝑀 için 

(0𝑀:𝐿 1𝑀) = (0𝑀:𝐿 𝑁) sağlanır. Buradan 𝑁 = (0𝑀:𝑀 (0𝑀:𝐿 𝑁)) = (0𝑀:𝑀 (0𝑀:𝐿 1𝑀)) =

1𝑀 olur. Böylece 𝑀 bir basit 𝐿 −modül olur. 

ii. 𝑁 < 1𝑀 olsun. 𝑀⁡bir eş asal 𝐿 −modül olduğundan (0𝑀:𝐿 1𝑀) = (𝑁:𝐿 1𝑀) elde edilir. 

𝑀 çarpımsal 𝐿 −modül olduğundan 𝑁 = (𝑁:𝐿 1𝑀)1𝑀 = (0𝑀:𝐿 1𝑀)1𝑀 = 0𝑀 elde edilir. 

Böylece 𝑀 nin bir basit 𝐿 −modül olduğu görülür.  

iii. 𝑁 ∈ 𝑀 olsun. Böylece 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿 için 𝑁 = (0𝑀:𝑀 𝑎) ve 𝑁 = 𝑏1𝑀 dir. Buradan 𝑎𝑁 =

𝑎𝑏1𝑀 = 0𝑀 elde edilir. 𝑀 sadık olduğundan 𝑎𝑏 = 0𝐿 dir. 𝐿 bölge olduğundan 𝑎 = 0𝐿  

veya 𝑏 = 0𝐿  olur. Böylece 𝑁 = 1𝑀  veya 𝑁 = 0𝑀 elde edilir. 

Tanım 4.1.39 i. 𝑀 bir 𝑃𝐺 −latis 𝐿 −modül olsun. Her temel 𝑋 ∈ 𝑀 için 𝐴𝑛𝑛(𝑋) =

(0𝑀:𝐿 𝑋) ≠ 0𝐿 sağlanıyorsa 𝑀 ye burulmalı 𝐿 −modül denir [15].  

ii. 𝑀 bir 𝐿 −modül olsun. Her 0𝑀 ≠ 𝑁 ∈ 𝑀 için 𝐴𝑛𝑛(𝑁) = 0𝐿 sağlanıyorsa 𝑀 ye bir 

bölge denir [15].  

Teorem 4.1.40 𝑀 bir eş çarpımsal 𝑃𝐺 −latis 𝐿 −modül ise 𝑀 devirli veya burulmalıdır.  

İspat 𝑀 bir eş çarpımsal 𝑃𝐺 −latis 𝐿 −modül olsun. 𝑀 burulmalı 𝐿 −modül olmadığını 

varsayalım. Böylece (0𝑀:𝐿 𝑋) = 0𝐿 olacak şekilde bir temel eleman 𝑋 ∈ 𝑀 vardır. 

Buradan 𝑋 = (0𝑀:𝑀 (0𝑀:𝐿 𝑋)) = 1𝑀 elde edilir. Böylece 𝑀 devirlidir. 

Sonuç 4.1.41 𝑀 bir sadık eş çarpımsal 𝑃𝐺 −latis 𝐿 −modül ve 1𝑀 kompakt olsun. Eğer 

𝐿 bir bölge ise 𝑀 devirli 𝐿 −modüldür. 

İspat 𝑀 nin devirli olmadığını varsayalım. Buradan 𝑀 burulmalıdır. Böylece her temel 

eleman 𝑋 için (0𝑀:𝐿 𝑋) ≠ 0𝐿 olur. 1𝑀 kompakt olduğundan 1𝑀 ⁡= ⋁𝑋𝑖 iken temel 

elemanlar 𝑋𝑖 ler için 1𝑀 ⁡= ⋁ 𝑋𝑖
𝑛
𝑖=1  sağlanır. Böylece 𝐿 bir bölge olduğundan 0𝐿 =

(0𝑀:𝐿 1𝑀) = ⋀ (0𝑀:𝐿 𝑋𝑖)
𝑛
𝑖=1 ≥ ∏ (0𝑀:𝐿 𝑋𝑖)

𝑛
𝑖=1 ≠ 0𝐿 elde edilir. Buradan bir çelişki elde 

edilir.  

Önerme 4.1.42 𝐿 bir eş çarpımsal 𝑃𝐺 −latis ve 𝑀 bir sadık eş çarpımsal 𝑃𝐺 −latis 

𝐿 −modül olsun. Böylece her bir⁡𝑎 < 1𝐿 şeklindeki 𝑎 ∈ 𝐿 için (0𝑀:𝑀 𝑎) ≠ 0𝑀 ve 𝑎1𝑀 <

1𝑀 elde edilir. 

İspat 𝑎 ∈ 𝐿 ve 𝑎 < 1𝐿 olsun. (0𝑀:𝑀 𝑎) = 0𝑀 olduğunu kabul edelim. Böylece 

(0𝐿:𝐿 𝑎)1𝑀 = 0𝑀 sağlanır. Çünkü (0𝐿:𝐿 𝑎)1𝑀 ≠ 0𝑀 olsaydı ⁡𝑥 ≤ (0𝐿:𝐿 𝑎) olacak şekilde 



39 

 

bir temel eleman 𝑥 ∈ 𝐿 ve 𝑥𝑌 ≠ 0𝑀 olacak şekilde bir temel eleman 𝑌 ∈ 𝑀 var olurdu. 

Buradan 𝑎𝑥 = 0𝐿 olduğundan 𝑎𝑥𝑌 = 0𝑀 sağlanırdı. Böylece 𝑥𝑌 ≤ (0𝑀:𝑀 𝑎) = 0𝑀 

olurdu. Bu ise 𝑥𝑌 ≠ 0𝑀 olması ile çelişirdi. (0𝐿:𝐿 𝑎)1𝑀 = 0𝑀 olduğundan (0𝐿:𝐿 𝑎) ≤

𝐴𝑛𝑛(𝑀) = 0𝐿 elde edilir. 𝐿 bir eş çarpımsal latis olduğundan 𝑎 = (0𝐿:𝐿 (0𝐿:𝐿 𝑎)) = 1𝐿  

olur. Bu ise 𝑎 nın has eleman olması ile çelişir. Şimdi, 𝑎1𝑀 = 1𝑀 olduğunu kabul edelim. 

Buradan (0𝐿:𝐿 𝑎) = (0𝐿:𝐿 1𝑀) = 0𝐿 olur. 𝐿 bir eş çarpımsal latis olduğundan 𝑎 = 1𝐿  

elde edilir. 𝑎 < 1𝐿 olması ile çelişir. 

Tanım 4.1.43 𝐿 bir latis ve 𝑎, 𝐿 nin sıfırdan farklı bir elemanı olsun. Her 𝑏 ∈ 𝐿 için 𝑎⋀𝑏 =

0𝐿 iken 𝑏 = 0𝐿  oluyorsa 𝑎 elemanına büyük denir.  

Tanım 4.1.44 𝐿 bir latis ve 𝑎, 𝐿 nin sıfırdan farklı bir elemanı olsun. Her 𝑏 ∈ 𝐿 için 𝑎⋁𝑏 =

1𝐿 iken 𝑏 = 1𝐿  ise 𝑎 elemanına küçük denir. 

Tanım 4.1.45 𝑀 bir 𝐿 −modül ve 𝑁, 𝑀 nin sıfırdan farklı bir elemanı olsun. Her 𝐾 ∈ 𝑀 

için 𝑁⋀𝐾 = 0𝑀 iken 𝐾 = 0𝑀 oluyorsa 𝑁 elemanına büyük denir.  

Tanım 4.1.46 𝑀 bir 𝐿 −modül ve 𝑁, 𝑀 nin has elemanı olsun. Her 𝐾 ∈ 𝑀 için 𝑁⋁𝐾 =

1𝑀 iken 𝐾 = 1𝑀 ise 𝑁 elemanına küçük denir [36]. 

Önerme 4.1.47 𝑀 bir sadık eş çarpımsal 𝑃𝐺 −latis 𝐿 −modül ve 1𝑀 kompakt eleman 

olsun. Öyleyse 𝑀 nin her sıfırdan farklı elemanının büyük olması için gerek ve yeter koşul 

𝑎 < 1𝐿 şeklindeki her 𝑎 ∈ 𝐿 nin küçük olmasıdır. 

İspat (⇒): 𝑀 nin her sıfırdan farklı elemanının büyük olduğunu varsayalım. 𝑎, 𝐿 nin 

herhangi 0𝐿 ≠ 𝑏 ∈ 𝐿 elemanı için 𝑎⋁𝑏 = 1𝐿 sağlayan bir has elemanı olsun. Öyleyse 

0𝑀 = (0𝑀:𝑀 𝑎⋁𝑏) = (0𝑀:𝑀 𝑎)⋀(0𝑀:𝑀 𝑏) sağlanır. 𝑎 < 1𝐿  olduğundan Teorem 4.1.19 

dan (0𝑀:𝑀 𝑎) ≠ 0𝑀 elde edilir. (0𝑀:𝑀 𝑎) büyük olduğundan (0𝑀:𝑀 𝑏) = 0𝑀 olur. 

Böylece 𝑏 = 1𝐿  sağlanır. 

(⇐): 𝑁 ∈ 𝑀 nin 0𝑀 ≠ 𝐾 ∈ 𝑀 olmak üzere 𝐾⋀𝑁 = 0𝑀 sağladığını varsayalım. 𝑀 bir eş 

çarpımsal 𝐿 −modül olduğundan 𝐾 = (0𝑀:𝑀 (0𝑀:𝐿 𝐾)) ve 𝑁 = (0𝑀:𝑀 (0𝑀:𝐿 𝑁)) 

olduğu görülür. Buradan 0𝑀 = 𝐾⋀𝑁 = (0𝑀:𝑀 (0𝑀:𝐿 𝐾)⋁(0𝑀:𝐿 𝑁)) eşitliği sağlanır ve 

böylece (0𝑀:𝐿 𝐾)⋁(0𝑀:𝐿 𝑁) = 1𝐿 elde edilir. 0𝑀 ≠ 𝐾 olduğundan (0𝑀:𝐿 𝐾) ≠ 1𝐿 olur. 

(0𝑀:𝐿 𝐾) küçük olduğundan (0𝑀:𝐿 𝑁) = 1𝐿 sağlanır ve böylece 𝑁 = 0𝑀 elde edilir. 



40 

 

Önerme 4.1.48 𝑀 bir sadık eş çarpımsal 𝑃𝐺 −latis 𝐿 −modül ve 1𝑀 kompakt eleman 

olsun. Böylece 𝑁 ∈ 𝑀 nin büyük olması için gerek ve yeter koşul 𝑁 = (0𝑀:𝑀 𝑎) olacak 

şekilde bir küçük 𝑎 ∈ 𝐿 var olmasıdır. 

İspat (⇒): 𝑁 ∈ 𝑀 nin büyük olduğunu varsayalım. 𝑀 bir eş çarpımsal 𝐿 −modül 

olduğundan 𝑁 = (0𝑀:𝑀 𝑎) sağlanır. 0𝐿 ≠ 𝑏 ∈ 𝐿 için 𝑎⋁𝑏 = 1𝐿 olduğunu kabul edelim. 

Böylece 𝑁⋀(0𝑀:𝑀 𝑏) = (0𝑀:𝑀 𝑎)⋀(0𝑀:𝑀 𝑏) = (0𝑀:𝑀 𝑎⋁𝑏) = 0𝑀 elde edilir. 𝑁 büyük 

olduğundan Teorem 4.1.19 aracılığıyla (0𝑀:𝑀 𝑏) = 0𝑀 sağlanır. Böylece 𝑏 = 1𝐿 olur. 

Yani 𝑎 bir küçük elemandır. 

(⇐): 𝑁 = (0𝑀:𝑀 𝑎) olacak şekilde bir küçük 𝑎 ∈ 𝐿 var olduğunu kabul edelim. 𝑁⋀𝐾 =

0𝑀 olacak şekilde 𝐾 ∈ 𝑀 alalım. 𝑀 bir eş çarpımsal 𝐿 −modül olduğundan 𝐾 =

(0𝑀:𝑀 𝑏) olacak şekilde 𝑏 ∈ 𝐿 vardır. Böylece 0𝑀 = 𝑁⋀𝐾 = (0𝑀:𝑀 𝑎)⋀(0𝑀:𝑀 𝑏) =

(0𝑀:𝑀 𝑎⋁𝑏) sağlanır ve böylece Teorem 4.1.19 dan 𝑎⋁𝑏 = 1𝐿 olur. Sonuç olarak 𝑏 = 1𝐿  

olur. Böylece 𝐾 = (0𝑀:𝑀 𝑏) = 0𝑀 dir. Buradan 𝑁 büyüktür. 
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BÖLÜM 5 

 ÇARPIMSAL LATİSLERİN SPEKTRUMU 

Bu bölümde halka ve modüllerin asal spektrumları üzerinde kurulan Zariski topolojisi, 

latis ve latis modüllerin asal spektrumları üzerinde kurulmuştur. Çalışmanın bu bölümü 

için kaynak olarak On Ring Theoretic Lattice Modules [17], The Zariski Topology on The 

Prime Spectrum of a Module [26], Seperation Axioms and Their Prime Spectrum of 

Commutative Semirings [25], Abstract Spectral Theory. II: Minimal Characters and 

Minimal Spectrums of Multiplicative Lattices [22] ve The Zariski Topology on the Prime 

Spectrum of a Module over Noncommutative Rings [27] makalelerinden 

faydalanılmıştır. 

5.1 Çarpımsal Latisler Üzerinde Zariski Topolojisi 

Bu bölümde N.K. Thakare’ nin makalesinde kurulmuş olan topoloji için bazı özellikler, 

önermeler ve teoremler incelenmiştir. 𝜎(𝐿) ile 𝐿 nin asal elemanlarının kümesi 

gösterilmiştir. Herhangi bir 𝑎 ∈ 𝐿 için 𝑉(𝑎) = {𝑝 ∈ 𝜎(𝐿)⁡|⁡𝑎 ≤ 𝑝} kapalı kümeler olmak 

üzere 𝜎(𝐿) üzerinde bir topoloji belirlenmiştir. Topoloji olma şartları aşağıdaki 

önermede incelenmiştir. Bu topolojiye Zariski topolojisi denilmiştir. 

Önerme 5.1.1 Yukarıdaki tanımlar ile 𝜎(𝐿) aşağıdaki durumları sağlar [22]: 

i. 𝑉(0) = 𝜎(𝐿) ve 𝑉(1𝐿) = ∅. 

ii. ⋂ 𝑉(𝑎𝛼)𝛼 = 𝑉(⋁ 𝑎𝛼)𝛼 . 

iii. 𝑉(𝑎) ∪ 𝑉(𝑏) = 𝑉(𝑎𝑏) = 𝑉(𝑎 ∧ 𝑏). 

İspat i. Aşikardır. 



42 

 

ii. 𝑝 ∈ ⋂ 𝑉(𝑎𝛼)𝛼  olsun. Buradan her 𝛼 ∈ ∆ için 𝑝 ∈ 𝑉(𝑎𝛼) olur. 𝑝 ∈ 𝑉(𝑎𝛼) sağlanması 

için gerek ve yeter koşul 𝑎𝛼 ≤ 𝑝 olmasıdır. Her⁡𝛼 ∈ ∆ için⁡⋁ 𝑎𝛼𝛼 ≤ 𝑝 sağlanması için 

gerek ve yeter koşul 𝑝 ∈ 𝑉(⋁ 𝑎𝛼𝛼 ) olmasıdır. 

iii. 𝑝 ∈ 𝑉(𝑎) ∪ 𝑉(𝑏) olsun. Bu durumda 𝑎 ≤ 𝑝 veya 𝑏 ≤ 𝑝 dir. O halde 𝑎⋀𝑏 ≤ 𝑝 olur ve 

böylece 𝑝 ∈ 𝑉(𝑎⋀𝑏) dir. 𝑎𝑏 ≤ 𝑎⋀𝑏 olduğundan 𝑉(𝑎⋀𝑏) ⊆ 𝑉(𝑎𝑏) sağlanır. Şimdi 𝑝 ∈

𝑉(𝑎𝑏) olduğunu kabul edelim. Böylece 𝑎𝑏 ≤ 𝑝 olur ve 𝑝 asal olduğundan 𝑎 ≤ 𝑝 veya 

𝑏 ≤ 𝑝 sağlanır. Böylece 𝑝 ∈ 𝑉(𝑎) ∪ 𝑉(𝑏) olur. 

𝜎(𝐿) nin kapalı kümeleri 𝑎 ∈ 𝐿 için 𝑉(𝑎) şeklinde olduğundan 𝜎(𝐿) nin açık kümeleri 

𝜎(𝐿) − 𝑉(𝑎) şeklindedir. 𝑎 ∈ 𝐿 olmak üzere 𝜎(𝐿) − 𝑉(𝑎) kümesi 𝐷𝑎 ile gösterilecektir. 

Önerme 5.1.2 𝐿 bir 𝐶 −latis ve 𝑎, 𝐿 nin bir has elemanı olsun. O halde √𝑎 =

⋀{𝑝 ∈ 𝜎(𝐿)|𝑝 ∈ 𝑉(𝑎)} sağlanır.  

İspat 𝑥 ≤ √𝑎 olacak şekilde bir 𝑥 ∈ 𝐿 alalım. Her 𝑝 ∈ 𝑉(𝑎) için 𝑥𝑛 ≤ 𝑝 olacak şekilde bir 

𝑛 pozitif tam sayısı vardır. 𝑝 bir asal eleman olduğundan 𝑥 ≤ 𝑝 sağlanır. Böylece √𝑎 ≤

⋀ 𝑝𝑝∈𝑉(𝑎)  olduğu açıktır. Eğer √𝑎 < ⋀ 𝑝𝑝∈𝑉(𝑎)  ise 𝑐 ≤ ⋀ 𝑝𝑝∈𝑉(𝑎)  ve 𝑐 ≰ √𝑎 olacak şekilde 

bir 𝑐 ∈ 𝐿∗ vardır. O halde her 𝑛 pozitif tam sayısı için 𝑐𝑛 ≰ 𝑎 sağlanır. [29, Önerme 2.1] 

aracılığıyla 𝑎 ≤ 𝑝 ve 𝑐 ≰ 𝑝 olacak şekilde bir 𝑝 ∈ 𝜎(𝐿) vardır. Bu ise 𝑐 ≤ ⋀ 𝑝𝑝∈𝑉(𝑎)  

olması ile çelişir.  

Önerme 5.1.3 𝐿 bir 𝐶 −latis ve 𝐿∗, 𝐿 nin kompakt elemanlarının kümesi olmak üzere 

{𝐷𝑎|⁡𝑎 ∈ 𝐿∗} kümesi 𝜎(𝐿) üzerindeki Zariski topolojisi için bir taban oluşturur.  

İspat 𝐺 açık bir küme olsun. Buradan 𝐺 = 𝜎(𝐿) − 𝑉(𝑎) olacak şekilde 𝑎 ∈ 𝐿 vardır. 𝐿 bir 

𝐶 −latis olduğundan 𝐺 = 𝜎(𝐿) − 𝑉(𝑎) = 𝜎(𝐿) − 𝑉(⋁ 𝑐𝑐∈𝐿∗ ) = 𝜎(𝐿) − ⋂ 𝑉(𝑐)𝑐∈𝐿∗ =

⋃ (𝜎(𝐿) − 𝑉(𝑐))𝑐∈𝐿∗ = ⋃ 𝐷𝑐𝑐∈𝐿∗  sağlanır. Böylece {𝐷𝑎|⁡𝑎 ∈ 𝐿∗} kümesi 𝜎(𝐿) üzerindeki 

Zariski topolojisi için bir taban oluşturur.  

Önerme 5.1.4 𝐿 çarpımsal latis ve bir 𝑎 ∈ 𝐿 için 𝐷𝑎 = ⁡𝜎(𝐿) − 𝑉(𝑎) olsun. Aşağıdaki 

ifadeler sağlanır. 

i. 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿 için 𝐷𝑎 ∩ 𝐷𝑏 = 𝐷𝑎𝑏. 

ii, iii, ve iv için 𝐿 nin 𝐶 −latis olduğunu kabul edelim: 

ii. 𝐷𝑎 = ∅ olması için gerek ve yeter koşul 𝑎 nın nilpotent eleman olmasıdır. 
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iii. 𝐷𝑎 = 𝐷𝑏 olması için gerek ve yeter koşul √𝑎 = √𝑏 olmasıdır. 

iv. 𝜎(𝐿) kompakt uzaydır. 

İspat i. 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿 için⁡𝑝 ∈ 𝐷𝑎 ∩ 𝐷𝑏  olması için gerek ve yeter koşul 𝑎 ≰ 𝑝 ve⁡𝑏 ≰ 𝑝 

sağlanması için gerek ve yeter koşul 𝑎𝑏 ≰ 𝑝 olması için gerek ve yeter koşul 𝑝 ∈ 𝐷𝑎𝑏 

olmasıdır. 

ii. 𝐷𝑎 = ∅ olsun. Böylece 𝑉(𝑎) = ⁡𝜎(𝐿) dir ve buradan her 𝑝 ∈ ⁡𝜎(𝐿) için 𝑎 ≤ 𝑝 olduğu 

görülür. Böylece 𝑎 ≤ √0 dir, yani 𝑎𝑛 = 0 olacak şekilde bir 𝑛 pozitif tam sayısı vardır. 

Böylece 𝑎 nilpotent elemandır. Tersine 𝑎 nilpotent eleman olsun. Yani 𝑎𝑛 = 0 olacak 

şekilde bir 𝑛 pozitif tam sayısı var olsun. Buradan her 𝑝 ∈ ⁡𝜎(𝐿) için 𝑎𝑛 ≤ 𝑝 sağlanır. 

Böylece her 𝑝 ∈ ⁡𝜎(𝐿) için 𝑎 ≤ 𝑝 olur, yani 𝑉(𝑎) = ⁡𝜎(𝐿). Öyleyse 𝐷𝑎 = ∅ elde edilir. 

iii. 𝐷𝑎 = 𝐷𝑏 olması için gerek ve yeter koşul 𝑉(𝑎) = 𝑉(𝑏) olması için gerek ve yeter 

koşul √𝑎 = √𝑏 olmasıdır. 

iv. {𝐺𝑖|𝑖 ∈ ∇}, ⁡𝜎(𝐿) nin bir açık örtülüşü olsun. Genelliği bozmaksızın 𝑖 ∈ ∇, 𝑐𝑖 ∈ 𝐿∗ için 

𝐺𝑖 = 𝐷𝑐𝑖  olduğunu kabul edelim. 𝜎(𝐿) = ⋃ 𝐺𝑖𝑐𝑖∈𝐿∗
𝑖∈∇

= ⋃ 𝐷𝑐𝑖𝑐𝑖∈𝐿∗
𝑖∈∇

= ⋃ (𝜎(𝐿) −𝑐𝑖∈𝐿∗
𝑖∈∇

𝑉(𝑐𝑖)) = 𝜎(𝐿) − ⋂ 𝑉(𝑐𝑖)𝑐𝑖∈𝐿∗
𝑖∈∇

= 𝜎(𝐿) − 𝑉(⋁ 𝑐𝑖𝑐𝑖∈𝐿∗
𝑖∈∇

). Böylece 𝑉 (⋁ 𝑐𝑖𝑐𝑖∈𝐿∗
𝑖∈∇

) = ∅ elde 

edilir. Yani ⋁ 𝑐𝑖𝑐𝑖∈𝐿∗
𝑖∈∇

 elemanı hiçbir asal eleman tarafından kapsanmaz. Öyleyse 

⋁ 𝑐𝑖𝑐𝑖∈𝐿∗
𝑖∈∇

= 1𝐿 eşitliği sağlanır. 1𝐿 kompakt eleman olduğundan 1𝐿 = ⋁ 𝑐𝑗𝑐𝑗∈𝐿∗
𝑗∈I

 olacak 

şekilde ∇ nın sonlu bir alt kümesi 𝐼 vardır. Buna göre 𝑉 (⋁ 𝑐𝑗𝑐𝑗∈𝐿∗
𝑗∈I

) = ∅ olur. Buradan 

𝜎(𝐿) = 𝜎(𝐿) − 𝑉 (⋁ 𝑐𝑗𝑐𝑗∈𝐿∗
𝑗∈I

) = 𝜎(𝐿) − ⋂ 𝑉(𝑐𝑗)𝑐𝑗∈𝐿∗
𝑗∈I

= ⋃ (𝜎(𝐿) − 𝑉(𝑐𝑗))𝑐𝑗∈𝐿∗
𝑗∈I

=

⋃ 𝐷𝑐𝑗𝑐𝑗∈𝐿∗
𝑗∈I

 sağlanır. Böylece 𝜎(𝐿) kompakt uzaydır. 

Lemma 5.1.5 𝐿 bir 𝐶 −latis olsun. Böylece, 𝜎(𝐿) nin indirgenemez olması için gerek ve 

yeter koşul √0 ın bir asal eleman olmasıdır. 

İspat (⇒): √0 nın bir asal eleman olmadığını kabul edelim. Böylece, 𝑎𝑏 ≤ √0 fakat 

𝑎, 𝑏 ≰ √0 olacak şekilde 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿 vardır. 𝑎 ≰ √0 olduğundan 𝑉(𝑎) ≠ 𝜎(𝐿) dir ve 

böylece 𝜎(𝐿) − 𝑉(𝑎) = 𝐺𝑎 ≠ ∅ dir. Benzer şekilde, 𝜎(𝐿) − 𝑉(𝑏) = 𝐺𝑏 ≠ ∅ dir. 𝐺𝑎 ve 
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𝐺𝑏 açık kümelerdir ve 𝐺𝑎 ∩ 𝐺𝑏 = (𝜎(𝐿) − 𝑉(𝑎)) ∩ (𝜎(𝐿) − 𝑉(𝑏)) = 𝜎(𝐿) − (𝑉(𝑎) ∪

𝑉(𝑏)) = 𝜎(𝐿) − 𝑉(𝑎𝑏) elde edilir. 𝑎𝑏 ≤ √0 = ⋀ 𝑝𝑝∈𝜎(𝐿)  olduğundan 𝑉(𝑎𝑏) = 𝜎(𝐿) ve 

böylece 𝐺𝑎 ∩ 𝐺𝑏 = 𝜎(𝐿) − 𝑉(𝑎𝑏) = ∅ dir. Buna göre 𝜎(𝐿) indirgenemez değildir. Bu 

durum kabulümüz ile çelişir. Sonuç olarak √0 bir asal elemandır. 

(⇐): √0 nın bir asal eleman olduğunu varsayalım. 𝑈 ve 𝑉, 𝜎(𝐿) nin boştan farklı iki açık 

kümesi olsun. 𝑝 ∈ 𝑈, 𝑞 ∈ 𝑉 ve 𝑎 ∈ 𝐿 için 𝑈 = 𝜎(𝐿) − 𝑉(𝑎) olsun. Bu durumda 𝑝 ∈ 𝑈 

olduğundan 𝑝 ∉ 𝑉(𝑎), buradan 𝑎 ≰ 𝑝 ve √0 ≤ 𝑝 dir. Böylece √0 ∉ 𝑉(𝑎) dır. Bu ise 

√0 ∈ 𝜎(𝐿) − 𝑉(𝑎), yani √0 ∈ 𝑈 olmasını sağlar. Benzer şekilde, √0 ∈ 𝑉 dir ve √0 ∈ 𝑈 ∩

𝑉 dir. Böylece 𝑈 ∩ 𝑉 ≠ ∅ elde edilir. 𝜎(𝐿) nin indirgenemez olduğu görülür. 

𝑌, 𝜎(𝐿) nin bir alt kümesi olsun. 𝑌 deki bütün elemanların infimumu 𝜉∗(𝑌) ile 𝜎(𝐿) de 

𝑌 nin kapanışı ise 𝑐𝑙(𝑌) ile gösterilecektir. 

Önerme 5.1.6 𝑌, 𝜎(𝐿) nin bir alt kümesi olsun. Aşağıdaki ifadeler sağlanır. 

i. 𝑐𝑙(𝑌) = 𝑉(𝜉∗(𝑌)) dir. 

ii. 𝑌 nin bir kapalı küme olması için gerek ve yeter koşul 𝑉(𝜉∗(𝑌)) = 𝑌 olmasıdır. 

iii. 𝑌 nin indirgenemez olması için gerek ve yeter koşul 𝜉∗(𝑌) bir asal eleman 

olmasıdır. 

İspat i. 𝑎 ∈ 𝐿 olmak üzere 𝑉(𝑎) kapalı kümesi 𝑌 kümesini içerirse her 𝑝 ∈ 𝑌 için 𝑎 ≤ 𝑝 

sağlanır. Böylece 𝑎 ≤ 𝜉∗(𝑌) ve buradan 𝑉(𝜉∗(𝑌)) ⊆ 𝑉(𝑎) olduğu görülür. 𝑌 ⊆

𝑉(𝜉∗(𝑌)) olduğundan 𝑉(𝜉∗(𝑌)), 𝑌 kümesini kapsayan 𝜎(𝐿) nin en küçük kapalı 

kümesidir. 

ii. i şıkkından açıktır. 

iii. ⁡𝜉∗(𝑌), 𝑝 ile gösterelim ve 𝑌 kümesinin indirgenemez olduğunu kabul edelim. 𝑎, 𝑏 ∈

𝐿 için 𝑎𝑏 ≤ 𝑝 olsun. Böylece, 𝑌 ⊆ 𝑉(𝑎𝑏) = 𝑉(𝑎) ∪ 𝑉(𝑏) dir. 𝑌 indirgenemez ve 𝑉(𝑎), 

𝑉(𝑏) kapalı kümeler olduklarından 𝑌 ⊆ 𝑉(𝑎) veya 𝑌 ⊆ 𝑉(𝑏) dir. Bu durumda 𝑎 ≤ 𝑝 

veya 𝑏 ≤ 𝑝 dir ve böylece 𝑝 asaldır. Tersine, 𝑝 asal eleman olsun. i. şartından 𝑐𝑙(𝑌) =

𝑉(𝑝) dir ve 𝑝 asal olduğundan 𝑝 = 𝜉∗(𝑝) dir. Böylece 𝑐𝑙(𝑌) = 𝑉(𝜉∗(𝑝)) = 𝑐𝑙({𝑝}) 

sağlanır ve Önerme 2.28 den 𝑌 indirgenemezdir. 

(𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay olsun. 
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Önerme 5.1.7 𝑝 ∈ 𝜎(𝐿) olsun. Aşağıdaki ifadeler sağlanır. 

i. 𝑐𝑙({𝑝}) = 𝑉(𝑝) dir. 

ii. {𝑝} nin bir kapalı küme olması için gerek ve yeter koşul 𝑝 nin bir maksimal eleman 

olmasıdır. 

İspat i. Önerme 5.1.6 da 𝑌 yerine {𝑝} alındığında aşikardır. 

ii. (⇐): 𝑝 ∈ 𝜎(𝐿) nin bir maksimal eleman olduğunu kabul edelim. Buradan, {𝑝} =

𝑉(𝑝) = 𝑐𝑙({𝑝}) dir ve böylece {𝑝} bir kapalı kümedir. 

(⇒): Eğer {𝑝} kapalı küme ise {𝑝} = 𝑐𝑙({𝑝}) = 𝑉(𝑝) dir. Böylece 𝑝 ∈ 𝜎(𝐿) bir maksimal 

elemandır. 

Önerme 5.1.8 𝐿 bir 𝐶 −latis olsun. Öyleyse, 𝜎(𝐿) bir 𝑇0 −uzaydır. 

İspat 𝑝, 𝑞 ∈ 𝜎(𝐿) olsun. 𝑞 ≨ 𝑝 olduğunu varsayalım. 𝐿, 𝐶 −latis olduğundan 𝑥 ≤ 𝑝 ve 

𝑥 ≰ 𝑞 olacak şekilde bir 𝑥 ∈ 𝐿∗ vardır. Böylece 𝑝 ∈ 𝑉(𝑥) ve 𝑞 ∉ 𝑉(𝑥) olduğu görülür. 

Buradan 𝑝 ∉ 𝜎(𝐿) − 𝑉(𝑥) ve 𝑞 ∈ 𝜎(𝐿) − 𝑉(𝑥) sağlanır. Böylece 𝜎(𝐿) bir 𝑇0 −uzaydır. 

Önerme 5.1.9 𝜎(𝐿) nin bir 𝑇1 −uzay olması için gerek ve yeter koşul 𝑚𝑎𝑥(𝐿) = {𝑝 ∈

𝜎(𝐿)|𝑝⁡𝑚𝑎𝑘𝑠𝑖𝑚𝑎𝑙⁡𝑒𝑙𝑒𝑚𝑎𝑛} olmak üzere 𝑚𝑎𝑥(𝐿) = 𝜎(𝐿) olmasıdır. 

İspat (⇒): Önerme 5.1.7 ii şıkkından aşikardır. 

(⇐): 𝑚𝑎𝑥(𝐿) = {𝑝 ∈ 𝜎(𝐿)|𝑝⁡𝑚𝑎𝑘𝑠𝑖𝑚𝑎𝑙⁡𝑒𝑙𝑒𝑚𝑎𝑛} olmak üzere 𝑚𝑎𝑥(𝐿) = 𝜎(𝐿) 

olduğunu kabul edelim. Eğer {𝑝} ≠ {𝑝}̅̅ ̅̅ = 𝑉(𝑝) ise 𝑞 ∈ 𝑉(𝑝) − {𝑝} olacak şekilde bir 𝑞 

elemanı vardır. Buradan 𝑝 ≨ 𝑞 dur fakat bu kabulümüz ile çelişir. O halde {𝑝} = {𝑝}̅̅ ̅̅  

olmalıdır. Böylece 𝜎(𝐿) bir 𝑇1 −uzayıdır. 

Tanım 5.1.10 (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay olsun. Her 𝑈 ∈ 𝜏 ve 𝑥 ∈ 𝑈 için 𝑐𝑙({𝑥}) ⊆ 𝑈 

sağlanıyorsa (𝑋, 𝜏) uzayına 𝑅0 −uzay denir [25]. 

Teorem 5.1.11 𝐿, 𝐶 −latis olsun. Aşağıdaki ifadeler denktir: 

i. 𝑚𝑎𝑥(𝐿) = {𝑝 ∈ 𝜎(𝐿)|𝑝⁡𝑚𝑎𝑘𝑠𝑖𝑚𝑎𝑙⁡𝑒𝑙𝑒𝑚𝑎𝑛} olmak üzere 𝑚𝑎𝑥(𝐿) = 𝜎(𝐿) dir. 

ii. 𝜎(𝐿) bir 𝑇1 −uzaydır. 

iii. 𝜎(𝐿) bir 𝑅0 −uzaydır. 

⁡İspat i⇔ii: Önerme 5.1.9 den aşikardır. ii⇔iii: 𝑇1 = 𝑇0 + 𝑅0 olduğundan aşikardır [25]. 
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5.2 Latis Modüller Üzerinde Zariski Topolojisi 

𝜎(𝑀), 𝑀 nin bütün asal elemanlarının kümesi olsun. 𝑁 elemanının varyetesi 𝑉∗(𝑁) =

{𝑃 ∈ 𝜎(𝑀)|𝑁 ≤ 𝑃} olarak tanımlansın. Böylece aşağıdaki Önerme sağlanır: 

Önerme 5.2.1 𝑀 latis modülünün bir 𝑁 elemanı için 𝑉∗(𝑁) = {𝑃 ∈ 𝜎(𝑀)|𝑁 ≤ 𝑃} olmak 

üzere aşağıdaki aksiyomlar sağlanır. 

i. 𝑉∗(0𝑀) = 𝜎(𝑀) ve 𝑉∗(1𝑀) = ∅ dir. 

ii. Herhangi bir indeks kümesi ∆ için ⋂ 𝑉∗(𝑁𝛼)𝛼∈∆ = 𝑉∗(⋁ 𝑁𝛼𝛼∈∆ ) sağlanır. 

iii. 𝑀 nin 𝑁 ve 𝐾 elemanları için 𝑉∗(𝑁) ∪ 𝑉∗(𝐾) ⊆ 𝑉∗(𝑁 ∧ 𝐾) sağlanır. 

İspat i. Aşikardır. 

ii. 𝑃 ∈ ⋂ 𝑉∗(𝑁𝛼)𝛼∈∆  olsun. Böylece her 𝛼 ∈ ∆ için 𝑃 ∈ 𝑉∗(𝑁𝛼) sağlanır. Böylece her 𝛼 

için 𝑁𝛼 ≤ 𝑃 dir ve buradan ⋁ 𝑁𝛼𝛼∈∆ ≤ 𝑃 sağlanır. Sonuç olarak 𝑃 ∈ 𝑉∗(⋁ 𝑁𝛼𝛼∈∆ ) elde 

edilir. Tersi de aynı şekilde gösterilir. 

iii. 𝑀 nin 𝑁 ve 𝐾 elemanları için 𝑃 ∈ 𝑉∗(𝑁) ∪ 𝑉∗(𝐾) olsun. Buradan 𝑁 ≤ 𝑃 veya 𝐾 ≤ 𝑃 

sağlanır. Böylece 𝑁 ∧ 𝐾 ≤ 𝑃, yani 𝑃 ∈ 𝑉∗(𝑁 ∧ 𝐾) elde edilir. 

𝜁∗(𝑀) = {𝑉∗(𝑁)|𝑁 ∈ 𝑀} kümesi bütün kapalı kümelerin ailesi olmak üzere Önerme 

5.2.1 aracılığıyla 𝜎(𝑀) üzerinde bir topolojinin var olması için gerek ve yeter koşul 𝜁∗(𝑀) 

nin sonlu birleşimler altında kapalı olmasıdır. Bu durum sağlandığında 𝜎(𝑀) üzerindeki 

bu topolojiye Quasi-Zariski topolojisi denir ve 𝜏∗ ile gösterilir. 𝜁∗(𝑀) üzerinde 𝜏∗ 

topolojisi tanımlanıyorsa 𝐿 −modül 𝑀 ye bir zirve 𝐿 −modül denir.  

𝑀 latis modülünün herhangi bir 𝑁 elemanı için yeni bir varyete şu şekilde tanımlansın: 

𝑉(𝑁) = {𝑃 ∈ 𝜎(𝑀)|(𝑁:𝐿 1𝑀) ≤ (𝑃:𝐿 1𝑀)}. Tanımlanan bu yeni varyeteye göre 

aşağıdaki Önerme ispatlanacaktır: 

Önerme 5.2.2 𝑀 bir 𝐿 −modül olsun. Aşağıdaki aksiyomlar sağlanır: 

i. 𝑉(0𝑀) = 𝜎(𝑀) ve 𝑉(1𝑀) = ∅ dir. 

ii. Herhangi bir indeks kümesi ∆ için ⋂ 𝑉(𝑁𝛼)𝛼∈∆ = 𝑉(⋁ (𝑁𝛼:𝐿 1𝑀)1𝑀𝛼∈∆ ) dir. 

iii. 𝑀 nin 𝑁 ve 𝐾 elemanları için 𝑉(𝑁) ∪ 𝑉(𝐾) = 𝑉(𝑁 ∧ 𝐾) dir. 

İspat i. Aşikardır. 
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ii. 𝑃 ∈ ⋂ 𝑉(𝑁𝛼)𝛼∈∆  olsun. Buradan her 𝛼 ∈ ∆ için 𝑃 ∈ 𝑉(𝑁𝛼) sağlanır. Her 𝛼 için 

(𝑁𝛼:𝐿 1𝑀) ≤ (𝑃:𝐿 1𝑀) olur. Böylece (𝑁𝛼:𝐿 1𝑀)1𝑀 ≤ (𝑃:𝐿 1𝑀)1𝑀 elde edilir. Bu 

durumda ⋁ (𝑁𝛼:𝐿 1𝑀)1𝑀𝛼∈∆ ≤ 𝑃 olduğu görülür. Böylece (⋁ (𝑁𝛼:𝐿 )1𝑀𝛼∈∆ :𝐿 1𝑀) ≤

(𝑃:𝐿 1𝑀) elde edilir. 𝑃 ∈ 𝑉(⋁ (𝑁𝛼:𝐿 1𝑀)1𝑀𝛼∈∆ ) olduğu görülür. 

𝑃 ∈ 𝑉(⋁ (𝑁𝛼:𝐿 1𝑀)1𝑀𝛼∈∆ ) olsun. Öyleyse (⋁ (𝑁𝛼:𝐿 1𝑀)1𝑀𝛼∈∆ :𝐿 1𝑀) ≤ (𝑃:𝐿 1𝑀) elde 

edilir. O halde ⋁ (𝑁𝛼:𝐿 1𝑀)𝛼∈∆ ≤ (⋁ (𝑁𝛼:𝐿 1𝑀)1𝑀𝛼∈∆ :𝐿 1𝑀) ≤ (𝑃:𝐿 1𝑀) olduğundan 

⋁ (𝑁𝛼:𝐿 1𝑀)𝛼∈∆ 1𝑀 ≤ 𝑃 elde edilir. Böylece (𝑁𝛼:𝐿 1𝑀)1𝑀 ≤ 𝑃 ve her 𝛼 ∈ ∆ için 

(𝑁𝛼:𝐿 1𝑀) ≤ (𝑃:𝐿 1𝑀) sağlanır. Buradan her 𝛼 ∈ ∆ için 𝑃 ∈ 𝑉(𝑁𝛼) olduğu görülür. 

Böylece 𝑃 ∈ ⋂ 𝑉(𝑁𝛼)𝛼∈∆  elde edilir. 

iii. 𝑀 nin 𝑁 ve 𝐾 elemanları için 𝑃 ∈ 𝑉(𝑁) ∪ 𝑉(𝐾) olsun. Böylece (𝑁:𝐿 1𝑀) ≤ (𝑃:𝐿 1𝑀) 

veya (𝐾:𝐿 1𝑀) ≤ (𝑃:𝐿 1𝑀) elde edilir. Buradan (𝑁:𝐿 1𝑀) ∧ (𝐾:𝐿 1𝑀) ≤ (𝑃:𝐿 1𝑀) sağlanır 

ve ((𝑁 ∧ 𝐾):𝐿 1𝑀) ≤ (𝑃:𝐿 1𝑀) olduğu görülür. Böylece 𝑃 ∈ 𝑉(𝑁 ∧ 𝐾) sağlanır. 

𝑃 ∈ 𝑉(𝑁 ∧ 𝐾) olsun. Buradan ((𝑁 ∧ 𝐾):𝐿 1𝑀) ≤ (𝑃:𝐿 1𝑀) olur. Böylece (𝑁:𝐿 1𝑀) ∧

(𝐾:𝐿 1𝑀) ≤ (𝑃:𝐿 1𝑀) olduğu görülür. (𝑃:𝐿 1𝑀), 𝐿 de asal eleman olduğundan 

(𝑁:𝐿 1𝑀) ≤ (𝑃:𝐿 1𝑀) veya (𝐾:𝐿 1𝑀) ≤ (𝑃:𝐿 1𝑀) sağlanır. Böylece 𝑃 ∈ 𝑉(𝑁) ∪ 𝑉(𝐾) 

olduğu görülür. 

𝜁(𝑀) = {𝑉(𝑁)|𝑁 ∈ 𝑀} olmak üzere Önerme 5.2.2 aracılığı ile görülür ki 𝜎(𝑀) üzerinde 

bir topoloji tanımlanır. Bu topolojiye Zariski topolojisi denir ve 𝜏 ile gösterilir. Bu 

çalışmanın kalanı boyunca bu topoloji üzerinde çalışılacaktır. 

Önerme 5.2.3 𝑀 bir 𝐿 −modül ve 𝑁,𝐾 ∈ 𝑀 olsun. Aşağıdaki ifadeler sağlanır. 

i. Eğer (𝑁:𝐿 1𝑀) = (𝐾:𝐿 1𝑀) ise 𝑉(𝑁) = 𝑉(𝐾) sağlanır. Tersi ise 𝑁 ve 𝐾 nın asal 

elemanlar olması halinde doğrudur. 

ii. 𝑉(𝑁) = 𝑉((𝑁:𝐿 1𝑀)1𝑀) = 𝑉∗((𝑁:𝐿 1𝑀)1𝑀) dir. Özellikle, bir 𝑎 ∈ 𝐿 için 

𝑉(𝑎1𝑀) = 𝑉∗(𝑎1𝑀) dir. 

İspat i. Eğer (𝑁:𝐿 1𝑀) = (𝐾:𝐿 1𝑀) ise 𝑉(𝑁) = 𝑉(𝐾) olduğu aşikardır. Tersi için 𝑁 ve 𝐾 

asal elemanlar olsun. (𝑁:𝐿 1𝑀) ≤ (𝐾:𝐿 1𝑀) ve (𝐾:𝐿 1𝑀) ≤ (𝑁:𝐿 1𝑀) olduğundan 

(𝑁:𝐿 1𝑀) = (𝐾:𝐿 1𝑀) dir.  

ii. 𝑃 ∈ 𝑉(𝑁) olsun. Buradan (𝑁:𝐿 1𝑀) ≤ (𝑃:𝐿 1𝑀) ve buradan (𝑁:𝐿 1𝑀)1𝑀 ≤

(𝑃:𝐿 1𝑀)1𝑀 ≤ 𝑃 elde edilir. Böylece ((𝑁:𝐿 1𝑀)1𝑀:𝐿 1𝑀) ≤ (𝑃:𝐿 1𝑀) olduğu görülür ve 
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sonuç olarak 𝑃 ∈ 𝑉((𝑁:𝐿 1𝑀)1𝑀) sağlanır. Tersi için 𝑃 ∈ 𝑉((𝑁:𝐿 1𝑀)1𝑀) olsun. 

Buradan ((𝑁:𝐿 1𝑀)1𝑀:𝐿 1𝑀) ≤ (𝑃:𝐿 1𝑀) dir. (𝑁:𝐿 1𝑀) ≤ (𝑃:𝐿 1𝑀) elde edilir. Böylece 

𝑃 ∈ 𝑉(𝑁) olduğu görülür. 𝑉(𝑁) = 𝑉((𝑁:𝐿 1𝑀)1𝑀) olduğu gösterilmiş olur. 

Şimdi, 𝑉((𝑁:𝐿 1𝑀)1𝑀) = 𝑉∗((𝑁:𝐿 1𝑀)1𝑀) olduğunu görelim. 𝑃 ∈ 𝑉((𝑁:𝐿 1𝑀)1𝑀) 

olsun. Buradan ((𝑁:𝐿 1𝑀)1𝑀:𝐿 1𝑀) ≤ (𝑃:𝐿 1𝑀) olur ve böylece (𝑁:𝐿 1𝑀) ≤ (𝑃:𝐿 1𝑀) 

sağlanır. Böylece (𝑁:𝐿 1𝑀)1𝑀 ≤ 𝑃 elde edilir. 𝑃 ∈ 𝑉∗((𝑁:𝐿 1𝑀)1𝑀) olduğu görülür. 

Tersi için 𝑃 ∈ 𝑉∗((𝑁:𝐿 1𝑀)1𝑀) olsun. Buradan (𝑁:𝐿 1𝑀)1𝑀 ≤ 𝑃 dir ve 

((𝑁:𝐿 1𝑀)1𝑀:𝐿 1𝑀) ≤ (𝑃:𝐿 1𝑀) sağlanır. Böylece 𝑃 ∈ 𝑉((𝑁:𝐿 1𝑀)1𝑀) olduğu görülür. 

Sonuç olarak 𝑉((𝑁:𝐿 1𝑀)1𝑀) = 𝑉∗((𝑁:𝐿 1𝑀)1𝑀) eşitliği sağlanır. 

𝑃 ∈ 𝑉(𝑎1𝑀) olsun. Böylece (𝑎1𝑀:𝐿 1𝑀) ≤ (𝑃:𝐿 1𝑀) sağlanır ve buradan 𝑎1𝑀 ≤ 𝑃 dir. 

Böylece 𝑃 ∈ 𝑉∗(𝑎1𝑀) olur. Tersine 𝑃 ∈ 𝑉∗(𝑎1𝑀) olsun. Böylece 𝑎1𝑀 ≤ 𝑃 dir ve 

buradan (𝑎1𝑀:𝐿 1𝑀) ≤ (𝑃:𝐿 1𝑀) elde edilir. Böylece 𝑃 ∈ 𝑉(𝑎1𝑀) olur. Sonuç olarak 

𝑉(𝑎1𝑀) = 𝑉∗(𝑎1𝑀) olduğu görülür. 

Teorem 5.2.4 Her çarpımsal 𝐿 −modül 𝑀, 𝜏∗ = 𝜏 ile bir zirve 𝐿 −modüldür. 

İspat 𝑁,𝐾 ∈ 𝑀 olmak üzere 𝑃 ∈ 𝑉∗(𝑁 ∧ 𝐾) olsun. Buradan 𝑁 ∧ 𝐾 ≤ 𝑃 dir ve 

((𝑁 ∧ 𝐾):𝐿 1𝑀) ≤ (𝑃:𝐿 1𝑀) sağlanır. Buradan (𝑁:𝐿 1𝑀) ∧ (𝐾:𝐿 1𝑀) ≤ (𝑃:𝐿 1𝑀) olur. 

(𝑃:𝐿 1𝑀), 𝐿 nin asal elemanı olduğundan (𝑁:𝐿 1𝑀) ≤ (𝑃:𝐿 1𝑀) veya (𝐾:𝐿 1𝑀) ≤

(𝑃:𝐿 1𝑀) dir. Buna göre (𝑁:𝐿 1𝑀)1𝑀 ≤ (𝑃:𝐿 1𝑀)1𝑀 veya (𝐾:𝐿 1𝑀)1𝑀 ≤ (𝑃:𝐿 1𝑀)1𝑀 

elde edilir ve 𝑀 çarpımsal 𝐿 −modül olduğundan 𝑁 ≤ 𝑃 veya 𝐾 ≤ 𝑃 dir. Böylece 

𝑃 ∈ 𝑉∗(𝑁) ∪ 𝑉∗(𝐾) elde edilir. 

Bu tez çalışmasının kalanı boyunca her 𝐿 −modül 𝑀 için 𝜎(𝑀) üzerinde Zariski 

topolojisinin var olduğu kabul edilecektir. 𝜎(𝐿 𝐴𝑛𝑛(1𝑀)⁄ ), 𝜎(𝐿̅) ile gösterilecektir. 

Ayrıca 𝑆, 𝜎(𝑀) nin bir alt kümesi olmak üzere 𝑆 kümesinin eleman sayısını |𝑆| ile 

gösterilecektir. 𝜓, her 𝑃 ∈ 𝜎(𝑀) için 𝜓(𝑃) = (𝑃:𝐿 1𝑀)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ şeklinde tanımlanan 𝜎(𝑀) den 

𝜎(𝐿 𝐴𝑛𝑛(1𝑀)⁄ ) ye bir fonksiyon olsun. Bu fonksiyona 𝜎(𝑀) nin doğal fonksiyonu denir. 

Önerme 5.2.5 Doğal fonksiyon 𝜓: 𝜎(𝑀) ⟶ 𝜎(𝐿 𝐴𝑛𝑛(1𝑀)⁄ ) süreklidir. Ayrıca, 

𝐴𝑛𝑛(1𝑀) ≤ 𝑎 sağlayan her 𝑎 ∈ 𝐿 için 𝜓−1 (𝑉𝐿̅(𝑎̅)) = 𝑉(𝑎1𝑀) sağlanır. 

İspat 𝑆, 𝜎(𝐿̅) nin kapalı bir alt kümesi olsun. Böylece bir 𝑎̅ ∈ 𝐿̅ için 𝑆 = 𝑉𝐿̅(𝑎̅) olur. 𝑃 ∈

𝜓−1(𝑆) olmak üzere 𝜓(𝑃) = (𝑃:𝐿 1𝑀)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ∈ 𝑉𝐿̅(𝑎̅) olması için gerek ve yeter koşul 𝑎̅ ≤
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(𝑃:𝐿 1𝑀)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ dir. 𝑎̅ ≤ (𝑃:𝐿 1𝑀)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ olması için gerek ve yeter koşul 𝑎 ≤ (𝑃:𝐿 1𝑀) olmasıdır. 𝑎 ≤

(𝑃:𝐿 1𝑀) olması için gerek ve yeter koşul 𝑎1𝑀 ≤ 𝑃 dir. 𝑎1𝑀 ≤ 𝑃 olması için gerek ve 

yeter koşul (𝑎1𝑀:𝐿 1𝑀) ≤ (𝑃:𝐿 1𝑀) olmasıdır. Buradan 𝑃 ∈ 𝑉(𝑎1𝑀) olur. Böylece 

𝑉(𝑎1𝑀), 𝜎(𝑀) nin bir kapalı kümesi olmak üzere 𝜓−1(𝑆) = 𝜓−1 (𝑉𝐿̅(𝑎̅)) = 𝑉(𝑎1𝑀) 

sağlanır. Böylece 𝜓 süreklidir. 

𝜎𝑝(𝑀) = {𝑃 ∈ 𝜎(𝑀)|(𝑃:𝐿 1𝑀) = 𝑝, 𝑝 ∈ 𝜎(𝐿)} olmak üzere aşağıdaki Önermeyi 

ispatlayalım: 

Önerme 5.2.6 𝑀 bir 𝐿 −modül ve 𝑃, 𝑄 ∈ 𝜎(𝑀) olsun. Aşağıdaki ifadeler denktir: 

i. Doğal fonksiyon 𝜓: 𝜎(𝑀) ⟶ 𝜎(𝐿 𝐴𝑛𝑛(1𝑀)⁄ ) bire-birdir. 

ii. 𝑉(𝑃) = 𝑉(𝑄) ise 𝑃 = 𝑄 olur. 

iii. 𝑝 ∈ 𝜎(𝐿) için |𝜎𝑝(𝑀)| ≤ 1 sağlanır. 

İspat i⁡⇒ii: 𝜓: 𝜎(𝑀) ⟶ 𝜎(𝐿 𝐴𝑛𝑛(1𝑀)⁄ ) bire-bir olsun. 𝑉(𝑃) = 𝑉(𝑄) olduğunu 

varsayalım. Buradan (𝑃:𝐿 1𝑀)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = (𝑄:𝐿 1𝑀)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ dir. Böylece 𝜓(𝑃) = 𝜓(𝑄) elde edilir. 𝜓 bire-

bir olduğundan 𝑃 = 𝑄 sağlanır. 

ii⁡⇒iii: Eğer (𝑃:𝐿 1𝑀) = (𝑄:𝐿 1𝑀) = 𝑝 ise 𝑉(𝑃) = 𝑉(𝑄) sağlanır. Böylece 𝑃 = 𝑄 olur.  

iii⁡⇒i: 𝜓(𝑃) = 𝜓(𝑄) olsun. Öyleyse (𝑃:𝐿 1𝑀)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = (𝑄:𝐿 1𝑀)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑝̅ elde edilir ve böylece 

(𝑃:𝐿 1𝑀) = (𝑄:𝐿 1𝑀) = 𝑝 olur. 𝑝 ∈ 𝜎(𝐿) için |𝜎𝑝(𝑀)| ≤ 1 olduğundan 𝑃 = 𝑄 elde 

edilir. 

Teorem 5.2.7 𝑀 bir 𝐿 −modül ve 𝜓: 𝜎(𝑀) ⟶ 𝜎(𝐿 𝐴𝑛𝑛(1𝑀)⁄ ) bir doğal fonksiyon olsun. 

𝜓 örten ise 𝜓 hem kapalı hem de açık fonksiyondur. 

İspat Önerme 5.2.5 de 𝐴𝑛𝑛(1𝑀) ≤ 𝑎 olacak şekildeki her 𝑎 ∈ 𝐿 için 𝜓−1 (𝑉𝐿̅(𝑎̅)) =

𝑉(𝑎1𝑀) olduğu ve 𝜓: 𝜎(𝑀) ⟶ 𝜎(𝐿 𝐴𝑛𝑛(1𝑀)⁄ ) doğal fonksiyonunun sürekli olduğu 

elde edilmişti. Böylece Önerme 5.2.3 den 𝑁 ≤ 1𝑀 için 𝜓−1 (𝑉𝐿̅((𝑁:𝐿 1𝑀)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)) =

𝑉((𝑁:𝐿 1𝑀)1𝑀) = 𝑉(𝑁) dir. 𝜓 örten olduğundan 𝜓(𝑉(𝑁)) = 𝑉𝐿̅((𝑁:𝐿 1𝑀)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) sağlanır. 

Benzer şekilde 𝜓(𝜎(𝑀) − 𝑉(𝑁)) = 𝜓 (𝜓−1(𝜎(𝐿 𝐴𝑛𝑛(1𝑀)⁄ ) − 𝜓−1(𝑉𝐿̅((𝑁:𝐿 1𝑀)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)))) 

= 𝜎(𝐿 𝐴𝑛𝑛(1𝑀)⁄ ) − 𝑉𝐿̅((𝑁:𝐿 1𝑀)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) elde edilir. 

Bir 𝑎 ∈ 𝐿 için 𝐷𝑎 = 𝜎(𝐿) − 𝑉(𝑎) kümesinin 𝜎(𝐿) de açık olduğu bilinmektedir. Ayrıca 𝐿 

bir 𝐶 −latis ise {𝐷𝑎|𝑎 ∈ 𝐿∗} kümesinin 𝜎(𝐿) için bir taban olduğu incelenmiştir. 
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Şimdi, bir 𝑎 ∈ 𝐿 için 𝑋𝑎 = 𝜎(𝑀) − 𝑉(𝑎1𝑀) kümesi tanımlansın. 𝑋𝑎 kümesinin 𝜎(𝑀) de 

bir açık küme olduğu aşikardır. 

Önerme 5.2.8 𝑀 bir 𝐿 −modül ve 𝜓: 𝜎(𝑀) ⟶ 𝜎(𝐿 𝐴𝑛𝑛(1𝑀)⁄ ) bir doğal fonksiyon 

olsun. Aşağıdaki ifadeler sağlanır: 

i. 𝜓−1(𝐷𝑎̅) = 𝑋𝑎. 

ii. 𝜓(𝑋𝑎) ⊆ ⁡𝐷𝑎̅. 

iii. 𝜓 örten ise 𝜓(𝑋𝑎) = ⁡𝐷𝑎̅. 

iv. 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿 için 𝑋𝑎𝑏 = 𝑋𝑎 ∩ 𝑋𝑏. 

İspat i. Önerme 5.2.5 aracılığıyla 𝜓−1(𝐷𝑎̅) = 𝜓−1(𝜎(𝐿 𝐴𝑛𝑛(1𝑀)⁄ ) − 𝜓−1(𝑉𝐿̅(𝑎̅))) =

𝜎(𝑀) − 𝑉(𝑎1𝑀) = 𝑋𝑎 elde edilir. 

ii. 𝜓(𝑋𝑎) = 𝜓(𝜓−1(𝐷𝑎̅)) ⊆ ⁡𝐷𝑎̅. 

iii. ii şıkkından aşikardır. 

iv. Önerme 5.1.3 den 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿 için 𝑋𝑎𝑏 = 𝜓−1(𝐷𝑎𝑏̅̅̅̅ ) = 𝜓−1(𝐷𝑎̅ ∩ 𝐷𝑏̅) = 𝜓−1(𝐷𝑎̅) ∩

𝜓−1(𝐷𝑏̅) = 𝑋𝑎 ∩ 𝑋𝑏 sağlanır. 

Teorem 5.2.9 𝐿 bir 𝐶 −latis ve 𝑀 bir 𝐿 −modül olsun. {𝑋𝑎|𝑎 ∈ 𝐿∗} kümesi 𝜎(𝑀) 

üzerindeki Zariski topolojisi için bir taban oluşturur. 

İspat 𝐺, 𝜎(𝑀) nin bir açık kümesi olsun. Böylece 𝐺 = 𝜎(𝑀) − 𝑉(𝑎1𝑀) olacak şekilde bir 

𝑎 ∈ 𝐿 vardır. 𝐺 = 𝜎(𝑀) − 𝑉(𝑎1𝑀) = 𝜎(𝑀) − 𝑉 ((⋁ 𝑎𝑖𝑎𝑖∈𝐿∗
)1𝑀) = 𝜎(𝑀) −

𝑉(⋁ 𝑎𝑖1𝑀𝑎𝑖∈𝐿∗
) = 𝜎(𝑀) − ⋂ 𝑉(𝑎𝑖1𝑀)𝑎𝑖∈𝐿∗

= ⋃ (𝜎(𝑀) − 𝑉(𝑎𝑖1𝑀))𝑎𝑖∈𝐿∗
= ⋃ 𝑋𝑎𝑖𝑎𝑖∈𝐿∗

 

sağlanır. Böylece {𝑋𝑎|𝑎 ∈ 𝐿∗} kümesi 𝜎(𝑀) üzerindeki Zariski topolojisi için bir taban 

oluşturur. 

Teorem 5.2.10 𝐿 bir 𝐶 −latis ve 𝑀 bir 𝐿 −modül olsun. 𝜎(𝑀) nin doğal fonksiyonu örten 

ise 𝜎(𝑀) kompakt uzaydır. 

İspat {𝑋𝑎|𝑎 ∈ 𝐿∗} kümesi 𝜎(𝑀) üzerindeki Zariski topolojisi için bir taban olduğundan 

𝜎(𝑀) = ⋃ 𝑋𝑎𝑖𝑎𝑖∈𝐿∗
𝑖∈∆

 olacak şekilde bir açık örtülüşü vardır. Böylece 𝜎(𝐿/𝐴𝑛𝑛(1𝑀)) =

𝜓(𝜎(𝑀)) = 𝜓 (⋃ 𝑋𝑎𝑖𝑎𝑖∈𝐿∗
𝑖∈∆

) = ⋃ 𝜓(𝑋𝑎𝑖)𝑎𝑖∈𝐿∗
𝑖∈∆

= ⋃ 𝐷𝑎𝑖̅̅ ̅𝑎𝑖∈𝐿∗
𝑖∈∆

 sağlanır. Önerme 5.1.4 den 
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𝜎(𝐿/𝐴𝑛𝑛(1𝑀)) kompakt olduğundan 𝜎(𝐿/𝐴𝑛𝑛(1𝑀)) = ⋃ 𝐷𝑎𝑖̅̅ ̅𝑎𝑖∈𝐿∗
𝑖∈∆∗

 olacak şekilde Δ nın 

sonlu bir alt kümesi Δ∗ vardır. Önerme 5.2.8 den 𝜎(𝑀) = ⋃ 𝑋𝑎𝑖𝑎𝑖∈𝐿∗
𝑖∈∆∗

 elde edilir. 

𝑆, 𝜎(𝑀) nin bir alt kümesi olsun. 𝑆 deki bütün elemanların infmumunu 𝜉(𝑆) ile 𝑆 nin 

kapanışını 𝑐𝑙(𝑆) ile gösterilecektir. 

Önerme 5.2.11 𝑀 bir 𝐿 −modül ve 𝑆 ⊆ 𝜎(𝑀) olsun. Öyleyse 𝑉(𝜉(𝑆)) = 𝑐𝑙(𝑆) dir. Buna 

göre 𝑆 nin kapalı olması için gerek ve yeter koşul 𝑉(𝜉(𝑆)) = 𝑆 olmasıdır. 

İspat 𝑃 ∈ 𝑆 olsun. Buradan 𝜉(𝑆) ≤ 𝑃 dir ve (𝜉(𝑆):𝐿 1𝑀) ≤ (𝑃:𝐿 1𝑀) sağlanır. Böylece 

𝑃 ∈ 𝑉(𝜉(𝑆)) dir. 𝑆 ⊆ 𝑉(𝜉(𝑆)) sağlanır. Böylece 𝑐𝑙(𝑆) ⊆ 𝑉(𝜉(𝑆)) elde edilir. Şimdi 𝑆 yi 

kapsayan en küçük kapalı kümenin 𝑉(𝜉(𝑆)) olduğunu gösterelim. 𝑉(𝑁), 𝑆 yi kapsayan 

𝜎(𝑀) nin bir kapalı alt kümesi olsun. O halde her 𝑃 ∈ 𝑆 için (𝑁:𝐿 1𝑀) ≤ (𝑃:𝐿 1𝑀) 

sağlanır ve (𝑁:𝐿 1𝑀) ≤ (𝜉(𝑆):𝐿 1𝑀) elde edilir. Böylece her 𝑄 ∈ 𝑉(𝜉(𝑆)) için 

(𝑁:𝐿 1𝑀) ≤ (𝜉(𝑆):𝐿 1𝑀) ≤ (𝑄:𝐿 1𝑀) elde edilir. Buradan 𝑉(𝜉(𝑆)) ⊆ 𝑉(𝑁) olur. O halde 

𝑉(𝜉(𝑆)), 𝑆 yi kapsayan en küçük kapalı kümedir. 𝑉(𝜉(𝑆)) = 𝑐𝑙(𝑆) sağlanır. 

Önerme 5.2.12 𝑀 bir 𝐿 −modül ve 𝑃 ∈ 𝜎(𝑀) olsun. Aşağıdaki ifadeler sağlanır: 

i. 𝑐𝑙({𝑃}) = 𝑉(𝑃). 

ii. Bir 𝑄 ∈ 𝜎(𝑀) için 𝑄 ∈ 𝑐𝑙({𝑃}) olması için gerek ve yeter koşul (𝑃:𝐿 1𝑀) ≤

(𝑄:𝐿 1𝑀) olması için gerek ve yeter koşul 𝑉(𝑄) ⊆ 𝑉(𝑃) olmasıdır. 

iii. 𝑀 bir çarpımsal 𝐿 −modül olsun. Böylece {𝑃}, 𝜎(𝑀) nin bir kapalı kümesi olması 

için gerek ve yeter koşul 𝑃 ∈ 𝜎(𝑀) maksimal eleman olmasıdır. 

İspat i. 𝑐𝑙({𝑃}) = 𝑉(𝜉({𝑃})) = 𝑉(𝑃). 

ii. Aşikardır. 

iii. {𝑃} kümesinin 𝜎(𝑀) nin bir kapalı kümesi olduğunu varsayalım. (i) den 𝑉(𝑃) = {𝑃} 

dir. Herhangi bir 𝐽 ≥ 𝑃 şeklindeki asal eleman 𝐽 için 𝑉(𝑃) = {𝑃} nin elemanı olacağından 

𝑃 maksimal elemandır. Tersi için 𝑄 ∈ 𝑐𝑙({𝑃}) olsun. O halde (ii) den (𝑃:𝐿 1𝑀) ≤

(𝑄:𝐿 1𝑀) dir. 𝑀 bir çarpımsal 𝐿 −modül olduğundan 𝑃 = (𝑃:𝐿 1𝑀)1𝑀 ≤ (𝑄:𝐿 1𝑀)1𝑀 =

𝑄 sağlanır. Böylece 𝑃 = 𝑄 ve 𝑐𝑙({𝑃}) = {𝑃} sağlanır. 

Not: Bir topolojik uzayın her tek nokta kümesi indirgenemez olduğundan tek nokta 

kümesinin kapanışı indirgenemezdir [26]. 
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Sonuç 5.2.13 𝑃 ∈ 𝜎(𝑀) olsun. Böylece 𝑉(𝑃), 𝜎(𝑀) nin indirgenemez kapalı bir alt 

kümesidir. 

İspat Önerme 5.2.12 ve yukarıdaki nottan aşikardır.  

Önerme 5.2.14 𝑀 bir 𝐿 −modül ve 𝑆 ⊆ 𝜎(𝑀) olsun. Eğer 𝜉(𝑆), 𝑀 nin bir asal elemanı 

ise 𝑆 indirgenemez bir kümedir. Tersine, 𝑆 indirgenemez bir küme ise 𝜁 = {(𝑃:𝐿 1𝑀)|𝑃 ∈

𝑆}, 𝜎(𝐿) nin indirgenemez alt kümesidir ve 𝜉∗(𝜁) = (𝜉(𝑆):𝐿 1𝑀), 𝐿 de asal elemandır. 

İspat 𝜉(𝑆) = 𝑄, 𝑀 nin asal elemanı olduğunu varsayalım. Sonuç 5.2.13 den 𝑉(𝑄) =

𝑉(𝜉(𝑆)) = 𝑐𝑙(𝑆) indirgenemezdir. Öyleyse 𝑆 indirgenemezdir. Tersi için 𝑆 indirgenemez 

olduğunu kabul edelim. 𝜎(𝑀) nin doğal fonksiyonu 𝜓 sürekli olduğundan 𝑆 nin 𝜓 

fonksiyonu altındaki görüntüsü 𝜓(𝑆) = 𝑆∗, 𝜎(𝐿̅) nin bir indirgenemez alt kümesidir. 

Önerme 5.1.5 in (iii) şıkkından 𝜉∗(𝜁) = (𝜉(𝑆):𝐿 1𝑀), 𝐿 nin asal elemanıdır. 𝜁 ise 𝜎(𝐿) nin 

indirgenemez alt kümesidir. 

Teorem 5.2.15 𝑀 bir 𝐿 −modül, 𝑆 ⊆ 𝜎(𝑀) ve 𝜓: 𝜎(𝑀) ⟶ 𝜎(𝐿 𝐴𝑛𝑛(1𝑀)⁄ ) doğal 

fonksiyonu örten olsun. 𝑆 nin indirgenemez kapalı bir alt küme olması için gerek ve yeter 

koşul bir 𝑃 ∈ 𝜎(𝑀) için 𝑆 = 𝑉(𝑃) omasıdır. 

İspat Eğer bir 𝑃 ∈ 𝜎(𝑀) için 𝑆 = 𝑉(𝑃) ise Sonuç 5.2.13 den 𝑆 indirgenemez kapalı bir 

alt kümedir. Tersine, 𝑆 indirgenemez kapalı bir alt küme olsun. Öyleyse Önerme 5.2.14 

den bir 𝑁 ∈ 𝑀 için 𝑆 = 𝑉(𝑁) dir ve (𝜉(𝑉(𝑁)):𝐿 1𝑀) = (𝜉(𝑆):𝐿 1𝑀), 𝐿 nin asal 

elemanıdır. 𝜓 örten olduğundan (𝜉(𝑉(𝑁)):𝐿 1𝑀) = (𝑃:𝐿 1𝑀) olacak şekilde bir 𝑃 ∈

𝜎(𝑀) vardır. Önerme 5.2.3, (i) den 𝑉 (𝜉(𝑉(𝑁))) = 𝑉(𝑃) dir. Önerme 5.2.11 den 𝑆 =

𝑉(𝑁) olduğundan 𝑆 = 𝑉(𝑃) dir. 

Teorem 5.2.16 𝑀 bir 𝐿 −modül olsun. Aşağıdaki ifadeler denktir: 

i. 𝜎(𝑀) bir 𝑇0 −uzaydır. 

ii. Doğal fonksiyon 𝜓 bire-birdir. 

iii. 𝑃, 𝑄 ∈ 𝜎(𝑀) için 𝑉(𝑃) = 𝑉(𝑄) ise 𝑃 = 𝑄 dur. 

iv. Her 𝑝 ∈ 𝜎(𝐿) için |𝜎𝑝(𝑀)| ≤ 1 dir. 

İspat i⇔iii: Önerme 5.2.12, (i) şıkkından ve Teorem 2.18 den aşikardır. 

ii⇔iii⇔iv: Önerme 5.2.6 dan aşikardır. 
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Önerme 5.2.17 𝑀 bir çarpımsal 𝐿 −modül olsun. Öyleyse 𝜎(𝑀) bir 𝑇1 −uzay olması için 

gerek ve yeter koşul 𝑀𝑎𝑥(𝑀) = {𝑃 ∈ 𝜎(𝑀)|𝑃, 𝑀⁡𝑛𝑖𝑛⁡𝑚𝑎𝑘𝑠𝑖𝑚𝑎𝑙⁡𝑒𝑙𝑒𝑚𝑎𝑛𝚤} olmak 

üzere 𝑀𝑎𝑥(𝑀) = 𝜎(𝑀) olmasıdır. 

İspat Önerme 5.2.12 den aşikardır. 
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BÖLÜM 6 

LATİS VE LATİS MODÜLLER ÜZERİNDE 𝑻𝟎 ve 𝑻𝟏 ARASINDAKİ BAZI 

AYIRMA AKSİYOMLARI 

Tezin bu bölümünde asal spektrumları 𝑇0 ve 𝑇1 arasındaki bazı ayırma aksiyomlarını 

sağlayan latis ve latis modüller karakterize edilmiştir. Bu karakterizasyonların bazıları 

𝑝𝑚 −latis, 𝑚 −latis, 𝜀 −latistir. Benzer şekilde 𝑃𝑀 −latis modül, 𝜇 −latis modül ve 

𝜀 −latis modüldür. Bu bölümde kaynak olarak 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅) and Separation Axioms Between 

𝑇0 and 𝑇1 [31] ve Rings That Characterize Some Separation Notions [30], Primary 

Decomposition of Elements in Compactly Generated Integral Multiplicative Lattices [29] 

makalelerinden faydalanılmıştır. 

Tanım 6.1 𝐿 bir çarpımsal latis olsun. 

i. Bir 𝑛 ∈ 𝐿 için 𝑛 ≤ 𝑝 ifadesini sağlayan 𝐿 nin 𝑝 asal elemanlarının ailesinin 

minimaline 𝑛 nin minimal asal elemanı denir. 0𝐿 nin minimal asal elemanına 

minimal asal eleman denir [29]. 

ii. 𝐿, 𝑝0 < 𝑝1 < ⋯ < 𝑝𝑘 şeklindeki asal eleman zincirlerinin maksimal uzunluğu 𝑘 

pozitif tam sayısına 𝐿 nin boyutu denir ve dim⁡(𝐿) ile gösterilir [29]. 

Önerme 6.2 𝐿 bir 𝐶 −latis olsun. 𝑎, 𝐿 latisinin bir has elemanı ise 𝑎 nın en az bir minimal 

asal elemanı vardır. 

İspat 𝛺 = {𝑝 ∈ 𝜎(𝐿)|𝑎 ≤ 𝑝} kümesi 𝑎 elemanını kapsayan asal elemanların kümesi 

olsun. 𝑎 yı kapsayan bir maksimal eleman, dolayısıyla asal bir eleman vardır. Böylece 𝛺 

boş kümeden farklıdır. ≥ ters kapsamanın verdiği sıralama bağıntısını kullanarak 𝛺 

kümesi üzerinde Zorn Lemma’ yı uygulayalım. 𝑎 yı kapsayan asal elemanların bir zinciri 

Δ = {𝑝𝑖 ∈ Ω|𝑖 ∈ 𝐼} olsun. 𝑝 = ⋀ 𝑝𝑖𝑖∈𝐼  elemanının 𝑎 elemanını kapsayan bir asal eleman 
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olduğunu görelim. 𝑝 elemanının 𝑎 yı kapsadığı açıktır. Şimdi 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿 için 𝑥𝑦 ≤ 𝑝 ve 𝑥 ≰

𝑝 olduğunu kabul edelim. Öyleyse bir 𝑘 ∈ 𝐼 için 𝑥 ≰ 𝑝𝑘 dır. Zincirdeki bir 𝑝𝑗 asal elemanı 

için 𝑝𝑗 ≤ 𝑝𝑘 veya 𝑝𝑘 ≤ 𝑝𝑗 sağlanır. Eğer 𝑝𝑗 ≤ 𝑝𝑘 ise 𝑥𝑦 ≤ 𝑝𝑗 iken 𝑥 ≤ 𝑝𝑗 veya 𝑦 ≤ 𝑝𝑗 

dir. Eğer 𝑝𝑗 ≤ 𝑝𝑘 ise 𝑥 ≰ 𝑝𝑘 olduğundan 𝑥 ≰ 𝑝𝑗 dir. 𝑝𝑗 asal eleman ve 𝑥𝑦 ≤ 𝑝𝑗, 𝑥 ≰ 𝑝𝑗 

olduğundan 𝑦 ≤ 𝑝𝑗 dir. Böylece 𝑦 ≤ 𝑝 elde edilir. Şu halde 𝑝, zincirin 𝛺 kümesindeki bir 

üst sınırıdır ve Zorn Lemma’ ya göre bir minimal elemanı vardır. 

Tanım 6.3 1𝑀 kompakt eleman olsun. 

i. Bir 𝑁 ∈ 𝑀 için 𝑁 ≤ 𝑃 ifadesini sağlayan 𝑃 asal elemanlarının ailesinin minimaline 

𝑁 nin minimal asal elemanı denir. 0𝑀 nin minimal asal elemanına minimal asal 

eleman denir [33]. 

ii. 𝑀, 𝑃0 < 𝑃1 < ⋯ < 𝑃𝑘 şeklindeki asal eleman zincirlerinin maksimal uzunluğu 𝑘 

pozitif tam sayısına 𝑀 nin boyutu denir ve dim⁡(𝑀) ile gösterilir [33]. 

Önerme 6.4 𝑀 bir 𝐿 − modül olsun. 𝑁, 𝑀 latis modülünün bir has elemanı ve 𝑃, 𝑁 yi 

kapsayan bir asal eleman ise 𝑁 nin 𝑃 de kapsanan bir minimal asal elemanı vardır.   

İspat ⁡𝛺 = {𝑃 ∈ 𝜎(𝑀)|𝑁 ≤ 𝑃} kümesi 𝑁 elemanını kapsayan ve 𝑃 de kapsanan bütün 

asal elemanların kümesi olsun. O halde 𝑃 ∈ Ω dır ve böylece 𝛺 boş kümeden farklıdır. ≥ 

ters kapsamanın verdiği sıralama bağıntısını kullanarak 𝛺 kümesi üzerinde Zorn Lemma’ 

yı uygulayalım. 𝑁 yi kapsayan ve 𝑃 de kapsanan asal elemanların bir zinciri Δ = {𝑃𝑖 ∈

Ω|𝑖 ∈ 𝐼} olsun. 𝑃′ = ⋀ 𝑃𝑖𝑖∈𝐼  elemanının 𝑁 elemanını kapsayan bir asal eleman olduğunu 

görelim. 𝑃′ elemanının 𝑁 yi kapsadığı açıktır. Şimdi 𝑎 ∈ 𝐿 ve 𝐾 ∈ 𝑀 için 𝑎𝐾 ≤ 𝑃′ ve 𝑎 ≰

(𝑃′:𝐿 1𝑀) = (⋀ 𝑃𝑖𝑖∈𝐼 :𝐿 1𝑀) = ⋀ (𝑃𝑖:𝐿𝑖∈𝐼 1𝑀) olduğunu kabul edelim. Öyleyse bir 𝑘 ∈ 𝐼 

için 𝑎 ≰ (𝑃𝑘:𝐿 1𝑀) dir. Zincirdeki bir 𝑃𝑗 asal elemanı için 𝑃𝑗 ≤ 𝑃𝑘 veya 𝑃𝑘 ≤ 𝑃𝑗 sağlanır. 

Eğer 𝑃𝑘 ≤ 𝑃𝑗 ise 𝑎𝐾 ≤ 𝑃𝑗 iken 𝑎 ≤ (𝑃𝑗:𝐿 1𝑀) veya 𝐾 ≤ 𝑃𝑗  dir. Eğer 𝑃𝑗 ≤ 𝑃𝑘 ise 𝑎 ≰

(𝑃𝑘:𝐿 1𝑀) olduğundan 𝑎 ≰ (𝑃𝑗:𝐿 1𝑀) dir. 𝑃𝑗 asal eleman olduğundan ve 𝑎𝐾 ≤ 𝑃𝑗 , 𝑎 ≰

(𝑃𝑗:𝐿 1𝑀) olduğundan 𝐾 ≤ 𝑃𝑗  dir. Böylece 𝐾 ≤ 𝑃′ elde edilir. Şu halde 𝑃′ zincirin 𝛺 

kümesindeki bir üst sınırıdır ve Zorn Lemma’ ya göre bir maksimal elemanı vardır.  Bu 

maksimal eleman 𝑄 olsun. 𝑄 ∈ Ω olduğu için 𝑁 ≤ 𝑄 ≤ 𝑃 olacak şekilde bir 𝑄′ asal 

elemanı varsa, 𝑄′ ∈ Ω ve 𝑄 ≤ 𝑄′ olur. 𝑄 ∈ Ω maksimal olduğundan 𝑄 = 𝑄′ olur. 

Böylece 𝑄, 𝑁 nin minima asal elemanıdır. 

Sonuç 6.5. Bir 𝐿 −modül 𝑀 nin her asal elemanı bir minimal asal elemanı içerir. 
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𝜎(𝐿) üzerindeki Zariski topolojisi ile 𝑐𝑙({𝑝}) = 𝑉(𝑝) olduğundan 𝑝 nin kabuğunun {𝑝}̃ =

{𝑝}̂ − {𝑝} = {𝑞 ∈ 𝜎(𝐿)|𝑝 ∈ 𝑉(𝑞)⁡𝑣𝑒⁡𝑝 ≠ 𝑞} kümesi olduğu açıktır. Ayrıca 𝑉(𝑝) =

{𝑝}′ ∪ {𝑝} ve 𝑝 ∉ {𝑝}′ olduğundan {𝑝}′ = 𝑉(𝑝) − {𝑝} = {𝑞 ∈ 𝜎(𝐿)|𝑝 < 𝑞⁡} sağlanır. 

Bu topolojide {𝑝} tek nokta kümesinin kapalı bir küme olması için gerek ve yeter koşul 𝑝 

elemanının 𝐿 de maksimal eleman olmasıdır. 

Şimdi 𝜎(𝑀) üzerindeki Zariski topolojisi için benzer durumları inceleyelim. 

Bölüm 5.2 deki tanımlar ile bir 𝑃 ∈ 𝜎(𝑀) için 𝑐𝑙({𝑃}) = 𝑉(𝑃) =

{𝑄 ∈ 𝜎(𝑀)|(𝑃:𝐿 1𝑀) ≤ (𝑄:𝐿 1𝑀)} olduğundan 𝑃 elemanının kabuğu {𝑃}̃ = {𝑃}̂ −

{𝑃} = {𝑄 ∈ 𝜎(𝑀)|𝑃 ∈ 𝑉(𝑄)⁡𝑣𝑒⁡𝑃 ≠ 𝑄⁡} kümesidir. Bir 𝑃 ∈ 𝜎(𝑀) nin türev kümesi ise 

{𝑃}′ = 𝑉(𝑃) − {𝑃} = {Q ∈ 𝜎(𝑀)|(𝑃:𝐿 1𝑀) ≤ (𝑄:𝐿 1𝑀)⁡𝑣𝑒⁡𝑃 ≠ 𝑄⁡} kümesidir. Bu 

topolojik uzayda {𝑃} kapalı bir küme ise 𝑃, 𝑀 de maksimal elemanıdır. Tersi ise 𝑀 latis 

modülü çarpımsal latis modül kabul edildiğinde doğrudur. 

Bu bölüm boyunca 1𝐿 ve 1𝑀 elemanları kompakt elemanlar olarak kabul edilecektir. 

Öncelikle üzerinde çalışılacak 𝑇0 ve 𝑇1 arasındaki bazı ayırma aksiyomlarını tanımlayalım: 

6.1 Latis Üzerinde 𝑻𝟎 ve 𝑻𝟏 Arasındaki Bazı Ayırma Aksiyomları 

Tanım 6.1.1 Bir 𝐿 latisinin her asal elemanı tek bir maksimal eleman tarafından 

kapsanırsa 𝐿 ye 𝑝𝑚 −latis denir. 

Önerme 6.1.2 𝜎(𝐿) nin bir 𝑇(𝛽) −uzay olması için gerek ve yeter koşul 𝐿 nin 𝑝𝑚 −latis 

olması ve dim⁡(𝐿) ≤ 1 olmasıdır. 

İspat (⇒): 𝜎(𝐿) bir 𝑇(𝛽) −uzay olsun. 𝐿 nin 𝑝𝑚 −latis olmadığını varsayalım. Öyleyse 

iki farklı maksimal eleman 𝑘 ve 𝑡 tarafından kapsanan bir 𝑝 asal elemanı vardır, yani 𝑝 <

𝑘 ve 𝑝 < 𝑡 dir. Bu durumda 𝑘, 𝑡 ∈ 𝑉(𝑝) dir. 𝑝 ≠ 𝑘 ve 𝑝 ≠ 𝑡 olduğundan 𝑘, 𝑡 ∈ {𝑝}′ elde 

edilir. Bu ise 𝜎(𝐿) nin bir 𝑇(𝛽) −uzay olması ile çelişir. dim⁡(𝐿) ≥ 2 olduğunu varsayalım. 

O halde 𝑝 < 𝑞 < 𝑘 olacak şekilde 𝐿 nin 𝑝, 𝑞, 𝑘 asal elemanları vardır. Öyleyse 𝑞, 𝑘 ∈ {𝑝}′ 

olur. Bu ise 𝜎(𝐿) nin 𝑇(𝛽) −uzay olması ile çelişir. 

(⇐): 𝐿 bir 𝑝𝑚 −latis ve dim⁡(𝐿) ≤ 1 olsun. 𝜎(𝐿) nin bir 𝑇(𝛽) −uzay olmadığını 

varsayalım. O halde bir 𝑝 asal elemanı için {𝑝}′ ≠ ∅ ve {𝑝}′ tek nokta kümesi değildir. Bu 

durumda 𝑞, 𝑘 ∈ {𝑝}′ olacak şekilde iki farklı 𝑞, 𝑘 asal elemanları vardır. Öyleyse 𝑝 < 𝑞 ve 
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𝑝 < 𝑘 sağlanır. dim⁡(𝐿) ≤ 1 olduğundan 𝑞 ve 𝑘 asalları maksimal elemanlardır. Bu ise 𝐿 

nin bir 𝑝𝑚 −latis olması ile çelişir. 

Tanım 6.1.3 Bir 𝐿 latisinin her asal elemanı tek bir minimal asal elemanı kapsıyorsa 𝐿 ye 

𝑚 −latis denir.  

Önerme 6.1.4 𝐿 bir 𝐶 −latis olsun. Buradan 𝜎(𝐿) nin bir 𝑇(𝛽′) −uzay olması için gerek 

ve yeter koşul 𝐿 nin 𝑚 −latis olması ve dim⁡(𝐿) ≤ 1 olmasıdır. 

İspat (⇒): 𝜎(𝐿) bir 𝑇(𝛽′) −uzay olsun. 𝐿 nin bir 𝑚 −latis olmadığını kabul edelim. 

Öyleyse iki farklı minimal asal eleman 𝑢 ve 𝑣 yi içeren bir 𝑝 asal elemanı vardır, yani, 𝑢 <

𝑝 ve 𝑣 < 𝑝 dir. Böylece 𝑝 ∈ 𝑉(𝑢) ve 𝑝 ∈ 𝑉(𝑣). 𝑝 ≠ 𝑢 ve 𝑝 ≠ 𝑣 olduğundan 𝑢, 𝑣 ∈ {𝑝}̃ =

{𝑝}̂\{𝑝} elde edilir. Bu ise 𝜎(𝐿) nin bir 𝑇(𝛽′) −uzay olması ile çelişir. Öyleyse 𝐿 bir 

𝑚 −latis olmalıdır. Şimdi dim⁡(𝐿) ≥ 2 olduğunu kabul edelim. O halde 𝑝 < 𝑞 < 𝑘 olacak 

şekilde 𝑝, 𝑞, 𝑘 ∈ 𝜎(𝐿) vardır. Böylece 𝑘 ∈ 𝑉(𝑝) ve 𝑘 ∈ 𝑉(𝑞) sağlanır. Sonuç olarak 𝑝, 𝑞 ∈

{𝑘}̃ elde edilir. Bu ise 𝜎(𝐿) nin bir 𝑇(𝛽′) −uzay olması ile çelişir. O halde dim⁡(𝐿) ≤ 1 

olmalıdır. 

(⇐): 𝐿 bir 𝑚 −latis ve dim⁡(𝐿) ≤ 1 olsun. 𝜎(𝐿) nin bir 𝑇(𝛽′) −uzay olmadığını kabul 

edelim. O halde bir 𝑝 ∈ 𝜎(𝐿) için {𝑝}̃ ≠ ∅ ve tek nokta kümesi değildir. O halde 𝑘, 𝑡 ∈

{𝑝}̃ olacak şekilde 𝐿 nin 𝑘, 𝑡 asal elemanları vardır. Bu durumda 𝑘 < 𝑝 ve 𝑡 < 𝑝 sağlanır. 

dim⁡(𝐿) ≤ 1 olduğundan 𝑘 ve 𝑡 minimal asal elemanlardır. Bu ise 𝐿 nin bir 𝑚−latis 

olması ile çelişir. 

Tanım 6.1.5 𝑚, 𝑛; 𝐿 nin maksimal elemanları ve 𝑘, 𝑡; 𝐿 nin minimal asal elemanları olsun. 

𝜌⊂(𝑚, 𝑛) = {𝑝 ∈ 𝜎(𝐿)|𝑝 < 𝑚 ∧ 𝑛} ve 𝜌⊃(𝑘, 𝑡) = {𝑝 ∈ 𝜎(𝐿)|𝑘 < 𝑝⁡𝑣𝑒⁡𝑡 < 𝑝} kümeleri 

şeklinde tanımlanır. 

Tanım 6.1.6 𝐿 nin farklı maksimal elemanları 𝑚, 𝑛 ve farklı minimal asal elemanları 𝑘, 𝑡 

için 𝜌⊂(𝑚, 𝑛) ve 𝜌⊃(𝑘, 𝑡) kümeleri boş küme veya tek nokta kümesi ise 𝐿 ye 𝜀 −latis 

denir. 

Önerme 6.1.7 𝐿 bir 𝐶 −latis olsun. 𝜎(𝐿) nin bir 𝑇(𝜀) −uzay olması için gerek ve yeter 

koşul 𝐿 nin 𝜀 −latis olması ve dim⁡(𝐿) ≤ 2 olmasıdır. 

İspat (⇒): 𝜎(𝐿) bir 𝑇(𝜀) −uzay olsun. 𝐿 nin 𝜀 −latis olmadığını kabul edelim. Öyleyse 𝐿 

nin herhangi farklı maksimal elemanları 𝑚, 𝑛 ve herhangi farklı minimal asal elemanları 



58 

 

𝑘, 𝑡 için 𝜌⊂(𝑚, 𝑛) veya 𝜌⊃(𝑘, 𝑡) kümesi boş küme ve tek nokta kümesi değildir. Şimdi 

𝜌⊂(𝑚, 𝑛) nin ne boş küme ne de tek nokta kümesi olduğunu varsayalım. O halde 𝑝, 𝑞 ∈

𝜌⊂(𝑚, 𝑛) olacak şekilde 𝐿 nin iki farklı asal elemanı vardır. Böylece 𝑝 < 𝑚 ∧ 𝑛 ve 𝑞 <

𝑚 ∧ 𝑛 sağlanır. Buradan 𝑝 < 𝑚, 𝑝 < 𝑛 ve 𝑞 < 𝑚, 𝑞 < 𝑛 elde edilir. Böylece 𝑚, 𝑛 ∈ {𝑝}′ 

ve 𝑚, 𝑛 ∈ {𝑞}′ olur. Sonuç olarak 𝑚, 𝑛 ∈ {𝑝}′ ∩ {𝑞}′ elde edilir. Bu ise 𝜎(𝐿) nin bir 

𝑇(𝜀) −uzay olması ile çelişir. 𝜌⊃(𝑘, 𝑡) nin ne boş küme ne de tek nokta kümesi olduğunu 

varsayalım. O halde 𝑢, 𝑣 ∈ 𝜌⊃(𝑘, 𝑡) olacak şekilde 𝐿 nin iki farklı 𝑢 ve 𝑣 asal elemanı 

vardır. Öyleyse 𝑘 < 𝑢, 𝑡 < 𝑢 ve 𝑘 < 𝑣, 𝑡 < 𝑣 dir. Böylece 𝑢, 𝑣 ∈ {𝑘}′ ∩ {𝑡}′ sağlanır. Bu 

bir çelişkidir. O halde 𝐿 nin 𝜀 −latis olması gerekir. dim⁡(𝐿) ≥ 3 olduğunu kabul edelim. 

Bu durumda 𝑝 < 𝑞 < 𝑘 < 𝑡 olacak şekilde 𝑝, 𝑞, 𝑘, 𝑡 asal elemanları vardır. Böylece 𝑘, 𝑡 ∈

{𝑝}′ ∩ {𝑞}′ sağlanır. Bu ise 𝜎(𝐿) nin bir 𝑇(𝜀) −uzay olması ile çelişir. 

(⇐): 𝐿 bir 𝜀 −latis ve dim⁡(𝐿) ≤ 2 olsun. 𝜎(𝐿) nin bir 𝑇(𝜀) −uzay olmadığını varsayalım. 

O halde herhangi farklı 𝑝 ve 𝑞 asal elemanları için {𝑝}′ ∩ {𝑞}′ ≠ ∅ ve tek nokta kümesi 

değildir. Öyleyse 𝑘, 𝑡 ∈ {𝑝}′ ∩ {𝑞}′ olacak şekilde farklı 𝑘 ve 𝑡 asal elemanları vardır. 

Buradan 𝑝 < 𝑘, 𝑝 < 𝑡 ve 𝑞 < 𝑘, 𝑞 < 𝑡 sağlanır. Eğer 𝑝 ve 𝑞 minimal asal elemanlar ise 

𝑘, 𝑡 ∈ 𝜌⊃(𝑝, 𝑞) olur. Bu ise 𝐿 bir 𝜀 −latis olması ile çelişir. Eğer 𝑝 ve 𝑞 minimal asal 

elemanlar değil ise 𝑢 < 𝑝 ve 𝑣 < 𝑞 olacak şekilde minimal asal elemanlar vardır. 

Buradan 𝑢 < 𝑝 < 𝑘, 𝑢 < 𝑝 < 𝑡 ve 𝑣 < 𝑞 < 𝑘, 𝑣 < 𝑞 < 𝑡 elde edilir. dim⁡(𝐿) ≤ 2 

olduğundan 𝑘 ve 𝑡 elemanları maksimal elemanlardır. 𝑝 < 𝑘 ∧ 𝑡 ve 𝑞 < 𝑘 ∧ 𝑡 olduğu 

açıktır. Eğer 𝑝 = 𝑘 ∧ 𝑡 veya 𝑞 = 𝑘 ∧ 𝑡 ise 𝑘 ≤ 𝑝 veya 𝑡 ≤ 𝑝 veya 𝑘 ≤ 𝑞 veya 𝑡 ≤ 𝑞 elde 

edilir. Bu ise 𝑘 ve 𝑡 nin maksimal olması ile çelişir. O halde 𝑝 < 𝑘 ∧ 𝑡 ve 𝑞 < 𝑘 ∧ 𝑡 elde 

edilir. Böylece 𝑝, 𝑞 ∈ 𝜌⊂(𝑘, 𝑡) sağlanır. Bu 𝐿 nin bir 𝜀 −latis olması ile çelişir. 

Tanım 6.1.8 𝑝, 𝐿 nin maksimal olmayan asal elemanı olsun. {𝑝}′ kümesinin her eleman 

çifti 𝑎, 𝑏 için 𝑎 ∨ 𝑏 = 1𝐿 sağlanıyorsa 𝐿 ye 𝑢 −latis denir. 

Önerme 6.1.9 𝐿, 𝑢 −latis ve dim⁡(𝐿) sonlu olsun. Böylece 𝜎(𝐿) bir 𝑇𝑈𝐷 −uzaydır. 

İspat 𝑝 ∈ 𝜎(𝐿) ve 𝛽, {𝑝}′ kümesinin minimal asal elemanlarının kümesi olsun. 𝑥 ∈ {𝑝}′ 

olsun. Öyleyse 𝑝 < 𝑥 dir. Bu durumda 𝑝 < 𝑞 ≤ 𝑥 olacak şekilde bir 𝑞 ∈ 𝛽 vardır. Öyleyse 

𝑥 ∈ 𝑉(𝑞) elde edilir. Böylece 𝑥 ∈ ⋃ 𝑉(𝑞)𝑞∈𝛽 ⁡sağlanır. Tersi için 𝑦 ∈ ⋃ 𝑉(𝑞)𝑞∈𝛽  olsun. O 

halde bir 𝑞 ∈ 𝛽 için 𝑦 ∈ 𝑉(𝑞) elde edilir. Burada 𝑞 ≤ 𝑦 sağlanır. 𝑝 < 𝑞 olduğundan 𝑝 <

𝑦 dir. Böylece 𝑦 ∈ {𝑝}′ sağlanır. Sonuç olarak, {𝑝}′ = ⋃ 𝑉(𝑞)𝑞∈𝛽  elde edilir. Şimdi her 

𝑞1, 𝑞2 ∈ 𝛽 için 𝑉(𝑞1) ∩ 𝑉(𝑞2) = ∅ olduğunu gösterelim. 𝑉(𝑞1) ∩ 𝑉(𝑞2) ≠ ∅ olduğunu 
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kabul edelim. O halde bir 𝑡 ∈ 𝑉(𝑞1) ∩ 𝑉(𝑞2) vardır. O halde 𝑞1⁡ ≤ 𝑡 ve 𝑞2⁡ ≤ 𝑡 sağlanır. 

Böylece 𝑞1 ∨ 𝑞2 ≤ 𝑡 elde edilir. Bu durumda 𝑡 = 1𝐿 elde edilir. Bu ise 𝑡 < 1𝐿  olması ile 

çelişir. 

Tanım 6.1.10 Bir 𝐿 latisinin her asal fakat maksimal olmayan elemanı onu has olarak 

kapsayan asal elemanların infimumlarından farklı ise latise 𝑑 −latis denir. 

Önerme 6.1.11 𝜎(𝐿) nin bir 𝑇𝐷 −latis olması için gerek ve yeter koşul 𝐿 nin bir 𝑑 −latis 

olmasıdır. 

İspat (⇒): 𝜎(𝐿) bir 𝑇𝐷 −uzay olsun. 𝐿 nin bir 𝑑 −latis olmadığını kabul edelim. O halde 

onu has olarak kapsayan asal elemanların infimumuna eşit olacak şekilde bir maksimal 

olmayan asal 𝑝 elemanı vardır, yani 𝑝 = ⋀ 𝑞𝑝<𝑞  sağlanır. 𝜎(𝐿) bir 𝑇𝐷 −uzay olduğundan 

{𝑝}′ = 𝑉(𝑎) olacak şekilde bir 𝑎 ∈ 𝐿 vardır. O halde her 𝑞 ∈ {𝑝}′ için 𝑎 ≤ 𝑞 

sağlandığından 𝑎 ≤ ⋀ 𝑞𝑞∈{𝑝}′ = 𝑝 elde edilir. Böylece 𝑝 ∈ 𝑉(𝑎) olur (Çelişki). 

(⇐): 𝐿 bir 𝑑 −latis olsun. 𝑝 ∈ 𝜎(𝐿) olsun. Eğer 𝑝 maksimal eleman ise ispat açıktır. 𝑝 

elemanının maksimal olmadığını kabul edelim. 𝐿 bir 𝑑 −latis olduğundan 𝑝 ≠ ⋀ 𝑞𝑝<𝑞  

sağlanır. Fakat 𝑝 < ⋀ 𝑞𝑝<𝑞  olduğundan 𝑉(⋀ 𝑞𝑝<𝑞 ) ⊆ 𝑉(𝑝) sağlanır. 𝑝 ∉ 𝑉(⋀ 𝑞𝑝<𝑞 ) 

olduğundan 𝑉(⋀ 𝑞𝑝<𝑞 ) ⊆ {𝑝}′ elde edilir. Şimdi, 𝑘 ∈ {𝑝}′ olsun. Öyleyse 𝑝 < 𝑘 dır ve 

buradan ⋀ 𝑞𝑝<𝑞 ≤ 𝑘 dır. Böylece 𝑘 ∈ 𝑉(⋀ 𝑞𝑝<𝑞 ) elde edilir. 

Tanım 6.1.12 Bir 𝐿 latisinin herhangi farklı iki minimal asal elemanı en çok bir maksimal 

eleman tarafından kapsanıyorsa 𝐿 ye 𝑦 −latis denir. 

Önerme 6.1.13 𝐿 bir 𝐶 −latis olsun. 𝜎(𝐿) nin bir 𝑇𝑌 −uzay olması için gerek ve yeter 

koşul 𝐿 nin bir 𝑦 −latis olması ve dim⁡(𝐿) ≤ 1 olmasıdır. 

İspat (⇒): 𝜎(𝐿) bir 𝑇𝑌 −uzay olsun. 𝐿 nin bir 𝑦 −latis olmadığını varsayalım. Öyleyse iki 

farklı minimal asal eleman 𝑝 ve 𝑞 yu kapsayan iki farklı maksimal eleman 𝑚 ve 𝑛 vardır. 

Yani 𝑝 < 𝑚, 𝑝 < 𝑛 ve 𝑞 < 𝑚, 𝑞 < 𝑛 dir. Bu durumda 𝑚, 𝑛 ∈ 𝑉(𝑝) = 𝑐𝑙({𝑝}) ve 𝑚, 𝑛 ∈

𝑉(𝑞) = 𝑐𝑙({𝑞}) sağlanır. Böylece 𝑚, 𝑛 ∈ 𝑐𝑙({𝑝}) ∩ 𝑐𝑙({𝑞}) elde edilir. Bu ise 𝜎(𝐿) nin bir 

𝑇𝑌 −uzay olması ile çelişir. Şimdi dim⁡(𝐿) ≥ 2 olduğunu varsayalım. O halde 𝑝 < 𝑞 < 𝑘 

olacak şekilde 𝑝, 𝑞, 𝑘 ∈ 𝜎(𝐿) vardır. Öyleyse 𝑞, 𝑘 ∈ 𝑉(𝑝) ∩ 𝑉(𝑞), yani 𝑞, 𝑘 ∈ 𝑐𝑙({𝑝}) ∩

𝑐𝑙({𝑞}) sağlanır. Bu ise 𝜎(𝐿) nin bir 𝑇𝑌 −uzay olması ile çelişir. 
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(⇐): 𝐿 bir 𝑦 −latis ve dim⁡(𝐿) ≤ 1 olsun. 𝜎(𝐿) nin bir 𝑇𝑌 −uzay olmadığını varsayalım. 

O halde iki farklı asal eleman 𝑝 ve 𝑞 için 𝑐𝑙({𝑝}) ∩ 𝑐𝑙({𝑞}) ≠ ∅ ve tek nokta kümesi 

değildir. Öyleyse 𝑘, 𝑡 ∈ 𝑐𝑙({𝑝}) ∩ 𝑐𝑙({𝑞}) olacak şekilde iki farklı asal eleman 𝑘 ve 𝑡 

vardır. Bu durumda 𝑝 ≤ 𝑘, 𝑝 ≤ 𝑡 ve 𝑞 ≤ 𝑘, 𝑞 ≤ 𝑡 dir. Ayrıca 𝑝 ≠ 𝑘 ve 𝑝 ≠ 𝑡 dir. Eğer 𝑝 =

𝑘 veya 𝑝 = 𝑡 olsaydı 𝑞 < 𝑝 elde edilirdi. dim⁡(𝐿) ≤ 1 olduğundan 𝑝 bir maksimal eleman 

olurdu. Bu durumda 𝑉(𝑝) = {𝑝} ve buradan da 𝑐𝑙({𝑝}) ∩ 𝑐𝑙({𝑞}) = {𝑝} olurdu. Bu ise 

kabulümüz ile çelişir. Benzer şekilde 𝑞 ≠ 𝑘 ve 𝑞 ≠ 𝑡 sağlanır. Böylece 𝑝 < 𝑘, 𝑝 < 𝑡 ve 

𝑞 < 𝑘, 𝑞 < 𝑡 elde edilir. dim⁡(𝐿) ≤ 1 olduğundan 𝑘 ve 𝑡 maksimal elemanlardır. Bu ise 

kabulümüz ile çelişir. Böylece 𝜎(𝐿) bir 𝑇𝑌 −uzay olmalıdır. 

Önerme 6.1.14 𝐿 bir 𝐶 −latis olsun. 𝜎(𝐿) nin bir 𝑇𝑌𝑆 −uzay olması için gerek ve yeter 

koşul 𝐿 nin bir 𝑚 −latis olması ve dim⁡(𝐿) ≤ 1 olmasıdır. 

İspat (⇒): 𝜎(𝐿) bir 𝑇𝑌𝑆 −uzay olsun. 𝐿 nin bir 𝑚 −latis olmadığını varsayalım. O halde 

iki farklı minimal asal eleman 𝑢 ve 𝑣 yi içeren bir 𝑝 asal elemanı vardır. Öyleyse 𝑢 < 𝑝 ve 

𝑣 < 𝑝 dir. O halde 𝑝 ∈ 𝑉(𝑢) = 𝑐𝑙({𝑢}) ve 𝑝 ∈ 𝑉(𝑣) = 𝑐𝑙({𝑣})dir. Böylece 𝑝 ∈

𝑐𝑙({𝑢}) ∩ 𝑐𝑙({𝑣}) dır. Bu ise 𝜎(𝐿) nin bir 𝑇𝑌𝑆 −uzay olması ile çelişir. Şimdi dim⁡(𝐿) ≥ 2 

olduğunu varsayalım. O halde 𝑝 < 𝑞 < 𝑘 olacak şekilde 𝑝, 𝑞, 𝑘 ∈ 𝜎(𝐿) vardır. Öyleyse 

𝑘 ∈ 𝑉(𝑝) ∩ 𝑉(𝑞), yani 𝑘 ∈ 𝑐𝑙({𝑝}) ∩ 𝑐𝑙({𝑞}) sağlanır. Bu ise 𝜎(𝐿) nin bir 𝑇𝑌𝑆 −uzay 

olması ile çelişir. 

(⇐): 𝐿 bir 𝑚 −latis ve dim⁡(𝐿) ≤ 1 olsun. 𝑝, 𝑞; 𝐿 nin iki farklı asal elemanı olsun. 

𝑐𝑙({𝑝}) ∩ 𝑐𝑙({𝑞}) ≠ ∅ ve 𝑐𝑙({𝑝}) ∩ 𝑐𝑙({𝑞}) ≠ {𝑝} olsun. O halde bir 𝑘 ∈ 𝑐𝑙({𝑝}) ∩

𝑐𝑙({𝑞})vardır. Öyleyse 𝑘 ≠ 𝑝 ve 𝑝 < 𝑘, 𝑞 ≤ 𝑘 sağlanır. dim⁡(𝐿) ≤ 1 olduğundan 𝑝 

minimal asal elemandır. 𝐿 bir 𝑚 −latis olduğundan 𝑞 = 𝑘 elde edilir. Böylece 𝑐𝑙({𝑝}) ∩

𝑐𝑙({𝑞}) = {𝑞} sağlanır. 

6.2 Latis Modüller Üzerinde 𝑻𝟎 ve 𝑻𝟏 Arasındaki Bazı Ayırma Aksiyomları 

Tanım 6.2.1 Bir 𝐿 −modül 𝑀 nin her asal elemanı tek bir maksimal eleman tarafından 

kapsanırsa 𝑀 ye 𝑃𝑀 −modül denir. 

Önerme 6.2.2 𝑀 bir 𝐿 −modül olsun. Eğer 𝜎(𝑀) bir 𝑇(𝛽) −uzay ise aşağıdakiler 

sağlanır: 

i. 𝑀 bir 𝑃𝑀 −modüldür.  



61 

 

ii. dim⁡(𝑀) ≤ 1 dir. 

İspat 𝜎(𝑀) bir 𝑇(𝛽) −uzay olsun.  

i. 𝑀 nin bir 𝑃𝑀 −modül olmadığını varsayalım. Öyleyse iki farklı maksimal eleman 

𝑁 ve 𝐾 tarafından kapsanan bir 𝑃 asal elemanı vardır, yani 𝑃 < 𝑁 ve 𝑃 < 𝐾 dir. 

(𝑃:𝐿 1𝑀) ≤ (𝑁:𝐿 1𝑀) ve (𝑃:𝐿 1𝑀) ≤ (𝐾:𝐿 1𝑀) olduğundan 𝑁,𝐾 ∈ {𝑃}′ elde 

edilir. Bu ise 𝜎(𝑀) nin bir 𝑇(𝛽) −uzay olması ile çelişir.  

ii. dim⁡(𝑀) ≥ 2 olduğunu varsayalım. O halde 𝑃 < 𝑁 < 𝐾 olacak şekilde 𝑀 nin 

𝑃, 𝑁, 𝐾 asal elemanları vardır. Öyleyse (𝑃:𝐿 1𝑀) ≤ (𝑁:𝐿 1𝑀) ≤ (𝐾:𝐿 1𝑀) dir. 

Böylece 𝑁, 𝐾 ∈ {𝑃}′ olur (Çelişki). 

Tanım 6.2.3 Bir 𝐿 −modül 𝑀 nin her asal elemanı tek bir minimal asal elemanı kapsıyorsa 

𝑀 ye 𝜇 −modül denir.  

Önerme 6.2.4 𝑀 bir 𝐿 −modül olsun. Eğer 𝜎(𝑀) bir 𝑇(𝛽′) −uzay ise aşağıdakiler 

sağlanır:  

i. 𝑀 bir 𝜇 −modüldür. 

ii. dim⁡(𝑀) ≤ 1 dir. 

İspat 𝜎(𝑀) bir 𝑇(𝛽) −uzay olsun.  

i. 𝑀 bir 𝜇 −modül olmadığını varsayalım. Öyleyse iki farklı minimal asal eleman 𝐾 ve 𝑇 

yi kapsayan bir 𝑃 asal elemanı vardır, yani 𝐾 < 𝑃 ve 𝑇 < 𝑃 dir. Öyleyse (𝐾:𝐿 1𝑀) ≤

(𝑃:𝐿 1𝑀) ve (𝑇:𝐿 1𝑀) ≤ (𝑃:𝐿 1𝑀) sağlanır. Böylece 𝑃 ∈ 𝑉(𝐾) ve 𝑃 ∈ 𝑉(𝑇). Buradan 

𝐾, 𝑇 ∈ {𝑃}̃ = {𝑃}̂\{𝑃} elde edilir. Bu ise 𝜎(𝑀) nin bir 𝑇(𝛽′) −uzay olması ile çelişir. 

Öyleyse 𝑀 bir 𝜇 −latis olmalıdır.  

ii. dim⁡(𝑀) ≥ 2 olduğunu kabul edelim. O halde 𝑃 < 𝑁 < 𝐾 olacak şekilde 𝑃,𝑁, 𝐾⁡ ∈

𝜎(𝑀) vardır. Öyleyse (𝑃:𝐿 1𝑀) ≤ (𝑁:𝐿 1𝑀) ≤ (𝐾:𝐿 1𝑀) dir. Böylece 𝐾 ∈ 𝑉(𝑁) ve 𝐾 ∈

𝑉(𝑃) dir. Sonuç olarak 𝑃,𝑁 ∈ {𝐾}̃ elde edilir. Bu ise 𝜎(𝑀) nin bir 𝑇(𝛽′) −uzay olması ile 

çelişir. O halde dim⁡(𝑀) ≤ 1 olmalıdır. 

Tanım 6.2.5 𝑀 bir 𝐿 −modül olsun. 𝑁,𝐾; 𝑀 nin maksimal elemanları ve 𝑈, 𝑉; 𝑀 nin 

minimal asal elemanları olsun. 

𝜌(𝑁,𝐾) = {𝑃 ∈ 𝜎(𝑀)|(𝑃:𝐿 1𝑀) ≤ ((𝑁 ∧ 𝐾):𝐿 1𝑀)⁡𝑣𝑒⁡𝑃 ≠ 𝑁 ∧ 𝐾} ve  

𝛿(𝑈, 𝑉) = {𝑃 ∈ 𝜎(𝑀)|𝑃 ∈ {𝑈}′⁡𝑣𝑒⁡𝑃 ∈ {𝑉}′} kümeleri şeklinde tanımlanır. 



62 

 

Tanım 6.2.6 𝑀 nin farklı maksimal elemanları 𝑁,𝐾 ve farklı minimal asal elemanları 𝑈, 𝑉 

için 𝜌(𝑁,𝐾) ve 𝛿(𝑈, 𝑉) kümeleri boş küme veya tek nokta kümesi ise 𝑀 ye 𝜀 −modül 

denir. 

Önerme 6.2.7 𝑀 bir çarpımsal latis 𝐿 −modül olsun. 𝜎(𝑀) nin bir 𝑇(𝜀) −uzay olması 

için gerek ve yeter koşul 𝑀 nin 𝜀 −modül olması ve dim⁡(𝑀) ≤ 2 olmasıdır. 

İspat (⇒): 𝜎(𝑀) bir 𝑇(𝜀) −uzay olsun. 𝑀 nin 𝜀 −modül olmadığını kabul edelim. 

Öyleyse 𝑀 nin herhangi farklı maksimal elemanları 𝑁,𝐾 ve herhangi farklı minimal asal 

elemanları 𝑈, 𝑉 için 𝜌(𝑁,𝐾) veya 𝛿(𝑈, 𝑉) kümesi boş küme ve tek nokta kümesi değildir. 

Şimdi 𝜌(𝑁,𝐾) nin ne boş küme ne de tek nokta kümesi olduğunu varsayalım. O halde 

𝑃, 𝑄 ∈ 𝜌(𝑁,𝐾) olacak şekilde 𝑀 nin iki farklı asal elemanı vardır. Böylece (𝑃:𝐿 1𝑀) ≤

((𝑁 ∧ 𝐾):𝐿 1𝑀)⁡, 𝑃 ≠ 𝑁 ∧ 𝐾 ve (𝑄:𝐿 1𝑀) ≤ ((𝑁 ∧ 𝐾):𝐿 1𝑀), 𝑄 ≠ 𝑁 ∧ 𝐾 sağlanır. 

(𝑃:𝐿 1𝑀) ≤ (𝑁:𝐿 1𝑀) ∧ (𝐾:𝐿 1𝑀) ve (𝑄:𝐿 1𝑀) ≤ (𝑁:𝐿 1𝑀) ∧ (𝐾:𝐿 1𝑀) sağlandığından 

(𝑃:𝐿 1𝑀) ≤ (𝑁:𝐿 1𝑀), (𝑃:𝐿 1𝑀) ≤ (𝐾:𝐿 1𝑀) ve (𝑄:𝐿 1𝑀) ≤ (𝑁:𝐿 1𝑀), (𝑄:𝐿 1𝑀) ≤

(𝐾:𝐿 1𝑀) elde edilir. 𝑀 bir çarpımsal latis 𝐿 −modül olduğundan 𝑃 < 𝑁, 𝑃 < 𝐾 ve 𝑄 <

𝑁,𝑄 < 𝐾 elde edilir. Böylece 𝑁,𝐾 ∈ {𝑃}′ ve 𝑁,𝐾 ∈ {𝑄}′ olur. Sonuç olarak 𝑁,𝐾 ∈

{𝑃}′ ∩ {𝑄}′ elde edilir. Bu ise 𝜎(𝑀) nin bir 𝑇(𝜀) −uzay olması ile çelişir. Şimdi 𝛿(𝑈, 𝑉) 

nin ne boş küme ne de tek nokta kümesi olduğunu varsayalım. O halde 𝑆, 𝑇 ∈ 𝛿(𝑈, 𝑉) 

olacak şekilde 𝑀 nin iki farklı asal elemanı vardır. Öyleyse 𝑆 ∈ {𝑈}′, 𝑇 ∈ {𝑈}′ ve 𝑆 ∈

{𝑉}′, 𝑇 ∈ {𝑉}′ dür. Böylece 𝑆, 𝑇 ∈ {𝑈}′ ∩ {𝑉}′ sağlanır. Bu bir çelişkidir. O halde 𝑀 nin 

𝜀 −modül olması gerekir. dim⁡(𝑀) ≥ 3 olduğunu kabul edelim. Bu durumda 𝑃 < 𝑄 <

𝑆 < 𝑇 olacak şekilde 𝑃, 𝑄, 𝑆, 𝑇 asal elemanları vardır. Öyleyse (𝑃:𝐿 1𝑀) ≤ (𝑄:𝐿 1𝑀) ≤

(𝑆:𝐿 1𝑀) ≤ (𝑇:𝐿 1𝑀) sağlanır. Böylece 𝑆, 𝑇 ∈ {𝑃}′ ∩ {𝑄}′ sağlanır. Bu ise 𝜎(𝑀) nin bir 

𝑇(𝜀) −uzay olması ile çelişir. 

(⇐): 𝑀 bir 𝜀 −modül ve dim⁡(𝑀) ≤ 2 olsun. 𝜎(𝑀) nin bir 𝑇(𝜀) −uzay olmadığını 

varsayalım. O halde bazı farklı 𝑃, 𝑄 asal elemanları için {𝑃}′ ∩ {𝑄}′ ≠ ∅ ve tek nokta 

kümesi değildir. Öyleyse 𝑁, 𝐾 ∈ {𝑃}′ ∩ {𝑄}′ olacak şekilde farklı asal elemanları vardır. 

Böylece (𝑃:𝐿 1𝑀) ≤ (𝑁:𝐿 1𝑀), (𝑃:𝐿 1𝑀) ≤ (𝐾:𝐿 1𝑀) ve (𝑄:𝐿 1𝑀) ≤ (𝑁:𝐿 1𝑀), 

(𝑄:𝐿 1𝑀) ≤ (𝐾:𝐿 1𝑀) sağlanır. 𝑀 bir çarpımsal latis 𝐿 −modül olduğundan 𝑃 < 𝑁, 𝑃 <

𝐾 ve 𝑄 < 𝑁,𝑄 < 𝐾 elde edilir. Eğer 𝑃, 𝑄 minimal asal elemanlar ise 𝑁,𝐾 ∈ 𝛿(𝑃, 𝑄)⁡olur. 

Bu ise 𝑀 bir 𝜀 −modül olması ile çelişir. Eğer 𝑃, 𝑄 minimal asal elemanlar değil ise 𝑈 <

𝑃 ve 𝑉 < 𝑄 olacak şekilde minimal asal elemanlar vardır. Buradan 𝑈 < 𝑃 < 𝑁, 𝑈 < 𝑃 <
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𝐾 ve 𝑉 < 𝑄 < 𝑁, 𝑉 < 𝑄 < 𝐾 elde edilir. dim⁡(𝑀) ≤ 2 olduğundan 𝑁 ve 𝐾 elemanları 

maksimal elemanlardır. 𝑃 ≤ 𝑁 ∧ 𝐾 ve 𝑄 ≤ 𝑁 ∧ 𝐾 olduğu açıktır. Eğer 𝑃 = 𝑁 ∧ 𝐾 ve 

𝑄 = 𝑁 ∧ 𝐾 ise 𝑈 < 𝑃 < 𝑁 ∧ 𝐾 < 𝐾 veya 𝑉 < 𝑄 < 𝑁 ∧ 𝐾 < 𝐾 elde edilir. Bu ise 

dim⁡(𝑀) ≤ 2 olması ile çelişir. O halde 𝑃 < 𝑁 ∧ 𝐾 ve 𝑄 < 𝑁 ∧ 𝐾 elde edilir. Böylece 

𝑃, 𝑄 ∈ 𝜌(𝑁,𝐾) sağlanır. Bu 𝑀 nin bir 𝜀 −modül olması ile çelişir.  

Tanım 6.2.8 Bir 𝐿 −modül 𝑀 nin her asal fakat maksimal olamayan elemanı onu has 

olarak kapsayan asal elemanların infimumlarından farklı ise 𝑀 ye 𝐷 −modül denir. 

Önerme 6.2.9 𝑀 bir 𝐿 −modül olsun. Eğer 𝜎(𝑀) bir 𝑇𝐷 −uzay ise 𝑀 bir 𝐷 −modüldür. 

Tersi 𝑀 nin çarpımsal 𝐿 −modül olduğu durumda doğrudur. 

İspat 𝜎(𝑀) bir 𝑇𝐷 −uzay olsun. 𝑀 nin bir 𝐷 −modül olmadığını kabul edelim. O halde 

onu has olarak kapsayan asal elemanların infimumuna eşit olacak şekilde bir maksimal 

olmayan asal 𝑃 elemanı vardır, yani 𝑃 = ⋀ 𝑄𝑃<𝑄  sağlanır. 𝜎(𝑀) bir 𝑇𝐷 −uzay 

olduğundan {𝑃}′ = 𝑉(𝐾) olacak şekilde bir 𝐾 ∈ 𝑀 vardır. O halde her 𝑄 ∈ {𝑃}′ için 

(𝐾:𝐿 1𝑀) ≤ (𝑄:𝐿 1𝑀) sağlandığından (𝐾:𝐿 1𝑀) ≤ ⋀ (𝑄:𝐿 1𝑀)𝑄∈{𝑃}′ = (⋀ 𝑄:𝐿 1𝑀)𝑄∈{𝑃}′  

≤ (⋀ 𝑄:𝐿 1𝑀) =𝑄<𝑃 (𝑃:𝐿 1𝑀) elde edilir. Böylece 𝑃 ∈ 𝑉(𝐾) olur (Çelişki). 

Tersi için 𝑀 bir çarpımsal 𝐷 −modül olsun. 𝑃 ∈ 𝜎(𝑀) olsun. Eğer 𝑃 maksimal eleman 

ise ispat açıktır. 𝑃 elemanının maksimal olmadığını kabul edelim. 𝑀 bir 𝐷 −modül 

olduğundan 𝑃 ≠ ⋀ 𝑄𝑃<𝑄  sağlanır. Fakat 𝑃 < ⋀ 𝑄𝑃<𝑄  olduğundan 𝑉(⋀ 𝑄𝑃<𝑄 ) ⊆ 𝑉(𝑃) 

sağlanır. 𝑃 ∉ 𝑉(⋀ 𝑄𝑃<𝑄 ) dur. Eğer 𝑃 ∈ 𝑉(⋀ 𝑄𝑃<𝑄 ) olsaydı (⋀ 𝑄:𝐿 1𝑀)𝑄<𝑃 ≤ (𝑃:𝐿 1𝑀) 

sağlanırdı ve 𝑀 bir çarpımsal 𝐿 −modül olduğundan ⋀ 𝑄𝑃<𝑄 ≤ 𝑃 olurdu (Çelişki). 

Böylece 𝑉(⋀ 𝑄𝑃<𝑄 ) ⊆ {𝑃}′ elde edilir. Şimdi, 𝐾 ∈ {𝑃}′ olsun. Öyleyse (𝑃:𝐿 1𝑀) ≤

(𝐾:𝐿 1𝑀) dir ve 𝑀 bir çarpımsal 𝐿 −modül olduğundan 𝑃 < 𝐾 sağlanır. Böylece 

⋀ 𝑄𝑃<𝑄 ≤ 𝐾 dır ve buradan (⋀ 𝑄:𝐿 1𝑀)𝑄<𝑃 ≤ (𝐾:𝐿 1𝑀) dir. Böylece 𝐾 ∈ 𝑉(⋀ 𝑄𝑃<𝑄 ) 

elde edilir. 

Önerme 6.2.10  𝑀 bir 𝐿 −modül olsun. Eğer 𝜎(𝑀) bir 𝑇𝐷𝐷 −uzay ise aşağıdakiler 

sağlanır: 

i. 𝑀 bir 𝜇 −modüldür. 

ii. dim⁡(𝑀) ≤ 1 dir. 

İspat⁡𝜎(𝑀) bir 𝑇𝐷𝐷 −uzay olsun. 
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i. 𝑀 nin bir 𝜇 −modül olmadığını kabul edelim. Öyleyse iki farklı minimal asal eleman 𝑈 

ve 𝑇 yi içeren bir 𝑃 asal elemanı vardır, yani 𝑈 < 𝑃 ve 𝑇 < 𝑃 dir. Öyleyse (𝑈:𝐿 1𝑀) ≤

(𝑃:𝐿 1𝑀) ve (𝑇:𝐿 1𝑀) ≤ (𝑃:𝐿 1𝑀) sağlanır. Böylece 𝑃 ∈ {𝑈}′ ∩ {𝑉}′ elde edilir. Bu ise 

𝜎(𝑀) nin bir 𝑇𝐷𝐷 −uzay olması ile çelişir. 

ii. dim(𝑀) ≥ 2 olduğunu kabul edelim. Bu durumda 𝑃 < 𝑄 < 𝐾 olacak şekilde 𝑃, 𝑄, 𝐾 

asal elemanları vardır. Öyleyse (𝑃:𝐿 1𝑀) ≤ (𝑄:𝐿 1𝑀) ≤ (𝐾:𝐿 1𝑀) sağlanır. Böylece 𝐾 ∈

{𝑃}′ ∩ {𝑄}′ sağlanır. Bu ise 𝜎(𝑀) nin bir 𝑇𝐷𝐷 −uzay olması ile çelişir. 

Tanım 6.2.11 Bir 𝐿 −modül 𝑀 nin herhangi farklı iki minimal asal elemanı en çok bir 

maksimal eleman tarafından kapsanıyorsa 𝑀 ye 𝑌 −modül denir. 

Önerme 6.2.12 𝑀 bir 𝐿 −modül olsun. Eğer 𝜎(𝑀) bir 𝑇𝑌 −uzay ise 𝑀 bir 𝑌 −modüldür 

ve dim⁡(𝑀) ≤ 1 dir. Tersi 𝑀 nin çarpımsal 𝐿 −modül olduğu durumda doğrudur. 

İspat 𝜎(𝑀) bir 𝑇𝑌 −uzay olsun. 𝑀 nin bir 𝑌 −modül olmadığını varsayalım. Öyleyse iki 

farklı minimal asal eleman 𝑃 ve 𝑄 yu kapsayan iki farklı maksimal eleman 𝑁 ve 𝐾 vardır. 

Yani 𝑃 < 𝑁, 𝑃 < 𝐾 ve 𝑄 < 𝑁,𝑄 < 𝐾 dır. Öyleyse (𝑃:𝐿 1𝑀) ≤ (𝑁:𝐿 1𝑀), (𝑃:𝐿 1𝑀) ≤

(𝐾:𝐿 1𝑀) ve (𝑄:𝐿 1𝑀) ≤ (𝑁:𝐿 1𝑀), (𝑄:𝐿 1𝑀) ≤ (𝐾:𝐿 1𝑀) sağlanır. Bu durumda 𝑁,𝐾 ∈

𝑉(𝑃) = 𝑐𝑙({𝑃}) ve 𝑁,𝐾 ∈ 𝑉(𝑄) = 𝑐𝑙({𝑄}) sağlanır. Böylece 𝑁,𝐾 ∈ 𝑐𝑙({𝑃}) ∩ 𝑐𝑙({𝑄}) 

elde edilir. Bu ise 𝜎(𝑀) nin bir 𝑇𝑌 −uzay olması ile çelişir. Şimdi dim(𝑀) ≥ 2 olduğunu 

varsayalım. O halde 𝑃 < 𝑄 < 𝑇 olacak şekilde 𝑃, 𝑄, 𝑇 ∈ 𝜎(𝑀) vardır. O halde 

(𝑃:𝐿 1𝑀) ≤ (𝑄:𝐿 1𝑀) ≤ (𝑇:𝐿 1𝑀) dir. Öyleyse 𝑄, 𝑇 ∈ 𝑉(𝑃) ∩ 𝑉(𝑄), yani 𝑄, 𝑇 ∈

𝑐𝑙({𝑃}) ∩ 𝑐𝑙({𝑄}) sağlanır. Bu ise 𝜎(𝑀) nin bir 𝑇𝑌 −uzay olması ile çelişir. 

Tersi için 𝑀 bir çarpımsal 𝐿 −modül olsun. 𝑀 bir 𝑌 −modül ve dim⁡(𝑀) ≤ 1 olsun. 𝜎(𝑀) 

nin bir 𝑇𝑌 −uzay olmadığını varsayalım. O halde iki farklı asal eleman 𝑃 ve 𝑄 için 

𝑐𝑙({𝑃}) ≠ ∅ ve tek nokta kümesi değildir. Öyleyse 𝑁,𝐾 ∈ 𝑐𝑙({𝑃}) olacak şekilde iki farklı 

asal eleman 𝑁,𝐾 vardır. Öyleyse (𝑃:𝐿 1𝑀) ≤ (𝑁:𝐿 1𝑀), (𝑃:𝐿 1𝑀) ≤ (𝐾:𝐿 1𝑀) ve 

(𝑄:𝐿 1𝑀) ≤ (𝑁:𝐿 1𝑀), (𝑄:𝐿 1𝑀) ≤ (𝐾:𝐿 1𝑀) sağlanır. 𝑀 bir çarpımsal 𝐿 −modül 

olduğundan 𝑃 ≤ 𝑁, 𝑃 ≤ 𝐾 ve 𝑄 ≤ 𝑁, 𝑄 ≤ 𝐾 olur. Ayrıca 𝑃 ≠ 𝑁 ve 𝑃 ≠ 𝐾 dır. Eğer 

𝑃 = 𝑁 veya 𝑃 = 𝐾 olsaydı 𝑄 < 𝑃 elde edilirdi. dim⁡(𝑀) ≤ 1 olduğundan 𝑃 bir maksimal 

eleman olurdu. Bu durumda 𝑉(𝑃) = {𝑃} = 𝑐𝑙({𝑃}) ve buradan 𝑐𝑙({𝑃}) ∩ 𝑐𝑙({𝑄}) =

{𝑃} olurdu. Bu ise 𝑀 nin bir 𝑌 −modül olması ile çelişir. Benzer şekilde 𝑄 ≠ 𝑁 ve 𝑄 ≠ 𝐾 

sağlanır. Böylece 𝑃 < 𝑁, 𝑃 < 𝐾 ve 𝑄 < 𝑁,𝑄 < 𝐾 elde edilir. dim⁡(𝑀) ≤ 1 olduğundan 



65 

 

𝑁 ve 𝐾 maksimal elemanlardır. Bu ise 𝑀 nin bir 𝑌 −modül olması ile çelişir. Böylece 

𝜎(𝑀) bir 𝑇𝑌 −uzay olmalıdır. 

Önerme 6.2.13 𝑀 bir 𝐿 −modül olsun. Eğer 𝜎(𝑀) bir 𝑇𝑌𝑆 −uzay ise 𝑀 bir 𝜇 −modüldür 

ve dim⁡(𝑀) ≤ 1 dir. Tersi 𝑀 nin çarpımsal 𝐿 −modül olduğu durumda doğrudur. 

İspat 𝜎(𝑀) bir 𝑇𝑌𝑆 −uzay olsun. 𝑀 nin bir 𝜇 −modül olmadığını varsayalım. O halde iki 

farklı minimal asal eleman 𝑄 ve 𝑇 yi kapsayan bir 𝑃 asal elemanı vardır. O halde 𝑝 ∈

𝑉(𝑄) ∩ 𝑉(𝑇) elde edilir. Böylece 𝑝 ∈ 𝑐𝑙({𝑄}) ∩ 𝑐𝑙({𝑇}) dır. Bu ise 𝜎(𝑀) nin bir 

𝑇𝑌𝑆 −uzay olması ile çelişir. Şimdi dim⁡(𝑀) ≥ 2 olduğunu varsayalım. O halde 𝑃 < 𝑄 <

𝑇 olacak şekilde 𝑃, 𝑄, 𝑇 ∈ 𝜎(𝑀) vardır. Böylece (𝑃: 1𝑀) ≤ (𝑄: 1𝑀) ≤ (𝑇: 1𝑀) dir. 

Öyleyse 𝑇 ∈ 𝑉(𝑃) ∩ 𝑉(𝑄), yani 𝑇 ∈ 𝑐𝑙({𝑃}) ∩ 𝑐𝑙({𝑄}) sağlanır. Bu ise 𝜎(𝑀) nin bir 

𝑇𝑌𝑆 −uzay olması ile çelişir. 

Tersi için 𝑀 bir çarpımsal 𝐿 −modül olsun. 𝑀 bir 𝜇 −latis ve dim⁡(𝑀) ≤ 1 olsun. 𝑃, 𝑄; 𝑀 

nin iki farklı asal elemanı olsun.⁡𝑐𝑙({𝑃}) ∩ 𝑐𝑙({𝑄}) ≠ ∅ ve 𝑐𝑙({𝑃}) ∩ 𝑐𝑙({𝑄}) ≠ {𝑃} 

olsun. O halde bir 𝐾 ∈ 𝑐𝑙({𝑃}) ∩ 𝑐𝑙({𝑄}) vardır. Öyleyse 𝐾 ≠ 𝑃 ve (𝑃:𝐿 1𝑀) ≤

(𝐾:𝐿 1𝑀), (𝑄:𝐿 1𝑀) ≤ (𝐾:𝐿 1𝑀) sağlanır. 𝑀 bir çarpımsal 𝐿 −modül olduğundan 𝑃 < 𝐾 

ve 𝑄 ≤ 𝐾 elde edilir. dim⁡(𝑀) ≤ 1 olduğundan 𝑃 minimal asal elemandır. 𝑀 bir 𝜇 −latis 

olduğundan 𝑄 = 𝐾 elde edilir. Böylece 𝑐𝑙({𝑃}) ∩ 𝑐𝑙({𝑄}) = {𝑄} sağlanır. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



66 

 

 

BÖLÜM 7 

SONUÇ VE ÖNERİLER 

Bu tez çalışmasında ilk olarak literatürde tanımlanmış olan eş çarpımsal modül kavramı 

latis modüller üzerine aktarılmıştır. 

Diğer bölümde halka ve modül yapılarının asal idealleri ve asal alt modülleri üzerinde 

kurulan Zariski topolojisi, latis ve latis modüllerin asal elemanlarının kümeleri üzerinde 

kurulmuştur. Bu topolojilerin 𝑇0 ve 𝑇1 ayırma aksiyomlarını sağlamaları için gereken 

şartlar incelenmiştir. 

Son olarak kurulan bu topolojilerin 𝑇0 ve 𝑇1 arasındaki bazı ayırma aksiyomları sağlayan 

latis ve latis modüller karakterize edilmiştir. 

Latis modüller üzerinde kurulan Zariski topolojisi, eş çarpımal latis modüller üzerinde 

kurulabilir. Ayrıca 𝑇0 ve 𝑇1 arasındaki bazı ayırma aksiyomları incelenebilir. 
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