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OZET

CARPIMSAL LATiS MODULLER
Emel ASLANKARAYIGIT UGURLU

Matematik Anabilim Dali

Doktora Tezi

Tez Danismani: Dog. Dr. Kiirsat Hakan ORAL
Es Danisman: Prof. Dr. Unsal TEKIR

Pek ¢ok bilim adami cebirin Latis Teorisi alaninda yillarca ¢alismistir. Bu alanda Modiil
Teorisinin genellemesi olan Latis Modiiller konusu da 6nemli bir yer tutar. Bu tezin
amaci, modil teorisindeki ¢arpimsal modillerin genellemesi olan garpimsal latis
modaiillerinin 6zelliklerini incelemektir. Ayrica c¢arpimsal latis modillerini, temel
elemanlar ve kompakt elemanlar yardimiyla karakterize etmektir. Tezin bir diger
boliiminde ise; latis modiiliinde asal eleman, zayif asal eleman, neredeyse asal eleman
ve idempotent eleman kavramlari tanimlanmistir. Daha sonra bu elemanlar belli sartlar
altinda karakterize edilmistir. Mesela asal elemanlar icin olan karakterizasyonu ifade
etmek istersek; 1, kompakt olacak sekilde L bir PG —latis ve M c¢arpimsal sadik
PG —latis modil olsun. Bu durumda bir N < 1,, elemani igin asagidakiler denktir:

(1) N asaldir.

(2) (N:; 1,,) asaldir.

(3) N = g1, olacak sekilde bir asal g € L vardir. (Teorem 3.4.3)

Ayrica carpimsal latis modilli Uzerinde yeni bir ¢arpma tanimlanmistir. Bu ¢arpma
sayesinde; latis modiliindeki bazi elemanlarin tanimlarinin, latisteki tanimlarina denk
getirilebilecegi ispatlanmistir. Bunun icin 6rnek olarak; latis modilliindeki asal eleman
taniminin, latisteki formuna nasil denk geldigini aciklayalim:



Bilindigi Uzere latis modillindeki asal eleman tanimi ile latisteki asal eleman tanimi
birbirinden biraz farklidir. Bazi 6zel kosullar altinda; latis moddilindeki asal eleman
taniminin, latisteki asal eleman tanimina denk geldigi gosterilmistir. Daha acik ifade
edecek olursak; 1, kompakt olacak sekilde L bir PG —latis ve 1,, kompakt olacak sekilde
M c¢arpimsal sadik PG —latis L —modil olsun. Bu durumda bir N <1, i¢in N
elemaninin M de asal olmasi igin gerek ve yeter kosul XY < N olacak sekildeki herhangi
X,Y € MicinX < NveyaY < N olmasidir. (Teorem 3.4.9)

Yukaridakine benzer sekilde; latis modilinde zayif asal eleman, neredeyse asal eleman
ve idempotent elemanlarin da tanimlari, latisteki formlarina denk getirilmistir.

Sonuncu bélimde ise ikinci modil ve ikincil modul kavramlari genellestirilerek ikinci latis
modiil ve ikincil latis modul kavramlari tanitilmistir. Bu kavram su sekilde tanimlanmustir;
M sifirdan farkh bir L —latis modul olsun. Eger hera € Liginal,, = 1), veyaal, = 0y
oluyorsa M, ikinci latis modil olarak adlandirilir. (Tanim 4.1.1) Benzer olarak eger her
a € Liginal, = 1,,veya a™1,, = 0, olacak sekilde n pozitif tam sayisi bulunabiliyorsa
M, ikincil latis modil olarak adlandirilir. (Tanim 4.1.2)

Son olarak; c¢arpimsal latis modil kavrami ile yukarida tanimlanan bu iki kavram
birlestirilince neler elde edilebilecegi arastiriimistir. Boylece su iki sonug elde edilmistir.

(1) Carpimsal ve ikincil olan bir latis modiil, asalimsi latis modiildiir. (Onerme 4.2.1)
(2) Carpimsal ve ikinci olan bir latis modiil, asal latis modiildiir. (Onerme 4.2.2)

Anahtar Kelimeler: latis, carpimsal latis, latis modiil, carpimsal latis modil, PG —latis
modil, CG —latis modiil, asal eleman, neredeyse asal eleman, zayif asal eleman, asalimsi
eleman, maksimal eleman, idempotent eleman, ikinci latis modiil, ikincil latis modiil.
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ABSTRACT

MULTIPLICATION LATTICE MODULES

Emel ASLANKARAYIGIT UGURLU

Department of Mathematics

PhD. Thesis

Adviser: Assoc. Dr. Kiirsat Hakan ORAL
Co-Adviser: Prof. Dr. Unsal TEKIR

Many scientists have studied on Lattice Theory for many years. The Lattice Modules
which is the generalization of Module Theory have an important place in the area. The
aim of this thesis is an examination of properties of multiplication lattice module which
is the generalization of multiplication module. Moreover, the aim is to obtain a
characterization of multiplication lattice module by the help of the defined principal
elements and compact elements. In the another part of the thesis, we gave the
definitions of prime element, weakly prime element, almost prime element and
idempotent element. After then, under specific conditions these elements are
characterized. For example, we can explain the characterization of prime element. Let
L be a PG —lattice with 1; compact and M be a faithful multiplication PG —Iattice
L —module and N < 1,. Then followings are equivalent:

(1) N is prime.

(2) (N:; 1) is prime.

(3) N = g1, for some prime element q of L. (Theorem 3.4.3)

In addition, we define a new multiplication over the multiplication lattice module.
Owing to the multiplication we prove that the definitions of some elements in lattice
module can be similar to the definitions of the elements in lattice. For example, let’s

Xi



explain the definition of prime elements in lattice module can be similar to the definition
of prime elements in lattice.

As one know the definition of prime elements in lattice module is different from the
definition of prime elements in lattice. Under special conditions, we get that the
definition of prime element in lattice module is similar to the definition of prime element
in lattice. So, if L is a PG —lattice with 1; compact and M is a faithful multiplication
PG —lattice L —module with 1,, compactand N < 1,,then N is primein M if and only
if whenever X and Y are elements of M such that XY < N then either X < NorY < N.
(Theorem 3.4.9)

Similarly, we obtain the previous result for weakly prime elements, almost prime
elements and idempotent elements owing to the new defined multiplication.

In the last part, we define second lattice module and secondary lattice module as the
generalizations of second module and secondary module. For the explaination of the
definitions, one can examine the followings:

A nonzero L —lattice module M is called second if foreacha € L, aly, = 1, oraly =
Oy - (Definition 4.1.1) Similarly, if for each a € L, al,, = 1, or a™1,, = 0, for some
n > 0, M is called secondary . (Definition 4.1.2)

When we unify the concepts of the multiplication lattice module and the above defined
notions, we research that what we can get. Thus we obtain the following two results:

(1) Every multiplication and secondary lattice modue is primary lattice module.
(Proposition 4.2.1)

(2) Every multiplication and second lattice module is prime lattice module.
(Proposition 4.2.2)

Keywords: lattice, multiplicative lattice, lattice module, multiplication lattice module,
PG —lattice module, CG —lattice module, prime element, almost prime element,
weakly prime element, primary element, maximal element, idempotent element,
second lattice module, secondary lattice module.

YILDIZ TECHNICAL UNIVERSITY
GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES
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BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Latis Teorisi cebirde 6nemli yer tutmaktadir, bakiniz [1, 2, 3]. Bir latis yapisticin en bilinen
ornek; R birimli, degismeli bir halka olmak lizere R nin bitin ideallerinin olusturdugu
L(R) kimesidir. L(R) latisi ileride tanimlayacagimiz pek cok latis yapisina érnek teskil

eder.

idealler Gizerinde toplama islemini supremum, ¢arpma islemini infimum olarak alirsak
L(R) kimesinin her alt kiumesinin, bir infimum ve supremumu oldugu kolayca
gorilebilir. Boylece L(R) latisi bir tam latistir. Dikkat edilirse; en kiglk Ust sinir

{L(R)} =R dir.

1, elemani kompakt olan bir L tam latisi Gizerinde, (Kompakt eleman igin bakiniz, Tanim

2.1.16)
(1) Supremumlar tzerinde dagilmali (yani a;, b € L igin b(Va;) = Vba;),
(2) Birlesmeli,
(3) Degismeli,
(4) Carpimsal birimi, en bliylik eleman 1; ve ¢arpimsal sifiri, en kiigiik eleman 0;

olacak sekilde bir carpma mevcutsa L ye ¢arpimsal latis denir [3]. L(R) idealler tam

latisini inceleyecek olursak; gercekten de I,,/, 11, I, I3 € L(R) igin
(1) Supremumlar tzerinde dagilmali yani J(VI,) = V]I,

(2) Birlesmeliyani (I;1,)1; = I, (1,13),



(3) Degismeliyani I, 1, = L,1;,

(4) I,R =1, ve (0g)R = (0z) oldugundan garpimsal birimi, en biyik eleman olan
1,&r) = R elemani kompakt (Benzer sekilde carpimsal sifiri en kigiik eleman
0L(R) = (0g))

olacagindan L(R) latisi carpimsal latis yapisina da 6rnek teskil eder.

D. D. Anderson; L(R) latisini, garpimsal latisleri ve onun diger cebirsel sistemler lizerine

uygulamalarini incelemistir, bakiniz [3].

Simdi biraz latis modiilden bahsedelim. Bir ¢arpimsal latis UGzerinde latis moduli

tanimlanabilir.

L bir garpimsal latis ve M de bir tam latis olsun. [,l,,b € L ve B,Bg €M olmak tizere L
ve M nin elemanlari arasinda asagidaki kosullari saglayan ve LB ile gosterilen bir carpma

varsa M ye bir L —latis modiil denir [5].

(1) (Ib)B = L(bB);

(2) (Vala) (VpBp) = VaplaBg;
(3) 1,B = B;

(4) 0,B = 0.

Latis Modiiller ile ilgili pek ¢ok ¢alisma yapilmistir, bakiniz [4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11].

1988 yilinda [12] da P. Smith Carpimsal Modil kavramini tanitmistir. M bir R —modyil
olmak izere M nin herhangi bir alt moduli N igin N = IM olacak sekilde R de bir I ideali
bulunabiliyorsa M ye ¢carpimsal modil denir. Aynicalismada Carpimsal Modl yapisinin
ozellikleri incelenmistir. Carpimsal Modidillerle ilgili pek ¢ok ¢alisma yapilmistir, bakiniz

[12, 13, 14, 15, 16,17].

F.Calhalp ve U.Tekir ise 2011 de [4] referansinda, Carpimsal Modil yapisini
genellestirerek Carpimsal Latis Modil kavramini su sekilde tanimlamistir: M bir L —latis
modil olsun. Eger her N € M icin N = al, olacak sekilde bir a € L varsa M ye
carpimsal latis modil denir. [4] de yazarlar, carpimsal modillerin bazi 6zellikleri
genellestirilerek carpimsal latis modillerinin bazi 6zelliklerini elde etmistir.
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Ayrica Carpimsal Modiil yapisi, Shireen Ouda Dakheel in 2010 yilinda yayinlanan ‘S-Prime
Submodules And Some Related Concepts’ isimli tezinde 6nemli bir yer tutar. (Bakiniz,
[18]) Oncelikle [18] de yazar Modiil Teoride ikinci modiil ve ikincil modiil kavramlarini
tanitmig ve bunlarin 6zellikleri incelemistir. Daha sonra ise ¢arpimsal modul kavrami ile
bu yeni tanimladigi modilleri birlestirdiginde neler elde edilebilecegini gostermistir.

Boylece 6nemli iki sonuca ulasmistir.

(1) Carpimsal ve ikinci olan bir modiil, asal moduldur. (Bakiniz, [18])

(2) Carpimsal ve ikincil olan bir modul, asalimsi moddldir. (Bakiniz, [18])

1.2 Tezin Amaci

Biliyoruz ki Grup, Halka ve Modiil gibi yapilar moduler yapilardir. Bu tez Non-modiiler bir
yap! elde edip onun oOzelliklerini inceleyi amag¢ edinmistir. Bunun igin ¢arpimsal
modyillerin genellemesi olan ¢arpimsal latis moddillerinin 6zellikleri incelenmistir. Ayrica,
carpimsal latis modillerini, temel elemanlar ve kompakt elemanlar yardimiyla
karakterize etmektir. Tezin bir diger béliminde ise; asal eleman, zayif asal eleman,
neredeyse asal eleman ve idempotent eleman tanimlarini latis modiliinde vermektir.
Daha sonra carpimsal latis modiilde yeni bir carpma tanimlamaktir. Bu carpma sayesinde

latis moddllindeki bazi tanimlarin latisteki formlariyla ayni olabilecegini gostermektir.

Sonuncu béliimde ise ikinci modil ve ikincil modiil kavramlari genellestirerek ikinci latis
modiil ve ikincil latis modil kavramlarini tanimlamaktir. Son olarak ¢arpimsal latis modiil

kavrami ile bu yeni iki kavram birlestirilince neler elde edilebilecegini arastirmaktir.

1.3 Hipotez

Modil teorideki pek c¢ok kavram gibi carpimsal modil kavrami da latis teoriye
genellenebilir. [4] de yazarlar bunu yapmistir. Bu fikirden yola c¢ikarak carpimsal
modildeki kavramlar, genellenerek carpimsal latis modiliinde incelenebilir. Ayrica
carpimsal modilde ulasiimis sonuglara, carpimsal latis modiliinde de ulasiimaya

cahsilabilir. Ek olarak; asal eleman, zayif asal eleman, neredeyse asal eleman ve



idempotent eleman gibi tanimlar ¢garpimsal latis modiiliinde incelenebilir. Bu fikirlerden

yola gikarak bu tezde 6nemli sonuglar elde edilebilir.

Son olarak ikinci modiil ve ikincil modil kavramlari da genellenip, ikinci latis moddl ve
ikincil latis modul kavramlari tanitilabilir. Boylece ¢arpimsal latis moddl kavrami ile ikinci
latis modul ve ikincil latis modil kavramlari birlesince neler elde edilebilecegi

arastirabilir.



BOLUM 2

LATIS VE LATiS MODUL iCiIN GENEL BiLGILER

2.1 Latis icin Genel Bilgiler

Tanim 2.1.1 : Bostan farkh bir A kiimesi Uzerinde tanimlanan * <’ (siralama) bagintisi
asagidaki bicimde tanimlanan yansima, ters simetri ve gecisme Ozelliklerini sagliyorsa ise

A kiimesine kismi sirali (sirali) denir.
(1) Hera € Aigin a < a dir. (Yansima Ozelligi)
(2) Herhangia,b € Aigcina < bve b < aise a = b dir. (Ters Simetri Ozelligi)

(3) Herhangia,b,c € Aicina < bve b < cise a < c dir. (Gegisme Ozelligi)

A kismi sirali bir kiime ise kismi siralama bagintisini da belirtmek igin ‘A kismi sirali bir

kiimedir’ ifadesi yerine bazen ‘(4, <) kismi sirali bir kime’ de denir.

Ornek 2.1.2 P(A), bostan farkli bir A kiimesinin kuvvet kiimesi olmak lizere (P(4), <)

bir kismi sirali kimedir.

Tanim 2.1.3 Kismi sirali bir kiimenin her eleman cifti, kiime Uzerinde tanimlanan

bagintiya gore karsilastirilabiliyor ise bu kiimeye tam sirali kiime veya zincir denir.
Ornek 2.1.4 R reel sayilar kiimesi * <’ bagintisi ile tam sirali bir kiimedir.

Tanim 2.1.5 Bir A kismi sirali kimesinde a, b,c € Aicina < c ve b < c ise ¢ elemanina

a ve b elemanlarinin bir iist sinin denir. Ozel olarak,
5



¢, a ve b nin bir Ust sinirt iken a ve b elemanlarinin her bir d st sinir icin ¢ < d
gercekleniyor ise bu durumda c elemanina a ve b elemanlarinin en kiiglik Gist sinir1 denir.

Kisaca ekiis(a, b) ile gosterilir.

Tanim 2.1.6 Bir A kismi sirali kiimesinde a,b,e € Aigcine < ave e < b ise e elemanina

a ve b elemanlarinin bir alt sinint denir. Ozel olarak,

e, a ve b nin bir alt siniri iken a ve b elemanlarinin her bir f alt sinin icin f <e
gercekleniyor ise bu durumda e elemanina a ve b elemanlarinin en biiyiik alt sinir1 denir.

Kisaca ebas(a, b) ile gosterilir.

Tanim 2.1.7 Bir A kismi sirali kimesinde a, b € A elemanlarinin en kiiguk Ust sinirina a

ve b nin supremumu denir. a V b veya sup{a, b} ile gosterilir.

Tanim 2.1.8 Bir A kismi sirali kiimesinde a, b € A elemanlarinin en biiyik alt sinirina a

ve b nin infimumu denir. a A b veya inf{a, b} ile gosterilir.

Tanim 2.1.9 (4, <) kismi sirali kiimesinin her iki elemanl alt kiimesi bir supremuma ve

infimuma sahipse bu kismi sirali kimeye latis adi verilir. L = (4, <) ile gosterilir.
Ornekler 2.1.10
(1) N, Z, Q ve R kiimelerinden her biri ‘<’ bagintisi ile,
sup{a,b} = aV b = max{a, b}
inf{a, b} = a A b = min{a, b}
olmak Uzere birer latistir.
(2) (P(X), <) kismi sirali kimesi; her A, B € P(X) igin,
sup{A,B} =AVB=AUB
inffA,B}=AAB=ANB
olmak Uizere bir latis olusturur.

Tanim 2.1.11 (L, <) latisinin her alt kimesinin supremumu ve infimumu varsa bu latise

tam latis denir [3].

Tanimindan kolayca anlasilacagi gibi bir tam latisin her zaman en blylk elemani ve en

kiiglk elemani vardir. Bu en kiigik eleman 0; ve en bliyik eleman 1; ile gosterilir.
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Ornek 2.1.12 (Bakiniz, [22]) S, carpimsal Og ve 1¢ elemanina sahip bir degismeli yari grup
olsun. I kimesi S nin @ # [ € S olacak sekilde bir alt kimesi iken IS € I oluyorsal y1 S

nin bir ideali olarak tanimlayalim.

(1) S nin herhangiikiidealilve Jisel] ={ij: i €lvej € J}carpmi, [UJve IN]

kiimeleri S nin birer idealidir.
(2) L(S), S nin tim ideallerinin kiimesi olmak tzere bir tam latistir.
Tanim 2.1.13 Bir L latisinde her a, b, ¢ € L igin,
aV(bAc)=(@aVb)A(aVvc) (%)

saglaniyorsa L ye dagilmali latis denir [3].

Tanim 2.1.14 Bir L latisinde her a, b, ¢ € L igin,
a<ciginavV(bAc)=(aVb)Ac (*¥)

saglaniyorsa L ye modiiler latis denir [3].

Ornekler 2.1.15

(1) Yukarida 2.1.10 da ilk siktaki latislerin hepsi dagilmali latistir. Ancak hig biri tam
latis degildir, ¢linki hig birinin en buylk elemani yoktur.

(2) X herhangi bir kime olmak tizere (P(X), <, U, N) yapisi bir dagiimali latistir.

(3) L bir tam sirali kime (zincir) ise her a < b olacak sekilde a,b € LiginaVvb =b
ve a A b = a oldugundan her tam sirali kime bir dagiimali latistir.

(4) x < yicin [x,y] kapal araligi, R nin tamlik aksiyomu geregince bir tam latistir.
Q tam latis degildir. Ciinkii {s € Q : s? < 2} © Q kiimesi Ustten sinirl olmasina
ragmen bu Ust sinirlarin en kiicigl (supremumu) yoktur.

(5) Herhangi bir G grubunun tim normal alt gruplarinin ailesiN(G), NAK = NNK
ve N V K = NK islemleriyle birlikte bir moddler latis olusturur, gésterelim:

N <€ H olacak sekilde herhangi H,K,N € N(G) icin(HAK)VN S HA(KVN)
kapsamasi her zaman gerceklenir. Tersinebira e HA(KV N)isea € H vea =

kn olacak sekilde k € K ve n € N bulunur. Burada N € H ve N bir alt grup



oldugundan k=n"la€H olupa=kn€ (HAK)VN, yani HA(KVN) =
(H AK) VN elde edilir.

Tanim 2.1.16 a € L olsun. Eger a <V b; i¢in a < b;, Vb;, V... V b; olacak sekilde

sonlu {bil,biz, ,bin} alt kiimesi bulunabiliyorsa a elemanina kompakt eleman denir
(3].

Ornek 2.1.17 Carpimsal olarak Og ve 1g elemanina sahip S, degismeli yari grubunu
hatirlayalim, bakiniz Ornek 2.1.12. (a) = Sa = {sa:s € S} kiimesi a € S tarafindan
uretilmis temel ideali ve L(S), S nin tim ideallerinin kiimesini géstermek tzere; (a)

elemani L(S) latisinde kompakt elemandir [22].

Tanim 2.1.18 L bir tam latis ve 1; elemani kompakt olsun. [, l,, 14, 5, I3 € L olmak lizere

L Gzerinde asagidaki kosullari saglayan bir carpma varsa L ye ¢arpimsal latis denir [3].

(1) Ll = Ly,

(2) Li(lals) = (L)1,
(3) I(Vala) = Vallg,
(4) 1,1 =1.

Ornek 2.1.19 R birimli degismeli bir halka olsun. R nin tiim idealler ailesini L(R) ile
gosterelim.I,] € L(R)i¢cinI AJ =1NJvel V] =1+ ] tanimlayarakideallerde carpma

islemiile L(R) bir modiler carpimsal latis yapisi olusturur.
Ornek 2.1.20 L(S) latisi bir carpimsal latis yapisi olusturur, bakiniz Ornek 2.1.12.

Tanim 2.1.21 L bir g¢arpimsal latis olsun. Eger L nin her bir elemani kompakt
elemanlarinin bir ailesinin supremumu olarak yazilabiliyor ise L ye kompakt elemanlarca

tiretilmis bir latis denir ve kisaca CG —latis seklinde ifade edilir [3].

Ornek 2.1.22 Carpimsal olarak Og ve 15 elemanina sahip S, degismeli yari grubunu
hatirlayalim. (a) elemanin L(S) de kompakt eleman oldugunu gostermistik, bakiniz
Ornek 2.1.17. Bunu genellersek, S nin bir I idealinin kompakt olmasi icin gerek ve yeter
kosul I nin sonlu Uretilmis olmasidir. Yani a4, ..., a,, € S olmak tzere I = (a4, ...,a,) =
(a;) U ... U (ay) olur. S nin her ideali temel ideallerin bir birlesimi oldugundan L(S)

latisi bir CG —Ilatis yapisi olusturur [3].



Ornek 2.1.23 Ornek 2.1.19 da tanimli L(R) = L latisinin bir elemaninin kompakt olmasi
icin gerek ve yeter kosul bu elemanin sonlu uretilmis olmasidir. Dolayisiyla 1; kompakt

ve L(R) bir CG —latis yapisi olusturur.

GCozim: J € L(R) kompakt eleman olsun. I sonsuz bir indis kimesi olmak tzere | =<
{ag}aer > ise ] € Uger(ay) saglanir. O halde | kompakt eleman oldugundan | €
UiL1(aq,) olacak sekilde birn > 0 vardir. Buradan (ag,, ..., @q,) € J € Uiz (ag,) olup

] = (aq,, -, Aq,) sonlu uretilmis olarak bulunur.

Tersine | = (aq, ..., a,) sonlu Uretilmis ve K; ler L(R) de olmak tzere ] € U;¢; K; olsun.
O halde her j =1,..,n i¢in a; € Ki]. olur. Boylece | = (ay,...,ay) S U}LlKij elde

eldilir. Yani ] kompakttir. Dolayisiyla L(R) bir CG —latistir.

Ornek 2.1.24 Her a € L igin L/a = {b € L:a < b} ile tanimlanan kime cod =cd V a

islemi ile birlikte bir carpimsal latis olusturur. Ayrintih bilgi icin bakiniz [ 1, 2, 3].

Tanim 2.1.25 L (modiiler olmasi gerekmeyen) bir tam latis ve C bir takim kompakt
elemanlarin kimesi olsun. Eger L nin her elemani C deki elemanlarin bir ailesinin

supremumu olarak yazilabiliyorsa L ye € —latis adi verilir.
Tezin bu kismindan itibaren L ¢arpimsal latisi temsil edecektir.

Not2.1.26 a,b,c € Ligin (a:; b) =V {x € L: xb < a}ile tanimlanir. Carpimsal latislerde

bolim ve garpim islemlerine iliskin temel bagintilar ve 6zellikler asagidaki gibidir:

(1) (a:; b)b < adir.

(2) xb < a ise x < (a:;, b) dir.

(3) b < a olmasi igin gerek ve yeter kosul (a:;, b) = 1, olmasidir.
(4) ((aAb):,c) = (a:c)A(b:c)dir.
(5) (a: (be)) = ((a:, b):y, c) dir.

(6) a < (a:; b) dir.

(7) a < (ab:; b) dir.

(8) (a: c) VvV (b: c) < ((aVb): c)dir.
(9) (aAb)c < (ac) A (bc) dir.

(10) ((a A b):; b) = (a:;, b) dir.

(11) (a:, (a Vv b)) = (a:, b) dir.



(12) (a:;, (b V c)) = (a:, b) A (a:, c) dir.

(13)avc=bVvc=1,ise(abVvc) =1, dir
(14)avc=1,ise(aAb)Vc=bVc dir

(15)i = 1,2,3,...,nolmak iizere k; € Nicin (a; V ...V @)1t thkn < g F1v v

a,n dir.
Tanim 2.1.27 Bir e € L elemani verilsin. Her a, b € L icin,

(1) aAbe= ((a:L e) A b)e ise e elemanina infimum temel eleman,

(2) a Ae = (a: e)eise e elemanina zayif infimum temel eleman,

(3) ((aevVv b): e)=(b:e)V aiseeelemanina supremum temel eleman,

(4) (ae:pe) = (0,:e) Vv aise e elemanina zayif supremum temel eleman adi verilir

[1].

Tanim 2.1.28 Bir e € L supremum temel eleman ve infimum temel eleman ise e ye

temel eleman denir [1].

Tanim 2.1.29 Bir e € L zayif supremum temel eleman ve zayif infimum temel eleman ise

e ye zayif temel eleman denir [1].
Ozel olarak a < eise (a:;, e)e = ave (0, :; e) < aise ((ae):, e) = a elde edilir.

Tanim 2.1.30 Eger L nin her bir elemani temel elemanlarinin bir ailesinin supremumu
olarak yazilabiliyor ise L ye temel elemanlarca iretilmis bir latis denir ve kisaca

PG —latis seklinde ifade edilir [3].

Ornek 2.1.31 Ornek 2.1.19 da taniml L(R) = L latisini gdz 6niine alalim. R nin her temel

ideali, L(R) nin bir temel elemani oldugundan L(R), PG —latis yapisi olusturur.
Teorem 2.1.32 L deki her zayif temel eleman kompakttir [3].

Ispat a zayif temel eleman ve a = V a,, olsun. a zayif infimum temel eleman oldugundan
a, =aAay, =a(ay:a)dr.Buradana =Va, = V(a(ay,:pa)) = a(V(ay:, a)) elde
edilir. Ayrica a zayif supremum temel eleman oldugundan 1; = V(a,:,a) Vv (0, ;L a)
elde edilir. 1, kompakt oldugundan 1, =V(as,:;1a)V (ag,:1 @)V ..V (ag,:a)V

(ag:, @)V (0 :, a) olacak sekilde sonlu {aal, Agyy o ,aan} kiimesi vardir. Boylece a =
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a(ag,:pa)Va(ag,:,a)V..va(agpa)Vva(az,a)Vva(,:, a)=ay VagV..V

a,.  elde edilir.
n

Ornek 2.1.33 R degismeli bir halka olmak iizere L, R nin ideallerinin latisi olsun. R nin

her temel ideali, idealler latisi L(R) de bir temel elemandir [3].

ispat/ = () temel idealini gz 6niine alahm. x € AI N B ise x = am olacak sekilde bir

a € A vardir. Buradan,
a€B,)=>acAn(B: )= x=ame (An (B:,D)I elde edilir.

Yani I nin infimum temel eleman oldugu gorilir. Simdi y € ((A U BI):, 1) alalim.

Buradan,
ym € AU BI = ym = a + bm olacak sekilde a € Ave b € B vardir.
Boylece,
a=@y—-bm=>y—-be (A )=>y=((—b)+be(A:])UBolur.

Yani I ayni zamanda supremum temel elemandir. Buradan I temel elemandir. Béylece

R nin her temel ideali, idealler latisinde bir temel elemandir.
Not 2.1.34 Yukaridaki ispatin tersi ancak belli sartlar altinda dogrudur.

(1) L(R) deki bir I elemaninin temel eleman olmasi icin gerek ve yeter kosul I nin
sonlu Uretilmis ideal ve herhangi maksimal ideal M igin Ry, nin I, idealinin sonlu

Uretilmis ideal olmasidir. Bakiniz, [23].

(2) Eger R yerel halka ise L(R) deki bir I elemaninin temel eleman olmasi igin gerek

ve yeter kosul I nin temel ideal olmasidir. Bakiniz, [22].
Yukaridaki Notta ve Ornek 2.1.33 te aciklanan durum yarigruplar icin daha karmasiktir.

Ornek 2.1.35 Carpimsal olarak Og ve 15 elemanina sahip S, degismeli yari grubunu
hatirlayalim, bakiniz Ornek 2.1.12. S nin her temel ideali, L(S) nin infimum temel
elemanidir fakat, supremum temel elemani olmak zorunda degildir [22]. Bakiniz Ornek

2.1.36.

ispat S de herhangi temel () idealinin infimum temel eleman oldugunu gésterelim:
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S deki herhangi /, K idealleriigin (J N (K:L (a)))(a) C J(a) N K saglanir. Diger taraftan
y € J(a) N K alalim. Buradan y € K ve bir j € ] igin y = ja bigimindedir. Buradan j €
(K:;, (a)) ve dolayisiylay = ja € (J n (K:; (a)))(a) bulunur. Her garpimsal latiste ters
kapsama saglanacagindan (J N (K:; (a)))(a) =J(a) N K, yani (a) infimum temel

elemandir.

Ancak asagidaki 6rnekten gorulecegi gibi bir temel idealin zayif supremum temel eleman

olmasi gerekmez.

Ornek 2.1.36 S = {0, 15, x, v} kiimesi {izerinde carpma islemi tanimli olan bir yarigrup
ve x =x2, y =y?, xy = yx = Og olsun. Bu durumda (x) ve (y) infimum temel

elemanlar iken zayif supremum temel degildir. Clnk,

(Os:, NV ) =@ V) =xy) #S = (0 () = (D), () dir.

Burada ilging olan temel ideal olmayan maksimal (x, y) idealinin infimum temel eleman

olmasidir [22].

Ornek 2.1.37 L(R), her A idealiicin RA = A kosulunu saglayan degismeli R halkalarinin
ideallerinin latisi olsun. R birimli olmayan bir halka olsa bile bu ¢arpma ile L(R) bir tam
latistir. RA = A kosulu sebebiyle 1, = R, L(R) i¢in ¢arpimsal birim elemandir. R nin
temel idealleri, L(R) latisinde temel elemandir. Ayrica L(R) zayif supremum kosulunu

saglar. Dikkat edilirse burada 1; kompakt degildir [3].

Ispat a € R olmak iizere A = (a) temel idealini secelim. Herhangi B ideali icin x €
(AB:; A) alalim. O halde xa = ba olacak sekilde bir b € B vardir. Dolayisiyla x — b €
(0g:; A) ve x € (0g :;, A)UB olur. Ters kapsama her zaman gecerli oldugundan A nin

zayIf supremum temel eleman oldugu gosterilmis olur.

Bu halkaya 6rnek olarak birimli degismeli halkalarin sonsuz direkt toplami R = ). R,

verilebilir. Bu 6rnekte 1, kompakt eleman degildir.

Ornek 2.1.38 L[X] = {32 A;: Ag < A; < A, < -+ olacak sekilde 4; € L } olsun. L[X],

(5[50 S

i=0 i=0

12



i=0 =0 =0
Da)(Xn)-Y(\ am
i=0 i=0 i=0 \i=j+k

islemlerini tanimlayalim.

(1) L[X], en kuguk elemani };72,0; ve en blylk elemani };72, 1; olan bir carpimsal

latistir.
(2) L[X] in modiler latis olmasi igin gerek ve yeter kosul L nin moddler olmasidir.

(3) Herhangi A = }.72,A; elemaninin asal eleman olmasi igin gerek ve yeter kosul
Ag = A, = A, = --- elemanlarinin asal veya A, elemaninin asal ve 1, = 4; =

A, = -+ esitliginin saglanmasidir [3].
Ornek 2.1.39 L, ..., L, ler birer ¢arpimsal latis olmak izere L = L; X ... X L,, olsun.
(aq,...,a,) A (bq,...,b,) = (a; A by,...,a,, A by)
(aq,...,a,) V (bq,...,b,) = (a; V by, ...,a, V by)

(a4, ...,a,)(by, ..., b,) = (a1 by, ..., apby)

islemleriyle birlikte
(1) L bir carpimsal latistir.
(2) L latisi L; latislerinin hepsinin sagladigi pek ¢ok 6zelligi gercekler.

(3) Ozel olarak A = (A4, ...,A;) elemaninin (zayif) infimum (supremum) temel
eleman olmasi icin gerek ve yeter kosul her A; nin (zayif) infimum (supremum)

temel eleman olmasidir [3].
Onerme 2.1.40 x € L olsun. Bu durumda asagidakiler gergeklenir.

(1) x infimum (supremum) temel eleman ise x bir zayif infimum (supremum) temel

elemandir.
(2) x in bir zayif infimum eleman olmasi igin gerek ve yeter kosul a < x iken a = xc

olacak sekilde bir ¢ € L bulunmasidir.
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(3) x in bir zayif supremum eleman olmasi icin gerek ve yeter kosul ax < bx iken
a < bV (0, :,x)olmasidr.

(4) x in bir supremum eleman olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her a € L icina VvV x
elemanin L/a latisinde zayif supremum temel eleman olmasidir.

(5) L modidiler latis ise x in (zayif) infimum temel eleman olmasi a V x elemanin L/a
latisinde (zayif) infimum temel eleman olmasini gerektirir.

(6) L modiiler latis ise x in temel eleman olmasi igin gerek ve yeter kosul zayif temel

eleman olmasidir [3].
Ispat
(1) Asikardir.

(2) x bir zayif infimum eleman ve a <x olsun. O halde a=aAx = (a:, x)x
oldugundan ¢ = (a:; x) olarak bulunur. Tersine a A x < x oldugundan birc € Ligina A

x = cx gergeklenir. O halde ¢ < (a:; x) olupa A x < (a:;, x)x olur.
(3), (4) ve (5) nin saglandigi kolaylikla gorulebilir.

(6) x bir zayIf temel eleman olsun. Herhangi a, b € L igin

(aAbx) = x((aAbx), x) = x((az, %) A (b, 1)) = x (@, ) A (0, L ¥) V b))
=x0,:;x)V((apx)ADb)) =x(0, :;px) Vx((a:;px) Ab) = x((a:, x) ADb)
elde edilir.

Burada birinci esitlik x in zayif infimum temel eleman olmasindan, Uglincu esitlik zayif
supremum temel eleman olmasindan ve dordiincisu ise L nin modiler olmasindan elde

edilir.

Simdi de x in supremum temel eleman oldugunu yani (xaV b):;x < aV (b:; x)

oldugunu gosterelim:

x bir zayif supremum temel eleman oldugundan x((xaV b):; x) < x(aV (b:, x))

oldugunu gostermek yeterlidir.

x((xaVb) x)=@xaVvb)Ax=xaV(bAx)=xaVx(b:yx)=x(aV (b: x))dir.
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Burada birinci ve lg¢lincl esitlik, x in zayif infimum temel eleman olmasindan, ikincisi ise

L nin modiler olmasindan elde edilir.
Onerme 2.1.41
(1) x ve y iki infimum temel eleman ise xy de infimum temel elemandir.
(2) x ve y iki supremum temel eleman ise xy de supremum temel elemandir [3].
ispat
(1) (a A (b:pxy)xy = (a A (b:py):p x)xy = (ax A (b:; y))y = axy A b elde edilir.

(2)(aV bxy):, (xy) =(aVbxy):;y)x=(a:yVbx)x=(a:,y),xVh=

a:;, (xy) V b olarak bulunur.
Tanim 2.1.42Bira € L alalim.
(1) a < 1, ise a ya 6z (has) eleman,

(2) avb =1; ve ab = 0, olacak sekilde bir b € L elemani bulunabilyor ise a ya

tamlanabilir eleman denir [1].
Tanim 2.1.43 p € Lvep < 1, olsun. Her a, b € L igin,
(1) ab < polmasia < pveyab < p olmasini gerektiriyor ise p ye asal eleman denir.

(2) 0, # ab < p olmasi a < p veya b < p olmasini gerektiriyor ise p ye zayif asal

eleman denir.

(3) ab < p ve ab £ p? olmasi a < p veya b < p olmasini gerektiriyor ise p ye

neredeyse asal eleman denir.
(4) a = a® saglaniyorsa a ya idempotent eleman,

(5) meL,m<1;elemaniicinm < x < 1; esitsizligini saglayan herx € Liginx =

1, olmasi gerekiyor ise m ye maksimal eleman denir [7].

Onerme 2.1.44 Carpimsal latiste her maksimal eleman asal elemandir [2].
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Ispat m maksimal eleman olsun. a, b € L icinab < mve a £ mvarsayalim. O haldem Vv
a = m olup, mnin maksimal olmasindan 1, =mVa elde edilir. Buradan b =

(mva)b=mbVab < molur.
Tanim 2.1.45

(1) Bir p < 1; elemani alalim. ab < p yi saglayan her kompakt eleman cifti a, b €
Licin b £ p iken bir k pozitif tamsayisi icin a* < p ise p ye asalimsi eleman

denir.
(2) a € Licinva =A{p € L:p asal ve a < p} kiimesine a min radikali denir.
(3) a € Licinva = a ise a ya radikal eleman denir.
(4) q asalimsi ve \/_ = p asal eleman ise q ya p —asalimsi eleman denir [2].

Teorem 2.1.46 Bir elemanin L/d latisinde asal (asalimsi) olmasi igin gerek ve yeter kosul

L de asal (asalimsi) olmasidir [2].

ispat a,b,c € L/d olsun. b oc < a olmasi icin gerek ve yeter kosul bc < a olmasi
oldugundan a nin L/d de asal (asalimsi) olmasi icin gerek ve yeter kosul L de asal

(asalimsi) olmasidir.
Tanim 2.1.47
(1) 0,, L de asal eleman ise L ye tamlik bolgesi,
(2) L nin her elemani temel ise L ye temel eleman latisi,

(3) L ={0,,1,}ise L ye cisim denir.

Temel eleman latislerinin gesitli karakterizasyonlari icin bakiniz [25], [26] ve [27].

Bu bolimi bitirirken daha genis 6n bilgi ve notasyon igin [2] referansi dnemli bir kaynak

olusturur.
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2.2 Latis Modiil i¢in Genel Bilgiler

Bu tezde ¢arpimsal latis moddilleri izerine ¢alisacagimiz icin dncelikle latis moddillerini

tanimlayalim.

Tanim 2.2.1 M de bir tam latis olsun. [,[,,b € L ve B,Bg € M olmak tzere L ve M nin
elemanlari arasinda asagidaki kosullari saglayan ve (B ile gosterilen bir carpma varsa M

latisine bir L —latis modil denir [5].

(1) (Ib)B = I(bB);

(2) (Vala) (VpBg) = VaplaBg;
(3) 1,B = B;

(4) 0,B = 0y.

Burada M nin en buyik elemani 1, ile gosterilmek UGzere latis modiiller ile ilgili pek gok
calisma yapilmistir, bakiniz [4, 5, 7, 15, 16, 18, 19, 20, 21].
Dikkatle tanima bakilirsa; her halkanin kendi lizerinde bir moddl olusturdugu gibi, her

latis de kendi lizereinde bir latis modiil olusturur.

Ornek 2.2.2 R birimli degismeli bir halka ve M bir R —modiil olsun. L(R), R nin bitiin
ideallerinin olusturdugu latis ve L(M), M nin bitin alt modullerinin olmak tGzere; L(M)
bir L(R) —latis moduldir [3].

Yukaridaki 6rnegi biraz daha somutlastiralim:

Ornek 2.2.3 L = L(Z,5), Z,5 halkasininn biitiin ideallerinive M = L(Z;s), Z,5 —modiil

Z45 nin batun alt modillerini temsil etsin. Dolayisiyla,

L={0),1),3),(5)} ve M={<0><1><3><5>} olur. Bu latislerin

yapisini asagidaki sekil Gzerinde gorelim.
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Cizelge 3.1 L latisinin yapisi Gizelge 3. 2 M latis modullinin yapisi

/<i> \
(3) (5) <3> <5>
\<6> /

: L X M = M seklinde tanimlanan ¢arpmanin tablosu asagidaki gibidir.

Cizelge 3.3 Carpma isleminin Deger Tablosu

(0) | <0> | <0> | <0> | <0>

Ornek 2.2.4 7 tamsayilar kiimesi olmak lizere Z, bir Z —modiildiir. L = L(Z) olarak Z
nin batin ideallerini ve M = L(Z,) olarak ise Z, bir Z —modilinin bitin alt

modyillerini alalim. Boylece M bir L —latis modil olur. Gergekten de;
L] Ix€L={(a):a€Z}veN,Ng €M ={<0><1><2>}igin,

(1) )N =I(JN),
(2) C L) (X Ng) = X INg,
(3) 1, = Z olmak Gizere ZN = N,
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(4) 0, = (0) olmak uzere (0)N = (0) saglandigindan M, L uzerinde bir latis

moduldir.

Ornek 2.2.5 05 € S olacak sekilde S, bir degismeli monoid ve 0 € T olacak sekilde T,
degismeli bir yarigrup olsun. Oncelikle @ # I € S icin SI € S oluyorsa I nin S nin bir

ideali olarak adlandirildigini hatirlayalim.

Asagidaki ozellikleri saglayan S - T — T seklinde bir garpma taniml olsun. Her s;,s, € S

vet €T igin;
o (5152)t = s51(520),
o 1t =t,
e 04t =07.

Burada L = L(S) olarak S nin butin ideallerini ve M = L(T) olarak da T bir biitiin
ideallerini alahm. Boylece L(T) bir L(S) —latis moduldir [3].

Not 2.2.6 M bir L —latis modl olsun.

(1) aeLveN € Migin(N:pyya) =V{X € M:aX < N},

(2) N,K € Migin (N:;, K) =V {a € L:aK < N} ile tanimlanir [5].
Tanim 2.2.7 M bir L —latis modiil olsun. Bir N € M elemani verilsin.Herb € Lve B € M
icin,

(1) BADN = ((B:L N) A b)N ise N elemanina infimum temel eleman,

(2) Eger (1) de b =1, alimirsa BAN = (B:, N)N olur. Bu esitlik saglaniyorsa N

elemanina zayif infimum temel eleman,
(3) ((bNVB):;yN) = (B:; N)V bise N elemanina supremum temel eleman,

(4) Eger (3) de B =1y ahnirsa (bN:;N) = (0py:y N)Vb olur. Bu esitlik

saglaniyorsa ise N elemanina zayif supremum temel eleman adi verilir [4].

Tanim 2.2.8 M bir L —latis modil olsun. Bir N € M supremum temel eleman ve infimum

temel eleman ise N ye temel eleman denir [4].

Tanim 2.2.9 M bir L —latis modul olsun. Bir N € M zayif supremum temel eleman ve

zayif infimum temel eleman ise N ye zayif temel eleman denir [4].
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Tanim 2.2.10 M bir L —latis modil olsun. M deki her eleman temel elemanlarin
supremumu seklinde yazilabiliyorsa M ye temel elemanlarca uretilmis latis modul denir

ve kisaca PG —latis modiil olarak ifade edilir [4].

Tanim 2.2.11 M bir L —latis modil olsun. Bir N € M alalim. N < 1,, ise N ya 6z (has)

eleman denir [1].

Tanim 2.2.12 M bir L —latis modil ve N de M nin bir has elemaniolsun.a € L ve X €

M olmak Uzere,
(1) aX < Niken X < Nyadaa < (N:; 1)) oluyorsa N ye asal eleman denir.

(2) aX <N ve X £ N iken bir k pozitif tamsayisi icin a¥1,; < N (yani a* <

(N:; 1,)) ise N ye asalimsi eleman denir.

(3) Oy #aX < N iken X < Nvyadaa < (N:; 1) oluyorsa N ye zayif asal eleman

denir.

(4) aX <N ve aX £ (N:;1,)N iken X <N veya a < (N:; 1) oluyorsa N

elemanina neredeyse asal eleman denir.

(5) Eger N = (N:; 1,)N ise N ye idempotent eleman denir.

(6) Eger N < X < 1), oldugunda X = 1,, ise N ye maksimal eleman denir [4].
Tanim 2.2.13 M bir L —latis moddl olsun.

(1) Eger 0y, asal eleman ise M ye asal latis modiil denir.

(2) Eger 0y, asalimsi eleman ise M ye asalimsi latis modiil denir.

(3) Eger M = {1,,,0y} ise M ye basit latis modiil denir.

(4) (1p: 1) = 1, ise M ye sadik latis modiil denir [4].
Not 2.2.14 Acikca gorulebilir ki,

(1) Her asal eleman zayif asal elamandir. Fakat tersi her zaman dogru degildir.

Bakiniz, Ornek 2.2.15.

(2) Her zayif asal eleman neredeyse asal elemandir. Fakat tersi her zaman dogru

degildir. Bakiniz, Ornek 2.2.16.
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(3) Her idempotent eleman neredeyse asal elemandir.
(4) Her basit latis modiil asal latis moduldar.

Ornek 2.2.15 M bir asal olmayan L —latis moddil olsun. Bu modiildeki 0,, elemani zayif

asal eleman iken asal eleman degildir.
Neredeyse asal eleman olup, zayif asal olmayan igin ise asagidaki 6rnege bakalim:

Ornek 2.2.16 Z —modiil Z,, U géz dniine alalim. L = L(Z) ile Z halkasinin biitiin
ideallerinive M = L(Z,, ) ile Z,, moddiliinin bitin alt modullerini gésterelim. Béylece
M bir L —latis modiil olur. N € M vyi 6zel olarak 8 nin iirettigi devirli alt modiil secelim
ve <8 >= N ile gosterelim. Buradan N = (N:; 1,,)N oldugu kolayca goriilebilir.
Boylece N nin neredeyse asal eleman oldugu elde edilir. Diger taraftan 4 n Urettigi
ideali (4) ile gosterirsek,

Oy =<0>+#(4)<4><<8>iken <4 >% N ve (4) « (N:, 1) oldugundan N
zayif asal eleman olamaz.

Tanim 2.2.17 M bir L —latis modil olsun. 0y, # N € M has elemani olsun. Eger her a €
LicinaN = al, A N oluyorsa N € M ye saf (piir) eleman denir.

Tanim 2.2.18 N € M olsun.Eger N < VK, icin N < K, V K, V ... V K, olacak sekilde
sonlu {Kal,Kaz,... ,Kan} alt kiimesi bulunabiliyorsa N elemanina kompakt eleman

denir.

Tanim 2.2.19 M bir L —latis modil olsun. M deki her eleman kompakt elemanlarin
supremumu seklinde yazilabiliyorsa M ye kompakt elemanlarca Uretilmis latis moddl

denir ve kisaca CG —latis modiil olarak ifade edilir [5].
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BOLUM 3

CARPIMSAL LATiS MODULLER

3.1 Carpimsal Latis Modiillere Genel Bakis

Oncelikle Carpimsal latis modiillerinde elde edecegimiz sonuglarda énemli yer tutan

tanimlar ve kullanilan teoremler ile baslamamiz uygun olacaktir.

Tanim 3.1.1 ¢ € L olsun. a < c olacak sekildeki her a € L icin a = cd sartini saglayan

bir d € L varsa c elemanina L de ¢arpimsal eleman denir [4].

Tanim 3.1.2 M bir L —latis modil olsun. K < N olacak sekildeki her K € M igin K = aN

sartini saglayan bir a € L varsa N elemanina M de ¢arpimsal eleman denir [4].

Onemle belirtilmelidir ki, L de bir a elemaninin carpimsal olmasi icin gerek ve yeter kosul
a nin zayif infimum temel eleman olmasidir. Benzer olarak, M de bir N elemaninin

carpimsal olmasiicin gerek ve yeter kosul N nin zayif infimum temel eleman olmasidir.

Tanim 3.1.3 M bir L —latis modil olsun. 1,, ¢arpimsal eleman ise M ye g¢arpimsal

L —latis modiil denir [4].

Asagida Carpimsal latis modiilleri icin [4, Theorem 4] de yapilan karakterizasyon
verilmistir. Bu karakterizasyonu ileride kullanacagimiz icin burada vermek uygun

gorilmustir.

Teorem 3.1.4 1; kompakt olmak tzere L, PG —latis ve M, PG —latis L —modil olsun.
Bu durumda M nin bir carpimsal latis modil olmasi icin gerek ve yeter kosul her

maksimal g € L igin asagidaki durumlardan en az birini saglamasidir.
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(1) M deki her Y temel elemani igin, gy £ q ve qyY = 0, olacak sekilde L de bir gy

temel elemani vardir.

(2) b £ qve bl, <X olacak sekilde M de bir X temel elemani ve L de bir b temel

elemani vardir.

Asagidaki teoremi ilerideki ispatlarda cok kullanacagimiz icin burada vermemiz

okuyucular i¢in dnemli olacaktir.

Teorem 3.1.5 L, bir PG —latis ve M sadik garpimsal PG —latis L —modil olsun. Bu

durumda asagidakiler denktir:

(1) 1,; kompakt elemandir.

(2) a,c€Liginaly <clyisea < cdir.

(3) Her N € M igin N = al,, olacak sekilde bir tek a € L vardir.
(4) Herhangi bir has a € L igin al,, # 1,, dir.

(5) Herhangi bir maksimal p € L icin p1,, # 1,, dir.

ispat Bakiniz, [4, Theorem 5].
Simdi buldugumuz sonuglara asagidaki 6nerme ile baslayalim.

Onerme 3.1.6 L, bir PG —latis ve 1,, kompakt olmak tizere M, sadik ¢carpimsal PG —latis

L —modiil olsun. Bu durumda a € L ¢arpimsal eleman ise al,, ¢arpimsal eleman olur.

ispat K < al,, olsun. M ¢arpimsal modiil oldugundan K = b1,, olacak sekilde birb € L
vardir. Buradan b1,, < al,, olacagindan ve 1, kompakt oldugundan Teorem 3.1.5 ten
b < aelde edilir. a € L carpimsal eleman oldugu icin b = ac olacak sekilde ¢ € L vardir.

Boylece K = b1, = (ac)1y = c(aly) olacagindan al,, carpimsal eleman olur.

Teorem 3.1.7 L, bir PG —latis ve 1,; kompakt olmak Gizere M, sadik carpimsal PG —latis

L —modiil olsun. Bu durumda asagidakiler saglanir.

(1) N nin bir carpimsal eleman olmasi icin gerek ve yeter kosul her K < N igin
(K:, N)(N: 1) = (K:;, 15,) olmasidir.

(2) Hera € L igin a = (aly:, 1) dir.

(3) N nin bir carpimsal eleman olmasi icin gerek ve yeter kosul (N: 1,)

elemaninin bir carpimsal eleman olmasidir.
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(4) aly nin bir garpimsal eleman olmasi igin gerek ve yeter kosul a nin bir

¢arpimsal eleman olmasidir.

Ispat (1) =: N bir carpimsal eleman ve K < N olsun. N carpimsal oldugundan K = bN
olacak sekilde b € L vardir. Buradan M ¢arpimsal modiil oldugundan,
K = bN = (bN:; N)N = (bN:, N)(N:; 1)1, = (K: 1y) 1, olur.
Boylece Teorem 3.1.5 (2) den (K:;, N)(N:, 1) = (K: 1)) elde edilir.
<:Her K < N igin,
K=(K: 1)1, = (K:,N)(N:, 1,))1,, = (K:, N)N
oldugundan N c¢arpimsal elemandir.

(2) M carpimsal oldugundan al, = (aly:; 1)1y, dolayisiyla Teorem 3.1.5 (2) den

hera € L icin a = (aly:; 1) dir.

(3) =: N bir carpimsal eleman olsun. Eger a < (N:, 1)) ise (2) den a = (aly: 1y)
olur. Buradan (1) durumunu kullanarak a = (aly:; 1)) = (alpy: N)(N:p 1)
yazabiliriz. Boylece a = c(N: 1,,) olacak sekilde ¢ = (aly:; N) bulunmus olur, yani

(N: 1) carpimsaldir.

<: (N:; 1) bir carpimsal eleman olsun. Buradan Onerme 3.1.6 dan (N:; 1,,)1,, = N

carpimsal elemandir.

(4) =: N =aly bir carpimsal eleman olsun. Boylece (3) ten a = (N: 1)) =

(aly:; 1) carpimsal elemandir.

&: a € L bir carpimsal eleman olsun. Onerme 3.1.6 dan N = al,, bir carpimsal

elemandir.

Onerme 3.1.8 M bir carpimsal L —latis modiil olsun. Eger L, Noetherian (Artinian) latis

ise M de Noetherian (Artinian) L —latis modl olur.

ispat L, Noetherian latisve N; < N, < -+- olsun. Buradan L de (N;:, 15,) < (Ny:, 1) <
.-+ zincirini elde ederiz. L latisi Noetherian oldugundan (Ny:; 13) = (Ngyq1:p 1) = -+

olacak sekilde bir k pozitif tamsayisi vardir. Buradan (Ny:, 1)1y = (Ngy1: 1)1y =
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-+~ yazabiliriz. Béylece M carpimsal oldugundan N, = Ny, = - elde edilir (ispat benzer

olarak L nin Artinian oldugu durum igin de yapilabilir).

Tanim 3.1.9 M bir L —latis modil ve K € M has olsun. Her K V N = 1,, olacak sekilde

her N € M icin N = 1,, oluyorsa K elemanina kiigiik eleman denir.

Tanim 3.1.10 M bir L —latis modiil olsun. Eger M nin her has elemani kiiglik eleman ise

M ye oyuklu L —latis modiil denir.

Teorem 3.1.11 L, PG —latis ve 1,;, kompakt olmak lGzere M, sadik ¢carpimsal PG —latis
L —modiil olsun. Bu durumda M nin bir hollow L —latis modiil olmasi icin gerek ve yeter

kosul L nin bir oyuklu L —latis modul olmasidir.

Ispat =: M bir oyuklu L —latis modiil olsun. Bir b € Licina V b = 1, olacak sekilde L de
a < 1, alalim.Buradan (a VvV b)1,, = aly VvV b1, = 1), olur.a < 1, oldugundan al,, <
1, olur. Hipotezimizden b1,, = 1,,, dolayisiyla Teorem 3.1.5 (2) den b = 1, dir. Boylece

a elemani L de kiglk elemandir.

<: L bir oyuklu L —latis modil olsun. Bir K € M igin N V K = 1,, olacak sekilde M de
N < 1, alalim. M ¢arpimsal oldugundan N = (N:; 1,,)1, ve K = (K: 1,,)1,, dir.
Buradan,

Boylece Teorem 3.1.5 (2) den (N:; 1) V (K:p 1) = 1, olur. N = (N:; 1)1y < 1y
oldugundan (N:; 1) < 1, dir. Hipotezden (K:; 1,,) = 1, olur. Béylece K = 1, yani
N kiicuk elemandir.

Teorem 3.1.12 L, PG —latis ve 1,, kompakt olmak lGizere M, sadik ¢carpimsal PG —latis

L —modiil olsun. Bu durumda N nin M de bir kiiclik eleman olmasi icin gerek ve yeter

kosul N = al,, olacak sekilde L de bir a kiigiik elemaninin olmasidir.

ispat =>: N € M kiigiik eleman olsun. M ¢arpimsal oldugundan N = al,, olacak sekilde

L de has a elemani vardir. Bir b € L igcina V b = 1; olsun. Buradan
Nvbly =aly Vvbly =(aVb)ly, =1, elde edilir.

Dolayisiyla hipotezden b1, = 1,, olur. Boylece Teorem 3.1.5 den b = 1, elde ederiz.

Sonuc olarak a kiicliik elemandir.
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<: a € L kiuguk eleman olmak lizere N =aly vebirK e Micgn NVK =aly VK =
1, olsun. M garpimsal oldugundan K = b1, olacak sekilde bir b € L vardir. Boylece
(aVvb)ly =aly VK =1, elde edilir. Buradan Teorem 3.1.5 (2) den a vV b = 1, dir.

Hipotezden b = 1; olur. Sonug olarak K = 1,,, yani al,, bir kiicik elemandir.

Asal eleman tanimini hatirlayacak olursak kolayca gortlebilir ki, 0, elemaninin asal
eleman olmasi igin gerek ve yeter kosul her 0, # N € M igin (01 15) = (0pp: N)

olmasidir.

Tanim 3.1.13 M bir L —latis modil olsun. Eger M deki her N < 1, igin (0p:p 1)) =

(N:;, 1,,) oluyorsa M ye eg-asal latis modiil denir.
Onerme 3.1.14 Her carpimsal es-asal latis modiil basittir.

Ispat M bir es-carpimsal asal L —latis modiil olsun. N < 1,, olacak sekilde bir N € M
alalim. M es-asal latis modul oldugundan (0y:, 1) = (N:, 1) dir. M carpimsal

oldugundan 0,; = (0p:, 1p) 1 = (N:; 1)1, = N elde ederiz. Béylece M basittir.

Tanim 3.1.15 L, PG —latis ve M, PG —latis L —modil olsun. p € L maksimal eleman
olmak Gzere, M de her X temel elemanive L de g, temel elemaniigin g, X = 0y, veq, +

p olacak sekilde varsa M ye p —burulmali latis modiil denir.

Tanim 3.1.16 L, PG —latis ve M, PG —latis L —modil olsun. p € L de maksimal eleman
olmak lzere, g1, < Z ve q % p olacak sekilde L de g temel elemani ve M de Z temel

elemani varsa M ye p —devirli latis modiil denir.

Teorem 3.1.17 L, PG —latis ve M, PG —latis L —modul olsun. {N,}sea kiimesi
Vaea Ny = N € M olacak sekilde M de bir elemanlar ailesi olsun. Bu durumda a =
Vaea(Ng: N) olmak lzere (1)=(2)<(3)<(4) olur. Eger N, lar carpimsal eleman ise

asagidaki kosullarin hepsi denktir:

(1) N carpimsal elemandir.
(2) Her H < N igin H = aH dur.
(3) X < N olacak sekildeki her X temel elemaniigin 1, = a vV ann(X) dir.

(4) M de her K elemanive X < N olacak sekildeki her X temel elemani igin,

(N:; K) VvV ann(X) = Vaea(Ny:, K) V ann(X) olur.
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ispat (1)=(2): a = Vgea(N,:, N) olsun. Buradan aN = Vgep(Ny:, N)N = N elde edilir.
N garpimsal eleman oldugundan H < N igin H = hN olacak sekilde h € L vardir.
Boylece aH = ahN = h(aN) = hN = H olur.

(2) =(3): X < N olacak sekildeki her X temel elemani igin 1, # ann(X) V a oldugunu
kabul edelim. O halde ann(X) vV a < p olacak sekilde bir maksimal p € L vardir. X =
aX < pX < X oldugundan pX = X elde ederiz. Buradan 1, = (pX:, X) = p VvV ann(X)

olur. Sonug olarak ann(X) < a vV ann(X) < p oldugundan bir geliski elde ederiz.

(3)=(2): X < N olacak sekildeki bir X temel elemani icin 1, = a VvV ann(X) olsun.
Boylece X = (a Y ann(X))X = aX oldugundan her H < N icin H = aH elde edilir.
(3)=(4): Durum (3) U kabul edelim. Vgea(Ng:p K)K < Vgea Ny = N oldugundan,
Vaern(Ngip K) < (Vgea Ny i, K) = (N:; K) elde ederiz. Boylece X < N olacak sekildeki
her X temel elemaniigin Vgea(Ny:p K) V ann(X) < (N:, K) v ann(X) olur.

Tersine,w; < (N:, K), w, < ann(X)vew; Vw, < (N:; K) vV ann(X) olacak sekilde L
de wy,w, temel elemanlarini segelim. Buradan 1; = aV ann(X) = Vgaea(Ngip N) V
ann(X) elde edilir. Boylece wy = Vgean(Ngip N)w; Vann(X)w; olur. w;K < N
oldugundan (Ny:; N)w;K < (N,:, N)N < N,, yani (Ny:p N)w; < (Ng:, N) olur. Bu

durumdan

wiVw, = \/(Na:L N)w,; V ann(X)w; V w,

aeh
< Vaer(Ny:p K) V ann(X) dir.
Sonug olarak, (N,:, K) V ann(X) < Vgaea(Ny:p K) V ann(X) elde edilir.
(4) =(3): Eger K = N alirsak 1, = (N:; N) V ann(X) = a V ann(X) olur.

(3) =(1): X < N olacak sekildeki her X temel elemaniigin 1, = a VvV ann(X) olsun. N
nin p —burulmali olmadigini kabul edelim. O halde ann(X) = (0):, X) <pveX <N
olacak sekilde X temel elemani vardir. 1, =aV ann(X) oldugundan a =
Vaer(Ny:p N) £ p elde ederiz. Buradan (Ng:, N) £ p olacak sekilde a € A vardir.
Boylece b < (N,:;, N) ve b £ p olacak sekilde L de b temel elemani vardir. N, carpimsal
eleman oldugundan ve p —burulmali olmadigindan Teorem 3.1.4 den N,, p —devirli

olur. Gergekten de eger N,, p —burulmali ise bir ¢ temel elemaniigin ¢ £ p ve cN, =
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0y, olur. Dolayisiyla bN < N, oldugundan bcN < cN, = 0,, elde edilir. Buradan bc <
(Opi N) olur. Boylece Y < N olacak sekilde her Y temel elemani ve bc £ p olacak
sekilde her c temel elemaniigin bcY = 0y elde edilir. N, p —burulmali olmadigindan bu
bir geligkidir. Sonug olarak N,, p —devirli olur. Béylece Y, < N, olacak sekilde Y, temel
elemani ve d £ p olacak sekilde d temel elemani igin dN, < Y, elde edilir. Buradan
bN < N, dolayisiyla bdN < dN, < Y, ve bd % p olur. Sonug olarak N, p —devirli elde

edilir.

Bilindigi lizere Nakaya Lemma Modiil Teoride dnemli bir yer tutar. Asagidaki teoremde

Nakayama Lemma’ yi latis modiillerine genislettik.

Teorem 3.1.18 (Carpimsal latis modiiller icin Nakayama Lemma): M, sifirdan farkl
carpimsal PG —latis L —modil ve a, L de her g maksimal elemani igin a < g sartini

saglayan bir eleman olsun. Bu durumda al,, < 1, olur.

ispat a, L de her g maksimal elemani igin a < q sartini saglayan bir eleman olsun.
al,, = 1, oldugunu kabul edelim. M ¢arpimsal oldugundan her temel X € M elemani
icin X = b1,, olacak sekilde bir b € L vardir. Boylece X = b1, = abl,; = aX olur.
Buradan her X temel elemaniigin 1, = (aX:;, X) = a V (0y:, X) elde edilir. Simdi temel
eleman olan 0,; # X € M yi g6z 6ntine alahim. (0,:;, X) < 1, oldugundan (04:, X) <p
olacak sekilde maksimal bir p € L vardir. Hipotezimizden a < p oldugundan 1, =

(aX:; X) = aV (0y:, X) < p, yani geliski elde edilir. Sonug olarak al,, < 1,, dir.

Onerme 3.1.19 L bir PG —latis ve M, bir carpimsal PG —latis L —modiil olsun.
(0p i1 1) < p olacak sekilde L de bir p asal elemani olsun. Bu durumda a € L igin

aly <plyisea <pveyaply = 1, olur.

Ispat Bir a € L icin aly < ply ise M de her X temel elemani icin aX < p1,, olur.
Boylece [4, Theorem 6] dan a < p veya X < p1,, olmalidir. Eger a % p ise her X temel

elemantigin X < p1,, olur. Sonug olarak p1,, = 1,, elde edilir.
Asagidaki 6nermede maksimal elemanlar karakterize edilecektir.

Onerme 3.1.20 L bir PG —latis ve M bir ¢arpimsal PG —latis L —modiil olsun. Bu
durumda K € M nin maksimal olmasi igin gerek ve yeter kosul K = p1,, < 1,, olacak

sekilde bir maksimal p € L olmasidir.
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ispat <: Eger K = p1,, < 1, olacak sekilde bir maksimal p € L varsa [4, Proposition 4]

den K € M maksimaldir.

=: K € M maksimal ve (K:;1y) =gq olsun. M carpimsal oldugundan K = q1y
yazabiliriz. (K:; 1;;) = q nun maksimal eleman oldugunu gosterelim. Eger g maksimal
degilse g < p olacak sekilde L de bir p maksimal elemani vardir. Buradan p1,, £ K olur.
Cunkiply < K olsaydi, p < (K:;, 1)) = q celiskisi olusurdu. Boylece 1, = K V ply =
(qVp)1y = ply elde edilir. Buradan M deki her X temel elemani igin X = pX olur.
Dolayisiyla 1, = (pX:;, 1) = p V (0p:, X) dir. Buise (04:, X) £ p olmasini ima eder.
Boylece p, < (0p:1 X) ve p, £ p olacak sekilde L de p,. temel elemani vardir. Eger X £
K olacak sekilde bir temel X € M alirsak X V K = 1;, olur. Boylece p, X V p,K = p, 1y,
dolayisiyla p, K = p, 1, < K elde edilir. Sonug olarak p, < (K:; 1y) = q < p olur, bu
ise p, % p ile gelisir.

Asagidaki teoremde Teorem 3.1.4 deki karakterizasyona benzer bir karakterizasyon elde

edecegiz.

Teorem 3.1.21 1; kompakt olmak tzere L, CG —latis ve M, PG —latis L —moddl olsun.
Bu durumda M nin bir carpimsal latis modil olmasi icin gerek ve yeter kosul her

maksimal g € L igin asagidaki kosullardan birinin saglanmasidir.

(1) M deki her Y temel elemani igin gy &£ q ve qyY = 0, olacak sekilde L de bir gy

kompakt elemani vardir.

(2) b £ qve b1, < X olacak sekilde M de bir X temel elemani ve L de bir b kompakt

elemani vardir.
Ispat =: M bir ¢arpimsal latis L —modiil olsun. q1,, igin iki durum vardir:

Durum 1: g1,, = 1,, olacak sekilde g maksimal elemenani L de vardir. Buradan M de
her Y temel elemani igin Y = al,, olacak sekilde bir a € L mevcuttur. O halde Y =
aly =aql, = qY olur. Boylece 1, = (qY:, Y)=qV(0y : Y) elde edilir. Dolayisiyla
(Op: Y) £ g olur. Sonug olarak gy < (0 11 Y) ve qy £ q olacak sekilde gy kompakt

elemani vardir.
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Durum 2: q1, < 1, olsun. Bu durumda j € L igin X = j1, £ q1, vej ¥ q olacak
sekilde M de bir X temel elemani vardir. Boylece b < j ve b £ q olacak sekilde L de b

kompakt elemani vardir. Sonug olarak b1, < j1,, = X elde ederiz.

& NeM ve a= (N:,1y) olsun. aly = (N:, 1) 1) < N oldugu aciktir. Y < N

olacak sekilde M de Y temel elemanini segelim. (al,, :; Y) = 1; oldugunu gosterelim:

(aly 1Y) < q olacak sekilde bir g maksimal elemaninin L de oldugunu kabul edelim.

Burada iki durum s6z konusudur:

Durum 1: Kabul edelim (1) saglansin. Bu durumda M deki her Y temel elemani igin
qyY = 0y ve gy ¥ q olacak sekilde L de bir gy kompakt elemani vardir. Buradan gy <

Oy Y) < (alpy:Y) < qolur.Buise geliskidir.

Durum 2: Kabul edelim (2) saglansin. Budurumda b1,, < X olacak sekilde M de X temel
elemani ve L de b kompakt elemani vardir. Buradan her N € M icin bN < b1,X olur.
X bir temel eleman oldugu igcin bN = (bN:;, X)X esitligi yazilabilir. Bu durumda
b(bN:, X) 1y < (bN:; X)X = bN < N dolayisiyla, b(bN:  X) < a = (N:; 1) olur.
Boylece b*Y < b®N = b(bN:, X)X < aX < al, elde edilir. Buise b* < (aly:,Y) <
q anlamina gelir. Boylece g bir maksimal eleman oldugundan (dolayisiyla asal) b < q

celiskisi elde edilir.

3.2 Carpimsal Latis Modiillerinde Bazi Elemanlarin incelenmesi
Oncelikle Carpimsal Latis Moduliiniin tanimini hatirlayalim.

Tanim 3.2.1 M bir L —latis modil olsun. Eger her N € M icin N = al,, olacak sekilde

bir a € L varsa M ye ¢arpimsal latis modiil denir [4].
Asagidaki 6nermeyi ¢ok kez kullandigimiz i¢cin vermekte yarar goriiyoruz.

Onerme 3.2.2 M bir L —latis modiil olsun. M nin bir ¢arpimsal latis modiil olmasi igin
gerek ve yeter kosul her N € M igin N = (N:, 1,,)1;, olmasidir.

ispat Bakiniz [4, Proposition 3].

Boliim 2.2 den saf eleman, idempotent eleman, neredeyse asal eleman vb. tanimlara
bakilabilir.
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Onerme 3.2.3 M carpimsal L —latis modiil ve N € M olsun. Eger N saf eleman ise N

idempotent eleman dolayisiyla neredeyse asal elemandir.

ispat N saf olsun. O halde (N:,1,)N = (N:, 1)1y AN vyazlabilir. M carpimsal
oldugundan (N:;, 1,,)1,, AN = N AN = N yazilabir. Béylece (N:; 1,,)N = N oluryani,
N idempotent elemandir. Her idempotent eleman neredeyse asal oldugundan

N neredeyse asal elemandir.

M bir L —latis modil olsun. Her c € L ve her N < D € M igin coeD =c¢D V N ile bir
¢arpma tanimlayalim. Bu durumda M /N = {B € M: N < B} ailesii de bir L —latis modiil

olur.

Onerme 3.2.4 M bir L —latis modiil ve N € M bir has eleman olsun. Bu durumda N nin
M de neredeyse asal eleman olmasi igin gerek ve yeter kosul N nin M/(N:, 1,)N de

zayIf asalimsi eleman olmasidir.

ilspat =: N € M neredeyse asal eleman olsun. Om/v:pipy)y FTroX =1XV
(N:;10)N < N olacak sekilde r€L ve X € M/(N:, 1),)N elemanlarini segelim.

Burada iki durum karsimiza cikar:

Durum 1: (N:, 1,)N = N olsun. Bu durumda N = (N:, 1)N = Opyn: 1,8 F 7 °
X =rXV (N:,1,)N < N olur. Bu ise geliski olusturur.

Durum 2: (N:;1y)N <N olsun. Opynip1,yn #70X =17XV(N:p1y)N <N
oldugundan rX % (N:, 1,,)N dir. Cinki rX < (N:, 1,,)N olsayd;, re X =rXV
(N:p 1y)N = (N:p, 1y)N = Op/(n: 1,9~ Olacagindan celiski elde edilirdi. Boylece rX <
N, rX £ (N:;1,)N ve N neredeyse asal eleman oldugundan X < N veya r <
(N:, 1y) = (N 1y (n-y1,)n ) Olmalidir.

Sonug olarak N, elemani M/(N:;, 1,,)N de bir zayif asal elemandir.

&: N € M/(N:, 1,,)N bir zayif asal eleman olsun. rX < N ve rX £ (N:;, 1,,)N olacak
sekilde €L ve X € M elemanlarini segelim. rX <« (N:; 1y)N ve roX =rXV
(N:;, 1y)N oldugundanr o X # (N:, 1y)N,yanir o X # Op/n. 1,,)n €lde edilir. Ayrica

rX < N olmasiro X < N yiima eder. Boylece N € M/(N:; 1,,)N bir zayif asal eleman
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oldugundan X < Nveyar < (N:L 1M/(N:le)N) = (N:;, 1) elde edilir. Sonug olarak, N

elemani M de bir neredeyse asal elemandir.

Teorem 3.2.5 M bir L —latis modill ve K < N olacak sekilde N,K € M olsun. Bu
durumda N elemani M de neredeyse asal eleman ise N elemani ayni zamanda M/K da

neredeyse asal eleman olur.

ispat N € M neredeyse asal elemanolsun. 7o X < NveroX < (N:L 1M/K) o N olacak
sekilde r € L ve X € M/K elemanlarini segelim. Oncelikle X < (N:;, 1,,)N oldugunu
gosterelim. rX < (N:; 1,,)N oldugunu kabul edelim. Buradan rXV K < (N:; 1,,)N Vv
K, yani 7o X < (N:; 1y)N o N = (N:, 13 ¢) o N elde edilir. Fakat ilk kabuliimiiz ile
celistigimizden rX < (N:, 1,,)N olmahdir. Ayrica roX < N oldugundan rX <N
yazilabilir. Boylece N neredeyse asal eleman oldugundan X < Nveyar < (N:; 1y) =

(N:L 1M/K) elde edilir. Sonug olarak, N elemani M /K da neredeyse asal elemandir.

M de K < N olacak sekilde N ve K elemanlarini segelim. Bu durumda N nin asal eleman
olmasi igin gerek ve yeter sart N nin M /K da asal eleman olmasidir. Bu durumun bir
tarafi neredeyse asal eleman igin Teorem 3.2.5 te ispatlanmistir. Teoremin tersinin

dogru olmadigini asagidaki 6rnekten gorebiliriz:

Ornek 3.2.6 M bir L —latis modiil ve N, M de neredeyse asal olmayan eleman olsun.
Fakat N = 0,y elemani M /N nin bir zayif asal (ve dolayisiyla neredeyse asal) elemani

olur.

3.3 Carpimsal Latis Modiillerinde Bazi Elemanlarin Karakterizasyonlari

Bu bolimde B6lim 2.2 de tanimlanan bazi elemanlar karakterize edilecektir. Ayrica bazi

sonuclar elde edilecektir. Bunun icin 6ncelikle asagidaki lemmayi ispatlayacagiz.

Lemma 3.3.1 M bir C —latis L — modil ve N;, N, € M olsun. Bir B € M igin asagidaki

ozellik saglansin:

H < B olacak sekilde kompakt H € M igin H < N; veya H < N, dir. (*)
32



Bu durumda B < N; veya B < N, olur.

ispat B £ N, ve B £ N, oldugunu kabul edelim. B kompakt elemanlarin bir supremumu
oldugundan H; < B,H; £ N; ve H, < B,H, £ N, olacak sekilde M de H;, H, kompakt
elemanlarn vardir. H = H; V H, da kompakt oldugundan (*) kosulundan H < N; veya

H < N, olur. Bu ise geliski olusturur. Sonug olarak B < N; veya B < N, elde edilir.

Teorem 3.3.2 L bir C —latis, M bir C —latis L —modiil ve N € M olsun. Bu durumda

asagidakiler denktir:
(1) N zayif asal elemandir.

(2) a £ (N:; 1)) olacak sekilde a € L igin (N:p;a) = N veya (N:yya) = (Opiy )
dir.

(3) Her a € L, ve her K € M, igin 0y # aK < N iken a < (N:; 1) veya K <N

olur.

Ispat (1)=(2) : N zayif asal eleman olsun. H < B = (N:ya) ve a £ (N:, 1)) olacak
sekilde M de bir H kompakt elemani olsun. Buradan aH < N elde edilir. aH icin iki

durum soz konusudur:
Durum 1: aH = 0y olsun. Buradan H < (0p:; @) olur.

Durum 2: aH # 0, olsun. Boylece aH < N, a £ (N:; 1) ve N zayif asal oldugundan
H < N elde edilir.

Sonug olarak Lemma 3.3.1 den (N:y a) < (0p:pr @) veya (N:p;a) < N olur. Boylece

(N:pya) = (0y: @) veya (N:yy a) = N elde edilir.

(2)=(3) : Kabul edelim ki (2) saglansin.Bira € L, ve K € M, i¢in 0, # aK < Nvea £
(N:; 1) olsun. K < N oldugunu gosterelim. Kabulumiizden aK < N oldugundan K <

(N:p @) olur. Burada iki durum karsimiza gikar:
Durum 1: Eger (N:);a) = N ise K < N olur.
Durum 2: Eger (N:y; a) = (0y:p @) ise aK = 0y, olur. Bu bir geliskidir.

Sonug olarak K < N elde edilir.
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(3)=(1) : Kabul edelim ki (3) saglansin. Bira € L ve K € M icinaK < N,a £ (N:; 1)
ve K £ N olsun. Ayricax; < a,x; + (N:; 1)) veY; < K,Y; £ N olacak sekilde x; € L,
and Y; € M, secelim. x, < a ve Y, < K kompakt elemanlarini da sirasiyla L ve M den
secelim. Burada kabulimiuzden (x; Vx1)(Y,VY;) =0y olur, yani x,Y, = 0, dir.

Boylece aK = 0,, elde edilir. Sonug olarak N zayif asal elemandir.

Teorem 3.3.3 L bir C —latis, M bir C —latis L — modil ve N € M olsun. Bu durumda

asagidakiler denktir:
(1) N neredeyse asal elemandir.
(2) a £ (N:p 1) olacak sekilde a €L igin (N:ya)=N veya (N:ya)=
((N:p 1N 3, a) dir.
(3) Hera € L, ve herK € M, icinaK < N veaK % (N:, 1,)N ikena < (N:; 1)
veya K < N olur.

ispat (1)=(2) : N neredeyse asal eleman olsun. H < B = (N:yya) ve a £ (N:, 1y)
olacak sekilde M de bir H kompakt elemani secelim. Bu durumda aH < N elde edilir.

Buradan iki durum s6z konusudur:
Durum 1: aH < (N:; 1)/)N olsun. Buradan H < ((N:; 1,/)N:y a) olur.

Durum 2: aH % (N:; 1))N olsun. aH <N, a ¥ (N:; 1) ve N neredeyse asal
oldugundan H < N elde edilir.

Boylece Lemma 3.3.1 den (N:y, a) < ((N:; 1p1)N:y a) veya (N:y a) < N olur. Sonug
olarak (N:py a) = ((N: 1)N:p @) veya (N:p a) = N elde edilir.

(2)=(3) : Kabul edelim ki (2) saglansin. Bir a € L, ve K € M, icin aK < N ve aK %
(N:L 10N olsun. a % (N:; 1) oldugunu varsayalim. Simdi K < N oldugunu
gosterelim. Kabulimizden aK < N oldugundan K < (N:3; a) elde edilir. Burada iki

durum karsimiza ¢ikar:

Durum 1: Eger (N:p; a) = N ise K < N olur.

Durum 2: Eger (N:yya) = ((N:p 1)N:ya) ise K < ((N:; 1p)N:y a) olur. Boylece
aK < ((N:; 13)N celiskisi elde edilir.

Sonuc olarak K < N olur.
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(3)=(1) : Kabul edelim ki (3) saglansin. Bir a € L ve K€M icin aK < N, aK £
(N:, 14N olsun. a % (N:; 1)) ve K £ N oldugunu varsayalim. Simdi x; < a, x; £
(N:p 1) veY; < K,Y; £ N olacak sekilde x; € L, ve Y; € M, secelim. Ayrica x, < a ve
Y, < K kompakt elemanlarini da sirasiyla L ve M den segelim. Burada kabulimiizden
(xaVx))(YovY) < (N:p1p)N olur, yani x,Y, < (N:; 1,,)N elde edilir. Béylece

aK < (N:; 1,)N celiskisi olusur. Sonug olarak N neredeyse asal elemandir.

Lemma 3.3.4 L bir C —latis, M bir ¢carpimsal C —latis L — modil ve N € M olsun. N

neredeyse asal eleman ise \/((N:L 1)N:p 1) N = (N:, 1N dir.

ispat Oncelikle (N:; 1),)% < ((N:, 14)N:; 1) oldugunu gésterelim: M carpimsal
oldugundan gercekten (N:; 1,,)(N:; 1)1y = (N:p 13N, yani (N:p 1,)(N:p 1) <
((N:L 1M)N:L 1M) Olur.

Simdia < \/((N:L 1y)N:; 1,,) olacak sekilde kompakt bir a € L segelim.

Eger a < (N:, 1) ise a(N:1y) < (N:,1,)% < ((N:, 1y)N:. 1,,) olur. Bdylece

Eger a £ (N:p 1) ise Teorem 3.3.3(2) den (N:ya)=((N:y1y)N:ya) veya

(N:p a) = N olmak uzere iki durum karsimiza gikar:

Durum 1: (N:pa) = ((N:p 1y)N :p a) olsun. Her zaman N < (N:y a) oldugundan
a(N:ya) =a((N:y1)N :pya) < (N:; 1N elde ederiz.

Durum 2: (N:pya) = N olsun. a™ < ((N:; 1),)N:, 1,,) olacak sekilde en kigiik pozitif
tamsayi n olsun. n = 1 igin aly < (N:; 1,)N < N olacagindan celiski elde edilir. n >
2 olsun. k <n —1igin a1y < (N:,1))N < N ve ak1,, £ (N:; 1,,)N olur. Buradan
a"1,, < (N:ya) =N ve a®'1,, « (N:;, 1,,)N elde ederiz. Burada n = 2 icin yine
celiski elde ederiz. n >3 olsun. a(a™ 21y) < N ve a(a™?1,) £ (N:, 1,,)N olur.
Boylece N neredeyse asal eleman oldugundan a < (N:);a) veya a® %1, < N elde

ederiz. Bu sekilde devam ederek a < (N:;1,) c¢eliskisini buluruz. Boylece

VN 1Nz, 1)) N < (N:p 1N elde ederiz.

Diger taraftan, a < (N:; 1) olacak sekilde kompakt bir a € L segelim. Buradan

a®1,; < aly, < N oldugundan a® < (N:; 1,,) olacak sekilde bir pozitif tamsayi
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k vardir. Béylece a**11,, < a*N < (N:; 1),)N vyani a**1 < ((N:, 1,,)N:; 1) olur.

Sonug olarak a < /((N:, 1))N:; 1) elde ederiz.

3.4 Yeni Bir Carpma Sayesinde Bulunan Tanim Benzerlikleri

Bu boélimde oncelikle bazi elemanlarin (asal, asalimsi, zayif asal ve neredeyse asal
eleman) onceki bolimdekinden farkh bir sekilde karakterizasyonlari yapilacaktir.

Asagidaki Lemmadan pek cok yerde yararlanildigi icin 6ncelikle onu ispatlayalim.

Lemma 3.4.1 1; kompakt olacak sekilde L bir PG —latis ve 1,; kompakt olacak sekilde
M carpimsal sadik PG —latis L —modul olsun. Bu durumda her a € Ligin (aN:, 1) =
a(N:; 1) olur.

ispat M carpimsal oldugundan a(N:; 1,,)1,, = aN = (aN:;, 1,,)1,, olur. Bu durumda
[4, Theorem 5] den a(N:; 1) = (aN:; 1) elde ederiz.

Simdi asal eleman igin [4] de ispatlanmis Teoremi, biz de asalimsi eleman igin
gosterecegiz. Bu teorem daha sonra Teorem 3.4.4 asalimsi elemanlari karakterize

ederken kullanilacaktir.

Teorem 3.4.2 L, CG —latis ve M, carpimsal PG —latis L —modil olsun. a € L, X € M
olmak uzere p elemani (04 :; 1) < p olacak sekilde L de asalimsi eleman olsun. Bu

durumda aX < plyise X < ply veyaa < \/Eolur.

ispat M deki X elemanini temel eleman kabul edebiliriz. aX < pl, ve a £ \/5 olsun.
(ply i X) = 1, oldugunu gosterelim. (p1,, ;. X) < q olacak sekilde L de bir maksimal

q elemani var olsun. Burada Teorem 3.1.21 den iki durum karsimiza gikar:

Durum 1: Eger qx ¥+ q ve qxX = 0, olacak sekilde kompakt gy € L var ise gy <

(0p::, X) < (p1yy i, X) < q olur, dolayisiyla geliski olusur.

Durum 2: Eger b & q ve b1, <Y olacak sekilde M de bir Y temel elemani ve L de bir

b kompakt elemani var ise bX < b1y <Y olur. Y temel eleman oldugundan bX =

(bX ;. Y)Y dir. (bX: Y) = s olsun. Buradan abX = asY olur. Y supremum temel
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eleman oldugundan (abY:, Y) = asV (0, :, Y) yazabiliriz. Y infimum temel eleman
oldugundan abX = (abX : Y)Y elde edilir. (abX: Y)=c olsun. cY = abX <
bp1ly < pY oldugundan ¢V (0 : Y) =(cY: V)< (Y: V) =pV(0y: Y) olur.
b0y i V)1 = (04 :, YD1y < (0p i Y)Y =0y oldugundan b(0y 1Y) <
(Op:p 1) <p dir. Boylece bcVb(0y: Y)<bpV b(0y: Y)<p elde edilir.
Dolayisiyla bc < p dir. Diger taraftan ¢ = (abX: Y) = (asY: V) =asVv (0y: V),
yani abs < absV b(0y:, Y) = bc < polur. Eger b < \/5 ise b kompakt oldugundan
i=12,..,migin a;* < p olmak izere b < a; Va, V ..V ay, olur. Bu durumda k =
n+n,+-+n, icn b*<afvafv..vak elde edilir. Buradan bk <p <
(p1y, ;1 X) < q olur. Fakat g maksimal oldugundan b < g celiskisi olusur. Béylece b £
\/5 olur.Buradana £ p,b £ \/E ve p asalimsi oldugundan s < p elde edilir. Dolayisiyla
bX = sY < pY < ply,vyani b < (ply ;1 X) < q celiskisi elde edilir. Sonug olarak X <

p1y olmasi gerekir.

Onimiizdeki dort teoremde sirasiyla asal, asalimsi, zayif asal ve neredeyse asal
elemanlar karakterize edilecektir. Bakiniz, Teorem 3.4.3, Teorem 3.4.4, Teorem 3.4.5 ve

Teorem 3.4.6.

Teorem 3.4.3 L, 1, kompakt olacak sekilde PG —latis ve M ¢arpimsal sadik PG —latis
L —modiil olsun. Bu durumda bir N < 1,, elemani igin asagidakiler denktir:

(1) N asaldir.

(2) (N:; 1,) asaldir.

(3) N = g1, olacak sekilde L de bir g asal elemani vardir.
Ispat [4, Corollary 3] ile birlikte kolayca ispatlanir.

Teorem 3.4.4 L, CG —latis ve M, ¢arpimsal PG —latis L —moddl olsun. N < 1,, olmak

Uzere asagidakiler denktir:

(1) N asalimsi elemandir.
(2) (N :; 1) asalimsi elemandir.
(3) N = p1,, ve (0 i1 1) < p olacak sekilde L de bir p asalimsi elemani vardir.
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ispat (1)=(2)=(3): Aciktr.

(3)=(1): aX <N ve X £ N olacak sekilde a € L ve X € M segelim. N =pl, ve
(Op i1 1) < p olacak sekilde L de bir p asalimsi elemani oldugundan aX < p1, ve
X £ ply olur. Teorem 3.4.2tena < \/5, yani bir k pozitif tam sayisi icin a® < p olur.

Boylece a® < (p1y, i 1) = (N i 1) elde edilir.

Teorem 3.4.5 1, kompakt olacak sekilde L bir PG —latis ve 1,, kompakt olacak sekilde
M carpimsal sadik PG —latis L —modil olsun. Bu durumda bir N < 1,, elemani igin
asagidakiler denktir:

(1) N zayif asaldir.

(2) (N:; 1,,) zayif asaldir.

(3) N = q1,, olacak sekilde L de bir p zayif asal elemani vardir.

ispat (1) = (2) : N bir zayif asal eleman olsun. L de a ve b elemanlarini 0, # ab <
(N:, 1,,) olacak sekilde segelim. Buradan ab1,, < N yazilabilecegi agiktir. O halde M
sadik ve 0; # ab oldugundan 0, # abl,, elde ederiz. Bu durumda N zayif asal
oldugundan a < (N:; 1) veya b1,, < N olmalidir. Boylece (N:; 1,,) elemani zayif

asaldir.

(2)=(1) : (N:; 1) elemani L de zayif asal olsun. 0,; # rX < N olacak sekilde r € L ve
X € M segelim. Lemma 3.4.1ten r(X: 1y) = (rX: 1y) < (N: 1y) olur. Ayrica
r(X:, 1) # 0, dir. Cunkid r(X:, 1) = 0, olsaydl, rX =r(X:, 1)1y =01y =
0y celiskisi elde edilirdi. (N:; 1,,) zayif asal oldugundanr < (N:; 1) veya (X:; 1) <
(N:, 1) olur. Burada M nin ¢arpimsal oldugunu kullanirsak r < (N:; 1) veya X =

(X:p 1p)1y < (N:p 1)1, = N elde ederiz. Boylece N zayif asal eleman olur.
(2)= (3): q = (N:; 1,,) segilirse kolayca gosterilir.

(3)= (2) : L de bir q zayif asal elemani igin N = q1, olsun. 0, # ab < (N:; 1))
olacak sekilde a,b € L secgelim. Lemma 3.4.1 ten ab < (N:; 1) = (qly: 1y) =
q(1p: 1) = q elde ederiz. Boylece 0, # ab < q dir. q zayif asal oldugundan a < g
veya b < g olur. Buradanal, < q1,,= Nveyabl, < ql1,, = N,yania < (N:; 1)

veya b < (N: 1) olur. Sonug olarak (N:; 1,,) zayif asal elemandir.
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Teorem 3.4.6 1, kompakt olacak sekilde L bir PG —latis ve 1,, kompakt olacak sekilde
M carpimsal sadik PG —latis L —modil olsun. Bu durumda bir N < 1,, elemani igin
asagidakiler denktir:

(1) N neredeyse asaldir.

(2) (N:; 1,,) neredeyse asaldir.

(3) N = q1,, olacak sekilde L de bir g neredeyse asal elemani vardir.

ispat (1) = (2) : N bir neredeyse asal eleman olsun. ab < (N:; 1) veab £ (N:; 1,,)?
olacak sekilde a,b € L segelim. Buradan ably < N ve abl, % (N:, 1,)N olur.
Gergekten abl, < (N:, 1,,)N olsaydi, Lemma 3.4.1 ten ab < ((N:, 1,,)N:, 1) =
(N:, 1,))(N:;, 1,,) = (N:, 1,,)? celiskisini elde ederdik. Sonug olarak N neredeyse asal
oldugundan a < (N:; 1,,) veya b1, < N olmalidir. Boéylece (N:, 1,,) elemani L de

neredeyse asaldir.

(2)=(1) : (N:; 1) elemani L de neredeyse asal olsun. rX < N ve rX £ (N:, 1,,)N
olacak sekilde r € L ve X € M segelim. Lemma 3.4.1tenr(X: 1)) = (rX: 1) <
(N : 1) olur. Ayricar(X :; 1) % (N:; 1,)? dir. Eger

r(X :L 1M) S (N:L 1M)2 - ((N:L 1M)N:L 1M) Olsaydl,
rX =r(X: 1y)ly < ((N:p 1y)N: 1)1y = (N:p 14N celiskisi elde edilirdi.

(N: 1) neredeyse asal oldugundan r < (N:; 1) veya (X:; 1) < (N:;, 1)) dir. M
carpimsal oldugundan X = (X:; 1)1y < (N:p 1)1y =N olur. Boylece r <
(N:; 1,,) veya X < N elde ederiz. Sonug olarak N neredeyse asal elemandir.

(2)= (3): g = (N:;, 1;) segilirse kolayca gosterilir.

(3)=(2) : Bir neredeyse asal q € L icin N = q1,, olsun. ab < (N:;, 1) ve ab £
(N:; 1)? olacak sekilde a,b € L segelim. Lemma 3.4.1 ten ab < (N: 1)) =
(qly:p1y) =q(y: 1y) =q olur. Boylece ab <q dir. g neredeyse asal
oldugundan a < q veya b < q elde ederiz. Buradan aly < gql,, = N veya b1y <
qly = N yani a < (N: 1) veya b < (N: 1)) dir. Sonug¢ olarak (N:; 1)

neredeyse asal elemandir.

Simdi bir latis mod{ill Gzerinde yeni bir carpma tanimlayalim.
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Tanim 3.4.7 M bir ¢arpimsal L —latis modil ve a,b € L olmak lizere N = aly, K =
b1, elemanlari M de iki eleman olsun. Bu durumda N ve K elemanlarinin garpimi NK,

NK = (aly)(b1,) = abl,, ile tanimlanir.
Bu carpma iyi tanimhidir, bunun icin asagidaki Onerme incelenebilir.

Onerme 3.4.8 M bir carpimsal L —latis modiilvea,b € Lolmakiizere N = aly,, K =
b1, elemanlari M de iki eleman olsun. Bu durumda NK ¢arpimi N ve K elemanlarinin

ifade edilisinden bagimsizdir.

ispat ay,a,, by, b, € L elemanlari icin N = a;1,, = a,1, ve K = b1, = b1y

olsun. Bu durumda,

NK = (a;b1)1y = ay(bi1y) = as(b,1y) = by(a;1y) = by(a1y) = (azby)1y

elde edilir. Sonug olarak NK ¢arpimi N ve K nin ifadelerinden bagimsizdir.

Asagidaki teoremde, bu yeni tanimlanan ¢arpma ve 6nceden asal elaman icin yapilan

karakterizasyon sayesinde ¢cok 6nemli bir sonu¢ bulunmustur:

e Latisde asal eleman taniminin ifadesiyle latis moduliindeki ifadesi bazi 6zel

sartlar altinda ayni formdadir; gosterelim.

Teorem 3.4.9 1, kompakt olacak sekilde L bir PG —latis ve 1,, kompakt olacak sekilde
M c¢arpimsal sadik PG —latis L —modil olsun. Bu durumda bir N < 1, igin N
elemanin M de asal olmasi icin gerek ve yeter kosul XY < N olacak sekilde herhangi

X,)Y € MiginX < NveyaY < N olmasidir.

ispat =: N elemani M de asal olsun. Herhangi X,Y € Migin XY < NikenX £ NveY %
N olsun. Ayrica X =(X: 1)1, ve Y =(Y: 1,)1y oldugundan XY =
(X: 1,)(Y:, 1)1, elde ederiz. M garpimsal oldugu igin (X:; 1) £ (N:, 1) ve
(Y: 1) £ (N:, 1,) olur (aksi hal geliski olusturur). Bu durumda Teorem 3.4.3 ten
(N:, 1) nin L de asal oldugunu séyleyebiliriz. Buradan (X:; 1,,)(Y:, 1) £ (N:p 1)
elde ederiz. Bunlara ek olarak, XY = (X:; 1,)(Y:, 1)1y <N, vyani
(X:p 1,)(Y:, 1) < (N: 1,)) celiskisi olusur. Boylece X < N veya Y < N olmalidir.
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&: XY < N olacak sekilde herhangi X,Y € M icin X < N veya Y < N oldugunu kabul
edelim. N elemanin M de asal oldugunu ispatlamak i¢in Teorem 3.4.3 ten (N:; 1,,) nin
L de asal oldugunu géstermek yeterlidir. Bunun igin 77, < (N:; 1,,) olacak sekilde
71,72 €L segelim. X =r1, ve Y =11, olsun. Buradan XY = rmnnly <N
yazabiliriz. Kabulimizdenr;1,, = X < Nveyary,1,, =Y < Nyanir; < (N:; 1) veya
r, < (N:, 1) elde ederiz. Sonug olarak (N:; 1) elemani L de asal, dolayisiyla N

elemani M de asaldir.

Onceki Teoremde gésterilen énemli sonu¢ 6niimiizdeki dért Teoremde; sirasiyla zayif

asal eleman, neredeyse asal eleman ve idempotent eleman igin de gosterilmistir.

Teorem 3.4.10 1, kompakt olacak sekilde L bir PG —latis ve 1,;, kompakt olacak sekilde
M c¢arpimsal sadik PG —latis L —modul olsun. Bu durumda bir N < 1, i¢cin N
elemaninin M de zayif asal olmasi igin gerek ve yeter kosul 0, # XY < N olacak

sekilde herhangi X,Y € M igin X < N veyaY < N olmasidir.

Ispat =: N elemani M de zayif asal olsun. Herhangi X,Y € M igin 0,; = XY < N iken
X £ NveY £ Nolsun.Ayrica X = (X:, 1))1y veY = (Y, 111, oldugundan XY =
(X: 1,)(Y:, 1)1, elde ederiz. M garpimsal oldugu igin (X:; 1) £ (N:, 1) ve
(Y:, 1) £ (N:, 1,) olur (aksi hal geliski olusturur). Bu durumda Teorem 3.4.5 den
(N:, 1) nin L de zayif asal oldugunu soéyleyebiliriz. Buradan (X:; 1,)(Y:, 1) £
(N:, 1) veya (X:; 1) (Y:, 1) = 0, seklinde iki durum elde ederiz. Bu durumda

Durum 1: (X:; 1,,)(Y:, 1) £ (N:; 1)) olsun. Buradan
Y = (X:, 1,)(Y:, 1)1, < N, yani (X:; 1,))(Y: 1) < (N: 1,,) celiskisi olusur.
Durum 2: (X:; 1,,)(Y:, 1) = 0, olsun. Bu durumda
XY = (X:, 1,)(Y:, 1)1, = 0,0, = 0y celiskisi olusur.
Sonugolarak X < N veyaY < N elde ederiz.

&: 0y # XY < N olacak sekilde herhangi X,Y € M igin X < N veya Y < N oldugunu

kabul edelim. N elemanin M de zayif asal oldugunu ispatlamak icin Teorem 3.4.5 den
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(N:, 1) nin L de zayif asal oldugunu gostermek yeterlidir. Bunun igin 0, # 1, <
(N:; 1,,) olacak sekilde ry,7, € L segelim. X =1r;1,, ve Y =r,1,, olsun. Buradan
0y # XY = nyry1,, < N yazabiliriz. Gergekten de eger XY = ryr,1, = 0,, olsayd,
1, < ann(M) = 0, geliskisi elde edilirdi. Kabulimizdenr;1, = X < Nveyar,1, =
Y <N, yani r; < (N:, 1) veya r, < (N:, 1) elde ederiz. Sonug olarak (N:; 1))
elemani L de zayif asal, dolayisiyla N elemani M de zayif asaldir.

Teorem 3.4.11 1, kompakt olacak sekilde L bir PG —latis ve 1,, kompakt olacak sekilde
M c¢arpimsal sadik PG —latis L —modul olsun. Bu durumda bir N < 1, icin N
elemanin M de neredeyse asal olmasi icin gerek ve yeter kosul XY < N ve XY £

(N:, 1,,)N olacak sekilde herhangi X,Y € M icin X < N veyaY < N olmasidir.

ispat =: N elemani M de neredeyse asal olsun. Herhangi X,Y € M icin XY < N ve
XY £ (N:,1,,)N iken X <N ve Y £N olsun. Ayrica X = (X:, 1)1y ve Y =
(Y:, 1)1, oldugundan XY = (X:; 1) (Y:, 1)1, elde ederiz. M ¢arpimsal oldugu
icin (X:, 1) £ (N:, 1) ve (Y:, 1) £ (N:, 1,,) olur (aksi hal geliski olusturur). Bu
durumda Teorem 3.4.6 den (N:; 1;,) nin L de neredeyse asal oldugunu sdyleyebiliriz.
Buradan (X:; 1,/)(Y:, 1) £ (N: 1) veya (X:; 1) (Y3 1,,) < (N:; 1,,)? seklinde

iki durum elde ederiz.
Durum 1: (X:; 1,,)(Y:, 1) £ (N:; 1)) olsun. Buradan
XY = (X: 1,)(Y:, 1)1y < N,yani

(X: 1,) (Y, 1) < (N:; 1) celiskisi olusur.

Durum 2: (X:; 1,,) (Y, 1,) < (N:; 1,2 olsun. Lemma 3.4.1 ten,
(Xep 1) (Vi 1ay) < (N:p 1502 = ((N: 1y)Nz 1) olur.
M garpimsal oldugundan (X:;, 13) (Y:, 1)1 < ((N:p 1)N: 1)1y, yani
XY < (N:, 1,,)N celiskisi olusur.

Sonugolarak X < N veyaY < N elde ederiz.

<: XY < NveXY <« (N:;, 1,,)N olacak sekilde herhangi X,Y € Micin X < NveyaY <
N oldugunu kabul edelim. N elemanin M de neredeyse asal oldugunu ispatlamak icin

Teorem 3.4.6 den (N:; 1) nin L de neredeyse asal oldugunu gostermek yeterlidir.
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Bununicin ryry, < (N:, 1) ve iy, £ (N:f, 1,,)? olacak sekilde 1y, 7, € L segelim. X =
11y ve Y = 1,1, olsun. Buradan XY =nryr1y, < N ve XY =rinrly £ (N:p 1y)N
yazabiliriz. Gergekten XY = ryry1y < (N:p 1))N olsaydi Lemma 3.4.1 ten ryr, <
((N:p 13)N:p 14) = (N3, 1),)? celiskisi elde edilirdi. Kabulimiizden 731, = X <N
veyar,1,, =Y < N,yanir; < (N:, 1) veyar, < (N:; 1) elde ederiz. Sonug olarak

(N:, 1,,) elemani L de neredeyse asal, dolayisiyla N elemani M de neredeyse asaldir.

Onerme 3.4.12 1, kompakt olacak sekilde L bir PG —latis ve 1,, kompakt olacak sekilde
M carpimsal sadik PG —latis L —modil olsun. Bu durumda N elemaninin M de

idempotent olmasi icin gerek ve yeter kosul N> = N olmasidir.
Ispat =: N idempotent oldugundan N = (N:;, 1,,)N dir. M carpimsal oldugundan
N%? = NN = (N:; 1,)1,,(N:, 1,01, = (N:;, 1,,)?1,, elde edilir.
Lemma 3.4.1 ten ve M nin ¢arpimsal olmasindan
N =Ny 1y)N = ((N:p 1y)N:p 1) 1y
= (N:;, 1)) (N:, 1,)1y = (N:, 1,,)%1,, yazilabilir.
Boylece N2 = (N:, 1,,)%1,, = N dir.

&: N2 = N olsun. Yukaridaki gibi N = N2 = (N:; 1,,)%1,, = (N:;, 1,,)N, yani N =

(N:, 1,,)N elde ederiz. Sonug olarak N idempotent elemandir.
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BOLUM 4

CARPIMSAL LATIS MODUL iLE iKiNCi LATiIS MODUL VE iKiNCIL LATIS
MODUL ARASINDAKI iLiSKi

4.1 ikinci Latis Modiil Ve ikincil Latis Modiil

S. 0. Dakheel [18] de, ikinci ve ikincil modullerini tanitmistir. Bu modiiller ile ilgili pek
cok ozellik bu calismada incelenmistir. Biz de bu bolimde so6zi edilen iki kavrami
genisleterek latis modil formlarini tanimlayacagiz. [18] de incelen o6zellikleri bu
tanimladigimiz yeni kavramlar icin inceleyecegiz. Oncelikle bu iki kavrami ltis

modiillerinde tanimlayalim:

Tanim 4.1.1 M sifirdan farkli bir L —latis moddl olsun. Her a € L i¢in al,, = 1;, veya

al,, = 0y oluyorsa M ye ikinci latis modiil denir.

Tanim 4.1.2 M sifirdan farkli bir L —latis modil olsun. Her a € L igin al,, = 1, veya
a™1,, = 0, olacak sekilde n pozitif tam sayisi bulunabiliyorsa M ye ikincil latis modiil

denir.

Ornek 4.1.3 Ztamsayilar kiimesi ve Q rasyonel sayilar kiimesi olsun. Q nun bir
Z —modil oldugunu biliyoruz. Z nin butiin ideallerinin kiimesini L = L(Z) ve Q nun
butiin alt modiillerinin kiimesini M = L(Q) ile gosterelim. Boylece M bir L —latis modiil
olarak ikinci latis modul yapisi olusturur. Clinkli butiin n € Z igin (nZ)Q = Q veya
(nZ)Q = 0 olur.

Uyani 4.1.4 Her ikinci latis modiil, bir ikincil latis moduldir. Fakat bunun tersi her zaman
dogru degildir. Bunun icin asagidaki drnegi verebiliriz:
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Ornek 4.1.5 Ztamsayilar kiimesi olmak iizere Z, bir Z —modildiir. Z nin bitin
ideallerinin kiimesini L = L(Z) ve Z, Gn bitin alt modillerinin kimesini M = L(Z,) ile
gosterelim. Bdylece M, L —latis modul olarak ikincil latis modul yapisi olusturur, fakat

bu latis modil ikinci latis modul degildir.

Bir latis modiil ikinci latis moduil veya ikincil latis modiil olmak zorunda degildir. Asagidaki

ornegi inceleyelim:

Ornek 4.1.6 Z tamsayilar kiimesini géz éniine alalim. Z nin biitin ideallerinin kiimesini
L = L(Z) ile gosterelim. Boylece L bir L —latis modiil olarak ne ikinci latis modil ne de

ikincil latis moduldur.

Onerme 4.1.7 L bir CG —latis ve M sifirdan farkh bir L —latis modiil olsun. L deki her

kompakt a elemaniigin al,, = 1,, veya al, = 0, oluyorsa M ikinci latis modul olur.

ispat 7 € L olsun. L bir CG —latis oldugundan r = V, ¢; olacak sekilde L de c¢; kompakt
elemanlari vardir. Buradan r1,, = (V;c¢;)1, = V;c; 1), elde edilir. Hipotezimizden iki

durum s6z konusudur:

Durum 1: L de c¢; kompakt elemanlar igin c;1, = 0, olsun. Buradan 711, =
(Vic))1ly =Vic; 1 = 0y dir.

Durum 2: Her kompakt ¢; € L igin ¢;1,; = 1, olsun. Bu durumda r1,, = (V;c)1y =
Vic; 1y = 1y dir.

Sonug olarak, her r € L i¢in r1,, = 1, veya rly = 0y oldugundan M ikinci latis

moduldur.

Onerme 4.1.8 M bir ikinci L —latis modiil olsun. Buradan ann(M) = (0y:, 1) =p

elemani L de asal elemandir. Bu durumda M ye p —ikinci latis modiil denir.

Ispat M bir ikinci L —latis modiil olsun. ann(M) = p elemanin L de has eleman oldugu
aciktir.a,b € Liginab < pveb £ polsun.Buradan b1,, # 0y olur. M bir ikinci L —latis
modiil oldugundan b1,, = 1,, olmalidir. Boylece ab1,, = 0, ve b1,, = 1), oldugundan

aly = 0y yani a < p elde edilir. Sonug olarak p asal elemandir.

Onerme 4.1.9 M bir ikincil L —latis modiil olsun. Buradan ann(M) elemani L de asalimsi

elemandir.
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ispat M bir ikincil L —latis modiil olsun. a, b € L icin ab < ann(M) ve b % /ann(M)

oldugunu kabul edelim. Simdi a < p oldugunu gosterelim. ab < ann(M) ve b £
yann(M) olmasiab1y = 0, ve her n pozitif tam sayisi igin (b)™1,, # 0, olmasiniima
eder. Bu durumda M bir ikincil L —latis modil oldugu icin b1,, = 1,, elde edilir. Boylece
ably = aly = 0y, yani a < p elde edilir. Sonug olarak ann(M) asalimsi elemandir.
Onerme 4.1.10 L bir CG —latis ve M bir ikincil L —latis modil olsun. Buradan
Jann(M) = p elemani L de asal elemandir. Bu durumda M ye p —ikincil latis modiil
denir.

ispat L bir CG —latis ve M bir ikincil L —latis modiil olsun. Onerme 4.1.9 dan ann(M)
bir asalimsi elemandir. Béylece [18, Lemma 2.1] den \/ann(M) asal elemandir.
Onerme 4.1.11 L bir tamlik bolgesi ve M sifirdan farkli bir L —latis modiil olsun. Bu
durumda M nin ann(M) = 0, olacak sekilde bir ikinci L —latis modul olmasi igin gerek

ve yeter kosul M nin \/ann(M) = 0, olacak sekilde bir ikincil L —latis modul olmasidir.
Ispat =: M bir ikinci L —latis modiil oldugundan, M nin bir ikincil L —latis modiil oldugu

aciktir. Ayrica L bir tamlik bélgesi oldugu icin /ann(M) = ,/0, = 0, elde edilir.

<: M, Jann(M) = 0, olacak sekilde bir ikincil L —latis modul olsun. al, # 1,, olacak

sekilde bir a € L secelim. M ikincil L —latis modil oldugundan bir n pozitif tam sayisi

a™1,, = 0, olacak sekilde vardir. Béylece a < /ann(M) = 0, olur. Buradan al,, =
0, olacagindan M nin bir ikinci L —latis modil oldugu elde edilir. Ayrica kolayca

ann(M) = 0, oldugu gorilebilir.

Onerme 4.1.12 L bir CG —latis, M bir L —latis modiil ve N € M piir eleman olsun. Eger
M bir p —ikincil L —latis modiil ise [N, 1,,] ve [0y, N] latis modiilleri de birer p —ikincil

L —latis modul olur.

Ispat M nin bir p —ikincil L —latis modiil oldugunu kabul edelim. Bir s € L secelim. M bir

ikincil L —latis modil oldugundan iki durum karsimiza gikar:
Durum 1: s1,, = 1,, olsun. Bu durumda,

S 1y, =S 1y =51y VN =1, VN = 1, elde edilir.
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Durum 2: s*1,, = 0, olacak sekilde bir t pozitif tam sayisi vardir. Bu durumda,
St ) 1[N:1M] = St - 1M = Sth VN = OM \Y N == N = O[N,lM] elde ed|l|r

Boylece [N, 1] bir ikincil L —latis moddl olur.

Simdi /ann([N,1y]) =p oldugunu vyani \/ann([N,lM])z\/ann(M) esitligini

gosterelim:

Jann(M) < yJann([N, 1y]) oldugu agiktr. r < ./ann([N,1y]) olacak sekilde bir

kompakt r € L segelim. r kompakt oldugundan ™ - 1|y 1,,; = Opn,1,,] Olacak sekilde bir
n pozitif tam sayisi vardir. Buradan r™1,, V N = N olur. Boylece r™1,, < N elde edilir.
r £ Jann(M) oldugunu varsayalim. M bir ikincil latis modil oldugundan r1,, = 1y

olur. Boylece 1, =11y < N, yani 1, = N celiskisi olusur. Dolayisiyla r < \/ann(M)

olmalidir. Sonug olarak y/ann([N, 1y]) = /ann(M) elde edilir.

[04, N] nin p-ikincil L —latis modil oldugunu gostermek icin bir a € L segelim. N saf
eleman oldugundan aN = al,; AN yazlabilir. M nin ikincil latis modil olmasindan
al, = 1, veyaa™1,, = 0, olacak sekilde bir n pozitif tam sayisi vardir. Buise aN = N
veya a"N = a"1y AN = 0y olmasi anlamina gelir. Béylecea - 1jy,, yy = a*N = aN V
Oy =aN =N =1y, veya a":l1p,n=a""N=a'NVO0y=a"N=0y=

01o,,,n] €lde edilir. Sonug olarak [0y, N] bir ikincil latis modldur.

Simdi /ann([0y, N]) =p oldugunu yani \/ann([OM,N])=\/ann(M) esitligini

gosterelim:

\/ann(M) < \/ann([OM,N) oldugu aciktir. ¢ < \/WM,N]) olacak sekilde bir
kompakt ¢ € L secelim. ¢ kompakt oldugundan ¢ - N = ck¥N = Opo,,,n] = Opm olacak
sekilde bir k pozitif tam sayisi vardir. N piir eleman oldugundan c¥N = c*1,, AN = 0,,
yazilabilir. ¢ £ \/W(M) oldugunu varsayalim. M bir ikincil latis modil oldugundan
cl, = 1,, dolayisiyla c*1,, = 1,, elde edilir. Buradan 0,;, = c*N = N Ack1,, =N A

1y = N celiskisi olugur. Dolayisiyla ¢ < /ann(M) olmaldir. Sonug¢ olarak

\/ann([OM,N] ) = \/ann(M) elde edilir.
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Onerme 4.1.13 M sifirdan farkli bir L —latis modiil ve N € M saf eleman olsun. M nin bir
p —ikinci L —latis modul olmasi igin gerek ve yeter kosul [0y, N] ve [N, 1] nin birer

p —ikinci L —latis moddl olmasidir.

Ispat =: M bir p —ikinci L —latis modiil olsun. Bir a € L segelim. N saf oldugundan aN =
aly A N yazilabilir. M ikinci latis modil oldugundan al,, = 1, veya al, = 0, olur.
Bu ise aN = N veya aN = 0, olmasini ima eder. Boylece [0y, N] bir ikinci latis

moduldir. Simdi ann(M) = ann([0y, N] ) oldugunu gosterelim:

Oncelikle ann(M) < ann([0,, N]) oldugu aciktir. 7 < ann([0,,, N]) olacak sekilde bir
r € L segelim. Buradan rN = 0, elde edilir. r & ann(M) oldugunu varsayalim. M bir
ikinci latis modul oldugundan r1,, = 1, olur. Buradan Oy =N =NA7rly, =NA
1) = N geliskisi olusur. Dolayisiyla r < ann(M) olmalidir. Sonug olarak ann(M) =

ann([0y, N] ) elde edilir.

[N, 15,] bir p —ikinci L —latis modil oldugunu gosterelim:

t € L olsun. M ikinci latis modil oldugu igin t1,, = 1,, veya t1,, = 0y olur.

Durum 1: Eger tly = 1y ise t -1y 1, =t 1y =tly VN =1y VN =1y = 1|y 1,
olur.

Durum 2: Eger tly =0y ise t- 1y, =t 1y =tly VN =0y VN =N =0y,
olur. Boylece [N, 1,,] bir ikinci latis moduldr.

Son olarak ann(M) = ann([N, 1,]) oldugunu gosterelim:

ann(M) < ann([N,1,]) oldugu aciktir. s < ann([N,1]) olacak sekilde bir s € L
secelim. Buradan s - 1y 1,,1 = Oy ,1,,] €lde edilir. Dolayisiyla s1, VN = N yani s1y <
N dir. s £ ann(M) oldugunu varsayalim. M bir ikinci latis modul oldugundan s1,, = 1,,

olur. Buradan 1, = s1,, < N celiskisi olusur. Dolayisiyla s < ann(M) olmalidir. Sonug

olarak ann(M) = ann([N, 1]) elde edilir.

&: ann([0y, N]) = ann([N,1y]) =p olmak uzere [0y, N] ve [N,1y] latis
modydllerinin birer ikinci L —latis modil oldugunu kabul edelim. r € L olsun. Bu

durumda iki durum s6z konusudur:
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Durum 1: r < ann([0y, N]) = ann([N,1y]) ise TN =0y ve 7 1y, =7 "1y =
r1y VN = N olur. Buradan r1,, < N elde edilir. Boylece 0y =N = N Arly =1ly

elde edilir.

Durum 2: r £ ann([0y, N]) = ann([N, 1y]) ise [0y, N] bir ikinci L —latis modul
oldugundan rN = N olur. N pir eleman oldugu icin N =rN = N Arl,, yaniN <rly
dir. [N, 1] bir ikinci L —latis modil ve r £ ann([N,1y]) oldugundan r - 1jy,,] =

rly VN = 1y1,,] = 1y yazilabilir. Boylece r1y, = 1y elde edilir.

Sonug olarak M nin bir ikinci L —latis modl oldugu ispatlanmis olur. Simdi ann(M) = p

oldugunu gosterelim:

Oncelikle ann(M) < ann([N, 1,,]) olmasi aciktir. s < ann([N, 1,,]) olacak sekilde bir
s € L segelim. Buradan s - 1y 1,,] = O[n,1,,) Yani s - 1y = N dir. Boylece s1y, VN = N
dolayisiyla s1,; < N olur. s £ ann(M) oldugunu varsayalim. M bir ikinci latis modiil
oldugundan s1,, = 1, olur. Buradan 1,;, = s1,, < N celiskisi olusur. Dolayisiyla s <

ann(M) olmahdir. Sonug olarak ann(M) = ann([N, 1,]) elde edilir.

Onerme 4.1.14 L bir CG —latis, M bir L —latis modiil ve N € M saf eleman olsun. Eger
M bir p —ikincil L —latis modiil ise [N, 1,,] ve [0y, N] latis modiilleri de birer p —ikincil

L —latis modul olur.

ispat M bir p —ikincil L —latis moddl olsun. Bir s € L segelim. O halde M bir ikincil

L —latis modil oldugundan iki durum vardir:
Durum 1: s1,, = 1,, olsun. Bu durumda,
S Ivay =S 1y =sly VN =1y VN = 1y elde edilir.
Durum 2: st1,, = 0,, olacak sekilde bir t pozitif tam sayisi var olsun. Bu durumda,
st 1y =8t 1y =51y VN =0y VN = N = Oy, elde edilir.

Boylece [N, 1] bir ikincil L —latis modl olur.

Simdi /ann([N,1y]) =p oldugunu vyani /ann([N,1,]) = Jann(M) esitligini

gosterelim:

49



\/ann(M) S\/ann([N, 1] oldugu agiktir. r < ./ann([N,1,]) olacak sekilde bir

kompakt r € L segelim. r kompakt oldugundan r™ - 1|y 1,,] = O[n.1,,] Olmak lzere bir n
pozitif tamsayisi vardir. Buradan r™1,, V N = N olur. Béylece r"1,, < N elde edilir. r £
Jann(M) oldugunu varsayalim. M bir ikincil latis modil oldugundan r1,, = 1,, olur.

Boylece 1, =1rly <N, vyani 1, = N cgeliskisi olusur. Dolayisiyla r < ,/ann(M)

olmalidir. Sonug olarak /ann([N, 1,,]) = \/ann(M) elde edilir.

Simdi [0y, N] nin p —ikincil L —latis modil oldugunu géstermek igin bir a € L segelim.
N pir eleman oldugundan aN = aly A N yazilabilir. M ikincil latis modul oldugu igin
al, = 1, veya a™1,, = 0, olacak sekilde n pozitif tam sayisi vardir. Buradan aN = N

veya a"N = a1, AN = 0, elde edilir. Bu ise
a-lp,n=a-N=aNVvOy=aN=N=1,y veya a1,y =a"'N=
a®Nv 0y =a"N =0y = 0,,n] olmasini ima eder. Sonug olarak [0, N] bir ikincil

latis moddulddr.

Son olarak \/ann([0y, N]) = p oldugunu yani \/ann([OM,N]) = \/ann(M) esitligini

gosterelim:

\/ann(M) < \/ann([OM,N) oldugu aciktir. ¢ < \/WM,N]) olacak sekilde bir
kompakt ¢ € L secelim. ¢ kompakt oldugundan ¢ - N = ck¥N = Opo,,,n] = Opm olacak
sekilde bir k pozitif tamsayisi vardir. N piir eleman oldugundan c*N = c*1,, AN = 0,,
olur.c £ W oldugunu varsayalim. M bir ikincil latis modil oldugundan c1,, =
1y, dolayisiyla c®1,, = 1,, elde edilir. Buradan 0,y = c*XN = NAc*¥1,, =NA1y, =N
celiskisi olusur. Dolayisiyla ¢ < JW(M) olmahdir. Sonug olarak W =
Welde edilir.

Onerme 4.1.15 M sifirdan farkli bir L-latis modiil ve N € M saf eleman olsun. M nin bir
p —ikinci L —latis modul olmasi igin gerek ve yeter kosul [0y, N] ve [N, 1] nin birer

p —ikinci L —latis modul olmasidir.

Ispat =: M bir p —ikinci L —latis modiil olsun. Bir a € L segelim. N piir oldugundan

aN = aly AN dir. M ikinci latis modul oldugu igin al,, = 1,, veya al, = 0y olur.
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Buradan aN = N veya aN = 0, elde edilir. Boylece [0, N] bir ikinci latis modulddr.

Simdi ann(M) = ann([0y, N]) oldugunu gosterelim:

Oncelikle ann(M) < ann([0y, N]) oldugu aciktir. r < ann([0,,, N]) olacak sekilde bir
r € L segelim. Buradan rN = 0, elde edilir. r £ ann(M) oldugunu varsayalim. M bir
ikinci latis modul oldugundan r1,, = 1, olur. Buradan Oy =N =NA7rly, =NA
1, = N celiskisi olusur. Dolayisiyla r < ann(M) olmalidir. Sonug olarak ann(M) =

ann([0y, N] ) elde edilir.
[N, 1] bir p —ikinci L —latis modil oldugunu gosterelim:

t € L olsun. M ikinci latis modul oldugu igin t1,, = 1,, veya t1,, = 0y dir. Eger t1,, =
iset 1y, =t 1y =tly VN =0y VN =N =0y,,, elde edilir. Boylece [N, 1]

bir ikinci latis moduldur.
Son olarak ann(M) = ann([N, 1]) oldugunu gosterelim:

ann(M) < ann([N,1,]) oldugu aciktir. s < ann([N,1,,]) olacak sekilde bir s € L
segelim. Buradan s - 1y 1,,] = O[n,1,,] €lde edilir. Dolayisiyla s1yy VN = N, yanisly <
N dir. s £ ann(M) oldugunu varsayalim. M bir ikinci latis modul oldugundan s1,, = 1,,
olur. Buradan 1, = s1,, < N celiskisi olusur. Dolayisiyla s < ann(M) olmalidir. Sonug

olarak ann(M) = ann([N, 1y]) elde edilir.

&: ann([0y, N]) = ann([N,1y]) = p olacak sekilde [0, N] ve [N,1y] latis
modiillerinin birer ikinci L —latis modil oldugunu kabul edelim. r € L olsun. Bu

durumda iki durum s6z konusudur:

Durum 1: r < ann([0y, N]) = ann([N,1y]) ise rN =0y ve r-1jyq, =7 1y =

r1y VN = N olur. Buradan r1,, < N dir. Boylece 0,;, =N = N Arl, = rl, olur.

Durum 2: r £ ann([0y, N]) = ann([N, 1,]) ise [0y, N] bir ikinci L —latis modul
oldugundan rN = N dir. N plr eleman oldugu icin N =rN = N Arly,yani N < rly,
dir. [N, 1] bir ikinci L —latis modil ve r £ ann([N, 1y]) olmasi - 1y, =71y V
N = 1y 4,,] = 1y esitligini ima eder. Boylece 1)y = 1) elde edilir. Sonug olarak M nin

bir ikinci L —latis moddl oldugu gosterilmis olur.

51



Simdi ann(M) = p oldugunu gosterelim:

ann(M) < ann([N, 1y]) olmasi agiktir. s < ann([N, 1,]) olacak sekilde bir s € L
secelim. Buradan s-1jyq,] =01, Yani s-1y =N dir. Boylece sl VN =N
dolayisiyla s1,; < N olur. s £ ann(M) oldugunu varsayalim. M bir ikinci latis modiil
oldugundan s1,, = 1,, dir. Buradan 1,;, = s1,, < N celiskisi olusur. Dolayisiyla s <

ann(M) olmaldir. Sonug olarak ann(M) = ann([N, 1]) elde edilir.

Tanim 4.1.16 M bir L —latis modiill ve N # 1), olsun.Herr € Lve X € M icinr?X < N

iken rX < N oluyorsa N ye yari asal eleman denir.

Uyari 4.1.17 N, M de bir has eleman olsun. N nin yari asal olmasi igin gerek ve yeter

kosul r € L, X € M ve k pozitif tam sayi olmak tizere r*X < N iken rX < N olmasidir.

M bir L —latis modil olsun. M de her asal elemanin yari asal eleman oldugunu kolayca
gosterebiliriz. Fakat bunun tersi her zaman dogru degildir. Asagidaki onermede eger M

yi carpimsal ve ikincil latis modul alirsak bunun tersinin de dogru oldugunu gosterdik.

Onerme 4.1.18 M bir carpimsal ve ikincil L —latis modiil olsun. 1,, # N € M igin N nin

yari asal olmasi icin gerek ve yeter kosul N nin asal olmasidir.

ispat N nin yari asal oldugunu kabul edelim. rX < N olmak lizere r€L ve X €M
secelim. M ikincil latis moddl oldugundan r1,, = 1, veyar™1,, = 0,, olacak sekilde bir

n pozitif tam sayisi vardir. Simdi bu iki durumu inceleyelim:

Durum 1: Eger r1,, = 1, ise M garpimsal oldugundan X = rX elde edilir. Boylece X =

rX < N olur.

Durum 2: Eger r"1,, = 0, olacak sekilde bir n pozitif tam sayisi var ise r*1,, < N olur.

O halde N nin yari asal olmasindan r1,, < N elde edilir.

Sonuc olarak N bir asal elemandir. ispatin diger yoénii agiktir.
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4.2 Carpimsal Latis Modiil ile ikinci Latis Modiil ve ikincil Latis Modiilleri Arasindaki
lligki

S. O. Dakheel [18] de, carpimsal moduil kavrami ile ikinci modil ve ikincil modiil
kavramlarini birlestirince asagidaki iki sonucu elde etmistir.

e Her carpimsal ikinci modul asal modldir [18].

e Her carpimsal ikincil moddl asalimsi moddldiir [18].

Biz de Bolim 4.1 de tanittigimiz ikinci latis modil ve ikincil latis modil kavramlarini

carpimsal latis modil kavrami ile birlestirince neler elde edebilecegimizi arastirdik.

Onerme 4.2.1 Her carpimsal ikincil latis modiil bir asalimsi latis modiilddir.

Ispat M bir carpimsal ikincil L —latis modiil olsun. 7X = 0, olacak sekilde bir r € L ve
X € M segelim.r £ \/ann(M) oldugunu kabul edelim. M ikincil latis modul oldugundan
r1y = 1y elde edilir. Ayrica M garpimsal latis modiil oldugundan rX = X olur. Boylece

X = 0y elde edilir. Sonug olarak M asalimsi latis moduldur.
Onerme 4.2.2 Her carpimsal ikinci latis moddil bir asal latis moduldiir.

ispat M bir carpimsal ikinci L —latis modiil olsun. M carpimsal latis modiil oldugundan
her N € M igin N = al,, olacak sekilde bir a € L vardir. Ayrica M ikinci latis modul
oldugundan al, = 1, veyaal, = 0y olur. Buradanher N € M igin N = 1,,veyaN =
0y yani M basit latis moduldir. 2.2.14 den her basit latis modil asal latis moddil

oldugundan M asaldir.

Yukaridaki Onerme, [18] de modiil yapisinda incelenmis ve her carpimsal ikinci modiiliin

asal modil oldugu ispatlanmistir.

Tanim 4.2.3 L bir tamlik bélgesi ve M bir sifirdan farkli L —latis moddl olsun. Her 0, #

r € Liginrl, = 1, ise M ye béliinebilir latis modiil denir.

Tanim 4.2.4 M bir sifirdan farkli L —latis modul olsun. Eger r1,, = 0,, olacak sekilde bir

0, # r € L varsa M ye burulmali latis modiil denir.
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Onerme 4.2.5 L bir tamlik bélgesi ve M bir ikincil L —latis moddil olsun. Bu durumda M

bollnebilir latis moduldir veya burulmali latis modulddr.

ispat M nin béliinebilir olmadigini kabul edelim. O halde bir 0, # r € L igin rl,, # 1y
olmalidir. M ikincil latis modul oldugundan r™1,, = 0,, olacak sekilde bir n pozitif tam
sayis1 vardir. 0, #r ve L tamlik bolgesi oldugundan r™ # 0, elde edilir. Boylece

s1y = 0y olacak sekilde 0; # r™ = s € L bulunmus olur. Sonug olarak M burulmalidir.
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BOLUM 5

SONUC VE ONERILER

Sonug olarak, tezin amag bolimiinde s6z edilen non-modiler yapi elde edilmis ve
ozellikleri incelenmistir. Carpimsal Modul kavraminin genellemesi olan Carpimsal Latis
Modilin ozellikleri Gzerine ¢alisilmistir. Ayrica c¢arpimsal latis modilleri, temel
elemanlar ve kompakt elemanlar yardimiyla karakterize edilmistir. Tezin sonraki bir
boélimiinde ise; asal eleman, zayif asal eleman, neredeyse asal eleman ve idempotent
eleman tanimlari latis moduliinde verilmistir. Daha sonra yeni bir garpma tanimlayarak
bu tanimlarin, bazi 6zel sartlar altinda latis modiliindeki formlari ile latisteki formlarinin
ayni olabilecegi gosterilmistir. Burada agik problem olarak; ¢arpimsal latis modiiliinde
asalimsi eleman ve plr eleman gibi bazi elemanlarin latis moduliindeki tanimlarinin,
latisteki tanimlarina denk gelip gelmeyecegi arastirilabilir.

Sonuncu boliimde ise ikinci modil ve ikincil modil kavramlari genellestirilerek ikinci latis
modiil ve ikincil latis modul kavramlari tanimlanmistir. Carpimsal latis modil kavrami ile

bu yeni iki kavram birlestirilince su iki sonu¢ elde edilmistir.

1) Carpimsal ve ikinci olan bir latis modiil, asal latis moduldiir.

2) Carpimsal ve ikincil olan bir latis modiil, asalimsi latis moduldur.
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