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OZET

BANACH UZAYLARI UZERINDE p-KOMPAKT OPERATORLERIN p-KOMPAKT
KUMELERININ DUZGUN OLARAK CARPANLARA AYRILMASI

Aysegll KETEN

Matematik Anabilim Dali

Doktora Tezi
Tez Danigsmani: Prof. Dr. Erhan CALISKAN

Bu tez galismasinda Banach uzaylari lizerinde p—kompakt operatorlerin p —kompakt
alt kiimelerinin (dlizglin olarak) carpanlara ayrilmasi problemi tizerinde ¢alisilmistir.

Calisma bes bolimden olusmaktadir.
Birinci bolimde literatiir 6zeti, tezin amaci ve bulgular verilmistir.

ikinci bolimde tezin bitininde kullanilacak olan temel kavramlar, tanimlar ve
literatiirde daha 6nce elde edilmis sonuglar sunulmustur.

Tezin orijinal kismi G¢lincil ve dordiinci bolimdir.

Uglincii bélimde ilk olarak p—kompakt operatérlerin evrensel Banach uzaylari
vasitasiyla carpanlara ayrilabilecegi ispat edilmistir. Daha sonra r>2, 1<p<r<ow
olmak (izere Banach uzaylari Uzerinde p—kompakt operatorlerin I —kompakt alt
kiimelerinin (dizgin olarak) carpanlara ayrilmasi ile ilgili sonuclar elde edilmistir.

Doérdiindi bélimde p —kompakt operatérler igin ikinci bélimde ifade edilen bazi basit
carpanlara ayirma sonuglarinin bir uygulamasi olarak Ip dizi uzaylarinin yaklasim

Ozelliklerinin belli versiyonlarina sahip olmayan bolim uzaylarinin varhigi oldukca kisa
ve basit olan ispatlarla gosterilmistir.



Ayni zamanda, Uglinci bolimde elde edilen (diizgiin) ¢arpanlara ayirma teoreminin
homojen polinom uzaylarina bir uygulamasi olarak kapal birim yuvar Uzerinde zayif
dizgin slrekli olan homojen polinomlarin kompakt kiimeler cinsinden bilinen
karakterizasyonundan hareketle, p—kompakt kiimelerle iliskili olarak bazi kismi
sonuglar elde edilmistir.

Besinci bolimde ise bu tez ¢alismasinda elde edilen sonuglar 6zetle verilmis ve bundan
sonra yapilabilecek muhtemel ¢alismalar ifade edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Banach uzayi, p—kompakt kime, p—kompakt operator,
carpanlara ayirma, tensor c¢arpimi, birlikte p—kompakt kime, yaklagim o6zelligi,
homojen p —kompakt polinom.
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ABSTRACT

UNIFORM FACTORIZATION FOR p-COMPACT SETS OF p-COMPACT
OPERATORS ON BANACH SPACES

Aysegll KETEN

Department of Mathematics

Ph.D. Thesis

Adviser: Prof. Dr. Erhan CALISKAN

This dissertation deals with problem of (uniform) factorization for p—compact sets of
p — compact operators on Banach spaces.

This dissertation consists of five sections.

In the first section the review of literature, the aim of the dissertation and the findings
are given.

In the second section the basic concepts, definitions and previously obtained results in
the literature are presented, which will be used throughout the dissertation.

The third and fourth sections of the dissertation are the orginal parts.

In the third section firstly it is proved that p—compact operators can be factorized

through universal Banach spaces. After that results concerning (uniform) factorization
for r—compact subsets of p—compact operators on Banach spaces are obtained for

r>2, 1<p<r<owm.

In the fourth section, as an application of some simple factorization theorems stated in
the second part for p—compact operators, by fairly short and simple proofs, it is

shown the existence of quotient spaces of Ip sequence spaces which have no certain

variants of approximation properties. Also, as an application of (uniform) factorization

Xii



result proved in section third to spaces of homogenous polynomials, motivated by a
familiar characterization of homogeneous polynomials that are weakly uniformly
continuous on the closed unit ball, some partial results concerning p—compact sets

are obtained in terms of compact sets.

In the fifth section the results obtained in the thesis are summarized and possible
studies that can be done in the future are stated.

Keywords: Banach space, p-—compact set, p—compact operator, factorization,
tensor product, collectively p—compact set, approximation property, homogeneous
p —compact polinomial.

YILDIZ TECHNICAL UNIVERSITY
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BOLUM 1

GIRIS

1.1  Literatiir Ozeti

Johnson [1] sonlu rankh operatorlerin kapanisindaki bir operatériin bir evrensel Banach
uzayl vasitaslyla carpanlara ayrilabilecegini gostermistir. Johnson’ nin [1] bu
calismasindan hareketle Figiel [2] kompakt operatorleri Johnson’ nin [1] evrensel
Banach uzayinin kapali bir alt uzayl vasitasiyla g¢arpanlara ayirmistir. Randtke [3],

Terzioglu [4] ve Dazord [5] £, L, gibi belli Banach uzaylar lzerinde tanimlanan

kompakt operatorleri carpanlara ayirmislardir. Daha sonra Graves ve Ruess [6] bu
calismalari kompakt bir operatoriin ¢arpanlara ayrilmasindan, kompakt operatorlerin
kompakt alt kiimelerindeki operatorlerin simultane olarak ¢arpanlara ayrilmasina, yani
kompakt operatorlerin kompakt alt kiimelerinin diizglin olarak carpanlara ayrilmasina

genisletmislerdir.

Keyfi Banach uzaylari lizerinde kompakt operatorlerin kompakt alt kiimelerinin diizgiin
carpanlara ayrilmasi Aron vd. [7] tarafindan calisiimistir. Aron vd. [7] de Johnson [1] ve
Figiel [2] tarafindan olusturulan evrensel Banach uzayinin ayni zamanda kompakt,
zayif*-zayif sirekli operatorler uzayindaki operatorlerin carpanlara ayrilisi icin de
evrensel bir Banach uzayl oldugunu gostererek, keyfi Banach uzaylari (zerinde
tanimlanan kompakt operatorlerin relatif kompakt alt kiimelerinin (diizglin olarak)

carpanlara ayrilisini elde etmislerdir.
Sinha ve Karn [8] de Grothendieck’ in [9] kompakt kiimeleri karakterize eden bir
sonucundan esinlenerek, kompakthigin daha glgli bir sekli olan, p—kompakthk

kavramini sunmuglardir. Bundan sonra, p—kompakthik kavramiyla iliskili olarak farkh

1



yonlerde bircok calisma ortaya cikmistir. Ornegin [8], [10], [11], [12], [13], [14], [15],
[16], [17], [18]) den bahsedebiliriz.

p —kompakt duruma gelince bazi arastirmacilar tarafindan yukaridaki ¢alismalar
kismen p—kompakt operatdrlerin carpanlara ayrilisi icin de yapilmistir. Ornegin, [8] de

Sinha ve Karn, [12] de Choi ve Kim, [19] da Galicer vd. tarafindan yapilan calismalardan
bahsedebiliriz. Sinha ve Karn [8] de, Grothendieck’ in [9] Banach uzaylari lzerinde

kompakt bir kiimenin dizisel karakterizasyonundan esinlenerek p—kompakt kiime ve
p —kompakt operatér kavramlarini tanimlamis ve p—kompakt operatorlerin basit

olarak ¢arpanlara ayrilisini elde etmislerdir. Daha sonra Choi ve Kim [12] de ve Galicer

vd. [19] da, Sinha ve Karn’ nin [8] de elde ettigi ¢arpanlara ayirmayi kullanarak p—

kompakt operatorlerin farkli/alternatif sekillerde carpanlara ayrildigini géstermislerdir.

Fakat p—kompakt operatorlerin p—kompakt alt kiimelerinin dizglin c¢arpanlara

ayrilmasina bugiline kadar heniiz deginilmemistir.

1.2 Tezin Amaci

Bu tezin amaci Aron vd. nin [7] ¢alismasini p—kompaktlik durumuna tagiyarak, p—
kompakt operatorlerin p—kompakt alt kimesindeki operatérlerin simultane olarak

carpanlara ayrilisini calismaktir. Bu ise iki asamada yapilacaktir. ilk olarak kompakt ve

p—kompakt operatorlerin evrensel Banach uzaylari vasitasiyla carpanlara ayrihsi
calisilacak, daha sonra asil amag olarak, tim p—kompakt operatorlerin relatif r—

kompakt alt kiimelerinin (diizgiin) carpanlara ayrilisi g6z 6éniine alinacaktir. ilk iki
asamadan sonra, son bolimde, carpanlara ayrilmanin vyaklasim o6zelligine bir
uygulamasi ve ayrica elde edilen sonuclarin homojen polinomlar baglaminda

uygulamalarinin verilmesi amacglanmaktadir.

13 Bulgular
X ve Y Banach uzaylar, r>2 ve 1< p<r<wo olsun. (K (X,Y),k;), X uzayindan
Y wuzayina lineer ve siirekli operatdrler uzayinin, p—kompakt lineer operatérlerden

olusan, k (ideal) normuyla donatilmig, alt uzayini gostersin. (a,),; < (K, (X,Y),k,)



dizisi (ka, )., €, ((Kp(X,Y),kp)) seklinde bir dizi ve Hc K (X,Y) alt kiimesi
H cr—co{(a,),,} seklinde bir alt kiime olsun. Bu takdirde, Z_; Figiel-Johnson
evrensel carpanlara ayirma uzayi olmak iizere, bir evrensel Banach uzayi Z", bir
ueK(X,Z.,) operatéri, K(Z.,,Z") uzayinin relatif r*—kompakt bir {B, : T € H}
alt kiimesi ve bir ve K_(Z,Y) operatérii vardir éyle ki, her T e H igin T =voB, ou
dur. Ayrica, eger H konveks ve dengeli bir kiime ise {B; :T € H} kiimesi de konveks

ve dengelidir.



BOLUM 2

TEMEL KAVRAMLAR VE ON ARASTIRMA

2.1 Temel Kavramlar, Tanimlar ve On Hazirliklar

N dogal sayilar kiimesini ve K, reel sayilar cismi R yi veya kompleks sayilar cismi C

yi gbstermek Uzere, gz oniine alacagimiz vektor uzaylari aksi belirtiimedikce daima C

cismi tUzerindeki normlu (vektor) uzaylar olacaktir.

E bir vektor uzayi, A da E uzayinin bir alt kiimesi olsun. Eger 41 >0, x>0 ve

A+ =1 olmak lzere her X,ye A igin AX+uye A oluyorsa, A ya E uzaymnin

konveks bir alt kimesi denir. Eger |/1| <1 olmak tzere her Xe€ A i¢in AX € A oluyorsa,

A ya E uzayinin dengeli bir alt kimesi denir. Konveks ve dengeli olan bir kiimeye

mutlak konveks bir kiime denir. A kiimesinin konveks kabugu co(A), A kimesini

iceren en kuguk konveks kiime olup co(A) ={Zﬂ1xi :x, €A neN, Z}L, =1 A 20}
i=1 i=1

kiimesidir [20]. A kidmesinin mutlak konveks kabugu I'(A), A kimesini iceren en

ktiglik mutlak konveks kiime olup, I'(A) = {Z}tlxi X eAnel, Z|ﬂ,l| Sl} kiimesidir
=1 i=1

[20]. X normlu bir uzay olsun. X uzayinin bir A alt kiimesinin kapali konveks kabugu

Co(A), A kiimesiniigeren en kiiglik kapal konveks kiime olarak ve A kiimesinin kapah

mutlak konveks kabugu 1:(A), A kimesini iceren en kucik kapali mutlak konveks

kiime olarak tanimlanir [21].



X normlu bir uzay olmak lzere U, ile X uzayinin agik birim yuvarini, B, ile X
uzayinin kapah birim yuvarini ve S, ile X uzayinin birim kiresini gosterecegiz. X
normlu uzayinin bir A alt kiimesinin bir 7 topolojisine gore kapanisini A le
gosterecegiz; eger 7, X uzayinin olagan norm topolojisi ise kisaca A yazacagiz. Bu
notasyonlara gore, CO(A) :m ve I:(A)zlﬂ oldugunu gérmek kolaydir [21]. X
uzayinin topolojik duali, yani, X Gzerindeki lineer, strekli fonksiyonellerin olusturdugu

vektor uzayini X' ile gosterecegiz. Benzer sekilde X' uzayinin topolojik dualini

(X")"= X" ile gosterecek ve X uzayinin biduali olarak adlandiracagiz.

Simdi zayif ve zayif*-topoloji kavramlarini hatirlatalim.

Bir X normlu uzayinin zayif topolojisi, X igin en kiigluk topolojidir 6yle ki X' dualinin

her bir Gyesi bu topolojiye gore stireklidir [22]. Bu topoloji o(X, X") ile gosterilir.

X normlu bir uzay ve J, : X = X", her xe X, X' e X' igin, <J,x,X'> =X(X)
seklinde tanimlanan kanonik tasvir olsun. X' dual uzayinin zayif*-topolojisi, X' icin en

kiiciik topolojidir dyle ki X uzayindaki her bir x igin X' Uzerinde J,X lineer

fonksiyoneli bu topolojiye gore sureklidir [22]. Bu topoloji o (X', X) ile gosterilir.

Bir A kiimesi Gzerinde tanimlanan ve

i) her AeAigin A< A dr,

ii) eger L, <A, ve 4, </ ise 4, =4, dir,

i) eger 4, <4, ve 4, < 4, ise, 4, <A, tir,

iv) 4, 4, €A igin 4 <4, ve 4, <A, olacak sekilde an az bir 4, € A mevcuttur,

sartlarini saglayan < bagintisi ile birlikte yonli kiime olarak adlandirilacaktir. Tez
boyunca g6z online alacagimiz indeks kiimeleri, aksi belirtiimedikce, yonli kiimeler

olacaktir.



A yonlu bir kime ve X de herhangi bir kiime olmak lzere ¢: A — X, ¢(1) =X,
seklinde tanimlanan bir fonksiyona X de bir ag denir, boyle bir ag ¢=(X,),_, olarak
gosterilecektir.

X ve Y Banach uzaylari olmak tzere olmak tzere, L(X,Y) ile X uzayindan Y
uzayina tanimlanan tim lineer ve sirekli operatorlerin uzayini gosterecegiz. Zayif*-
topolojiye gore yakinsayan aglari, zayif topolojiye gore yakinsayan aglara donistiren
bir operatére, zayif*-zayif siirekli bir operatér denir. L,.(X",Y) ile L(X"Y) uzayindaki
tim zayif*-zayif stirekli operatorlerin kiimesini gosterecegiz. Gorintl uzayinin boyutu

sonlu olan bir lineer operatore, sonlu rankl lineer operatér denir. F(X,Y) ile L(X,Y)
uzayindaki tim sonlu rankl operatérlerin kiimesini gosterecegiz. T: X —Y lineer bir

operator olsun. Eger T(B, ), Y uzaymnin relatif kompakt bir alt kiimesi ise veya buna
denk olarak X igindeki her sinirlh (x,),_, dizisi, (TXnj i dizisi Y de yakinsak olacak
sekilde bir (an )i alt dizisine sahip ise, T ye kompakt operatér denir [22]. K(X,Y) ile
L(X,Y) uzayindaki tim kompakt operatorlerin kiimesini gosterecegiz. T: X =Y
lineer bir operator olsun. Eger T(B, ), Y uzayinin relatif zayif kompakt bir alt kiimesi
ise veya buna denk olarak X igindeki her simirli (X,);, dizisi, (Txn]_ i dizisi Y de zayif
yakinsak olacak sekilde bir (an ‘}":1 alt dizisine sahip ise, T ye zayif kompakt operator
denir [22]. W(X,Y) ile L(X,Y) uzayindaki tim zayif kompakt operatorlerin kiimesini
gosterecegiz. L,.(X'Y) kimesinin L(X',Y) uzayinin bir alt uzayi oldugu ve F(X,Y),
K(X,Y), W(X,Y) kiimelerinin de L(X,Y) uzayinin birer alt uzaylari olduklari kolayca
gosterilebilir.

T:X —>Y bir operatér ve A, X uzayinin bir alt kiimesi olmak lzere T|A ile T

operatoriinin A kiimesine kisitlanisi gosterilecektir.

Tez boyunca aksi belirtiimedikge p>1 ve buna karsihk p* ise l+i*=l sartini

saglayan p*>1 sayisi olacaktir. Eger p =o0 ise, p*=1 alinacak buna karsin eger p =1

ise, 1. =, olarak alinacaktir.



X ve Y normlu uzaylar olmak Uzere lineer, slirekli ve tersi de siirekli olan bir

T:X =Y operatoriivarsa X ve Y (birbirine) topolojik olarak izomorftur, veya kisaca
izomorftur diyecegiz. Eger ayrica her xe X icin [T(X)||, =||x|, ise X ve Y (birbirine)
izometrik olarak izomorfiktir, veya kisaca izometriktir diyecegiz.

X ve Y birbirine izomorf Banach uzaylari olmak tzere X ve Y uzaylari arasindaki

Banach-Mazur uzakhgi,

dgy (X, Y):=inf {[T||T: T: X Y izomorfizma}

olarak tanimlanir [23].

Lindenstrauss ve Pelczynski [24] tarafindan tanimlanan £ , ve L uzaylarinin

tanimlarini hatirlatalm. 1< p<o, 1<A<ow ve X Banach uzayl olsun. Eger X

uzayinin her sonlu boyutlu E alt uzayi icin, X uzayinin E uzayini iceren sonlu boyutlu

bir F alt uzayi varsa oyle ki

dgyy (F,1") <2 (M= boyF)

oluyorsa X uzayina bir EM uzayidir denir. Eger X Banach uzayi bir A igin EM uzayl

ise, X uzayina Ep uzayidir denir [24].

K kompakt Hausdorff uzayr Uzerinde tanimlanan tim skaler degerli, strekli

fonksiyonlarin uzayr C(K) ve p—inci kuvvetten integrallenebilen fonksiyonlarin uzayi

L, (u) olmak tizere, her & >0 sayisiigin L (u) uzayi bir £,  uzayidir ve C(K) uzayi

pl+e

da bir L

%0,1+&

uzayidir [25].

Simdi 1< p <o olmak lzere Banach uzaylarinin Ip anlaminda sonsuz direkt toplamini

hatirlatalim. .4 bir indeks kimesi, (X,),., Banach uzaylarinin bir ailesi olsun.

aeA

1< p <o olmak Uzere, herhangi sabit bir p igin {Z Xaj ile, xe A iken f(a)e X,
p

acA

Yp
ve ||f||p :(Z”f(a)”p] <o olacak sekilde tim f:.4— [ J X, fonksiyonlarinin
aecA



Banach uzayini gosterecegiz. Eger p=co ise, (X,),., ailelerinin sinirli uzayi yerine,

norm sifir uzayini géz 6nine alacagiz. Yani, (z Xaj ile, ae A iken f(a)eX,,
acA o

| ]|, =sup|f(a)|<w ve her £>0 sayisi icin {aeA: |f(a)|>e} kimesi sonlu
acA

olacak sekilde tiim f:A—)UXa fonksiyonlarinin Banach uzayini gosterecegiz.
acA

1< p<o olmak lizere, herhangi sabit bir p igin, bu sekilde tanimlanan {Z Xaj
aecA p

uzayl, (X,),.. Banach uzaylarimin | anlaminda sonsuz direkt toplami olarak

adlandirilir. (Tabii ki burada p=o0 olmasi durumunda, toplam, c,—toplami olarak

alinacaktir.) Eger 1< p<oo ve tim X_ uzaylar ayrilabilir ise, (Z Xaj uzay! da
acA p

ayrilabilirdir, eger 1< p<o ve tim X_ uzaylan refleksif ise, (z Xaj uzayl da
acA p

refleksifdir [26, sayfa 35-36] veya [27, sayfa 43-44].
Simdi operator ideal ve Banach operatér ideallerinin tanimlarini hatirlatalim.

Bir operator ideali 2, Banach uzaylari arasindaki tim lineer ve sirekli operatérlerin

sinifi £ nin bir alt sinifidir dyle ki, tim X ve Y Banach uzaylariigin 2 sinifinin

A(X,Y)=L(X,Y) A

bilesenleri asagidaki sartlari saglar:

i) L(X,Y) uzayindaki tiim sonlu rankli operatérleri iceren lineer bir alt uzaydir,

i) ideal ozelligi: Eger Re L(X, X,), SeA(X,,Y,) ve T eL(Y,,Y) ise, TSR A(X,Y)

dir, burada X, ve Y, Banach uzaylarini géstermektedir [28].

Sonlu rankli operatorlerin ideali F en kiiciik operator ideal ve tim lineer, siirekli

operatorlerin sinift £ en biylk operator idealdir.



2 bir operator ideali olmak tzere, A: 21 —[0,) fonksiyonu

i) A| tim X ve Y Banach uzaylariigin bir norm,

A(XY)
ii) A(l)=1 (1, K cismi tzerinde birim operator)
iii) eger ReL(X,X,), SeU(X,,Y,) ve T eL(Y,,Y) ise, A(TSR)<|T|A(S)|R]|

sartlarini sagliyorsa, (2(, A) normlu operator ideal olarak adlandirilir.

Eger bitin 2A(X,Y) bilesenleri A ya gore tam ise, (2(,A) Banach operator ideal
olarak adlandirilir [28].

Sonlu rankl operatérler normlu operatoér idealine, kompakt operatorler, zayif kompakt
operatorler, p—kompakt operatorler, tam (olarak) surekli operatorler, mutlak (olarak)
toplanabilir operatorler, nikleer operatoérler, Hilbert Schmidt operatorleri ve integral
operatorler Banach operator idealine birer 6rnektirler [28], [29], [30].

Simdi p—kompakt kiime ve iligkili kavramlari vermeden 6nce gerekli olacak bazi 6n

tanimlari verecegiz.

Normlu bir X uzayindaki bir (x,)r, dizisi igin D [|x,||” <o oluyorsa (), dizisi X
=1

uzayinda p— toplanabilirdir; eger her x'e X" icin Y. |x'(x,)|" <o oluyorsa (x,)7,
n=1

dizisi X wuzayinda zayif p—toplanabilirdir denir [31]. X Banach uzayi ve 1< p<o
olmak uzere I (X) ve 17(X) ile, sirasiyla, X uzayinin p-toplanabilen ve zayif p—

toplanabilen dizilerinin olusturduklari Banach uzaylarini gosterecegiz. Bu uzaylarin her

. Yp o 1p
, :{lexnll"] ve [()7], = sup {[Z x’(xdl”] }
=1 X €By: n=1

ikisi de sirasiyla H(Xn)f:l

|| —=>0 oluyorsa (x,)7, dizisi X uzayinda sifira yakinsaktir denir [31]. X Banach
uzayl olmak tzere c,(X) ile, X uzayinda sifira yakinsayan dizilerin Banach uzayini
gosterecegiz. Eger her X' e X' igin X'(X,)——>0 oluyorsa (X,),, dizisi X uzayinda
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zayIf olarak sifira yakinsaktir denir [31]. X Banach uzayi olmak lzere ¢y (X) ile, X
uzayinda zayif olarak sifira yakinsayan dizilerin Banach uzayini gosterecegiz. Bu

uzaylarin her ikisi de, ||(x,);_,

‘ =sup||x,|| normu ile Banach uzaylaridir [31]. X Banach
*© neN

uzayl olmak Ulzere, 1/(X) uzayindaki bir (x ), dizisinin p-—konveks kabugu
p—co{(X,)ri}:= {Zanxn (a)es € B|p*} olarak tanimlanir.
n=1

Gozlem 2.1 (x )7,, X Banach uzayinda bir sifir dizisi ve T'((x,)>,), (X,)7, dizisinin

n=1’
kapali mutlak konveks kabugu olmak tizere T'((x,)7,) ve {Zanxn )i € B|1}7 X
=1

uzayinda ayni kiimeleri gosterirler.

Grothendieck [9], Banach uzay Gizerinde kompakt bir kiimenin asagidaki sekilde dizisel

bir karakterizasyonunu vermistir.

Teorem 2.1 X Banach uzayinin bir K alt kiimesinin relatif kompakt olmasi igin gerek
ve yeter sart K cT'((x)7,) olacak sekilde X uzayinda bir (x )<, sifir dizisinin
mevcut olmasidir [9], [23].

X bir Banach uzayi ve K < X olsun. Eger K, X uzayinda relatif kompakt bir kiime

ise bunu K cc X seklinde gosterecegiz.

Grothendieck’ in [9] bu karakterizasyonundan esinlenerek Sinha ve Karn [8] kompaktlik

kavraminin daha glgli bir formu olarak, X Banach uzayinda p—kompakt kiime

kavramini tanimlamislardir.
Tanim 2.1 X Banach uzay;, Kc X ve 1<p<cw olsun. Eger, K c p—co{(x,),}
olacak sekilde (x,),, el (X) varsa (p=o ise, (X ). €C(X) ahnir) K ya X

uzayinin relatif p—kompakt alt kiimesi denir [8].

X bir Banach uzayi ve K < X olsun. Eger K, X uzayinda relatif p—kompakt bir

kiime ise bunu K cc X seklinde gosterecegiz. Kapali ve relatif p—kompakt olan bir
p

kiimeyi p—kompakt kiime olarak adlandiracagiz. Belirtelim ki, (x,)., €C,(X) iken

10



{Zanxn:(an)f_leB,l}:f((xn)f_l) oldugundan (Gézlem 2.1), Grothendieck’ in [9]
=1

kompakt kiimelerin karakterizasyonu teoreminden (Teorem 2.1) dolayi, kompakt bir

kiime oo—kompakt bir kiime olarak g6z éniine alinabilir.

Asagidaki lemma literatirde iyi bilinen kanitlamasi kolay bir sonugtur.
n

Lemma 2.1 a) X Banach uzayl ve 1<p<ow olmak Uzere (X,)., €l (X) ise,

p—co{(X,),,} kimesi X uzayinin kompakt, konveks ve dengeli bir alt kiimesidir.

b) X Banach uzayi ve (X,),, €l,(X) ise, p—co{(x,)..} kimesi X uzayinin relatif

n=1

kompakt, konveks ve dengeli bir alt kiimesidir.

c) X Banach uzayi ve (X,)7, ec,(X) ise, T((x,)7,)=0—co{(x,)",} kimesi X
uzayinin kompakt, konveks ve dengeli bir alt kiimesidir.

o
n=1.

Not Yukaridaki lemmada p =1 durumunda p—co{(x,)._} kiimesindeki skalerler eger

B, verine B, danalinirsa kiime, aslinda kompakt olur.

Boylece Lemma 2.1 in bir sonucu olarak, X Banach uzayinda relatif p—kompakt bir

kiime, relatif kompakttir [8]. Diger taraftan Delgado vd. [15, Theorem 3.14] de her

sonsuz boyutlu Banach uzayinin, her 1< p <oo igin relatif kompakt olup, relatif p-—

kompakt olmayan kiimelere sahip oldugunu gostermislerdir.

Gozlem 2.2 Lemma 2.1 den dolayi g6z 6nline alacagimiz relatif p—kompakt kiimeleri
gerekli oldugu takdirde ayrica, dengeli ve konveks olarak kabul etmek genelligi
bozmayacaktir.

Lemma 2.2 1< p<q<o olmak tzere, X Banach uzayinda relatif p—kompakt bir

kiime, relatif q — kompakttir [8].

Pineiro ve Delgado [32, Proposition 3.6] da, 1<q< p<2 igin, relatif p—kompakt
kimelerin, relatif q—kompakt oldugu sonsuz boyutlu Banach uzaylarinin mevcut

oldugunu gostermelerine karsin, [32, Proposition 3.5] de 2<q < p igin, her relatif p—
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kompakt bir kiimenin, relatif q—kompakt oldugu sonsuz boyutlu bir Banach uzayinin

mevcut olmadigini gdstermislerdir.

Tanim 2.2 X Banach uzay, Kc X ve 1<p<oo olsun. Eger K < p—co{(x,);,
olacak sekilde (x,);, €ly(X) varsa (1< p<o) K ya X uzayinin relatif zayif p—
kompakt alt kiimesi denir. Eger (x,),_, €C, (X) ise, K ya X uzayinin relatif zayif co—
kompakt alt kiimesi denir [8].

Kompakthktaki duruma benzer olarak asagidaki anonim sonucu verecegiz.

lLemma 2.3 X Banach wuzayi ve (X,),,€C,(X) olsun. Bu takdirde,
L::{Zanxn:(an)f_leBh} kiimesi konveks, dengeli, zayif kompakttir ve
=1

L=D((x,)7,) dir.

n-1
Lemma 2.3’ Gin bir sonucu olarak asagidaki sonucu verebiliriz.

Sonug¢ 2.1 X Banach uzayi ve K < X olsun. Eger K relatif zayif co—kompakt bir
kiime ise, RU(X’X’) zayif kompakttir, yani K relatif zayif kompakttir. Ek olarak K
konveks ise, K zayIf kompakt olacaktir.

[33, Theorem 1] de kapali konveks kabuk, kapali mutlak konveks kabuk ile
degistirildiginde sonu¢ dogru olmaya devam edeceginden kompaktliktaki durumunun
aksine, relatif zayif kompakt bir kiimenin, relatif zayif co—kompakt olmasi gerekmez.

Sonug¢ 2.1 de gbdz onune alindiginda, her 1< p<oo igin relatif zayif p-—kompakt

kiimeler, relatif zayif kompakttir [15], fakat p =1 icin bu 6zellik genelde dogru degildir
[15]. Ornegin, p=1 icin B, =p-cof(e,), .}, (8,); €l'(C,) oldugundan, B relatif
zayIf 1-kompakt kiimedir. Fakat c; refleksif olmadigindan, BCO relatif zayif kompakt bir
kiime degildir [15].

Tanim 2.3 X, Y Banach uzaylar, 1< p<ow ve T € L(X,Y) olsun.

a) Eger T(By), Y uzaymin relatif p—kompakt bir alt kimesiise, T ye p—kompakt bir

operator denir [8].
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b) Eger T(B, ), Y uzayinin relatif zayif p—kompakt bir alt kiimesi ise, T ye zayif p—
kompakt bir operator denir [8].

X uzayindan Y uzayina tanimlanan bitin p—kompakt operatorlerin uzayini
K,(X,Y) ile batin zayf p-—kompakt operatérlerin uzayini da W (X,Y) ile
gosterecegiz.

Teorem 2.1 ve Lemma 2.1’ den dolayr 1< p<o olmak lUzere her p—kompakt
operatér kompakt operatérdir, ayrica Lemma 2.2’ den dolayl 1< p<qg<o olmak

Uzere her p—kompakt operatdr q—kompakt operatordiir. Fakat bu ifadelerin tersleri

genelde dogru degildir.

Ornekler 2.1

a) 1< p<w ve (a,);, €¢\I, olmak tizere T:1, =1, T((x,),,,) =(a,x,),, seklinde
tanimlanan operatér kompakt olan fakat p—kompakt olmayan bir operatérdir [10].

b) 1<p<q<pg* p<g<g* ve (a),,€l,\l, olmak lzere T:I —I,
T((X,)my)=(a,X,)., seklinde tanimlanan operatér g—kompakt olan fakat p-—
kompakt olmayan bir operatorduir [34].

Tanim 2.4 X, Y Banach uzaylari ve 1< p<oo olsun. Bu takdirde her T e K (X,Y)

icin, k, 1 K (X,Y) —[0,)

ko () =inf {J)7a] - ()i €1, ve T(B,) < p-cof(y,)i}

seklinde tanimlanan k tasviri K (X,Y) uzay! Uzerinde bir normdur ve (K ,k;) bir
Banach uzayidir [8], [15]. Burada p = durumunda, kp normu supremum normu ile

aynidir [14].
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2.2 Kompakt Operatorlerin Evrensel Banach Uzayi Vasitasiyla Carpanlara

Ayrilmasi

X ve Y normlu uzaylar olsun. T : X —Y lineer (stirekli) operator olmak lzere, eger

bir normlu uzay Z ve lineer (strekli) R: X —> Z, S:Z —Y operatorleri varsa oyle ki

T =SoR iseozaman T operatdrlii Z uzayi vasitasiyla ¢carpanlara ayrilabilir denir.

Oncelikle Johnson [1] tarafindan tanimlanan Cp evrensel ¢arpanlara ayirma uzayinin

tanimini verelim.

(G,)._; sonlu boyutlu Banach uzaylarinin bir dizisi olsun &yle ki,

i) her sonlu boyutlu X Banach uzayl ve her ¢>0 igin, dg, (X,G,)<1+¢ olacak

sekilde bir n € N mevcut olsun [35] ve,

i) her i e N icin, {n:dg, (G,,G;) =1} kiimesi sonsuz olsun.

1< p <o olmak uzere sabit bir p icin Cp uzayl, G, uzaylarinin Ip anlaminda sonsuz

direkt toplami olarak tanimlanir, yani Cp =(i6nj dir (p=o durumunda | -
=1 p

toplami, ¢, —toplamini gésterecektir) [1].

Johnson [1] herhangi sabit bir 1< p <oo icin her T € F(X,Y) operatérinin C, uzayi
vasitasiyla carpanlara ayrilabilecegini gostermistir.

Teorem 2.2 X, Y Banach uzaylarive 1< p<oo olsun. Eger T e F(X,Y) ise, T =vou

olacak sekilde ue F(X,C,) ve ve F(C,Y) operatorleri vardir [1].

Bu teorem herhangi sabit bir 1< p <o igin Cp uzayinin F(X,Y) operatorler uzayi igin

evrensel Banach uzayi oldugunu gosterir. Johnson’ nin [1] bu teoreminden hareketle

Figiel [2] her kompakt operatoriin Cp uzayinin kapali bir alt uzayi vasitasiyla carpanlara

ayrilabilecegini gostermistir.
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Teorem 2.3 X, Y Banach uzaylarive 1< p<oo olsun. Eger Se K(X,Y) ise, S=vou

olacak sekilde C_ nin kapal bir W alt uzayi, u e K(X,W) ve ve K(W,Y) operatérleri
vardir [2].

Yukaridaki teoremin asagidaki versiyonu Banach uzaylar arasindaki her kompakt
operatorin, evrensel bir Banach uzayi vasitasiyla carpanlara ayrilabilecegini gosterir.
Teorem 2.4 X ve Y Banach uzaylari olsun. Bu takdirde, her T € K(X,Y) operatéri
evrensel bir Z_, Banach uzayl vasitasiyla T =uov, veK(X,Z,), ueK(Z.,,Y)
olacak sekilde ¢arpanlara ayrilabilir. Burada Z_, uzayr 1< p <o olmak tzere ve W,

Cp uzayinin kapah alt uzaylari UGzerinden secilmek Uzere, sabit bir p igin

WCCp

L, =( Z W] seklindedir ( p =0 ise, ¢, toplami alinir) [1] ve [2].
p

Aron vd. [7] de Teorem 2.4’ teki Z_, uzayinin ayni zamanda K .(X"Y) uzayindaki
operatorlerin  carpanlara ayrilisi icin de evrensel Banach wuzayr oldugunu
gostermislerdir.

Teorem 2.5 X ve Y Banach uzaylar olsun. Bu takdirde, her T eK.(X"Y)
operatort, T=BoA, AeK.(X,Z,), BeK(Z,,Y) olacak sekilde carpanlara
ayrilabilir [7].

Randtke [3] tanim kiimesi X =L, Terzioglu [4] ve Dazord [5] tanim kimesi X =L,
olan kompakt operatorler icin asagidaki carpanlara ayirma teoremlerini elde
etmislerdir.

Teorem 2.6 X bir £ uzayive Y Banach uzayi olsun. Eger T € K(X,Y) ise, T=BoA

olacak sekilde Ae K(X,I,) ve BeK(l,,Y) operatorleri vardir [3].

Teorem 2.7 X bir £, uzayive Y Banach uzayi olsun. Eger S € K(X,Y) ise, S=AcuU

olacak sekilde u e K(X,c,) ve AeK(c,,Y) operatorleri vardir [4], [5].

Graves ve Ruess [6], Teorem 2.6 ve Teorem 2.7’ yi kompakt bir operatériin carpanlara

ayrilmasindan kompakt operatorlerin  kompakt alt kiimelerindeki operatorlerin
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simultane olarak ¢arpanlara ayrilmasina genisletmislerdir. Bu sonug¢ gelecek olan

bolimde Teorem 2.8’ de ifade edilecektir.

2.3 Kompakt Operatorlerin Kompakt Alt Kiimelerinin Evrensel Banach Uzayi

Vasitasiyla Diizgiin Olarak Garpanlara Ayrilmasi

Once Graves ve Ruess’ in [6] da X = L veya X =L olmasi durumunda elde ettikleri

sonucu verelim.

Teorem 2.8 X bir £, uzayi (veya £, uzayl), Y Banach uzayive C, K(X,Y) uzayinin
relatif kompakt bir alt kiimesi olsun. Bu takdirde, bir ue K(X,1,) (veya ueK(X,c,))
operatérii ve K(l,,Y) (veya K(C,,Y)) uzayinin relatif kompakt bir {A;:SeC} alt
kiimesi vardir éyle ki her S € C igin, S = A ou dur [6].

Aron vd. [7] keyfi Banach uzaylari Uzerinde tanimlanan kompakt operatorler icin

evrensel Banach uzayi olusturarak Teorem 2.8’ i 6zel Banach uzaylarindan keyfi Banach

uzaylarina genigletmiglerdir. Z_, uzayr Teorem 2.4’ te tanimlanan uzayi géstermek

Uzere, sOzl edilen sonucu 6nce dual uzaylar igin elde etmislerdir.

Teorem 2.9 X ve Y Banach uzaylarn olsun. Bu takdirde, K .(X"Y) uzayinin her
relatif kompakt H alt kimesi igin, bir ueK,.(X',Z.,) operatori, K(Z.,Z)
uzayinin relatif kompakt bir {B; :T € H} alt kiimesi ve bir ve K(Z.,,Y) operatori

vardir 8yle ki her T e H icin, T =voB; ou dur [7].
Yukaridaki teoremin bir sonucu olarak Aron vd. [7] asagidaki sonucu elde etmislerdir.

Sonug 2.2 X ve Y Banach uzaylari olsun. Bu takdirde, K(X,Y) uzayinin her relatif
kompakt H alt kimesi igin, bir ue K(X,Z.,) operatéri, K(Z.,,Z,) uzayinin relatif
kompakt bir {B; :T € H} alt kimesi ve bir ve K(Z.,,Y) operatori vardir dyle ki her
T eH igin, T=veB; ou dur[7].

Gelecek bolimde, kompakt operatorler icin verilen basit carpanlara ayirma

sonuglarinin p—kompakt versiyonlarini verecegiz.
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24 p —Kompakt Operatérler igin Carpanlara Ayirma Teoremleri

Bu bolimde Sinha ve Karn [8], Choi ve Kim [12] ve Galicer vd. [19] tarafindan p—

kompakt operatorler icin elde edilen ¢arpanlara ayirma teoremlerini verecegiz.
. 1 1 . % .
Sinha ve Karn [8] de 1< p<ow ve —+-—=1 (p=o0 ise p*=1) olmak lizere p-
p

kompakt bir operatoriin Ip* uzayinin bélim uzayi vasitasiyla carpanlara ayrilabilecegini
gostermislerdir.

Teorem 2.10 X ve Y Banach uzaylari ve 1<p<w ve TelL(X,Y) olsun.
TeK,(X,Y) olmasi icin gerek ve yeter sart T :fy oQ, olacak sekilde bir
Y=V ma€l,(Y)  dizisi,  Q eW,(X,l./kerT)) ve T eK, (I,./kerT,Y)

operatorlerinin mevcut olmasidir [8].

Sinha ve Karn’ nin [8] bu teoreminden hareketle Choi ve Kim [12] yukaridaki teoremde

verilen fy:lp*/kerTy—>Y p—kompakt operatoérini, |, uzayinin bolim uzay

vasitasiyla ¢arpanlara ayirarak asagidaki sonucu elde etmislerdir.

Teorem 2.11 X ve Y Banach uzaylarive 1< p <o olsun. Bu takdirde, T e K (X,Y)
olmasi icin gerek ve yeter sart T =V oU oQ, olacak sekilde y=(Y,),, €l,(Y) dizisi, |,
uzayinin kapali bir M alt uzayi, p-—kompakt U . /kerT, —1,/M ve kompakt
V: l,/M —Y operatérlerinin mevcut olmasidir [12].

Galicer vd. [19], Teorem 2.10 ve Teorem 2.11’ i kullanarak p—kompakt operatorler
icin asagidaki carpanlara ayirma teoremini elde etmislerdir.

Teorem 2.12 X ve Y Banach uzaylari, 1<p<w ve TelL(X,Y) olsun. T
operatdriiniin p—kompakt olmasi igin gerek ve yeter sart T nin, T, operatéri p—
kompakt, R ve S operatorleri kompakt olmak lzere T =SoT,oR olacak sekilde

garpanlara ayrilmasidir. Ayrica bu durumda k (T)=inf {||S||kp(T0)||R||} dir. Burada

infimum yukaridaki tim muhtemel carpanlara ayrilma Gzerinden alinir [19].
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Teoremin 2.12" nin ispati literatirde iyi bilinen asagidaki lemmalar kullanilarak

ispatlanabilir. Bu lemmalar sonraki bolimlerde kullanisl olacaktir.

Lemma 24 B=(B)w1€B, ve 1<p<ow olsun. Bu  takdirde,
L= {(,Bnﬂ,n)‘::l (Ao € B,p} kiimesi B, nin kompakt bir alt kimesidir.

Gozlem 2.3 1< p<oo olmak lzere Lemma 2.4’ teki L kiumesinin relatif kompakt

oldugunu goéstermek icin T:1 =1, T((4,),) =(BA)ra, B=(B)rs € B, seklinde

tanimh diyagonal operatoriin kompakt oldugunu géstermek yeterlidir.

Lemma 2.5 Her neN icin a,>0 ve ) a, <o olmak tzere, &£ >0 sayisi verildiginde

n=1

her neN igin 4, 21 olacak sekilde artan ve sonsuza iraksayan bir (4,),_, dizisi vardir

oyle ki ian < iﬂnan < ian +¢& dur.
n=1 n=1

n=1
Lemma 2.5’ den yine literatirde iyi bilinen asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonug 2.3 X Banach uzayl ve 1< p<oo olsun. Eger (X,),, €l,(X) ve £>0 ise,

[X_j el (X) ve (;—J s”(xn);il\p(ug) olacak sekilde bir B =(,);, B,

n =1
n=lp

dizisi vardir.
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BOLUM 3

p—KOMPAKT OPERATORLERIN EVRENSEL BANACH UZAYI VASITASIYLA
DUZGUN OLARAK CARPANLARA AYRILMASI

Aron vd. [7] de Banach uzaylari arasindaki kompakt operatorlerin relatif kompakt alt
kiimelerinin (dlzgilin) carpanlara ayrilisini elde etmislerdir. Burada onlarin metodunun

uygun ve dikkatli olarak modifiye edilmesiyle, kabaca sdylersek, r>2, 1<p<r<ow
olmak Uzere p—kompakt operatorlerin relatif r—kompakt alt kiimelerinin (dlizgiin)

olarak carpanlara ayrilisini elde edecegiz.

3.1 p —Kompakt Operatorlerin Evrensel Banach Uzayl Vasitasiyla Garpanlara

Ayrilmasi

Teorem 2.10, Teorem 2.11 ve Teorem 2.12’ yi kullanarak p—kompakt operatorleri

evrensel Banach uzaylar vasitasiyla lg farkli/alternatif sekilde ¢arpanlara ayirabiliriz.

Yani, bir p—kompakt T operatoriinii Teorem 2.10’ nu kullanarak evrensel bir Banach
uzayi vasitasiyla A operatori zayif p—kompakt ve B operatori p—kompakt olmak

Uzere T =Bo A olacak sekilde; Teorem 2.11’ i kullanarak evrensel bir Banach uzayi

vasitasiyla u operatori p—kompakt ve Vv operatéri kompakt olmak tizere T =vou

olacak sekilde; ve Teorem 2.12’ yi kullanarak evrensel bir Banach uzayi vasitasiyla u

operatori kompakt ve Vv operatéri p—kompakt olmak lizere T =vou olacak sekilde

carpanlara ayirabiliriz.

Asagida verilen ispatlar sirasiyla bu sozii edilen teoremlerin ispatlarinin karsilik gelen

modifikasyonlaridirlar.
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Asagidaki ilk teoremde 6zel olarak p=o0 durumu kompaktlik durumuna karsilk

gelmektedir, ki bu ise Johnson [1] ve Figiel’ in [2] sonucuna gore, goreceli olarak daha

zayif bir sonuctur.

Teorem 3.1 X ve Y Banach uzaylari ve 1< p<o olsun. Bu takdirde, her
T eK,(X,Y) operatérii evrensel bir Z® Banach uzayl vasitasiyla, T =BoA,
AeW (X,Z™), BeK_(Z™,Y) olacak sekilde carpanlara ayrilabilir. Burada Z

uzayl, 1<q <o olmak uzere ve W® | uzayinin kapali olan tim alt uzaylarindan

p*

alinmak izere sabit bir q igin Z® :=[z |, /W(p)] seklindedir.
q

w (P
ispat 1< p<o ve T e K (X,Y) olsun. Bu takdirde, Teorem 2.10" dan biliyoruz ki,
T=T,0Q, olacak sekilde y=(y,)r, el (Y) dizsi, Q, eW (X, ./kerT) ve

'fy e K, (I./kerT ,Y) operatdrleri vardir, yani, asagidaki diyagram degismelidir:

T
X——> 7Y
Q\ /f”

[ ./ker Tl

p¥

|,/ kerT, uzay, Z‘P uzayinin tanimindaki I,. /W uzaylarindan biri olacagindan J,

p*

Ip* uzayinin kapali olan tiim alt uzaylarinin bir ailesi olmak tzere,
. (p) © 1) =
IIp*/kerTy . Ip* / kel’.Ty -7z ! IIp*/kerTy ([(an)nzl]) - ()QN(D) )W(p)EJ

[(@)ia], WP =kerT,
burada X, = seklinde tanimlanan, normu bir olan dogal
0, W = kerT,

gémmeyi ve normu bir olan

- 7P —
PIp*/kerTy Z - Ip* / kerTy’ I:)Ip*/kerTy (()RN(D) )W(p)e.] ) - XkerTy
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izdigim donlsiminl goéz online alabiliriz. Bu takdirde Plp*/kerTy 0 Ilp*/kerTy’ . /kerT,

tzerinde birim déntstimdir. Gergekten [(«,), ]l ./kerT  olmak tzere,

(F)Ipx/kerTy © IIp*/kerTy )([(an)::l]) = PIp*/kerTy (()ﬂ,\,m )W(P)EJ ) = XkerTy = [(an):ozl]

olup,
Ili,g /kerT, Bﬂg /kerT,|
l./'ketlT, ——> 7V ———> | /kerT,
bileskesi, yani, P ke, N1 iert, birim donusimdir. 0 halde

T=T,0Q,=T,0 P,p*,kerTy o I,p*,kerTy °Q, olacaktir. Simdi A= Ilp*,kmy on ve

A

B=T,°R e, olsun. Boylece

N

Z(p)

diyagrami degismeli, yani, T =Bo A olacak sekilde AeW (X,Z™), BeK (Zz™Y)
donistmleri elde edilir.

Teorem 3.2 X ve Y Banach uzaylari ve 1< p<ow olsun. Bu takdirde, her

TeK, (X,Y) operatéri evrensel bir Z Banach uzay vasitasiyla, T =Veu,
ueK (X,2), ve K(Z,Y) olacak sekilde carpanlara ayrilabilir. Burada Z uzayi,

1<g<o olmak tzere ve G, |, uzayinin kapali olan tim alt uzaylarindan alinmak

Uzere, sabit bir q icin Z := [ZUG) seklindedir.
G q

ispat 1< p<o ve T eK, (X,Y) olsun. Bu takdirde Teorem 2.11 geregince M, |,
uzayinin kapah bir alt uzayr olmak uzere T=\/Aoch>Qy olacak sekilde bir

Y=Y )oa €l,(Y) dizisi, zayf p—kompakt Q,: X —>I./kerT, p—kompakt
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U:Ip*/kerTy—Hl/M ve kompakt \7:|1/M —Y operatérleri vardir. O halde
A=UoQ, ve B:i=V dersek, T=BoA, AcK (X, /M) ve BeK(,/M,Y) elde
ederiz. I,/M, Z uzayinin tanimindaki |,/G uzaylarindan biri olacagindan J, |,

uzayinin kapali olan tiim alt uzaylarinin bir ailesi olmak Uzere,

Lo b IM > Z, 1 ([e)7]) = (%6 ew

[(@,);u], G=M

seklinde tanimlanan, normu bir olan dogal gdmmeyi
0, G=M

burada Xg = {

ve normu bir olan

I:anl Z _>|1/M1 PIl/M ((XG)GeJ):XM

izdUslim d6nlstiminl gdz 6nlne alabiliriz. Bu takdirde, B, <1, ,y, /M dzerinde

birim dénlsimdiir. Gergekten [(¢,),,]1<€l,/M olmak iizere,
(Rom o )([(@)7a]) = Rms (%6 )oes ) = X =[(e,)7]

olup

/ Pl'l;f

hiM N

WM ——m> 7 — S |IM

bileskesi, yani, R, <1, ,, birim dontstimdir. O halde T=BcA=B°R , I, A

olacaktir. $imdi u=1, ,, e A ve v:=B°R , olsun. Béylece

diyagrami  degismeli, yani, T =veou olacak sekilde ueK (X,Z), veK(Z))

doénistmleri elde edilir.
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Teorem 3.3 X ve Y Banach uzaylan ve 1< p<oo olsun. Bu takdirde, her

TeK,(X,Y) operatorii evrensel bir Z‘® Banach uzayl vasitasiyla, T =Vou,
ueK(X,z®™), ve Kp(Z(p),Y) olacak sekilde carpanlara ayrilabilir. Burada Z(
uzayl, Teorem 3.1’ de tanimlanan uzay ile aynidir.

Ispat 1< p<owo ve Te Kp(X,Y) olsun. Bu takdirde, Teorem 2.12’ den biliyoruz ki, T
operatord T=0,0R, z=(z,);,l,(Y), ReK(X,l./kerd,), 6, cK (I../kerd,Y)
olacak sekilde ¢arpanlara ayrilabilir. Ip*/kerHZ uzayl, Z® uzayinin tanimindaki
Ip* /W ® uzaylarindan biri olacagindan, buradan itibaren Teorem 3.1’ in ispatindaki
adimlar izlenerek T =vou olacak sekilde ue K(X,Z”), ve K _(Z”,Y) dénisimleri

elde edilir. Gercekten de J, I . uzayinin kapali olan tim alt uzaylarinin bir ailesi olmak

Uzere,

IIp*/ker@Z : Ip* / kerez - Z(P), IIp*/ker&Z ([(an)le]) = ()ﬂ,\,w) )W(D)EJ

[(en)ra], W =kerd

z

® seklinde tanimlanan, normu bir olan dogal
0, W = ker 6,

burada X, = {

gémmeyi ve normu bir olan

- 7P —
PIp*/kereZ Z - Ip* / kergz' I:)Ip*/kerTy (()RN(D) )W(p)ej ) - XkerHZ

izdigtim déntstimind géz éniine alabiliriz. Bu takdirde B _ieq ©li jero,» 1,/ Kero,

0

tzerinde birim dontstimdir. Gergekten [(«,),;] €l ,./ker 6, olmak izere,
(Plp*/kerﬁz © Ilp,/keraz )([(an)::l]) = Plpx/kerez (()ﬂ,\,w) )W<p)€J ) = Xierg, = [()a]

olup

]Ij,* kerd. ‘PI‘J* /kerd,

l./ket ———> 70— 5 | /kerf).
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bileskesi, yani, P ikero, © . skero, birim dénusimdiir. 0 halde,

T=0,R=0,°R e, i sere, °R dir. Simdi U= L kere, °Ry V=0, 0 R, /kerg, OlSUN.

z

Boylece

Z(ﬂ)

diyagrami degismeli, yani, T=vou olacak sekilde ueK(X,Z”), veK (Z'")Y)
dénistmleri elde edilir.

Bir sonraki bolimde p—kompakt operatorlerin relatif r—kompakt alt kiimelerinin

evrensel Banach uzayi vasitasiyla diizglin olarak ¢arpanlara ayrilmasina iliskin sonuglari
elde edecegiz. Teorem 3.3, bir sonraki kisimda verilecek olan Teorem 3.4’ (in ispatinda

kullanilacaktir.

3.2 p —Kompakt Operatorlerin Relatif —Kompakt Alt Kiimelerinin Evrensel

Banach Uzayi Vasitasiyla (Diizgiin Olarak) Carpanlara Ayrilmasi

Simdi, r>2 ve 1< p<r <o olmak tGzere bu bélimiin hemen basinda bahsedilen p—

kompakt operatorlerin, relatif r —kompakt alt kiimelerinin (diizglin olarak) ¢arpanlara
ayrilmasi problemini gbz online alacagiz. Amacimiza ulasmak icin gerekli olan, asagida

ardisik olarak verilecek olan dort lemmayi kullanacagiz.

Lemma 3.1 ( p—kompakt kiimelerin yiikseltilmesi) X Banach uzayi, N, X uzayinin
kapali bir alt uzayl, Q : X — X /N bélim tasvirive 1< p <o olmak tGizere K, X /N

uzayinin relatif p—kompakt bir alt kiimesi olsun. Bu takdirde, K = Q) (C) olacak

sekilde X uzayinin relatif p—kompakt bir C alt kimesi vardir.

ispat: 1< p<owo ve K, X/N uzayinin relatif p—kompakt bir alt kiimesi olsun. Bu

takdirde, K C{Zanxn (a,),, € B|p*} olacak sekilde bir (X,):, el (X/N) dizisi

n=1
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vardir. O halde her neN igin ||xn||<||Xn||+i2 olacak sekilde bir X, € X, segebiliriz. Bu
n

durumda,
1\ 1
P <12 ) <22 (5

0 o0 1
olup D _[%,|I° szpz(||xn||p+7pj<oo dur. Boylece (x,)y, €l (X) dir. Bu takdirde
n-1 n-1 n
C=p-co{(x,)..}, X uzayinin relatif p—kompakt bir alt kimesidir. $imdi
KcQJ(C) oldugunu gosterelim. xeK ise, X=Zaan olacak sekilde bir
=1

(@))€ B,p* dizisi vardir. Q) béliim tasviri oldugundan,
X = Zaan = ZanQ,f (x,)= Q) [Zanxnj eQ/(C)
n=1 n=1 n=1

dir. Béylece xe Q. (C) olup K =Q} (C) dir.

Asagidaki lemma bize Orten, surekli, lineer bir operatorin goérinti kiimesindeki
herhangi bir p—kompakt kiimenin daima, operatoriin tanim kimesindeki bir p—
kompakt kiimenin, operator tarafindan goriintiisi icinde kaldigini soyler.

Lemma 3.2 X ve Y Banach uzaylar, T: X —Y lineer, strekli, 6rten bir dontisim ve
1< p<oo olsun. Eger H, Y uzaymnn relatif p—kompakt bir alt kimesi ise H T (A)
olacak sekilde X uzayinin relatif p—kompakt bir A alt kiimesi vardir.

ispat T: X =Y lineer, siirekli, 6rten bir déniisim oldugundan [29, B.3.7 Proposition]
geregince, T =T,°Q olacak sekilde Q:X — X/N(T) bolum tasviri ve
T, : XIN(T)—>Y topolojik izomorfizmasi vardir. Eger H, Y uzayinin relatif p—
kompakt bir alt kimesi ise, T,(C)=H olacak sekilde X /N(T) uzayinin relatif p—
kompakt bir C alt kimesi vardir. Gergekten T, izomorfizma oldugundan, TO_l lineer
ve slrekli bir donlisimdir. Relatif p—kompakt bir kiimenin lineer ve sirekli bir

donlsim altindaki goriintisu de relatif p—kompakt bir kiime oldugundan To‘l(H),
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X IN(T) uzayinda relatif p—kompakt bir kiimedir. Simdi C :=T,*(H) olsun. (O halde
T,(C)=H dir) Bu takdirde Lemma 3.1 geregince CcQ(A) olacak sekilde X

uzayinin  relatif p—kompakt  bir A alt  kiimesi  vardir.  Boylece

H=T,(C) cT,(Q(A)) =T (A) elde edilir.

Yukaridaki lemmaya benzer bir sonug, bolim tasvirlerini slirekli, lineer ve o6rten
tasvirlerle degistirerek, asagidaki sonucunda gosterdigi gibi, temel p—kompakt

kiimeler icinde elde edilebilir.

Lemma 3.3 X ve Y Banach uzaylar, T: X =Y lineer, strekli ve 6rten bir dontisim
olsun.

a) p=1 a>1ve (k“a);, €l (Y) olmak lizere H = p—co{(a,),_,} ise, X uzayinda
(k7 )y €1,(X) olacak sekilde bir (7)., dizisi vardir éyle ki L:=p-co{(r,).}

olmak tizere H < T(L) dir.

b) 1<p<o ve (ka )., €l (Y) olmak lizere H < p—co{(a),,} ise, X uzayinda
(k7 )iy €1,(X) olacak sekilde bir (z,),_, dizisi vardir dyle ki L= p—co{(z, ).} olmak

tzere HcT(L) dir.

ispat a) p=1 a>1 ve (k“a )iy €l (Y) olmak Uzere H < p-co{(a,),} olsun.
T:X >Y lineer, sirekli, orten bir dontsim oldugundan [29, B.3.7 Proposition]
geregince, T =T,°Q olacak sekilde bir Q:X — X/N(T) boélim tasviri ve bir
To : XIN(T)—>Y topolojik izomorfizmasi vardir.

Simdi yeH olsun. Bu durumda y=Z:05kak olacak sekilde (ak)]f:leB,px(: B.,)

k=1

vardir. Boylece, To‘l(y)=2akT0_1(ak) olacaktir. O halde her keN icin bir

k=1

7 €Ty (@) =[r ]e X IN(T) vardir éyle ki |7, || < ||[rk]||+k% dir. Boylece,

S el <3
k=1 k=1

“ « 1 _<
k [rk]H+k kTaj:z(

e @] <Y
k=1

kaakuékia@o
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olup (7)., dizisi X uzayinda (k“z,),; €l,(X) olacak sekilde bir dizidir. $imdi
L:=p-co{(z,),,} olsun. Bu takdirde L, X wuzayinin relatif p—kompakt bir alt

kiimesi olup H < T(L) oldugunu gosterelim.

Eger ze H ise, z :Zﬁ’kak olacak sekilde bir (8,),, € B,. (=B,,) dizisi vardir. Buna
k=1

gore,

Toil(z) = iﬂkTOl(ak) = iﬂk [z]= iﬂkQ(Tk) = Q(iﬂkrkj eQ(L)

dir. Boylece To‘l(H) < Q(L) olup H < T,(Q(L)) =T (L) dir.
b) 1<p<ow ve (ka);, el (Y) olmak izere H < p—co{(a )} olsun. T:X =Y
lineer, slirekli, orten bir donlisim oldugundan a) sikkinin ispatindaki adimlar izlenerek,

her k €N icin bir 7, €T,"(a,) =[z,] bulabiliriz dyle ki |z, | <||[rk]||+k—12 olur. Boylece,

o & 1 p ’ i 1
Skl <3 el | <23 @ + )
k=1 k=1 k=1

<21 S ke +kzkip <oo

olup (7)), dizisi X wuzayinda (kr ), el (X) olacak sekilde bir dizidir. $imdi

L:=p-co{(zr,),,} olarak alinrsa L, X wuzayinin (relatif) p—kompakt bir alt
kiimesidir ve H < T(L) oldugu a) sikkinin ispatindaki gibi gosterilebilir. Boylece ispat

tamamlanir.

Gozlem 3.1 a) Yukaridaki lemmada hipotezdeki "k" carpani yerine genel olarak her

= 1
y>1 icin Z?<°° olacak sekilde bir pozitif (&, ), dizisi secilirse, sonu¢ dogru

k=1 Sk

olmaya devam eder.
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b) Yukaridaki lemmanin ispatinda a) sikkinda kullanilan ||fk||<||[fk]||+% esitsizligi

a

yerine ve b) sikkinda kullanilan ||Tk ||<||[Tk]||+k—12 esitsizligi yerine, sabit bir > 2 i¢gin

1
||rk||<||[z'k]||+k—ﬁ esitsizligi kullanilirsa, (a) ve (b) siklarinin ispatlari aslinda birlikte

yapilabilir. Bu durumda (a) sikkindaki k“ carpani yerine aynen (b) de oldugu gibi

sadece Kk carpani alinabilir.

Bir sonraki lemmayi vermeden dnce lemmada kullanacagimiz notasyonu verelim. X
ve Y Banach uzaylari olmak tzere X ®Y ile X ve Y uzaylarinin cebirsel tensor

carpimini, X ®_Y ile X ve Y uzaylarinin projektif tensér ¢arpimini, yani projektif

norm topolojisi ile donatilmis X ®Y tens6r ¢arpimini gosterecegiz, burada X ®Y

Uzerindeki projektif norm 7
z(u) = inf {Z||xn||||yn|| meN, u=>x® yn}
n=1 n=1

ile verilmektedir [31].

X®”Y ile X®_Y uzayinin tamlamasini gosterecegiz, burada X®”Y Gzerindeki

projektif norm =z

=i [l Syl < u=3x, 0%,
it {Sal =3 0w Slal<n bl -l
n=1

n=1 n=1

ile verilmektedir [31].

Simdi [34] te verilen bir sonucun ispatini modifiye ederek asagidaki lemmayi elde
ederiz. Lemmanin ispati Grothendieck’ in [9] tensor carpimlarini karakterize eden bir
sonucuna dayanmaktadir. Bir sonraki sonug (Teorem 3.4), ki ana sonuctur, bu lemmada

elde edilen tensor temsiline dayandigindan bu lemma anahtar sonug olacaktir.
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Lemma 3.4 X ve Y Banach uzaylari olsun.

a) 2<p<ow ve (kr)i,el (X®,Y) olmak izere L< p-cof(z)i } olsun. Bu

takdirde,

Lc{im ®s, 1 (A), < K}

i=1

olacak sekilde (r)7, ec,(X), (s)yel, (Y) dizileri ve Kc p*—co{(t), .}
(t)cs €1,-(B, ) ile bir K kiimesi vardr.

b) 1<p<w ve (7)€l (X ®_Y) olmak itzere Lc p-cof(r,);,} olsun. Bu

takdirde,

Lc{iﬂ».n ®s:(4)s e K}

i=1
olacak sekilde (r)7; €c,(X), (s)7; €l (Y) dizilerive B, ~inkompakt bir K alt kiimesi
vardir.

ispat a) 2<p<w ve (kr);i, el (X®,Y) olmak iizere L p—co{(z,)i,} olsun.

Eger 7€ L ise 7=) A’r, olacak sekilde bir () € B, . dizisi vardir. Diger taraftan

k=1
her keN igin 7, € X ®”Y oldugundan Grothendieck’ in [9] da ([31, Proposition 2.8

ve sayfa 22 de verilen formil] veya [36, sayfa 165] e bakiniz) ifade edilen bir sonucuna

gore 7, :Z:Zk,i r; ®5,,; olarak yazilabilir dyle ki her i €N icin r,; €S,, s, €S, ve
i=1

S| <o ile g =3 |A| < 2(z) + == dir.
i=1 ’ i=1 ’ 2 k

Boylece
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ﬂ’kriﬂ’k r-ki ®Sk,i

Zﬂkr_l ki ®/uksk|
i-1

w o ip
:;;/Ikr ﬂ; j [ ] HiSy i
Up
ﬂ'k(ﬂk ) rk|®k(ﬂ1< J Hi Sy
Hy

elde ederiz. Simdi, yukaridaki bu son serinin, yani

» ip* Yp
ZZ%%[%—J rk,i®k[ik—'i] HS, (3.1)

serisinin X ®” Y uzayinda mutlak yakinsak oldugunu gosterelim. Projektif norm 7z nin

ozelliklerinden [31] ve Holder esitsizliginden,

© oo P VP
zz[ﬁa[ﬁ—j ok 2 u}

”(Z'kﬂ'k rkl ®Sk|

olur. Dolayisiyla (3.1)" deki (ikili) serideki terimlerin herhangi bir siralamasindan

bagimsiz olarak
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olacaktir. Ayni zamanda,

ypr|P”
Sl A :wl,p*wh:wlfp*< P <1
ve
BN " ee A .
)3 ECH RS B WG oo S
k=1 i=1 Hy k=1 i=1 K
_ikp N &_w p
= :ukz _Z(kﬂk)
k=1 i=1 | M | k=t
% 1)’
SZ(k”(Tk)"'?j
k=1
> 1
SZP(Z(ﬂ'(krk))p+ﬁj<oo
k-1

oldugundan belli bir siralama secip (6rnegin standart kare siralamasi gibi),

1 p*
(O = [%A[A—J J e,
Ay

(k,i)eNxN

X = (rk,i)(k,i)eNxN el (X)

Yp
(Yo :—Ek(%J ﬂksk,iJ el,(Y)

(k,i)eNxN

yazarak 7= Y /X ®Y, temsili elde edilir. Ustelik Y ||y,|" <o oldugundan Lemma 2.5
1=1

1=1

geregince Z”y, ||p C, <o olacak sekilde pozitif terimli, artan ve sonsuza iraksayan bir
1=1

(c), dizisi segebiliriz, ki boylece ZHCf/pyIHP<oo olacaktir. Buna gore
1=1
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= 1
z‘=nyX,W®Cf“’yl olup her 1 eN icin =% —— ve s =¢/'"y, olarak alirsak,
C C

1=1 I I

7= 71 ®s temsilini ()7, €c,(X) ve ()7 €l,(Y) olacak sekilde elde ederiz.

1=1
simdi her 7€ L icin ()7, dizisinin B, n relatif p*—kompakt bir K alt kiimesinden

secilebilecegini gosterelim. (31'),-, dizisi icin yukarida secilen belli bir siralama, érnegin

standart

1 (AT 1 () 1 ()"

1%[Zj ' 121(%] - 121(%) ’
NS % 2

1 (YT 1 ()T 1 ()"

5”’2[72) ’ E%—J Y & H |

/ /

1 ()" 1 () 1 ()T

é%(ﬂ | é”ﬁ[z] | é”ﬁ[ﬂ—ﬂ |
I

kare siralamasi gz 6ntline alinabilir. Bu takdirde,

Yp* o o p*
(yr).°°1=[%ﬂ;(@] J =ZZ%%(@J o

Hy ,
(k,i)eNxN

olarak yazabiliriz, burada ¢ift indisli (eik)(k’i)ENxN kimesindeki e vektérleri . uzayinin
yukaridaki gibi siralanmis €,, | € N standart baz vektorleridirler. Gergekten her k e N

icin

w Yp*
Sk

i=1

olsun. Bu takdirde her k e N icin
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p*

Sl

1/ p*
1 T p* < ﬂ’k,i
i EANE
=1 [\ Hx

olup 7, € B, cl. ve bdylece (7)), <. dir.

A Hl

0 n
simdi ()7, =2,z oldugunu gésterelim. Bunun igin S => 7  olmak izere
k=1

k=1

S, — (7/|T)|011Hp* ———0 oldugunu géstermeliyiz.

-|P

1/p
Yk J =0 (W)L eB <l oldugundan)

S, _(7|T):o=1“p* S( i

k=n+1

0 0 o0 i ]/p*
olup (37)7, =lims, —ZZk :zZ%Xk (ﬂ—'] e elde edilir.
k=1 k

k=1 i=1

Simdi her ke N igin, t _:=

B
=1 [\ A "

l o0
)

Yp
[ j e* olsun. Bu takdirde

M8
x|~

i=1

A
k—pz\ el =

olup her keN igin t e B,p’ dir. Ayni zamanda

ZIIt

— < 00, 1< p*SZ)

i=1

oldugundan (tk)f:lelp*(B,p*)clp*(lp*) dir. Ayrica 1l<p*<2<p oldugundan

z

o . w Yp
A <> |4 <1 olup (Z pj <1 dir, dolayisiyla (%);, € B, dir. O halde
k=1 = k

8

- 2 1( A p*
Vo :;%ZE(/U_IJ & :zﬂkrtk’ () € Blp

k=1
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oldugundan K = {(;/,’)‘fi1 ‘Te L} olarak alirsak, K < p*—co{(t,). ..}, (t) <!, (B)

olup a) sikkinin ispati tamamlanir.

b) 1<p<ow ve (r)i, el (X®,Y) olmak iizere Lc p—cof(r)i,} olsun. Eger

7 € L ise a) sikkindaki benzer islemler ile 7 = Zifri ®t, (&) €B olacak sekilde

i=1

(6 €C(X) ve (t), €l (Y) dizileri bulabiliriz. ()2, €1,(Y) oldugundan Sonug 2.3

geregince, [t—'j el,(Y) olacak sekilde bir 8= (), € B dizisi secebiliriz. O halde,
i=1

r= YA @, =Y AT O, (), B,

t_.
i-1 i-1 ﬂ.

yazabiliriz. Eger her 1eN icin 9" =B ve § ::t— olarak alirsak bu takdirde,

(B eC(X) ve (8)7 €l (Y) olmak zere 7= 6'r ®s,, (6 i1 €8, olacaktr.

i=1
Burada (€°);7, dizilerinin B,p* In kompakt bir alt kiimesinden segilebilecegini gérmek
icin, Lemma 2.4 geregince K :={(,Bi7/i P (79 M= B|px} kiimesinin B, ~in kompakt bir
alt kiimesi olduguna ve (6°).2, € K olduguna dikkat etmek yeterlidir.

Gozlem 3.2 Yukaridaki lemmada hipotezdeki "k" ¢arpani yerine genel olarak her y >1

|
icin 2—7 <oo ve her keN igin & >1 olacak sekilde bir (&, )., dizisi segilirse, sonug

k=1 Sk

dogru olmaya devam eder.

Temel sonucumuz icin yapilan hazirliklarda son adim olarak asagidaki gozlemi

yaplyoruz.

Gozlem 3.3 1< p < oo olmak lzere,
7K (X,ZP)x(K,(Z,Y),k, )= (K, (X,Y).k,)

7(u,v):=velU, Ue K(X,Z(P))’ Ve Kp(z(p),Y)
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seklinde tanimlanmis bir tasvir olsun. Tasvirin bilineerligi agik olup,

[ial :sup{kp (rV)):iueB,  m, Ve B(Kp(Z(p),Y),kp)}

:sup{kp(Vou):UeB eB

K(x,z(P)? v (Kp(Z(p),Y),kp)}

SSUp{kp(V)”U”ZUEB veB

K(x,z(P)* (Kp(zm,v),kp)}

<1

oldugundan 7 tasviri streklidir. Ayni zamanda Teorem 3.3’ e gore, tasvir ortendir.

Burada 7 tasvirinin lineerlesmesi 7 ile gosterilecektir ve

21K (X, Z2™)&, (K (Z®.Y) k) > (K, (X,Y).k,), 2u®V)=z(u,v)=Vou

ile tanimlanacaktir. Buna gére 7 (lineer) siirekli ve érten bir tasvirdir.

Simdi bu bélimiin temel sonucunu verecegiz. ispat icin [7, Theorem 1] de verilen bir
metodu kullanacagiz. Fakat burada verecegimiz ispatta herhangi bir se¢gme prensibini
kullanmayacagiz, bunun yerine ayni makalede ek notta kompakt durum igin ifade

edilen kompakt kiimelerin ylkseltilmesine paralel olarak Lemma 3.1’ de verilen, p—
kompakt kiimelerin yikseltilmesini kullanacagiz. Dolayisiyla p—kompakt durum igin

asagida verilecek olan ispat, [7, Theorem 1] de verilen ilk metoda (6zellikle de orada
verilen ikinci metoda) gore daha direkt bir sonuc¢ olarak elde edilecektir. Asagidaki
teoremin ispati Lemma 3.4’ Gin a) sikkina dayandigi igin teoremin hipotezinde r >2

alinmustir.

Teorem 3.4 X ve Y Banach uzaylar, r>2 ve 1< p<r<ow olsun. Bu takdirde
(ka ), €l (K, (X,Y),k,)) olmak dzere, (K, (X,Y),k,) uzayinin her (dengeli,
konveks) H cr—co{(a,),,} alt kimesi igin, bir ueK(X,Z.) operatori,
K(ZFJ,Z“)) uzayinin relatif r*—kompakt (dengeli, konveks) bir {B, :T e H} alt
kiimesi ve bir ve Kr(Z(r),Y) operatorl vardir oyle ki, her TeH igin, T=veoB; ou
dur, burada Z; Teorem 2.4 te verilen Johnson [1] ve Figiel’ in [2] evrensel ¢arpanlara

ayirma uzayi ve Z" Teorem 3.1’ de verilen evrensel Banach uzayidir.
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ispat r>2, 1<p<r<ow ve (ka ), el (K,(X,Y),k,)) olmak tzere, (K, (X,Y),k,)
uzayinin bir H cr—co{(a, ), } alt kimesini goéz 6niine alalim. Gézlem 3.3’ te verilen
7 lineer, surekli ve érten bir tasvir oldugundan Lemma 3.3’ in b) sikki geregince
K(X,Z2")&_ (K, (Z™,Y),k,) de (kz’k)leelr(K(X,Z(p))@)” (K, (Z™,Y),k ))
olacak sekilde bir (z,)r, dizisi vardir 6yle ki L:=r—co{(z,);_,} olmak tzere H c 7(L)
dir. O halde her TeH igin T =7(z;) olacak sekilde bir 7, eL vardir. Lemma 3.4

geregince

Ir :Z/l.ﬁri ®s;, (A7) eK

i=1

olacak sekilde (1), €c,(K(X,Z™)), (s)7, €l (K, (Z™,Y),k,)) dizileri ve Kccl,.
kiimesi vardir. Simdi,

r:X —c,(2™), r(x):=(r(x)-,

seklinde bir tasvir tanimlayalm. xe X icin, 0<|r(x)|<|r||x| olup [r]|—=—0
oldugundan ||ri(x)||ﬁ>0 dir. Boylece I tasviri iyi tanimhdir. Tasvirin lineerligi acik

olup, her xe X igin

[reoll=supl 0ol < sup x| = )7 Il = firl=<[w)rs]

oldugundan tasvir streklidir.

Simdi I tasvirinin aslinda kompakt oldugunu gosterelim. Bunun igin, Cantor diagonal

metodunu kullanarak r(B, ) kiimesindeki her dizinin yakinsak bir alt dizisinin oldugunu
gosterecegiz. (X;)7., = By de bir dizi olsun. 1, kompakt oldugundan (rl(x}))‘f=1 dizisi
yakinsak olacak sekilde (x;)7, dizisinin en az bir (x})jf’zl alt dizisi vardir. r, kompakt
oldugundan (r,(x}))7, dizisi yakinsak olacak sekilde (x;)7, dizisinin en az bir (x*)7,
alt dizisi vardir. Boylece indiiksiyon yoluyla her i €N icin (ri(x}))j.":1 dizisi yakinsak

olacak sekilde (x{™)7, dizisinin en az bir (x})7, alt dizisini elde ederiz. (z;)7, dizisi
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diyagonal (Xj")j.‘;l dizisi olsun, yani her jeN igin z; = ij olsun. Buna goére her i e N
icin (r,z;)7, dizisi yakinsak olup y, :=limr,(z;,) olsun. Bu takdirde, (y;)7; €¢,(Z”)
joo

oldugunu gosterelim. Her i, j € N igin
e <llz;] <Ir]

olup her ieN igin ||yi||:!i£po“n(zj)“ oldugundan, muri(zj)usm”ri” elde edilir.
Bylece her €N icin O<|y[ <[] dir. Diger taraftan lim||=0 oldugundan,
IYi|[—=0 olup (v,)7, ec,(ZP) dir.

simdi y = (y;);; olsun. Bu takdirde iddia ediyoruz ki r(z;)——>Y dir. Gergekten de
keyfi bir £ >0 sayisi ve her i, j e N icin,

[yl <Iellz, ]+ Iyl <Iel+[vi]

olup ||I’|||T>O ve ||yi ”T’O oldugundan bir N, € N vardir dyle ki,

her i > N, igin, ‘I’i(zj)—yiuﬁg/Z (3.2)

dir. Boylece her jeN icin SupHI’i(Zj)—yiuﬁg/Z dir. Diger taraftan her ieN icin
>N,
l‘i(zj)ﬁ>yi oldugundan her i=12,..,N,—1 i¢in bir N, eN vardir éyle ki her

J =N, igin Hri(zj)—yiHSf:/Z dir. Bu takdirde her j> max N, icin,

Ki“N?lH“(Z D-vi|<e/2 (3.3)
dir. Simdi,
@)=y =i D - ), =supfr(z))- v

< sup Hri(zj)—yiH+i82ltpHﬁ(Z,-)—yiH

1<i<Ng-1
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olup (3.2) ve (3.3) ten her j> max N, igin Hr(zj)—yuég elde edilir. O halde

1<i<N,—1
r(z;)——y olup (r(z;)j, dizisi (r(x;))j, dizisinin yakinsak bir alt dizisidir,
dolayisiyla I tasviri kompakttir. Boylece r e K(X,c,(Z?)) dir.

Simdi, her T e H igin

A 6 ZP) > 1.2ZP), A (D)= (472)7 2=() €6, 2®)

seklinde bir tasvir tanimlayalim.
Z‘ "z, il
1

AT

IS "y
i=1 i=1
r* « .
<(swlzl] S <=
ieN

i=1

" <sup|z,
ieN

oldugundan, A, tasviri iyi tanimhdir. Tasvirin lineerligi aciktir. Ayni zamanda,

||AT||§H(J,|’T I“;IH . oldugundan A e L(c,(Z™),1..(Z™)) dir.
Simdi,
Al = L(c,Z)1.(Z™), AD)z=(A2)" A=A), 2=(2)7,

seklinde bir tasvir olsun. A tasvirinin iyi tanimli oldugu, A, tasvirinde oldugu gibi

gosterilebilir. Ayni zamanda A tasvirinin lineerligi agik olup ||A(/1)Z||r*S||/1

Z|

r* 0

oldugundan ||A| <1 dir ve dolasiyla A siirekli bir tasvirdir. Burada z=(z);", €c,(Z‘")
icin, A@)=(4"7),=A1")z ve A(1")eAK) oldugundan dolayisiyla
{A:TeH}cAK) dr. Kcr*Clr* ve A lineer, siirekli bir tasvir oldugundan
A(K)cr*c L(c,(Z™),1.(Z'P)) dir. Boylece, ozel olarak {A :TeH} kiimesi

L(c,(Z™),1..(Z™)) nin relatif r*— kompakt bir alt kiimesidir.

Son olarak,

S:1.(ZP) Y, sw)=Y s (w), w=w)7, el,.Z2™)

i=1

seklinde bir tasvir olsun.
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2 [l = 2w
< Zk Dl s)r el (K 2®,Y).k,)

s[i(kp@i))’fr@nwin'*}w<oo

i=1

olup s tasviri iyi tanimlidir. s tasvirinin lineerligi acik olup ”3”5H(kp(5i)):

oldugundan s sirekli bir tasvirdir. Simdi s tasvirinin —kompakt oldugunu
gosterelim. Her ieN icin 5,€ K, (Z”,Y) ve p<r oldugundan s, €K, (Z®”)Y) ve
k (s)<k,(s) [8] dir. Dolayisiyla, (s)7;€l, ((Kp(Z(p),Y),kp)) oldugundan

Z:(kp(si))r < oo olup i:(kr(si))r <o dur. Her i eN igin,

i=1 i=1

k.(s,) =inf { L (@)ra el (V) ve 5(B,,) = r—cof(c)i]

()]

oldugundan, buna gore

— ve s5,(B,,) = r—co{(c,);.}

n/n=1

feoor2

olacak sekilde bir ('), el (Y) dizisi vardir. Boylece ‘

nn:lr

olup,

i=1

S v -2 [(S(wE) 35 <

. <oo dur. $imdi w=(w,);?, € B, (Z'™) olsun.

dur. Bu takdirde
i=1 n=

=Y

Boylece her i €N igin |w| <1 dir (genelligi bozmaksizin her 1€ N igin, w #0,,,

alabiliriz). s tasvirinin r —kompakt oldugunu gérmek igin
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()= 35, (%) = znwns(n ||]
-Z"WIIZ% =3 |warch, (o), <B,

i=1 n=1

yazalim. Burada,

o0

3w farc; (3.4

i=1 n=1

serisi Y uzayinda mutlak yakinsaktir. Gergekten de, Holder esitsizliginin ardisik olarak

uygulanmasiyla

53 e il@aw )H

IA
s
1M

=
=
\—/
; ;/
=
—
1M
10
30—
—

IA
'Ms T
= E

IA
™M
M

oldugu gorulur. Dolayisiyla (3.4)" teki (ikili) serideki terimlerin siralamasindan bagimsiz

olarak S(W):Z.OZZ.O:”Wi |ewic: olacaktir. Ayni zamanda,

i=1 n=1

0 0 *
Ci r r* w |
n

i=1l n=1

Z:li(llwi

arl) =>|w
i=1

oldugundan belli bir siralama secip

(j’l)l 1 (”W " N )(|,n)eN><N Blr*

)= (CL)(i,n)eNxN el (Y)
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yazarak, s(w) :Z&Z, temsili elde edilir ki bu se K, (1..(Z),Y) oldugunu gésterir.
1=1

Simdi T e H igin,

) ) (3.5)
=D ATEL ®8)=) AT T(r,5)= Ziﬁ Sof,
olup Xxe X igin
(so A or) () =s(A (r(x)) =s((AT ()
(3.6)

5 (A700)= A7 (5 (1 00)= Z( 5,1, )(%)

i=1

'M8

I
[N

oldugundan (3.5) ve (3.6) dan T-= Z ATsor=soAer elde edilir.

reK(X,c,(Z®)) ve se K, (I.(Z™),Y) oldugundan, r ve s déntsiimlerini sirasiyla,
Teorem 2.4 ve Teorem 3.3’ i kullanarak, Z_, ve Z" evrensel Banach uzaylari

vasitasiyla ¢carpanlara ayirabiliriz. Yani,

r=aou, UeK(X,Z,,) ve a cK(Z,,,c,(Z™))

s=vof, feK(.(Z™),Zz7) veveK (Z")Y)

olarak yazabiliriz. Boylece

r Ay 8§
X CO(ZUJ]) _ /,.*(Z(m) > Y
\ A ﬁ\ /
ZH} AR

diyagrami degismeli olacagindan, T =So A or =ve o A caou elde edilir. Simdi her
T eH igin B, = oA ca olsun. Bu takdirde, B, e K(Z.,,Z") dir. Ayni zamanda,

{Br:T e H}ccK(Z,,Z") dir. Gergekten de T, e H olmak iizere B, e{B; :T e H}
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olsun. Bu takdirde B; =foA ca vyazabiliriz, burada A e{A :TeH} dr

{A T eH} kimesi, L(C,(Z'™),1,.(ZP)) uzayinin relatif r*—kompakt bir alt kiimesi

oldugundan bir (qn)leeIr*(L(CO(Z(p)),Ir*(Z(”)))) dizisi vardir dyle ki A, =Y o0,
n=1

(0,),€B, olacaktir. Herhangi bir zeZ. icn, a(z)ec,(Z™) olup

A (@(2) =Y oq,(a(2)) dir. Boylece

ﬂ(Aﬂ(aa»):ﬁ(io}qn (a(z))jzio}ﬂ(qn (a(2)))

elde edilir. Diger taraftan,

o0

2|

n=1

1Ur*
r*
<0

dur. Boylece ZGrfl,b’oqn o serisi K(ZFJ,Z(”) de mutlak yakinsak olup yakinsaktir

n=1

w o ] Ur o
ot psy el <lpllel S < 1A1lel Slox| | S

ve buradan B, =fcA ca= Za},b’o q,ca elde  edilir. o halde
n=1

@))€ I,*(L(CO(Z(p)), Ir*(Z(p’))) oldugundan i”ﬂo q, ° a||r* <o ve dolayisiyla
n=1

(Boq,ca)r, €l (K(Zs,ZM)) dir. Béylece {B; :TeH}cr*cK(ZFJ,Z(r)) ve her
TeH igin, T =veB; ou dur.

Simdi H dengeli ve konveks bir kime ise bu durumda {B; :T e H} kiimesinin de,
sirasiyla, dengeli ve konveks olacagini gosterelim.

7|1 T,eH olmak Gzere B, €{B;:T eH} olsun. Bu takdirde, yB; €{B;:T eH}
oldugunu gosterelim.

B, €{B :TeH} ise, B.=fcAca ve A e{A:TeH}] dr. Bu takdirde

7B: =7(ﬂo A, oa) =ﬂo<;/Ar1>oa olup biz yA =A; oldugunu ve dolayisiyla
;/BTl = ByTl oldugunu gosterecegiz.
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zelg, olmak  Uzere, 7B (2) =y (B A ca)(z)=B(A, (y(a(2))) dir.
aeK(Zg,,6,(Z™)) oldugundan a(z)ec,(Z”) olup a(z):=(y,)7, olsun. Bu

takdirde,

7By (2) = B(A, (¥ (a(2)))) = BA, (7)) = BUA™ 7¥)ia)

dir, burada (4™)7, dizisi, T,eH igin T,=7(z;), 7, €L olmak tzere Lemma 3.4
geregince 7; = ZA,,T“I] ®s, (A" eK, K ={(ﬂ,,’ .TE L}cclr* olacak sekilde bir
i1 ~

dizidir ve A :c,(Z®) > 1.(Z?), A (2)=(4"2)7 2=(2)71€C,(ZP) seklinde
tanimhdir. Diger taraftan H dengeli oldugundan T, eH iken yT,eH olup

A €{A T eH}| dir. Béylece T, =7(yz;) ve L dengeli oldugundan (Lemma 3.3’ iin

ispatina bakiniz) yz; €L dir ve yry, =Z}/xl,ﬁlri ®s, olup (y4™)7, € K olacaktir. Buna

gore A; G (Z®) > 1.2, AyTl(Z) =AM )L, 2= (z)ih € Co(z(p)) olarak
yazilabilecektir. Dolayisiyla A, (z) = A" z) =y(AT)E, = 7A.(z) dir. Buradan
Ay =y A, dir. Boylece
B (2) = BU(A™ ¥ = BOA™ YD) = B A (¥)5))

= B(Ax (¥)iL) = B(A4 (a(2))) = B,;.(2)
olup yB; =B, elde edilir. O halde B, =pgA;ca ve yT,eH oldugundan

7B =B, €{B; :T eH} dir. Béylece {B; :T € H} dengeli bir kiimedir.

Simdi {BT 'Te H} kiimesinin konveks oldugunu gosterelim. Bunun igin T, T, e H
olmak tzere B, B, €{B;:TeH} ve 0<y<1 iken yB, +(1-»)B; €{B;:T eH}
oldugunu gésterelim. B, B, €{B;:T eH} ise, B =fcA ca, B =f-A ca ve
A A, e{A :TeH} dr.
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Bu takdirde 7B, +@=7)B, =LA o(ya)+ S A, o (1-y)x) olup biz
YA +A=-)A, =A; a,y, ve dolayisiyla yB. +(-»)B. =B, Oldugunu

gosterecegiz. z € Z.; olmak lzere,

(7B, +(1-7)By, ) (2) = B( A, (ra(2) )+ B A, (L-7)(2))) )
=B( A, (ra () + A, (L-7)a(2)))

dir. aeK(Z.,,c,(Z™)) oldugundan a(z)ec,(Z”) olup a(z):=(y,)7, olsun.

Boylece

(7B, +(1=7)By, ) (2) = B( A, (ra(2)) + A, (L-7)a(2))
= B(A (YD) + AL (A= 1)Y)))
= ﬂ((ﬂﬁﬁl Yi)iat+ (- y)ﬁﬁﬁz Yi |w=1)

dir, burada (4™)7,, (4™);, dizileri sirasiyla T,, T, € H icin, T, =1(zy), T,=1(z;) ve
7, 7 €L olmak tzere, Lemma 3.4 geregince 7; = Z/l,’“ri s, 1, =Zﬂi”2 r®s,
i=1 i=1

(A" A)eK, K={(A)iireljccl. olacak sekide dizilerdir ve

A, 16 (Z7) = 1.2, A (2) = (472 A, 16(Z7) > 1.2,
A, (2) = (Az)7,, 2=(2)7,€¢,(Z™) seklinde tanimlidir. Diger taraftan H konveks
bir kiime oldugundan T,, T, e H iken yT,+(1-y)T,eH olup A, , ;. €{A T eH}
dir. Béylece T, + (- )T, =7(y7; +(1—y)z;,) ve L konveks oldugundan (Lemma 3.3

un ispatina bakiniz) yr, +@A=y)7 el dir ve

yrr +(A=7)zy = Z(;fﬂ,ﬁl +(L-)A™ ) r®s, olup (4™ +A-y)A™)7, € K olacaktir.
i=1

Buna gore A7T1+(1—7)T2 -Co z®) - Ir*(z(p))’ A/T1+(1—7)T2(Z) = ((Wﬁﬁl "‘(1_7)]1&2)4)?;1’

2=(z)7, €¢,(Z”) olarak yazilabilecektir. Dolayisiyla

AyT1+(1—y)T2 (Z) = ((7//111T1 + (1_ 7/)ﬂf|TT2 )Zi ):il = 7/(ﬂ’|rT1 Zi)iil + (1_ 7/)(1’:T2 Zi)iil
=yA (D) +1-NA ()= (A, +1=7)A))(2)
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dir. Buradan A, ., ;. =7A, +(1—y)A dir. Bdylece ze Z, icin

(7B, +(1=7)B,)(@) = B(OA" ¥)ia +(@-NAT Y
= B+ Q=AY
=B((rA, +A-1A, )(a(2)

=B((Arapr, @(2))
=(Bo A/T1+(l—;/)T2 ca)(z) = ByT1+(l—y)T2 (2)

olup yB; +(1-7)B; =B, 1,y elde edilir. O halde B, , . =B°A; 1 o Ve

yT,+(=»)T, €eH oldugundan yB; +(1-»)B; =B e{B; :T eH} dir. Béylece

T+1-7)T,

{B; :T e H} konveks bir kiime olup ispat tamamlanir.
Gozlem 3.4 Yukaridaki teoremde hipotezdeki "k" ¢arpani yerine genel olarak her y >1

> 1
igin Z—y<oo ve her k eN igin & >1 olacak sekilde bir (& ),_, dizisi segilirse, sonug
k=1 Sk

dogru olmaya devam eder.

Gozlem 3.5 X ve Y Banach wuzaylar, r>2 ve 1<p<r<ow olsun. Eger
(ka ) €l (K, (X,Y) k) ise o zaman (K, (X,Y),k))  uzayinin  her

H cr-co{(a,),..} alt kimesi aslinda (K, (X,Y),k,) uzayinin relatif r*—kompakt bir

alt kimesidir.

ispat Hipotezler altinda H kimesinin (K, (X,Y),k.) uzayinin relatif r*—kompakt bir
alt kiimesi oldugunu gosterelim. Teorem 3.4 geregince bir ue K(X,Z.,) operatord,
{B,:Te H}cr*c K(Z,,Z") alt kiimesi ve bir ve K (Z",Y) operatorii vardir dyle ki
her TeH icin T=veBou dur. O halde herhangi bir T,eH, T=veB; ou,
B, €{B; :T € H| olacak sekilde yazilabilir. Diger taraftan{B; :T ¢ H}crg K(Z.,,Z2")

oldugundan B =Y A'h olacak sekilde (2;);;€B, ve (h)r, el.(K(Z.,,Z"))
n=1

vardir. Bu takdirde, her x € X icin
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T,(0 =v(B, (u(x»)=v[(iﬂ}hnju<x)]

n=1

:v(i/ln“hn(u(x))j S A (h, (u(x))) Z(/lTlvo o u)(X)

n=1 n=1

dir. Diger taraftan,

K (veh,

Sk Even cw =3 <3 Jaz )l

Ur /o 1/r*
r*
< 0
n=1

oldugundan z/ﬂlthnou serisi. (K, (X,Y),k,) uzayinda mutlak yakinsaktir.

n=1

/1T1

<kl

K, (X,Y),k) Banach uzayi oldugundan » A*voh
( r r n

n=1

ou serisi yakinsaktir ve her Xxe X

icin T,(X) = > (4voh, ou)(x) oldugundan D Arvoh ou=T, dir. Bdylece
n=1 n=1

¥ ol =k @) ul”

Sk (veh,
n=1

oldugundan (veoh ou);; el (K (X,Y)k ) olup Hcc(K, (X,Y),k,) dir.

Eger bir 6nceki teoremin hipotezinde temel dizideki her bir k —inci terim ile carptigimiz
"k" carpanini kaldirarak gevsetirsek, Teorem 3.4 ile karsilastirildiginda gérece daha

zayif olan asagidaki sonucu elde ederiz.

Onerme 3.1 X ve Y Banach uzaylari, r>1 ve 1< p<r<owo olsun. Bu takdirde,
(K, (X,Y),k,) uzayinin her (dengeli ve konveks) relatif r —kompakt H alt kiimesi icin,
bir ueK(X,Z.,) operatori, K(Z.,,Z") uzayinin (dengeli ve konveks) bir relatif
kompakt {B; :T e H} alt kiimesi ve bir ve K, (Z",Y) operatorii vardir dyle ki, her

TeH igin T=voB; ou dur.

ispat r>1, 1<p<r<ow ve H, (K (X,Y)k,) uzayinin relatif r—kompakt bir alt
kiimesi olsun. 7 lineer, strekli ve 6rten bir tasvir oldugundan Lemma 3.2 geregince
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H < 7(L) olacak sekilde K(X,Z®)®_ (K, (Z™,Y),k,) uzayinin relatif r—kompakt
bir L alt kiimesi vardir. Béylece bir (rk)leelr(K(X,Z(p))(;?”(Kp(Z(”),Y),kp)) dizisi

bulabiliriz éyle kiL cr—co{(z,),,} olur. Diger taraftan H — 7(L) oldugundan, her

TeH igin T=17(z;) olacak sekilde z; €L vardir. Dolayisiyla Lemma 3.4’ in b)

sikkindan  herhangi  bir 7, el, :Z@i”ri ®s, (r)7, ec,(K(X,Z®™)),

i=1

(s)ry el (K, (Z™,Y),k,)) ve (67);, e K olacak sekilde temsil edilebilir, burada K,
B|r* In kompakt bir alt kimesidir. Simdi Teorem 3.4’ Un ispatinda elde edilen
{A :TeH} kimesi L(c,(Z"™),1..(Z™)) uzayinin relatif kompakt bir alt kiimesi

olacagindan buna karsilik gelen {B,:T eH} kimesi K(Zg,,Z") uzaynin relatif
kompakt bir alt kiimesidir ve Teorem 3.4’ iin ispatina benzer olarak eger H dengeli ve
konveks ise {BT:TeH} kiimesinin de dengeli ve konveks bir kiime oldugu

gosterilebilir. Boylece ispat tamamlanir.

Simdi Banach uzaylari arasinda tanimlanan kompakt bir operatoriin, |, uzayinin bolim

uzayl vasitasiyla carpanlara ayrilabilecegini gosterelim. Verilecek olan ispat [19,
Proposition 2.9] da verilen Teorem 2.12’ nin (ispatinin) bir adaptasyonudur. Bunu,

Teorem 3.3’ i p=oc0 durumu igin elde etmek igin kullanacagiz. Bununla beraber, sunu
ifade etmeliyiz ki, bu sonug ve sonrasinda verilecek olan Teorem 3.5, Banach ve Mazur’

un [37] her ayrilabilir Banach uzayinin |, uzayinin bir bélim uzayina izometrik olarak
izomorf oldugunu soOyleyen sonucundan dolayr zaten Johnson [1] ve Figiel [2]
tarafindan elde edilmisti.

Onerme 3.2 X ve Y Banach uzaylari ve T € K(X,Y) olsun. Bu takdirde T =6, R,
2=(z,), €C,(Y), ReK(X,l/kerd,), 8, cK(l,/kerd,,Y) olacak sekilde carpanlara
ayrilabilir [1], [2] (ayrica [19] e bakiniz).

Onerme 3.2 nin ispati icin asagidaki literatiirde iyi bilinen elemanter lemmayi

kullanacagiz.
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Lemma 3.5 X bir Banach uzayi ve (X,),, €C,(X) olsun. Bu takdirde, her neN igin

A, 21 olacak sekilde, artan ve sonsuza iraksayan bir (4,)., dizisi segebiliriz dyle ki

(4, %)y €C,(X) olur.

Onerme 3.2 nin ispatit T € K(X,Y) olsun. Bu takdirde T(B,)cT((y,)7,) olacak
sekilde (y,), €Cy(Y) vardir. O halde Lemma 3.5 geregince her neN i¢in 4, =1
olacak sekilde, artan ve sonsuza iraksayan bir (A))., dizisi segebiliriz oyle ki

(A4,Y.)my €C,(Y) dir. x e B, olmak iizere,

T(X) = zrnyn’ (Tn)::l € Bll
n=1

0

1 - 1
- —AY., |herneNigin, g =7, —, z:= 1Y,
n:lTn ﬂ“n ”y” ( g g ﬂ ' Z/n y}

o0

= Zﬂnzn’ (B € B|1f (z,)ms€Co(Y)

1 o0
olacaktir. Diger taraftan [—j € BCO oldugundan Lemma 2.4 geregince
n=1

n

0

L= {(irn] 1 (7,)74 € B, Oyle ki bir x e By icin Z%rnzn:T(x) }
n=1

n=1l 'y

kiimesi B, in relatif kompakt bir alt kiimesidir ve T(B,) < {Zﬁnzn (B € L} dir.

n=1
Simdi,

0,:1,->Y, 92((06n)f:1)1=20€n2n ile lineer, sirekli ve kompakt bir operator
n=1

tanimlayalim. Bu takdirde 0, :1,/kerd, »Y, 6, ([(an):’:l]):: 92((%);0:1) tasviri lineer,

surekli ve kompakttir. Gergekten, tasvirin lineerligi acik olup (strekli ve) kompakt

oldugunu gosterelim.
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[(an)::l] € B|1/ker€Z olsun.

0, ()i

“|o, ((an);zl + (B H, (B.)ry € kero,

0, (I(er)ia])| =

dir.  Bu  sekildeki tim  (f,)., ler Uzerinden infimum  alinarak,

0, (I(e)ral)| <

:1]H elde edilir. Boylece 01 tasviri sureklidir. Simdi bu
tasvirin kompakt oldugunu gosterelim. z:l, —> 1 /ker8, bolim tasviri olmak uzere,

6, =0, o olarak yazilabilir.

é ( I,/ ker 6, ) H (U I,/ ker 6, ) = 0 (U /kerHZ) (éz nin Surekllllgll’lden)
= (02 © 7Z')(U|1) = 92 (Ull) = 1:((Zn)::l)
oldugundan 6, tasviri kompakttir.

Simdi TzézoR olacak sekilde kompakt bir R operatérinin mevcut oldugunu

gosterecegiz.

0£xeX icin, Xx/|[x|eB, ve T(Bx)c{iﬂnzn: (,Bn):f_leL} oldugundan
n=1

T (x/|x]) = Zﬂnzn olacak sekilde ()7, eL vardir. Bdylece her xeX icin,

T(X)=zan2n olacak sekilde (kerd, ye gore tek tirlu belirli) (), €l, vardir ve

n=1

bunlar  bir  denklik  sinifi olustururlar. (Burada her neN icin,

a, =X, (Bisel, (@)

dir.) Buna gore (e,),, dizisi |, uzayinda,

T(X)=Z(Zn2n sartini  saglayan bir dizi olmak Uzere, R:X —I /keré,,

R(X) =[(e, )r] seklinde tanimlanan tasvir iyi tanimli olup, lineer, siirekli ve |R|<1

dir. Simdi R tasvirinin kompakt oldugunu gosterelim.
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ye R(B,) olsun. Bu takdirde, y=R(x) olacak sekilde xeB, vardir. Boylece
T(X)=Zan2n, ()€l ve R(X)=[(e,), ] dir. 7:l, =1 /Kerg, bolim tasviri
=1

olmak Uzere, (,),, €L oldugundan R(x)=[(¢,),,]€z(L) dir. O halde ye z(L)
olup, R(B,)cz(L) dir. Aslinda (Teorem 2.12" nin ispatinda oldugu gibi)

R(B,)=x(L) dir. Gergekten yez(L) ise y=x((e,);,) olacak sekilde (), €L

vardir. Béylece L kiimesinin tanimi geregince T(X) =) a,z, olacak sekilde x e B,
n=1

vardir. O halde R(X)=[(«,),,] olup y=7x((e,),,)=R(X)eR(B,) dir. Bdylece
z(L) = R(By) dir. L < B, de relatif kompakt ve 7 strekli oldugundan (L) kompakt

olup, R tasviri kompakttir. Diger taraftan X € X igin,
(8,R)0) =0, ([ (@) ]) = 6, ((@)is) = ianzn ~T(x)
n=1

olup

N~

I, /ker@.

diyagrami degismeli ve dolayisiyla T =§Z oR dir. O halde T kompakt operatord, |,

uzayinin bolim uzayl vasitasiyla kompakt operatérlerin bileskesi olarak ¢arpanlara

ayrilabilirdir.

Simdi, Onerme 3.2’ yi g6z éniine alarak, Teorem 3.3’ (in p =00 durumu icin de dogru

oldugunu gosterelim. Yukarida ifade ettigimiz gibi bu sonug Johnson [1] ve Figiel [2]
tarafindan zaten elde edilmisti, fakat biz Onerme 3.2’ nin bir sonucu olarak elde

edecegiz.

Teorem 3.5 X ve Y Banach uzaylari olsun. Bu takdirde, her T e K_(X,Y)=K(X,Y)

operatorii evrensel bir Z Banach uzayl vasitasiyla, T=BoA, AeK(X,Z®),
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BeK(Z™,Y) olacak sekilde garpanlara ayrilabilir. Burada Z uzay, 1<gq<wx

olmak tzere ve W, |, uzayinin kapali olan tim alt uzaylarindan alinmak uzere, sabit bir

q igin Z*) = [ZI /Wj seklindedir [1], [2].

ispat T e K_(X,Y)=K(X,Y) olsun. Bu takdirde, Onerme 3.2’ den biliyoruz ki, T
operatoric T=6,oR, z=(z,)7,€C,(Y), ReK(X,l /kerd), 68, eK(,/kerd,Y)
olacak sekilde garpanlara ayrilabilir. 1, /ker&, uzayr Z® uzayinin tanimindaki I, /W

uzaylarindan biri olacagindan, buradan itibaren Teorem 3.1’ in ispatindaki adimlar
izlenerek T = Bo A olacak sekilde Ac K(X,Z®) ve Be K(Z™,Y) donusimleri elde

edilir. Gergekten de J, |, uzayinin kapali olan tiim alt uzaylarinin ailesi olmak tzere,

Ilkero I /kere - Z I/ker() ([(ﬂ )n 1]) (XW )WeJ

[(B,)], W =Kkerg,
burada X, = seklinde tanimlanan, bir normlu dogal gdmmeyi ve

0, W = Kker 6,

normu bir olan

Plllkere Z(w) - I / ker& I:)Illkerél ((X\N )WeJ) = Xker¢9Z

izdislim d6nlisimuni goz éniline alabiliriz. Bu takdirde, B ., © ) jerp, Pirim donistim
olup T=0,oR=6,°P, 10s © | perg, °R dir. Simdi A=1, ., °R ve B:=0,0P .,
olsun. Boylece T =BoA olacak sekilde, AeK(X,Z"®) ve BeK(Z™,Y)
dénistmleri elde edilir.

Gozlem 3.6 Teorem 3.3’ teki ¢arpanlara ayrilista p degistikce Kp(X,Y) uzayina

karsilik gelen Z(® evrensel Banach uzayi degisecektir. Simdi, 1< p <o olmak iizere

Z® uzaylar Teorem 3.3 ve Teorem 3.5’ deki evrensel Banach uzaylari olmak tzere

eger, 1<q <o iken, sabit bir q igin Ziz(z Z(p)] alinirsa, Z uzayi, p den
q

1<p<eo

bagimsiz olarak, Banach uzaylari arasindaki tim p—kompakt operatorlerin ¢arpanlara
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ayrilig icin evrensel bir Banach uzayi olur. Gergekten de p;, 1< p, <oo olacak sekilde

bir sabit ve T e K, (X,Y) olsun. Bu takdirde 1< p, <o ise Teorem 3.3 veya p, = ise
Teorem 3.5 geregince, T=BoA AeK(X,Z"™) ve BeK, (Z™,Y) olarak

yazabiliriz. Z®™ uzayi Z uzayinin tanimindaki Z® uzaylarindan biri olacagindan

- 7(p)
Iz(m A -7, Iz(Pl) (Zpl):(zp)pe[l,oo]

Zpla p: pl

seklinde tanimlanan, normu bir olan dogal goémmeyi ve
0, p=p

burada Z, ={

normu bir olan

Pz(Pl) Z —> Z(pl)’ Pz(pl) ((Zp)pe[l,oo]) = Zpl

izdism dontsimuni goz énlne alabiliriz. Bu takdirde, P, <1, donlsim z®)

Uzerinde birim donustimdur. Gergekten 2= Z®™) olmak tizere,

(Pz(m) °© Izm) )(Zpl): PZ(Pl) ((Zp)pe[l,oo]) =7,

olup

zle ]JZ‘ Pl

Z“’” 7 Zta)

bileskesi, yani, P.

2t © Iz(Pl)

birim donlsimdir. Boylece T=BoA=Bo Pz<p1> ol .., oA

2P
olup u=Bo Pz(pl) ve V= Iz(pl) o A olarak alirsak, T =uo-v olacak sekilde ve K(X,Z),
ueK, (Z,Y) dénustimleri elde edilir.

Gozlem 3.7 Yukaridaki agiklamada tanimlanan Z uzaylr 1< p <o olmak Uzere tim

p —kompakt operatorlerin ¢arpanlara ayrilisi igin bir evrensel Banach uzayi

oldugundan, Gozlem 3.3’ teki 7 tasviri,

1K(X,Z)x (K, (Z,Y),k,) = (K, (X,Y),k,), 7(u,v)=vou

bilineer, stirekli ve 6rten olacaktir. O halde, = nun lineerlesmesi,
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21K(X,2)®, (K, (Z,Y).k,) > (K, (X,Y),k,), #(u®v)=7(u,v)=vou

lineer, stirekli ve orten bir tasvirdir.

Simdi Teorem 3.4 ve Onerme 3.1’ i biraz daha gelistirebiliriz, clinkii bu sonuclarda elde
edilen c¢arpanlara ayirmalarda p—kompakt operatoérlerin, c¢arpanlara ayrldig
uzaylardan biri r > 2 sayisina baghidir. Bunun igin 7 tasviri ve 1< p <oo icin yukaridaki

tim p—kompakt operatérlerin Z uzayi vasitasiyla g¢arpanlara ayrilisi gbz 6niine
alinarak Teorem 3.4 ve Onerme 3.1’ deki evrensel Z, ve Z" uzaylarini, Z uzayi ile

degistirebiliriz. Bu takdirde asagidaki sonuclari elde ederiz ki, bunlar sirasiyla Teorem
3.4 ve Onerme 3.1’ in giiclendirilmesi olacaktir, ki burada karsilik gelen carpanlara

ayirmalar, r > 2 ye bagl olmayan evrensel bir Banach uzayi vasitasiyla elde edilmistir.

Sonu¢ 3.1 X, Y Banach uzaylar, r>2 ve 1<p<r<oo olsun. Bu takdirde
(kak)leelr((Kp(X,Y),k )) olmak  Uzere (K, (X,Y),k,) uzayinin  her
H cr—co{(a, ).} (dengeli ve konveks) alt kimesi igin bir ue K(X,Z) operatori,
K(Z,Z) uzayinin (dengeli ve konveks) relatif r*—kompakt bir {BT Te H} alt
kiimesi ve bir ve K, (Z,Y) operatori vardir yle ki her T e H igin, T =ve B, cu dur.

Sonu¢ 3.2 X, Y Banach uzaylan r>1 ve 1<p<r<o olsun. Bu takdirde,
(Kp(X,Y),k ) uzayinin her (dengeli ve konveks) relatif r —kompakt H alt kiimesi igin,
bir ue K(X,Z) operatérii, K(Z,Z) uzayinin (dengeli ve konveks) relatif kompakt bir
{BT Te H} alt kiimesi ve bir ve K, (Z,Y) operatori vardir éyle ki her T e H igin,

T =veB;ou dur.
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BOLUM 4

CARPANLARA AYRILMALARIN BAZI UYGULAMALARI

Bu boélimde [19, Proposition 2.9] da ve [12, Theorem 3.1] de verilen, bizim sirasiyla
Teorem 2.12 ve Teorem 2.11 olarak sundugumuz, c¢arpanlara ayrilmalarin yaklasim
ozelligiyle ilgili uygulamasini ve Uglinci bolimde elde ettigimiz dizglin carpanlara
ayrilmalarin homojen polinomlara iliskin bir uygulamasini verecegiz. Once gerekli

olacak bazi yardimci sonuglar verecegiz.

Bunun icin birlikte kompakt kiime kavraminin [38] dogal bir genislemesi olarak birlikte
p —kompakt kiime kavramini tanimlayarak baslayacagz.

Tanim 4.1 X, Y Banach uzaylar, 1< p<ow ve A, L(X,Y) uzayinin bir alt kimesi
olsun. A(B,)={T(x): TeA xeB,} kiimesi Y uzayinda relatif p—kompakt bir
kime ise, A kiimesine L(X,Y) uzayinin birlikte p—kompakt alt kiimesi denir.

Relatif co—kompakt kiime relatif kompakt kiime olarak gézéniine alindigindan, birlikte

ow—kompakt kime, benzer sekilde, birlikte kompakt kime olarak goz 06niine

alinacaktir.

Simdi, birlikte kompaktlik durumuna benzer olarak ve bir p—kompakt emsal olarak,

kendi basina ilgin¢ olan asagidaki sonucu elde ederiz, ki bu Teorem 4.1’ in ispatinda

gerekli olacaktir.

Onerme 4.1 Her 1< p<ow icin (K (X,Y),K,) uzayinin her relatif p—kompakt alt

kiimesi L(X,Y) uzayinin birlikte p—kompakt alt kimesidir.
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ispat a) p=c durumu kompaktlik durumu [38] oldugundan, biz ispati 1< p <o ve

p =1 igin olmak Uzere iki kisma ayiracagiz.

l<p<o ve Acpc(Kp(X,Y),kp) olsun. Bu takdirde A(B,)={T(x): TeA xeB,}

kimesinin Y uzayinda relatif p—kompakt oldugunu gésterecegiz.

TeA olsun. Acc(K (X,Y)k,) oldugundan T =ZaITn olacak sekilde
p n=1

(o)), € B.. (T)miel, (K, (X,Y),k,)) vardir. Diger taraftan her neN igin

T, e K (X,Y) ve

o () =inf {|@D] @D el ), T,(B,) < p-cof(@); )

oldugundan her ne N igin

|z, <k @)+ ve T,(B0 < p-col(@)id

olacak sekilde (7)., €1,(Y) vardir. O halde T € A ve x € By olmak iizere
T00=(XelT)00 =2 aT, (0. (@])i<B,

olarak yazilabilir. Diger taraftan her neN igin T (B, ) = p—co{(z;),_.} oldugundan
T (x) = Zﬂkz (A" )eseB,

olarak yazilabilir. Boylece

T =Y aT,0=Y Y22 =33 al 2070, ()i €By ., (A")iy B
n=1 n=1

k=1 n=l k=1

olacaktir.

o0 0

Burada ZZaTﬂk”’XZ,f serisi Y uzayinda mutlak yakinsaktir. Gercekten de, Holder

n
n=1 k=1

esitsizliginden
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) 0 © . Up* o 1/p
Zwmwwszﬁzamwf][zzﬁj}
n=1 k=1 n=1 k=1 k=1

© o NP 1/p
Syl | (SEhF) - ehiien, anen,
o 1/p - ; 1/p
[ j {Z%me

n=1

< Z(i(k;’(Tn) ; 21“p)j <o

oldugu gorilir. Dolayisiyla bu (ikili) serideki terimlerin siralamasindan bagimsiz olarak

o0

T =3 a2

n=1 k=1

olacaktir. Ayni zamanda

>l 4 =Y e S| < S| <t
n=1 k=1 n=1 k=1 n=1

SR 2 1

|z <2p(Z(k§(Tn)+F)j<oo

n=1 k=1 n=1

oldugundan belli bir siralama segip,
(7/|T'X)r;1 = (a:ﬂ”knyx)(n,k)eNxN € B|pu

(8)y= (ZI:)(n,k)eNxN € Ip(Y)

yazarak TX)=> 7" temsili elde edilir. Boylece
=

AB,)={T(x):TeA xeB,}cp-co{(s)} olup 1<p<oo durumu icin ispat

tamamlanir.

b) Simdi p=1 ve Acc(K,(X,Y)k,) olsun. Bu takdirde herhangi bir T € A icin
p

T =) a,T, olacak sekilde (a,)r,€B,, (T,)ry €l (K, (X,Y),k,)) vardir. Buradan
=1

a) stkkindaki benzer islemler ile belli bir siralama secip,
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(7/|T'X)|m:1 = (ar:iknvx)(n,k)eNxN € le,

(S)ia = (Zl?)(k,n)eNxN el (Y)

yazarak xeB, icin T(x)=>_»"s, temsili elde edilir. Diger taraftan (s);%; €k (Y)
1=1

oldugundan Lemma 2.5 geregince (fs,),; €l (Y) olacak sekilde bir f ———>o0 dizisi
segebiliriz. Boylece (7)), = (45,), dersek

T =3B =D A G i eB

olup A(B,)={T(x):T € A xeB,}c p—cof(z); .} elde edilir. O halde p=1 durumu
icin ispat tamamlanir.

Asagidaki sonug literatlirde iyi bilinen elemanter bir sonugtur, fakat biz muhtemelen
standart olan bir ispatini verecegiz.

Lemma 4.1 1< p<o olmak lizere, X Banach uzayinda sonlu sayidaki relatif p—

kompakt kiimenin birlesimleri de relatif p—kompakttir.

ispat iki relatif p—kompakt kiimenin birlesiminin relatif p—kompakt oldugunu

gostermek yeterlidir. 1< p<o olsun. (p=o durumu relatif kompaktlik durumu

olacagindan ispat agiktir) A ve B, X uzayinin relatif p—kompakt alt kiimeleri olsun.

Bu takdirde AUBc p-cof(t,),,} olacak sekilde (t,),; <l (X) oldugunu

gostermeliyiz. X e AU B olsun. O halde x € A veya x €B dir.

xeA ise Acch oldugundan Xziaixyi olacak sekilde (aix)iileBlpk (p=1 ise
i=1

(&) € B, ) ve (Yi)ia €1,(X) vardir.

XeB ise Bcc X oldugundan X=Zi,xzi olacak sekilde (4*)-,€B, (p=1 ise
p = P

(ﬂ’.x)iil € Bco )ve () € Ip(x) vardir.
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T . .. Yoo n=2k-1 . .
Simdi her bir neN igint = ok seklinde tanimlansin. Bu takdirde
z, n=

(t,)os €1,(X) oldugunu gosterelim.

n n 00 0
Her neN igin Y Jt" <Y (Il + 1z’ )< DIl + Y]’ <o oldugundan
k=1 k=1 k=1 k=1

i”tk |” <o ve dolayisiyla (t,)r, €1, (X) dir.
k=1

Simdi xe AUB igin X:Zﬂnxtn olacak sekilde (), ,€B, 1n mevcut oldugunu

n=1
gosterelim.

a,, n=2k-1 z R -
Eger Xe A ise neN icin pgXi=1 olarak alirsak »_|B) p =D | "<

0, n=2k n=1 n=1
olup (8);, € B, (p=Lise (B), € B, )ve x=3 At, di.

n=1

0, n=2k-1 5 & *

Eger xeB ise neN icin B = {ikx olarak alirsak Zﬁnx P :Z A "<
' n= n=1 n=1

olup (8)7, B, (p=Lise (5):, €B,)ve x=Y B, dr.
=1

Boylece AUB < p—cof(t,).,} olup ispat tamamlanir.

Asagidaki lemma kompakt operatoérlerin bir p—kompakt alt kimesindeki operatoérlerin

dualinin alinmasiyla elde edilen dual uzaylar arasindaki kompakt operatérlerin

olusturdugu dual operatorler kiimesinin yine p—kompakt olacagini gdstermektedir.
Yani, kompakt operatorlerin kiimeleri, dualite baglaminda p-kompakthk altinda

degismezdir.

Lemma 4.2 X, Y Banach uzaylari ve H, K(X,Y) uzayinin bir alt kimesi ve

1<r*<oo olsun. Eger H cc K(X,Y) ise H*:={T":T e H}cc K(Y',X") dir.
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ispat T,e H*::{T':T € H} olsun. Hcc K(X,Y) oldugundan (S,), €l..(K(X,Y))
(r*=o0 ise (S,)r, €Cy(K(X,Y)) dir) vardir dyle ki T, => a7'S,, (&,)r,€B dir.

n=1

K
. = > oS, olsun. Bu takdirde
=1
o =Tl = A =Ty = e =/
olup @, ——.—T, oldugundan g, WTJ dir. Ayrica q; {ia}sn} :Zk:a}S,:
n=1 n=1

olacagindan T, =) oS elde edilir. Schauder Teoremi geregince [22]
=1

(S, < K(Y', X") dir ve [S,|=|

Sh

oldugundan (S/);, el.(K(Y',X") (r*=c0 ise

(S1)7s e o (K(Y', X)) dir. Béylece H*:={T":T e H} cc K (Y, X") dir.

4.1 p-Kompakt Operatérlerin Carpanlara Ayrihsinin  Yaklasim Ozelliklerine

Uygulamalari

Operatorler icin elde edilen ¢arpanlara ayrilma sonuglari, bircok durumda belli Banach
uzaylarinin belli tipteki yaklasim 06zelliklerine sahip olup olamadigini belirlemede
onemli bir role sahip oldugundan, Banach uzaylarinin yaklasim ozelligi ¢alsilirken

oldukga kullanislidir. Bir 6rnekleme olarak yaklasim ve kp —yaklasim o6zelliklerini goz

oniine alacagiz.

Tanim 4.2 X Banach uzayi olmak lizere, X uzayinin her bir K kompakt alt kiimesi ve

her £>0 igin, sup|Tx—x|<e& olacak sekilde, sonlu rankli bir T:X — X operatéri
xeK

varsa X uzayl yaklasim o6zelligine sahiptir denir [9].

Tanim 4.3 X Banach uzayi ve p >1 olmak lizere, X uzayinin her bir p—kompakt K

alt kiimesi ve her &> 0 icin, sup|Tx—x| <& olacak sekilde, sonlu rankli bir T: X — X
xeK

operatori varsa X uzayl p—yaklasim 6zelligine sahiptir denir [8].
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Tanim 4.4 X Banach wuzayr olmak Uzere, her Y Banach wuzayl igin

F(Y, X)kp =K, (Y, X) oluyorsa X uzay k, — yaklasim 6zelligine sahiptir denir [14].

Her Banach uzayl 2—yaklasim 6zelligine sahiptir ve boylece 1< p<2 ise p—yaklasim
ozelligine sahiptir [8]. p>2 ise p-—yaklagim 6zelligine sahip olmayan Banach uzaylari

vardir [8].

p=>=1 olmak lzere her p—kompakt kiime kompakt oldugundan yaklasim 6zelligine
sahip olan her Banach uzayr p-—yaklasim o6zelligine sahiptir. Enflo [39], yaklagim

Ozelligine sahip olmayan ayrilabilir bir Banach uzayinin mevcut oldugunu géstermistir.

Boylece p-—yaklasim 6zelligine sahip olan her Banach uzayinin yaklasim ozelligine

sahip olmasi gerekmez.

TeK, (X)Y) ise ||T||£ k,(T) [8], oldugundan k_ —yaklagim ozelligine sahip her
Banach uzayr p-—vyaklasim o6zelligine sahiptir. Gercekten de X, k, —yaklagim
ozelligine sahip Banach uzayi ve T € K (Y, X) olsun. Bu takdirde K, (T,—T)———>0
olacak sekilde (T.)7, < F(Y,X) vardir. [T, —T| <k (T,-T) olacagindan
IT,—T|——>0 olup T e F(Y,X) dir. Béylece Kp(Y,X)cm olup X, p—
yaklasim ozelligine sahiptir [13].

Her Banach uzayi k, —yaklagim 6zelligine sahiptir [14, Corollary 3.6]. Fakat her p #2
icin dual uzayr k, —yaklagim &zelligine sahip olmayan Banach uzayi vardir. Sonug olarak
her 1< p <2 igin dual uzayr p-yaklasim 6zelligine sahip olup kp —yaklasim o6zelligine

sahip olmayan Banach uzayi vardir [14, Theorem 2.4]. Ayrica [19] da yaklasim 6zelligine

sahip olan bir Banach uzayinin kp —vyaklasim o6zelligine sahip oldugunu, fakat tersinin

dogru olmadigi gosterilmistir. Yukaridaki sonuclara gore asagidaki diyagram elde edilir:

yaklagim 6zelligi —— k, —yaklagim &zelligi —— p-vyaklasim ozelligi
Simdi sirasiyla [19, Proposition 2.9] ve [12, Theorem 3.1], yani, bizim sirasiyla Teorem
2.12 ve Teorem 2.11 olarak sundugumuz teoremlerin direkt sonuclari olarak elde

ettigimiz asagidaki sonuclari verecegiz. Ispatlar icin bilinen standart metodu
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kullanacagiz. ilk olarak yaklagim 6zelligiyle ilgili iyi bilinen bir sonucun, bir ¢arpanlara

ayirma sonucunu kullanarak, basit bir ispatini verecegiz.

Onerme 4.2 2 < p <o olmak izere, | . uzayinin yaklasim 6zelligine sahip olmayan

p
bollim uzaylari vardir [40].

ispat p=o0 olmasi durumunda, Banach ve Mazur’ un [37] (ayrica [21, sayfa 280] e
bakiniz) her ayrilabilir Banach uzayinin |, uzayinin bir bolim uzayina izometrik olarak
izomorf oldugunu sdyleyen sonucuna ve Enflo’nun [39] daki sonucuna gore |, uzayinin

yaklasim 6zelligine sahip olmayan bolim uzaylarinin mevcut oldugu gorilir. Simdi
2< p<o olmak Uzere, tersine Ip* uzayinin bitiin bolim uzaylarinin yaklasim
ozelligine sahip oldugunu kabul edelim. X, p-—yaklasim 6zelligine sahip olmayan bir
Banach uzaylr ve Y de keyfi bir Banach uzayl olmak Gzere herhangi T € Kp(Y,X)
alalim. Bu takdirde [19, Proposition 2.9], yani, bizim Teorem 2.12 olarak ifade ettigimiz
teoremden biliyoruz ki T zéz oR olacak sekilde bir (z,);; el (X) dizisi ve
ReK(Y,I./ker), 0, e K,(I./kerd,, X) operatérleri vardir. Hipotezden
./ kerd, uzayi yaklagim ézelligine sahip oldugundan u,———>R olacak sekilde sonlu

rankli operatérlerin bir (u,);, < F(Y,l./kerd,) dizisi vardir [9]. Her neN igin

B, =6, 0u, olsun. Boylece (B,)”, = F(Y,X) olup

”Bn _T” = éz

6,ou, -6, oRHg

lu,-R| ve u,~R———0

oldugundan ||B, —T|———0 dir. O halde T e F(Y, X) olup Kp(Y,X)cm elde
edilir. Buise X Banach uzayinin p—yaklasim 6zelligine sahip olmasi demektir [13], ki
bu bir celiskidir. O halde Ip* uzayinin yaklasim o6zelligine sahip olmayan bolim uzaylan
vardir. O

Oja [41] de her 1< p<oo, p=2 icin | uzaylarinin k —yaklasim 6zelligine sahip
olmayan kapal alt uzaylarinin varligini géstermistir. Bu ise her 1< p<oo, p=#2, igin

Banach ve Mazur’ un [37] sonucuna gore |, uzayinin kp—yakla§|m Ozelligine sahip
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olmayan bolim uzaylarinin varligini gosterir. Biz bu sonucu asagida ¢arpanlara ayirmayi

kullanarak ispatlayacagiz.

Onerme 4.3 1< p<o ve p#2 olmak lizere |, uzayinin kp —yaklasim o6zelligine sahip
olmayan bolim uzaylari vardir [12], [41].

ispat p=oco durumu Onerme 4.2 deki p =oo0 durumuyla ayni oldugundan, p sonlu ve
p#2 olmak Uzere, tersine |, uzayinin bitin bélim uzaylarinin kp —yaklasim
ozelligine sahip oldugunu kabul edelim. X, dual uzayr k  —yaklagim &zelligine sahip

olmayan bir Banach uzayi [14] ve Y de keyfi bir Banach uzayi olmak Uizere

Te Kp(Y,X’) olsun. Bu takdirde, [12, Theorem 3.1], yani bizim Teorem 2.11 olarak
ifade ettigimiz teoremden biliyoruz ki T =voU olacak sekilde, |, uzayinin kapali bir M
alt uzay,, ueK (Y,L/M) ve veK(l,/M,X") operatérleri vardir. Hipotezden
l,/M bolim uzay kp—yakla§|m ozelligine sahip oldugundan kp(un—u)wo
olacak sekilde sonlu rankl operatérlerin bir (u,),, < F(Y,l,/M) dizisi vardir. Her

neN ig¢in A, =vou, olsun. Béylece (A,),, < F(Y,X’) olup

k, (A, —T)=k,(vou, —vou)<|v|k,(u,—u) ve k, (U, —u)——0

oldugundan  k,(A -T)——>0 dr. O halde, TeF(, X’)kp olup

K, (Y, X") < F(Y,X')kp elde edilir. Bu ise X uzayinin dual uzay X' uzayinin k —
yaklasim o6zelligine sahip olmasi demektir. Bu bir geliski oldugundan, sonug olarak |,

uzayinin kp —yaklasim 6zelligine sahip olmayan bolim uzaylari vardir.

4.2 p-—Kompakt Operatorlerin Diizgiin Carpanlara Ayrilisginin Homojen Polinom
Uzaylarina Bir Uygulamasi

Simdi dizglin carpanlara ayrilmanin bir uygulamasini vermeye calisacagiz. Burada
ama¢ Toma’ nin [42] de verilen ve [7, Corollary 6] da ifade edilen ve birim yuvar

Uzerinde zayif diizgiin sirekli olan homojen polinomlari kompakt kiimeler vasitasiyla

karakterize eden sonucunun p-—kompakt versiyonunu elde etmektir. Once [7,
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Proposition 5] deki sonucun p—kompakt versiyonunu, n=2 igin kismen, elde etmeye

calisacagiz.
Teorem 4.1 X Banach uzayi ve X' vyaklasim oOzelligine sahip olsun. 1 >2,
1<p<r<w ve (ka ), €l (K, (X,X"),k,)) olmak tzere H cr-co{(a)} olsun.

Bu takdirde her £ >0 sayisi igin, X' uzayinin r —kompakt bir K/ alt kimesi vardir

dyle kiher T e H ve her xe X igin, [T(X)(X)| < &| x| sup|k'(x)|+ sup |k'(X)|2 dir.
K'eK! K'eK!

Ispat Sonug 3.1 geregince bir Z Banach uzayi, Ue K(X,Z) operatéri, K(Z,2)
uzayinin relatif r*—kompakt bir {B;:T eH} alt kimesi ve bir veK (Z,X")
operatori vardir dyle ki, her TeH igin T=veB;ou dur. L. :=B;°u olsun. Bu
takdirde {LT 'Te H}cr*cK(X,Z) ve T =vol, dir. Bdylece, her xe X < X" ve her

T eH igin

[T OO =|ve Ly ()(x)| =

V' O)(Ly )| < VOO (9
dir. Simdi,

IvV'(x)|| = squ|v’(x)(z)| = squ|v(z)(x)| < sup k' (x)|

burada K/:=Vv(B,)c X' de r—kompakttir. Ayrica

L (X)) = sup |2'(L: ()| = sup |(Liz')(X)|

dir. Simdi K:={L,:TeH} ve K*={L{:TeH} olsun. Bu takdirde Lemma 4.2

geregince K*ccK(Z',X') olacagindan K*cr*—co{(S,),.,} olacak sekilde

r*

(S))oy €l (K(Z',X") wvardir. Béylece bir &>0 verildiginde, Z”S;”r*g(gJ

n=N+1

olacak sekilde bir N = N(&) vardur.
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Her neN igin S/ e K(Z',X") ve X' yaklasim o0zelligine sahip oldugundan bir

1
21
S’ —SFl<2| > = | dir [23, Theorem
n n 2n2 [;nZJ [

SF e F(Z',X") operatorii vardir dyle ki

l.e.4].

Sf, n=12,.,N

Buna gére F(Z',X") de S, :{O ile bir (S,)7, dizisi ve

n>N

Kp, = {ZanS: :(a,)7 €B, oyleki Y a,S; €K *}

n=1 n=1

kimesi tanmimlarsak, bu takdirde K;, cF(Z',X") ve (S)), el.(F(Z',X"),k.)

n

oldugundan K:  cc(F(Z', X"),k..) dir.
’ r*

Simdi herhangi Li =) oS, e K* verildiginde L. =) a S, olsun. Béylece Hélder
=1

n=1

esitsizliginden

-3

Yals,-Yals
n=1 n=1
ZN:a:(Sr:—SnF)+ i a's!
n=1

n=N+1
N 0
_ T ’ F T '
_Zan Sn_sn + Z a, ”Sﬂ”
n=1 n=N+1

N - 1r » ) 1Ur*
<Slsi-sil+( 3l | (3]
n=1 n=N+1 n=N+1
e 41 2y e T g
< 2ot 28l | <5+5=e

n=N+1

olur. Dolayisiyla herhangi bir L; € K verildiginde bir L;eK;YS vardir oyle ki

HLT’ -1 H <& dur. O halde her xe X igin
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[ Gll = sup [2/(Lr (x))] = sup [(L;2)(¥)
= sup (L'~ L 2)(9) + Ly 7 ()|
L - L z'()

<e|x]+sup |G|
7'eBy

<

sup [2/[]}x| + sup
7'eBy 7'eBy,

elde edilir. K¢, cc(F(Z',X"),k.) c(K.(Z',X"),k.) olup Onerme 4.1 geregince

*

Ke,, L(Z',X’) uzayinin birlikte r*—kompakt alt kimesidir. O halde

K} ::{L;(z’): L eKp,, Z'e BZ,} c X' uzayinda r*—kompakttir. Ayni zamanda

1<r*<2<r oldugundan K, c X' de r —kompakttir. Bu takdirde,

IL; (9 < ]| x] + sup L z’(x)H <e||x|+ sup |k'(x)|

dir. Sonug olarak K. =K/ UK, dersek Lemma 4.1 geregince K c X' de r —kompakt

olup,

v'(x)||£SuB|k’(x)|£§u|B kK'(x)| ve ||LT(x)||<g||x||+su}g|k'(x)|Sg||x||+Squ|k’(x)|

oldugundan her xe X igin

T()(X)|=

k'(X)Ij

V(X)||[[Lr (X)] < sup |k’(x)|(g||x|| +sup
K'eK. K'eK!

k')

=¢|x| sup k'(x)|+ sup

olur ki boylece ispat tamamlanir.

Diizglin carpanlara ayrilmanin homojen polinom uzaylarina iliskin bir uygulamasini

vermek icin 6nce gerekli olan terminoloji ve sonuglari verelim.

Kartezyen X x X...x X ¢arpimindan Y uzayina tanimlanan bitin n-lineer, strekli
|

n—kere
donustmlerin uzayimi £(" X,Y) ile gosterecegiz. =1 durumunda £(*X,Y) =L(X,Y)

elde edilir. Simetrik, n—lineer, sirekli déntsimlerin uzayimi L°("X,Y) ile
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gosterecegiz. L("X,Y) uzayinin bir alt uzayi olarak, Y =C olmasi durumunda

L (" X,C) yerine kisaca £°(" X) yazacagiz.

P:X —Y bir dontsim olmak Uzere, P(x)=A(X,...,X), her xe X olacak sekilde
Ae L("X,Y) donltsumi varsa P ye sirekli, n—homojen bir polinom denir. X
uzayindan Y uzayina tanimlanan bltin sirekli, n—homojen polinomlarin uzayini

P("X,Y) ile gosterecegiz. P e P("X,Y) olmak tizere,

PeP("X,Y) > |P|=sup{|P()]: [x]<1}

ile tanimlanan fonksiyon P("X,Y) uzerinde bir normdur ve bu norm ile P("X,Y) bir

Banach uzayidir.

Onerme 4.4 X ve Y Banach uzaylar olmak iizere P("X,Y) ve £("X,Y) uzaylar

topolojik olarak izomorfturlar [43,Theorem 2.2].

Yukaridaki énermeye gore, bir PeP("X,Y) polinomu verildiginde buna bir tek
simetrik n-lineer sirekli operator karsilik gelecektir. P ye karsilik gelen bu n-lineer

operatér P ile gosterilecektir.

Ae L(*X), k=12,..,n olmak lizere A @A ®..A e L(*"="hX) tensér carpimi,

(AB®A®..&A)X s Xj s Xyt Xy )
= Aﬁ(xl” le)"' A](Xj1+j2+...+jn71""’ le+j2+...+jn)

ile tanimlanir.
K
X, Y Banach uzaylari ve P eP("X,Y) olsun. Eger P=Z¢)?®Cj, g, eX’, ¢ eV,
i1
(j=1,2,...,.k) olacak sekilde yazilabiliyorsa P polinomuna sonlu tipten bir polinom
denir [43].
X, Y Banach uzaylari ve f:X —Y bir fonksiyon olsun. Eger her ¢ >0 sayisi icin,
X (x=y)|<5, xyeB, (i=12..,n) iken |[f(x)-f(y)|<e olacak sekilde

!

X(, Xy, X, € X' ve bir >0 sayisi varsa f fonksiyonu X uzayinin kapali birim yuvari
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Uzerinde zayif (olarak) dizgin siireklidir denir [44]. X Banach uzayinin kapali birim

yuvari Uzerinde zayif diizgiin stirekli olan n—homojen polinomlarin uzayr P, ("X,Y)
ile ve bunlara karsilik gelen simetrik n— lineer déntstimlerin uzayinida £, (" X,Y) ile
gosterecegiz. Y =C olmasi durumunda P("X,C), B,,("X,C) ve L, ("X,C) yerine,

sirastyla, P("X), P, ("X) ve £, (" X) yazacagiz.
P, n—homojen bir polinom olmak lizere,

T X LX), To(x) Ko X)) = PXG Xy s X, )y Xy Xy peey X, € X

seklinde tanimlanan operator lineerdir.
PeP("X) olsun. PeP, ("X) olmasi icin gerek ve yeter sart T, e K(X, L ("*X))

olmasidir. Ayrica Pe P, ("X) ise, T, e K(X, L}, (" X)) dir [44].

Ornekler 4.1 Asagida tanimlanan doéniisiimler siirekli n—homojen polinomlara

érnektirler.
a) P:l, > C, P(X)=xX, ... X,, X=(X,)my €l,,
b) P:1, >, P(X)7) =()70 n=2

) P:l, =1, P(%)) = (X'),, burada ()€l

d) Pl > 1, P(X)=x""Yx,.e, [34].
-1

Simdi Teorem 4.1’ in bir uygulamasi olarak, Toma’ nin [42], [7, Corollary 6] da ifade

edilen sonucunun asagidaki kismi p-—kompakt versiyonunu 2. derece homojen

polinomlar icin elde ederiz.

Sonu¢ 4.1 X Banach uzayi, X' yaklasim Ozelligine sahip ve 2<r <o olsun. Bu

takdirde T, lineerizasyonu r —kompakt olan herhangi bir P e PWU(ZX) icin, herhangi

& >0 sayisi verildiginde, X' uzayinin r —kompakt bir K/ alt kiimesi vardir dyle ki her

k') dir.

xe X igin, P(x)|£g||x||5ulg k’(x)|+§u|B
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ispat P e PWU(ZX) polinomunun T, lineerizasyonu r —kompakt ve 2<r <o olsun. Bu

takdirde, H :={T,} alarak Teorem 4.1" i uygularsak istenilen esitsizligi elde ederiz.
Burada belirtelim ki, eger P sonlu tipten bir polinom ise buna karsilik gelen T,
operatori de sonlu tiptendir ve dolayisiyla 2<r <o icin r —kompakttir.

Gercekten de P, n. dereceden homojen sonlu tipten bir polinom ise o zaman

k
P=>"¢] ®c; olacak sekilde 9, €X', ¢;eC (j=12,...,k) vardir. Buna gére

=1

~ B K
P:XxXx.x X > C, P(X, X0 %) = 20,0 (X,) €
=l

n—kere

tasviri P ye karsilik gelen n— lineer, surekli (simetrik) tasvir olacaktir. Dolayisiyla, her

X X yeery X, € X igiN

To () (X500 %) = P(X Xy 00 X,) = Z(pj (X)--9;(x,) c;
= 2605 (%)l; (), (%,)]

Kk
= ch(pj (X1)[(0] ®---®(9j (X5, X)]
= n-1 kere

=200, (%[, - 89,1051 %,)

n-1 kere

olup buradan

To (%) =ch¢j (X1)[§0] ®---®(pj] :Z(Cj(pj ®[(pj ®---®(PJ])(X1)’ (her x, € X)

n-1 kere n-1 kere

k
olacaktir. O halde T, :Zngoj ®lp; ®...0¢;] dir. ¢;p, e X', ¢;®..Q09p, e L2("'X)
| —

j=1
n-1 kere

oldugundan T, sonlu tiptendir ve dolayisiyla 2<r <o igin r —kompakttir.

Diger taraftan Sonug 4.1’ deki gerektirmenin tersinin dogru olup olmadigi acik degildir.

Dogru olmasi durumunda kompakt kiimelerin p—kompakt kiimeler ile degistirilmis

68



olmasi nedeniyle Sonug 4.1, [7, Corollary 6] nin N=2 durumu igin bir gelistiriimesi

olacaktir. Son olarak [7, Corollary 6] ve Sonug 4.1’ den hareketle vektor degerli p—

kompakt n—homojen polinomlar icin de bir sonug, benzer bir sekilde ifade edilebilir.

Bunun icin 6nce gerekli olan bazi tanim, gdzlem ve sonuglari ifade edecegiz.

k
Gozlem 4.1 @"X:=X®...®X olmak Uzere, bir ze®" X tensoéri Z:ZZJ. Q" X;
-1

seklinde bir temsile sahip oldugundan ve bu temsil tek olmadigindan ®"° X (izerinde

projektif S —tensér normu 7z, Z€®™ X igin,

5.(2) =int {ipjmxju"; (N, 2= 4 @ x,}
1 =1
inf {ipj [ 2=334,8 x, (r,- yakmsakhk)}
-1 -1

seklinde tanimlanir [36, sayfa 163].

®7° X uzayinin tamlamas ®f: X ile gosterilecektir. z e ®j‘: X olmak tizere
B 0 n 0
7 (z) =inf {ZV,JH‘XJH L z=) 4,@®" xj}
=1 =1

dir. Ayrica ®"° X uzayi lizerinde 7 ve 7, normlari denktirler [36, sayfa 164].

Gozlem 4.2 P e P("X,Y) olmak Gzere,

A k k
j=1 =t

seklinde tanimlanan dontusime P  polinomunun lineerlesmesi denir. Eger

0, X >Q"X, §:X—>®"X, §(X)=®"x seklinde tanimlanan n—homojen
polinomu goz online alirsak P=PL05n oldugu agik olup, ®"°X uzayl 7 veya 7,

normu ile donaltildigi zaman &, strekli olur [11].

Tanim 4.5 X, Y Banach uzaylar, P:X —Y sirekli n—homojen bir polinom ve

X e X olsun. Eger P(V,), Y uzayinda relatif p—kompakt olacak sekilde X vektorinin
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X uzayinda bir V, komsulugu varsa, P ye X noktasinda p—kompakt polinom denir.
Eger P herhangi bir Xe X noktasinda p-—kompakt ise, P polinomuna p—kompakt

polinom denir [10].
Aron vd. [10] da p—kompakt polinomun asagidaki karakterizasyonunu goéstermislerdir:

X ve Y Banach uzaylar, 1< p <o olmak tzere surekli n—homojen bir P: X —Y
polinomu p—kompakttir ancak ve ancak P(B,), Y uzayinda relatif p—kompakttir.
Dolayisiyla, lineer operatorlere benzer olarak, cogu kez bu karakterizasyonda tanim

olarak kullanilmaktadir.

X ve Y Banach uzaylari olmak lizere X uzayindan Y uzayina Nn—homojen, strekli,

p —kompakt polinomlarin uzayini Pkp (X,Y) ile gosterecegiz.

Ornek 4.2 Tim sonlu rankli polinomlar p-—kompakttir. Dolayisiyla Ornek 4.1 de

tanimlanan P:l, > C, P(X)=xX, ... X,, X=(X,).

, €l,, n—homojen siirekli polinom,

goriantl kiimesi sonlu boyutlu oldugundan p—kompakttir.

Ornekler 4.3 Asagida verilen dénisimler n—homojen sirekli p—kompakt

polinomlara érnektirler.

a) {o,}, dogal sayilarin bir pargalanisi olsun dyle ki her bir o, ardisik n! tane elemanin
sonlu kiimesi olsun. Yani

o, ={}, 0,={2,3}, 0,={4,5,6,7,8,9}, o, ={..}, ..

2! 3! 4

olsun. ()i, |, uzayinin kanonik bazi ve (€})7,, | (zerindeki koordinat

fonksiyonellerinin dizisi olsun. Bu takdirde,

ni2 \P
i) Sabit bir n>1 icin Pn(x):[nn! J Ze} (x)"e; seklinde tanimlanan B, € P("L,1,)

J€o,

polinomu sonlu rankli oldugundan p—kompakttir.
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1/p
i) Sabit bir n>2 icin P”(X):(%J e(x)"2 ) ei(x)°%, seklinde tanimlanan

Jeo,

P, € P("l,,1,) polinomu sonlu rankli oldugundan p—kompakttir [16],
b) P:Il, - C, P((X;)}4) ::Z/ljx?, burada (4;), €l (N=1ise, I, =1,) dir,
[

c) P:l, >R, P(x):ixf [44],

=l
k
d) P:X Y, P(X)=> ¢} (X)y,, burada keN, (¢,)i,< X" ve (y,)i;<Y lineer
j=1
bagimsiz vektorlerdir,

e) pel, y:(yj)?:lelli P:l, —>1, P(X):(¢(X))ZY1

k
f) P>l PX)=Ya,(9,0)y, burada keN, (&), cl,, @),cK ve
j=L

(yj)l;:l c|, dir,

g) pB,., s>1 olmakiizere, P: X —»C, P(X)=Z(I9(X))n_is, her x e X.
J

j=1

Homojen polinomlarin linerizasyonuna iliskin asagida verilen sonuglar kullanish

olacaktir.

Teorem 4.2 X ve Y Banach uzaylari olsun. Bu takdirde,

a) PeP("X,Y) olmasi icin gerek ve yeter sart PLGE(@):‘:X,Y) olmasidir. Bu
durumda ||P|| =HPLH dir [36, sayfa 163, Proposition].

b) PeP("X,Y) olsun. PePkp(”X,Y) olmasi icin gerek ve vyeter sart

P- e Kp(®2': X,Y) olmasidir. Bu durumda,

k,(P)=k,(P")=inf {H(Xn);"_l :P(B,) = p—co{(xn):_l}} dir [11, Theorem 3.1].

,
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Gozlem 4.3 (X,|I.llk) ve (Y,II.Il,) Banach uzaylar, T:(X,I.lly)—>(Y.Il.ll) bir
izometrik izomorfizma ve (ka,);, €l ((X,lI.lly)) olmak uzere H cr—co{(a )i}
olsun. O zaman (ky, )y, €l ((Y.II.1l)) ve N:={T(x):xe H} cr—cof(y,)i.} olacak

sekilde bir (y, ), <Y dizisinin mevcut oldugunu gdéstermek kolaydir.

Simdi Teorem 4.1 ve Teorem 4.2’ nin bir sonucu olarak asagidakini elde ederiz.

Sonug¢ 4.2 X bir Banach uzayi olsun oyle ki (@):‘:X)' yaklasim 6zelligine sahip olsun.
r>2, 1<p<r<w ve (ka')", el ((Pkp(”X,(@);fX)’),kp)) olmak  Gzere
H, cr—co{(a/),} olsun. Bu takdirde her £>0 sayisi igin, (®;':'X)’ uzayinin r—

kompakt bir K alt kimesi vardir oyle ki her PeH, ve her xeX igin

&

‘P(x)(@n x)‘ < sup [k'(®" x)‘(g”x”” +sup ‘k'(@” X)U dir.
K'eK! K'eK.

Ispat n=1 durumu Teorem 4.1 olacagindan n>2 olsun. Teorem 4.2 geregince
(Pkp(”X,(®::X)’),kp) ve (Kp(@);’:X,(@;‘jX)'),k ) uzaylari izometrik olarak izomorfik
olacagindan H_cr—cof(a")?,} ve (kaf)leelr((Pkp(“X,(@@;fX)’),k )) ise, Gozlem
43 e gore bir (T'),,c Kp(®2'SSX,(®2fX)') dizisi vardir o6yle ki
(KT €1 (K, (@2 X, (®2° X)), k,) ve C, ={P":PeH, }=r—cof(T");} dir.

Simdi (@);‘:X)' yaklasim 6zelligine sahip oldugundan Teorem 4.1 geregince her £ >0

icin (@)Z’SSX)' uzayinin r—kompakt bir K/ alt kiimesi vardir dyle ki, her P* eC_ ve

her xe X igin

‘PL(®" X)(®" x)‘ < sup ‘k’(@” X)‘(e”@” X
K'eK!

k'(®" x)H]

‘+ sup
K'eK,

dir. Boylece P € H, ve her xe X igin

PO)(@"X)| =|P"(@")(®"x)|< sup k'(®" x)‘(g”@”x‘+ sup k'(@" x)\j
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olup ispat tamamlanir.

Yukarida Sonug 4.2’ de n =1 durumu tam olarak Teorem 4.1’ i verdiginden bu anlamda

bu sonug¢ Teorem 4.1’ in bir genellemesidir.

Gézlem 4.4 P(”X):(®,”:X)’ [36, sayfa 165] oldugundan Sonug¢ 4.2’ nin yaklasim
ozelligiyle ilgili hipotezinin X =1, ¢, ve T (Tsirelson) uzayli ve N<(g<o olmasi

durumunda |q uzaylari icin saglandigi gorulir [45], [46].
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BOLUM 5

SONUC VE ONERILER

X ve Y Banach uzaylari olmak lizere:

Lemma 3.4’ te r > 2 olmak lzere projektif tensor carpiminin relatif r —kompakt bir alt
kiimesinin temsili elde edilmistir.

Teorem 3.4’ te r>2, 1< p<r<owo olmak lzere (Kp(X,Y),kp) uzayinin relatif r—
kompakt H alt kiimesinin dizgun olarak carpanlara ayrilisi elde edilmistir.

Sonuc 4.1’ de, Sonug 3.1’ in bir uygulamasi olarak homojen polinomlar icin Toma’ nin

[42], [7, Corollary 6] da verilen sonucunun kismen p—kompakt versiyonu
ispatlanmigtir. Bu amagla, ayrica, 1< p <o olmak zere (K (X,Y),k,) uzayinin her

relatif p—kompakt alt kimesinin birlikte p—kompakt oldugu gosterilmistir.
Konu ile ilgilenen arastirmacilar asagidaki problemler izerinde calisabilirler.

e Lemma 3.4’ te "k" carpani kaldirildiginda lemmadaki K kiimesi relatif r*—

kompakt bir kiime olarak elde edilebilir mi?

(veya buna denk olarak, Sonug 3.1’ de {BT ‘Te H} kiimesi relatif r*—kompakt kiime

olarak elde edilebilir mi? Ornegin H kiimesi Uzerine hangi kosullar konursa bu

mumkin olur?)

e Lemma 3.4’ Un a) sikki p>1 durumuna genisletilebilir mi, ve bununla birlikte

Teorem 3.4’ te 1<r < p olmasi durumunda H kiimesi ¢arpanlara nasil ayrilabilir?
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e Teorem 3.4’ te H kimesine karsilik gelen {B;:T e H} kiimesinin elamanlari
kompakt operatdrlerden ziyade herhangi bir 1< p <o igin, p—kompakt operatorlerin

relatif r*—kompakt bir alt kiimesi olarak elde edebilir mi?

e Sonug¢ 3.1’ de genel olarak Y = £°(" X) alinirsa, Teorem 4.1’ in buna karsilik gelen bir

versiyonu elde edilebilir mi? Genel olarak Toma’ nin [42], [7, Corollary 6]’ da verilen

sonucunda kompakt kiimeler p—kompakt kiimeler ile degistirilebilir mi?

Yukarida ifade edilen sonuglar ve oneriler daha genel olarak, Banach uzaylari

Uzerindeki homojen polinomlar igin de géz 6niine alinabilir.

75



KAYNAKLAR

[1]

(2]

3]

[4]

5]

(6]

[7]

8]

[9]

[10]

[11]

[12]

Johnson, W.B., (1971). “Factoring Compact Operators”, Israel Journal of
Mathematics, 9: 337-345.

Figiel, T., (1973). “Factorization of Compact Operators and Applications to the
Approximation Problem”, Studia Mathematica, 45: 191-210.

Randtke, D.J., (1974). “A Compact Operator Characterizaiton of 1",
Mathematische Annalen, 208: 1-8.

Terzioglu, T., (1972). “Remarks on Compact and infinite-Nuclear Mappings”,
Mathematica Balkanica, 2: 251-255.

Dazord J., (1976). “Factoring Operators Through C,”, Mathematische Annalen,
220 (2): 105-122.

Graves, W.H. ve Ruess W.M., (1987). “Representing Compact Sets of Compact

Operators and of Compact Range Vector Measures”, Archiv der Mathematik
(Basel), 49 (4): 316-325.

Aron, R., Lindstrom M., Ruess W.M. ve Ryan R., (1999). “Uniform Factorization
for Compact Sets of Operators”, Proceedings of the American Mathematical
Society, 127 (4): 1119-1125.

Sinha, D.P. ve Karn, A.K., (2002). “Compact Operators Whose Adjoints Factor
Through Subspaces of | ”, Studia Mathematica, 150 (1): 17-33.
Grothendieck, A., (1955). “Produits Tensoriels Topologiques et Espaces

Nucléaires”, Memoirs of the American Mathematical Society, 16: 140.

Aron, R.M., Maestre, M. ve Rueda, P., (2010). “ p—Compact Holomorfic

Mappings”, Revista de la Real Academia de Ciencias Exactas, Fisicas y
Naturales. Serie A. Matematicas. RACSAM, 104 (2): 353-364.

Aron, R.M., ve Rueda, P., (2011). “ p—Compact Homogeneous Polynomials
from an ideal Point of View”, Contemporary Mathematics, 547: 61-71.

Choi, Y.S. ve Kim, J.M., (2010). “The Dual Space of (L(X,Y),rp) and the p—
Approximation Property”, Journal of Functional Analysis, 259: 2437-2454,

76


http://www.ams.org/mathscinet/search/author.html?mrauthid=27325
http://www.ams.org/mathscinet/search/author.html?mrauthid=636319
http://www.ams.org/mathscinet/search/series.html?cn=Contemp_Math
http://www.ams.org/mathscinet/search/series.html?cn=Contemp_Math
http://www.ams.org/mathscinet/search/author.html?mrauthid=27325
http://www.ams.org/mathscinet/search/author.html?mrauthid=636319
http://www.ams.org/mathscinet/search/series.html?cn=Contemp_Math

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]
[22]

(23]

[24]

[25]

[26]

[27]

(28]

[29]
(30]

Delgado, J.M., Oja, E., Pifieiro, C. ve Serrano, E., (2009). “The p-—
Approximation Property in Terms of Density of Finite Rank Operators”, Journal
of Mathematical Analysis and Applications, 354 (1): 159-164.

Delgado, J.M., Piieiro, C. ve Serrano, E., (2010). “Density of Finite Rank
Operators in the Banach Space of p-—Compact Operators”, Journal of
Mathematical Analysis and Applications, 370 (2): 498-505.

Delgado, J.M., Pifieiro, C. ve Serrano, E., (2010). “Operators Whose Adjoints
are Quasi p—Nuclear”, Studia Mathematica, 197 (3): 291-304.

Lassalle S. ve Turco, P., (2012). “On p—Compact Mappings and the p-—

Approximation Property”, Journal of Mathematical Analysis and Application,
389 (2): 1204-1221.

Sinha, D.P. ve A.K. Karn, (2008). “Compact Operators which Factor Through
Subspaces of Ip", Mathematische Nachrichten, 281 (3): 412-423.

Pietsch, A., (2014). “The ideal of p—Compact Operators and its Maximal
Hull”, Proceedings of the American Mathematical Society, 142 (2): 519-530.

Galicer, D., lassalle, S. ve Turco, P., (2012). “The ideal of p-Compact

Operators: A Tensor Product Approach”, Studia Mathematica, 211 (3): 269-
286.

Robertson, A.P. ve Robertson, W., (1964). Topological Vector Spaces,
Cambridge University Press.

Kothe, G., (1969). Topological Vector Spaces |, Springer-Verlag, New York.

Megginson, R.E., (1998). An Introduction to Banach Space Theory, Springer-
Verlag, New York.

Lindenstrauss J. ve Tzafriri L., (1977). Classical Banach Spaces I. Sequence
Spaces, Springer-Verlag, Berlin.

Lindenstrauss, J. ve Pelczynski, A., (1968). “Absolutely Summing Operators in
Lp— Spaces and Their Applications”, Studia Mathematica, 29: 275-326.

Benyamini, Y. ve Lindenstrauss, J., (1999). Geometric Nonlinear Functional
Analysis, Cilt 1, American Mathemtical Society Providence, Rhode Island.

Day, M.M., (1973). Normed Linear Spaces, Springer-Verlag, Berlin-Heidelberg-
New York.

Wojtaszczyk, P., (1991). Banach Spaces for Analysts, Cambridge Studies in
Advanced Mathematics 25, Cambridge University Press, Cambridge.

Defant, A. ve Floret, K., (1993). Tensor Norms and Operator ideals, North-
Holland.

Pietsch, A., (1980). Operator Ideals, Mathematical Library 20, North-Holland.

Diestel, J., Jarchow, H. ve Tonge, A., (1995). Absolutely Summing Operators,
Cambridge University Press.

77


http://www.ams.org/mathscinet/search/author.html?mrauthid=254067
http://www.ams.org/mathscinet/search/author.html?mrauthid=254067
http://www.ams.org/mathscinet/search/author.html?mrauthid=254067
http://www.ams.org/mathscinet/search/author.html?mrauthid=915441
http://www.ams.org/mathscinet/search/author.html?mrauthid=663231
http://www.ams.org/mathscinet/search/author.html?mrauthid=967026
http://www.ams.org/mathscinet/search/publications.html?pg1=ISSI&s1=308192
http://www.ams.org/mathscinet/search/publications.html?pg1=ISSI&s1=308192

[31]

(32]

[33]

[34]

[35]

[36]

[37]

[38]

[39]

[40]

[41]

[42]

[43]
[44]

[45]

[46]

Ryan, R.A., (2002). Introduction to Tensor Products of Banach spaces,
Springer-Verlag, London.

Pineiro, C. ve Delgado, J. M., (2011). “ p—Convergent Sequences and
Banach Spaces in which p—Compact Sets are q—Compact”, Proceedings of
the American Mathematical Society, 139 (3): 957-967.

Dowling, P.N., Freeman, D., Lennard, C.J., Odell, E., Randrianantoanina B.
ve Turett, B., (2012). “A Weak Grothendieck Compactness Principle”, Journal
of Functional Analysis, 263 (5): 1378—-1381.

Aron, R.M., Caliskan, E., Garcia, D. ve Maestre, M., (2016). “Behavior of
Holomorphic Mappings on p—Compact Sets in a Banach Space”, Transactions

of the American Mathematical Society, 368 (7) 4855—4871.
Kothe, G., (1979). Topological Vector Spaces Il, Springer-Verlag, New York.

Floret, K., (1997). “Natural Norms on Symmetric Tensor Products of Normed
Spaces”, Proceedings of the Second International Workshop on Functional
Analysis (Trier, 1997), Note di Matematica, 17: 153—-188.

Banach, S. ve Mazur, S., (1933). “Zur Theorie Der Linearen Dimension”, Studia
Mathematica, 4 (1): 100-112.

Anselone, P.M. ve Palmer, T. W. (1968). “Collectively Compact Sets of Linear
Operators”, Pacific Journal of Mathematics, 25: 417-422.

Enflo, P., (1973). “A Counterexample to the Approximation Problem in Banach
Spaces”, Acta Mathematica, 130: 309-317.

Szankowski, A., (2009). “Three-Space Problems for the Approximation
Property”, Journal of the European Mathematical Society, 11 (2): 273-282.

Oja, E., (2012). “A Remark on the Approximation of p—Compact Operators by

Finite-Rank Operators”, Journal of Mathematical Analysis and Applications,
387 (2): 949-952.

Toma, E., (1993). “Aplicacoes Holomorfas e Polinomios 7 — Continuous”,
Thesis, Univ. Federal do Rio de Janeiro.

Muijica, J., (1986). Complex Analysis in Banach Spaces, North-Holland.

Aron, R.M. ve Prolla, J.B., (1980). “Polynomial Approximation of Differentable
Functions on Banach Spaces”, Journal fiir die Reine und Angewandte
Mathematik, 313: 195-216.

Dineen, S. ve Mujica J., ( 2012). “The Approximation Property for Spaces of
Holomorphic Functions on infinite Dimensional Spaces Ill”, Revista de la Real
Academia de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales. Serie A. Matematicas.
RACSAM, 106 (2): 457-469.

Muijica, J., (2009). “Spaces of Holomorphic Functions and the Approximation
Property”, IMI Graduate Lecture Notes 1, Universidad Estadual de Campinas,
Brazil.

78


http://www.ams.org/mathscinet/search/author.html?mrauthid=67715
http://www.ams.org/mathscinet/search/author.html?mrauthid=27325
http://www.ams.org/mathscinet/search/author.html?mrauthid=27325
http://www.ams.org/mathscinet/search/author.html?mrauthid=636319

OZGECMIS

KiSISEL BILGILER

Adi Soyadi

Dogum Tarihi ve Yeri

Yabanci Dili

E-posta

: Aysegl KETEN

: 18.06.1988/ Fatih

: ingilizce

: aketen88@gmail.com

OGRENiM DURUMU

Derece

Doktora
Y. Lisans
Lisans

Lise

IS TECRUBESI
yil

2010
2011

2012

Alan Okul/Universite
Matematik Yildiz Teknik Universitesi
Matematik Erciyes Universitesi
Matematik Erciyes Universitesi
Fen-Matematik Fatih Kiz Lisesi
Firma/Kurum Gorevi

Necmettin Erbakan Universitesi
Erciyes Universitesi

Yildiz Teknik Universitesi

79

Mezuniyet Yili

2016
2012
2010

2005

Arastirma Gorevlisi

Arastirma Gorevlisi

Arastirma Gorevlisi



YAYINLARI

Makale
1.

Ozarslan H.S. ve Keten A., (2013). “On a new application of almost increasing
sequences”, Journal of Inequalities and Applications, 13.

2. Ozarslan H.S. ve Keten A., (2015). “A new application of almost increasing
sequences”, Analele Stiintifice ale Universitatii Al. I. Cuza din lasi. (Serie
Nous.), 61 (1): 153-160.

3. Caliskan E. ve Keten A., (2016). “Uniform factorization for p —compact sets of
p —compact linear operators”, Journal of Mathematical Analysis and
Applications, 437: 1058-1069.

Bildiri

1. Keten A., Ozarslan H.S., (2012). “On new application of almost increasing
sequences”, International Conference on Applied Analysis and Algebra,
istanbul.

BURSLAR

1. Yurtici Yiksek Lisans Bursu, Tubitak, 2011.

2. Yurtici Doktora Bursu, Tubitak, 2012.

80



