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OzET

AFiN CAYLEY-KLEIN DUZLEMINDE 1-PARAMETRELI HAREKETLER

Nurten (BAYRAK) GURSES

Matematik Anabilim Dali

Doktora Tezi

Tez Danismani: Prof. Dr. Salim YUCE

Bu tez on temel bélim ve iki ek bolimden olugsmaktadir.

Birinci bolim, giris kismina ayrilmis olup bu bélimde literatlr 6zeti, tezin amaci ve
orijinal katki verilmistir. ikinci béliimde, tezin biitiinii icin gerekli olan temel kavramlar
verilmistir.  Uglincli, dérdiincii ve besinci béliimlerde, sirasiyla, bir ¢ zaman
parametresine bagl olarak Oklid, Lorentz ve Galile diizlemlerde 1-parametreli
dizlemsel hareketler ifade edilmistir. Ayrica, bu hareketlere ait tlrev denklemleri,
hizlar, pol noktalari, ivmeler ve ivme poll kavramlari ele alinmistir.

Altinci bélimde, “bir dogru Uzerindeki iki nokta arasindaki uzakhk 6lcimid” ve “bir
noktadan gecen dogrular arasindaki agi 6l¢imi” kavramlariyla tanimlanan Cayley-Klein
dokuz dizlem geometrisi ayrintih bir bicimde tanitilmistir. Bu kavramlar eliptik,
parabolik, hiperbolik a¢i ve uzunluk 6él¢iimleri olup diizlemde Cayley-Klein anlamda 9
geometrinin siniflandirilmasi I. M. Yaglom un “A simple non-Euclidean Geometry and
its Physical Basis” kitabi esas alinarak verilmistir [16] . Daha sonra Afin Cayley-Klein
diizlem kavrami verilmis ve bu dizlemlerde bazi lineer cebir ve diferansiyel geometri
kavramlari acikliga kavusturulmustur. Bu dizlemler genel olarak P olarak
isimlendirilmistir.

Yedinci ve daha sonraki temel bélumler tezin orijinal kismini olusturmaktadir.

Yedinci bélimde, Afin Cayley-Klein dizleminde 1-parametreli hareketler incelenmis,
bu hareketlere ait tirev denklemleri, hizlar-hizlarin terkibi, pol noktalari, ivmeler-
ivmelerin terkibi ve ivme poli elde edilmistir.
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Sekizinci bolimde, Afin Cayley-Klein dizleminde 1-parametreli hareketler altinda
hareketli koordinat sistemi ele alinmistir.

Dokuzuncu bolimde, yedinci ve sekizinci bélimde verilen 1-parametreli hareketler ve
hareketli koordinat sistemi kavramlarindan faydalanilarak kanonik izafe sistemi elde
edilmistir. Bu izafe sistem yardimiyla hareket altinda yoringe egrilerinin egrilikleri
arasindaki iliskiyi veren Euler-Savary formuli hesaplanmistir.

Onuncu boélim olan son bdélimde orijinal bélimlerde elde edilen sonuglardan
bahsedilmis ve gelecek calismalar icin dnerilerde bulunulmustur.

Tezin ek kisimlarinda ise, tez bitinlinde ihtiyac duyulan Lorentz ve Galile diizlemlerine
ait temel kavramlara yer verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Kinematik, 1-parametreli diizlemsel hareket, Cayley-Klein
dizlemleri, Hareketli koordinat sistemi, Euler-Savary formli

YILDIZ TEKNiK UNIVERSITESI FEN BiLIMLERI ENSTITUSU
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ABSTRACT

1-PARAMETER PLANAR MOTIONS IN AFFINE CAYLEY-KLEIN PLANE

Nurten (BAYRAK) GURSES

Department of Mathematics

PhD. Thesis

Adviser: Prof. Dr. Salim YUCE

This thesis consists of ten fundamental chapters and two appendix chapters.

First chapter is the introduction chapter includes literature review, objective of the
thesis and the original contribution. In the second chapter, the basic concepts required
for the whole thesis are given. In the third, fourth and fifth chapters, 1-parameter
planar motions in Euclidean, Lorentzian and Galilean planes are expressed with respect
to the time parameter ¢, respectively. Furthermore, the derivative formulae,
velocities, pole points and accelerations of these motions are discussed.

In the sixth chapter, the nine Cayley-Klein plane geometry defined by the concepts
"measure of length between two points on a straight line" and "measure of angle
between between two lines" is presented in a detailed manner. These concepts are
elliptic, parabolic, hyperbolic angle and distance measurements and the classification
of these nine plane geometries as Cayley-Klein sense based on I. M. Yagloms’ book: "A
simple non-Euclidean Geometry and Its Physical Basis” [16] is given. Then, the concept
of affine Cayley-Klein planes and some linear algebra and differential geometry
concepts of these planes are clarified. These planes are called P. in general.

The original parts of this thesis are composed of the seventh chapter and the following
fundamental chapters.
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In the seventh chapter, 1-parameter planar motion in Affine Cayley-Klein plane are
examined and the derivative formulae, velocities-the composition of velocities, pole
points, accelerations-the composition of accelerations and acceleration poles are
obtained with respect to this movement.

In the eighth chapter, the moving coordinate system under the 1-parameter planar
motions in Affine Cayley-Klein planes is discussed.

In the nineth section, the canonical relative system is given with the aim of the notions
of 1-parameter planar motions and moving coordinate system given in seventh and
eighth chapters. By the help of this canonical relative system, the Euler-Savary
formula, which gives the relationship between the curvatures of trajectory curves, is
calculated.

In the tenth chapter, which is the last chapter of thesis, the original obtained results
are mentioned and some suggestions are made for future studies.

In the appendix parts of thesis, the basic concepts of Lorentzian and Galilean planes
needed to whole thesis are given.

Keywords: Kinematics, 1l-parameter planar motion, Cayley-Klein planes, Moving
coordinate system, Euler-Savary formula.

YILDIZ TECHNICAL UNIVERSITY
GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES
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BOLUM 1

GIRIS
Mekanik cisimlerin hareketini, harekete neden olan etkileri ve cisimlerin denge
durumlarini inceleyen fizigin bir alt bolimudir. Mekanik; statik, kinematik ve dinamik
olmak Uzere (¢ kisma ayrilir. Statik, cisimlerin denge durumlarini; kinematik, kitle ve

kuvvet kavramlari rol oynamaksizin cisimlerin hareketini; dinamikise hareketi

degistiren etkenleri inceler.

Kinematik; hareketi doguran nedenleri gbéz Onine almadan sadece hareketin
geometrisini gbz onltne alan bilim dalidir. Kinematikte belirlenmesi gerekenler her an
noktanin veya kati cismin yeri (yoriingesi), hizi ve ivmesidir. Kinematik; yol, hiz, ivme ve

zaman arasinda bagintilar kurar [1-3].

Bu tezde dizlemsel kinematik ele alinmis, I-parametreli diizlemsel hareket temel

referans noktasi olmustur.

1.1 Literatiir Ozeti

Oklid (M.0O. 330-275) matematikgilerin igcinde adi geometri ile en ¢cok dzdeslestirilen
Yunan bilim adamidir [4-5]. Geometriyi ispat ve aksiyomlara dayali olarak isleyen 13
ciltlik eseri The Elements (Elementler) bu alandaki ilk kapsamli calismadir [6-11]. Oklid

geometrisinin aksiyomlari sunlardir:
1. iki noktadan bir dogru gecer.
2. Bir dogru her iki ucundan sonsuza kadar uzatilabilir.

3. Merkezi ve yaricapi verilen bir cember cizilebilir. (Bir noktaya esit uzaklikta

bulunan noktalarin geometrik yeri cemberdir).

1



4. Butun dik agilar birbirine esittir.

5. Paralellik aksiyomu (Playfair’s Axiom): Bir dogruya disinda alinan bir noktadan
bir ve vyalniz bir paralel gizilebilir (iki dogru bir Uclinci dogru tarafindan
kesilirse, icte meydana gelen agilarin toplaminin 180 dereceden kiiglk oldugu

tarafta bu iki dogru kesisir. Bir Giggenin i¢ agilari toplami 180 derecedir).

“Paralellik” kavramindan kasit dogrunun disinda alinan bir noktadan gecen dogrunun
esas dogruyu kesmemesidir. Hatta kesismeyen iki dogruya “paralel dogru”

denmektedir (Sekil 1.1).

Oklid geometrisinin kurulmasindan yaklasik iki bin yil sonra paralellik aksiyomu olarak
da bilinen 5. aksiyom matematikgiler arasinda buyuk tartismalarin kaynagi olmustur.
Bu tartismalar 19. yizyilin baslarinda yeni geometrilerin kurulmasina ilham vermistir.
Bdylelikle 5. aksiyom bagka aksiyom(lar) ile degistirilerek yeni Oklid-disi geometriler
kurulmaya baslanmistir [12-15].

Rus matematik¢i Nikolai Lobachevsky (1793-1856), Macar matematik¢i Janos Bolyai
(1802-1860) ve Alman matematikci Carl Friedrich Gauss (1777-1855), Oklid’in 5.
aksiyomunu kanitlamak yerine bir bagkasi ile degistirmeyi se¢mekle yeni geometriler
kurulabilecegini gostermisler, N.Lobachevsky ve J.Bolyai birbirinden bagimsiz olarak

Hiperbolik Geometri'yi bulmuslardir. Hiperbolik geometride 5. aksiyomun yerini

oBir dogruya, disindaki bir noktadan pek cok paralel cizilebilir (bir Gggenin ig

acilari toplami 180 dereceden kiigiiktur')
aksiyomu almaktadir [12-15].

1854’te ise Alman matematik¢i Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866) 5.

aksiyomun tersini kabul ederek

*Bir noktadan disindaki bir dogruya hicbir paralel dogru gizilemez (bir Gggenin ig

acilari toplami 180 dereceden biiyuktir)

seklinde ve 2. aksiyomu da

! Paralel dogrular kesismemelerine ragmen asimptot olduklari igin birbirlerinden esit uzaklikta kalmaz

2



oBir dogru sinirsizdir ama sonsuz degildir (yani dogrunun baslangic ve bitis

noktalari yoktur ama uzunlugu sonludur)

seklinde degistirerek Eliptik (kiiresel) Geometri’yi kurmustur. Riemann’in aksiyomlari
tim dogrularin  blyiuk cemberler' oldugu kirenin yizeyindeki geometride

gerceklesmektedir [12-15].

Oklid, Galile ve Minkowski geometrilere bakildiginda; paralellik aksiyomu, sirasiyla,

Sekil 1.1 de gorildugi gibi 6zetlenebilir.

B . ey G
~

AN 10) X 0

Oklid geometrisi Galile Geometrisi Minkowski Geometrisi

Sekil 1. 1 Paralellik aksiyomlari

Sekil 1.1 de bir / dogrusu ve bu dogru lzerinde bulunmayan bir 4 noktasi verilmistir.
A noktasindan gecen ve [ yi kesen dogru “temel dogru” olarak isimlendirilmektedir.
Oklid geometrisine gére 4 noktasindan / dogrusunu kesmeyen bir tek dogru (paralel
dogru) gecer. Galile geometrisine gore [ dogrusu lzerinde A4 noktasina paralel olacak
bicimde bir tek nokta mevcuttur ve [ dogrusunu kesmeyen birden fazla dogru
bulunabilir. Minkowski geometrisine gore ise, 4 noktasindan / dogrusunu kesmeyen

birden fazla paralel gizilebilir.

20. ylizyihn basinda Albert Einstein’in (1879-1955) gelistirdigi genel gorelilik kurami ile

Riemann geometrisi arasindaki uyum, baslangicta yararsiz bulunan Oklid disi

! Blyuk cember; merkezi kiirenin merkezi olan kirenin ylzeyindeki bir gemberdir. Eliptik geometrideki
dogrular iki noktada kesisen buyik cemberlerdir. Bu yilzden higbir dogru paralel degildir. Eliptik
geometride Uggenin i¢ agilarinin toplami 180° den blylktlir ve lggenin alani biliyidikege agilarinin
toplami da artar.



geometrilerin UstUnlGginin ilk adimini olusturmustur. Ardindan David Hilbert’in
(1862-1943) sonsuz boyutlu metrik geometrisinin atom kuraminin matematiksel
yapisini aciklayabileceginin ortaya ¢ikmasiyla Oklid disi geometrilerin énemi daha iyi

anlasilmaya baslanmistir.

Literatiirde dizlem lizerindeki geometrilere bakildiginda, yukarida sayilan Oklid ve
Oklid disi geometrilere ek olarak bircok diizlemsel geometriye rastlamak miimkiindr.
I. M. Yaglom tarafindan [16] ve [17] de verilen tanimlamalara ve vyapilan
siniflandirmalara goére bu geometriler 9 adettir. 1871 yilinda Felix Klein (1847-1925)
tarafindan bu geometrilerin birbirleriyle olan iliskileri gosterilmis ve Arthur Cayley
(1821-1895) in daha onceki ¢alismalarina dayandirilarak Cayley-Klein geometrileri
olarak isimlendirilmistir [18-20]. Bu geometriler “bir dogru lizerindeki iki nokta
arasindaki uzaklik 6l¢ciimi” ve “bir noktadan gegen dogrular arasindaki ag¢i 6l¢ciimii”
kavramlari ile siniflandiriimis ve genel olarak Cayley-Klein diizlem geometrileri olarak
adlandirilmistir. Bu geometrilerden parabolik uzaklk élciimii ile verilen Oklid, Galile ve
Minkowski  (Lorentz) geometrileri “Afin  Cayley-Klein  Geometrileri”  olarak

adlandiriimistir.

W. Blaschke ve H. R. Miiller 1956 yilinda E* Oklid diizleminde 1-parametreli diizlemsel
hareketi ve bu harekete ait tiirev denklemleri, hizlar-hizlarin terkibi, pol noktalari,
ivmeler-ivmelerin terkibi, ivme poli, hareketli koordinat sistemi, kanonik izafe sistemi
ve hareket altinda yoriinge egrilerinin egrilikleri arasindaki iliskiyi veren Euler Savary
formiiliini elde etmistir [21-22]. 1991 ve 1992 yillarinda A. A. Ergin E* Oklid diizlemi
yerine [’ Lorentz dizlemini alarak 1-parametreli diizlemsel Lorentz hareketi
tanimlamis ve bu hareket esnasindaki hareketli koordinat sistemini incelemistir [23-
24]. I’ Lorentz diizleminde hareketli koordinat sistemi ve pol noktalarinin homotetik
hareketlerde karsiligi ise 2001 yilinda [25] nolu kaynakta verilmistir. Lorentz
dizleminde kanonik izafe sistemi ve Euler Savary formiill [26-28] nolu kaynaklarda yer
alan bilim insanlar tarafindan literatiire kazandirilmistir. Euler-Savary formuli birgok

arastirmaci tarafindan incelenmistir [29-33].

2013 yilinda M. Akar, S. Yice ve N. Kuruoglu, 1-parametreli dizlemsel Galile hareketi

ve bu hareket ile ilgili temel kavramlari olusturmustur [34]. 1-parametreli dizlemsel



Galile hareketi altinda hareketli koordinat sistemi ve Euler Savary formilia M. Akbiyik

tarafindan calisiimistir [35].

1992 ve 1993 yillarinda ise O. Roschel tarafindan [36] ve [37] de Afin Cayley-Klein
diizleminin projektif yapisi ele alinarak z = x+Jy; J* = {~1,0,1} icin

5

z" = ze"V +u(t)

equiform donlsimi altinda oskilatér ¢emberlerin  yoriingeleri, bu yoriingeler
arasindaki iliski ve Euler-Savary yapisi ele alinmistir. Ayrica H. Urban tarafindan [38] de
Cayley-Klein dizlemlerinde bitlinlesik kinematik iliskileri incelenmis Euler-Savary ve

Bobillier yapisindan bahsedilmistir.

1.2 Tezin Amaci

Bu tez calismasinin amaci; I. M. Yaglom tarafindan [16] de bahsedilen Afin Cayley-Klein
diizleminde (Oklid, Galile, Lorentz) 1-parametreli hareketi arastirmak ve bu harekete
ait tlrev denklemleri, hizlar-hizlarin terkibi, pol noktalari, ivmeler-ivmelerin terkibi,
ivme poli, hareketli koordinat sistemi, kanonik izafe sistemi ve Euler-Savary formulini

elde etmektir.

Bu amactan hareketle oncelikle “bir dogru iizerindeki iki nokta arasindaki uzaklik
Olciimi” ve “bir noktadan gegen dogrular arasindaki ag¢i élgiimi” kavramlariyla
tanimlanan Cayley-Klein dokuz dizlem geometrisi ayrintili bir bicimde ele alinacaktir.
Bu kavramlar eliptik, parabolik, hiperbolik a¢i ve uzunluk ol¢iimleri olup dizlemde
Cayley-Klein anlamda 9 adet geometrinin siniflandirilmasi yapilacaktir. Daha sonra 1-
parametreli diizlemsel hareket tanimlayacagimiz Afin Cayley-Klein diizlem kavrami
verilecek ve bu diizlemde bazi lineer cebir ve diferansiyel geometri kavramlari agikliga

kavusturulacaktir. Afin Cayley-Klein diizlemi genel olarak P. olarak isimlendirilmistir

[39].

Afin Cayley-Klein diizleminde 1-parametreli diizlemsel hareketlerin elde edilmesiyle;
e=1 icin W. Blaschke ve H. R. Miiller tarafindan verilen Oklid diizlemindeki 1-
parametreli hareket, e=0 i¢in M. Akar, S. Ylice ve N. Kuruoglu tarafindan verilen Galile

diizlemindeki 1-parametreli hareket ve e=—1 igin A.A.Ergin tarafindan verilen Lorentz



dizlemindeki 1-parametreli hareket elde edilmis olacaktir. Ayrica Afin Cayley-Klein
diizleminde 1-parametreli diizlemsel hareketlerin elde edilmesi; Oklid, Galile ve
Lorentz dizlemlerindeki hareketlere ait tlirev denklemleri, hizlar-hizlarin terkibi, pol
noktalari, ivmeler-ivmelerin terkibi, ivme polli, hareketli koordinat sistemi, kanonik
izafe sistemi ve Euler-Savary formili kavramlarina bir genelleme yapilmasi anlami
tasimaktadir. Her U¢ dizlem igin ayri ayri arastirilan tanim, teorem, esitlikler ve Euler

Savary formli tek bir adimda literatiire kazandirilacaktir.

1.3 Orijinal Katki

Afin Cayley-Klein dizleminde 1-parametreli dizlemsel hareketlerinin elde edilmesiyle;
bu hareketlere ait tirev denklemleri, hizlar-hizlarin terkibi, pol noktalari, ivmeler-
ivmelerin terkibi, ivme poli, hareketli koordinat sistemi, kanonik izafe sistemi ve Euler-
Savary formili kavramlarina bir genelleme yapilmasi tezin literatire kazandirdig
orijinal katkidir. Bu sayede, tek bir adimda 1-parametreli diizlemsel hareket ve bu

harekete bagh kavramlar elde edilmistir.



BOLUM 2

TEMEL KAVRAMLAR

Bu bélimde, tezin orijinal kisminda kullanacagimiz bazi temel bilgiler verilecektir.

Tanim 2.1 (Afin uzay)

A+ bir cimle ve V' ; K (R veya C) cismi tizerinde bir vektdr uzayi olsun.
i)VP,0,Re A i¢in f(P,Q)+f(Q.R)=f(P.R)

ii)VPe 4 ve VaeV igin f(P,Q)=a olacak sekilde bir tek O € 4 noktasi vardir.

ozelliklerini saglayan bir

fi AxA—V
(P.Q)—> f(P.Q)

fonksiyonu varsa A4 ya V ile birlesen bir Afin uzay denir.
Tanim 2.2 (Oklid uzayi)

V' n-boyutlu reel vektor uzayive 4 da V' ile birlesen bir Afin uzay olsun. Eger V' bir i¢

carpim uzayi ise A ya Oklid uzayi denir ve E" ile gosterilir.

Tanim 2.3 (Afin Doniigiim)

K cismi uzerinde iki vektor uzayr ¥, ve V, olsun. V; ve V, ile birlegen Afin uzaylar,
sirastyla, 4, ve A4, olmak Gzere f:4 — A, dénisimi P,Q € 4, i¢in

v, V>V,
PQ -y, (PQ)=f(P)f(Q)



seklinde tanimlansin. Burada y, dontsiimine f ile birlesen doniisiim adi verilir. Eger
y, dontstimd lineer ise f* ye bir Afin dénisim denir.
Tanim 2.4 (izometri)

E! ve E},sirasiyla, V, ve ¥, n-boyutlu i¢ garpim uzaylari ile birlesen birer Oklid uzay

olsun. Bir
fiE > E}

Afin dénlisimi Ve, B €V, igin

(v (@).v(8))=(a.5)

olacak sekilde bir

yir =V,

lineer donusimi ile birlesiyorsa f ye bir izometri denir. Her izometri bir Afin
donisimddr.

Tanim 2.5 (Hareket)

f,n-boyutlu E" Oklid uzay! tzerinde bir izometri olsun. E" deki bir dik koordinat

sistemine gére f nin matrisel ifadesi; A€ O(n)(yani 44" = A"A=1, detd=+1),

ve C e R’ olmak tizere

Ml

formundadir. f ye E" de bir hareket adi verilir. Eger, det A=1 ise f hareketine

direkt hareket, det A = —1 ise karsit hareket denir [40].
Tanim 2.6 (Oteleme)
E", n-boyutlu Oklid uzayinin bir f izometrisi ve VX € E” igin f(X)=X+t olacak

sekilde bir tek 7=(,1,,....t,)€ E" noktasi varsa f ye E" in ¢ ile belirtilen bir

otelemesi denir.



E" de baslangic noktasi O olan bir dik koordinat sistemi {xl,xz,...,xn} olsun.

fiE"—>E" izometrisi t=(1,t,,..,t,) noktasi ile belli olan bir &teleme olmak

uzere, f* nin dik koordinat sistemine gore ifadesi

X ||| X
1 | o 1|1
veya

X' =X+t

dir. O halde E? de X =(x,x,) noktasi ve bu noktanin resim noktasi olarak da

X' =(x],x;) noktasi alinirsa ételeme denklemleri ¢ =(a,b) igin

X =x +a
{x; =x,+b
biciminde verilebilir [40].
Tanim 2.7 (D6nme)
E", n-boyutlu Oklid uzayinin bir f izometrisi igin f(O) = O olacak sekilde bir O € E"
noktasi varsa f ye O noktasi etrafinda E” nin bir dénmesi adi verilir. Eger hareket

direkt hareket ise f ye direkt dénme, karsit hareket ise karsit dénme denir.

E" de baslangic noktasi O olan bir dik koordinat sistemi {x,,x,,..,x,} olsun.

f:E" — E" izometrisi O noktasi etrafindaki bir donme ise f nin bu dik koordinat

sistemine gore ifadesi

He

veya,
X'=4X

seklindedir. Burada A€ O(n) ve X,X'eR/ dir.



Bu bilgilere ek olarak dénme agisi @ olan orijin etrafindaki donme hareketinin kutupsal
koordinatlardaki denklemleri X =(x,,x,) ve bu noktanin resim noktasi X' =(x],x})

olmak Uzere

;L :
{xl =X, COSQ—X, Sing

X, =X, sin@+x, cos @
seklindedir [40].
Tanim 2.8 (Kati Hareket)

Otelemeler ve dénmelere kati hareketler denir. Bu cins donisiimler altinda her sekil bir
konumundan diger bir konumuna yer degistirirken seklin boyutlari degismez. Diger bir

ifadeyle, seklin herhangi iki noktasi arasindaki uzaklik degismez. Kati hareketler E* de

p,a,b e R igin

. .

{xl =X, COSQ—X,singp+a
.

X, =X, sing+x,cosp+b

formunda bir denkleme sahiptirler. Karsit olarak bu cins denklemlere sahip dontisimler

birer kati harekettir. Eger ¢ =0 alinip a ve b uygun sekilde segilirse bir 6teleme elde
edilir. Benzer sekilde a=b=0 alinip uygun bir ¢ acisi segilirse dénme denklemleri

elde edilir.

A=cosp, B=singp, C=a, D=>b alinirsa A>+B*=1 olur ve asagidaki denklemler

elde edilir:

x = Ax,+ Bx, +C
x, =—Bx,+ Ax, + D.

Boylece her kati hareket yukarida verilen denklemle ifade edilebilir. Karsit olarak
A* + B* =1 olan bitiin doniisiimler birer kati harekettir [40].
Tanim 2.9 (Simetrik Bilineer Form)

V' bir reel vektor uzayi olmak lizere

g: ’xV—->R
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donlsimi, Va,beR ve Vx,y,zeV igin

i gxy)=g(y,x)
ii. glax+by,z)=ag(x,z)+bg(y,z)
g(x,ay +bz)=ag(x,y)+bg(x,z)

ozelliklerine sahip ise g dontsimine V' reel vektdr uzayi GUzerinde bir simetrik bilineer

form denir.
Tanim 2.10
V' reel vektdr uzayi lizerinde tanimli bir simetrik bilineer form g olmak Gzere,

i)VxeV ve x#0 igin g(x,x) >0 ise g pozitif tanimli,
ii)vVxel ve x#0 icin g(x,x) <0 ise g negatif tanimli,
iii)vVx eV icin g(x,x) >0 ise g pozitif yari-tanimli,

iv)Vx eV igin g(x,x)<0 ise g negatif yari-tanimh
denir [41].
Tanim 2.11
V' reel vektor uzayi Gzerinde bir simetrik bilineer form g ve 0=y €V olmak lzere
Vx eVigin g(x,y)=0 ise g ye V' lzerinde dejeneredir denir.

Aksi durumda g ye V' Uzerinde non-dejeneredir denir. Yani g -nin non-dejenere

olmasi igin gerek ve yeter kosul Vx € Vigin g(x,y) =0 iken y =0 olmasidir [41].
Tanim 2.12 (Simetrik bilineer formun indeksi)
V' reel vektdr uzayi tizerinde tanimli bir simetrik bilineer form g olmak lzere,

gly: WxW >R

negatif tanimli olacak sekilde en biiylk boyutlu W alt uzayinin boyutuna g simetrik
bilineer formunun indeksi denir ve v ile gosterilir [41].

Tanim 2.13

V' reel vektor uzayi Gzerinde non-dejenere simetrik bilineer forma, V' reel vektor uzayi

tzerinde bir skaler carpim (yari-Oklid metrigi) denir. V' (zerindeki bir skaler carpma g

11



ise (V,g) ikilisine de skaler carpim uzayi (yari-Oklid uzay:) denir. Eger g pozitif tanimli
ise g i¢ carpim fonksiyonu olup Oklid metrigi olarak adlandirilir. Bu durumda (V,g)
ikilisine de Oklid uzayr denir. Eger g nin indeksi v=1 ise g ye Lorentz (Minkowski)
uzayi denir. Eger g dejenere ise V' vektor uzayina g ye gore lightlike(dejenere) vektér

uzayi denir [41].

12



BOLUM 3

OKLID DUZLEMINDE 1-PARAMETRELI HAREKETLER

Bu bélimde, Oklid diizleminde 1-parametreli diizlemsel hareket tanimlanacaktir. 1-
parametreli dizlemsel hareketin tanimlanmasiyla, bu harekete ait hizlar-hizlarin
terkibi, pol noktalari, ivmeler-ivmelerin terkibi ve ivme polii kavramlari verilecektir [21-
22].

E ve E' (E=E2 =E’) Oklid duzlemlerinde, sirasiyla, {O;e .e,} ve {O'e],e,}
koordinat sistemlerini tespit edelim. Eger relcR igin, e, =¢,(¢), e, =e,(¢) ise bu
takdirde {O;e,,ez} koordinat sisteminin, {O’;e;,e’z} koordinat sistemine gore, yani E
diizleminin, E' dizlemi Uzerinde hareket ettigi kabul edilir (Sekil 3.1). {O;e,.e,}
koordinat sistemine hareketli koordinat sistemi, {O';e},e,} koordinat sistemine ise
sabit koordinat sistemi denir. e, ile e; arasindaki agl ¢ olmak lizere ¢ ye dénme agisi

denir. OO’ =u hareketin 6teleme vektérii olmak tzere:
00 ' =u=ue, +u,e, (3.1)

yazilabilir. Eger,

u, =u, (t)
U, =u, (t)
v=9(1)

13



fonksiyonlari bir ¢ reel parametresinin diferansiyellenebilir fonksiyonlari ise, £ nin E’
ne gore hareketine 1-parametreli diizlemsel hareket denir ve B=E/E' ile gosterilir.

Buradaki “¢” parametresi genel olarak zaman parametresi olarak alinir [21-22].

Sekil 3. 1 1-parametreli diizlemsel hareket

v

Sekil 3. 2 Koordinat sistemlerinin ¢akismasi durumu

O =0 oldugu zaman (koordinat sistemlerinin baslangi¢c noktalari cakistiginda), e, ve

e, vektorleri, ] ve e, dogrultularinda bilesenlerine ayrilabilir ve buradan

e, = cosge,+singe,
3.2
{ez (3.2)

=—singe; +cos e,
esitlikleri elde edilir (Sekil 3. 2). Bundan sonra sirf 6teleme hareketinden kacinmak icin

Q= ? # 0 kabul edilecektir.o
t
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Dizlemin bir X noktasi hem hareketli sistemdeki (xl,xz) koordinatlari ve hem de

sabit sistemdeki (x,x}) koordinatlari yardimiyla géz 6niine alinabilir. Buna gére her iki
sistemde, X noktasina ait konum vektorleriicin

x=0X=uxe, +x,e,

ve

x' =0'X =xje| +xje)

yazilabilir. Boylece

0X=00+0X=-00 +0X

veya

X =x—u=(x—u)e +(x,—u,)e, (3.3)

vektorel denklemi elde edilir. Bu denkleme 1-parametreli diizlemsel hareketin vektérel

denklemi denir. Buradan,
[ o
xiey +x,e; =(x, —u, )e, +(x, —u,)e,

esitliginin e; ve e, ile i¢ carpimi sonucunda,

{x; =(x,—u,)cosp—(x, —u, )sing

x, =(x, —u,)sing+(x, —u, )cos
veya

{x{ = (xl Cos ¢ —x, sin ¢)+(_ul c0S ¢+ 1, Sin (0) (3.4)

x, = (x, sin @+ x, cos @) +(—u, sin @ —u, cos p)
bulunur. Bu ifadeye B = E/E' hareketinin kartezyen denklemi denir. Bu son esitlik

x| |cosp —sing || x N
x,| |sing cosp || x, | | b
—— ——

X' A X C

veya
X'=4X+C

15



seklinde matris formunda da gosterilebilir. Burada A4 e 0(2) ye dénme matrisit, C ye

oteleme matrisi denir [21-22].

3.1 Tirev Denklemleri

B =E/E' hareketi esnasinda bir X € E noktasinin her iki £ ve E'dizlemlerine gére
hizlarini arastirmak igin 6nce hareketin tiirev denklemlerini bulmak gerekmektedir.

Bunun igin (3.2) denklemlerinin, e;, e, vektorlerini sabit kabul ederek, ¢+ zamanina

gore turevi alinirsa,

de, . L YA '
— =& =—gsingel +gcospe, = @ (—sin pe] + cos pe, )
de, . ) .. , . .. ,
— =& =pcospe| —gsinge, = —¢(cos pe; +sin ge) )

bulunur. Buradan kisaca
e, =g¢e,, €, =—0pe (3.5)
yazilabilir. Benzer sekilde (3.1) denkleminin ¢ ye gore tirevi alinirsa,

da . . . .
E—u-ulel tue +u,e, t+tu,e,

elde edilir. €, ve €, nin (3.5) deki degerleri burada yerine yazilirsa
u= (al —ung)e] +(122 +u1gb)e2 (3.6)
bulunur. (3.5) ve (3.6) denklemlerine B =E/E' hareketinin tirev denklemleri denir

[21-22].

3.2 Hizlar ve Hizlarin Terkibi

E dizlemi E' dizlemine gore 1-parametreli hareket yaparken, bir X noktasi da
hareketli £ diizlemindeki yerini ¢ zamani ile degistirsin. Bu durumda, bu iki hareket

esnasinda bir noktaya ait hizlarin nasil terkip edildigi arastirilabilir.

' p=E/E hareketinin 4 ddnme matrisi ortogonaldir (4 =4").
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Tanim 3.1

X noktasinin E dizleminde hareket ederken sahip oldugu hiz vektoériine, yani X
noktasi £ deki yoriingesini cizerken sahip oldugu vektorel hiza X noktasinin relatif

(izafi) hiz vektorii denir ve V_ ile gosterilir. Bu hiz vektori

X =Xxe, +x,e,

denkleminden e, ve e, yisabit tutup tiirev alarak

V. =xe, +x,e, (3.7)
seklinde bulunur. Eger X noktasi £ de sabitise V_ relatif hiz vektori sifirdir [21-22].

Tanim 3.2

X noktasinin E' duzlemine gore sahip oldugu hiz vektériine X noktasinin mutlak hiz

vektérii denir ve 'V, ile gosterilir. (3.3) denkleminin ¢ ye gére tirevi alinirsa V, igin

asagidaki ifade bulunur:

V, =(x - ) e, +(x —u ), +(x, —u,)e, +(x, —u,)e,.

a

Burada ¢, ve ¢, nin (3.5) deki degerleri dikkate alinirsa

V, ={-t, +(u,—x,) @l e, +{—t, +(-u, +x) ) e, + K¢, + K., (3.8)

a

\Y% :{—a1 +(u, —xz)(/')}e1 +{—u2 +(—u, +x1)(/')}e2 +V.

elde edilir. Burada

Ve ={—t, +(u, —x,) ¢} e, +{—ii, +(—u, + x,) p}e, (3.10)
vektoriine X noktasinin siiriiklenme hiz vektérii denir.

O halde hiz vektérlerinin terkibine ait su teorem verilebilir:

Teorem 3.1

B=E/E'" 1-parametreli diizlemsel hareketi esnasinda X € E noktasi her iki sisteme

gore hareketliise X € E noktasinin hiz vektorleri arasinda
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V, =V, +V, (3.9)
bagintisi vardir [21-22].

Tanim 3.3

Donme agisinin % = ¢ tlrevine B hareketinin ag¢isal hizi denir.
t

3.3 Donme Polii ve Pol Egrileri

B hareketinin her ¢ aninda surriiklenme hizi sifir olan noktalar arastiriimak istenirse, bu
noktalarin, ¢ aninda, yalniz E dizleminde degil ayni zamanda E’ dizleminde de sabit

olmak zorunda oldugu gérilir. O halde V, =0 olacagindan (3.9) denkleminden
—, Jr(u2 —x2)¢):0 , —l, Jr(—u1 +xl)(/')=0

elde edilir. @ #0 olduguna gore bu iki denklem her zaman tek turli ¢6zilebilir. Bu

¢6zimler p, ve p, olmak lzere,

U,
p=x=u+—
Q
u,
D, =X =Uy ———
@

(3.11)

seklinde bulunur [21-22].

Tanim 3.4

OP=p=pe, +p,e,

yer vektoriine karsilik gelen Pz(pl,pz) noktasina B = E/E' hareketinin ¢ anindaki
pol(kutup) noktasi, dénme polii veya ani dénme merkezi denir.

Buradan su teorem verilebilir:

Teorem 3.2

Acisal hizi sifir olmayan bir 1-parametreli diizlemsel hareket esnasinda, her ¢ aninda
suriklenme hizi sifir olan yani her iki diizlemde de sabit kalan bir tek nokta (pol

noktasi) vardir.o
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P pol noktasi yardimi ile herhangi bir X noktasinin 'V, siriiklenme hizi asagidaki

sekilde de yazilabilir:

Bunun igin (3.11) denkleminden

L'tlz(uz—pz)(b , uzz—(ul—pl)q') (3.12)
ifadeleri hesaplanir ve (3.9) denkleminde yerine yazilirsa,

V; :{—(xz—pz)e1+(x1—pl)e2}gb (3.13)
elde edilir.

X noktasinin siiriiklenme hizinin bu son ifadesi kullanilarak asagidaki iki 6nemli sonug

cikarilabilir:

Sonug¢ 3.1

P polinden X noktasina giden pol isininin
PX=(x—p e +(x,—p,)e,

vektorlu V, ye diktir; ¢linku

<PX9Vf> = _(xz _pz)(xl _pl)+(x1 _pl)(xz _pz) =0
dir. Yani pol isini, hareketin her ¢ aninda siiriiklenme hizina diktir [21-22].
Sonug 3.2

V; vektorinin uzunlugu igin

||Vf|| :\/('xl - D )2 +(x2 _p2)2 [

bagintisi mevcuttur [21-22].
Teorem 3.3

B=FE/E" 1-parametreli dizlemsel hareketi esnasinda hareketli E dizleminin her X

noktasi, ¢ aninda, P (pol noktasi) merkezli ve ¢ agisal hizli bir ani donme hareketi

yapar.
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X noktasi, E diizleminin tamamen keyfi noktasi oldugundan asagidaki teorem ifade

edilebilir:
Teorem 3.4

B=E/E' 1-parametreli diizlemsel hareketi; ¢ aninda, hareketli £ dizleminin P ani

donme polu etrafinda ¢ acisal hizi ile donmesinden olusur.

Teorem 3.5

B=E/E' 1-parametreli diizlemsel hareketi esnasinda E diizleminin X noktalari, E'
diizleminde yoringe normalleri, P donme poliinden gegen yoriingeler gizerler.

Tanim 3.5

Her ¢ aninda bir P dénme poli olacagindan B hareketi esnasinda P pol noktasi her
iki E ve E dizlemlerinde gesitli konumlarda bulunur. P noktasinin hareketli E

diizlemindeki yeri genel olarak bir egridir. Bu egriye hareketli pol egrisi denir ve (P) ile

gosterilir. P noktasinin E' dizlemindeki geometrik yerine ise sabit pol egrisi denir ve

(P') ile gosterilir.o
Pol hizlari, yani (P) ve (P) pol egrilerini ¢cizen P noktasinin hizlari asagidaki gibi elde
edilir:

Dénme polinin V; =0 olan noktalar oldugu daha 6nce belirtilmisti. Buna gére

Teorem 3.1 den, X =P noktaslicin

V,=V,
bulunur.
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Sekil 3.3 X = P noktasinda hareketli ve sabit pol egrileri

Béylece asagidaki teorem verilebilir:
Teorem 3.6

E' sabit ve E hareketli diizlemlerinde pol egrilerini ¢cizen P dénme polUnin her ¢

anindaki hizlari birbirinin aynisidir. o

Bu teoremden dolayi, her ¢ aninda (P) ve (P) pol egrileri P ani donme poliinde

birbirine tegettir ve

ds'=\V,|dt =|V_|dt =ds

Vl"

oldugundan P donme poli dt zaman araliginda her iki pol egrisi Uzerinde esit

uzakliklar kat eder.

Buradan bir sonraki teorem ifade edilebilir:

Teorem 3.7

1-parametreli dizlemsel B =E/E' hareketinde E dizleminin (P) hareketli pol egrisi

E' sabit diizleminin (P) sabit pol egrisi Uzerinde kaymaksizin yuvarlanir [21-22].

Ters Hareket

B=E/E' hareketinin ters hareketinde E duzlemi sabit, E' dizlemi ise hareketli

kabul edilmektedir. Bu hareketi B'=E'/ E ile gosterelim.
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Burada her iki pol egrisi rollerini degistirirler yani (P) hareketli pol egrisi, (P) sabit

pol egrisi izerinde kaymaksizin yuvarlanir. B'=E'/ E hareketi, B=E/E' hareketinin
tersi yonde déndiginden agisal hiz isaret degistirir. Boylece B=E/E' hareketinde

acisal hiz ¢ iken, B'=E'/ E ters hareketinde agisal hiz —¢ dir.

3.4 ivmeler ve ivmelerin Terkibi

B=E/E" 1-parametreli duzlemsel hareketi esnasinda X noktasinin E dizlemine

gore olan ivme vektorine relatif ivme vektorii denir. Bu ivme vektdru V. relatif hizinin

t ye gore turevi alinarak bulunur ve b, ile gosterilir:

b, =V =Xe, +Xse,. (3.14)
Burada e, ve e, sabit olarak kabul edilmistir.

X noktasinin E' diizlemine gore olan ivme vektdriine mutlak ivme vektérii denir ve

b, ile gosterilir. Bu ivme vektdri (3.8) denkleminde verilen V, vektoriinde (3.12)

denklemi kullanilip ¢ ye gore tiirev alinarak,

b, :Va :{_(xz _pz)el _(xz _pz)él +(x1 _pl)ez +(x1 _pl)éz}(b

+{—(x2 -p,)e +(x, —pl)ez}gbﬂ'éle1 +X,€, +i,e, +X5e,
seklinde bulunur. Burada (3.5) denklemindeki ¢, ve ¢, degerleri yerine yazilirsa,

b, :{ﬁsz_()ﬁ _p1)¢2 _(xz —p2)¢}61+{—['71¢—(xz _pz)(bz +(x1 _p1)(0}ez

(3.15)
+2¢{-x,e, +xe€,}+b,

elde edilir. (3.15) denklemindeki

b, ={p.0~ (5= )9 ~ (%~ p) B e, +{=pp~(x, = p,) " +(x ~ p))dle,  (3.16)

vektoriine X noktasinin siiriiklenme ivme vektérii ve

b, =2¢{-x,e, +xe,} (3.17)

vektoriine de Coriolis ivme vektérii denir [21-22].

Buna gore ivmelerin terkibi su teoremle ifade edilebilir:
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Teorem 3.8

B=E/E" 1-parametreli duzlemsel hareketi esnasinda bir noktanin mutlak ivme
vektord; surtklenme ivme vektori, Coriolis ivme vektori ve relatif ivme vektorindn

toplamina esittir. Buna gore

b, =b; +b_+b, (3.18)
dir [21-22].

Sonug 3.3

b, Coriolis ivmesive V. relatif hizinin i¢ carpimi
(b, V,)=2¢(—xx, +xx,)=0
oldugundan b_ Coriolis ivmesi, V, relatif hizina diktir. o

E de sabit olmayan bir X noktasinin Coriolis ivmesinin sifir olmasi ancak ve ancak

¢ =0 olmasiyla saglanir. ¢ =0 ise B hareketi bir kaymadan (6telemeden) ibarettir.

Boylece b, =0 ise ivmeler arasinda,
b, =b, +b,
bagintisi bulunur. Yani, ancak bir kayma hareketinde ivmeler hizlar gibi terkip edilirler.

Simdi bir B hareketinde, herhangi bir t aninda siiriiklenme ivmesi sifir olan noktalari

arastiralim:
b, =0 icin
(Xl _p1)¢2 +(x2_p2)¢:pz¢
(xl _pl)(b_(xz _p2)¢2 :p1¢
elde edilir. ¢#0 oldugundan (x,—p,) ve (x,—p,) ye gére homojen olmayan
denklem sisteminin A katsayilar determinanti

-2

/2

-2

Qo —@

A= :—('4+¢52)¢0

dir. Buna gore yukaridaki sistemin Cramer yontemi ile bir tek ¢6zimu bulunur.
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Tanim 3.6

¢ #0 olmak Uzere, herhangi bir ¢ aninda suriklenme ivmesi sifir olan bir tek

0= (%a%) noktasi vardir. Bu noktaya ivme polii denir ve ivme poliiniin koordinatlar

o (0.9 + P19
QI = pl + (p4 +(p2
e ) (3.19)
P( P + p:9)
9, =D, —W

seklinde bulunur [21-22].
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BOLUM 4

LORENTZ DUZLEMINDE 1-PARAMETRELI HAREKETLER

Bu boliimde, A. A. Ergin tarafindan verilen Lorentz dizleminde 1-parametreli diizlemsel
hareket tanimlandiktan sonra, bu hareketin hizlari-hizlarin terkibi, pol noktasi,

ivmeleri-ivmelerin terkibi ve ivme poli elde edilecektir [23].
L ve L (L:L':Lz), sirasiyla, hareketli ve sabit Lorentz dizlemleri olsun. Bu

diizlemlerde tespit edilen, sirasiyla, {O;1,,1,} hareketli koordinat sistemini {O";1},1;}

sabit koordinat sistemi lGzerinde hareket ettirelim (Sekil 4.1).

Sekil 4. 1 Lorentz diizleminde 1-parametreli hareket
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I, ile I, arasindaki agl @ olmak lzere ¢ ye ddénme agisi denir. 00 =u hareketin
oteleme vektoru olmak lzere

00 =u=ul,+u,l, (4.1)
yazilabilir. Eger u, =u,(t), 9 =¢(t) (1<i<2) fonksiyonlari bir ¢ reel parametresinin
diferansiyellenebilir fonksiyonlari ise {0;11,12} hareketli koordinat sisteminin
{0%1,1,} sabit koordinat sistemine gére (L dizleminin L' diizlemine gére)

hareketine Lorentz diizleminde 1-parametreli diizlemsel hareket denir ve B=L/L' ile

gosterilir. Buradaki “#” parametresi genel olarak zaman parametresi olarak alinir [23].

0=0 A

Sekil 4. 2 Koordinat sistemlerinin ¢akismasi durumu
O=0" oldugu zaman, I, ve I, vektorleri, I, ve I, dogrultularinda bilesenlerine

ayrilabilir ve buradan

I, =coshe I, +sinh¢ I, (4.2)

I, =sinh g I} +coshg [,
esitlikleri elde edilir, (Sekil 4. 2). Buradan itibaren sirf 6teleme hareketinden kaginmak

icin ¢ =d—¢)¢0 kabul edilecektir. o
Y=

Dizlemin bir X noktasi hem hareketli sistemdeki (xl,xz) koordinatlari ve hem de
sabit sistemdeki (x],x;) koordinatlari yardimiyla géz &niine alinabilir. Buna gére her iki

sistemde, X noktasina ait konum vektorleriigin

x=0X=x/,+xl,
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ve

X' =0X=x]1,+x,

yazilabilir. Buradan

0'X=0'0+0X=-00'+0X

veya

X =x—u=(x, —u)l,+(x,—u,)l, (4.3)

vektorel denklemi elde edilir. Bu denkleme 1-parametreli diizlemsel hareketin vektérel

denklemi denir. Boylece,
xl, +x,1, :(x1 _”1)11 +(x2 —uz)lz
esitliginin 7, ve I, ile ig carpimi sonucunda®,

x, =(x, —u,)cosh@+(x, —u, )sinh ¢
x, =(x, —u,)sinh ¢ +(x, —u, Jcosh g
veya

{x{ = (xl cosh ¢+ x, sinh ¢) + (_ul cosh @ —u, sinh (0) (4.4)

x, =(x, sinh @ + x, cosh @) +(—u, sinh ¢ — u, cosh @)

bulunur. Bu ifadeye B =L/L' hareketinin kartezyen denklemi denir. Bu son esitlik
x| |coshg sinh g || x, MK
x| |sinhg cosho || x,| |b,

—— —_—— =

X' A X C

veya
X' =AX+C

seklinde matris formunda da gosterilebilir. Burada A ya Lorentz dénme matrisi’, C ye

oteleme matrisi denir.

! Lorentz ic carpimi Ek A Tanim A. 2 de verilmistir. Agi kavrami ise Ek A B6lim A.2 de verilmistir.

2 p=1 /1’ hareketinin 4 dénme matrisi ortogonal degildir.
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4.1 Tirev Denklemleri

B=L/L' hareketi esnasinda bir X € L noktasinin her iki L ve L' diizlemlerine gére
hizlarini arastirmak igin dnce bu hareketin tlirev denklemlerini elde etmek gerekir.
Bunun igin (4.2) denklemlerinin, I; ve I, vektorlerini sabit kabul ederek, ¢ zamanina

gore turev alinirsa,

% =1, = ¢sinh gl + pcosh pl, = @(sinh @l + cosh ol )
t

% =1, = ¢ cosh I} + ¢sinh ¢l = ¢(cosh gl +sinh pl})
t

bulunur. Buradan kisaca
iI =g¢l,, iz =g¢l, (4.5)
yazilabilir. Benzer sekilde (4.1) denkleminin ¢ ye goére tirevi alinirsa

du . . P ;
E:u:ull,+ull,+uzlz+uzlz

elde edilir. i, ve i2 nin (4.5) deki degerleri son denklemde yerine yazilirsa

u = (i, +u,)l, + (i, +u,@)l, (4.6)

bulunur. (4.5) ve (4.6) denklemlerine B=L/L hareketinin tiirev denklemleri denir

[23].

4.2 Hizlar ve Hizlarin Terkibi

L dizlemi L' dizlemine gore 1-parametreli hareket yaparken, bir X noktasi da
hareketli L dizlemindeki yerini ¢ zamani ile degistirsin. Bu durumda, bu iki hareket

esnasinda X noktasinin hizlarinin nasil terkip edildigini arastiracagiz.
Tanim 4.1

X noktasinin L diizleminde hareket ederken sahip oldugu hiz vektériine, yani X
noktasi L deki yoriingesini cizerken sahip oldugu vektorel hiza X noktasinin relatif

(izafi) hiz vektérii denir ve V. ile gésterilir. Bu hiz vektdri
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x=xl,+x,l,

denkleminden [, ve I, yi sabit tutup tiirev alarak

V. =xl,+x,, (4.7)
seklinde bulunur. Eger X noktasi L de sabitise V., relatif hiz vektéri sifirdir.

Tanim 4.2

X noktasinin L' diizlemine gore sahip oldugu hiz vektoriine X noktasinin mutlak hiz

vektorii denir ve V, ile gosterilir. (4.3) denkleminin ¢ ye gére tirevi alinirsa 'V, igin

asagidaki ifade bulunur:
V, = =)+ (x —uw ), + (5%, =iy ) L+ (x, —u,)

Burada I, ve I, nin (4.5) deki degerleri dikkate alinirsa

V, ={—ti, = (u, = x,) @}, + {1y = (u, = x,) @} 1, + 1, + %1, (4.8)
veya

V, ={-t, — (0, —x,) @}, +{ =i, = (, - x, ) @} I, + V,

elde edilir. Burada

V; :{—L'tl—(u2—xz)gb}l]+{—L’t2—(u1—xl)(j)}lz (4.9)
vektoriine X noktasinin siiriiklenme hiz vektérii denir.

O halde hizlarin terkibine ait su teorem verilebilir:

Teorem 4.1

B=L/L" 1-parametreli diuzlemsel hareketi esnasinda eger X e L noktasi her iki

sisteme gore hareketliise X € L noktasinin hiz vektorleri arasinda
V, =V, +V, (4.10)

bagintisi vardir [23].
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Tanim 4.3

Donme agisinin % =@ tlrevine B =L/ L' hareketinin agisal hizi denir.
t

Bundan sonra sirf 6teleme hareketinden kaginmak igin ¢ # 0 kabul edecegiz.

4.3 Donme Polii ve Pol Egrileri

Simdi  B=L/L" hareketinin her t aninda siriiklenme hizi sifir olan noktalari

arastiralim:

Boyle noktalar, ¢ aninda, yalniz L diizleminde degil ayni zamanda L' dizleminde de

sabit bulunmak zorundadir. O halde V, =0 olacagindan (4.9) denkleminden
u, +(u2 —xz)(b:O , U, +(u1 —xl)gb:O

elde edilir. @ #0 oldugundan bu iki denklem her zaman tek tirlt ¢ozilebilir. Bu

¢6zimler p, ve p, olmak lzere,

(4.11)

seklinde bulunur [23].

Tanim 4.4

OP=p=pl,+pl,

yer vektorine karsilik gelen P:(pl,pz) noktasina B=L/L' hareketinin ¢ anindaki
pol(kutup) noktasi, dénme polii veya ani dénme merkezi denir.

Buradan asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 4.2

Acisal hizi sifir olmayan B=L/L' hareketi esnasinda, her ¢ aninda siriiklenme hizi

sifir olan yani her iki dlizlemde de sabit kalan bir tek nokta (pol noktasi) vardir.o
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P pol noktasi yardimi ile herhangi bir X noktasinin 'V, siriiklenme hizi asagidaki

sekilde de yazilabilir:

Bunun igin (4.11) denkleminden

L'tlz(pz—uz)(b , L'tzz(pl—ul)(b (4.12)
ifadeleri hesaplanir ve (4.9) denkleminde yerine yazilirsa

Ve ={(x,=p), +(x,—p)L,} ¢ (4.13)
elde edilir.

X noktasinin siiriiklenme hizinin bu son ifadesi kullanilarak asagidaki iki 6nemli sonug

verilebilir:

Sonu¢ 4.1

P polinden X noktasina giden pol isininin
PX=(x—-p)l,+(x,— p,)L,

vektori V, ye Lorentz anlaminda diktir'; giinkii

<PX9Vf>L :{(xz _p2)(xl _pl)_(xl _pl)(xz _pz)}¢zo
dir . Yani polisini, hareketin her ¢ aninda siiriiklenme hizina Lorentz anlaminda diktir.
Sonug¢ 4.2

V,; vektorinin uzunlugu2 icin

||Vf||L = \/‘(xz _pz)z ~(x-p )2

=[], |4l

9

bagintisi mevcuttur.

! Lorentz ic carpimi Ek A Tanim A. 2 de verilmistir. Diklik kavrami ise Ek A Tanim A.5 de verilmistir.

? Lorentz diizlemine bir vektériin uzunlugu (normu) Ek A Tanim A.4 de verilmistir.
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Teorem 4.3

B=L/L' lLorentz anlaminda 1-parametreli dizlemsel hareketi esnasinda hareketli L

dizleminin her X noktasi, ¢ aninda, P (pol noktasi) merkezli ve ¢ agisal hizli bir

Lorentz dénme hareketi yapar.
Teorem 4.4

B=L/L' Lorentz anlaminda 1-parametreli diizlemsel hareketi; ¢ aninda, hareketli L

dizleminin P ani dénme poli etrafinda ¢ agisal hizi ile ddnmesinden olusur.

Teorem 4.5

B=L/L" 1-parametreli dizlemsel hareketi esnasinda L dizleminin X noktalari, L'

diizleminde yoriinge normalleri, P dénme poliinden gecgen yoringeler gizerler.
Tanim 4.5

Her ¢ aninda bir P dénme polil olacagindan B hareketi esnasinda P pol noktasi her

iki L ve L' dizlemlerinde cesitli konumlarda bulunur. P noktasinin hareketli L

dizlemindeki yeri genel olarak bir egridir. Bu egriye hareketli pol edrisi denir ve (P) ile

gosterilir. P noktasinin L' diizlemindeki geometrik yerine ise sabit pol egrisi denir ve

(P') ile gésterilir [23].0
Simdi pol hizlarini, yani (P) ve (P') pol egrilerini ¢izen P noktasinin hizlarinin
arastiralim:

V; =0 oldugundan Teorem 4.1 den, X = P noktasi i¢in

V, =V,
bulunur.
Buna gére asadgidaki teorem verilebilir:

Teorem 4.6

L' sabit ve L hareketli dizlemlerinde pol egrilerini ¢izen P dénme polUnin her ¢

anindaki hizlari birbirinin aynisidir.o
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Teorem 4.6 dan, her  aninda (P) ve (P') pol egrileri P ani dénme poliinde birbirine

tegettir ve

ds'=\V,|dt =|V_|dt =ds

Vl"

oldugundan P donme poli dt zaman araliginda her iki pol egrisi Uzerinde esit

uzakliklar kat eder.
Buradan asagidaki teorem ifade edilebilir:

Teorem 4.7

Lorentz dizleminde 1-parametreli B=L/L' hareketi esnasinda L dizleminin (P)

hareketli pol egrisi L' sabit dizleminin (P’) sabit pol egrisi Gzerinde kaymaksizin

yuvarlanir.

4.4 ivmeler ve ivmelerin Terkibi

B=L/L' Lorentz anlaminda 1-parametreli dizlemsel hareket esnasinda, hareketli L
diizleminde bir X noktasi gbz 6nline alinsin. X noktasinin L diizlemine gore olan

ivme vektoriine relatif ivme vektérii denir. Bu ivme vektori V. relatif hizinin ¢ ye gore

r

tdrevi alinarak bulunur ve b, ile gésterilir:

b, =V =xl,+x,1,. (4.14)
Burada /, ve I, sabit olarak kabul edilmistir.

X noktasinin L' diizlemine gore olan ivme vektériine mutlak ivme vektérii denir ve

b, ile gosterilir. Bu vektor (4.8) denkleminde verilen V, vektériinde (4.12) denklemi

kullanilip ¢ ye gore tiirev alinarak,

b, :Va :{(xz _pz)ll +(x2 _pz)il +(x1 _pl)lz +(x1 _pl)j2}¢
+H{(x, = po ), + (%, = p )y} o+ K0, + 50, + 5,0, + 3,

seklinde bulunur. Burada (4.5) denklemindeki i, ve i2 degerleri yerine yazilirsa,
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b, ={_pz¢+(xl —pl)(Pz +(x2 —pz)(p}ll+{—pl(p+(x2 —pz)(p2 Jr(x1 —pl)go}lz

(4.15)
+2¢{x,], +x1,} +b,

elde edilir. (4.15) denklemindeki

b; = {—pz(p+(x1 —pl)(p2 +(x, —pz)(p} l,+{—pl(p+(x2 —p2)¢2 +(x, —pl)(p}lz (4.16)
vektoriine X noktasinin siiriiklenme ivme vektérii ve

b, =2¢{x,l, +x1,} (4.17)
vektoriine de Coriolis ivme vektéri denir.

Buna gére ivmelerin terkibi su teoremle ifade edilebilir:

Teorem 4.8

B=L/L' Lorentz duzleminde 1-parametreli dizlemsel hareket esnasinda bir noktanin
mutlak ivme vektord; striklenme ivme vektori, Coriolis ivme vektori ve relatif ivme

vektorinin toplamina esittir. Buna gore

b, =b; +b_+b, (4.18)
dir [23].

Sonu¢ 4.3

b, Coriolis ivmesive V, relatif hizinin i¢ carpimi

(b, V,), =2¢p(k%, —%x,)=0

oldugundan b_ Coriolis ivmesi, V, relatif hizina Lorentz anlaminda diktir. o

L de sabit olmayan bir X noktasinin Coriolis ivmesinin sifir olmasi ancak ve ancak

¢ =0 olmasiyla saglanir. ¢ =0 ise B hareketi bir kaymadan (6telemeden) ibarettir.

Boylece b, =0 ise ivmeler arasinda,
b, =b, +b,

bagintisi bulunur. Yani, ancak bir kayma hareketinde ivmeler (4.10) da verilen denklem

gibi bir bagintiya sahip olurlar.
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Simdi bir B hareketinde, herhangi bir t aninda siiriiklenme ivmesi sifir olan noktalari
arastiralim:
b, =0 icin

(xl _p1)¢2 +(x2_p2)¢:p2¢

(xl _p1)¢+(xz _p2)¢2 =D
elde edilir. ¢#0 oldugundan (x,—p,) ve (x,—p,) ye gére homojen olmayan
denklem sisteminin A katsayilar determinanti
Pt = =0

- 2

(N

A=

dir. Buna gore yukaridaki sistemin Cramer yontemi ile bir tek ¢6zimu bulunur.

Tanim 4.6

@ #0 olmak Uzere, herhangi bir ¢ aninda suriklenme ivmesi sifir olan bir tek

0= (%»Qz) noktasi vardir. Bu noktaya ivme polii denir ve ivme pollnin koordinatlar

o 9.0~ pi$)
hEP Tt
e (4.17)
PP — p)
=D+
@' =@

seklindedir [23].
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BOLUM 5

GALILE DUZLEMINDE 1-PARAMETRELi HAREKETLER

Bu boélimde Galile dizleminde 1l-parametreli hareket tanitilacak ve bu harekete ait
tirev denklemleri, hizlar-hizlarin terkibi, pol noktasi, ivmeler-ivmelerin terkibi ve ivme

poll kavramlari elde edilecektir [34].
G ve @', sirasi ile, hareketli ve sabit Galile diizlemleri olsun. Bu dizlemlerde tespit
edilen, sirasiyla, {O;g,,g,} hareketli koordinat sisteminin ve {O’;g,g,} sabit

koordinat sistemi lizerinde hareket ettigini kabul edelim (Sekil 5.1).

Sekil 5. 1 Galile dizleminde 1-parametreli hareket
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g, ve g vektorleri arasindaki agi ¢ olmak lizere bu aglya shear dénme agisi denir.

0O’ =u hareketin 6teleme vektéru olmak tizere

00 =u=ug, +u,g, (5.1)

yazilabilir. Eger u, =u,(t), p=¢(t) (1<i<2) fonksiyonlari bir  reel parametresinin

diferansiyellenebilir fonksiyonlari ise bu harekete Galile diizleminde 1-parametreli

diizlemsel hareket denirve B=G/ G ile gosterilir.

Eger g, ve g, arasindaki acl gozgo(t) alinirsa bu durumda

{&=gﬁwgé 5.2)

g, = g,
elde edilir. Bu denklemi iki yolla gosterebiliriz:
Birinci yol:
Burada g, vektoriine dik olan vektor y—eksenine paralel vektordiir. g, ve g, birim
vektor oldugundan g, =g, dir. g, vektori g, ve g, vektorlerinin gerdigi dizlemde

oldugundan g, = cosgepg; +singeg, dir. Dolayisiyla (5.2) denklemi elde edilir.

Ikinci yol:

Ek B bolimiinde verilen (B.2) denklemi yardimiyla
x'=x

{V=xw+y

oldugundan

x' |1 o]fx

e D

yazilabilir. Dolayisiyla (1,0) ve (0,1) noktasi bu son denklemde yazilirsa
x0T |1

{ﬂ}_&’l}h}_LJ

ve
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¥ [1 0]f0] [o
v le 11 |1
noktasi bulunur (Sekil 5.2). Yani (1,0) noktasinin dénme altindaki resmi (1,¢) ve (0,1)

vektériniin dénme altindaki resmi (0,1) elde edilir.

= g; = (1,0)

g, =(Le)

¢ ! !
g, =(0,1) g; =(0,1)
Sekil 5. 2 Galile diizleminde bazlar arasindaki iligki

Boylece (5.2) denklemi tekrar elde edilmis olur. Burada sirf 6telemeden kacinmak icin

=22 20 oldugu kabul edilecektir. o

dt
Diizlemin bir X noktasi hem hareketli sistemdeki (x,,x,) koordinatlari hem de sabit

sistemdeki (xl',x;) koordinatlari yardimiyla géz 6nline alinabilir. Buna goére her iki

sistemdeki X' noktasina ait konum vektorleriicin
x=0X=uxg, +x,8,

ve

!

X' =0'X=xg +x,g,
yazilabilir. Boylece
0'X=0'0+0X=-00"+0X
veya

!

X :x-u:(xl—ul)gl+(x2—uz)g2 (5.3)

vektorel denklemi elde edilir. Bu denkleme Galile diizleminde 1-parametreli diizlemsel

hareketin vektérel denklemi denir. Buradan (5.2) denklemi yardimiyla
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xl’g; +x;g'2 :(xl _ul)gl +(x2 _uz)gz
:(xl _“1)gi +[(x1 _“1)¢’+(x2 _“2)]g;
ifadesi elde edilir. Boylece
X=X -y
. (5.4)
{xz z(xl —ul)go+(x2 —uz)

bulunur. Bu ifadeye B =G/ G’ hareketinin kartezyen denklemi denir. (5.4) esitligi

- —
{xl =X Y
! —_— — J—
X, =QX, + X, —uQp—u,

veya
X, o 1] x —uQ—u,
X )/ X c

seklinde yazilabilir. Buradan Galile dliizleminde 1-parametreli diizlemsel hareket

X' =4X+C
seklinde matris formunda da gosterilebilir. Burada A matrisine shear dénme matrisi

denir. Ayrica A matrisinin tersi

PR
-1,

olup A" # A" dir. Dolayisiyla E* Oklid diizleminde dénme matrisi ortogonal olmasina

ragmen Galile geometrisinde donme matrisi ortogonal degildir [16].

5.1 Tirev Denklemleri

1 parametreli hareket esnasinda bir X € G noktasinin her iki G ve G’ dizlemine gére
hizlarinin bulunmasi icin hareketin tiirev denklemleri arastiriimalidir. Bunun icin (5.2)

denklemlerinde g, ve g, vektorleri sabit kabul ederek ¢ zamanina gore tirev alinirsa

dg, . .
7; =g, =¢g,
d (5.5)
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bulunur. Benzer sekilde (5.1) denkleminin ¢ ye gore tlrevi alinip (5.5) denklemleri

kullanilirsa
du . . .
E:u:ulg1+(ul(p+uz)g2 (5.6)

elde edilir. (5.5) ve (5.6) denklemlerine B=G/G' hareketinin tiirev denklemleri denir

[34].

5.2 Hizlar ve Hizlarin Terkibi
Tanim 5.1

X noktasinin G dizleminde hareket ederken sahip oldugu hiz vektoriine, yani X
noktasi G dizlemindeki yoriingesini cizerken sahip oldugu vektorel hiza X noktasinin

relatif (izafi) hiz vektérii denir ve V_ ile gosterilir. Bu hiz

X=Xxg, +x,8,

denkleminden g, ve g, yisabit tutup tirev alarak

V. =xg,+x8, (5.7)
bulunur. Eger X noktasi G diizleminde sabit ise V_ relatif hiz vektori sifirdir [34].

Tanim 5.2

X noktasinin hareket ederken G’ duzlemine gére sahip oldugu hiza X noktasinin

mutlak hiz vektérii denir ve 'V, ile gosterilir. (5.3) denkleminin ¢ ye goére tirevi alinirsa
V, =()'c1 —z&l)g1 %r(x1 —ul)gl +()'c2 —ziz)g2 +(x2 —uz)gz

seklinde elde edilir. (5.5) denklemleri gbz 6niine alinirsa

V, =(% —,)g, +(x, —u ) og, +(x, —1,)g, (5.8)
veya

V, =-ug, +(_u2 _”1¢+x1¢)g2 +V,

elde edilir. Burada

Vi =-ug, +(_7"‘2 _”1(p+x1¢) 2, (5.9)

vektorine X noktasinin siiriiklenme hiz vektérii denir.
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Béylece asagidaki teorem verilebilir:
Teorem 5.1

B=G/G" 1-parametreli dizlemsel Galile hareketi esnasinda X € G noktasi her iki

sisteme gore hareketli ise X € G noktasinin hiz vektorleri arasinda
V,=V,+V, (5.10)

bagintisi vardir [34].

5.3 Shear Donme Polii ve Pol Dogrulari (Dogru Demeti)

B=G/G' hareketi esnasinda {0;g,,8,} ve {O';g),8,} koordinat sistemlerinin her

ikisinde de hareket etmeyen yani koordinatlari ayni olan noktalari arastiralim:

Boyle noktalar hem G hem de G’ duizleminde sabit olup V, =0 dir. Bu noktaya pol
noktasi veya anhk shear dénme pol merkezi denir. Bu durumda (5.9) denklemi

kullanilarak B=G/G' hareketinin P=(p,, p,) € G pol noktasi; V; =0 oldugundan
-u,=0, —u,-u@+xp=0 (5.11)
elde edilir. Boylece x, ve x, bilinmeyenlerine gére

0.x, +0.x, =u,
ox, +0.x, =u, +u,Q

denklem sistemi yazilabilir. Buradan

A{Q g} ve[A|B]=F) 0

”"1
u, +u1(0

alinirsa rankA=1 ve rank[A|B]=2 oldugu gorulir. Bilinmeyen sayisi n=2 olup

@ » 0

n < rankA oldugundan n—rankA =1 parametreye bagh sonsuz ¢6ziim vardir. Buradan

()90 41 ()

¢(1)

% (1)=(p.(1))(2), 4 €R

bulunur. Béylece
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t, (1)
H=x(t)=u,(t)+
p(t)=x(t)=u(r) (1) (5.12)
P (1)=x,()=(p,(2))(2),2€R
P pol dogrusu elde edilir. Burada p, (t) fonksiyonlari 4 ya gore dizayn edilmektedir.

Ayrica V, =0 ve her ¢ i¢in u, (t) = ¢ = sabit oldugundan

u(t)= (c,u2 (z)) =cg, +u,8,

yazilabilir (Sekil 5.3) [34].

Sekil 5. 3 Galile dlizleminde 1-parametreli hareketin pol noktalari

Sonu¢ 5.1

B=G/G" hareketinin herhangi ¢ aninda her iki diizlemdeki degismez noktalari G

dizleminde y—eksenine paralel dogrular Uzerindedir. Yani herhangi ¢ aninda G

dizleminde sadece pol dogrusu vardir. Bitlin fe/ lar igin bu pol dogrular
y—eksenine ve birbirine paraleldir. Bu dogrular bir paralel dogru demeti olusturur

[34]. o

(5.11) ve (5.12) denklemleri yardimiyla siiriiklenme hiz vektérii asagidaki sekilde

diizenlenirse:

V, ={0g,+(x,— )8, 9 (5.13)
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elde edilir.
Simdi (5.13) denkleminden asadidaki sonuglari verebiliriz:
Sonug 5.2

B=G/G'" 1-parametreli dizlemsel hareketi esnasinda
PXz(x1 —pl)g1 +(x2 —pz)g2

poliginiile V, suriklenme hizi Galile anlaminda diktir™. Cunki
(PX,V;).=0.(x,—p,)=0

dir. Yani pol 1sini hareketin her ¢ aninda striiklenme hizina diktir. B=G/ G’ hareketi
altinda, X € G noktasinin odaklari, normali P dénme poliinden gecen yoriinge

egrisidir [34].
Sonug¢ 5.3

B=G/ G hareketi altinda, V, siiriiklenme hizinin Galile 6zel normu?

[Vl =[P |

dir. Yani, B=G/G’' hareketi esnasinda X € G noktalarinin bitin yéringe egrileri,
normal dogrulart P poliinden gecen egrilerdir. B=G/G" hareketi P pol noktasi

etrafinda ¢ acisal hizi ile Galile anlik shear donmesidir [34-35].

Tanim 5.3
B=G/G" 1-parametreli dizlemsel Galile hareketi esnasinda her ¢ aninda pol
noktalari oldugundan herhangi bir P noktasi G ve G' duzlemlerinde cgesitli

konumlarda bulunur. P noktasinin konumu G hareketli diizleminde genellikle bir
egridir ve bu egri hareketli pol egrisi diye adlandirilip (P) ile gosterilir. Ayrica bu P pol
noktasinin konumu sabit G' duzleminde de genellikle bir egri olup bu egriye de sabit

pol egrisi denir ve (P') ile gosterilir.

! Galile diizleminde i¢ carpim ve diklik kavrami igin, sirasiyla, Ek B Tanim B.7 ve Tanim B.13 ye bakiniz.

? Galile diizleminde bir vektoriin normu ve 6zel normu igin, sirasiyla, Ek B Tanim B.11 ve Tanim B. 12 ye
bakiniz.
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5.4 ivmeler ve ivmelerin Terkibi

B=G/G" 1-parametreli diizlemsel Galile hareketi esnasinda G dizleminde alinan
bir X noktasinin G diizlemine gore olan ivme vektoriine relatif ivme vektérii denir. Bu

ivme vektora b, ile gosterilir ve 'V, relatif hizinin ¢ ye gére tirevi alinarak

b =V =ixg +Xg, (5.14)
seklinde bulunur. Burada g, ve g, sabit olarak kabul edilmistir.

X noktasinin G’ diizlemine gore ivme vektériine mutlak ivme vektérii denir ve b, ile
gosterilir.  Bu vektér (5.8) denkleminde verilen V, vektérinde (5.11) ve (5.12)
denklemleri kullanilip ¢ ye gore tirev alinarak,

b, =V, ={(% - 5)8+(x —p)&. | o+{(x — p,) &, | G+ 58, + 1,8, + g, + i,
seklinde elde edilir. Bu esitlikte (5.5) denklemleri kullanilirsa

b, =%g, +{(x,—p)¢-po+25p+% g, (5.15)
bulunur. (5.15) ifadesindeki

b, =0.g, +{(x,— )¢ - po} g,

ve

b, =0.g, +2x,¢8,

ifadelerine, sirasiyla, B=G/ G' 1-parametreli diizlemsel Galile hareketinin siiriiklenme
ivmesi ve Coriolis ivmesi denir.
Buna gére ivmelerin terkibi su teoremle ifade edilebilir:

Teorem 5.2

B=G/G" 1-parametreli dizlemsel Galile hareketi esnasinda bir noktanin mutlak ivme
vektord; surtklenme ivme vektori, Coriolis ivme vektorli ve relatif ivme vektorindn

toplamina esittir. Yani

b, =b, +b_+b, (5.16)
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dir [34].
Sonu¢ 5.4

B=G/G" hareketi esnasinda, b, Coriolis ivme vektorii ve V, relatif hiz vektori Galile

anlaminda birbirine diktir. Yani
(V.,b,), =(xg, +x,8,,08, +2x¢g,) =0
dir. o

Simdi bir B hareketinde herhangi bir t aninda siiriiklenme ivmesi sifir olan noktalari

arastiralim:

Tanim 5.4

@ # 0 olmak Gzere herhangi bir # aninda striklenme ivmesi sifir olan Q=(q1,q2)
noktalari b, =0 i¢in

(xl —pl)é—pl¢=0

lineer denklem sisteminden

()2l

@(t) (5.17)

¢,(1)=(4,(1))(n). CeR

seklinde ¢6ziimine elde edilirler. Bu noktalar ivme pol dogrusu olusturmaktadir.

a.(1)=p(1)+p,

Burada ¢, (t) fonksiyonlari u ye gore dizayn edilmektedir [34].

Sonug¢ 5.5
B=G/G' hareketi esnasinda herhangi ¢ anindaki her iki diizlemde hareket etmeyen
sabit noktalari G duzleminde y —eksenine paralel dogrular lizerindedir. Yani, herhangi

t aninda G dlzleminde sadece ivme pol dogrusu vardir. Bitin e/ lar igin bu

hareketli pol dogrulari y —eksenine ve birbirine paraleldir ve bir paralel dogru demeti

olusturur [34].
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BOLUM 6

CAYLEY-KLEIN DOKUZ DUZLEM GEOMETRISI

Bu bolimde Cayley-Klein diizlem geometrileri tanitilacak olup, agi dlgimi ve uzaklik
Olcimi kavramlariyla birlikte “bir dogru lzerindeki iki nokta arasindaki uzaklik él¢iimdi

ve geometriler” ve “bir noktadan gecen dogrular arasindaki ag¢i 6l¢ciimii ve geometriler

basliklari ile Cayley-Klein geometrileri ayrintili bir bicimde ele alinacaktir.

Daha sonra Afin Cayley-Klein diizlem kavrami verilecek ve bu diizlemde bazi lineer cebir

ve diferansiyel geometri kavramlari agikhiga kavusturulacaktir.

Diizlemde Cayley-Klein anlamda geometriler eliptik, parabolik, hiperbolik aci ve
uzunluk 6lgimleriyle birlikte 9 adet olup, bu geometrilerin siniflandirilmasi Cizelge 6.1

de gorilmektedir.

1871 yilinda Felix Klein (1847-1925) tarafindan bu geometrilerin birbirleriyle olan
iliskilerini gosterilmis ve Arthur Cayley (1821-1895) in daha oOnceki calismalarina
dayandirilarak Cayley-Klein Geometrileri olarak isimlendirilmistir [18-20]. Bu
geometrilerin en alisilagelmisleri parabolik uzaklik 6lcimu ile verilen ve “Afin Cayley-
Klein Geometrileri” olarak adlandirilan Oklid, Galile ve Minkowski (Lorentz)
geometrileridir. Oklid geometrisi disinda kalanlara genel olarak “Oklid-disi geometriler”
adi verilmis olup bu geometrilerden klasiklesmis olanlari Eliptik ve Hiperbolik

geometridir.
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Cizelge 6.1 de verilen geometriler incelendiginde; eliptik, hiperbolik ve parabolik
uzakhk 6lcima ile verilen geometrilerin, sirasiyla, pozitif, sifir ve negatif kesit egrilikli
(Gauss egriligi) ! yuzeylere isaret ettigi gorilmektedir.

F. Klein’e gore, sifir egrilikli ylizey tizerindeki Oklid geometrisi pozitif egrilikli bir yiizey
Uzerindeki eliptik geometri ile negatif egrilikli bir ylzey Gzerindeki hiperbolik geometri
arasinda vyer alir; vani, Oklid geometrisi, eliptik geometri ile hiperbolik

geometrinin limitidir.

ikili Hiperbolik (De-Sitter) geometri ve Co-Hiperbolik (Anti De-Sitter) geometri de genel

olarak “Sabit Egrilikli Lorentz Geometrileri” adini almaktadir.

Cizelge 6. 1 Cayley-Klein dokuz diizlem geometrisi

iki Nokta Arasindaki Uzakhk Ol¢iimii

ELIPTIK UZAKLIK | PARABOLIK UZAKLIK HIPERBOLIK
OLcUMU OLCUMU UZAKLIK OLCUMU
K>0 K=0 K <0
o Hiperbolik
ELIPTIK ACI Eliptik Geometri .
L Oklid Geometrisi Geometri
oLcumu (Reimann)
= (Lobachevsky)
s
=0
‘0 Co-Oklidyen
e _ Co-Minkowskian
‘s | PARABOLIK ACI Geometri ,
L o Galile Geometrisi Geometri
= OoLcUMU (Anti-Newton
© (Newton Hooke)
< Hooke)
2
51
2 HIPERBOLIK ACI Co-Hiperbolik ikili Hiperbolik
= e Minkowski (L t
oLcumu Geometri inkowski (Lorentz) Geometri
Geometrisi
(Anti De-Sitter) (De-Sitter)

' Bir hiperylzey lzerindeki 2 boyutlu teget duzleminin kesit egriligi; Gauss egriligi adini alir [41-43].
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Bu geometrilerden “dualite prensibi” ile yeni geometriler elde edilmistir. Bu prensipte
“nokta” ve “dogru” kavramlari temel teskil etmektedir. “Nokta yerine dogru” ve “dogru
yerine nokta” alinmasiyla her iki kavram icin de bilinenler gecerli olur. Ornegin, “iki
nokta bir dogru belirtir’ kavrami Co-Oklidyen geometride “iki dogru bir nokta belirtir”
seklindedir. Bu prensip goz 6nline alindiginda “iki nokta arasindaki uzaklik” kavraminin
duali “iki dogru arasindaki a¢i” dir. Boylelikle Cizelge 6.1 den hareketle Cizelge 6.2 deki
bilgiler verilebilir [44-57].

Cizelge 6. 2 Geometriler ve dualleri

GEOMETRI DUALI
Eliptik Geometri Eliptik Geometri
Oklid Geometrisi Co-Oklidyen Geometri
Hiperbolik Geometri Co-Hiperbolik Geometri
Galile Geometrisi Galile Geometrisi
Minkowski Geometri Co-Minkowski Geometri
ikili Hiperbolik Geometri ikili Hiperbolik Geometri

Cizelge 6.2 den anlasilacagl Uzere Eliptik, Galile ve ikili Hiperbolik (De-Sitter)

geometrilerin dualleri kendileridir.

Cizelge 6.1 de  “Parabolik geometri” nin goérilmemesinin sebebi bu tarz bir

geometrinin “Oklid geometrisi” olarak alinabilmesidir [16].

Bu bélimden itibaren “Cayley-Klein” ifadesini “CK” olarak kisaltacagiz.

6.1 Bir Dogru Uzerindeki iki Nokta Arasindaki Uzaklik Olgiimii ve Geometriler

Bu alt bolimde bir “/” dogrusu lzerinde verilen A ve B gibi iki nokta arasindaki

parabolik, eliptik ve hiperbolik olmak lzere (i¢ farklh uzakhk tanimlanacaktir [16].
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6.1.1 Parabolik (Oklidyen) uzakhk

Tanim 6.1

O ve E bir “I” dogrusu lzerinde secilmis iki nokta olmak tzere |OE| birim uzunlugu
secilsin. Her A4, B € [ nokta cifti arasindaki parabolik uzaklik

48|

[OF|

seklinde tanimlanir. Bu uzakhk

_|48]

(P)
dAB - |OE|

biciminde gosterilir. Burada |AB|:d(A,B) olup 4 ve B noktalari arasindaki alisiimis

Oklid uzakhgidir.

l L 2 + \ 4
0 E C

Sekil 6. 1 iki nokta arasindaki parabolik uzaklik

Sekil 6.1 de goruldigu gibi AB dogru pargasi Uzerinde bir C noktasi alindiginda
dy =di0 +dgy

bagintisi mevcuttur [16].

Ornek 6.1 (Oklid Geometrisi)

Oklid anlaminda uzakligi koruyan dénisimlere Oklid hareketleri denir. Bu doniisiimler
dénmeler, 6telemeler, yansimalar ve bunlarin bileskeleridir. Bu dénisimler altinda
degismeyenlerin teorisi Oklid geometrisidir.

[ dogrusu Uzerinde Oklid hareketleri Oklid anlaminda uzakhg korudugu gibi d')

uzakligini da korurlar. Bu hareketlere genelligi bozmaksizin parabolik hareketler de
denilebilir. Bu hareketler / dogrusunu sabit birakan

e ]/ dogrusu boyunca otelemeler

e Ekseni / dogrusu olan yansimalar

dir.
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6.1.2 Eliptik uzakhk

Tanim 6.2

Bir “/” dogrusu Uzerine eliptik geometri koymak icin “/” dogrusu Gzerinde olmayan

bir O noktasi secelim. Her A4, B €l nokta cifti arasindaki eliptik uzaklik

AQOB
acisinin 6l¢lsi seklinde tanimlanir ve

d\) =/40B

seklinde gosterilir. Bu agi dlciimi alisiimis Oklid anlaminda agi 6l¢timuddir.

Sekil 6. 2 a) iki nokta arasindaki eliptik uzaklik b) Eliptik hareketlerde yansima

Sekil 6.2 de gorildigl gibi 4, B ve C noktalari / dogrusu lizerinde ardisik ti¢c nokta ise
diy =di +dgy
bagintisi mevcuttur [16].
Ornek 6.2 (Eliptik Geometri)
Eliptik uzakhgr koruyan donlstmlere eliptik hareketler denir. Bu dénlsimler
e Tepe noktasi Q olan dogru demetinin Q noktasi etrafinda « agisi kadar donme
donlsimi (Bu donlisiim Q noktasini sabit birakir. Bir 4 noktasinin resmi 4’ ise

ZAQA' = a olur. Sekil 6.2 b) den gorilmektedir.)
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e Tepe noktasi QO olan dogru demetinin demete ait bir /' dogrusuna gére yansima
dénisimi (Bir A noktasinin resmi A" ise ZAQA' agisinin agiortayl demete ait /'

dogrusu olur. Sekil 6.2 b) den gorilmektedir.)

Eliptik hareketler altinda degismeyenlerin teorisine eliptik geometri denir [16].

6.1.3 Hiperbolik uzakhk
Tanim 6.3

Bir “/” dogrusu Uzerinde I ve J noktalari secilsin. IJ dogru parcasi “/” dogrusunun

tamamini temsil etmek Uzere / dogrusu Uzerindeki A ve B noktalari arasindaki

hiperbolik uzaklik
Al/ AT
d' =klog——=
4 s BI/BJ

olarak tanimlanir.

Sekil 6. 3 iki nokta arasindaki hiperbolik uzaklik

Burada k& ve logaritmanin tabaninin segcilisi keyfidir. k& sabiti birim uzunlugunun

Al A

secilisine  bagh  olarak  degismektedir. /AT ifadesi  incelendiginde;
BI/BJ

%:(A,B;I,J) yani A ve B noktalarinin ZJ dogru parcasini bélme orani olan

(4,B;1,J) cifte orani oldugu gériliir. AI,AJ,BI ve BJ yénlii dogru pargalaridir.

Logaritma fonksiyonu sadece pozitif gifte oran degerleri icin tanimli olacagindan bu
dort noktanin 24 farkli gifte oranindan sadece pozitif olanlari gegerlidir. Bu durumu
saglamak icin A ve B noktalarinin IJ  dogru pargasinin Uzerinde segilmesi

gerekmektedir.
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A,C ve B noktalari IJ dogru parcasi tzerinde ardisik noktalar olsunlar (Sekil 6.3). 1J

dogru pargasi hiperbolik dogruyu temsil etmek lizere
dyy =di’ +dgy’
dir. Gergekten;

AI/AJ CI/CJ
CI/CJ BI/BJ
Al AT

~ BI/BJ
=(4,B;1,J)

(4,C;1,J)-(C,B;1,J) =

elde edilir. Her iki tarafin logaritmasi alinarak
log(A4,C;1,J)+log(C,B;1,J)=log(A4,B;1,J)
ve buradan da

dyy =dy +dgy

bagintisi elde edilir [16].

Ornek 6.3 (Hiperbolik geometri)

Hiperbolik uzakligi (IJ dogru parcasina ait cifte oranlar) koruyan doénisimlere

hiperbolik hareketler denir. Bu dontstimler

. IJ dogru pargasinin S orta noktasina gore yansima donlisimu (bu donlisim

altinda A4 noktasinin resmi A" ve B noktasinin resmi B’ ise
(4,B;1,J)-(A',B";1,J) seklindedir.)
. 1J dan JI ya olan merkezil izdlisimler

IJ dogru parcasinin kendisine olan merkezil izdistiimleri su sekilde elde edilir: Once

1J dogru pargasi I dan gecen bir 1J, dogru pargasi lizerine O, merkezli bir izdtgimle
resmedilir. Ardindan 1J, dogru parcasi da bir diger O, merkezli izdusimle LJ

(kendisine) Gizerine resmedilir (Sekil 6.4).
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I 12! [A J\

Sekil 6. 4 Merkezil izdlsim |

Sekil 6. 5 Merkezil izdistim Il

Bu cins merkezil izdisimlerle (Sekil 6.5) uzunluklari hiperbolik olarak ayni olan fakat
Oklid anlaminda ayni olmayan ve AB den elde edilen dogru parcalarinin bir dizisi

ABell > BB e€lJ ->BB,€lJ] > BB, elJ..
olmak Uzere
AB,BB,,BB,,B,B,,...

biciminde elde edilir. Sekil 6.5 da gorildigi gibi L/ hiperbolik dogrusu Uzerinde bir
A noktasindan baslanirsa hiperbolik uzunluk anlaminda

AB=BB =BB,=B,B, =...

olur ve B; noktalarinin hepsi IJ dogru parcasinin icinde kalir. Yani 1J hiperbolik

dogrusu sonsuzdur. B— B, - B, = B;...] yaklasiminda B noktasi / ya giderse

BI — 0 olacagindan
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(4,B;1,J) _AYAT d'y) — oo
BI/BJ
olur [16].

Hiperbolik hareketler altinda degismeyenlerin teorisine hiperbolik geometri denir [16].

6.2 Bir Noktadan Gegen Dogrular Arasindaki Agi Olgiimii ve Geometriler

Bu alt bolimde bir “/” dogrusu Uzerinde verilen “iki nokta arasindaki uzakliklar’
kavraminin duali olarak ifade ettigimiz “bir noktadan gegcen dodgrular arasindaki agilar”
kavrami ele alinacaktir. Noktalar arasindaki tg¢ farkli uzaklik 6lcimi benzer bicimde

dogrular arasindaki Gg farkh a¢i 6lgimu tanimlari verilecektir [16].

6.2.1 Eliptik agi
Tanim 6.4

Tepe noktasi O olan bir dogru demetinin a ve b gibi iki 1sini arasindaki eliptik agi

ahsilmis Oklid anlaminda agi olup bu aginin dlgiisi 5(55) biciminde gosterilir ve
Y = £aOb

olarak tanimlanir [16].

Sekil 6. 6 Eliptik agl
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Ornek 6.4 (Eliptik geometri)

Cizelge 6.1 ve Cizelge 6.2 den hareketle eliptik geometrinin eliptik uzaklik ve eliptik agi
Olclimi ile tanimlandigini ve dualinin kendisi oldugu goriilmektedir. O halde tepe

noktasi O olan bir dogru demetine ait iki 1sinin bir / dogrusunu kestigi noktalar A4, B
ise eliptik uzaklik ve eliptik a¢i 6lcimu kullanildiginda 555) :d('j;) oldugu gorulur (Sekil

6.6) [16]. (Ornek 6.2 de eliptik geometri ayrintili bir bicimde gériilebilir.)

6.2.2 Parabolik agi
Tanim 6.5

Tepe noktasi O olan bir dogru demetinin a ve b gibi iki 1sin1 arasindaki parabolik agi
55:) biciminde gosterilip, O dan gecmeyen ve demetin a ve b isinlarini sirasiyla A4

ve B noktalarinda kesen bir [ dogrusu icin (Sekil 6.7)
s\ =| 48]

olarak tanimlanir. Burada |AB| alisilmis Oklid uzakhigidir [16].

Sekil 6. 7 Parabolik agi

Ornek 6.5 (Galile geometrisi)

Cizelge 6.1 ve Cizelge 6.2 den Galile geometrisinin dualinin kendisi oldugu agiktir.

Parabolik uzaklik ve parabolik agi ile birlikte tanimlanan Galile geometrisi igin |OE| =1

secilmesi halinde &' = d'!) oldugu agiktir [16].

! Ek-B Tanim B.18 den acikca gorulmektedir.
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6.2.3 Hiperbolik agi
Tanim 6.6

O noktasindan gegen i, j,a ve b dogrularini alalim. a ve b dogrulari arasindaki

hiperbolik agi

5([_1) —k log Sinl(a,l.) . Slné(b,l)
ab . AR .
s1n4(a,]) s1n4(b,])

seklinde tanimlanir. Burada & ve logaritmanin tabaninin secilisi keyfidir. k£ sabiti birim

uzunlugunun segilisine bagh olarak degismektedir. Bu esitlikte alinan acilar pozitif

sin/(a,i) sin/(b,i)

siné(a,j) | siné(b,j)

yonliidur. Dikkat edilirse ifadesinin a,b,i ve j dogrularinin

¢ifte orani yani,

sin/(a,i) sin/(b,i)
sin/(a, j) ) sinZ (b, j)

=(a,b:1i, )

oldugu gorulir. 555) nin tanimlanabilmesi i¢in bu gifte oranin sifirdan blyik olmasi

gerekir [16].

Sekil 6. 8 Hiperbolik acl

Ornek 6.6 (ikili Hiperbolik geometri)

Cizelge 6.1 ve Cizelge 6.2 den ikili hiperbolik geometrinin dualinin kendisi oldugu

aciktir. a,b,i ve j dogrularinin gifte orani Sekil 6.8 da gorilen O dan gegmeyen bir ¢
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dogrusu Uzerindeki 4,B,1,J noktalarinin gifte oranmidir. O halde 5‘55) :dg’;) oldugu

aciktir [16].

6.3 CK-Diizlemlerinde Metrik

CK-duzlemlerinde metrik fonksiyonu ¢:zaman ve x:konum koordinatlarina gore
verilmektedir. Metrigin isareti (1,€) ve K kesit egriligi (Gauss egriligi) olmak lzere

{t,x} koordinatlariigin genel metrik

(1+Kex2)dt2+(1+Kt2)edx2—2Ketxdtdx

ds* = >
(1+K(t2+ex2))

seklindedir [52].

6.3.1 Ozel durumlar icin bazi metrikler

{t,x} koordinatlari icin metrigin isaretinde bulunan e ile Gauss egriligi K; {-1,0,1}

degerlerini aldiginda olusan metrikler Cizelge 6.3 de gosterildigi gibi verilebilir.

6.4 Afin CK-Diizlem Geometrileri

Ug farkl uzaklik élgimii ve ti¢ farkh agi élciimiine ait temel 6zellikler ve bu 6zellikler ile
birlikte olusan geometrilere 6rnekler verdik. Simdi Cizelge 6. 1 de tanimlanan 9 farkli
geometriden diizlemde “Afin CK-geometrileri” olarak adlandirilan Oklid, Galile ve
Minkowski (Lorentz) geometrilerini inceleyelim. Buradan itibaren Oklid, Galile ve
Minkowski dizlemini K =0 sabit Gauss egriligi ile birlikte e=-1,0,1 igin kisaca P.

diizlemi olarak tek gati altinda toplayacagiz.
Cizelge 6.3 den gorildigu gibi K =0 olmak lzere
ec=1 icin Oklid metrigi ds* = dt* +dx*,
ec=0 icin Galile metrigi ds* = dt*,
ec=—1 icin Minkowski metrigi ds* = dt* —dx’

elde edilir.
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Cizelge 6. 3 Ozel durumlar icin bazi metrikler

METRIKLER

iki Nokta Arasindaki Uzaklik Olgiimii

iki Dogru Arasindaki A¢i Olgiimii

ELIPTIK PARABOLIK HIPERBOLIK
K=1 K=0 K=-1
EIIPTIK , (1+x2)dt2+(l+t2)dx2—2txdtdx 2 (l—xz)dtz +(1—t2)dx2 i
ds* = 2 2)\? ds’ = dt’ +dx’ ds” = 2 2)\?
e=1 (1+t +x ) (l—t —x )
ds* = dt’
PARABOLIK . dr 2 I
ds” = 2)2 6zel dogrular igin ds” = X
e=0 (1+7) (1-7)
ds® = dx’
HIPERBOLIK . (1=x7)ar = (1+7 ) dx* + 20xdtdx (14 )de —(1-£ ) — 2
ds” = 2 22 ds’ =dt’ —dx’ ds” = 2, 2
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Boylece

ds® =[at dX]Ll) EMZJ

yani
ds* = dt*+ € dx* (6.1)

yazilabilir. Galile metrigi dejenere oldugundan bir diger metrik

5 dx2+ldt2,e¢0
dL” = € (6.2)

dx’ ,e=0

2
C
alinabilir. Burada e:—[ﬂj seklinde fiziksel bir anlam icermektedir. i kompleks
c

max

birim olmak Uzere ¢ =ic

max 151k

oldugunda Oklid, ¢ =00 durumunda Galile, ¢ =c

max max l;lk

durumunda ise Lorentz fizik kanunlari gecgerlidir [52].

6.4.1 P dizleminde i¢c carpim

Tanim 6.7

P. dizleminde x=(x,x,),y=(»,»,) olmak iizere x ve y noktalari alaim. Bu iki
nokta icin P. diizleminde ig carpim ( , ) seklinde gésterilir ve

(,) :R*xR* >R

(X,y)—><X,y>e =x)+EX,), (6.3)

olarak tanimlanir. Bu i¢ ¢arpim incelendiginde

(x¥)
(xy). =1(xy),
(x¥),

<X’y>1 =x ) +xy,; €=l
<X’y>o =N ; =0
<X’y>_1 =XV X)) e=-1

0
oldugu gorlir. Bu dontsimin matrisi B :{ } seklinde olup

S
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<x, y> =x"By (6.4)
olarak yazilabilir [39].

Not 6.1
e=0 i¢in P. dizleminde
ey eksenine paralel olan vektérlere ézel vektér denir.
ox=(0,x,),y=(0,y,) e P. &zel vektorlerinin Galile &zel i¢ carpimi (, )  ile
gosterilir ve
(%y), =(xy), =%y,
olarak tanimlanir.

i¢ Carpimin Ozellikleri

Her x=(x,x,),y=(»,7,).2=(2,2,) € P. ve a€R skaler sayisi igin

i) Simetri 6zelligi: <X,y> =<y,x> dir.

ii) Bilineerlik ézelligi: (ax,y)_=ax,y,+€ax,y, =a(xy+€x,y,)=a(x,y)_

<X+y,z>=(xl +y1)zl+e(x2 +y2)22 =(xlzl+ex222)+(ylzl+eyzzz)

=(x.2)+(1.2)
ve benzer bicimde
(x,y+z)=(x,y)+(x,z)
dir.

iii) Yari pozitif tanimlilik 6zelligi: <x,x>€ =x’+ex,” iken

e Eger <x,x>G :xl2 =0 ise x, =0 olup x# 0 olabilir. Bu 6zelligi saglayan her xe P.
vektérii icin (x,v) =0 olacak sekilde biitin veP vektérlerinin kiimesi bir

Oklid dogrudur.

<x,x>L >0 ve x =0 ise x spacelike vektor
oEger <X,X>L =x —x; ise <x,x>L =0ve x#0 ise x nullvektor

<x,x>L <0 ise x timelike vektor
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olarak siniflandirilir®.

6.4.2 P duzleminde ortogonal baz vektérleri
Tanim 6.8

P. diizleminde {¢, =(1,0),¢, =(0,1)} vektérlerine ortogonal baz vektérleri denir.

6.4.3 P dizleminde norm
Tanim 6.9

P. diizleminde her x =(x,,x,)e P. vektériiniin normu |x|_ ile gosterilir ve

Il = ()] = i+ e x]

seklinde tanimlanir. |x|_ =1 ise x vektériine birim vektér denir.

Not 6.2

e=0 igin P. diizleminde x=(0,x,)eP. 6zel vektérlerinin normu x|, = x|, ile

gosterilir ve
], = (xx), =]

seklinde tanimlanir? [16].

6.4.4 P dizleminde diklik (ortogonallik)
Tanim 6.10

P. dizleminde her x,y € P. vektérleriigin

(x.y).=0

olmasi durumunda y vektdriine x vektdriiniin diki (ortogonali) denir ve y 1 x ile

gosterilir. P. duzleminde self-ortogonal vektorlere izotropik vektér denir ve

! Lorentz diizleminde vektérlerin siniflandiriimasi Ek A Tanim A.3 de verilmistir.

? Galile diizleminde bir vektoriin 6zel normu Ek B Tanim B.12 de verilmistir.
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e c=1 icin sifir vektorq,
ec=0 ve (x,x)_ #0 icin y =(0,,) olacak bicimdeki tim dikey vektorler,
e c=—1 icin sifir vektoru ile birlikte (£1,1) vektorlerine paralel olan vektorler

izotropiktir.

6.4.5 P dizleminde metrik fonksiyonu

Tanim 6.11

P. diizleminde 4=(x,,x,) ve B=(y,,»,) noktalari arasindaki metrik fonksiyonu® d ,,
ile gosterilirve d :||AB||e = KAB,AB}J

seklinde tanimlanir. Buradan,

AB=0B-0A =(y, —x,,y, —x,) olmak lizere

d :\/‘(yl _x1)2+e(y2 _x2)2

formuli elde edilir. Eger bu noktalar arasindaki metrik fonksiyonu sifir ise, bu iki

noktaya ¢akisik denir.

6.4.6 P dizleminde ¢ember

Tanim 6.12

P duzleminde sabit bir O noktasina uzakliklari mutlak degerce sabit ve r olan
M (x,y) noktalarinin kiimesine ¢ember denir ve S ile gosterilir. Burada O(a,b)

noktasina § ¢emberinin merkezi ve negatif olmayan » sayisina da ¢gemberin yarigapi

denir. d,,, :\/‘(x—a)2+e(y—b)2‘ oldugundan

d’, :(x—a)2+e(y—b)2 =7’

te=0 icin Galile duzleminde isaretli uzakhk Ek-B Tanim B.15 de isaretli 6zel uzaklik Tanim B.16 da

verilmistir.
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dir. Boylece S ¢cemberi
(x—af+e(y—bf:r2

olarak tanimlanabilir.

v

N o]
N

e=1 e=0 e=-1
Sekil 6.9 P. duzleminde birim gemberler

6.4.7 P duzleminde trigonometri

S, O merkezli birim ¢ember ve M =(x,y) S uzerinde bir nokta olsun. /,

OM dogrusunu ve a, J,, agisini géstersin.

A0
N
S
Il
=
=
D\
S
Il
)
N

Sekil 6. 10 P. dizleminde trigonometri
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P dizleminde cos_¢ ve sin_¢ trigonometrik fonksiyonlari

cos @, e=1 sin @, e=1
cos_p=4 cosgp=1, €=0 sin_gp=4 singp=¢, €=0
cosh ¢, e=-1 sinh ¢, e=-1
seklindedir. Ayrica seri agilimlari
© 2n © 2n+1
n (0 n (0
cos_@ = —€ , sin_@ = -
-7 nZ:(;( )(271)! 4 ,7:0( )(2n+1)!
olarak yazilabilir. Bunun yaninda
tanewzw
cos_ @
ve
— 0 —e€
—e:J:
1 0
olmak Uzere
o — cos_@ —esin_g
sin_¢  cos_¢@
dir. Burada
e’? =cos_gp+Jsin_g
olup
- (/o) (Vo) (Jo)' (o) (Jo)
e’ =) =1+Jp+ - - - +
n=0 l’l' 2' 4' 5'

seklinde seri agilimi yazilabilir. Bu seri agilimini incelersek

g {(1) ﬂﬁ ﬂ :_{
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Jt=J*J =& bo
0 1

olmak Uzere

(1 €
o) 2n

2(-e ((gn)! 72 () (2(Z+1)!

n=0

4 6 3 5
22 o2 +...}+J[(/)—e£ +e 2 +j
4! 6! 3! 5!

+

Jo
e —
0 2n+l1

2
9
2!
)n

olup

e’? =cos_gp+Jsin_g

elde edilir.

P_diizleminde trigonometrik 6zellikler

P_duzleminde trigonometrik 6zellikler asagidaki sekilde verilebilir:
ecos’_p+esin’_p=1
® COS_ ((0+ 0) =cos_¢cos_0—esin_gsin_0
esin_ ((o + 0) =sin_gcos_6@+ € cos_g@sin_0

etan_(p+0)= tan_¢+tan_0

l-etan_¢gtan_0
1

ocose(p:(1+etan2E (p) 2
oicos p=—€sin_g@

d € €
oisin @=CcoS_@

d € €

d 2
e—tan_¢@=I+etan’_¢@

do

d
o— ¢ =Je*

do
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J(p+0) Jo JO

L X4 =e e

[ejweJ,g:[cose(p —esineqo}[coseé? —esineﬁ}z[cose(gzwe) —esine(¢+9)}=eJ(¢+g)J

sin_gp  cos_¢ ||sin_@  cos_0 sin_(p+6)  cos_(¢+0)

6.4.8 P dizleminde donme

P. diuzleminde O orjin noktasi etrafinda ¢ >0 agisi kadar dénmeden ibaret olan
donme hareketinin kutupsal koordinatlardaki denklemlerini bulalim. X (»,60)

noktasinin resmi X'(r',8') ise
r'=r ve '=0+¢

dir. X ve X' noktalarinin koordinatlar, sirasiyla, X =(x,,x,) ve X'=(x,x}) ise
yukaridaki denklemden

A ’
x,=r'sin_0

x, =rcos_60 x/ =r'cos_6'
. ve
x,=rsin_0

yazilabilir. Buradan

x{=rcos_(0+¢p)=r(cos_@cos_p-esin_0Osin_p)
=rcos_0cos_@—ersin_0Osin_@
%/_J

%/_J
X X2

x, =rsin_(@+¢)=r(sin_Ocos_p+cos_Hfsin_p)

=rsin_@cos_@+rcos_0@sin_g
— —

X, X
elde edilir. Buradan

;o .
X/ = X, COS_@p— € X, sin_¢

X, =X, Sin_ @+ X, COS_@ (6.5)
dir. Matris formunda yazilirsa
x| cos_p —esin_g || x
LJ - LinE @  cos_¢ ij
oldugu gorilir. Buradan
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x =¢’’x
yazilabilir. (6.5) denklemleri; donme agisi @ olan O orjin noktasi etrafindaki

dénmelerin denklemleri olup e’? ye dénme matrisi denir.

Diger taraftan, (6.3) denklemiyle verilen bilineer form altinda dénmeler korunur. Yani

(xy)_ = <eJ"’x, e"¢’y>e dir. Gergekten;

vx=(x,»).y=(x,,»,)eP igin

cos_ ¢ —esin g || x ) .
e’’x=| _° - =(cos_gx,— esin_py,,sin_gx, +cos_py, )
|smn.p  COS.@ || )

o _|COS.p —€sing | x
e’y =

) 2 } = (cose(pxz— €sin_@y,,sin_gx, + 0056403’2)
_SlnE(P COSE¢ ] _y2

yazilabilir. Buradan

2 : : 2 2.2
<eJ‘/’x, ej‘/’y>e = COS_ (X, X,— € COS_¢sin_gx, y,— € COS_@SIn_@x, y,+ € sin_" @y, y,
.2 . . 2
+ € sin_"@x,x, + € SIn_(Cos_@Xx, y,+ € sin_pcos_@x, y, + € cos_" @y, y,

2 ca 2 2 c. 2
= X,X, (cosE @+ esin_ (p)+ EVY, (cose @+ esin_ (p)
1 1

=xx5teny,

(e xe"y) =(xy). (6.6)

elde edilir. Sekil 6. 2 de P. diizleminde dénmelerin yoni gésterilmistir [39].
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fra iii | \\\k/////f///
SN St N

e:l GZO E:_l

Sekil 6. 11 P. dlizleminde dénmelerin yoni

6.4.9 P dizleminde kati hareket

P. dizleminde O orjin noktasi etrafinda ¢ >0 agisi kadar dénme ve 6telemeden

ibaret olan kati hareketin denklemlerini bulalim. X noktasinin resmi X' olmak lzere

a,b € R icin kati hareket

. :
{xl = X,C0S_@ — X,Sin_p +a

) .
X, = x,;sin_@+x,cos_@+b

seklindedir. Bu son esitlik

X | _|cos.p —esing| x L%
X, | |sing cos.p || x,| |b,

—_— \ —— —
X' eJ(p X C

olmak Uzere

X' =eX+C

seklinde matris formunda da gésterilebilir. Burada e’ ifadesine dénme matrisi C ye
oteleme matrisi denir. Bu esitlik literatlirde direkt kongruens olarak da

isimlendirilmektedir [39].
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6.4.10 P duzleminde iki dogru arasindaki agi

P dizleminde iki dogru arasindaki aginin élgimi e=1, €=0 ve e=-1 igin, sirasiyla,
eliptik, parabolik ve hiperboliktir. Bu agi 6lcimlerinin 6zellikleri, sirasiyla, Tanim 6.4,

6.5 ve 6.6 da verilmistir.

P_diizleminde iki vektor arasindaki agi

x ve y P duzleminde uglari birim ¢gemberin merkezinde ve ayni bélgede yer alan
(ayni tipten) ve izotropik olmayan iki vektor olsun. x vektoriini y vektoriine tasgiyan

bir ¢ acilli dénmeyi arastirirken x ve y vektorlerinin birimlestirilmis hallerini

¥

o .. X -
kullanacagiz. Bununigin X=—- ve y = ”
y

[x

birim vektérlerini ele alalim. 9=(£1,0)

€ €

olmak Gzere
$=¢"9, y=¢""9, y=¢"%
seklinde yazilabilir. ¢ =6, -6, olmak lzere

<i,§7>e = <eJ9‘ 9,e’% 19>E = <eJ9‘ 9,¢e’%e’" 9>

€

yazilabilir. (6.6) denkleminden

(%,§).=(9,¢"9)

1
yazilabilir. (6.4) denklemi g6z 6niine alinirsa bilineer formun matrisi B :{
€

0
} olmak

uzere
(%9).=(9,¢"9) =9"B "9

yazilabilir. 3=(+1,0) icin

st of! O e

€||sinp  cos_p
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elde edilir. —cos_¢ ifadesi sadece e=—1 ve X ve y vektorleri timelike vektorler iken

gerceklenir. O halde ayni tipten iki vektor arasindaki aci <i,y>e :<|L,L> olmak
x|l vl /.

€

Uzere

(o). =|

seklinde verilebilir. Yine negatif olma durumu sadece €= —1 ve vektorler timelike iken

X

vl (%¥). =[x

Y| cos g

€ €

gerceklenir [39].

6.4.11 P. duzleminde Schwartz ve liggen esitsizlikleri

x ve y P duzleminde ayni bdlgede yer alan (ayni tipten) iki vektér olsun. Schwartz ve

Uggen esitsizlikleri asagidaki sekilde verilir:

Schwartz esitsizligi:

(o) <[l
(o) =[]
(o) 2 x|

Ucgen Esitsizligi

e=1 icin

e=0 igin

e=-1 igin

e=1igin [x+y] <[x][y]
e=0 icin [x+y| =[xy

e=—1 igin |x+y| >||x|[y]

6.4.12 P dizleminde lineer doniisiim

Tanim 6.13 (Lineer Doniisiim)

x=(x,,x,) € P. olmak lizere J déniisiimi
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J:P——>P

x_u(x):J(xl,xz):B ‘ﬂ{xl}(_exﬂxl)

X

seklinde tanimlanir. Bu dénlisim lineerdir. Gergekten;

vx=(x.,x,),y=(»,»,)€P. ve Va,beR igin

0 —el| ax,+by
J(ax+by):L 0 }Lx;+bylj
=(—e(ax2+by2),axl+byl)
ve
aJ (x)+bJ (y)=a(—ex,,x)+b(—€y,, 1)
(- axz,axl) (—eby,,by,)
( ax ery2 , X, +by1)

olup J(ax+by)=aJ(x)+bJ(y) dir.
Ayrica J dénisimi P duzlemindeki her x vektoruni J(x) ortogonaline

dondstirir. Gergekten;

<X,J(X)> = <(x1,x2),(— €X,,X, )> =—exx,+ex,x =0
seklinde gosterilebilir.
Not 6.3

X Ly olmak lizere x self-ortogonal (izotropik) olmayan bir vektor olsun. O halde bir

AeR igin
y=J(x) (6.7)

seklindedir. Yani y vektoéri x vektérunidn J doénudsimi altindaki goriintisuyle lineer

bagimhdir.

6.4.13 P dizleminde egriler

Tanim 6.14 (Egri)

I c R bir agik aralik olmak tizere
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a.l——>P

s——a(s)=((s)s, (s))
diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda a(]) c P. kimesine P. Afin CK-
diizleminde diferansiyellenebilir bir egri denir.

Tanim 6.15 (Yay uzunlugu)

a:1—— P egrisinin a,be icin a(a) dan a(b) ye yay uzunlugu fonksiyonu,

L(a,b):i-ua'(u)uedu

seklinde tanimlanir [39].
Tanim 6.16 (Regiiler Egri)

Vsel igin Hoz’(s)”E #0 ise a egrisi regllerdir. P. dizleminde bu ifade incelenirse

e=1 icin Oklid dizleminde regiiler bir egrinin tanjant vektérii asla sifir olamayacagi

sonucu gikarilr.

e=0 icin teget vektorler sifirdan farkhdir. Ayrica (0,1) vektoriine paralel degildir.

e=—1 ic¢in teget vektorler sifirdan farkli olmakla birlikte (il,l) vektorlerine paralel
degildir. Ornegin bir regiiler egrinin tegeti bazi noktalarda (~1,1) ve (1,1) noktalari
arasinda yatiyorsa, o zaman egrinin tim tegetleri bu vektorler arasinda yatar.

Bir regliler egrinin yay uzunlugu parametreden bagimsiz oldugundan “yay uzunluguna

gore parametrelendirme” yapilabilir.
Tanim 6.17 (Birim Hizh Egri)

a:]——>P egrisi s yay parametresi ile verilsin. a nin birim hizli bir egri olmasi igin

gerekli ve yeterli kosul Haz’(s)uE =1 olmasidir.
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6.4.13.1 P dizleminde yay uzunlugunun bir diger ifadesi

P duzleminde bir egrinin yay uzunlugu (6.2) denklemiyle verilen metrik yardimiyla

(zaman, konum) koordinatlarina gére IdL seklinde yani

_[dL— j,/dx +— dt =0 6.5)

_[\/E ,e=0

olarak tanimlanir.

Bu tanim yardimiyla x ve y P dizleminde uglari birim ¢emberin merkezinde ve ayni
bolgede yer alan (ayni tipten) iki vektor arasindaki ¢ acisi asagidaki sekilde tarif
edilebilir:

x ve y vektorleri izotropik olmasin. Sekil 6. 12 de gosterilen yatay ekseni zaman
ekseni dikey ekseni de konum ekseni olarak alalim. x vektoriinii y vektorine tasiyan

@ agisl

|
Hiz = yo =y

Zaman

olmak Uzere

_ X vey arasindakidaireselyay uzunlugu _ tan v

€

Cemberinyarigapi

seklinde &lciiliir. Cemberin yaricapi 7 olmak lizere t*+ € x* = 7> saglanir ve ¢ agisi
1
=—|dL
ol

olarak yazilir. (6.8) denkleminden

—J.,fdx +— dt ,e=0 J.\/T’E?&O
r —eXx

—I\/dx ,e=0 Id g ,e=0
elde edilir. Buradan
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I . V—ex
fsmel ,e#0

X
r

,e=0

olup

e+ 0 icin e=0 icin

{ t=rcos_\-ep {t=’”

. xX=r
—ex=rsin_v-egp ¢

olarak elde edilir. (¢,x) koordinatlarindan (x,y) koordinatlarina gegilirse

X =rsin_¢
Yy =7rcos_¢

seklinde kutupsal koordinatlar yazilimi elde edilir.

6.4.13.2 P. diizleminde birim hizli egriler igin Frenet vektdr alanlan

Tanim 6.18 (Frenet vektor alanlari)

P duzleminde o :1——> P birim hizl egrisi s yay parametresi ile verilsin. " ve N,
sirasiyla, a egrisinin teget vektor alani ve normal vektor alani olmak (izere {T,N}

ortonormal sistemine « egrisinin Frenet ¢atisi denir. Burada T ve N vektorleri

Frenet vektorii olarak isimlendirilir. Bu vektorler

{T(s):a'(s) (6.9)

N(s)=JT(s)

seklinde hesaplanir.
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Sekil 6. 12 Agi Olgiimii

6.4.13.3 P. diizleminde egrilerin egriligi

Tanim 6.19 (Egrilik)

P duzleminde a:1—— P egrisi verilsin. a egrisinin a(s) noktasindaki egriligi

(6.10)

ile tanimlanir. Eger o egrisi birim hizli ise K(s):<a”(s),Ja'(s)> oldugu agiktir.
6.4.13.4 P diizleminde birim hizli egriler igin Frenet tiirev formiilleri
Teorem 6.1 (Frenet tiirev formiilleri)

P duzleminde o :/——>P. birim hizli egrisi s yay parametresi ile verilsin. {T, N}

Frenet ¢atisi olmak lizere, a egrisinin Frenet tiirev formiilleri
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(6.11)

bigimindedir. Burada «(s), o egrisinin egrilik fonksiyonudur.
Ispat:

P dizleminde a:I——>P birim hizh egrisi s yay parametresi ile verilsin.

Jor (5)

=1 olmasindan <0¢’(s),oc’(s)>e =+1 yazilabilir. Buradan tiirev alinirsa

€

!

<a’(s),a'(s)> = 2<0{’(s),05”(s)>E =0
olup a" La' vyazilabilir. (6.7) denkleminden «a"=AJa’ olacak bigimde AeR
bulunabilir. Birim hizli egriler igin (6.10) denklemi «(s)=(a"(s),Ja'(s))_seklinde

yazilabileceginden yukaridaki bilgilerle A reel sayisinin aslinda « egrisinin egriligi olan

/c(s) e karsilik geldigi gorulir. O halde (6.9) denklemlerini de kullanarak

bulunur. Ayrica
N(s)=JT(s) = IN(s) = (JT (5))
:JN(S){‘I’ ‘ﬂﬁ ‘ﬂ:_er(s)
olup
V()= x(s) N (5) =~ ex(s)T ()

biciminde elde edilir. Sonu¢ olarak P dlzleminde birim hizli egriler icin (6.11)

denklemleri ile verilen Frenet tlirev formullerine ulasiimis olur.

Tanim 6.20

a:I——P , P diazleminde birim hizl bir egri olsun. T, N vektér alanlari ile x,7

fonksiyonunun her birine, « egrisinin Frenet elemanlari denir.
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6.4.13.5 P. diizleminde birim ¢ember lizerindeki donmeler

Bu alt bélimde P. dizleminde birim cember tzerindeki dénmeleri inceleyecegiz.

a:l——>P

p——a(9)=((9),2 ()

olmak Gzere P. dizleminde

(@ () +<(a(p) =21 (6.12)

birim ¢cemberini ele alalim. (6.12) denkleminin tlrevi alinirsa
/ !
ao +ea,o, =0

olarak bulunur. Buradan « L&' oldugu acgiktir. O halde (6.7) denkleminden

a':ﬂ,J(a) olacak bigcimde bir A € R vardir. Eger ¢ yay parametresi ise A ==%1 dir

(A=-1 durumuigin A =1 de ¢ yerine —¢p koyulur). Buradan tiim reel ¢ sayilari igin
a(p)=e"a(0)
seklinde yazilabilir. ¢’” nin @ acili dénme matrisi oldugu daha énce belirtilmisti. ¢

acisi «(0) dan a (@) yay uzunluguna esittir. Bu kavram Bélim 6.1 ve BSlim 6.2
verilmis olup “P._ diizleminde a¢inin 6l¢giisi goérdiigi yayin uzunlugudur” seklinde
Ozetlenebilir.

Buradan asagidaki sonug verilebilir:

Sonug¢ 6.1

x ve y P dizleminde uglar birim ¢emberin merkezinde olan ve ayni bélgede yer alan
iki vektor olsun. O halde x vektoérinu y vektorine tasiyan bir ¢ agili dénme vardir.

Bu donme €=1 igin 27 -nin katlarinda degisir. e=0 ve €=-1 igin ise bir tek ¢ vardir.
6.4.13.6 P diizleminde egriler ile ilgili fiziksel ¢gikarimlar

Bu alt bélimde, P. diuzleminde €=0 ve e=-1 igin hareket eden bir parcacigin zaman
icinde aldig1 yolu veren egri (wordline) ele alinacak ve bu egrinin egriligine karsilik
gelen fiziksel ¢ikarimlar yapilacaktir.
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€= 0 igin Newton Mekanigi:

Bir dogru lizerinde hareket eden bir pargacigin zamana bagli konumu, f:zaman ve

x :konum olmak Uzere {t,x} koordinatlarina gére x= f'(t) ile verilsin. Bu pargacigin

Newton mekaniginde yani e=0 i¢in £, duzleminde aldig yol

a ()= (8 £ (1))

egrisi ile ifade edilebilir. a(¢) incelenirse

J\ ) =+ (£(0))

seklinde oldugu, yani €=0 igin Ha'(t)”=1 esitliginden birim hizh bir egri oldugu

o' (1)=(1,f'(¢) = [l (1)

gorlllir. ¢ nin yay parametresi oldugu aciktir.
Simdi Frenet vektérlerini bularak o egrisinin egriligini inceleyelim:
(6.9) denkleminden « egrisinin Frenet vektorleri

7(0)=(11"(1))
N(#)=J(T (1)) = (=< f'(1);1)= N (1) = (0,1)

olarak bulunur. 7'(¢) tiirevi incelenirse

7'(6)= (1.7 ()) =(0.1"()) = S (£)(0,1) = (1) N (1)
seklindedir. (6.11) denkleminde verilen Frenet tlirev formullerinden
w(t)=r"(¢)

elde edilir. Bu esitligin fiziksel anlami séyledir: Newton mekaniginde hareket eden bir

pargacigin ivmesi, zaman iginde aldigi yolu veren egrinin egrilige karsilik gelmektedir.

Yukarida bulunan sonuglar F, dizleminde

a(1)

olacak bigimde herhangi bir birim hizli egriye uygulanirsa al(t):itJra, aeR olup

I
—_—~
KR
—~
~
~
-
K
[
—~
~
~
~—
.

buradan
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a(t)=(+t+a, f(1))
elde edilir. Fiziksel olarak al(t) =t+a olmasi pargacigin zaman iginde ileri yol aldigini,
o, (t) =—t+a olmasi da pargacigin zaman iginde geriye dogru yol aldigini gosterir [39].

F, duzleminin (t,x) noktalari Newton mekanige gore olaylar olarak adlandirilir.

€= -1 icin Rélativistik Mekanik

Bir dogru lzerinde hareket eden bir parcacigin zamana bagli konumu, f:zaman ve

x:konum olmak Uzere {x,t} laboratuvar catisina gére x=f(t) ile verilsin. P,
dizleminin (x,t) noktalari Rolativistik mekanige gore olaylar olarak adlandirilir.
Dolayisiyla {x,t} laboratuvar catisi alindiginda x, baslangic gozlemcisi tarafindan bir
olayin uzay koordinati ve t de zaman koordinatidir.

Pargacigin rolativistik mekanikte yani e=—1 igin P, duzleminde aldig! yol

egrisi ile ifade edilebilir. Baslangig gézlemcileri icin « (1) =(0,) bigimindedir.

(1) = (7 () 1| =1

o' (1) =(/"(1):1)=|

oldugundan, « egrisi birim hizh bir egri olmayip, ¢ yay parametresi degildir. « egrisinin
yay parametresi uygun zaman (proper time) parametresil olarak isimlendirilir (Birden
fazla parametre (zaman) var olup yay parametresi uygun zamana karsilik gelmektedir).

a egrisinin uygun zaman parametresini 7 olarak alam. v= f"(¢) olacak bigimde

segilsin. O halde Tanim 6.15 den

= [l (o) r=> 22 <=
0

! Bu zaman parametresi, parcacik tarafindan tasinan bir saatle kaydedilen bir zaman olarak

dusindlebilir.
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a'(1)

seklindedir. « egrisinin regiler (‘

= ‘vz—l‘;tO) olabilmesi igin |v|<1

€

kosulunun saglanmasi gerekmektedir. Buradan +1—v* <1 dir. Bdylece laboratuvar
¢atisinda 7 zamaninin ¢ zamanindan daha yavas oldugu sdylenebilir. Bu da ikizler

paradoksu® ya da saat paradoksu adi verilen paradoksa yol acmaktadir.

Rolativistik mekanikte egriligin fiziksel bir anlami mevcuttur, 6yle ki; hareketli bir
pargacik lzerinde yol alan bir gézlemcinin ivmesi egrilige karsilik gelmektedir. Bu ivme

uygun zamanli ivme olarak adlandirilir.
Laboratuvar gatisina gore egrilik incelendiginde
frr(t)
K(t) = 3
()
seklinde karsimiza ¢ikar. Baslangi¢ aninda gozlemciler I((Z') =0 ivmesine sahip olup bu

gozlemciler icin T'(7) sabittir [39].

! http://tr.wikipedia.org/wiki/Zamanda_yolculuk

80



BOLUM 7

AFiN CK-DUZLEMINDE ( P.) 1- PARAMETRELI HAREKETLER

Tezin ilk orijinal kismini olusturan bu bélimde, P. dizleminde 1-parametreli dlizlemsel

hareket ele alinacaktir. Bu hareket €=1 icin Béliim 3 de verilen Oklid diizlemindeki 1-
parametreli harekete, €=-1 icin Bolim 4 de verilen Lorentz dizlemindeki 1-
parametreli harekete ve =0 icin Bolim 5 de verilen Galile dizlemindeki 1-

parametreli harekete karsilik gelmektedir. Boylece P. duzlemine genellenen 1-

parametreli dizlemsel harekete ait tlrev denklemleri, hizlar-hizlarin terkibi, pol
noktalari, ivmeler-ivmelerin terkibi ve ivme poli kavramlar tek bir adimda elde

edilecektir. Burada elde edilen orijinal sonuglar [58] nolu makalede yayinlanmistir.

7.1 Afin CK-Diizleminde (P.) 1- Parametreli Hareketler

P. ve P." iki Afin CK-diizlemi olsun. Bu diizlemlerde, sirasiyla, {O;c,,c,} ve {O';c},c)}

€

koordinat sistemlerini ele alalim. Eger tel IR icin,

ise bu durumda {O;c,,c,} koordinat sisteminin, {O';c},C,} koordinat sistemine gore
hareket ettigini kabul edecegiz. {O;Cl,cz} koordinat sistemini hareketli koordinat

sistemi, {O';C;,C’z} koordinat sistemini ise sabit koordinat sistemi olarak adlandiralim.
Dolayisiyla P. duzlemi, PE' dizlemi Gzerinde hareket ediyor olarak kabul edilebilir.

c, ile ¢} arasindaki agi @ olmak lzere ¢ ye dénme agisi denir. OO’ =u hareketin

oteleme vektorii olmak Gzere
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OO’ =u=ugc, +u,., (7.1)

yazilabilir. Eger,

u = (t), u,=u,(t), p=p(t)

fonksiyonlari bir t reel parametresinin diferansiyellenebilir fonksiyonlari ise, P.
dizleminin PE’ dizlemine gore hareketine 1-parametreli diizlemsel hareket denir ve
B=P€/P€' ile gosterilir. Buradaki “t” parametresi genel olarak zaman parametresi
olarak alinir. DGnme agisinin (jj_qto = ¢ tlurevine B hareketinin agisal hizi denir. Bundan

sonra sirf 6teleme hareketinden kaginmak igin ¢ # 0 kabul edecegiz.

O=0" 6zel durumu igin ¢, ve c (i::LZ) vektorleri arasinda (bu vektorler ayni

bolgededir.)
C,=  COS_@C;+Sin_g C, (7.2)
c, =—esin_gc, +cos_¢C, '

esitlikleri mevcuttur. Bu esitlikleri P. duzleminde kutupsal koordinatlariyla verilen bir
X =(x,X,)=(rcos_@,rsin_d) noktasinin ¢ kadar doénmesini  kullanarak
hesaplanmaktadir. Yani (6.5) denklemi yardimiyla ¢ ve c, vektorlerinin ug
noktalarinin koordinatlari, sirasiyla, (1,0) ve (0,1) olmak uzere bu noktalarin (6.5)
ifadesi ile verilen dénme altinda resmini arastirilabilir. Bu durumda (1,0) ve (0,1)

noktalarinin dénmesiyle ¢, ve c, vektorlerinin ug noktalari asagidaki sekilde verilebilir:

. - cos_.p —esin_g|1
' lsin_g cos.e ||O

olup, buradan

¢, =(cos_ ¢,sin_g)=cos_gc; +sin_¢c,

elde edilir. Benzer bicimde
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o —| G089 —esin_p || 0

2 |sin_g cos.p |1

alirsak
CZ:(_ESInE¢’COSE¢):_ESInE@;+COSEm;

elde edilir. Yani (1,0) noktasinin dénme altindaki resmi (cos_g,sin_g) ve (0,1)

noktasinin dénme altindaki resmi (—esine(p,cose(p) seklindedir.  Bdylece (7.2)

denklemi
C,=  COS_@C;+Sin_¢C,
c, =—€Ssin_gc] +Cos_¢C,

seklinde elde edilmis olur.

Simdi B=P_/ Pe' hareketinin vektdrel ve kartezyen denklemlerini bulalim:

Dizlemin bir X noktasi, hem hareketli sistemdeki (xl,xz) koordinatlari ve hem de
sabit sistemdeki (X, ;) koordinatlari yardimiyla géz 6niine alindigi takdirde her iki

sistemde X noktasina ait konum vektorleri igin

{x =0X=XC, +X_C,

X' '=0'X = x/C; +XC,

yazilabilir. Buradan

OX=0'0+0X=-00"+0X

veya

X' =X—Uu (7.3)
vektorel denklemi elde edilir. Bu denkleme Afin CK-diizleminde B=P. /P 1-

parametreli diizlemsel hareketinin vektérel denklemi denir. Buradan X' =(x(,X; ) igin

X, Cy +X,C, = (X —U, )¢, +(X, —U,)C,

esitliginde (7.2) denklemleri kullanilirsa
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(X, —u, )cos_gp—e(x, —U,)sin_p
,=(x —u;)sin_g+ (x,—Uu,)cos_g

=<
I

|

denklemleri ya da kisaca

X
X

ifadesi bulunur. Bu ifadeye Afin CK-diizleminde B=P./ PE' 1-parametreli diizlemsel

x

(%, cos_p—e X, sin_g)+(—u, cos_g+ e u,sin_g)
(X, sin_@+Xx,cos_@) +(-usin_p—u,cos_p)

hareketinin kartezyen denklemi denir. Bu son esitlik

a, =8, (t)=-U, cos_gp+eu,sin_gp
by = by (t)=-u,sin_g- u,cos_¢p

icin
X |_|Cos.p —esing|x | |3
x,| |sing  cos_o || x| |b
seklinde veya
Ccos —esin a
sin_g COS_ @ b,
olmak lizere

X'=AX+C

matris formunda yazilabilir. Burada A vya Afin CK-diizleminde dénme matrisi', C ye

oteleme matrisi denir.

7.2 Tirev Denklemleri

B:PE/PE' hareketi esnasinda bir X € P. noktasinin her iki P. ve PE' diizlemlerine

gore hizlarini bulmak icin 6nce hareketin tiirev denklemleri bulunmahdir. Bunun icin

1 B=L/L’ hareketinin A dénme matrisi ortogonal degildir.
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(7.2) denklemlerinde, c, ¢, vektorlerini sabit kabul ederek, t zamanina gére tiirev

alinirsa?,

dCl o . - ’ . 12 . H ! !
oSG gsinegc + geos,gc, = ¢(—esin_gc] +cos_¢C; )
dCZ . . ] .o ’ . ! 1 !
ot = Ce= €90 pCi— e gsin, g, =< @(cos_ ¢c; +sin_gc; )

bulunur. Buradan kisaca
¢, =¢c,, C,=—€¢C, (7.4)
yazilabilir.

Benzer sekilde (7.1) denkleminin t ye gore tirevi alinirsa,

du . . L .
m =0=U,C, +U,¢, +U,C, +U,C,

elde edilir. Bu son esitlikte (7.4) denklemleri kullanilirsa
u=(u—equ,)c, +(u, +gu,)c, (7.5)

bulunur. (7.4) ve (7.5) denklemlerine Afin CK-diizleminde B=PE/PE' 1-parametreli

diizlemsel hareketinin tiirev denklemleri denir.

7.3 Hizlar ve Hizlarin Terkibi

B=P. /P 1-parametreli hareketi esnasinda, bir X noktasi hareketli P_ diizlemindeki

yerini t zamani ile degistirsin. Bu durumda, X noktasinin hizlari arastirilabilir.
Tanm 7.1

X noktasinin P. dizleminde hareket ederken sahip oldugu hiz vektériine, yani X
noktasi P. diizlemindeki yoriingesini cizerken sahip oldugu vektorel hiza X noktasinin

relatif (izafi) hizi denir ve V. ile gosterilir. Bu hiz vektori

1 P diizleminde trigonometrik ézellikler alt bolim 6.4.7 de verilmistir.
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X=XC, +X,C,
denkleminden ¢, ve C, yi sabit tutup turev alarak

V. =XC, +X,C, (7.6)

seklinde bulunur. Eger X noktasi P. dizleminde sabitise V, relatif hizi sifirdir.

Tanim 7.2

X noktasinin PE' diizlemine gore sahip oldugu hiz vektoriine X noktasinin mutlak hiz
vektérii denir ve V, ile gosterilir. (7.3) denkleminin t ye gore tiirevi alinirsa mutlak hiz

vektoru:

V, =(% —Uy)c, +(% — )€, +(% —U,)c, +(% —U, )¢,

seklinde elde edilir. Burada (7.4) esitlikleri kullanilirsa

V, ={-U+ep(u, =%, )} e, +{—, +p(—U +X )} C, +XC, +X,C, (7.7)
elde edilir. (7.6) denklemiyle verilen relatif hiz vektori yerine yazilirsa

V, ={-U+ep(u,— %, )}c, +{-U, +p(-u +Xx )}c, +V,

elde edilir. Burada

V; ={-+e (U, — X )}c, +{-U, + (U +x)}c, (7.8)
vektorine X noktasinin siriiklenme hiz vektérii denir.

Buradan hiz vektérleri arasindaki bagintiyi veren su teorem verilebilir:

Teorem 7.1

B= PG/PE' 1-parametreli diizlemsel hareketi esnasinda herhangi bir X € P. noktasinin

hiz vektorleri arasinda
V, =V, +V, (7.9)

bagintisi vardir.
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7.4 Do6nme Polii ve Pol Egrileri

Agisal hizi sifir olmayan B = PE/PE' hareketinin her t aninda suriiklenme hizi sifir olan
noktalar arastirildigi takdirde bdyle noktalarin yalniz hareketli P. diizleminde degil ayni
zamanda sabit PE' dizleminde de sabit noktalar oldugu karsimiza ¢ikar. Bu nokta genel
dizlemsel hareketler igin, hareket etmeyen yani {O;c,,c,} ve {O’;c;,c;} koordinat

sistemlerinin her ikisinde de koordinatlari ayni olan bir noktadir. Bu noktaya pol noktasi

veya anlik dénme pol merkezi denir. Buradan V; =0 igin (7.8) denkleminden

{—Uﬁe(uz —X%,)¢=0
—U, +(—u1+)(1)gb:O

elde edilir. Bu denklemler

(7.10)

0-X, +€e¢@-X, =—U+eU,Q
@-%+0-x, =ue+ U,

seklinde diizenlenebilir. Bu lineer denklem sisteminin katsayilar matrisi ve ilaveli

matrisi
0 e¢ 0 epl-U+euyg
A=l Pl ve[AB]=| . ST
¢ 0 ¢ 0| u,+up

olarak alinabilir. Bu sistemin detAz—e(¢)2¢O olmasi durumunda tek ¢6zimi

mevcuttur. Diger bir deyisle ¢ = 0oldugundan sistem €= 0 igin tek ¢éziime sahiptir.

Buradan ==l igin sistemin

(7.11)

olacak bigcimde bir ¢6ziimii bulunur. Burada P =(p,, p,) pol noktasidir.

(7.10) sistemi €=0 i¢in incelendiginde ¢d6zimiin
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uZ
pp=X=U+—
P, =% =(p,(t))(1). 2R
oldugu yani p, bileseninin t ve A ya bagh sonsuz ¢6zimi oldugu goérilir ( p, (t)
fonksiyonlari 4 ya goére dizayn edilmektedir). Boylece =0 icin P pol dogrusu
belirtmektedir. Ayrica yine e=0 i¢in V; =0 alindiginda her t igin ul(t):kzsabit

oldugundan
u(t)=(k,u,(t))=ke, +u,,
seklinde yazilabilir.

Simdi siiriiklenme hiz vektériinii yukarida verdigimiz bilgiler dogrultusunda tekrar

diizenleyelim:

(7.11) denkleminden elde edilen

{ul =—€@p,+€U,p
u, = ¢p1_ul¢

degerleri (7.8) denkleminde yerine yazilirsa B = PE/PE' hareketinin surtklenme hiz

vektorid V;

Vf ={—E(X2—p2)Cl+(X1—p1)C2}gb (7.12)
seklinde tekrar diizenlenebilir.
Siirtiklenme hizinin (7.12) esitligiyle verilen ifadesinden asagidaki sonuglar verilebilir:

Sonu¢ 7.1
B=P. /P’ 1-parametreli diizlemsel hareketi esnasinda

PX=(X1— pl)cl +(X2 - pz)cz

pol isiniile (7.12) denkleminde verilen siiriiklenme hiz vektori birbirine diktir.

Gercgekten;

88



(PX, V) =—€(%—p,) (% —P)+e(X%—p,)(%—p)=0

dir. Yani pol isini hareketin her t aninda stiriiklenme hizina diktir.

Sonug 7.2
B=P /P 1-parametreli diizlemsel hareketi esnasinda, V; siiriiklenme hizinin normu

i

dir. Gergekten de (7.12) denkleminden

\%

-=[PX

V, =p(-€(%-p,).(x - 1))

seklinde alinirsa,

_ \/62 (X2 - p2)2+e(xi— pl)2“(p|, e=+1
|X1—p1||(b|, €=0

Y

€

bulunur. Ayrica

= |0e=p) (-

IPX

oldugundan

\%

I

i

elde edilir.

Teorem 7.2

B=P./P 1-parametreli diizlemsel hareketi esnasinda, P. diizleminin her X noktasi,

t aninda, P merkezlive ¢ agisal hizli bir donme hareketi (ani donme hareketi) yapar.
Teorem 7.3

B=P. /P’ 1-parametreli dizlemsel hareketi esnasinda; t aninda, hareketli P.

dizleminin P ani donme poli etrafinda ¢ agisal hizi ile ddnmesinden ibarettir.
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Teorem 7.4

B=P. /P hareketinde; hareketli P. diizleminin X noktalari, P’ sabit diizleminde
normalleri (yoriinge normalleri) P dénme poliinden gegen yoringeler gizer.
Tanim 7.3

B=P./P 1-parametreli diizZlemsel hareketi esnasinda her t aninda pol noktalari

oldugundan herhangi bir P noktasi P ve PE' dizlemlerinde ¢esitli konumlarda
bulunur. P noktasinin konumu P. hareketli diizleminde genellikle bir egridir ve bu egri
hareketli pol egrisi olarak adlandirilip (P) ile gosterilir. Benzer bigcimde, P pol
noktasinin P! diizlemindeki geometrik yeri sabit pol egrisi olarak adlandirilip (P') ile

gosterilir.

Sekil 7. 1 X =P noktasinda hareketli ve sabit pol egrileri

Simdi pol hizlarini yani (P) ve (P') pol egrilerini ¢izen P noktasinin hizlarini

arastiralim.

Daha 6nceden doénme polini V, =0 ile karakterize etti§imizden (7.9) bagintisi
yardimiyla X =P icin
V, =V, =pC +P,C,

elde edilir.
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Boylelikle asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 7.5

P’ sabit ve P. hareketli diizlemlerindeki pol egrilerini gizen P dénme poliinin her t
anindaki hizlari aynidir. o

B=P. /P hareketi esnasinda Teorem 7.5 den dolayi her t aninda (P)ve (P') pol
egrileri P pol noktasinda birbirine tegettir ve skaler yay elementleri igin

ds' = |V, |_ dt =[]t =ds (7.13)
esitligi vardir. Buradan P dénme poli dt zaman araliginda her iki pol egrisi tGizerinde
esit uzakhklar kat eder.

Buradan asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 7.6
B=P./P. 1-parametreli diizlemsel hareketi esnasinda P. diizleminin hareketli (P)

pol egrisi P." diizleminin sabit (P") pol egrisi tizerinde kaymaksizin yuvarlanir.

7.5 ivmeler ve ivmelerin Terkibi

Bu alt bolimde B=P./P. 1-parametreli diizlemsel hareketi esnasinda relatif, mutlak,

stiriiklenme ve Coriolis ivme vektorleri tanimlanacaktir.

B=P./P’ 1-parametreli diizlemsel hareketi esnasinda X noktasinin P. diizlemine
gore olan ivme vektériine relatif ivme vektérii denir ve b, ile gosterilir. (7.6)
denklemiyle verilen V, relatif hiz vektériinde ¢, ve C, sabit olarak kabul edilip t ye

gore turev alinirsa relatif ivme vektori
b, =V, =%c, +XC, (7.14)

seklinde bulunur.
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4 .. . .. . .. .. . .. .. .
X noktasinin P. duzlemine gore olan ivme vektoriine mutlak ivme vektérii denir ve

b, ile gosterilir. O halde b, :\./a olarak alinabilir. (7.7) denkleminin t ye gore tlirevi

alinarak;

b, :Va :_€¢(Xz - pz)cl_e¢(xz - pz)C1 +¢(X1_ pl)CZ +¢(X1_ pl)c2_6¢(xz - p2)01
+¢(X1_ pl)CZ +X1C1 +X1C1 +X2C2 +X2C2

elde edilir. Buradan (7.4) numarali tiirev denklemleri dikkate alinirsa

b, :_E¢(Xz - pz)cl_e((b)z (Xz - pz)cz +¢(X1_ pl)c2_6(¢)2 (X1_ pl)cl_eé(XZ - p2)cl
+¢(X1 - pl)CZ +X,Cy + PXC, + XC,— € PX,C,

ve en sade bicimde

b, =€ {(Dpz _((b)z (X1 - pl)—(b(Xz - pz)}cl +{_¢p1_ € ((/))2 (XZ N p2)+¢(X1 B pl)} G
+X,C; +X,C,— € PXC; +PXCy— € PX.C, + PXC, (7.15)

elde edilir. Burada

b, =€ {0p, ~(#) (%= P)=p (%~ P&, +{ o= (@) (6 =P.) +d (= RjC, (5 46
vektoriine X noktasinin siiriiklenme ivme vektorii

b, =2¢p{—e %,¢, +%C,} (7.17)
vektoriine de X noktasinin Coriolis ivme vektérii denir.

Eger, X, X, sayilari sabit ise X,X,,%,X, turevleri sifir olur. O halde P. diizleminde bir

X noktasi alindiginda, bu noktanin ivmesinden bahsedilirken siiriiklenme ivmesi

kastedilmektedir.

Buradan ivmelerin terkibi su teoremle ifade edilebilir:
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Teorem 7.7

B=P. /P 1-parametreli diizlemsel hareketi esnasinda bir noktanin mutlak ivme

vektord, striklenme ivme vektori, Coriolis ivme vektori ve relatif ivme vektorindn

toplamina esittir. Yani
ba = bf +bc +br
dir.

Sonu¢ 7.3

B=P_ /P hareketi esnasinda, b, Coriolis ivme vektéri ve V. relatif hiz vektorii
birbirine diktir. Gergekten,
(Vb)) =(XC, +%,C,, 2p{—exc, + >'<1cz}>e

=—-2€ XX, +2€PXX,
=0

elde edilir.
Not 7.1
(7.17) denkleminden, P. duzleminde sabit olmayan bir X noktasinin Coriolis ivmesi

ancak ve ancak ¢ =0, yani B hareketi bir kayma (6teleme) oldugu zaman t nin bitiin

degerleriicin sifir olur. Bu durumda ivmeler; hizlar gibi
b, =b, +b,
esitligine sahip olurlar. o

Simdi bir B=P_/ Pe' hareketinde herhangi bir t aninda siiriiklenme ivmesi sifir olan

noktalari arastiralim.

(7.16) denkleminden b; =0 alinarak, ¢ # 0 igin ()(1— pl) ve (XZ— pz) buyukluklerine
gore

€(¢)2 (X1 - pl)+ € gD(Xz - pz) =€ P,

) (7.18)
(P(X1_ pl)_e(¢) (Xz - pz): [
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homojen olmayan lineer denklem sistemi elde edilir. Bu sistemin katsayilar matrisinin

determinanti

seklinde olup, € ((b)4 +e ((p)2 # 0 icin tek ¢dzimii mevcuttur. Buradan

€Pp, €EQ ( )
oy lpe —e(o)] oleon< @),
(X1 pl) —62((j))4—e(¢)2 62(¢)4+E(¢)2
(o) eop, 2
(X —p )_ ¢ P __¢(E((p) Dl—egopz)
CT @) 0 E(9) +e(p)
olup

o((¢)" pi=p,)
(o) +()

Q=(q,,q,) ivme poliiniin koordinatlari bulunmus olur. €=0 igin (7.18) denkleminden

6, (1) =% (t) = P, (t) - (t)

elde edilen lineer denklem sisteminin ¢6zimu

N—

XORYORNOER,

)
6, (1) = (0, (1)) (), R

S

seklindedir. Burada @, (t) fonksiyonlari u ya gore dizayn edilmektedir.
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BOLUM 8

AFiN CK-DUZLEMINDE (P.) HAREKETLi KOORDINAT SiSTEMi

Bu ikinci orijinal bolimde, 7. Bolimde verilen P. ve Pe' dizlemlerine gore hareketli bir

A dizlemi alinacak ve A dizlemi tzerinde bir noktanin hareketi incelenecektir. P.
hareketli diizlemi {O;c,,c,} koordinat sistemi ile P." sabit dizlemi ise {O';c},c)}
koordinat sistemi ile verilsin. 1-parametreli B=P./P. duzlemsel Afin CK-hareketi

esnasinda P_ hareketli dizleminde alinan bir nokta PE' sabit duzlemine goére izafe

edilmistir. Tersine ayni islemler P’ duzlemini hareketli P. dizlemini sabit alinarak

bulunmustur. Boylece Afin CK-dizleminde genellenen I-parametreli diizlemsel
harekete ait hareketli koordinat sistemi tek bir adimda elde edilecektir. Bu bélimde
elde edilen orijinal sonuglar makale formatinda hazirlanarak bir dergiye sunulmustur

[59].

8.1 Afin CK-Diizleminde ( P.) Hareketli Koordinat Sistemi

P ve PE, diizlemlerine gore hareketli bir A diizlemi alarak bu dizlem Ulzerinde bir

noktanin hareketini inceleyelim:

A hareketli dizlemi {B;al,az}koordinat sistemi ile verilsin. A diizleminin P. ve P’

€

. . . .. . .. . . 4 . . ..
diizlemlerine gore hareketi daha 6nce verilen P dizleminin P. duzlemine gore
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hareketine benzer bigimde gosterilebilir. Burada ¢ ve ¢ agilarini, sirasiyla, A_/P. ve

Al PE' 1-parametreli diizlemsel hareketlerinin donme acisi oldugunu kabul edelim.

Sekil 8. 1 Hareketli koordinat sistemi

Bu kisimdan itibaren diferansiyel yazis tarzi kullanilarak bir noktanin veya vektériin P.

diizlemine gore degisimini "d..." ve P. dizlemine gére degisimini de "d'.." ile

gosterecegiz.
8.2 Tiirev denklemleri

B= PE/PE' hareketinin tirev denklemleri (7.4) ve (7.5) denklemlerinde bulunmustu.

Bu denklemlere benzer olarak A_/P. hareketinin tiirev denklemleri elde edelim:

t=0 aninda {B;al,az} ve {O;Cl,cz} koordinat sistemlerinin baslangigc noktalarinin

ayni oldugu kabul edilerek a, ile c, arasindakiagi ¢ olmak tzere (7.2) denkleminden

a,= CoS_gcC,+sin_gc,
a, =—esin_gc, +Cco0s_gc,

yazilabilir. Burada d¢ sonsuz kiiglik donme agisi yani, gb:(?j—(to acisal hizdir. t ye gore

tirev alinirsa (7.5) denklemi yardimiyla
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(8.1)

da,= dga,
da, =—edpa,

bulunur. BO=b=Dba, +b,a, olmak Gzere bu bagintinin t ye gére tirevi alinir ve

burada da, ve da, nin degerleri yerine yazilirsa
db =(db—edgb, )a, +(db, +dgh )a, (8.1')
elde edilir.

Benzer bicimde A_/ PE' hareketinin tiirev denklemlerini elde edelim:

t=0 aninda {B;al,az} ve {O’;Ci,c’z} koordinat sistemlerinin baslangi¢c noktalarinin
cakistigini kabul edilerek a, ile c; arasindakiagi ¢’ olmak tizere (7.2) denkleminden
a,= COS_¢'C;+sin_¢'C,

a, =—esin_g'c; +cos_¢'C,

1 !

d'e

yazilabilir. Burada d'¢’ sonsuz kiigiik donme agisi yani, ¢’ = acisal hizdir. t ye

gore turev alinirsa

BO'=b'=h/a, +bja, olmak tzere (7.4) ve (7.5) denklemleri yardimiyla

da, =d¢'a,
da,=—edg¢'a, (8.2)
db’'=(db—edg'b))a, +(db; +de'h))a,

esitlikleri elde edilir. Kisalik i¢in

dp=1 do'=1'
db—edgb, =0, , {db/—ed¢’b, =0 (8.3)
db, +deb, = o, do; +de'b = o,

ve db=db’ seklinde ifade edecegiz.
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Tanim 8.1
(8.3) denkleminde verilen &,,0, ve 7z biyikliklerine, A /P. 1-parametreli diizlemsel

hareketine; o7,0, ve 7' biytkliklerine ise A /P 1-parametreli diizlemsel

hareketine ait Pfaff formlari (lineer diferansiyel form) denir.

Boylece A nin P. duzlemine gére A_/P. hareketinin tirev denklemleri

da, =ra,
da,=—€r7a, (8.4)
db =goa, +0,a,

ve A nin Pe' diizlemine gére A /P hareketinin tiirev denklemleri
da, =7'a,
da,=—€e7'a (8.5)

I — ! !
db'=oja +0,a,

seklinde elde edilmis olur.

8.3 Hizlar

A_ dizleminde koordinatlari ()(1,X2) olan bir X noktasinin P. ve P; dizlemlerindeki

hizlarini bulalim.

BX=xa, +x,a,

olmak Uizere Sekil 8.1 den
X=0X=0B+BX=-b+xa, +%a,

ve

X' =0O'X=0B+BX=-b"+xa, +x3,

yazilabilir. Buradan X in P. diizlemine gore degisimi
dx =—db+xda, +dxa, +x,da, +dx,a,

olup (8.4) tirev denklemleri yardimiyla
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dx =(dx, —o,—€7X,)a, +(dx, —0, +7X,)a, (8.6)
yazilabilir. Buradan X noktasinin P. diizlemine gore hiz vektéri

W
dt

bulunur. Bu vektére X noktasinin relatif (izafi) hiz vektérii denir. Eger V, =0 veya
dx=0 ise X noktasi P. da tespit edilmistir. O halde X in P. diizleminde sabit olma

sartlari

{dx1 =0,+ 71X, 8.7)

dx, =0, —7X
olarak elde edilir.
Benzer sekilde X in P." diizlemine gére degisimi icin (8.5) denklemleri yardimiyla
dX =dx=(dx,—o,'—€7'%,)a, +(dx, -0, +7'%)a, (8.8)
esitligi yazilabilir. Buradan X in mutlak hiz vektoérii

d’x

& dt

elde edilir. V, =0 veya dXx=0 ise X noktasi P da sabittir. O halde X in P

€

dizleminde sabit olma sartlari igin

{dx1 =0,'+e1'X, (8.9)

dx, =0,'-7'X,
yazilabilir.

X noktasi P. da sabit tutuldugunda

suriklenme hiz vektoric X noktasinin Pe' dizlemine gore d,X degisimine karsilik gelir.

Buna gore (8.7) deki sartlar (8.8) de yerine yazilirsa

99



dix= [(O'1 -0)-€e(r'- r)xzja1 +[(0'2 —-0,)+ (z"—z')Xl]a2 (8.10)
iliskisi elde edilir. Boylece (8.6), (8.8) ve (8.10) denklemlerinden
dx =d,x+dx

oldugu gorillr. Boylece PE/PG' hareketi icin verilen hizlar arasindaki Teorem 7.1 de

verilen baginti korunur.

simdi P. ve P. diizlemleri sabit kabul edilerek A./P. ve A |P. hareketlerindeki

€

hizlara bakalim:

A /P hareketinde

V,: X noktasinin A_/ P. hareketine gére hiz vektéri

V., . X noktasinin kendi diizlemine ( A_ diizlemine) gére hiz vektori

\7f: X sabitiken X in P.ye gore hiz vektori (yani A nin P. ye gore hizi)

ve benzer bicimde A_/P." hareketinde

V!. X noktasinin A /P hareketine gére hiz vektdri

V/: X noktasinin kendi diizlemine ( A_ dizlemine) gore hiz vektorii

r

\7f’: X sabitiken X in PE' ye gore hiz vektori (yani A nin PE' ye gore hizi)
olmak tzere (7.6), (7.7) ve (7.8) denklemlerinden A_/P. hareketi igin
V, =V, +V.

a

ve
A I P hareketi igin
V=V +V/

elde edilir.
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Teorem 8.1

P. /P hareketinin V, siriklenme hiz vektort, A /P. hareketindeki stiriiklenme hiz

vektori V; ile A /P. hareketindeki siiriiklenme hiz vektérii V; in farki olarak

V, =V -V, =[ (0, —0)- e (r-1)x, |3, +[ (0, — 03) + (r'-7)x, |,

seklinde elde edilir. P./P. hareketini P./A_ ters hareketi ve A /P. hareketinin

bileskesi olarak karakterize edilmektedir.

AP
A < >
AP
AP P /P
PI

Sekil 8.2 P./P. hareketi

Ispat:

(8.7) ve (8.9) denklemlerinde verilen sabit olma kosullar

gdéz oOnlnde

bulunduruldugunda A /P. ve A./P hareketlerinin siiriiklenme hiz vektérleri,

sirasiyla,

\7f =(-oy—€1%)a, +(-0, +7X)a,

ve

Vi = (-o-et'%,)a + (-0, +T'%)a,

(8.11)

(8.12)

seklinde elde edilir. Bu denklemler yardimiyla PG/PE' hareketinin slriklenme hiz

vektori
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V, =V -V, =[(0,-0))-e (- 1)x, Ja, +[ (0, —03) + (z'-7)x, |,
bulunur. Son esitligi diizenlersek
V, =[(0,-0)-€(r'=1)x, |3, +[ (0, —03) + (r'-7)x, |,

elde edilir. Boylece (8.10) denklemi yeniden elde edilmis olur.

8.4 Birbirine Gore Hareket Eden Birgok Diizlem ve Donme Polii Plani
Birbirine gore hareket eden ve ikiser ikiser 1-parametreli diizlemsel hareket meydana

getiren A, P ve P g dizlemini ele aldik. Belirli bir t aninda (A ,P.), (A,,P) ve

(PE,PE') dizlem ciftlerinin her biri belirli bir donme poliine sahiptir ve ani donme

hareketleri birer agisal hiz ile meydana gelir. Buna gore birbirine gére hareket eden (g

diizlem bir lg¢-iiyeli kinematik zinciri meydana getirir.

A/ P. hareketinin Q=(q,,q,) poltunin koordinatlari (8.11) denkleminden V, =0

alinarak
_ %
o} T
(8.14)
Oy
€l =——
T

seklinde bulunur.

A /P’ hareketinin Q'=(0,,g,) poliniin koordinatlari ise (8.12) denkleminden

V/ =0 alinarak
. o"
G :_2.
T (8.15)
. o,
€@ =——
T

seklinde bulunur.
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P./P hareketinin P=(p, p,) dénme poli BP=pa, +p,a, olmak lzere (8.10')
denklemiyle verilen d,X siriklenme hizinin sifir olmasiyla bulunur. Boylece d;x=0

alinarak yani V; =V, olup

veya

{O-Xl—e(f'—r)-xz =0,-0,

(r-7)-%+0-x, =0,-0,
seklinde yazilabilir. P/ PG' hareketi icin agisal hiz

d(¢'—p) _d¢'-dp _7'-7
dt dt dt

oldugundan 7'—7 #0 dir (Sekil 8.2). Dolayisiyla sistem

o,'—o
Pp=%= 2. 2
T'-7T
o, -0,
ep, =X, =—2>—2=~
b= ===, (8.16)

seklinde bir ¢6ziime sahiptir.

CIZ A e 4

| e A

(@)
i

Sekil 8. 3 Diizlemlerin donme acllari
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Boylelikle (8.14) (8.15) ve (8.16) denklemleriyle donme pollerinin koordinatlari

gosterilmis olur.

Teorem 8.2 Uc¢ Afin CK-diizlemi ikiser ikiser birbirine gére 1-parametreli dizlemsel

hareket meydana getirirse, her t aninda (g relatif donme poli vardir.

Teorem 8.3 Uc¢ Afin CK-diizlemi ikiser ikiser birbirine gére 1-parametreli dizlemsel

hareket meydana getirirse, her t aninda P, Q ve Q' pol noktalari bir dogru lzerinde

bulunur. Bu dogruya pol dogrusu denir (Sekil 8.2).

Sekil 8. 4 Pol dogrusu

ispat:

Q,Q’, ve P pol noktalarinin olusturdugu dogrular, sirasiyla, QQ', PQ' ve PQ olsun.

QQ' dogrusunun egimi: @
G, -0,

PQ' dogrusunun egimi: pz——e(,]z
P —q

PQ dogrusunun egimi: P,m€0,
P—q,

seklindedir. (8.14) (8.15) ve (8.16) denklemlerinden

9,— €0, _ p,—€d; _ P,—€0, _ oT—0,'T

0 — G P, — 0 p,—0 o, -0,

oldugu gorulir. Buradan P, Q ve Q' pol noktalari ayni dogru tzerindedir.
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Not 8.1

P /P’ hareketinin P donme polii, A dizleminin P. ve P. diizlemlerine gére
hareketinde hiz vektorleri ayni olan bir noktadir. Ayrica, A /P. hareketinde A
dizlemindeki noktalar Q pollu etrafinda ani dénme hareketi meydana getirirler

(Teorem 7.2). Bir X noktasinin yoriingesine ait teget QX pol isinina diktir (Sonug

7.1). Benzer sekilde AG/PE' hareketinde A diizlemi t aninda Q' poli etrafinda ani
donme hareketi yapar ve bir X noktasinin yoriinge tegeti Q'X pol isinina diktir.
Buradan X =P alinirsa, P noktasinin QQ"' dogrusu lzerinde bulunmasi gerekir (Sekil

8.4).
Sonug 8.1

Genel olarak, ikiser ikiser her defasinda birbirine gore dizlemsel hareket yapan n

diizlem n-—{uyeli kinematik zincir olusturur. Bu hareketlerin her biri t (zaman) reel

n
parametresine bagh ise her t degerine karsilik (ZJ sayida relatif donme poli

mevcuttur.
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BOLUM 9

AFiN CK-DUZLEMINDE (P.) EULER-SAVARY FORMULU

Bu dglinct orijinal bolimde, 7. bolimde verilen Afin CK-dizleminde 1-parametreli

hareketler ve 8. bolimde verilen hareketli koordinat sistemi yardimiyla 1-parametreli

hareketler altinda kanonik izafe sistemi elde edilecek ve ardindan P./P." hareketinde,

hareketli P. diizleminin noktalari tarafindan PE' dizleminde gizilmis olan yodringe

egrilerinin  egrilik  durumlarini  inceleyen Euler-Savary formillu literatire
kazandirilacaktir. Bu bolimde elde edilen orijinal sonuglar makale formatinda

hazirlanarak bir dergiye sunulmustur [59].

9.1 Afin CK-Diizleminde 1-Parametreli Hareketler Altinda Kanonik izafe Sistemi
Bir 6nceki bélimde, {O;c,,c,} koordinat sistemi ile verilen P. ve {O';c},c,}
koordinat sistemi ile verilen P." diizlemlerini ele alarak bu diizlemlere gére hareketli

A_ dizleminin hareketini inceledik. A. dizlemini {B,al,az} koordinat sistemi ile ele

almistik. Bu bélimde;

i) Sistemin B baslangici bir P ani donme polu ile cakisacak sekilde (B: P),

i) {B,al} ekseni pol tegeti ile yani (P) ve (P') pol egrilerinin ortak tegeti ile

cakisacak sekilde,

alarak 6zel bir {B,ai,az} koordinat sistemi lizerinde ¢alisacagiz.
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Sekil 9. 1 Kanonik izafe sistemi

i) sart1 goz 6nline alindiginda P baslangi¢ noktasi oldugundan p, =p, =0 elde edilir.

Buradan (8.16) denkleminden o, =0,, 0,=0, elde edilir. Boylece (8.4) ve (8.5)

denklemlerinden
do=dp=0a, +0,a,=dp=db’ (9.1)
yazilabilir. Bu denklem ile pol tegeti verilmis olur. do=d'b esitligi V, =V, olmasi

demektir. Yani strtklenme hizi V =0 olur. Buradan (P) ve (P") pol egrilerinin skalar

yay elementleri icin (7.14) denkleminde verilen

=[NV, Lt =[] ot =

esitligi gerceklenmis olur. Yani, (P) ve (P") pol egrileri birbiri Gzerinde kaymaksizin

yuvarlanir.

Ayrica ii) sartindan yani pol tegeti a, ile ¢akismasindan (9.1) denkleminde a, nin

katsayisi sifir olmalidir. Buradan
o,=0,=0

bulunur. Boylece (8.4) ve (8.5) tirev denklemleri daha basit hale gelir. Kisalik

maksadiyla o, =0;=0 alinarak {P,ai,az} kanonik izafe sistemine ait tirev

denklemleri
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da, =7a, da, =7'a,
da,=—ecra, ve{da,=-€e7'q
dp =04, dp=o0a, 9.2)
seklinde elde edilir.

Buradaki o,t ve t' diferansiyel formlari su anlamlari tasir:

(7.14) denkleminden ds=|V,|_dt olmak tzere ds=o dir. Gergekten; Ssz?j—?

dt
olup (9.1) denkleminden

0,4, +0,4,

dt

dt =

€

dt

€

-2
dt

seklindedir. i) ve i) sartlarindan elde edilen ifadeler yukaridaki esitliklikte
kullanildiginda ds=o elde edilir. Yani o, (P) ve (P") pol egrilerinin skalar yay

elementidir.

7 ; kotengenz agisi, (P) nin komsu iki tegeti arasindaki agidir. Dolayisiyla (P) nin P

noktasindaki egriligi

do

S

9 I~

olup (P) pol egrisinin egrilik yarigapi igin

r=2 (9.3)
T
yazilabilir.

Ayni sekilde 7'; kotengenz agisi, (P') nin komsu iki tegeti arasindaki agidir. Buradan

(P") nin P noktasindaki egriligi

(9.4)
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yazilabilir.

Hareketli P. duzlemi dt zaman araliginda P polii etrafinda sabit Pg' dizlemine gore

d¢=17"—7 sonsuz kigiik ani dénme agisi ile doner. Boylece hareketli P. dizleminin

sabit P.' diizlemine gére agisal hizi

Y 9.5)
S

bulunur. Béylece (9.3), (9.4) ve (9.5) denklemlerinden

ror_dp 11 (9.6)
ds ds r" r

!
elde edilir. P. dizleminin P. diizlemine nazaran ani dénme hareketinin agisal hizi

. . . o v y . . e . . 4 . . ..
genellikle @ ile gosterilir. Eger ¢ = ise w, P. duzleminin P. dlzlemine goére agisal

ivmesidir.
a, teget birim vektoriiniin yoniniin (P) ve (P') pol egrilerinin zaman gore cizilisi ile
tespit edilen yonde verilmis olsun. Yani % >0 olacak sekilde segilsin. Egrilerin olusum

hareketi ile @, in hareketi hep ayni yoénde oldugundan r pozitiftir. Benzer sekilde r’

de pozitiftir.
Simdi 8. bélimde verilen bilgiler dogrultusunda A_ dizleminde alinan bir X noktasinin

kanonik izafe sisteminde P. ve PE' diizlemlerine gore (8.6) ve (8.8) denklemleriyle

verilen degisimlerini tekrar elde edelim.

Bu degisimler, P_ ve PE' duzlemlerinde sirasiyla:
dx =(dx, —o—e7X,)a, +(dx, +7x )a,

ve

dx=(dx, —o—e1'x,)a, +(dx, +7'%)a,

seklindedir. dx=0 ise, yani
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dx, =o+eX
{ % ? (9.7)
dx, =-7x
saglaniyorsa X noktasi P. diizleminde, benzer bicimde dx =0 ise, yani
dx, =o+e7'X
% o (9.8)
dx, =—7'x,

saglaniyorsa X noktasi PE' dizleminde sabittir. Bu durumda sirtiklenme hizi
dx=dx—dx=(7'—7)(exa, —xa,)

seklinde elde edilir.

9.2 Euler-Savary Formiilii

Simdi P./P. hareketinde, hareketli P. diizleminin noktalari tarafindan P; dizleminde

¢izilmis olan yoriinge egrilerinin egrilik durumlarini inceleyecegiz. P. dizleminde alinan

bir X noktasinin PE' dizleminde gizdigi yoriinge egrisinin t anina karsilik gelen egrilik

!

¢emberinin M’ merkezini arayacagiz. Kanonik izafe sisteminde P. ve P.

dizlemlerindeki X ve M’ noktalarinin koordinatlari, sirasiyla, (XI,XZ) ve (ml’,m;)
olsun. X, M’ noktalarive P dénme pol(, her t aninda X noktasina ait anlik yériinge
normali Uzerinde yer alir. Béylece

PX=xa, +X,a,

ve

PM’'=ma, +mya,

vektorleri P poliinden gecen ayni yonli vektorlerdir. Dolayisiyla

!

X DX, =M im,
veya
xm;, —mx, =0 (9.9)

110



yazilabilir. (9.7) ve (9.8) sabit kalma kosullarina gére X noktasi P. diizleminde sabit

oldugundan

{dx1 =0+ €e1X, (9.10)

dx, =-7x

ve M’ noktasi P." diizleminde sabit oldugundan

(9.11)

!

dm =oc+e7'm;
dm, =—7'm/

bulunur. (9.9) denkleminin diferansiyeli alinir; (9.10) ve (9.11) sartlari géz Oniine

alinirsa

dx,m; + x.dm, —dm/x, —m/dx, =0

veya

o(m,—x,)—(7'—7)(xm+e x,m) (9.12)

elde edilir. Kutupsal koordinatlara gegilirse a ve a’, sirasiyla, P noktasindan X ve

M’ noktalari arasindaki uzaklklari ve o, PX(PM') polisiniile pol egrilerinin ortak

tegeti arasindaki agly1 gostermek lizere

{xl =acos_a {ml’ =a'cos_a
ve
) L
X, =asin_a m, =a’sin_«a

oldugundan (9.12) denkleminden

o(a'sin_a—asin_a)-(r-r')aa’(cos’ o+ esin’ o) =0

1
veya
osin_a(a'—a)—(z—7')aa’ =0

yazilabilir. (9.6) denklemi ds=o esitligi goz 6nune alinarak yukaridaki denklemde

kullanilirsa

(l—ljsineazl'—l:% (9.14)
a a r r ds
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elde edilir. Burada r ve r' sirasiyla (P) ve (P') pol egrilerinin daha 6nce bahsedilen
egrilik yaricaplaridir.
Tanim 9.1

(9.14) denklemine Afin CK-diizleminde bir parametreli hareketler icin Euler-Savary

formiilii denir. Bu formil X ve M' noktalari arasindaki karsilikli iliskiyi ifade eder.

Teorem 9.1

P ve P, sirasiyla, hareketli ve sabit Afin CK-diizlemleri olmak tizere B= P./P' bir

€

parametreli hareketi esnasinda P. dlzlemindeki bir X noktasi, PE' dizlemindeki ani

egrilik merkezi M’ olan bir y6riinge cizer. Benzer sekilde PE' I P. ters hareketinde P.
dizlemindeki bir M' noktasi, P. dizlemindeki ani egrilik merkezi X olan bir yoriinge

cizer. X ve M’ noktalari arasindaki bu karsilikli iliski (9.14) Euler-Savary formulu

(l—i)sinea:%—lzd—¢
rr

a !

ile verilir.
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BOLUM 10

SONUC VE ONERILER

Afin Cayley-Klein diizleminde 1-parametreli dizlemsel hareketlerin elde edilmesiyle;
Oklid, Galile ve Lorentz dizlemlerinde ayri ayri calisilan 1-parametreli diizlemsel
hareketin ve bu hareketlere ait tlirev denklemleri, hizlar-hizlarin terkibi, pol noktalari,
ivmeler-ivmelerin terkibi, ivme poll, hareketli koordinat sistemi, kanonik izafe sistemi
ve Euler-Savary formli kavramlarinin bir genelleme halinde literatlire kazandiriimasi
amacina ulasilmistir.  Tezin orijinal boélimlerini olusturan 7. , 8. ve 9. bolimlerde

verilen bu kavram ve sonuglar [58] ve [59] nolu makalelerde verilmistir.

Bilindigi gibi kompleks sayilar Oklid diizlemi (Uzerindeki noktalar tarafindan
belirlenmektedir. Oklid dizlemi ve kompleks sayilar diizlemi arasindaki bu eslik
iliskisinin literatlirde benzer sekilde Lorentz diizlemi-Hiperbolik sayilar diizlemi ve Galile

diizlemi-Dual sayilar diizlemi arasinda da var oldugu elde edilmistir.

Cizelge 6.1 de verilen dizlemsel geometriler incelendiginde Cizelge 10.1 de gosterilen
eliptik kompleks, parabolik kompleks ve hiperbolik kompleks sayi sistemleri karsimiza

ctkmaktadir. Bu sayi sistemleri “genellestirilmis kompleks sayilar (p-kompleks sayilar)”

olarak isimlendirilmekte ve
C,={x+Jy:x,yeR,J* =p}

ile gosterilmektedir. C, duzlemiise
C,={x+Jy:x,yeR, J*=p, pe{-10,3}<C,

seklinde tanimlanmaktadir.
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Cizelge 10. 1 Genellestirilmis kompleks sayilar

iki Nokta Arasindaki Uzaklik Olgiimii

ELIPTIK PARABOLIK ) )
HIPERBOLIK
UZAKLIK UZAKLIK o
e e UZAKLIK OLCUMU
OLcOMU OLcOmMU
o Eliptik B Hiperbolik Eliptik
ELIPTIK ACI Oklid
L Geometri Geometri Kompleks
OLCUMU Geometrisi
(Reimann) (Lobachevsky) Sayi Sistemi
E=1
=
= Co-Oklidyen
:% PARABOLIK Geometri Co-Minkowskian
Galil i
= ACI alle Geometri Parabolik
= Geometrisi Komplek
° o e (Anti-Newton ompleks
s oLcumu (Newton Hooke)
© Hooke) Sayi Sistemi
<
2
b0 a q o .
8 HIPERBOLIK . Hiperbolik
Z Co-Hiperbolik Minkowski Ikili Hiperbolik
e AC
o Geometri (Lorentz) Geometri Kompleks
OLCUMU A
.. Sayi Sistemi
(Anti De-Sitter) Geometrisi (De-Sitter)

Bu bilgilerden hareketle Oklid diizlemi ve kompleks sayilar diizlemi arasindaki

bahsettigimiz eglik iliskisi P. duzlemi ile C,; dizlemi arasinda da s6z konusudur.

Boylece daha sonraki calismalarda bu iliski kullanilarak bu tezde elde edilen orijinal

kavram, bulgu ve sonuglar C; diizleminde de arastirilabilir.
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EK-A

LORENTZ DUZLEMI

Bu ek bolimde Lorentz dizlemine ait tez bltlniinde ihtiya¢ duyulan temel kavramlar

ve bu kavramlarla ilgili temel 6zellikler verilecektir [60-68].

Lorentz donistmleri

olup bu dontslimler altinda degismeyenlerin teorisine Lorentz geometrisi denir. Bu
geometrik sistem Minkowski geometrisi olarak da bilinmektedir. ilk olarak Alman
matematikgi ve fizik¢ci H. Minkowski (1864-1909) tarafindan rolativistik mekanige bagh

olaylarin agiklanmasi amaciyla arastirilmistir [16].

Tanim A.1

R? standart reel vektér uzayi lizerinde X :(Xl, Xz),y =(y1, yz) e R? igin,

(, ) R*xR* >R
(%Y) = (XY) =Xy, + %Y,

Oklid i¢ carpimi tanimlanirsa, R? Afin uzayina Oklid diizlemi denir ve E? ile gosterilir.
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A-1 Lorentz Diizleminde Metrik Ozellikler
Tanim A.2 (i¢ ¢arpim)
R? standart reel vektér uzayi tizerinde X:(Xi, XQ), y:(yl, yz) eR? igin,
(,), : R*xR* >R
(% Y) = (X Y), = XY= %Y,

biciminde tanimli Lorentz i¢ carpimi alinirsa R? Afin uzayl, Lorentz diizlemi olarak

isimlendirilir ve L? ile gosterilir.

Oklid i¢ carpimi pozitif tanimh oldugundan, E® Oklid uzayinda vektorlerin karakterleri
aynidir. Fakat, Lorentz ic carpimi ile donatiimis L? Lorentz dizleminde vektorler;
timelike, spacelike ve lightlike (veya null) vektérler olarak siniflandirilir. Bu

siniflandirma, Lorentz geometrisinde son derece 6nemlidir.
Bu siniflandirma asagidaki sekilde verilebilir:

Tanim A.3 (Vektorlerin siniflandirilmasi)

X:(Xi, X2) e ® olsun. Eger
0<X, X>L >0 veya X=0 ise X e spacelike vektor,
0<X, X>L <0 ise x e timelike vektoér,

0<X,X>L =0 ve X#0 ise x e lightlike (null) vektor
denir (Sekil Ek A.1).
Tanim A.4 (Norm)

X € L? icin x vektdriinin normu,

] =yl ),
olarak tanimlanir.
Buna tanima gore

e X timelike ve ||X||L =1 ise x vektorine birim timelike vektér
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o X spacelike ve ||X||L =1 ise x vektoriine birim spacelike vektor
denir.
Teorem A.1

x e L igin ||X||L >0 dir. <X,X>L =0 olmasi igin gerekli ve yeterli kosul X in bir (lightlike

null) vektoér olmasidir. Ayrica

e X bir timelike vektor ise ||X||L2 = —<X,X>L dir.

e X bir spacelike vektor ise ||X|||_2 :<X,X>L dir.
Tanim A.5 (Diklik)

L* Lorentz diizleminde x ve y vektorlerini alalim. Eger (x,y) =0 ise x ve y

vektorlerine Lorentz anlaminda diktir denir.

Teorem A.2

L? Lorentz duizleminde iki timelike (veya spacelike) vektor dik olamaz.

Sonu¢ A.1

L? Lorentz diizleminde iki vektdrin dik olmasi icin birinin timelike digerinin spacelike

olmasi gerekir.

Tanim A.6

X € L? timelike vektor olsun. e = (0,1) olmak uzere,
. <X, e>L <0 ise x vektoriine future pointing timelike vektor,

. <X, e>L >0 ise X vektérline past pointing timelike vektér

denir (Sekil Ek A.1).
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Future-Pointing

Past-Pointing

Sekil Ek A. 1 Lorentz diizleminde vektorler

LemmaA.l

X,y € L? future pointing timelike vektorler olsun. Bu durumda asagidakiler saglanir:
«(xy) <0
e X+Y, future pointing timelike vektordir (Kapallik).
° <X, y>L Z||X||L ||y||L (Lorentz uzayinda Schwartz esitsizligi)

0||X+y|||_ Z||X||L +||y|||_ (Lorentz uzayinda lcgen esitsizligi)

A-2  Lorentz Diizleminde A¢i Kavrami, Dnme ve Trigonometri

Dizlemsel, kiiresel ve uzay hareketlerinde en énemli kavram agi kavramidir. Lorentz
geometride ac¢i kavrami, Oklid geometrisinden tamamen olup, bu farklilik vektérlerin

Tanim A.3 de verilen siniflandiriimasindan ortaya ¢cikmaktadir.

Oklid diizleminde dénme ve 6telemenin birlesiminden olusan hareketi ele alalim. Bu

hareket dik koordinat sisteminde

X ) (cost —sint a)(x
X, |=|sint cost b x
x] Lo o 1)x

3

2
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seklinde bir matris ile ifade edilmektedir. Benzer sekilde Lorentz diizlemi igin hareket

coshu sinhu a
G =<| sinhu coshu b |; uabeR
0 0 1

seklinde verilen grup yardimiyla tanimlanir. Lorentz dizlem geometrisi bu grubun
matrisleri altinda degismez kalanlari inceler. A matrisi i¢ carpimi, yonlendirmeyi ve

zaman yonlendirilmesini korur.
Tanim A.7 (D6nme matrisi)
L? diizleminde donme hareketinin matrisi

coshu sinhu
sinhu coshu

A(u)z(
biciminde ifade edilir. A(u) matrisi spacelike vektoriu spacelike vektore, timelike
vektori timelike vektore dontstliriir ve uzunlugu korur.
Buna ek olarak

01
D=

10

Oklid anlamda bir noktay! y = x dogrusuna gére simetrigine déniistiiren matris olarak

tanimlanirsa B(u) = A(u)D seklinde alinan B(u) matrisi

sinhu coshu
coshu sinhu

B(u) =(

olarak elde edilir. B(u) matrisinin tasidigi 6zellikler asagidaki tanimda verilmistir:
Tanim A.8

L2 dizleminde

sinhu coshu
coshu sinhu

B(u) :(
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seklinde tanimlanan B(u) matrisi spacelike vektéri timelike vektore, timelike vektori

spacelike vektore donistlirtir ve uzunlugu korur.
Tanim A.9 (Future (veya past) pointing timelike iki birim vektor arasindaki aci)

V ve W, L? de iki birim future (veya past)-pointing timelike vektér ise, V den W ya
yonlendirilmis agi A(U)V =W,u e R seklinde tanimlidir.

Bu tanimdan V =(v,,V,) ve W =(w,,w,) iki birim future (veya past)-pointing timelike

vektor ise

coshu sinhu (v, | (w
sinhu coshu )\ v, W,
w, =V, coshu +V, sinhu ve w, =V, sinhu+V, coshu

olmak Uzere

(VW) =((v,V,), (v, coshu+v,sinhu,v,sinhu+v, coshu))
2 H H 2
=V, coshu+V,v, sinhu—v,\v, sinhu—v, coshu
=coshu (v} —V5)
%,_J

]

olup (V,W) =—coshu elde edilir.

Sonug¢ A.3

V ve W, L? de iki birim future(veya past)-pointing timelike vektor ise

(V,W) ~=-coshu
(V,DW) =-sinhu

seklindedir.

Tanim A.10 (Future pointing ve past pointing timelike iki birim vekt6r arasindaki agi1)

V ve W L? de, sirasiyla, birim future-pointing ve birim past-pointing timelike vektérler

ise, V den -W vya yonlendirilmis agi —A(—-u)V =-W ,u€R seklinde tanimhdir.
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Sonug A.4

V ve W, L2 de, sirasiyla, birim future-pointing ve birim past-pointing timelike vektor

ise

<V,W>L =coshu
(v, DW)L =sinhu

seklindedir.
Tanim A.11 (iki spacelike birim vektor arasindaki aci)

V =(v,V,) ve W=(wW,w,) L* de iki birim spacelike vektér olsun. V den W vya

yonlendirilmis aci icin asagidaki ifadeler tanimlanmaktadir:
e sgn(v,) =sgn(w,) ise A(u)V =W,ueR
esgn(v,) =sgn(w,) ise AU)V =-W,ueR
Sonug¢ A.5
V =(v,,v,) ve W =(w,w,) L* de iki birim spacelike ise
o sgn(v,) =sgn(w,) ise (V,W) =coshuve (V,DW) =sinhu
o sgn(v,) = sgn(w) ise (V,W), =—coshu ve (V,DW)=—sinhu
seklindedir.
Tanim A.12 (Spacelike ve timelike iki birim vektor arasindaki agi)

L2 de V =(V,,V,) birim spacelike vektér, W = (W,,W,) birim timelike vektor olsun. V
11 Y2 1 2

den W vya yonlendirilmis agi igin asagidaki ifadeler tanimlanmaktadir:
esgn(v,) =sgn(w,) ise B(u)V =W,ueR

esgn(v,) #sgn(w,) ise —B(u)V =W,ueR
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Sonug¢ A.6
L? de V =(v,,V,) birim spacelike vektér, W = (W,,W,) birim timelike vektér ise
o sgn(v,) =sgn(w,) ise (V,W)_=sinhu ve (V,DW)_ =coshu
o sgn(v,) =sgn(w,) ise (V,W) =-sinhu ve (V,DW), =—coshu
seklindedir.

Sonug A.7

Yukaridaki sonuclardan gorilecegi gibi iki vektor arasindaki hiperbolik aci

tanimlanirken vektérler birim vektor olarak alinmaktadir. [V|| #0 ve |[W| #0 keyfi

uzunluklu vektoérler olmak Gzere u = birim vektor oldugundan coshu ve sinhu

v
M.

fonksiyonlari igin

coshu = ﬂ

I IWIL

. <V,DW >
sinhu =

VIl Wl

esitlikleri yazilabilir.

Tanim A.13 (Cember)

P e L? ve r >0 olmak Gzere,

Hy ={Qe’|(PQ,PQ), _=r?}

kiimesinin olusturdugu egriye P merkezli r yaricapli timelike Lorentz cemberi,
s; ={Qe’|(PQ.PQ), =-r’}

kiimesinin olusturdugu egriye ise, P merkezli r yaricaph spacelike Lorentz cemberi

denir (Sekil Ek A.2).
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v

Sekil Ek A. 2 Lorentz gemberi ve hiperbolik gember
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EK-B

GALILE DUZLEMI

Bu ek boélimde Galile dizlemine ait tez bitlnlinde ihtiya¢ duyulan temel kavramlara

yer verilecektir [16].

Sekil Ek B. 1 Dogrusal (rectilinear) hareket
{X} ve {X'} iki referans catisi ve {X} koordinat sisteminin O orijini V sabit hizi ile {X'}
koordinat sistemine gore hareket etsin (Sekil Ek B.1). Yani, t aninda O noktasinin {X'}
referans catisina gore b(t) koordinati b(t)=b+vt ile verilsin. Burada t zamani

gostermektedir ve b, t=0 aninda O orijin noktasinin {X'} koordinatidir. A noktasinin

X ve X koordinatlari arasindaki iliski X' =x+b(t) oldugundan X =x+b+vt elde

edilir. Ayrica t' =t +a olacagindan

X'=x+vt+b
t'= t+a

bulunur. t zaman parametresi yerine X, X konum parametresi yerine y alinirsa
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X'=x +a (B.1)
y'=VX+Yy+b '

donltsimi elde edilir. Bu donlisime dogrusal (rectilinear) hareketler icin Galile
doniisiimleri denir [16].
Tanim B.1

Dogrusal hareketler icin Galile donlsimleri altinda degismeyenlerin teorisine

Galileo’nun Gérecelik Prensibinin Geometrisi veya iki boyutlu Galile geometrisi denir ve

G? ile gosterilir [16].

Dogrusal hareketler icin Galile dontsiimleri

{xlzx {xl:x+vt
(veya ) (B.2)
Y, =VX+Yy t, =t

déniisimii (0 dogrusunda hareket eden {y,} koordinat sisteminin O, orijinin V sabit

hizli diizglin hareketini tarif eder) ve

X'=X +a X'=x+b
B.
{y’=yl+b peve {t’=t1+a ) 53

dénustiminden (O, in O' noktasina bir 6telemesini tarif eder) olusur. (B.3) esitliginin
geometrik anlami bir ételeme iken (B.2) donlsumiu Yy ekseni yonlinde Vv katsayil bir

shear (kaykilma) belirtir! (Sekil Ek B.2) [16].
Teorem B.1

(B.1) esitligiyle verilen Galile Donlstumleri

a)Dogrulari dogrular Gizerine

b)Paralel dogrulari paralel dogrular tzerine

Liki boyutlu Oklid geometri ve iki boyutlu Galile geometrisi arasindaki temel fark, Oklid geometrisinin
hareketleri donme ve 6teleme doniisimlerinden olusurken Galile geometrisinde hareketlerinin 6teleme
ve shear donisiimlerinden olusmasidir [16].
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c)Dogrudas ABve CD dogru pargalarini A =% ozelligine sahip A'B’ ve

IB!

C'D’ dogrudas dogru pargalari izerine

d) F cismini ayni alanli F’ cismi Gzerine donusturir [16].

Sekil Ek B. 2 Shear Hareketi

Yani dogrular, paralel dogrular, dogrudas dogru parcalarinin oranlari ve cisimlerin

alanlari sadece Oklid geometride degil ayrica Galile geometrisinde de dnemlidir.

Ayrica herhangi bir (B.1) dontsimi y eksenine paralel her dogruyu y eksenine
paralel bir diger dogru icine alir. Béylece Oklid geometride y eksenine paralel dogrular

ifadesi geometrik 6neme sahip degil iken Galile geometrisinde blitlin diger dogrulardan

farkli 6neme sahiptir [16].

Tanim B.2

Oy —eksenine paralel olan dogrulara ézel dogru (special line) denir [16].

Tanim B.3

Oy —eksenine paralel olmayan dogrulara siradan dogru (ordinary line) denir [16].

Not B.1

Ox —eksenine paralel dogrular siradan dogrulardan ayrilmaz [16].
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Tanim B.4 (Afin Uzay)
G2 iki boyutlu Galile geometrisi;

I. Her bir AeG? noktasi ve acR? vektoru icin AB=a olacak sekilde bir tek

B € G* noktasi vardir.
Il. Herhangi tic A, B,C € G? noktasi icin AB+BC = AC dir.
ozelliklerini sagladigindan bir Afin uzaydir [16].
Tanim B.5 (i¢ islem)
Galile geometrisinde X,y € G? olmak tizere

+:G*xG? 5 G?
(xy)—>x+y

ic islemi;
I.Degisme: Her X,y € G* igin X+y =y +X
Il. Birlesme: Her X,y,z € G? icin (X+y)+Z :X+(y+Z)

I11.Etkisiz eleman: Her X € G* vektérii icin X+0 =X olacak sekilde bir 0 € G? vektorii

IV.Ters eleman: Her X € G* vektérii icin X+X =0 olacak sekilde bir X' € G’ vektori

“"

ozelliklerini sagladigindan G? iki boyutlu Galile geometrisi “+” (toplama) islemine

gore bir Abel grubudur [16].
Tanim B.6 (Dis islem)
Galile geometrisinde (GZ,+) bir abel grup (IR,+,.) bir cisim oldugundan her

X:(Xl,xz)eG2 ve her aeR igin

O :RxG* > G?
(ax)—>aox

dis islemi;

I. Her X vektori icin 1O X =X olacak sekilde 1€ R

131



Il. Her X vektori ve a,beR sayisiigin a@(b@x) (ab)@x

Il Her x € G” vektdril icin ve her a,beR sayisiicin (a+b)Ox=a0Xx+bOX
IV. Her X,y eG® ve aeRR sayisi igin a@(x+y):a®x+a®y

ozelliklerini sagladigindan G? iki boyutlu Galile geometrisi R (izerinde bir vektor

uzayidir.

Ayrica {91 =(1,0),9, =(0,1)} vektor sistemi lineer bagimsiz ve germe aksiyomunu
sagladigindan G? vektor uzayinin bir bazidir. Dolayisiyla boy G? = 2 dir [16].

Tanim B.7 (i¢ ¢carpim)

ki boyutlu Galile geometrisinde X=(X,Y,), Y=(%,,Y,)eG’ olmak izere Galile ig

carpimi (, ), seklinde gosterilir ve
(% ¥)e =x%

olarak tanimlanir [16].

i¢ carpimin ozellikleri

i) Simetri 6zelligi: Her X,y € G* vektdrii igin (X,y), =(Y,x), dir.

i) Bilineerlik 6zelligi: Her X,y € G* vektériive acR skaler sayisi igin

(axy)e =(a% )% =a(xx,)=a{xy),

ve her X,Y,Z vektori igin

(x*Y,2)g =(%,2)¢ +(y,2)g ve (XY +2); =(xy), +(X.2)
dir.

iii) Yar pozitif tanimlilik 6zelligi: Her x=(x,Y¥;)€G” icin (x,X), =x elde edilir.

Eger <X,X>G =0 ise X, =0 olup x=0 olabilir. Her X € G? vektorii icin <X,V>G =0 olacak

sekilde bitin veG? vektorlerinin kimesi bir Oklid dogrudur [16].
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Ornek B.1
g, =(10),9,=(0.1) igin (9,,9,), =1.1=1ve (g,.9,), =0.0=0 bulunur.

Tanim B.8

G? Galile geometrisinde g, vektorine paralel olan vektorlere 6zel vektdr denir [16].
Tanim B.9 (Ozel ig Carpim)

ki boyutlu Galile geometrisinde x=(0,y,), y=(0,y,)eG’ &zel vektérlerinin Galile
6zel ig carpimi ( >5 ile gosterilir ve

(XY), = V1Y,

olarak tanimlanir [16].

Tanim B.10

G? Galile geometrisinde {91 :(ZL O),g2 :(0,1)} vektorlerine ortogonal baz vektérleri

denir.

B-1 Galile Diizleminde Metrik Ozellikler
Tanim B. 11 (Norm)

Galile dizleminde her a=(x,,y,)€G? vektériiniin normu |al ile gosterilir ve

lalls = y(a.a)s =x|
seklinde tanimlanir. a], =1 ise a vektériine birim vekt6r denir [16].

Tanim B.12 (Ozel Norm)

Galile geometrisinde a=(0,y,) eG* 6zel vektérlerinin normu [l ; ile gésterilir ve

Jell; = /(@.a), =[]

seklinde tanimlanir [16].
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Tanim B.13 (Diklik)
Galile geometrisinde a,b e G? vektorleri icin
fab), -0

olmasi <a,a>G #0 igin b=(0, y2) oldugunda saglanir. Bu durumda b vektérine a
vektorinun diki denir ve b L a ile gosterilir [16].
Tanim B.14 (iki Nokta Arasindaki Uzaklik)

Oklid geometride biliyoruz ki A(Xl, yl) ve B(Xz, y2) noktalari arasindaki uzaklik d,; ile

gosterilirve d,; =|AB||=,/(AB,AB), AB=0B-OA=(X,—X,Y,—Y;) olmak iizere

dAB:\/(Xz_x1)2"'(y2_yl)2 (B.4)

formuli ile tanimlanir. Eger bu noktalar arasindaki uzaklk sifir ise, bu iki noktaya

cakisik denir. Ayrica l...y=kx+s ve l..y=KkXx+s, denklemli iki | ve I, dogrulari

arasindaki agi

k —k

B.5
Kk, +1 (8:5)

tand,, =

formulu ile tanimlanir. k =k ise | ve |, paraleldir ve bu durumda bu iki dogru

arasindaki aci sifira esittir. Bu durumda iki dogru arasindaki uzaklik

CI||1 - |Sl _S| (B.6)

ile tanimlanir. (B.6) formila eger (B.5) acisi sifir ise tanimlidir ve iki dogru ancak ve

ancak d uzakhgi sifir ve ¢ acisi sifir oldugunda kesisir [16].

Tanim B.15 (iki Nokta Arasindaki Uzaklik)

A(X,,Y,) ve B(X,,Y,)eG? noktalari arasindaki uzaklik d,; ile gdsterilir ve
dps :”AB“G = <AB’AB>G

seklinde tanimlanir. AB=0B-OA=(x,—X,, Y, yl) olmak Uzere isaretli uzakhk
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A =% =% (B.7)

uzakhigina esittir, yani AB dogru pargasinin X—ekseni uzerindeki PP, dik

izdUsimUnin isaretli uzunluguna esittir (Sekil Ek B.3).

Yy yA i
B(x,,
B(Xzayg) ( 2 y2)
A(xly? O,
' d,, A%, Y;)
f— > 0 : >
O P Pl X i X
a) b)

Sekil Ek B. 3 a) iki nokta arasindaki uzaklik b) iki nokta arasindaki 6zel uzaklik

Not B.2

(B.7) esitliginin  tanimlanabilmesi igin bu esitligin  Galile donutsimleri altinda
degismemesi gerekir. Gergekten, (B.1) hareketi altinda A noktasinin X, koordinati
X =X +a ya donistigi icin A ve B in apsisleri farki bu hareket altinda degismez
[16].

Tanim B.16 (iki Nokta Arasindaki Ozel Uzaklik)

Eger A ve B noktalari arasindaki uzaklik sifir ise, yani X, =X, ise, A ve B ayni 6zel

dogru Uzerindedir (Sekil Ek B.3). Boyle noktalar icin isaretli o6zel uzakhk

AB=0B-OA=(0,y,—Y,) olmak iizere

S =+/(AB,AB), =Y, -V, (B.8)

ile tanimlanir (Burada Yy, >y, dir) [16].

Gergekten, eger A(X11Y1) ve B(Xz,yz) in apsisleri kesigirse (Xzle) bu durumda

!

(B.1) hareketi bu noktalar X/ =X, =X +a ve
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{yl':vx1+y1+b
Y, =V +Y,+b
ile A'(X(,y;) ve B(X;,Y,) noktalarina déniistiriir. Bdylece
Y, =Yy =(vX +Y, +b)—(vx + Y, +b)
=YY
bulunur. Sonug¢ olarak y,—Yy, farki Galile hareketi altinda degismez ve Galile

geometrisinde geometrik bir 6zelliktir. Ayrica X, # X, ise bu durumda

A Z(sz Y +b)_(VX1+ y1+b)
=Y, _y1+V(X2 _Xl)
Y%

olup

Y, =i # Yo~ Va

bulunur [16].

Not B.3

Galile geometrisinde iki A ve B noktasinin ¢cakismasi igin d,; uzakliginin ve J,; 6zel

uzakhginin sifir olmasi gerekir [16].
Tanim B.17 (Merkezil Cember)
Sabit bir Q noktasina uzakliklari mutlak degerce sabit ve r olan M (X, y) noktalarinin

kiimesine ¢ember (circle) denir ve S ile gosterilir. Burada Q(a,b) noktasina S

cemberinin merkezi ve negatif olmayan r sayisina da ¢emberin yaricapi denir.

dow =X—2
oldugu icin

2 2
A =T

dir. Boylece S ¢emberi
(x—a)2 =r?

veya
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X* —2ax+a’—r*=0

veya p=-a,0=a’—r’ olmak iizere

X*+2px+q=0 (B.9)
olarak tanimlanabilir. Ayrica Q merkezli r yaricapli S ¢emberi; Q dan Oklid uzakhg r

olan iki 6zel dogrudan olusur (Sekil Ek B.4) [16].

v

Sekil Ek B. 4 Galile geometrisinde gember (circle)
Eger r =0 ise bu durumda bu iki 6zel dogru cakisir (Sekil Ek B.5) [16].
A
y S

M(x,y)

1Q(ab)

v

Sekil Ek B. 5 Galile geometrisinde sifir yaricapli cember

Not B.4

S ¢emberi, bir yaricap tanimlarken (yaricap, iki es 6zel dogru arasindaki Oklid uzakligin

yarisina esit) Q noktasindan gecen 6zel dogrunun noktalari sayisinca (sonsuz sayida)

merkeze sahiptir [16].
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Tanim B.18

| ve |, arasindaki agiyi belirlemek igin Q kesisim noktasinin 1 birim sagina m ozel
dogrusunu gizelim. Eger m o6zel dogrusu | ve |, dogrularini sirasiyla N ve N,
noktalarinda kesiyor ise

5||1 = NN, :5NN1

bulunur (Sekil Ek B.6) [16].

Sekil Ek B. 6 Galile geometrisinde acl

Eger | ve |, in denklemleri, sirasi ile y=kx+s ve y=KkXx+S, ve Q:(Xo,yo) ise m

ozel dogrusunun denklemi X =X, +1 dir. Boylece

N =(% +LKk(%,+1)+s)

ve

N, = (% +Lk (% +1)+s,)

olur. Buradan

S, = O,

=[k, (% +1)+5, |-[ k(% +1)+s]

=[kX, +5, —kx; +5]—[k —k]
ve Q(Xo Yo) noktasi | ve I, tzerinde oldugundan
5, =k, —k

bulunur [16].
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Tanim B.19
Bir Q=(X,, Y, ) noktasinda kesisen y =kx+s ve y=kXx+s, dogrulari arasindaki ag

o

i, =K —k (B.10)
formuli ile tanimlanir [16].

Eger |, dogrusu Q etrafinda Q noktasindan gegen m 6zel dogrusuna yaklasacak
sekilde saatin tersi yonde donddrilirse, 5,,1 acisi sonsuz bulyir ve 5,,1 =oo olur (Sekil

B.7) [16].

v

m X

Sekil Ek B. 7 Galile diizleminde sonsuz agI

Tanim B.20 (iki Dogru Arasindaki Dik Agi)

Galile geometrisinde 6zel dogrular ile siradan dogrular arasindaki agiya dik a¢i denir ve

ozel dogrulara siradan dogrularin dikleri denir (Sekil Ek B.8).

A A
y y
I P // '
//
A
0 \ g O g
X X

Sekil Ek B. 8 Oklid (sol) ve Galile (sag) geometrilerinde diklik
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Tanim B.21 (Paralel Dogrular Arasindaki Aci )

Eger | ve |, dogrulan birbirine paralel ise bu durumda (B.10) denklemi yani | ve |,

dogrulari arasindaki agi sifir bulunur [16].

Tanim B.22 (Bir Noktadan Bir Dogruya Uzaklik)

Bir M noktasindan bir | dogrusuna uzakhk, M den gecen 6zel dogru ile hesaplanir

(Sekil Ek B.9) [16].

A :
A 1
y M y m |
e M
dy,
! |
— P 1
0 X 0

Sekil Ek B. 9 Oklid (sol) ve Galile (sag) diizleminde en kisa uzaklik

Gergekten, Oklid geometride bir M (X,,Y,) noktasindan bir | dogrusuna uzaklik, M

den | Uzerindeki M vye en yakin bir P noktasina uzaklik olarak tanimlanir. Galile
geometrisinde de bu tanimi kullanirsak M ye en yakin | Gzerindeki P noktasi M den

sifir uzakhktadir, d,,, =0 dir. Bu nedenle M den | ye uzakhgr M den P ye 6zel

uzaklik ile dlgmeye goétirir:
dMI = Oyp-

Eger | nin denklemi y=kx+s ise bu durumda P nin koordinatlari (X,,kx, +S)dir.

Boylece
-MP :_5MP =Y _(kxo +S)
—dy, = Yo — KX, —$ (B.11)

elde edilir [16].
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Tanim B.23 (Paralel iki Dogru Arasindaki Uzaklik)

Eger | ve |, dogrusu paralel ise bu durumda | ve |, dogrusu arasindaki d”1 uzakligl, bir

6zel dogruya ait | ve |, dogrulari arasindaki yonlendirilmis MM, dogru pargasinin

uzunlugu olarak tanimlayabiliriz. Bu tanim gergekten anlamlidir, ¢linki (B.1) hareketi

Ozel dogrulari 6zel dogrulara gotirir [16].

Tanim B.24

y=kx+s ve y=kx+s, denklemli | ve I, dogrular arasindaki uzaklik

dy, =8 -5 (B.12)

ile tanimlanir (Sekil Ek B.10).

Sekil Ek B. 10 Galile geometrisinde paralel iki dogru arasindaki uzaklik
B-2 Galile Diizleminde Trigonometri

S, O merkezli birim gember ve M =(xy), S uzerinde bir nokta olsun. I,

OM dogrusunu ve a, J,, agisini gostersin (Sekil Ek B.11).

Boylece
Cosga=£=%=1 (B.13)
oM 1
ve
. MP 6, «
singg=——=—"=—=
oM 1 1
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bulunur. | dogrusu ile aralarindaki agi S olacak sekilde I, dogrusu verilsin. Bu

durumda Sekil Ek B. 12 den goruldigi gibi

|
Ax, y)=(Lsinga)
/ 3o
) a

e

Sekil Ek B. 11 Galile diizleminde birim cember

s v/
7
0 [jx}éo'=
/_1 l X
/

Sekil Ek B. 12 Galile geometrisinde sinls toplam formali
cosg(a+ ) =1
sing(a+p)=a+p
=a.l+1.p
oldugundan
cosg(a + B) =cosga cosgp
sing (a+ﬂ) =singa cosgp+cosgasingp

yazilabilir [16].
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