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OZET

BAZI GEOMETRIK OZELLIKLER VE SABIT NOKTA iTERASYONLARI
Kadri DOGAN
Matematik Muhendisligi Anabilim Dal
Doktora Tezi

Tez Danismani: Prof. Dr. Vatan KARAKAYA

Bu calismada ilk olarak tez metni icerinde (3.8) ile gosterilen yeni bir iterasyon yontemi
tanimlandi. Bu iterasyon yonteminde eger £ =0 alinirsa Ishikawa iterasyonu elde

edilecegi gorildi. Bu nedenle ilk dnce bu iterasyon yonteminin kuvvetli yakinsak
oldugu sonucu ispatlandi ve iterasyonun kararliigi gosterildi. Daha sonra (3.8)
iterasyon yontemi ile Mann iterasyon yonteminin yakinsakliklarinin denkligine ilskin bir
sonug elde edildi ve devaminda, tanimlanan iterasyon yonteminin kullanish oldugunu
kanitlamak igin Ishikawa iterasyon yontemi ile yakinsaklik hizi karsilastirmasi yapildi. Bu
iterasyon yontemi icin son olarak, gecikmeli diferansiyel denklemlerin ¢6zimini
bulmak igin etkili bir ara¢ olacagl sonucu ispatlandi. Tanimlanan bir sonraki iterasyon
yontemi (3.8) ve Halpern iterasyonu olarak bilinen iterasyon yontemlerinin hibrid
formudur. Bu iterasyon yontemi icin J normallestirilmis dualite donlisiimiine sahip bir
Banach uzayr ve [-T7, sifirda demiclosed o6zelligi ile (Teorem 3.1.38), J

normallestiriimis dualite donisimine sahip bir Banach uzayr ve [-T sifirda
demiclosed &zelligi ile (Teorem 3.1.39), J, weakly dizisel dualite dénusimiine sahip

bir Banach uzayi ve {Al.} accretive operatorlerin sonsuz bir ailesi ve ayrica

[ENU{O}

J% =(I+r,A)" operatdri A'nin resolvent operatérii olmak iizere (Teorem 3.1.40) ve

n 1

Gateaux diferansiyellenebilir norma sahip bir Banach uzay ve {Ai}[eNu{o} accretive

operatérlerin sonsuz bir ailesi ayrica J* =(I+r,4,)" operatéri A'min resolvent

operatori olmak lizere (Teorem 3.1.41) ifadeleri igin kuvvetli yakinsaklik sonuglar

X



kanitlandi. Bundan sonra literatiire yeni giren ve arastirmacilar tarafindan yogun bir
sekilde galisilan Picard-Mann iterasyon yonteminden esinlenerek tez metninde (3.24)
ile gosterilen Mann-Picard iterasyon yontemi tanimlanmistir. Bu iterasyon yontemi igin
de kuvvetli yakinsakhk, kararlilik, yakinsaklik denkligi, veri baghligi ve yakinsaklik hiz
karsilastirmasi sonuglari kanitlanmigtir. Dordiincii ve son iterasyon yontemi olarak Kirk-
MP ile gosterilen (3.25) sabit nokta iterasyon yontemi tanimlanmistir. Bu iterasyon
yontemi igin glicli yakinsaklik ve veri baghhgi sonuglari arastirilmistir.

Anahtar Kelimeler: Yeni iterasyon yontemi, Yeni hibrid-tip iterasyon yontemi, MP-
iterasyon yontemi, Kirk iterasyon yontemi, Halpern tipinde iterasyon yontemi
Yakinsaklik, Yakinsamalarin denkligi, Kararhlik, Sabit noktalarin veri baghligi,
Contractive-like operatorler, Weak contraction operatorler.
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ABSTRACT

SOME GEOMETRICAL PROPERTIES AND NEW FIXED POINT ITERATION
PROCEDURES

Kadri DOGAN
Department of Mathematical Engineering
PhD. Thesis

Advisor: Prof. Dr. Vatan KARAKAYA

In this thesis, firstly, (3.8) fixed point iteration process was introduced. If £ =0, then

this iteration process reduce to Ishikawa (3.12) iteration process. Hence the strong
convergence and stability results were proven for (3.8) iteration process. Later, it was
shown that (3.8) iteration process equivalent to Mann (3.7) iteration process. To show
that this iteration method is useful, the comparison of the rate of convergence
between (3.8) and (3.12) iteration processes was made. Finally, it was proven that this
iteration process is effective tool to find the solution of delay differential equations.
Another iteration process, it is hybrid form of (3.8) iteration process and as known
Halpern (3.9) iteration process, is defined. Teorem 3.1.38, Teorem 3.1.39, Teorem
3.1.40 and Teorem 3.1.41 were proven for this iteration process. From now on, Mann-
Picard (3.24) iteration process was introduced by inspired Picard-Mann (3.23) hybrid
iteration process which is extensively studied by researchers. The strong convergence,
the stability, the equivalance of convergenge, data dependence and the rate of
convergence resluts were also proved fort his iteration process. The fourth and finally,
MP-Kirk Fixed Point iteration process it was introduced and proved that the strong
convergence and data dependence results

Key words: New iterative scheme, New hybrid-type iterative scheme, S-iterative
scheme, Kirk iterative scheme, Halpern type iterative scheme, Convergence,
Equivalence of convergences, Stability, Data dependence of fixed points, Contractive-
like operators, Weak contraction operators.
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BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Sabit nokta teori; Geometri, Topoloji ve Analizin uygun bir birlesimi oldugundan
matematigin ilgi ¢eken bir alanidir. Son 50 yil ve daha 6ncesinde sabit nokta teori,
lineer olmayan denklemlerin (phenomena) calismasinda ¢cok énemli ve glicli bir arag
olarak ortaya ¢ikmistir. Matematik biliminin hemen hemen her bransinda ¢ok sayida
uygulamaya sahiptir. Ornegin, adi ve kismi diferansiyel denklemlerin, integral
denkelmelerin, lineer denklem sistemlerinin, dinamik sistemlerin kapali yoriingesinde
ve ekonomik dengede céziimlerin varligini kanitlamaktadir. Ozellikle sabit nokta
teknikleri; Biyoloji, Kimya, Ekonomi, Miuhendislik ve Fizik gibi farkh alanlara
uygulanmistir. Bu teknikler sayesinde Kontrol Teori’de, Oyunlar Teorisin’de, Katagori
Teori’de, Fonksiyonel denklemlerinde, integral denklemlerinde, Matematiksel Fizik'te,
Matematiksel Kimya’da, Matematiksel Biyoloji’de, Matematiksel Ekonomi’de, w’
Cebir’'inde, Fonksiyonel Analiz’de ve diger birgcok alanda ¢ok verimli uygulamalar elde
edilmistir. Sabit nokta kavrami Analiz’de anahtar bir rol oynar. Ayrica sabit nokta
teoremleri random diferansiyel denklemlerde, Newton-Rapshon metoduna benzer
nimerik metodlarda, Picard’in varlik Teoremininde ve baglantili diger alanlarda varlik
teoride ¢ogunlukla kullaniimistir. Siralama (zerine kurulan sabit nokta teoremleri ise
Cebir'de, Otomat Teori’de, Matematik Dilbilimde, Lineer Fonksiyonel Analiz’de,
Yaklasim Teori’de ve Kritik Nokta Teori’de 6nemli bir yer edinmislerdir. Ayrica, sabit
nokta teoremleri; Varyasyon, liner esitsizlikler, Optimizasyon ve vyaklasim teori
alanindaki gibi birgok uygulamada buytk bir rol oynar. Bu ylizden sabit nokta teorinin

calimalari genis bir cekilde ilgi gormektedir. Bunlardan bazilari optimizasyon [1],
1



hesaplama algoritmalari [2], [3], fizik [4], matematiksel model insasi [5], ekonomi [6],
[7], varyasyonel esitsizlikler [8], tamamlayici problemler [9], denge problemleri [10],
sosyal bilimler [11-13], tip [14-16], haberlesme [17], [18],..., vb. gibi bir cok referans
verilebilir.
Sabit nokta teori calismalari ¢cok genis bir yazar kitlesi tarafindan, basta tam metrik ve
tam normlu uzaylar olmak Ulzere kismi sirali metrik uzaylar, konik metrik uzaylar,
konveks ve genellestirilmis konveks metrik uzaylar, hiperkonveks metrik uzaylar, fuzzy
metrik uzaylar ve intuitionistic fuzzy metrik ve normlu uzaylar,..., vb. gibi cok ¢esitli
matematiksel yapilar tzerinde ylritilmektedir, bkz. [19-33].
Sabit nokta teori ¢ baslik altinda incelenir.

1) Topolojik sabit nokta teori,

2) Metrik sabit nokta teori,

3) Ayrik sabit nokta teori.
Uc alan arasinda tarihsel olarak, sinir hatlari G¢ biyiik teorem ile ¢izilmistir. Bu
teoremler siarasiyla asagidaki gibi verilebilir.

1) Brower sabit nokta teoremi

2) Banach contraction teoremi,

3) Tarski sabit nokta teoremi.
Normlu lineer uzaylarda sabit nokta teori calismalari, 1909-1913 yillari arasinda L.E.J.

Brouwer ile baslamistir. Klasik analiz derslerinden de iyi bilindigi lGzere en basit sabit

nokta teoremi, “Aradeger Teoremi” nin dogrudan bir sonucu olarak: ”[a,b] c R olmak
tizere f:[a,b]—>[a,b] surekli bir déniisim ise, f nin [a,b] araliginda bir sabit

noktasi vardir” seklinde ifade edilir. Brouwer bu teoremi, 1912 yilinda, R" (zerine su
sekilde genigletmigstir : “B,R" de kapali bir yuvar olsun. Bu durumda f:B—> B
surekli donlisiml bir sabit noktaya sahiptir”. Brouwer sabit nokta teoreminin
kullanislihg! ilk olarak, John Von Neumann tarafindan 1928 de oyunlar teorisinin
temelleri kurulurken fark edildi ve [34] te sundugu calismasinda bu sonucu kullandi.
Bunun yani sira Brouwer Sabit Nokta Teoreminin, Kakutani [35] tarafindan yapilan bir
genellestirmesi, ekonomi biliminde (iktisat) Nobel 6dili alan John Nash tarafindan [36]

ve [37] de sunulan calismalarda kullaniimistir.



1930 yilinda da J. Schauder, Brouwer Sabit Nokta Teoremi’'ni gelistirerek “X bir
Banach uzayr K, X in bos olmayan herhangi bir kompakt konveks alt kiimesi ve

f:K — K surekli bir donlisim olsun. Bu durumda, f en az bir sabit noktaya sahiptir”

ifadesini ispatlamistir.

Dogrusal olmayan analizde klasik bir ara¢ haline getirilen ve “contraction doénisim
teoremi” veya kisaca “Contraction prensibi” olarak ta bilinen Banach contraction
prensibi [38] en (inli ve 6nemli sabit nokta teoremlerinden biridir.

Stefan Banach’in doktora tezinin bir kismini teskil eden bu teorem, bir integral
denklemin ¢6ziminin varhgini ispatlamak amaciyla kurulmus olup matematigin bir¢ok
dalindaki varlik problemlerinin ¢éziiminde kullanilan etkin bir unsur olmustur.
Contraction donisim teoremi [38] bir tam metrik uzaydan kendisi lizerine olan
doénusiumlerle ilgili cok genel bir teoremdir. Teoremde bahsi gecen sabit noktanin
daima tek olmasi ve kesin bir hesaplamayla elde edilebilir olmasi ¢ok buyik avantajlar
saglasa da kullanilan doénlsimiin contraction olmasi sarti teoremin uygulama
alanlarina ciddi kisitlamalar getirmektedir. Bu sebeple bircok arastirmaci daha genel
metrik uzaylari veya farkl tirden dénistiim siniflarini kullanarak bu Gnli teoremin ¢ok
sayida genellestimelerini elde etmislerdir, bkz. [39-56].

Yukarida bahsedildigi Gizere, Contraction doniisiim teoremi belirli operatorlerin sabit
noktalari icin bir varlik ve teklik teoremi olmasinin yani sira, sabit noktanin tam olarak
hesaplanmasini saglayan dogal bir yontem gelistirmektedir. S6z konusu bu yonteme
iterasyon denilir.

iterasyon yontemleri (veya Ardisik Yaklasimlar Yéntemleri) bircok bilim dalinda
karsilasilan lineer ve, 6zellikle, lineer olmayan problemlerin ¢oziimlerinde yaygin olarak
kullanilan ¢ok 6nemli matematiksel araglardir.

M.S. 1. ylzyhdan glinimize kadar ulasan dékiimanlardan anlasildigi lizere; bu 6nemli
hesaplama yoéntemlerinden ilki, Alexandria’ i Heron un bir sayinin karekokinu
hesaplama sirecinde elde ettigi algoritmadir, bkz. [57].

Ele alinan bir problemde, kullanilan iterasyon semasi tarafindan uretilen dizinin limiti
problemin ¢éziimini verir. iterasyon yodntemlerinin kullanimi, bir “sabit nokta

metodu” olarak tarif edilir ve ¢oézimleri f fonksiyonunun sabit noktalari olan
x:f(x) tipindeki birkag denklemden asamali olarak gelistirilir. Bu yaklagim

3



astronomide 15. ylzyilin baslarinda El-Kashi tarafindan, verilen sin3° degeri igin

x=(sin3°+4x3)/3 bagintisi yardimiyla sinl® degerinin hesaplanmasinda kullanildi.

Yine astronomide, Kepler bu yontemi kullanarak “Kepler denklemi” olarak bilinen
transandantal bir denklemi ¢ozd, bkz. [57].

iterasyon yéntemleri bilimde genis uygulama alanlarina sahip olduklarindan, bircok
arastirmacinin ilgisini ¢ekmis ve bunun sonucunda ¢ok sayida iterasyon ydntemi
gelistirilmistir. Asagida ele aldigimiz iterasyon yontemleri bunlarin en &énemlileri
arasindadir.

iterasyon yénteminin Liouville [58] tarafindan tanitildigi ve Cauchy tarafindan
kullanildigi bilinmektedir. Bu yontem ilk olarak Picard [59] tarafindan, adi diferansiyel
denklemler icin baslangic deger problemlerinin ¢6ziminin varligl ve tekligine iliskin
ispatinda sistematik olarak gelistirildi. Krasnoselskij iterasyonu, bilhassa A=1/2
durumu, ilk olarak 1955 te Krasnoselkij [60] tarafindan tanitildi ve 1957 de bu
iterasyonunun genel formu Schaefer [61] tarfindan verildi. Orijinal Mann iterasyonu
1953 te Mann [62] tarafindan bir matris formulasyonunda tanitildi. Ishikawa itersyonu

1974 te yayinlanan Ishikawa [63] makalesinde tanitildi.

1.2 Tezin Amaci

Bu calisma da, literatlirde mevcut olan sabit nokta iterasyon yontemleri g6z oniinde
bulundururarak yeni ve daha hizli operatoriin sabit noktasina yakinsayan sabit nokta
iterasyon yontemleri tanimlanacak ve bu iterasyon yontemleri tarafindan dretilen
iteratif dizilerin contractive-like dontsiimlerin (mevcut olmasi durumunda) sabit
noktasina yakinsakligina iliskin bazi sonuglar elde edilcektir. Ayrica, bir¢ok bilim dalinda
onemli uygulamalara sahip olan kararliik teorisi irdelenerek, contractive-like
doénustmler araciligiyla elde edilen bu iterasyon yontemleri icin kararhlik sonuglari elde
edilecektir. Bu iterasyon yontemleri kullanilarak contractive-like donilisimlerin sabit
noktalarinin veri baghliklarina iliskin bazi tahminler elde edilecektir. Devaminda yeni
tanimlanan (3.8) ve (3.24) iterasyon yontemlerinin kullanishihgini ve 6nemini ifade
etmek igin literatiirde mevcut olan sabit nokta iterasyon yontemlerinin yakinsaklik

hizlarinin karsilastirmasi yapilacaktir. Son olarak (3.8) sabit nokta iterasyon yonteminin



gecikmeli differansiyel denklemlerinin ¢6ziimlerini bulmak igin etkili bir ara¢ oldugu

gosterilecektir.

1.3 Hipotez

Bu calismada, mevcut literatiirdeki iterasyon yontemlerinden farkli olarak sirasiyla
(3.8), (3.24), (3.25) ve (3.30) ile verilen iterasyon yontemleri tanimlandi. Bu iterasyon
yontemleri, (2.32) ve (2.35) sartlarini saglayan sirasiyla weak contracktion ve
contractive-like donilsiimler olarak adlandirilan dénistimlerin sabit noktalarina belirli
sartlar altinda yakinsaktirlar. Ustelik (3.8) ve (3.24) ile verilen iterasyon yéntemlerinin
(2.32) sartini saglayan weak contraction donistimlerin sabit noktalarina yakinsakliklari,
sirasiyla (3.2), (3.6), (3.7), (3.12), (3.13), (3.14), (3.15), (3.16) ve (3.23) ile verilen Picard,
Genellestirilmis Krasnosel’skii, Mann, Ishikawa, Noor, S, iki adimli Mann, SP ve PM
iterasyon yontemlerinin yakinsakliklarina denktirler. Ayrica, (3.8) ve (3.24) ile verilen
iterasyon yontemleri Tanim 4.1.1 anlaminda, (2.32) sartini saglayan contractive-like
donisimlere gore karaldirlar. Son olarak, sirasiyla (3.24) ve (3.25) ile verilen MP ve
Kirk-MP iterasyon yontemlerinin kullanilmasiyla, sirasiyla (2.32) ve (2.35) sartlarini
saglayan weak contraction ve contractive-like donlisimlerin ve bu dénlisimlerin Tanim
5.1.1 anlamindaki yaklasim operatorlerinin sabit noktalarinin birbirlerine yakinliklarini

iceren 6ngoruler, mevcut tezin hipotezlerini olusturmustur.



BOLUM 2

TEMEL KAVRAMLAR

Bu bolimde, tezde ortaya konulan problemi kanitlamak igin altyapi olarak kabul edilen

bazi 6n bilgilere ve sonuglara yer verilmistir.

2.1 Fonksiyonel Analiz ve Banach uzaylarin Geometrisi Kaynakli Bazi Kavramlar

Tanim 2.1.1 (Metrik Uzay) X bos olmayan bir kiime ve d: X x X — R" bir fonksiyon

olsun. Her x,y,ze X igin;

My. d(x,y) >0 (Pozitif tanimlilik)

M,. d(x,y)=0&x=y

M. d(x,y)=d(y,x) (Simetriklik)

Ms. d(x,y)<d(x,z)+d(z,y) (Uggen esitsizligi)

sartlarini saglayan d fonksiyonuna X (Uzerinde bir metrik veya uzaklik fonksiyonu,

(X,d) ikilisine de bir metrik uzay denir [64]. GOsterimlerde kolaylik olmasi agisindan

bir (X,d) metrik uzayini X ile gésterecegiz.

Tanim 2.1.2 (Yakinsak Dizi) X =(X,d) bir metrik uzay ve {xn}:;o bu uzayda bir dizi

olsun. Her bir ¢>0 icin n2>n, oldugunda, d(xn,x)<e olacak sekilde bir

n, =n,(&)eN tamsayisi varsa, {x,}  dizisine x e X noktasina yakinsaktir denir [64].



Tanim 2.1.3 (Cauchy Dizisi) X =(X,d) bir metrik uzay ve {x,}” bu uzayda bir dizi

olsun. Her bir £>0 igin m,n>n, oldugunda, d(x,,x,)<& olacak sekilde bir

n, =n, (&) tamsayisi varsa, {x,} _ dizisine Cauchy dizisi denir [64].

Tanim 2.1.4 (Tam Metrik Uzay) X =(X,d) bir metrik uzay olsun. X de ki her {x,}"
Cauchy dizisi yakinsak ise, (X,d) metrik uzayina tam metrik uzay denir [65].

Tanim 2.1.5 (Kompakt Metrik Uzay) X = (X,d) bir metrik uzay olsun. X de ki her dizi
yakinsak bir alt diziye sahipse (X,d) uzayina kompakt metrik uzay denir [66].

Tanim 2.1.6 (Siirekli Déniisiim) X =(X,d) ve Y =(Y,p) iki metrik uzay, f: X >Y
bir dénlsim ve x, € X olsun. Her bir £ >0 sayisi igin,

d(x,x,) <5 oldugunda p(f(x),f(x,))<e

veya denk bir ifade ile,

f(D(x055))gD(f(xo);g)

olacak sekilde bir 5:5(8)>0 sayisi varsa, f ye x, noktasinda siireklidir denir. f,
X in her noktasinda siirekliise, /" ye X de streklidir denir [66].

Tanim 2.1.7 (Lineer Uzay): V' bos olmayan bir kime ve F bir cisim olsun.
+:VxV —>V ve -:FxV —V islemleri tanimlansin. Eger asagidaki sartlar saglaniyorsa
V' ye F cismi Gizerinde lineer uzay (vektor uzayi) denir:

A. V', + islemine gore degismeli bir gruptur. Yani,

Gi.Her x,y eV igin x+y eV dir,

G,. Her x,y,z €V igin x+(y+z):(x+y)+zdir,

Gs3. Her x eV igin x+6 =60+ x =x olacak sekilde & € V' vardir

Gy. Her x eV igin x+(—x)=(—x)+x =0 olacak sekilde —x € V" vardir,

Gs. Her x,y eV igin x+y=y+xdir.

B. x,yeV ve a,f €F olmak lizere asagidaki sartlar saglanir:

Vi. a-x eV dir,

V,. a-(x+y)=a-x+a'y dir,



Vi. (a+ﬁ)-x=a-x+ﬂ-x dir,

V.. (a-ﬁ)-x=a-(ﬁ-x) dir,
Vs. 1-x =x dir (Burada 1, F nin birim elemanidir).
F=1R ise V' ye reel lineer uzay, F=C ise ' ye kompleks lineer uzay adi verilir [67].

Tanim 2.1.8 (Konveks Kiime): V' bir reel lineer uzay ve 4 V' olsun. Her x,y € 4 igin

B:{zeV:z:ax+(l—a)y,03a£1}gA

ise, A kiimesine konvekstir denir [66].
Tanim 2.1.9 (Normlu Uzay) X bir lineer uzay olsun ve F cismi R olmak Uzere,

: X — F fonksiyonunun x deki degerini ||x|| ile gosterelim. Bu fonksiyon

N;. ||x||:0©x:¢9
N,. Her & € F ve her x e X icin ||a-x|| :|a|-||x||

Ns. Her x,y € X icin [+ y] < [x] +[¥]

sartlarini sagliyorsa ||+| fonksiyonuna X te (veya X Uzerinde) norm, (X, -) ikilisine
de normlu uzay denir [68].

X Uzerindeki bir norm, X Uzerinde

d(x,y):”x—y , (x,yeX) (2.1)

ile verilen norm bir metrik tanimlar ve bu metrige norm tarafindan uretilen metrik
denir.

Tanim 2.1.10 Bir X normlu uzay uzerindeki tim sinirli lineer fonksiyonellerin uzayina X

normlu uzayinin dual uzayi denir ve X ile gosterilir. X~ =B(X,R) seklinde yazilabilir

ve

|7

normuna gore bir normlu uzaydir [69].

. :sup{‘f(x)‘:xeSx} (2.4)

Tanim 2.1.11 X normlu vektér uzay olsun. S:{f‘l(G):feX*,Ger} tarafindan
iretilen X (zerindeki topoloji 7 olsun. Bir baska deyisle f e X ,ve G, F (RveyaC )
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cismi iginde agik olmak uzere f7'(G) kimelerinin sonlu kesisimlerinin tim

bilesimlerinin ailesi 7 olsun. Daha sembolik formda f e X ve G, F (RveyaC ) cismi

icinde agik olmak Uzere,

=UN s

keyfi sonlu
olsun. 7 topolojisine X iizerinde X tarafindan iretilen (indirgenen) zayif topoloji

denir. Bu topoloji icin o-(X,X*) ve 7, notasyonu da kullanilir [70].
Tanim 2.1.12 X normlu vektér uzay olsun. S:{(p‘l(G):qoeX**,GerH} tarafindan

iretilen X~ Gzerindeki topoloji 7 olsun. Bir bagka deyisle pe X, ¢: X" — F lineer
sinirli, ve G, K (RveyaC ) cismi iginde agik olmak tzere ¢ (G) kiimelerinin sonlu

kesisimlerinin tim bilesimlerinin ailesi 7 olsun. Daha sembolik formda ¢ € X" ve G, F

(Rveya C ) cismi iginde agik olmak Uzere,

r=U¢"(0)

keyfi sonlu
olsun. 7 topolojisine X~ lizerinde X tarafindan iretilen (indirgenen) zaylf* topoloji

denir. Bu topoloji icin o-(X*,X**) ve 7 . notasyonu da kullanilir [70].

Tanim 2.1.13 (Banach Uzay)) X normlu lineer wuzay olsun. X,

d(x,y)=|x=»|, (x,y€X) norm metrigine gére tam ise X 'e Banach uzayi denir.

X nin Reel veya Kompleks lineer uzay olusuna goére Banach uzayl da Reel veya

Kompleks Banach uzayi olarak adlandirilir [71].

X normlu uzayinin (X*, *) dual uzayi daima bir Banach uzayidir.

Tanim 2.1.14 X bir reel vektor uzay olsun. X Gzerinde bir i¢ carpim asagidaki 6zellikleri
saglayan bir

(L) XxX >R

fonksiyonudur. Her x,y,z€ X ve her a,f €R igin

i1) <x, x> >0 ;

i) <x,x>:0 ancak ve ancak x=0;

i3) <ax+ﬂy,z>=a<x,z>+ﬁ<y,z>;



i) <x,y>=<y,x> .
Ckomplex degerli i¢c carpim ise R degerli i¢ ¢carpim sartlarindan (iz) sarti asagidaki

sart ile yer degistirir.
Is) (x,9) =(»,x)
burada (_ ) eslenigi gostermektedir [70].

Asagidaki 6rnek R’ Gizerinde tanimli skaler carpimin bir i¢ carpim oldugunu gosterir.

Ornek 2.1.15 (x,y)=> x,y, ile tanmh {.,.):R"xR" > R fonksiyonu R" zerinde
k=1

bir i¢ carpim tanimlar. Bu i¢ carpima R" tizerindeki standart i¢ ¢carpim adi verilir.

Ornek 2.1.16 (x,y)=> x,y, ile tanml {.,.):C"xC" — C fonksiyonu C" iizerinde

k=1
bir i¢ garpim tanimlar. Bu i¢ ¢garpima C" lizerindeki standart i¢ garpim adi verilir.
Tanim 2.1.17 X bir kompleks veya reel vektér uzayi ve <.,.>, X Uzerinde i¢ ¢arpim ise
(X,(.,.>) ikilisine bir i¢ carpim uzayi adi verilir.
Teorem 2.1.18 (X,(.,.>) bir i¢ carpim uzayi ve <,> nin indirgedigi norm |||| olsun. Bu

durumda her x,y € X igin

a) Parellel kenar kurali
-+ 57 +lx=oA7 = 2(J” o) (2.5)

saglanir.

b) Eger X bir reel vektor uzayi ise bu durumda
4, y) =[xt o = oA (2.6)

polarizasyon kurali olarak isimlendirilen yukaridaki esitlik saglanir.

c)Eger X bir Kompleks vektor uzayi ise bu durumda
4w y) =+ o == il ol —ifx-af 27)
polarizasyon kurali olarak isimlendirilen yukaridaki esitlik saglanir [70].

Tanim 2.1.19 Tam i¢ ¢arpim uzayina bir Hilbert uzayi denir. [70].
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1936 yilinda, Clarkson [72] dizglin konvekslik tGzerine 6nemli bir calisma yapmistir. Bu
¢alisma Banach uzaylarinin geometrisi ve onun uygulamalari Uzerine kapsaml
arastirmalarin baslangici olmustur.

C c B kapali, konveks ve bostan farkli bir alt kime ve B*, B Banach uzayinin dual

uzayi olsun. B'nin konvekslik modilii olan &, (&) ‘u asagidaki gibi tanimlayalim.

a—b”Ze} (2.8)

Konvekslik modilu [0,2] Gzerinde stirekli olan [0,2] den [0,1]’e tanimlanan reel degerli

bir fonksiyondur. Bir Banach uzayi diizglin konvekstir ancak ve ancak her &£ >0 icin

8;(€)>0 dir. B bir normlu uzay ve S, ={a e B:|a| =1} B'nin birim kiiresi olsun. Eger

aeS; igin

d . +1b|| -
2 a6, -yl

t—0 t

limiti mevcut ise bu durumda B’nin normu aeS§,; noktasinda Gateaux

diferansiyellenebilirdir.

Eger her S, noktasinda Gateaux diferansiyellenebilir ise bu takdirde B’nin normu

Gateaux diferansiyellenebilirdir denir.

Eger her be S, icin, limit a €S, igin diizglin yaklasirsa B'nin normuna diizglin Gateaux

diferansiyellenebilirdir denir.

Benzer sekilde eger B'nin normu diizglin Gateaux diferansiyellenebilir ise bu takdirde B

diizgiin smooth olur.

Eger her a,be B,a # bve”a” = ||b|| =1 icin
|aa+(1-2)p| <1, vae(0.1)

esitsizligi mevcut ise B normlu uzayina strictly konveks uzay denir.
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Simdi yukaridaki tanimlarin sonuglari olarak asagidaki teorem ve sonuglari ispatlari

olmadan verelim.
Teorem 2.1.20 [73] B bir Banach uzayi olsun.

a)B dizgiin konvekstir ancak ve ancak B diizgiin smoothtur.
b)B diizglin smoothtur ancak ve ancak B’ dizgin konvekstir.

Teorem 2.1.21 [73] her diizglin smooth uzay refleksivdir.

Eger ¢(O):O olacak sekilde [0,o0) lizerinde kesin artan, siirekli ve kendi Uzerine bir

@ donusimine gauge (6lct) dontisimi denir.
@ gauge (0lct) fonksiyonu ve B herhangi bir normlu uzay olsun. Eger a€ B igin

J,:B—>2" donistmi

Ja={feB {af)=]dlf

A=o(al)}

seklinde tanimlanmig ise bu durumda J, donlsimine ¢ gauge fonksiyonlu dualite

doénisimdi denir.

Eger ¢(t) =1 segilirse J, =J dualite ddnusumune normallestirilmis dualite dontstimu
denir.
t

w(t)=j¢(g)dg, t>0

0
olsun, bu durumda & €(0,1) icin y (57) < 5¢(¢) olur.

£ :[0,00) > [0,90) bir donlsiim olsun.

p(t)zsup{| ;| N _1.4,peB,

o= telt=|

ifadesine B’nin smoothluk modilii denir. Ayrica B dizgiin smoothtur ancak ve

ancak lim M:O dir.

n—>0
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geR, (0,2] araliginda segilmis oldugunu farz edelim. Eger bir B Banach uzayl g-

diizgiin smooth ise asagidaki sartlar saglanir.

i)Bir ¢ > 0 sabiti vardir,
ii)p(t) <ct?.
“q>?2 igin g-duzgln smooth Banach uzay yoktur” iddiasi Cioranescu [74] tarafinda

ifade edilmistir.

Eger B Banach uzayl weak topolojiden weak” topolojiye bir dizisel strekli J dualite
donisimiine sahip ise J donlisimi tek degerli ve ayrica smoothtur diyebiliriz. Eger J
dualite donisimi sirekli ve tek degerli ise B uzayr weakly dizisel slrekli dualite

doénisimiine sahiptir denir, Bakiniz [74-75].

Tanim 2.1.22 i) A4:B—2® dénlsiiminiin efektif (esash) tanim ve deger kimesi
sirastyla Dom(A)={aeB:Aa=J} ve R(A) ile gosterilmistir. ii) Eger J:B—2%
dualite doniisimii ve (a—b,j)>0 olacak sekilde jeJ(a—b) ise bu takdirde her
a,be B igin A donlsimine accretive donlisim denir. iii) Eger her >0 igin
R([+rA) = B ise A accretive donlsiimiine m-accretive dénisiim denir. Bu ¢alismanin
timinde A4:B—2° sifira sahip bir accretive operatér olarak alinacaktir. Simdi
J. = R(I+rA)71 :B—dom(A), r>0 igin A’nin resolventi olacak sekilde tek degerli
dénustimleri tamimliyam. A~ ={aeB:0e€ Aa} olsun. Bu durumda r>0 igin
A" =F(J,) oldugu agiktir. Bakiniz [76-77].
B refleksive, smooth ve strictly konveks Banach uzayi ve C, B'nin kapali konveks bostan
farkh bir alt kiimesi (kka) olsun. Bu sartlar altinda herhangi bir a € B igin

|zl < min]i—a]
olacak sekilde bir tek z € C noktasi vardir. Bakiniz [76].
Tanim 2.1.23 [77] Eger F.a=z ise bu takdirde P.:B—C donlsimine metrik
projeksiyon dénisimi denir.
a € B ve z e Coldugunu kabul edelim. Bu durumda F.a =z olmasi icin gerek ve yeter

sart her t € Cigin <z—t,j(a—z)>20 olmasidir. H reel Hilbert uzayinda nonexpansive
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sartini saglayan bir P.:H — C projeksiyon dénutslimi vardir. Ancak bir B Banach
uzayinda nonexpansive sartini saglayan bir F.:B — C projeksiyon déniisimi yoktur.
Bakiniz [78].

Tanim 2.1.24 [79] C ve D, C < Dolacak sekilde B Banach uzayinin alt kiimeleri olsun.

Eger her xe B ve 6 €[0,1) icin

Ox=0(5x+(1-5)0x)
ise Q:C — D donusiimiine bir sunny donlisimu denir.
Eger Q2 = Q ise Q'ya bir retraction denir. Q bir sunny nonexpansive retraction olamasi

icin gerek ve yeter kosul onun sunny, nonexpansive ve retraction olmasidir.

2.2 Sabit Nokta Teorisiyle ilgili Bazi Temel Kavramlar
Tanim 2.2.1 (Sabit Nokta) X bos olmayan bir kiime ve T :X — X herhangi bir
doénisim olsun. Eger

Tx=x (2.9)

olacak sekilde bir x € X varsa, bu x noktasina T nin sabit noktasi denir ve T nin tim
sabit noktalarinin kiimesi F,., F(T) veya Fix(T) ile gosterilir [80].

(2.9) ile verilen denklem geometrik olarak su sekilde yorumlanabilir: Eger f:R — R
ye bir fonksiyon ise bu durumda f nin sabit noktalari, f ye karsilik gelen grafik ile

y =x dogrusunun kesistigi noktalardir.

Sekil 2. 1 iki sabit noktaya sahip bir f fonksiyonu
14



Sabit noktanin varligi ile ilgili asagidaki érnekleri verelim.
Ornek 2.2.2
1.Eger X =R ve Tx=x-125ise F, =J;

2.Eger X =R ve Tx=x-sinx ise FT={@ZICEZ}U{O};

3.Eger X =R ve Tx=|x| ise F, ={x:x>0}

olur.

X herhangi bir kime ve T:X — X bir donlisim olsun. Herhangi bir xe X igin
T"”(x):T(T"(x)) olacak sekilde 7"(x) i tanimlayabiliriz. 7"(x), x in T altindaki
n. iterasyonu olarak adlandirilir.

T:X — X birdonisim olsun. Bu durumda asagidaki ifadeleri yazabiliriz:

i) Keyfi icin neN i¢in £, < F,, dir, yani bir dénligimiin sabit noktalar ayni zamanda
bu dénlsimin n. iterasyonunun da sabit noktalardir: Gegekten herhangi bir x, € F;
icin Tx, = x, olup,

T"(x,)=T""(T(x,))=T""(x,)
=T"2(T(x,))=T""(x,) = =T""(T(x,)) =T (%,) =,

dir. Boylece x, € F7, oldugu elde edilir.
iii)Bir neN icin F, ={x} ise F, ={x} dir. Ancak bunun tersi genelde dogru
degildir.
Omek 2.23 T(2)=3, T(1)=1 ve T(3)=2 ile tanmh T:{1,2,3} —{1,2,3}
déntisimiiny ele alalim. Bu durumda F,, ={1,2,3} dir. Ancak F, = {1} dir.

Simdi verilecek olan 6rnekler, bazi 6zel donislimlerin sabit noktalarinin mevcut olup
olmamasi ile ilgilidir [81].

Ornek 2.2.4 X ={a, 8} olmak iizere, T(a)=p ve T(B)=a ile tanmh T:X - X
donlisimiiniin sabit noktasi yoktur.

Ayrica X =[1,5], Y =[6,9] olmak iizere herhangi bir T:X —»Y (veya T:Y - X)
doénisimiinin sabit noktasi yoktur.
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Ornek 2.25 T(x)=

2x o, O<x<l2
déntgiminde 0 ve 2/3 noktalari

2-2x, 1/2<x<2/3
doénidsimiin tanim kiimesine ait olmadigindan, bu dénisimiin sabit noktalari mevcut
degildir [82].

Ornek 2.2.6 Tx = ¢* doniisimiintin de hicbir sabit noktasi yoktur. Buna karsin Tx =™

x+1

ve Tx =—e*" donlstimlerinin sabit noktalari sirasiyla 1 ve —1 dir.

2.3 Sabit Nokta Teorisiyle ilgili Calismalarda Kullanilan Bazi Onemli Teoremler,

Doniisiimler ve Bu Déniisiimler Arasindaki iliskiler

Tanim 2.3.1 (Lipschitzian Déniisiim) (X,d) bir metrik uzay ve T:X > X bir
donilisiim olsun. Eger her x,y € X igin

d(Tx,Ty)S/I-d(x,y) (2.10)

olacak sekilde bir 4 >0 sayisi mevcut ise T ye bir Lipschitzian (veya A -Lipschitzian)
doénisim denilir [80].
Tanimdan da gorildtgi Gzere her T Lipschitzian donlisimu diizgin sureklidir.

Ornek 2.3.2 X =R,d (x,y)=|x—y| ve Tx =3x olsun. Bu durumda,

d(Tx,Ty)=|3x—3y| =3|x—y| =3d(x,y)

elde edilir. Boylece A>3 igin T Lipschitz sartini saglar.

Tanim 2.3.3 (Daraltan(Contraction) Doniisiim) (X,d) bir metrik uzayve T: X - X
bir Lipschitzian donusim olsun. Eger her x,y € X igin,

d(Tx,Ty)S/I-d(x,y) (2.112)

olacak sekilde en az bir ﬂe(O,l) sayisl bulunabiliyorsa T' ye daraltan donlisim veya

bliziilme dontslimi (conctraction mapping) denir [80].
Bu tanim geometrik olarak su sekilde yorumlanabilir: Herhangi iki x ve y noktasinin
gorintileri olan Tx ile Ty, x ile y ye nazaran birbirlerine daha yakindirlar. Ozel

olarak asagidaki sekilde gorildigu gibi; » > s >0 olmak lzere, her x € X ve herhangi

16



r>0 icin B(x;r) yuvarindaki y noktalarinin timi bir B(Tx;s) yuvarina resmedilir

[83].

Sekil 2. 2 T bir daraltan (contraction) déntsiimdur

Ornek 2.3.4 (a) X =[0,1], d(x,»)=|x—»| olsun ve T(x) =%(x3 +2x° —6) ile tanimli

T:X —> X donlsimini géz dnline alalim. Her x,y € X igin,

d(Tx,Ty)=%(x3 +2x° —6)-%(),3 +2y2 —6)‘ =%|(x3 _y3)+2(x2 _y2)|

S%|x3 —y3’|+§|x2 —y2|

1 2
1 2 7
S§|x—y|-3+§|x—y|-2—§-|x—y|

Boylece A=7/9 olarak alinmasi veya herhangi bir /16[7/9,1) secimi icin T

donlsimiiniin daraltan donisim oldugu elde edilir.
(b) Ortalama Deger Teoremi (ODT), reel degerli diizglin (smooth) fonksiyonlarin

daraltma donisiimleri olduklarini géstermede &nemli bir role sahiptir. Ornegin:

X =R,d(x,y)=|x-y| olsun ve T(x)=%sin2x ile tanmh T:R — R dénigimiini
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ele alalim. T doénisimi R Uzerinde tiirevlenebilir oldugundan, ODT ni uygulayabiliriz:

Bu durumda

2 2
d(Tx,Ty):|Tx—Ty| :‘T'(c)-(x—y)‘ :g|cos2c||x—y|ﬁg|x—y|

olacak sekilde x ve y arasinda bir csayisi vardir. Boylece A =2/5 olarak alinmasi veya
herhangi bir /16[2/5,1) segimi icin 7' donldsimiinin daraltan doénisim oldugu elde
edilir.

Lipschitz kosulunu saglayan her donisim, dizgin surekli oldugundan daraltan
donistmler de dizgin sureklidir. Dolayisiyla T surekli degilse, bir daraltan dontsiim

olamaz. Buna karsin, T daraltan donlsim olmasa bile, herhangi bir n icin 7" bir

daraltan dontsiim olabilir.

-2x, x>0

Ornek2.3.5 T:R—> R, T(x)=< —x 0 seklindeki déniistim tanimlansin. Bu
—, x <
4

durumda T daraltan dénisiim degil ancak T? daraltan déniisimdir. Bunu gdstermek
icin x,y >0 alalim. Bu durumda

|Tx—Ty|=2|x—y|

seklinde olur. bu ylzden T daraltan donlsim olamaz. Diger taraftan, T2x=§

oldugundan T bir daraltan doénustimdiir. Ayrica x=0, T nin tek sabit noktasidir [81].
Klasik Banach contraction prensibi sabit nokta teorideki en kullanisl sonuglardan
biridir. Dogrusal ve dogrusal olmayan denklemlerin ¢dziimiinde bircok uygulamaya

sahip olan bu 6nemli sonug su sekilde ifade edilir:

Teorem 2.3.6 (Banach contraction prensibi) (X,d) bir tam metrik uzay ve

T:X — X (2.11) sartini saglayan bir contraction donlisiimu olsun. Bu durumda

(i) T, X 'te birtek p sabit noktasina sahiptir;
(ii) Herhangi bir x, € X icin

x,=Ix,, =T"x,,n=0,1,2,... (2.12)

n
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ile tanimli Picard iterasyonu tarafindan iretilen{x, }”

., iterasyon dizisi p ye yakinsar

[38].

Bu teorem vyalnizca bir sabit noktanin varligini insa etmekle kalmaz herhangi bir
baslangi¢c degeri icin bu sabit noktayi yaklasik olarak hesaplamamiza da olanak saglar.
Bu siire¢ asagidaki ornekte gosterilmistir.

Ornek 2.3.7 (a) x’+2x*—9x—-6=0 denklemi [0,1] de bir tek ¢oziime sahiptir.
T)g:é(x3 +2x° —6) ile tamimli 7:[0,1] —[0,1] dénusimiinii ele alalim, Ornek 2.20 (a)

da 7 nin 2=7/9 ile bir daraltan déntgiim oldugunu gésterilmisti. Bu nedenle Teorem
2.3.6 den dolayi ilgili denklem [0,1] de bir tek ¢6zlime sahiptir. Bu ¢6zimi bir
£=0.001 hatasiyla bulmaya calisalim. Bu durumda x, =0 dan baglayacak sekilde bir
x,=Tx

dizisi segebiliriz. Buradan x,=T7(0)=-2/3 olarak elde edilir bdylece

n-1

d(x,x,)= ‘0—(—2/3)‘ =2/3 dir. Dolayisiyla

n-1 n—1
—(7/9) -z<0.001<:> (Zj <—O'001
1-(7/9) 3 9 3

= (n —l)log% < log(3_110_3)

log(37107)

10g(3‘27) < n>32.857

= n—1>
olacak sekilde yeterince blyuk bir n sayisi secilebilir.
(b) X =[a,b], d(x,y)=|x-y| ve T:X — X bir déniisiim olsun. Eger T', [a,b] kapal
araliginda siirekli, (a,b) acik araliginda tiirevlenebilir bir dénisim ve her xe(a,b)
icin

Txl<k<1

ise, T nin X de bir tek sabit noktasi vardir. Gercekten de ortalama deger teoreminden

her x,y e[a,b] igin
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Tx =Ty =|T"(c)-(x=y)| < k-[x—y

olacak sekilde bir ce(x,y) vardir. Boylece Banach daralma ilkesi geregi T nin bir tek

sabit noktasi vardir.

(c) f:[Loo)—>[Loo), f(x):§+l seklinde tanimlanan fonsiyonu goéz 6niine alalim.

X

Bu fonksiyon bir daraltan donisumdiir. Gercgekten
x 1 y 1
x)— =l—+——=——
G A

IN

max
x,ye[l,oo)

Ay

1
=2l
oldugundan f(x) :§+l déniisimii [1,0) Gizerinde bir daraltan donistimdiir.
X

Tanim 2.3.8 (Kesin Daraltan Doniigiim) (X,d) bir metrik uzay ve T bir donlsim

olsun. Her x,y € X ve x # y igin,

d(Tx,Ty)<d(x,y) (2.13)

ise, T ye kesin daraltan donlsum (strict contraction) denir [80].
“T:X —>X bir daraltan donltsim” dir ifadesinin (2.13) sartina denk oldugu
disindlebilir ancak bu distince yanhstir. (2.13) sarti (2.11) ile verilen sarttan oldukca

zayif bir sarttir. Asagidaki 6rnekte (2.13) sartini saglayan bir ' donlisimi tarafindan
Uretilen x,T(x),T(T(x)),... iterasyon dizisinin X te her zaman bir Cauchy dizisi
olamayacagi gosterilmistir.

Ornek 2.3.9 X =R, d(x,y)=|x—y| olsun ve Tx=1n(ex+2) ile tanmh T:R >R

donlsimiint gbéz oniune alalim. T donlsimi (2.13) sartini saglar: ODT den dolayi
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ex
2+e*

herhangi x,y e X cifti icin ‘T(x)—T(y)‘ :‘T'(c)Hx—y| =

x—y| < |x—y| olacak

sekilde ¢ €(x, ) sayisi mevcuttur.

x,=In(e’+2)=In3, x,=In(e" +1)=In4,..., x, =In(n+1)

Ancak x, =0 da baslayan iterasyon dizisini ele alalim. Bu dizi sinirsiz oldugundan bir

Cauchy dizisi olamaz. Buradan T nin bir daraltan dontsiim olmadigi gorilir.

Tam olmayan metrik uzaylarda tanimlanan kesin daraltan donisimlerin sabit

noktalara sahip olmalari gerekmedigi asagidaki drnekte gbésterilmistir.

2
Ornek 2.3.10 T:R >R, Tx:%+x—% seklinde tanimlanan bir donlisim olsun. Bu
doénidsim maximum degerini x =2 noktasinda alir ve [1,2] araliginda artan olur.

T(1)=% ve T(2)=% oldugundan her xe[L2] icin f(x)e[L2] olur. Bu yiizden

x€[1,2] igin g(x)= f(x) olacak sekilde bir g:[1,2]— [1,2] doniisiimi vardir.

Her x,y e [1,2]

olur ve

4

‘g(x)—g(y)‘ﬁ|x—y| sup l—z—y‘

x,ye[l,2]
L
2
seklindeki esitsizlik elde edilir. Bu nedenle her x,ye[L2] icin 1—%—% ifadesi
maximum ve minimum degerlerini sirasiyla x=y=1 ve x=y=2 noktalarinda

aldiklarindan R ’nin alisiimis metrigine gére d(g(x),g(y))ﬁ%d(x,y) elde edilir. Bu

nedenle g :[1,2] —[1,2] bir daraltan déniisimdur.
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[1,2], R tam uzayinin kapali bir alt kiimesi oldugundan kendisi de tamdir. Bu yiizden
Contraction Teoremi'ne gore g:[1,2]—[1,2] dénisimii [1,2] de bir sabit noktaya
sahiptir. Elbette g:[1,2] > [1,2] denklemi sadece bir quadratik denklem oldugundan
g(x)=x denkleminin ¢éziimiine dogrudan ulasmak kolaydir. Ancak benzer érnekleri

iceren yiksek mertebeden polinom denklemleri cebirsel yontemler ile ¢ozlilemeyebilir.

Bu durumda Contraction Donlisim Teoremi gibi topolojik yontemler gerekir.

Ayrica yukaridaki érnekte eger x rasyonel ise g(x)de rasyoneldir. Bu durumda g,
[1,2]Q uzerinde bir bir daraltan déniisim dretir. Contraction Déniisim Teoremi
[1,2]"Q de bir sabit noktanin varligindan bahsetmez. Ciinkii [1,2]NQ, [1,2] gibi R
tam uzayinin kapali bir alt kimesi degildir. Bu nedenle [1,2](\@ tam degildir. g’nin

tek sabit noktasi JE ve buda rasyonel olmadigindan g bir sabit noktaya sahip degildir.

Bu donlsimlerin sabit noktalarinin varhigini garantilemek igin ¢ahlisilan uzayin kompakt
olmasi yeterli olacaktir.

Teorem 2.3.6 deki (i) ve (ii) sartini saglayan bir donisiime bir Picard operatori denilir
[85].

Teorem 2.3.6 de dikkat edilmesi gereken énemli bir husus, (2.11) ile verilen contractive
lik sartinin 7 nin X (zerinde sirekli olmasini gerektirmesidir. 1968 yilinda Kannan
[49] T nin X JUzerinde surekli olmasini gerektirmeyen bir contractive lik sarti
tanimlayarak, Banach contraction prensibini asagidaki sekilde genellestirmistir:

Teorem 2.3.11 (Kannan Teoremi) (X,d) bir tam metrik uzay ve 7: X — X asagidaki
sarti saglayan bir doniisim olsun, her x,y € X igin

d(Tx,Ty)<a-[d(x,Tx)+d (y,Ty)] (2.14)

olacak sekilde en az bir ae[0,1/2) sayisi mevcut olsun. Bu durumda 7' bir Picard

operatorudar.
Yukaridaki Teoremin sartlarini saglayan 6rnek asagidaki gibidir.

Ornek 2.3.12 X =R olsunve T: X — X déniisimiini asagidaki sekilde tanimlayalim,
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0, x € (—o0,2]

Tx=< 1 5 o)
_E) XE( 300)

Bu durumda (i) T stirekli degildir. (ii) 7, (2.14) ile verilen sarti saglar (bu durumda
1
a :§ tir) ve boylece Kannan teoreminden dolayi 7' bir Picard dontstimuddr [86].

Kannan Teoremin’den esinlenilerek, 7T nin sdrekliligini gerektirmeyen cesitli
contractive tip donlisiim siniflari icin cok sayida sabit nokta teoremleri elde edilmistir.
Bu calismalardan bazilari [87-92] da gorulebilir.

Bu teoremlerden biri Chatterjea [93] tarafindan (2.14) sartina benzer bir sart

kullanilarak asagidaki sekilde elde edilmistir:

Teorem 2.3.13 (Chatterjea Teoremi) (X,d) bir tam metrik uzay ve T:X > X
asagidaki sarti saglayan bir doénisiim olsun, her x,y € X igin

d(Tx,Ty)Sb[d(x,Ty)+d(y,Tx)] (2.15)

olacak sekilde en az bir be[0,1/2) sayisi mevcut olsun. Bu durumda T bir Picard

operatoruddar.

Burada (2.14) sartini saglayan bir dontsim Kannan dénisimi olarak adlandirilirken,
(2.15) sartini saglayan bir doniisiim Chatterjea donlisimu olarak adlandirilmaktadir.
Ayrica Rhoades [94] tarafindan verilen bir 6rnekte, (2.11) ile verilen contractive lik sarti
ile (2.14) ve (2.15) ile verilen contractive lik sartlarinin birbirlerinden bagimsiz olduklari
gosterilmistir.

1972 yiinda Zamfirecu [56], (2.11), (2.14) ve (2.15) sartlarini bir araya getirerek
asagida verilen 6nemli sonucu elde etti:

Teorem 2.3.14 (Zamfirescu Teoremi) (X,d) bir tam metrik uzay ve T:X — X bir
donistim olsun. Eger her x,y € X igin

(z1) d(Tx,Ty)S ﬂd(x,y),
(z2) d(Tx,Ty)Sa-[d(x,Tx)+d(y,Ty)],

(z3) d(Tx,Ty) < b-[d(x,Ty)+d (1,Tx)],
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sartlarindan en az birisinin dogru olacagi sekilde, /16[0,1), 0<a,b<1/2 sartlarini

saglayan A,a ve b reel sayilarivarsa, bu durumda 7' bir Picard operatorudur.
En genel contraction sartlarindan biri Ciric [42] tarafindan asagidaki sekilde tanimlandi:

Tanim 2.3.15 (Quasi Contraction) (X,d) bir tam metrik uzay ve T:X — X bir
dénistim olsun. Eger her x,y € X igin

d(Tx,Ty)Sh'maX{d(x,y),d(x,Tx),d(y,Ty),d(x,Ty),d(y,Tx)} (2.16)

olacak sekilde bir he(O,l) sayisi varsa, T ye bir quasi contraction denilir ve T bir

Picard operatoruddr.

(2.14), (2.15) ve (z1)-(z3) sartlarindan herbirinin (2.16) sartini gerektirdigi agiktir.
Literatlrde, bu tipten contraction sartlarindan esinlenilerek elde edilmis olan bircok
sabit nokta teoremi mevcuttur, 6rnegin Rus [87], Taskovic [89], Rhoades [94], [95],
Berinde [96].

2004 yiinda Berinde [86], (z1)-(zs) ten daha genel olan ve karsiik gelen T
donltsimiinin sirekliligini gerektirmeyen asagidaki contraction sartini tanimlayarak
bazi sabit nokta teoremleri elde etti:

Tanim 2.3.16 (Zayif Contraction) (X,d) bir tam metrik uzay ve T:X — X bir

donistim olsun. Eger her x,y € X igin

d(Tx,Ty)S§d(x,y)+Ld(y,Tx) (2.17)
veya
d(Tx,Ty) < 6d (x,y)+Ld (x,Ty) (2.18)

olacak sekilde bir 56(0,1) sabiti ve birL >0 mevcut ise, T ye bir zayif contraction

denilir.

T dontsimiinin zayif contractive ligini kontrol etmek icin hem (2.17) hem de (2.18)
ile verilen sartlari kontrol etmek gerekir.

(2.17) veya (2.18) de 6 =4 ve L=0 alinirsa (2.11) ile verilen contraction sarti elde
edilir. Buradan da (2.11) ile verilen contraction sartinin ayni zamanda bir tek sabit

noktaya sahip olan bir zayif contraction oldugu sonucuna ulasilir [94].

24



Herhangi bir Zamfirescu dontisiimi bir zayif contraction dir [86]. Dolayisiyla, sirasiyla,
(2.14) ve (2.15) ile verilen Kannan ve Chatterjea donlisimleride birer zayif contraction
olarak elde edilir. Bununla birlikte quasi contractionlarinda da zayif contraction
olduklari asagidaki 6nermede verilmistir.

Sonug¢ 2.3.17 Herhangi bir quasi contraction, 0<h<1/2 sarti altinda bir zayif
contraction olur [86].

Sonug 2.3.17 ten, quasi contraction larin 4 <1/2 sartiyla birlikte zayif contractionlar
oldugu bilinmektedir. Bununla birlikte, asagidaki 6rnekte gosterildigi Uzere h>1/2
sartiyla da zayif contraction olan quasi contractionlar mevcuttur. Buradan da su sonuca
ulasihir: & <1/2 sarti, bir quasi contraction in bir zayif contraction olmasi igin gerekli bir
sart degildir [86].

Ornek 2.3.18 7:[0,1] > [0,1] dénistimiini

2
T — g, XE[O,I)

0,x=1

olarak tanimlayalim. Bu durumda,

(i) T, he[2/3,1) ile (2.16) sartini saglar,

(i) T, §>2/3 ve L>6 ile (2.17) sartini saglar [90].

2004 yilinda Berinde [86], (2.17) ve (2.18) ile verilen zayif contraction sartlarini
kullanarak; Teorem 2.3.6, Teorem 2.3.14 ve literatiirdeki bircok sabit nokta teoreminin
onemli bir genellestirmesi olan asagidaki teoremi elde etti:

Teorem 2.3.19 (X,d) bir tam metrik uzay ve 7:X — X déniisimi (2.17) sartini
saglayan bir zayif contraction olsun. Bu durumda

(i) F; ={xeX:Tx=x}¢@;

(i) Herhangi bir x, € X icin, (2.12) ile verilen {x,}” Picard iterasyonu baz x, € F, ye

yakinsar.
Teorem 2.3.6 ve Teorem 2.3.14 de kullanilan operatorlerin sabit noktalari teklikle
belirli olmasina ragmen, asagidaki 6rnekte gosterildigi Gizere zayif contraction lar bir

tek sabit noktaya sahip olmak zorunda degildirler.
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Ornek 2.3.20 7:[0,1] —[0,1] dénisimi birim dénisim olsun. Bu durumda
(i) T, keyfi 6€(0,1) ve L>1-6 ile (2.17) sartini saglar. Gergekten; (2.17) ve (2.18)

sartlarindan

|x—y|£5'|x—y|+L'|x—y|

oldugu elde edilir. Eger keyfi bir o (0,1) alir ve L>1-0 olarak segersek bu esitsizlik
her x,y €[0,1] igin dogru olur.
(ii) 7 nin sabit noktalarinin kiimesi [0,1] araliginin timiidiir, yani £, =[0,1] dir [86].

Berinde [86] tarafindan ortaya konulan asagidaki teorem, (2.17) ile verilen contractive
sartina oldukca benzer ek bir contractive sartiyla bir zayif contractionin sabit noktasini

teklikle belirlemeyi miimkin kilmaktadir.

Teorem 2.3.21 (X,d) bir tam metrik uzay ve T:X — X donlsimi asagidaki sarti
saglayan bir zayif contraction olsun: Her x,y € X igin

d(Tx,Ty)Sé’-d(x,y)+Ll-d(x,Tx) (2.19)

olacak sekilde & €(0,1) sabiti ve L, >0 mevcuttur.

Bu durumda

(i) T bir tek sabit noktaya sahiptir, yani £, ={x.} dir;

(ii) Herhangi bir x, € X icin, (2.12) ile verilen {x,}  Picard iterasyonu x. €F;, ye

yakinsar.
Yukaridaki teoreme bagli olarak asagidaki incelemeler yapilabilir:
(i) Uzaklik fonksiyonunun simetriklig§inden dolayi, her x,ye X igin (2.32)" nin

saglanmasi icin gerek ve yeter kosul, her x,y € X i¢in

d(Tx,Ty)<0-d(x,y)+ L -d(y.Ty) (2.20)

sartinin saglanmasidir. Boylece, (2.17) ve (2.18) sartlarindaki duruma benzer sekilde,
somut uygulamalarda hem (2.19) hem de (2.20) sartinin saglandiginin kontrol edilmesi

gerekir.
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(ii) (2.19) sarti Osilike [97-99] tarafindan belirli sabit nokta iterasyon yontemlerinin
kararliliklarinin ispatlanmasi icin kullanildi. Ayrica Osilike [97] ve [98]" te goruldigu
Uzere (2.19) sarti, T nin bir sabit noktaya sahip olmasini gerektirmez. Ancak, eger
(2.19) sartini saglayan bir T déonlisimi bir sabit noktaya sahip ise bu nokta kesinlikle
tektir.

(i) (2.11), (2.14), (2.15) sartlarini veya Teorem 2.3.14’ deki (z1)-(z3) sartlarini saglayan
herhangi bir 7' déniisimii (2.19) ve (2.20) teklik sartlarini da saglar. Béylece Ornek
2.3.20 g6zoniine alindiginda Teorem 2.3.21 (ve ayrica Teorem 2.3.19), Teorem 2.3.14’ i
genellestirir. Ustelik, 0 </ <1/2 sartiyla, herhangi bir quasi contraction da (2.19) ve
(2.20) sartlarini saglar. Bu da Teorem 2.3.21’ in Teorem 2.3.6, Teorem 2.3.11, Teorem
2.3.13 ve Teorem 2.3.14’ i genellestirdigini gosterir.

2006 yilinda, Olatinwo vd. [100] yukarida bahsedilen contractive lik sartlarini daha da
genellestiren asagidaki contractive sartini tanimlayarak belirli sabit nokta iterasyon

yontemlerinin kararhliklarini incelediler.

Tanim 2.3.22 (Contractive-Like Operatorler) (X,d) bir tam metrik uzay ve
T:X — X bir dontsim olsun. Eger her x,y € X igin

d(Tx,Ty)S5-d(x,y)+(0(d(x,Tx)) (2.21)

olacak sekilde bir &5€[0,1) sabiti ve ¢(0)=0 sartini saglayan bir ¢:R* —>R"

monoton artan fonksiyonu mevcut ise, T ye bir contractive-like donisiim denilir.
(2.21) ile verilen ifade, Tanim 2.3.22 da ele alinan X in bir normlu lineer uzay veya

Banach uzayl olmasi durumunda norm tarafindan Uretilen metrik yardimiyla, yani

d(x,y):”x—y , Vx,ye X bagintisi yardimiyla asagidaki sekilde yeniden formiile
edilebilir:
[re-1y]< 5 3] + o T (222

Asagidaki incelemeler (2.22) ile verilen contractive lik sarti yukarida bahsedilen
contractive sartlarindan daha genel oldugunu gostermektedir. Gergekten, eger (2.22)

da,
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(i) go(t):L-t, L >0 olarak alinirsa bu durumda Osilike [97]" te verilen contractive

tanimi elde edilir.

(i) (p(t)zlL-t, ce[0,1) olarak alinirsa bu durumda Rhoades [101]’ de tanimlanan
—c

contractive lik sarti elde edilir.

(i) 2€[0,1) ve 0<a,b<1/2 sartlarini saglayan A, a ve b reel sayllari igin

5:max{/1, a ,L} olmak Uzere, go(t):2-5-t olarak alinirsa bu durumda

l-a 1-b

Berinde [102] ve Harder ve Hicks [103]’ daki Zamfirescu nun contractive tanimini elde
edilir.

(iv) go(t):O olarak alinirsa bu durumda da (2.11) ile verilen contraction sarti elde
edilir.

Asagidaki ornekte, (2.22) sartini saglayan contractive-like dontsimlerin genelde bir
sabit noktaya sahip olmadiklari, ancak sahip olmalari durumunda ise bu sabit noktanin
tek oldugu gosterilmistir.

Ornek 2.3.23 X =[0,) olsunve T yi

1.0, 0<x<0.8
X =
0.6, 08<x

ile tanimlayalim. Genelligi bozmaksizin x <y oldugunu kabul edelim. Bu durumda

0<x<y<0.8 veya 0.8<x<y igin ||Tx—Ty||:0 dir ve boylece (2.22) sarti saglanir.
Eger 0<x<0.8<y ise bu durumda ||Tx—Ty|| =0.4 tur. Simdi herhangi bir L >2 sayisi
icin @ i (p(t):Lt olarak tanimlayalim. Bu durumda ¢ fonksiyonu artandir, streklidir

ve ¢(0)=0 dir. Ayrica,

x—Tx|=1-x olup

o(|x—Tx])=L(1-x)202L>0.4

tir. Bdylece herhangi bir § €[0,1) igin

0.4=|Tx-Ty| < L|x - T < S|x— y||+ L|x— T

dir ve (2.22) sarti 0<x<0.8<y icin de saglanir. Ancak T herhangi bir sabit noktaya

sahip degildir. Bununla birlikte, eger T bir sabit noktaya sahip ise (2.22) sarti
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kullanilarak bu sabit noktanin tekligi kolayca gésterilebilir: 7' nin x, # x, € I, gibi

farkli iki sabit noktaya sahip oldugunu kabul edelim, (2.22)’ dan

0 |x, = x| =T, = Ty | < & |lx, = 5, + (v, = T )

=5-[x, = x|+ (5, — x)

:5-||x1—x2

X

|x, = x,||=0 ve ¢(0) =0 oldugundan)

veya

(1—5)'”)61 —x2||SO<::>||x1 —x2||<0

oldugu elde edilir. Bu ise uzaklik fonksiyonunun pozitif tanimliligi ile gelisir. Bu geligki

X, # x, kabullinden kaynaklanmaktadir, dolayisiyla 7' bir tek sabit noktaya sahiptir.
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BOLUM 3

ITERASYON YONTEMLERININ YAKINSAKLIK DENKLiIGi VE GEOMETRIK
OZELLIKLI KUVETLI YAKINSAKLIK SONUCLARI

Bu bolimde bir iterasyon yénteminin en genel formdaki tanimini vererek literatiirde
yaygin olarak kullanilan iterasyon yontemlerini ve tanimlamis oldugumuz bazi yeni
iterasyon yontemlerini tanitacak ve bu iterasyon yontemleri ile tanimlamis oldugumuz
yeni iterasyon yontemlerinin gesitli donisim siniflari icin Banach uzaylarinin geometrik
Ozellikleri  kullanilarak yakinsakhklarini  ve yakinsakliklari arasindaki  denkligi

inceleyecegiz.

(x.

) bir normlu uzay ve T:X — X bir donlsim olsun. f bir fonksiyon olmak

Uzere, bir sabit nokta iterasyon yontemi en genel formda

x,€X, (3.1)
X =f(T,x,),n=012,... '

n+l

bagintisi ile tanimlanir [80].

Tanim 3.1.1 (Picard iterasyon Yéntemi) (3.1) ile verilen ifadede

X, =f(T,xn) =Tx, (3.2)

alinmasiyla elde edilen iterasyon yontemine Picard iterasyon yontemi (veya ardigik
yaklasikliklar dizisi) denilir.
Picard iterasyon yontemi (3.2), Liouville [58] tarafindan tanimlanmis ve Cauchy

tarafindan kullanilmistir. Bu yontem ilk olarak 1890 yilinda Picard [59] adi diferansiyel
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denklemler igin baslangi¢ deger problemlerinin ¢dziminin varligi ve tekligine iligskin
ispatinda kullandigi gérilmektedir.
Teorem 2.3.6 da, (3.2) ile verilen Picard iterasyon yodnteminin (2.11) ile verilen

contraction dontsiimlerin bir tek sabit noktasina yakinsadigi gosterilmistir.

Ornek 3.1.2 C[0,5] de

%:ago(x), ¢(0)=1

denkleminin yani [O,b] kapali araligi uzerinde surekli @ fonksiyonlari arasinda bir

¢O6zUminl aradigimizi farzedelim. Yukaridaki denklemi bir integral denklemi olarak

asagidaki sekilde yeniden yazalim.
o(x)=0(0)+a[p(EME =1+a[ (£)e (3.3)
0 0

(Bu integral, temel teoreminin yapisina uygundur.) Simdi 7 :[0,1] = [0,1] déniistiminti

asagidaki gibi tanimhyalm.

X

T(p)(x)=1+afp(£)s

0

Yani T(¢), denklemin sag tarafi ile verilen xe[0,b]degerli bir fonksiyondur. Eger

surekli bir foksiyonun integrallenebildigi ve T nin tanimindaki integralin x in stirekli bir

fonksiyonu oldugu gergegini kullanirsak bu takdirde (3.3) denklemi T(¢)=¢

denklemine denk olur.

Simdi, C[O,b] uzayinin uygun bir metrikle bir tam metrik uzay oldugunu biliyoruz. Bu

ylzden eger T contraction ise bu durumda T((o):go denklemi ardisik yaklasimlar

metodunu kullanarak yaklasabildigimiz bir tek ¢6zime sahiptir. Bunu nihayete

kavusturmak igin asagidaki esitsizlikler dizisini goz 6nine alalim.
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d,(T(¢).T(v))=sup [T (¢)(x)-T (v)(x)

xe[O,b]

= sup 1+d]¢(§)d§—1—afw(§)d§‘

xe[0.6]
= sup af (w(i)—w(i))df‘

g|a|@¢<s)—w<f>\df
<b|al sup |p(&) -y (&)

£ef0,6]
Sb|a|dm ((p,l//).

BuyizdenT, b < |oc|_1 olmak tizere bir contractiondr.

g, Qc R* agik domaini tizerinde tanimlanan reel degerli bir fonksiyon olsun.

do
—=glx,p(x)), X )=,
o g(re(x), olx)=90
adi (lineer olmayan) differansiyel denklemini alalim. Burada x, R de bir deger ve ¢,

x ve ¢, sabitinin bir fonksiyonu olsun. Bu durumda asagidaki teoremi ispatsiz verelim.

Teorem 3.1.3 (x,,¢,) € Q ve g, ¢ sabit olmak iizere

g (x,3,)-g(x.3,)| <cly -]
Lipschitz sartini saglayan sirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda q)(xo) = ¢, basalangi¢

kosuluna sahip ?=g(x,(p(x)) denklemi [x,—&,x,+6] araligi tzerinde bir tek
X

¢6zliime sahiptir[104].
Bununla birlikte (2.11) contraction sartini saglayan 7' donisimi Gzerindeki A <1 sarti
A =1 olarak zayiflatildiginda, yani ele alinan donisim sinifi

||Tx—Ty||S||x—y ,Vx,ye X (3.4)

sartini saglayan ve nonexpansive donistmler olarak adlandirilan déntisiim sinifi, (3.2)
ile verilen Picard iterasyon yonteminin (3.4) sartini saglayan nonexpansive

déniisiimlerin sabit noktalarina yakinsamasi s6z konusu degildir. Ornegin X:[O,l]
olsun ve her x €[0,1] igin 7:[0,1] >[0,1] déniisimiini

ITx=1-x
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olarak tanimlayallm. Bu durumda 7T, (3.4) sartini saglayan bir nonexpansive

déniisimdir ve F, ={1/2} olup T bir tek sabit noktaya sahiptir. Bununla birlikte,
herhangi bir x =x, # 1/2 baslangig degeri igin, (3.2) ile verilen Picard iterasyonu

Xo, 1=y, %5, 1= X,...

seklinde x, ve 1—x, degeleri arasinda salinan bir dizi Uretir ki, s6z konusu bu dizi T’
nin sabit noktasi olan 1/2 degerine yakinsamaz [80].

Yukaridaki gercekten hareketle arastirmacilar yeni iterasyon yontemleri tanimlama
veya mevcut iterasyon yontemlerini gelistirme ihtiyaci duymuslardir.

Picard iterasyonunun nonexpansive donlisimlerin sabit noktasina yakinsamasindaki
yetersizligi gz onlinde bulunduran Krasnosel’skii [60] asagidaki iterasyon yontemini

tanimlayarak bu yetersizligi ortadan kaldirmistir.

Tanim 3.1.4 (Krasnosel’skii iterasyon Yontemi) (3.1) ile verilen ifadede

n+l

X —f(T,xn) :%(xn +Txn) (3.5)

alinmasiyla elde edilen iterasyon yontemine Krasnosel’skii iterasyon yontemi denilir.

Yukaridaki 6rnekte herhangi bir x:xo¢1/2 baslangi¢ degeri igin, (3.5) ile verilen

0

n=0

Krasnosel’skii iterasyonu tarafindan iretilen {x} {1/2} sabit dizisi T nin sabit
noktasi olan 1/2 degerine yakinsar [80].

Schaefer [61], (3.5) ile verilen Krasnosel’skii iterasyon yontemini asagidaki sekilde
genellestirerek nonexpansive doniisimlerin sabit noktasina yaklasimda bulundu.

Tanim 3.1.5 (Schaefer iterasyon Yéntemi) 1e(0,1) olmak iizere, (3.1) ile verilen

ifadede
X, =f(T,xn) =(1—/1)xn + ATx, (3.6)

alinmasiyla elde edilen iterasyon yontemine Schaefer iterasyon yontemi denilir.
Nonexpansive donlsimlerin sabit noktalarina yaklasimda bulunmak amaciyla
tanimlanan en genel iterasyon yontemi Mann iterasyon yontemidir [62]. Mann

iterasyon yontemi kronolojik olarak Krasnolsel’skii iterasyon yonteminden iki yil 6nce
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bir matris yardimi ile tanimlanmis olmasina ragmen, bigimsel olarak Krasnolsel’skii

iterasyonunun bir genellestirmesidir ve Mann iterasyonunun normal formu Schaefer
iterasyonundaki A parametresinin yerine {a,}<[0,1] reel sayi dizisi yazilmasi ile
asagidaki sekilde verilir.

Tanim 3.1.6 (Mann iterasyon Yéntemi) o, €[0,1],Vne N belirli sartlari saglayan bir

reel sayi dizisi olmak lizere, (3.1) ile verilen ifadede

u,eX, 3.7
un+1:f(T’un):(l_an)un+anTun ( . )

alinmasiyla elde edilen iterasyon yontemine Mann iterasyon yontemi denilir.

Ishikawa iterasyon yonteminden daha hizli ve bir genellestirmesi olan iterasyon
yontemimiz asagidaki sekilde tanimlanmistir.

Tanim 3.1.7 E bir normlu uzay, C onun konveks alt uzayive T:C — C kendi Uzerine
bir donlistim olsun.

X, =x € C

f(T;x,)=(1-¢,)x, +ETx, + (¢, - &) Ty, (3.8)
Y, =(1-¢) x,+ £, Tx ,VneN,

00

n=0 icin {¢,} ", {¢,}, ve{& ) dizleri asagidaki kosullari saglar.

i) 6,24,

0 o0 o0

ii) {gn _é”}jZI'{g"}n:I’ {é,"}nzl ve {éﬂ}nzl € [0’1]'
iii) igﬂ =00,

n=1
Bu iterasyon yontemi hem Ishikawa hem de Mann iterasyon yontemlerinden daha
genel oldugu kolayca goriilebilir.
1967’de, Halpern [105] nonexpansive doniislimi altinda asagidaki iterasyon yontemini
ilk olarak tanimlanmistir. Bu iterasyon yontemi:

Tanim 3.1.8 Herhangi bir g, € C baslangi¢ degeri ve herhangi bir u € C sabiti igin (3.1)

ile verilen ifadede

a,,=f(T,a,)=(1-9,)u+¢,Ta, (3.9)
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seklinde tanimlanir. Burada be(0,1)vep, =n™" olacak sekilde ¢, €[0,1] dir. Daha

sonra Lions [106] 1977 vyilinda (3.9) iterasyon yonteminin asagidaki ilk Gg¢ sarti
saglayacak sekilde T’nin sabit noktasina gli¢li yakinsadigini gdstermistir.

C)lim, ¢ =0;

C) i(ﬂn =0 ;

n=1

C3) hm (Dn+]2_¢n ;
n—o0 (0n+]

C4) Z (0n+1 _(Dn < 0
n=1
CS) limn*)w ¢n+1 _¢n — O’

n+l
CG) |(0n+1 _¢H| SO(¢H+1)+O-’!, zo-n < ’ an zo(bn):> hm%:O
n=1 e n
Ayrica, yukaridaki sartlardan bazilarini kullanarak farkli uzaylarda bircok yazar cesitli

sonuclar elde etmislerdir. Onemli olanlari asagidaki gibi siralayalim.

1.[107])’da, Wittmann C;, C, ve C, sartlarini kullanarak {an}: dizisinin 7 ’nin sabit

noktasina guc¢lu yakinsadigini gostermistir.
2.[108,109]'de, Reich C;, C;, ve Cg sartlarini kullanarak {an}:; dizisinin 7 'nin sabit
noktasina diizglin smooth Banach uzaylarinda glgli yakinsadigini gdstermistir.

3.[110]'de, Shioji ve Takahashi C;, C, ve C4 sartlarini kullanarak {an}w dizisinin

n=1
T’nin sabit noktasina diizgiin Gateaux differansiyellenebilir norma sahip

Banach uzaylarinda gli¢li yakinsadigini gostermistir.
4.[74])'de, Xu C4, C, ve Cs sartlarini kullanarak {an}::] dizisinin T’nin sabit noktasina

glcll yakinsadigini gostermistir.
[105] de bir agik problem olarak sadece C; ve C, sartlari kullanilarak (3.9) iterasyon
yonteminin quasi-nonexpansive donlsimler icin glicli yakinsakligini garanti edilebilir
mi? Seklinde sorulmustur.
Bazi vyazarlar tarafindan bu soru olumlu cevaplanmistir. Asagidaki listede bu

yazarlardan bazilarinin calismalari gorilebilir, detaylar icin bakiniz [111-118]. Ancak
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[119])'de Hilbert uzaylarinda nonexpansive dontslimler igcin bu acgik problemin

cevabinin olumsuz oldugu goésterilmistir.

- k
Tanim 3.1.9 (Kirk iterasyon Yontemi) i=0,k, k>1 igin a,20, a,>0 ve Zai =1
i=0

olmak lizere, (3.1) ile verilen ifadede
k
X =f(T.x,)=> aT'x,, n>0, (3.10)
i=0
alinmasiyla elde edilen iterasyon yontemine Kirk iterasyon yontemi denir [120].
Bu iterasyon yonteminde, k=0 alinirsa Picard iterasyon yontemi ve k=1 alinirsa
Schaefer iterasyon yontemi elde edilir.
Sabit nokta teoride yaygin olarak kullanilan bir diger iterasyon yontemi de Ishikawa
iterasyon ydntemidir. ilk olarak 1974 yilinda Shiro Ishikawa [63] tarafindan asagidaki
sekilde tanimlanan bu iterasyon yontemi,

”x_y”SH(I*'f)(x—y)—t(Tx—Ty) ,Vx,ye Xvet>0 (3.11)

esitsizligini  saglayan ve pseudo-contractive donlsim olarak adlandirilan T

donlisiimlerinin sabit noktalarina yakinsamada kullanildi.

Tanim 3.1.10 (ishikawa iterasyon Yéntemi) «,,p, €[0,1],VneN belirli sartlar

saglayan reel sayi dizileri olmak tzere, (3.1) ile verilen ifadede

{xnﬂ :(l_an)x’l +a”Ty” (312)

yn =(1_ﬁn)xn +ﬁnTxn

alinmasiyla elde edilen iterasyon yontemine Ishikawa iterasyon yontemi denir.

2000 yilinda Noor [121] tarafindan asagidaki (ic adimli iterasyon yontemi tanimlandi.
Tanim 3.1.11 (Noor iterasyon Yéntemi) «,,B,.7,€[0,1],vneN belirli sartlari
saglayan reel sayi dizileri olmak Uzere, (3.1) ile verilen ifadede

xn+1 = (1 - an )xn + anTyn
v, =(1=8)x,+p1z, (3.13)
z, =(1=7,)x, +7,Tx,

alinmasiyla elde edilen iterasyon yontemine Noor iterasyon yontemi olarak adlandirilir.
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Tanim 3.1.12 (S-iterasyon Yéntemi) {c,} ve {f,} =[0,1] belirli sartlari saglayan reel
sayi dizileri olmak Uzere, (3.1) ile verilen ifadede

{xnﬂ =(1-a,)Ix, +a,Iy,,

3.14
yu=(1=8,)x,+B,Ix,, neN, (3.14)

alinmasiyla elde edilen iterasyon yontemine S-iterasyon yontemi denir [122], [95-69].

Asagidaki iterasyon semasi S. Thianwan [123] tarafindan tanimlandi.

Tanim 3.1.13 (Thianwan iterasyon Yéntemi) {a,} ve {B,}<[0,1] belirli sartlar

saglayan reel sayi dizileri olmak Uzere, (3.1) ile verilen ifadede

{xn-#l = (1 - an )yn + anTyn s

3.15
Yu=(1=8,)x,+B,Ix,, neN, (3.15)

alinmasiyla elde edilen iterasyon yontemine iki adimli Mann iterasyon yéntemi denir.
Phuengrattana ve Suantai [124] Noor iterasyon yonteminden esinlenerek, iki adimli
Mann iterasyon yontemini asagidaki sekilde genellestirdiler.

Tanim 3.1.14 (SP-iterasyon Yéntemi) ,,f3,.7, €[0,1],VneN belirli sartlari saglayan
reel sayi dizileri olmak lizere, (3.1) ile verilen ifadede

X _(l_an)yil+ailTyil’

n+l

yn:(l_ﬂiz)ziz+ﬁnTZn’ (316)
z, :(l—yn)xn +y,Ix,, neN,

alinmasiyla elde edilen iterasyon yontemine SP-iterasyon yontemi denir.
2009 da Olatinwo [125] asagidaki hibrid iterasyon yontemlerini tanimladi.

Tanim 3.1.15 (Kirk-Ishikawa ve Kirk-Mann iterasyon Yontemleri) k ve s, k >s sartini
saglayan tamsayilar ve «,,, 8, €[0,1], «,, 20, a,,#0, B, 20, B,,#0 sartlarini

saglayan diziler olmak lzere;

x, € X,

k k
(i) er—l = an,Oxn + Zan,iTiyn 4 Zan,i = 1’ (317)

i=1 i

s
yn:ﬂiz,oxn+2ﬁiz,jT./xiz’ ﬁn,jzl’vnEN
J=1 i



ile tanimli iterasyon yontemine Kirk-Ishikawa iterasyon yontemi denilir.
x,eX
(3.18)

(ii) k . k
— i —
Xop1 = an,O'xn + Z an,iT Xus zan,i - 1’ VneN

i=1 i=0

ile tanimli iterasyon yontemine Kirk-Mann iterasyon yontemi denilir.
Chugh ve Kumar [126] Kirk-Mann ve Kirk-Ishikawa iterasyon yontemlerini genellestiren
asagidaki iterasyon yontemini tanimladilar.

Tanim 3.1.16 (Kirk-Noor iterasyon Yontemi) k, s ve ¢, k>s>t sartini saglayan

tamsayllar ve «,..f,..7,,€[0.1], «,,20, a,,#0, B,.20, B,#0, 7,20,
7.0 7 0 sartlarini saglayan diziler olmak Gzere;
x, € X,

k k
— i —
xn+1 - an,Oxn + Zan,iT Vs Zan,i - 1’
i=l i=0

, o (3.19)
Y :ﬂn,oxn +Zﬂn,jTjZ"’ Zﬂ”’f =1’
Jj=1 Jj=0

11 11
— l —
Zn - ]/n,Oxn +Zj/n,lT xn’ Zyn,l - 19 Vl’l € N
I=1 =0

ile tanimli iterasyon yontemine Kirk-Noor iterasyon yontemi denilir.
Hussain vd. [127] asagidaki iterasyon yontemini tanimladilar.

Tanim 3.1.17 (Kirk-SP iterasyon Yontemi) k, s ve ¢, k>s>¢ sartinl saglayan

tamsayilar ve «,.f, ..7,,€[0.1], «,,20, a,,#0, B,.20, B,#0, 7,20,
7.0 7 0 sartlarini saglayan diziler olmak Gzere;
x, € X,

k k
— i —
xn+1 - an,Oyn + Zan,iT yn ’ Zan,i - 1’
i=1 i=0

o (3.20)
yn :ﬂn,ozn +zﬁn,jTJZ"’ zﬁ"’f =1’
Jj=1 J=0

t t
Zn :yn,Oxn-’_zyn,/T[xn’ 27/'1,/ ZI,VI’ZEN

I=1 1=0
ile tanimli iterasyon yontemine Kirk-SP iterasyon yontemi denilir.
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2014 yilinda F. GURSOY ve V. KARAKAYA asagidaki Kirk-S iterasyon ydntemini
tanimlayip bu iterasyon yoneteminin gugli yakinsaklik ve kararlilik sonuglarini Banach
uzaylarinda contractive-like dénistm siniflari icin ispatladilar [128].

Tanim 3.1.18 (Kirk-S iterasyon Yéntemi) s, ve s,, s, > s, sartini saglayan tamsayilar ve

a,..B,, €[0l1], a,, 20, a,,#0, B,, 20, B, ,#0 sartlarini saglayan diziler olmak

Uzere;
x, X,
N 5|
— i _
X =a,,0x,+> e, Ty, Ya, =1, (3.21)
ij=1 ;=0
S2 S5
— i _
V=B + 2 B T2x,, Y. B, =LVneN
i=1 =0

ile tanimli iterasyon yontemine Kirk-S iterasyon yontemi denilir.

Bu boélimiin devaminda, bazi yeni iterasyon yontemleri tanimlanarak bu yeni
iterasyonlar yardimiyla ele alinan konulara iliskin elde edilen orijinal sonuglara yer
verilecektir.

Bilindigi gibi literatlirde Halpern iterasyon yonteminin bircok genellemesi
bulunmaktadir. Asagidaki iterasyon yonteminin sadece C; ve C, sartlari yardimi ile
guasi-nonexpansive donlslimlerinin sonsuz bir ailesinin sabit noktasina glgla
yakinsakdigi temel sonugclarda ispatlanmistir.

Tanim 3.1.19 7,:C — C quasinonexpansive doénisumlerinin sonsuz bir ailesi olsun.

{v,}", dizisi
v,ueC
Vo = Sut(1-¢)Tv, +(5,-&) Tyw, (3.22)
Wn = n,Ovn+ Zé’n,[TjVnavn € N)
i=1

ile tanimlanan bir dizi olsun. Ayrica [0,1] deki {¢,} ", {gﬂ,f}new,iem{o} ve {&,}

dizileri agsagidaki kontrol sartlarini saglasin.
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3.Her neNicin £, ,+ > ¢, =1;
i=1

4.liminf, ,, ¢,¢, .. > 0.

Bu iterasyon yontemi Halpern tipinde iterasyon yontemi denir. Bu iterasyon yontemi
tanimladigimiz (3.8) iterasyon yontemi ile Halpern iterasyon yonteminin karisimi olan
bir iterasyon yontemidir.

2013’te Picard-Mann iterasyon yontemi [129] Khan tarafindan Picard, Mann ve
Ishikawa iterasyon yontemlerinden daha hizli yakinsayan bir iterasyon yontemi bulmak
amaci ile asagidaki sekilde tanimlanmistir.

Tanim 3.1.20 {c,}  €[0,1] ve k, baslangi¢ degeri olmak iizere

ne

k eC
k,..=Tt, (3.23)

n+l

t,=(1-c¢, )k, +¢,Tk,,V neN.

seklinde tanimlanan iterasyon yontemine Picard-Mann iterasyon yontemi denir.

Sabit nokta iterasyon yontemi tanimlanirken iki énemli kriter g6z 6nine alinir. Bu
kriterler yakinsaklik hizi ve iterasyon yénteminin sadeligidir. Bu nedele Picard — Mann
iterasyon yontemi dnemlidir. Picard - Mann itersyon yontemini ve literatlirdeki diger
iterasyon yontemleri g6z oOninde bulundurarak yeni bir iterasyon yontemi

tanimlanmistir.

Tanim 3.1.21 {a,}  €[0,1] ve x, € C olmak iizere

ne

x eC
X0 =(1-a,)y,+a,Ty, (3.24)

n+l

yv,=Tx,, VnelN

seklinde tanimlanan iterasyon yontemine Mann-Picard iterasyon yéntemi denir.
Son olarak, Mann-Picard iterasyon yontemini genellestiren ve Kirk-MP iterasyon
yontemi olarak adlandirilan yeni iterasyon yontemi asagidaki sekilde tanimlanmustir.
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Tanim 3.1.22 k ve s, k>s sartini saglayan tamsayilar ve «, ., /5, ; e[O,l], a,; 20,

a,,#%20, B,,20, B,,#0 sartlarini saglayan diziler ve x, € X baslangi¢ kosulu olmak

Uzere;
x,€X,
k ) k
xn+1 = 6Zn,Oyrl + Z an,ilen > Zan,i = 1’ (325)
i=1 i=0
v, =28, T'x, > B, =1LVneN
J=1 J=1

seklinde tanimlanan iterasyon yontemine Kirk-MP iterasyon yontemi denir.

(3.25) ile verilen iterasyon yonteminde s=k=1 olarak alinmasi durumunda

1
a,; =1ve Z,BM. =1 olarak elde edilir, bunlara ek olarak «,, = ¢, secimi ile birlikte

n,i

1

i=0 Jj=1

(3.25) ile verilen Kirk- MP iterasyon yontemi, (3.24) ile verilen MP iterasyon yontemine
indirgenir.

Yukarida verilen iterasyon yodntemlerinin bazi donisimlerin sabit noktalarina
yakinsamasi i¢in donlisim siniflari, uzay ve iterasyon yontemleri izerine bazi kisitlar
koyulur. Bu kisitlarin amaci iterasyon yontemlerinin, déntsiimlerin sabit noktalarina
yakinsamada engel teskil eden yerleri asmaktir. Bu nedenle sabit nokta teoride birgok
Lemma ve Teoremler tanimlanmistir. Simdi esas sonuglarimizin ispatinda kullanilan

bazi teoremler ve lemmalari asagidaki sekilde verilebilir.

Lemma 3.1.24 Eger o €[0,1) bir reel sayi ve {¢,}"_, lim, &, =0 olacak sekilde bir

n=0"
negatif olmayan sayi dizisi ise, bu durumda her n € N igin
un+1 < O-un + gn

u =0 dir [80].

n—>00 n

sartini saglayan herhangi bir {un}:lo pozitif sayi dizisi icin lim
Lemma 3.1.26 {s,|  cR"U{0} olsun.
sn+1 < (1 - Iun )Sn

olacak sekilde {z,} <(0,1) ve > u =woldugunu farzedelim. Bu durumda

n=1

lims, =0 elde edilir [130].

n—>0
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Lemma 3.1.27 {ﬂn}io, her neN icin 3, €[0,1) olacak sekildeki negatif olmayan bir

reel say dizisi olsun. Eger z:o:lﬂn =00 ise, bu durumda H;(l—ﬂn):o dir [131].

Asagidaki teoremler verilen Tanimlar, Teoremler, Lemmalar ve matematiksel kavramlar
Isiginda ispatlanmistir.
Teorem 3.1.28 £ bir Banach uzayi ve C bu uzayin bostan farkli kapali konveks bir alt

kiimesi ve T:C — C Teorem 2.3.21 sartlarini saglayan (2.19) ile verilen bir donlsiim
olsun. Ayrica x, € £ olmak lzere {xn}:o:l, (3.8) sartlarini saglayan iterasyon dizisi olsun.
Bu takdirde {xn}i1 , T ’'nin sabit noktasina kuvvetli yakinsar.

Ispat 7' 'nin C ’de bir tek sabit noktaya sahip oldugu ve F(T);t@ oldugu Teorem

2.3.21’de agikga gorilmektedir.

(3.8)’'den
X, —p|=|-¢,)x, + &Tx, + (5, - &) Ty, - 1|
<(I-g)|x, = p|+ (5, = E)|Ty, = P +&,|Tx, - |
<(1-g,)|x, = P+ (s, = €)S|y. — P+ (s, )L P~ Tp| (3.26)
+&E0|x, - p|+EL|p-Tp|
=[1-¢,+&5)|x, = p|+(5, = E)S |y, — p|+5.L|p-Tp|

elde edilir. Benzer sekilde (3.8)'den

v, —p|=]1-¢,) x,+ ¢, Tx, - p|
<(1-¢)| x, = p|+ ¢, [Tx, - 7|
<(1-¢,)| x, = p||+¢, 8|, = p|+ <. L p-TP|
=[1-¢,(1=8) | x, = Pl + <L P~

ifadesi elde edilir. (3.26) esitsizliginde (3.27) yerine yazilarak

(3.27)

X, —p| <[1-¢, +&5]|x, - p|+¢,L|p—Tp|
+(5,=&)8[[1-¢,(1=-0) || x, - pl+¢,L
< [1—;,1 +E,5+(5, —&)d[1-¢, (1—5)]]
+g, +(5, = &)5¢, | L|p-Tp|

diizenlenmis esitsizligine ulasilir.

p=Tp]]

(3.28)
X, = p|
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|lp—Tp|=0 oldugundan (3.28) esitsizliginde sadelestirmeler yapilirsa asagidaki
esitsizlik elde edilir.

%0 =Pl <[ 16, (1-6)]
Tumevarima gére (3.29) esitsizligi Vn e N icin
%= P <[1=¢,(1-5)]
v, =l <[1=6,2 (1=8) Jfx. ~ P
5= p|<[1-6,.(1-9)]
x,,—p|<[1-¢,5(1-5)]

x, - 7| (3.29)

X, = 1|

Xn-2 - p”

Xn-3 - p”

e, = < [l_gl (1—5)]”){1 -7
|~ pl<[1-c, (1-6)J|x, ~ £
seklinde agihmi yapilabilir. Ayrica her Vn e N igin
3=l <T][1-6,(1-8)]|x, - 7
i=0
[i[-;,.(l-s)]]

i=1

<[x, = ple

9155 )
TN

olur.

0<5<1,¢cel0,1] ve ig,. -» oldugundan

[—(1—5)2;

Xt —P” < limn_)w Sup”XO —p”e i=1 j <0

lim,__ sup

olur. Bu ylzden lim, an—p”:O yani x, > pe F(T) elde edilir. Bu da ispati

tamamlar.

Lemma 3.1.29 [132] B, J, zayif dizisel stirekli dualite donGsimune sahip bir Banach

uzayi olsun. Bu durumda her a,b € Bigin

v (la+bl) <y (lal) +2(b. s, (a+))

dir. Eger J, yerine ) alinirsa a,b € B igin
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la+b]" <|a| +2(b, j(a+b))
ozel hali elde edilir.

Lemma 3.1.30 [133] B, J, zayif dizisel surekli dualite déntstimtine sahip bir Banach
uzayi veC , B ’nin kapal konveks bostan farkli bir altkiimesi olsun. F(T) # (J olacak
sekilde 7:C — C bir nonexpansive donlsim olsun. Bu durumda her ueCve
beF(T) igin

<u—a,j(b—a)>£0

olacak sekilde bir a € F(T) vardr.

Lemma 3.1.31 [134] B, J, zayif dizisel surekli dualite donisimune sahip bir refleksif
Banach uzayi ve C, B’nin kapali konveks bostan farkli bir altkimesi olsun. F(T);é %)
olacak sekilde 7:C — C bir nonexpansive donisim olsun. ueCve te(0,1) olak
tizere z, € C, z, =tu+(1—1)Tz, denklemi icin C'de tek ¢oz(im olsun. Bu takdirde T'nin

sabit noktaya sahip olmasi icin gerek ve yeter kosul ¢t — 0" iken {Zt}te(OI) sinirh

kalmasidir ve bu durumda {zt}te(m) , T'nin sabit noktasina kuvvetli yakinsar. Eger
Q:C — F(T)donisimini

O(u)=limz,

t—0

olacak sekilde sunny nonexpansive retraction olarak alirsak bu takdirde u e Cve
beF(T) igin O(u)

(u=0(u). js(b-0(u))) <0

Varyasyon esitsizligini cozer.

Asagidaki tanimda verilen demiclosed prensibi nonexpansive sabit nokta teoride
onemli ve kullanish sonuglardan biridir.

Tanim 3.1.32 [118] C < B bostan farkli B Banach uzayinin altkiimesi olsun. Ayrica

eger n - wiken |a, —Ta,

— 0 ise bu durumda T donlisiimiine 0’da demiclosed denir.

Bu da 7p = p olmasini gerektirir.
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Lemma 3.1.33 [135] B, J, zayif dizisel stirekli dualite dontisimine sahip bir refleksive
Banach uzayi ve C, B’nin kapali konveks bostan farkli bir altkiimesi olsun. F (T')# &

olacak sekilde 7:C — C bir nonexpansive donlsim olsun. Bu takdirde ([—T)

dénlsimi bir p e Bnoktasinda demiclosed denir. Yani {an}:;l bir a noktasina zayif
yakinsayan ve (I —T)a = p olacak sekilde (/—T)a, — p kuvvetli yakinsayan C'de her

hangi bir dizidir ( Burada | déniisimii B’nin kendi tizerine birim déniisimidiir). Ozelde

p=0alinirsa ae F(T) olur.

0

_, reel dizisi

n=

Lemma 3.1.34 [136] Negatif olmayan bir{z, |

ll’ln+1 S (1 - wn )ll’ln + ¢ngn

esitsizligini saglasin ve ayrica

1'{(0’7}neN C[O’l] ve z¢" =®

n=1

2.limsup, ,, & <0, veya

3. ign(pn < o0

n=1

Sartlarini sagladigini kabul edelim. Bu durumda lim ¢, =0 dir.

n—>0

Lemma 3.1.35 [77] B bir reel Banach uzayi ve A, B (izerinde bir m-accretive operator

olsun. Ayrica her >0 icin J, A ve t’ ye bagh bir resolvent operatér olsun. Bu takdirde

her k,/ >0 ve a € B igin

|k

My )

||Jka —Jla” < i

olur.

Lemma3.1.36 [137]Her i20 icin p, <pu, sartini saglayan {ﬂn}il’nin {”n,v}

ieN

0

altdizisi mevcut olacak sekilde {,un} _, bir reel sayi dizisi olsun. Ayrica

My :max{k <n:y < ,sz+1}
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ile tanimlanan dogal sayilarin bir {77(”)} alt dizisini géz 6nine alalim. Bu durumda

n2ng

{’7(")}"2% , her n>n igin

limzg, , =0

n—o0 (")

ifadesini saglayan artmayan bir dizidir. Bu nedenle oy, S,u,l()l saglanir ve bu da

M, < oo olmasini gerektirir.

Lemma 3.1.37 [138] B, diizgiin konveks bir Banach uzayi >0 bir sabit olsun. Bu

takdirde Vk,/>0, a, € B ={zeB:|z|<t}, p,(0,1) ve i>0olmak izere ipi =1
i=0
icin

2 00
<2 plal - ririg(la-al)
i=1

o0
2.P4,
i=1

olacak sekilde siirekli, kesin artan ve konveks bir g:[0,2r) —[0,%) fonksiyonu vardir.

Teorem 3.1.38 B, J normallestirilmis dualite dontisiimiine sahip bir Banach uzayi ve C,

B’nin  kapali konveks bostan farkh bir altkimesi olsun. Her i>0 igin

F=(\F(T)=@ve I-T  sifirda demiclosed olacak sekilde 7,:C—C

0
i=0

quasinonexpansive déniisiimlerinin sonsuz bir ailesi olsun. {vn}:;1 dizisi

v,,ueC
Vn+1: gnu + (1_gn )TOVn + (gn _gn) TOWn (330)

0
Wa T n,OVn+ Zé/n,irrivn’vn € N’
i=1

n

00

ile tanimlanan bir dizi olsun. Ayrica [0,1] deki {¢,}", {4”7i}neN,[eNu{0} ve {&}

dizileri asagidaki kontrol sartlarini saglasin.

1' hmn—)oo égn = 09
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Z.Zé‘n:oo;

i=1

3.Her neNicin £, o+ > ¢, =1;

i=l1

4.liminf, _ ¢.¢, ¢, >0 .

Bu takdirde P, :B—>F metrik projeksiyon dénusimi olmak lzere n— oo iken

{v,}", dizisi P.u'ya kuvvetli yakinsar.

Ispat ispat {ic adimdan olusmaktadir.

Adiml. {v ", {w,} ve {Y}Vn}”eNJENU{O} dizilerinin sinirli oldugunu ispatlayalim. ilk
olarak {vn}:o:l dizisinin sinirli oldugunu gosterelim. p € F' olsun. Lemma 3.1.37’g6re

2

‘ N +Z§ Tv, —
<Coolv =+ 2T =PI =G (I =T, )
i=1
<0l —p” +Z§m v, —p” noé'nlg( Tv, ) (3.31)
p” n0 nzg( n TiVn)
ol
esitsizligi elde edilir. Ayni sekilde
v — 2| =&, )TV, +(gn ENTw, —p|
T,v, = |+, = &) [Tow, - |
)|V = pl|+(s, — 7|
-¢ )|V, — |+, - il
7
Smax{ o[V, —p||}

yazilabilir. Timevarim yoluyla devam edilirse
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vnﬂ—p” Smax{”u—p |V, —p }, VneN

ifadesine ulasilir. Bu nedenle

v.,, — p|’nin sinirh oldugu goésterilmis olur ve bu da

® 21 S S @© .. .
{v,} _/in sinin oldugu sonucunu dogurur. Ayrica {w,}  ve {szn}neN,ieNu{O} dizileri

{vn}’ildizisine bagh olduklarindan bunlarindan sinirliliklarini géstermek kolaydir.

Adim2. Her hangi ne N

Vo —Z”2 <(1-&)|v. - Z”2 +2& <u — 2, j (Vo — Z)> (3.32)

oldugunu gosterelim. (3.31) esitsizligi géz 6niine alindiginda

2 2
||Wn _Z” < ||vn _Z” _é’n,Oé/n,ig(

v, = Tv.[) (3.33)

elde edilir. Bu ylzden (3.33)

Vn+1 _Z”2 :| é:nu + (l_gn)TOVn + (gn _gn) TOvvn _Z||2
<& fu=z + )Ty, —=[ + (5, - &) [Tow, -2
<& |u—z +-g)|v, -2
) (3.34)
H6, == - ¢ouig (Tl
=& Ju—o +-&)v, -
+6.800808 (Ve = TVal) = 6.¢, 068 (Vs = Tva])
sonucunu dogurur.
&, =sup (== [, = [r6.85. g (v =T, )]
olarak alalim. Bu durumda (3.34) yeniden diizenlenirse
6.500Sni& (=T ) < vy =2 = =2 +&.K, (3.35)

olur. Lemma 3.1.29 ve (3.31)'ya gore esitsizlik tekrar diizenlenirse asagidaki gibi

istenilen esitsizlik elde edilir.
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V=2 = ST, (5, —E)Tyw, —z
=] & (u=2) + (g )(Tyv, =2) + (5, =) (Tw, =)
< -e)(Tv, =2) + (6, = &) (Tow, =)
+2(&, (u=2),j (v ~2))

<), — 2+ (6, - Tw, =[]
+ 2<§n (u_Z)vj(Vnﬂ _Z)>
+2(&,(u=2), (Ve ~2))
Vn —Z”2

+2& ((u=2),j (v, —2))
n<(u-—Z),j(”hﬂ'_Z)>'

Adim3. n—>o iken v, —>z oldugunu gosterecegiz. Bu adimi iki durumda

inceleyecegiz.

Durum1l {”“"_Z”}m artmayan bir dizi olacak sekilde 1, €N var oldugunu kabul

edelim. Bu durumda { .

}Ndizisi yakinsaktir. Bu vylzden »n— o iken

T Vo —z||2 — 0 oldugu agiktir.

(4) sart1 ve (3.35) esitsizliginden

)=0

v, —Tv

n

lim g (

n—>0
olur. g fonksiyonun 6zelliginden

hm”v -Tv |=0

n—0

elde edilir. Ayrica (wn —vn) ve (v,,,—w,) dizilerini asagidaki gibi olusturalim.

W —V _¢nOV +z¢ntT;V _V

i=1

o0
Z nz T;V —V

(3.36)
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ve
Vn+1 _Wn :gnu-i_(l_é/n)TOvn +(é/n _é:n)ToWn _Wn

1% w | =

n+l ~ Wn

gn (“_%Wn)+§n (T;)vn _Yz)wn)+(]—z)vn _Wn)
<¢, +&, | Tov, —Tow,
<é, +Z,

+[ 7w, = w,

u—Tyw, (3.37)

—+

u- 7‘(’)Wn VYI - Wn ];)VYI - W’

Yukaridaki (3.36) ve (3.37) ifadelerinden lim|v,,, —w,|=0 ve lim|w, —v, =0 elde

n—>0

edilir. Bundan dolayi

+

Vo =Vl < w, =V, (3.38)

1% w

n+l — Wn

elde edilir. (3.38) ifadesi

=0

lim|v ,, —v
n—>0

n

olmasini gerektirir.

Daha oOnce {V”}neN dizisinin sinirh oldugu gosterilmisti. Bu yuzden her jeN igin

v, ,, = [ olacak sekilde {vn} . hin bir {vn_} alt dizisi vardir. Sifirda demiclosed
J ne 7) jeN

olma prensibine gore / € F olur. Yukaridaki gercekler ve Tanim1 g6z 6niine alinirsa

1imsup<u —z,J(vnH,z)> =lim <u —z,J(vnj_+1 —z)>

n—>ow k—o
=(u-z,J(I-z)) (3.39)
= <u —PFu,J(l - PFu)>

<0
esitsizligi elde edilir. Lemma 3.1.34’e gore istenilen sonug elde edilmistir.

Durum2 Her j e N igin
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olacak §ekilde{ni}'N, {n} . dizisinin bir alt dizisi olsun. Bu takdirde Lemma
J) je ne

3.1.36’den bir azalmayan {m, } _ <N dizisi vardir bu nedenle her k € N igin
lz=v. [ <[l = v ]| ve Nz =vell <[z = Vi ]
seklinde ifade edilebilir. Bu Lemma igin (3.35) esitsizligini tekrar yazarsak £ € N igin

2 2
é,m,( (Dm,( ,O(Dmk ,ig (vak - T;-mG H) < vak - ZH _vak 1 ZH + é:mk Kl
< é:mk Kl

olur. (1) ve (2) sartlari gbz 6niine alinirsa

im g |, =7, ) =0

k—0

Ve ayrica

timf, ~T, |=0

limitleri elde edilir. Bu yliizden Durum1 dekine benzer yollar izlenerek

lim sup <u —Z,J(mG ,z)> = limsup<u —Z,J(VVW +l,z)> <0

n—x0 n—o0

ve (3.31)' dan

vakH —z”2 < (1 — fmk ) Vo, —z”2 + 2§mk <u —Z,J(vmk+l — Z)>

esitsizlikleri elde edilir.Daha  6nce HV"%_ZHSHVWH_ZH esitsizliginin  sagladig

gosterilmisti. Bu nedenle

2 2 2
gmk va,( _ZH < vak _ZH _”Vm,(ﬂ _ZH +2§m,\ <M _Z’J(Vm,(ﬂ _Z)>

<28, <u —Z,J(vmk+l - Z)>
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olur. Buna bagli olarak

lim |, —z[=0 (3.40)

k—

ve devaminda (3.39) ve (3.40) ifadeleri goz 6niinde tutularak

lim

k—

vmk+1 - ZH = O

elde edilir.

Sonug olarak k€N igin ||vk—z||£va +1—z” sonucu elde edilir. k—>o iken v, —>z
k k

oldugundan n — «iken v, — z olur. Bu da ispati tamamlar.

Teorem 3.1.39 B, J normallestirilmis dualite dontisimiine sahip bir Banach uzayi ve C,

B'nin kapali konveks bostan farkli bir altkiimesi olsun. F(T)#Q olacak sekilde

T :C — C bir quasi-nonexpansive doniisim ve ayrica ([—T) sifirda demiclosed olsun.
{v,}", dizisi
v,ueC

Vari— énu + (I-Gn )TVn + (gn - én) Twn
w, = (1-¢,)v,+ ¢, Tv,,VneN,

n

ile tanimlanan bir dizi olsun. Ayrica [0,1] deki {c,} ", {4”7i}neN,[eNu{0} ve {&,}

dizileri asagidaki kontrol sartlarini saglasin.

a)ifﬁw;

b) lim, & =0;
c)Her ne N igin liminf, ¢, (1-¢,)>0.

Bu takdirde P, :B—>F metrik projeksiyon dénusimi olmak lzere n— oo iken

{v,}", dizisi P.u'ya kuvvetli yakinsar.
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Teorem 3.1.40 B, J¢ zayif dizisel dualite dénlsimiine sahip bir Banach uzayi ve C,

B'nin kapali konveks bostan farkli bir altkiimesi olsun. Her i>0 r,r, >0 igin

=rolmak tizere D(4,)cCc ﬂR(1+ r4;) olacak sekilde {4} accretive

Zlm leNu{O}

n—)ocrn
r>0

operatorlerin sonsuz bir ailesi ve ayrica JrA" =(I+rAl.)’1 operatord A’'nin resolvent

n

e © e .
operatdrii olsun. {v,}  dizisi

v,,ueC

Va1 = é—‘:nu + (l_grl )J;jOVn + (Gn - é:n )J;jOWn

0
j— Ai
w, = oVt ZQW.JVH v.,VneN,
i=1

ile tanimlanan bir dizi olsun. Ayrica [0,1] deki {gn}::l, {4”7i}neN,[eNu{0} ve {&,}

dizileri asagidaki kontrol sartlarini saglasin.

1. Iimé& =0;

n—>0

2. ié’:ﬂ,i =00 ;
i=l1

3.Her neNigin £, ,+ > ¢, =1;

i=l1

4. liminf¢, g, &, >0 .

Bu takdirde Q,:B>Z sunny  nonexpansive retraction donisimi

Z= ﬂA.‘l (0) = @ olacak sekilde n — oo iken {v,}” dizisi Q,u’ya kuvvetli yakinsar.

ispat ispat ti¢ adimdan olugsmaktadir. z=Q,u olarak alalim.

Adiml. {vn}::l, {w }:;l ve {JA’ %

A dizilerinin sinirh oldugunu ispatlayalim. ilk
n Tn n}neN,ieNu{O} g p y

olarak {vn}:):1 dizisinin sinirli oldugunu gosterelim. p € F' olsun. Lemma 3.1.37’g6re
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2

A;
nOV + Zgnt"]r Vn_

< n,0 vn_p||2+zgn,i Jr:’iVn_pH nOélnzg(v _J V )
<Cuolvu—pl +Z§,,, Vo=l =Cnig (=7 v) (3.41)
p” nOé,nzg(v _J V )
ol
esitsizligi elde edilir. Ayni sekilde
Vo = 2= |G+ A-g Wby, + (5, = E) T w, —pH
<& Ju-p [+1-g)| v, = B s, - D) w, -
[V = 2| +(s, -
- )Vn_p||+(gn_ n p”
7|
< max | Al

yazilabilir. Timevarim yoluyla devam edilirse

}, VneN

~p| < maxu-

n+1

‘nin sinirl oldugu gosterilmis olur ve bu da

ifadesine ulasilir. Bu nedenle |v

ntl

7o & 5 o 4 e
{v,} _’in simiroldugu sonucunu dogurur. Ayrica {w,} ve {Jr,, v"}neNieNu{O} dizileri

{vn}:o:ldizisine bagli olduklarindan bunlarindan sinirhliklarini gostermek kolaydir.

Adim2. Her hangi ne N

Voo =2 < (u—z,j(v,,—z)) (3.42)

oldugunu gosterelim. (3.41) esitsizligi géz 6nine alindiginda

v—JV

Iw, =2 <va =2 =<6, g( ) (3.43)

elde edilir. Bu ylzden (3.43)
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o= =] &u+ (16, 0w, + (5, - &) Tow, o
<& oz + g )| 7v, ~ o + (6, - &) [Tw,

<& fu=z+ gy, -4

X (3.44)
GRS | e (AL 1]
=& o=+ =gy, -4

+.8006ni& (P =T )= 6.0 (v =71 )
sonucunu dogurur.
Ky =suplu—= v, 2|+ €. (7w
olarak alalim. Bu durumda (3.44) yeniden diizenlenirse
6:6niGni ([ =2 ]) Ve =2 = = 2 +E K, (3.45)

olur. Lemma 3.1.29 ve (3.41)'ya gore esitsizlik tekrar dizenlenirse asagidaki gibi

istenilen esitsizlik elde edilir.

2

o= =[| &t (1-6,) Tv,+ (6, = &) Tow, —f
=1 & (u=2) +(-g)(Jfov,=2) +(5,=&) (JPw, —2)
(A=) (v, ~2) + (6, =€) (w2
+2(&, (u=2),j (Vo —2))
<(l-g)|| Jiov, — o + (g, ~ &) Sow, —o]
+2(&, (=2, (v —2))
<(-g )V =2 + 6, =) w, —=[
+2(&, (u=2),j (Vo —2))
<(-g)v, =2 + (s, =&V, —2[
+2& <(u -z),j (Vo —z)>
=(1-&)|v, — 2| + 2&,((u-2). ) (v, —2)).

2

IN
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Adim3. n—>o iken v, —>z oldugunu gosterecegiz. Bu adimi iki durumda

inceleyecegiz.

Duruml {||un—z||}leNartmayan bir dizi olacak sekilde n, €N var oldugunu kabul

edelim. Bu durumda {

”n_Z”} . dizisiyakinsaktir. Bu ylizden n—co iken

Vo —z||2 — 0 oldugu agiktir.

2
v, —z|| -

(4) sart1 ve (3.45) esitsizliginden

)=0

olur. g fonksiyonun 6zelliginden

. 4;
limg (an —-Jv,

n—>0

lim =0

n—>0

Ai
v, —J," v,

elde edilir. Ayrica (w, —v, ) ve (v,,, —w,) dizilerini asagidaki gibi olusturalim.

0
— Ay,
W, =V, = ¢n,0vn + Z wn,i‘]r,, Vo =V,

i=1

. (3.46)
A
= Z¢n,i (Jrnlvn _Vn)’

i=1

ve
A

vn+1 - Wn = é:nl/l +(1_é’n)‘]r,,0vn +(é,n —é:n)J;jOWn - Wn
Vo~ W, = fn(u—Jrf"wn)+§n(J:"vn—Jr:’“wn)+(J;j°vn —wn)

<é ‘u—JA‘)w +& | Joy —Thw [+ Ty —w (3.47)

— 2n n 'n n n,on n, 'n n,on n

A, A
<¢ u—Jrn‘)wn +4, v, —w, ||+ Jr"‘Jvn -w,|.

Yukaridaki (3.46) ve (3.47) ifadelerinden 1im||vn+1—wn||:0 ve lim”wn—vn ||:0 elde

n—>0

edilir. Bundan dolayi

<

+

vn+1 - vn Wn - vn vn+1 -W, (348)

n
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elde edilir. (3.48) ifadesi

lim =0

n—>0

Vn+l -V

n

olmasini gerektirir.

Lemma 3.1.35 ve (3.46) den

4;
v, =J v |I<

+

4 A 14
v, = v+, =T,

r, —r|

r

n

< +

4 4
v,—J., v,—J,

ve her i e N igin

1 Al J—
’11132 v, =J v =0
elde edilir.

Daha once {V”}neN dizisinin sinirh oldugu gosterilmisti. Bu yuzden her jeN igin

I = F(Jf"vn) olacak sekilde {v,} _ ’nin bir {vn_} alt dizisi vardir. Yukaridaki

+1
" jeN

gergekler ve Tanim 2.1.23 g6z 6nline alinirsa

limsup<u —Z,J(vn+1,z)> =lim <u —Z,J(vnj+1 —z)>

=00 k—o
:<u—z,J(Z—Z)> (3.49)
= <u —PFu,J(l—PFu)>

<0
esitsizligi elde edilir. Lemma 3.1.34’e gore istenilen sonug elde edilmistir.

Durum2 Her j e N igin

J

v, —ZH < Vi o —ZH
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olacak §ekilde{ni}'N, {n} . dizisinin bir alt dizisi olsun. Bu takdirde Lemma
J) je ne

3.1.36’den bir azalmayan {m, } _ <N dizisi vardir bu nedenle her k € N igin

lz=v..

<[ =vi ] ve [ =vil <]z
seklinde ifade edilebilir. Bu Lemma igin (3.45) esitsizligini tekrar yazarsak £ € N igin

2
Vor, +1 _ZH + é:kaz

2
v, —7 -

é:mk K2

S Pon, 0P, ,,-g( L

)s

olur. (1) ve (2) sartlari gbz 6niine alinirsa

lim g |v,,, =, [) =0

k—

ve ayrica

1 Al —
fim v, =7, =0

limitleri elde edilir. Bu ylzden Duruml dekine benzer sekilde

limsup <u —Z,J(mG ,z)> = limsup<u —Z,J(vvm+1,z)> <0

n—x0 n—o0

ve (3.41) dan

vaﬁl —ZHZ < (l—ﬁmk ) V., —z”2 +26,, <u —Z,J(mGH —z)>

esitsizlikleri elde edilir.Daha  6nce HV"%_ZHSHVWH_ZH esitsizliginin  sagladig

gosterildiginden

2 2 2
é:m,( va,( _ZH = vak _ZH _”Vm,(JrI _ZH +2§mA <M _Z’J(Vm,(Jrl _Z)>

< 25”% <u _Z’J(vm,(ﬂ - Z)>
Elde edilir. Buna bagli olarak

lim |, —z[=0 (3.50)

k—o0
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ve (3.49) ve (3.50) ifadeleriyle birlikte
im0

elde edilir.

Sonug olarak k€N igin [v, —z||<

v, H—z” sonucu elde edilir. k >0 iken v, —z
k k

oldugundan n — oo iken v, — z olur. Bu da ispati tamamlar.

Teorem 3.1.41 B, Gateaux diferansiyellenebilir norma sahip bir Banach uzayi ve C,

B'nin kapali konveks bostan farkli bir altkiimesi olsun. Her i>0 r,r, >0 igin

lim, ,,r, = rolmak tizere D(4,)< C <[ |R(I +r4,)olacak sekilde {Ai}ieNU{o} accretive
r>0

operatérlerin sonsuz bir ailesi ve ayrica J* =(I+r,4,)"" operatérii A’'nin resolvent

e _ee 0 e .
operatdri olsun. {v,}  dizisi

v,,ueC

vn+1: gnu + (l_gn)'];jovn + (gn _gn)"];jown

o0
j— Ai
Wn - é/n,Ovn—i_ zgn,i‘]rn Vn’vn € N’
i=l1

ile tanimlanan bir dizi olsun. Ayrica [0,1] deki {c,} ", {‘gmi}neN,ieNu{o} ve {&, )

dizileri asagidaki kontrol sartlarini saglasin.

1.lim¢ =0;

n—>0

2. ifw =00 ;
i=1

3.Her neNigin £, ,+ > ¢, =1;

i=1

4. liminf¢ g, &, >0 .

n—»0
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Bu  takdirde Q,:B>Z sunny  nonexpansive  retraction  donlsimi

7= ﬂA‘l ) = @ olacak sekilde 7 —> oo iken {v,}”  dizisi O,u’ya giglii yakinsar.

Teorem 3.1.42 B bir Banach uzayi ve C bu uzayin bostan farkh kapali konveks bir alt

uzayi ve F(T)#D olacak sekilde 7:C — C (2.19) sartlarini saglayan bir déniisiim
olsun. Ayrica 7, € C olmak Uzere {ﬂ'n}j:l, Tanim 3.1.21 sartlarini saglayan iterasyon

dizisi olsun. Bu takdirde {ﬂ'n}:;l, T’nin sabit noktasina kuvvetli yakinsar.

ispat 7'nin C ’de bir tek sabit noktaya sahip oldugu ve F(T)# oldugu Teorem

2.3.21’de agikga gorilmektedir.

(3.24) iterasyon yonteminin ve weak contraction sartlarina gore

7 =] = H Pt ol p, |
<(1-¢,) Hpn—s [+e.lre. =<

(3.51)
ool —rleai—elesfe -
=(1-g,(1-8))|o, ="+ @.L]js" - 75|
elde edilir. Ayni sekilde Hp" —s*H ifadesi
Ip-sl-lrm, 1 -
<5z, "]+ L -7+’
olarak dizenlenebilir. (3.52) esitsizligi (3.51) altinda yazilirsa
=528 (1- ( Nz =]
( )LHS ~Ts" H+¢ LHs ~Ts" H (3.53)
)|z, =5 +(1+9,0)L]s - 15|
elde edilir. Hs* —TS*H =0 oldugundan
7,5’ <(1-9,(1-8))|7, - 5| (3.54)
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olur. Timevarim yéntemiyle Vn € N igin

7,5 |<(1-0,(1-0))|x, - 5|
T, —s" S(l_wn—l (1_5)) =S
7,0 5| < (1=, (1-8))| . 5|

Hﬂl —5'|I< (1—(/)0 (1—5))H7z0 -5

yazilabilr. Bu nedenle

elde edilir. 5 €(0,1) ve ¥ p, = oldugundan

lim

n—>0

*
T, =S HzO

olurvebuda lim_ . _ 7 =s" olmasini gerektir. Boylece ispat tamamlanir.#

n—>0 n

Asagidaki lemma (3.25) iterasyon yonteminin kuvvetli yakinsamasi igin énemli bir rol

Ustlenecektir.

Lemma 3.1.43 (X,

) bir normlu lineer uzay ve 7: X — X donltsimi (2.35) sartini
saglayan bir doniisim olsun. @:R* —R" fonksiyonu, ¢(0)=0 ve ¢(Lu)<Lp(u),

L>0, ueR" sartlarini saglayan bir alt toplamsal, monoton artan fonksiyon olsun. Bu
durumda, her ieN, L >0, a€[0,1) ve her x,y € X igin
() ,-
-1 s 3ot -l - (3.55)
j=1
esitsizligi saglanir [100].
Teorem 3.1.44 E bir normlu lineer uzay, T :E — E donlisimu (2.22) sartini saglayan

bir contractive-like déniisim ve @ :IR* —R* fonksiyonu ¢(0)=0 sartini saglayan bir

alt toplamsal, monoton artan fonksiyon olsun. {xn}:;(), Kirk-MP iterasyon yontemi
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(3.25) tarafindan uretilen bir dizi olsun. 7 nin bir ¢ sabit noktasina sahip oldugunu

kabul edelim. Bu durumda {x,}” iterasyon dizisi ¢ ya yakinsar.
ispat 7, (2.22) sartini sagladindan ¢ nun tek oldugunu sdyleyebiliriz. Simdi
x, = q (n — ) oldugu gosterilecektir.

(3.21), (2.22) ve Lemma 3.1.43’ in kullanilmasiyla

X0 =) = |0 (Ty, - Z““ (T'y, -T'q) H
n,i Tiyn _quH
SNy T R
&
k .
ﬂl”{Z%ﬂ’j v, =4 (3.56)
i=1
ve
q” Z (T”x —T”q)
p=l1

s
<2.A.
p=1

Tpxn—quH

S P L.
<3, {37 - ral) bl

J=1

q” (3.57)

=(Zﬂj :

esitsizlikleri elde edilir.

(3.57) in (3.56)’ de yerine yazilmasiyla
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x, — 4|

K k ) s
xn+l_q||gaan,0(z n,pa”j|xn—q||+(2an,ia’]£z aJ
p=1 i=1 p=1

- [Zs: ’Lpa”J[5amo + [Zk: a,d H
p=1 i=1

ifadesi elde edilir.

(3.58)

x, 4|

o vyl asagidaki sekilde tanimlayalim

s k
O-:[Z; n,papJ|:5an,0 +(lean,iaij:| * (359)
p= i=

Simdi o €[0,1) oldugu gésterilecektir.

k s
§,a",a"€[0,1), a,,>0 ve > a, => B, =1 oldugundan
p=l1

i=0

o= (Zsl ﬂn,pa”JFamo + Zk:ama" H
p=1 i=1

—a,,+(1-a,,)=1 (3.60)

oldugu elde edilir. Lemma 3.1.25’ sartlari saglandigindan lim =gq olarak elde

n—>0 xn

edilir.#
X =[0,1] uzayini ve T:[0,1]—>[0,1], Tx =1-xdéniisimiinii ele alaim. Herhangi bir
X=X, ¢1/2 baslangi¢c degeri icin, (3.5) ile verilen Krasnosel’skii iterasyonu tarafindan

tretilen {x,}” ={1/2} sabit dizisi T nin sabit noktasi olan 1/2 degerine yakinsar.

Yukaridaki 6rnekte gorildiiga gibi (3.2) ile verilen Picard iterasyon yonteminin verilen

nonexpansive donlsimlerin sabit noktalarina yakinsamadigi ancak bununla birlikte
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ayni sartlar altinda, (3.5) ile verilen Krasnoselskij iterasyon ydonteminin nonexpansive
dontsimlerin sabit noktalarina yakinsadigi gésterilmistir. [80].

Mutangadura ve Chidume [139] tarafindan verilen diger bir 6rnekte, (3.7) ile verilen
Mann iterasyonunun (3.11) esitsizligini saglayan pseudo-contractive donisiimlerin
sabit noktalarina yakinsamadigl ancak bununla birlikte [63]" te, (3.12) ile verilen
Ishikawa iterasyonunun bir Lipschitzian pseudo-contractive doénlsimin sabit
noktasina yakinsadigi gésterilmistir.

Yukaridaki gerceklerden hareketle Rhoades ve Soltuz [140], [141], belirli bir dontisiim
sinifi icin, Mann iterasyon yontemi (3.7) bu dontsimlerin sabit noktalarina yakinsak
iken Ishikawa iterasyon yontemi (3.12)’ de yakinsak mi veya tersine, Ishikawa itersyon
yontemi yakinsak iken Mann iterasyon yontemi de yakinsak midir? Sorusu bir ¢ok
arastirmaci tarafindan cesitli donlisim siniflari icin olumlu bir sekilde ispatlandi ve
sonu¢ olarak, sabit nokta iterasyon yontemlerinin yakinsakliklarinin denkligi ile ilgili
genis bir literatir olusturuldu, bkz., [140], [141-149].

Simdi, (3.7) ile verilen Mann itrerasyon yonteminin, (3.8) ve (3.24) ile tanimlamis
oldugumuz vyeni iterasyon yodntemlerimiz ile yakinsakliklari arasinda denklikler
kurulacaktir ve ayrica yukarida bahsettigimiz diger iterasyon yontemleri ile
yakinsakliklarinin denk oldugu gosterilecektir. Bunun igin asagidaki lemmaya ihtiyag

duyulacaktir.
Lemma 3.1.45 {f,|” ; her neN icin &,€[0,1], her n>n, icin Y " & =00 ve
o, =0(6,) olmak iizere

ﬂnJrl S(l_gn)ﬂiz +o_n

sartini saglayan negatif olmayan bir reel sayi dizisi olsun. Bu durumda lim 8, =0 dir

[150].
Teorem 3.1.46 B bir Banach uzayi ve C bu uzayin bostan farkh kapali konveks bir alt

uzayi ve F(T)#D olacak sekilde 7:C — C (2.19) sartlarini saglayan bir déniisiim

olsun. Ayrica i) 7z, =w, € C ii) {¢n}n€N e[0.1] iii) X7, = olmak uzere {7,  ve

n=l
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{wﬂ}:;1 sirastyla MP ve Mann iterasyonlarinin sartlarini saglayan iterasyon dizileri

olsun. Bu takdirde {z,}  ve {w,}” T 'nin s" sabit noktasina yakinsakliklari denktir.

Ispat n — o iken 7, — s kabult altinda n —  iken w, — 5" oldugunu gosterecegiz.

MP, Mann iterasyon yontemleri ve (2.19) donlisiimin sartlari kullanilarak

=l1-¢

p,+o,Tp,—(1-9,)w, +0,

1- Tp, —T
<( (p,,) p,—Tw, (3.61)
<(1-o,)|e, 5llp ~Tp,
<(1-9,(1- ) -w|+o,Llp, ~Tp,
esitsizligi elde edilir. Ayrica —w, || ifadesi icin de diizenlenirse
< (3.62)

< ||T7zn -7, ||+||7zn —-w

n

esitsizligi elde edilir. (3.61) icinde (3.62) yazilirsa

T

n+l

-w

n+l

S(l_¢n (1_5)) T, —
+o,Llp,~Tp,
=(1-9,(1-9))|,

+(1-¢,(1-6))|7, -

+|7, -

-w

n

esitsizligine ulasiriz. n — oo iken 7z, — s* oldugundan her n e N igin

||7zn —T7zn|| < Hﬂ'n —S*H +HTS* -Tr, H
£H7zn —S*H+5Hs* —7an+LHs* —TS*H
=(1+06)|z,-s"| >0

ve
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lo, =T, <|p, =5 |+|75"~Tp,]
<[, s+ o) —p. |+ L]s -5

(1+5)Hpﬂ —S*H+LHS* —TS*H

(1+5)|p, -5
(1+6)6|z, 5|+ L(1+5) s - T5"|
(1+9)

IN

1+6 5””»1 —S*H —0
olur ve bu ylizden
lim ||pn -Tp, || =lim, ||7rn —Tﬂ'n” =0

elde edilir. Eger

||ﬂ-rl _Wn”’
¢, (1-9),
(1=, (1=8))lz, -7, |+ Lo, |2, = Tp|

Sﬂ
S
Tﬂ

olarak segilirse limn_m;—: =0 olur. Lemma 3.1.45’nin sartlari saglandigindan
lim, ||7zn —wn” =0
sonucu elde edilir. Ayrica
o, =5 <, =+ |, =7
oldugundan
lim, HW" —S*H =0
olmasini gerektirir.
Tersine n — oo iken w, — s” oldugunda n — « iken 7, — s oldugunu gosterecegiz.

MP, Mann iterasyon yontemlerini ve weak contraction sartlarini kullanarak
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W, =7l =[(1=0,)w, +0,1w, -(1-90,) p, +,Tp,
<(1-o,)|w, - p.ll+o.|Tw, - Tp,
<(1-9,)|w, —p.|+0.5|w, - p. (3.63)
+o L|\w, —Tw,
<(1-g,(1-6))|w, - p,/|+ @,L|w, - Tw,
esitsizligi yazabiliriz. Ayrica |w, — p, || ifadesi igin de diizenlenirse
W, =p,|=|w,~Tx,
S”wn —Twn||+||Twn -Ir,
(3.64)
S”wn —Twn||+5||wn -r, +L||wn —Tw,
=0|w, -, +(1+L)||wn -Tw,

esitsizligi elde edilir. (3.63) iginde (3.64) yazilirsa

<(1-g,(1-0))
+[(1—(pn(1—5))(1+L)+(an]

w

n+l

T

n+l1

WYI - 7[}1

w, —Tw,

lim _w =s" ve Ts" =s" oldugundan

n—>0 n

lim, _ |w, —Tw,
oldugu aciktir. Eger

s, =|w, -7,

gn = (Dn (1_5)9

T = [(1—(pn (1—5))(1+L)+(an]||wn —Tw,
olarak segilirse bu durumda Lemma 3.1.45’nin tUm sartlari saglanmig olur. Bu ylizden

lim =0

n—>0

Wﬂ _7Z-Il

olur. lim Hwn —S*H=O oldugundan n — o iken

n—>»0

* *
Hﬂ'n —S HS”%’n -w, +Hwn —S H -0
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elde edilir. Bu da ispati tamamlar.#

Teorem 3.1.47 B bir Banach uzayi, J# C c B bostan farkh konveks ve kapali bir

kiime olsun. T:C — C, (2.19) sartini saglayan bir donlisim olsun. ve F, =& olsun.
x, =1, €C ve VneN igin a, €[0,1) ise, bu durumda asagidaki ifadeler denktir:

(1) (3.7) ile verilen Mann iterasyonu p € F, ye yakinsar,

(2) (3.8) ile verilen yeni iterasyon metodu p € F;. ye yakinsar.

ispat (1)=(2): n—>o iken u, — p kabulii altinda n—>o iken x, — p oldugunu
gosterecegiz. (3.8), Mann iterasyon yontemleri ve (2.19) dénisiim sartlarini kullanarak

|un+1 X || = ||(1_an) un+anTun _(l_an) X, ﬂnTXn - (an _ﬂn) TYH

S(l—an) u,—X, +(an_IBn) Tun_Tyn +ﬁn Tun_TXH

<(1=a e, = x| (@, = 8, (B, =, |+ Lle, =T |

+ﬁn {5 u,—Xx, +L||u”_Tu” }

<(1-a,+B,0)|u, —x,|+ (e, = B)S|u, - v, ’ (3.65)

+a,L ||un —Tu, ||

ifadesi icin de diizenlenirse

esitsizligi elde edilir. Ayrica ||un -y,

||un -y.= Hun —(I—Hn)xn —HnTan
:“(1—9”)M”+t9”un —(1—6?”))6” —Q”Tx”H
<(1-6,)|u, —x,|+6,|u, - Tx,||
<(1-6,)||u, —x,||+6, |u, —Tu,|+6,|Tu, —Tu,
<(1-6,)||u, —x,||+6, |u, —Tun||+¢9n {5|u” —xn||+L||un —Tu, }
<(1-6,(1=6))u, —x,||+6, (1+L)u, - Tu, (3.66)
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esitsizligi de elde edilebilir. (3.65) esitsizliginde ||un -y,

isfadesi yerine (3.66) ifedesi

yazilirsa
U =X S(I_O[n_i_ﬂné‘) u,—X,
1-6 (1-0 -
@ -B)8 (1-6,(1-6))|lu, -,
+0, (1+L)||un —Tun”
+a,Liu, —Tu,

un_xn

—(1-a,+B,6+(a, - )5(1-6,(1-5)))
+[ a,L+(a, - B,)56, (1+L) ||u, — Tu,|

olarak elde edilir. 5€[0,1) ve i=Lk-1 icn {a,} {8} .16}, <[0.1)

n

oldugundan,
(1-a,+8,6+(a, - B,)5(1-6,(1-5)))<1-a,(1-5)

esitsizligi elde edilir. Bu durumda

u

X

S(l—an (1—5))
+ a,L+(a,-f,)50, (1+L) ||u, = Tu, (3.67)
S(l—an (1—5))||un -X,

n+l i+l un - Xn

+a, (142L)|u, — Tu, |

esitsizligini yazabiliriz.
Simdi, Lemma 3.1.34 ’e gére

u —x

n n||l’

Hy =
9, =a,(1-6)<[0,1),
&, =(1+2L)|u, = Tu,|.

tanimlamalari yapilirsa sartlar saglanis olur. Lemma 3.1.34’nin sartlari saglandigindan

lim|ju, —p|| =0 ve Tp = p € F; oldugundan, (2.19)" dan
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0< ||u,7 ~Tu, ||
<|u, - pl+[|7p = Tu,|

<

u, = p||+6||p—u,|+L|p-Tp|

:(1+5)||u” —p||"4%°>0

oldugu elde edilir, bu da lim|u, —Tu,[=0 olmasini, yani imsup, &, <0 olmasini

n—»0

gerektirir. Boylece, Lemma 3.1.34" in (3.67)" ye uygulanmasiyla

lim u, —x,[|=0 (3.68)
oldugu elde edilir.
Ayrica, Uggen esitsizligi kullanilarak

+

X, —p|| < ||x” —u, | +|lu, —p” (3.69)

esitsizligi yazilabilir. (3.69) esitsizligine (3.68) in ve lim|u,—p|=0 kabulinin
uygulanmasiyla 1im||xn —p|| =0 veya limx, = p oldugu elde edilir.

(2)=(1): ): n—>oo iken x, - p kabuli altinda n—>o iken u, - p oldugunu

gosterecegiz. (3.8), Mann iterasyon yontemleri ve (2.32) donisiim sartlarini kullanarak

KXot “Up|| = ”(l‘an) x,* B, Tx, +(a,- ) Ty, —(l-a,) u, —a,Tu,
<(l-a,) |x,—u,|t4,|Tx, —Tu,| +(a, - B,)|Ty, —Tu,
<(l-e,) |x, —u,|[*+5, {5”){n -u, || +L||xn —Txn”}
+(a, = BS]y, —u, | +L ]y, = T, ||} (3.70)
< (l_an+ﬂn5) Xn _un +ﬂnL Xn _Txn
t(a,=f,)o|y, —u,|+(a,-F)L|y, - Ty,

esitsizligi elde edilir. Ayrica ||un —vy,| ifadesiigin de diizenlenirse
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=[(1-6,)x,+6,7x, ~(1-6,)u,~6,u,

un _yn

< (1—9n)||xn -u,

+ Qn

Ix, —u,

~(1-4)

xn _u}’l

+9n

Ix, —x, +x, —un”

:(1_971)

xl’l - u"l

+ Hn

Txn - x”l

+0,

xn - un

xn - un +0n

Txn - x”l

(3.71)

esitsizligi de elde edilebilir. (3.70) esitsizliginde ||un -y, | ifadesi yerine (3.71) ifedesi

yazilirsa

X

<(l-a,*p,9)
+ (an _ﬁn)§{||xn —u,
+(a, - BIL||y, — Ty,

Xn _un

+p,L
+0,

x, —Tx,

}

n+l un+1

Ix, —x,

< (l-an (1—5))

Xn _un

+(ﬂnL+ (an _ﬁn)5Hn) Xn _Txn
+(a, = B)L|y, - Ty,
S(l—an(l—5)) X, —u,

+a, (1+L) x, —Ix,|ta,L|ly, —Ty,

(10, (1-6)) [}, -,

+a, [(1+L)||xn ~Tx, |+L|y, - Ty,

] (3.72)
esitsizligi elde edilir.

Simdi, Lemma 3.1.34’e gore

/’ln: xn_un

7

9, =a,(1-5)c[0,1),
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g, = [(HL)”Xn —Tx, |+L||y, - Ty,

]

tanimlamalari yapilirsa sartlar saglanis olur. Lemma 3.1.34’nin sartlari saglandigindan

lim||x, —p|| =0 ve Tp = p € F; oldugundan, (2.32)" dan
OS”xn —Txn”
<|x, —p||+||Tp—Txn

<

x,~p|+8|p-x,|+L|p-Tp|
:(1+5)||xn —p||”4%°>0

ve

0<

v, — 1y,

<

v, = p|+|Tp -1,

<

v, = p|+8|p-y.[+L|p-Tp|
=(1+6)|y, - 1|

=(1+0)|(1-6,)x,+6,Tx,—(1-6,) p—06,p

<(1+6)(1-6,)|x, - p|+(1+5)0,

Ix, —Tp”

<(1+5)(1-9,)

x, = p|+(1+6)0,{8|x, - pl|+L| p T

<[(1+5)(1-6,)+(1+05)6,5 ||x, - || +(1+5)6,L

p—Tp|—=2>0

oldugu elde edilir, bu da lim”xn—Txn =0 olmasini, vyani

n—»0

=lim ||yn -1y,

limsup ¢, <0 olmasini gerektirir. Béylece, Lemma 3.1.34" in (3.72)’ ye uygulanmasiyla

n—>0
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x, —u,[|=0 (3.73)

n

lim
oldugu elde edilir.
Ayrica, Uggen esitsizligi kullanilarak

+1x, —p” (3.74)

||un - p” S ||un - xl’l

esitsizligi yazilabilir. (3.74) esitsizligine (3.73) Un ve lim xn—p||:0 kabullinin

uygulanmasiyla lim|u, — p| =0 veya limu, = p oldugu elde edilir.#
Gursoy [151], Soltuz [152]-[153] and Chugh and Kumar [154] calismalarindan

faydalanarak asagidaki sonuglari verebiliriz.

Sonug 3.1.48 B bir Banach uzayi ve C bu uzayin bostan farkli kapali konveks bir alt uzayi
olacak sekilde 7 :C — C donlsimu (2.19) sartlarini saglasin. Ayrica Picard, Mann,
Ishikawa, Picard-Mann, CR, S, SP, (3.8) ve Mann-Picard sabit nokta iterasyon

yontemleri ayni baslangi¢ kosuluna sahip ise bu durumda asagidakiler denk olur.

1.Picard iterasyon yontemi (3.2) s* € F, sabit noktasina yakinsar.

2.Mann iterasyon yontemi (3.7) s” € F, sabit noktasina yakinsar.
3.Ishikawa iterasyon yontemi (3.12) s* € F, sabit noktasina yakinsar.
4.Picard-Mann iterasyon yontemi (3.23) s € F, sabit noktasina yakinsar.
5. Mann-Picard iterasyon yontemi (3.24) s* € F, sabit noktasina yakinsar.
6. Yeni iterasyon yontemi (3.8) s” € F, sabit noktasina yakinsar.

7.S- iterasyon yontemi (3.14) s” € F, sabit noktasina yakinsar.
8.Thianwan iterasyon yontemi (3.15) s* € F, sabit noktasina yakinsar.
9.Noor- iterasyon yontemi (3.13) s" € F, sabit noktasina yakinsar.

10.SP- iterasyon yontemi (3.16) s” € F, sabit noktasina yakinsar.
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BOLUM 4

SABIT NOKTA iTERASYON YONTEMLERININ KARARLILIGI

Tarihsel sireg icerisinde ginlik hayat problemleri ilk olarak matematiksel denklem
yapilariyla modellenmis ve daha sonra bu denklemlerin ¢6zimleri incelenmistir.
Denklem ¢o6zimlerinin anlamhligi varlik ve teklige dayandirilmistir. Tam bu noktada
sabit nokta teorinin arglimanlari ortaya cikmistir. Basit ifadeyle donlsimin sabit
noktasi ve iterasyon dizisinin donlsimin sabit noktasina yakinsamasi olarak
soyleyenebilir. Ancak fonksiyondaki yuvarlama veya ayrik hesaplama nedeniyle gergek
dizi yerine bir yaklasim dizisi elde edilir. Eger gercek dizi fonksiyonun bir sabit noktasina
yakinsarken yaklasim dizisi de ayni sabit noktaya yakinsarsa bu durumda gercek dizi
yani iterative algoritma kararhdir denir. Sezgisel olarak, eger baslangi¢ verisindeki veya
hesaplama sirecinde olusan verideki “kiiclik” degisiklikler hesaplanan sabit nokta
degeri Uzerinde “kiclUk” bir etki meydana getiriyorsa ele alinan sabit nokta
iterasyonuna kararlidir denilir.

Bu fikir cercevesinde yapilan ilk ¢alisma M.Urabe tarafindan [155]' da sunulmustur.
Bununla birlikte, ilk olarak metrik uzaylarda Picard iterasyon yontemi icin kararlilik
sonucu Ostrowski [156] tarafindan verilmis olmasina ragmen genel iterasyon
yontemleri icin kararlilik kavrami Harder ve Hicks [103], [157], [158] tarafindan

asagidaki sekilde tanimlandi:

Tanim 4.1.1 (X,d) bir metrik uzay, 7: X — X bir déniisim, x, € X olsun ve (3.1) ile

verilen iterasyon yoéntemi tarafindan Uretilen {xn}:ozo dizisinin 7’ nin bir p sabit
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o0

n=0"’

noktasina yakinsadigini kabul edelim. {y,} X te keyfi bir dizi olsun ve

n=0,1,2,..., icin

gn:d(ym-l’f(T’yn)) (41)

olarak alalim. (3.1) ile verilen sabit nokta iterasyon yonteminin T -kararli (veya T’ ye
gore kararh) olmasi icin gerek ve yeter kosul

lim & =0<1lm, __y =p

n—>0 n

olmasidir.

Tanim 4.1.1' de ele alinan X in bir normlu lineer uzay veya Banach uzayl olmasi

durumunda norm tarafindan iretilen metrik yardimiyla, yani d(x,»)=|x-y

7

Vx,y € X bagintisiyardimiyla, (4.1) ile verilen ifadenin yerine

€, :Hyn+1 _f(Tvyn)

(4.2)

ifadesi kullanilir.

Ayrik dinamikte ve diger nimerik hesaplamalarda fonksiyonun kaotik davranigi
nedeniyle muhendislik ve uygulamali bilimlerde iterative algoritmalarin kararhlik
¢alismasi zevkli bir alan olarak taninmaktadir. Bilgisayar programlama sayesinde
hesaplamali matematikteki degisim iterative algoritmalarin kararlilik teorisindeki artan
ilgiyi hizlandirmistir.

Harder ve Hicks [103], [157], [158] c¢esitli contractive tipten dontsim siniflarini
kullanarak Picard (3.2), Mann (3.7) ve Kirk (3.10) iterasyon yontemleri icin bazi
kararlilhk teoremleri ispatladilar.

Harder ve Hicks [103]’ nin sonuglari Rhoades [101], [159] tarafindan asagidaki iki farkli

Ciric tipli contractive donlsim sinifi kullanilarak genisletildi: 4 [0,1) olmak lizere

d(Tx,Ty)Sﬂ,max{d(x,y),d(x,Ty),d(y,Tx)} (4.3)

ve

d(x,Tx)+d(y,Ty)
2

d(Tx,Ty)SimaX{d(x,y), ,d(x,Ty),d(y,Tx)}. (4.4)
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1995 yilinda Osilike [97], Harder ve Hicks [103]ve Rhoades [101], [159] tarafindan
kullanilan déniisim siniflarindan ¢ok daha genel olan ve

d(Tx,Ty)SLd(x,Tx)Jr/ld(x,y), /16[0,1), L>0 (4.5)

sartini saglayan dontsiim siniflarini kullanarak Rhoades [159] {n sonuclarini daha da
genellestirdi.

Osilike ve Udomene [86]’ de; Harder ve Hicks [103], [157], [158] , Rhoades [101], [159]
ve Osilike [97] tarafindan kullanilan ispat metodlarindan daha kisa olan bir ispat
metodu kullanilarak (4.5) sartini saglayan donistmler tarafindan Uretilen Picard (3.2),
Kirk (3.10) ve Ishikawa (3.12) iterasyon yontemleri icin kararlilik teoremleri ispatladilar.
Berinde [102], Osilike ve Udomene [99]" daki ayni ispat metodunu kullanarak Harder ve
Hicks [103]’ daki kararlilik sonuglarini yeniden ispatladi.

Imoru ve Olatinwo [160], (2.22) sartini saglayan donlisim siniflarini kullanarak Harder
ve Hicks [103], Rhoades [101], [159] , Osilike ve Udomene [99], Osilike [97], Berinde
[102]’ daki bazi kararhlik sonuglarini genellestirdiler.

Olatinwo [125] bu egilimi devam ettirerek (2.22) sartini saglayan donisimler
tarafindan Uretilen Kirk-Mann (3.18) ve Kirk-Ishikawa (3.17) iterasyon yontemleri igin
[97], [99-103], [159], [161] ve [162] daki bazi sonuclari genellestiren kararlilik
teoremleri ispatladi.

2012 yihinda Chugh ve Kumar [126] Kirk-Noor (3.19) iterasyon yontemini tanimlayarak
(2.22) sartini saglayan donistimler tarafindan dretilen bu iterasyon yontemi igin
Olatinwo [125]’ de ve burada atif yapilan ¢ok sayidaki calismada elde edilen sonuglari
genellestiren bir kararhlik teoremi ispatladilar.

Bu bolimin devaminda, bir oOnceki bolimde tanimlamis oldugumuz iterasyon

yontemlerinin kararhliklarina iliskin bazi yeni sonuglar verilecektir.

Teorem 4.1.2 (E,

||) bir Banach uzayr @ # C c E kapali conveks bir altkime ve

T:C— C dontsuimi (2.22) sartlarini saglasin. Ayrica x, € C olmak Ulzere {xn}m

n=1"
(3.8)’in sartlarini saglayan bir iterasyon dizisi olsun. Bu takdirde {xn}:il iterasyon dizisi

T-karahdir.
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ispat: {x,}” , p’ye yakinsayan bir sabit nokta iterasyon dizisi ayrica {y,} , E’ de

keyfi bir dizi olsun. v, =(1-¢,)y,+ &, Ty, olacak sekilde

Ynst _(l-gn )Yn - é:nTYn - (gn _é:n) TVn

g, =

&g, =0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda lim, , ¥, = p oldugunu

n—o “n

secelim ve lim

gosterecegiz. (2.19) contraction sarti kullanilarak

Vour = P <|yn ==y, - ETy, - (5, =) Ty,
+|(1-¢)y, + & Ty, +(5,-E) Tv, - p| (4.6)
((1-6,)y, + ETy, +(5,—&) Tv, — p|

=&, +

Tv, — p”

Yo = 2|+ & Ty, = 2| +(5, - &)
Yo =P+ &6y, - |+ &L p-Th|

v, =p|+(s, — &)L | p-Tp|

Y. —p|+&L|p-Tp|

+(5, — &)L p-Tp|

+(5, —&)8|v, —p+¢,L

Va —p|| icin gerceklestirilirse

<¢,+(1-g,)

<¢g,+(1-g,)
+(g,—¢,)0
<eg, +[1-gn +§n5]
+(5,=&)o|v, —p
=g, +[l-g, +&,5]y. —p

p=Tp|

esitsizligi elde edilir. Tekrar benzer islemler

v, = p|=](1-¢) v+ ¢, Ty, - p|
<(1-&)|y. = 2|+ &[Ty, - 2|
<(1-&)|y. = |+ &6y, - p|+<.L
=(1-¢,[1=-6D ]y, - P+ <, L] p-Tp|

(4.7)
p~T1p|

ve (4.6)'de (4.7) yerine yazilirsa

Voa =P <6, +[1-¢, + &5y, - pl+ 5, L]p -]
+(, —£)8[ (1-¢, [1-6D |y, — |+ <, L] p-Tp| ]
=&, +[(1-¢, +£,6)+(5, - £)50-¢, [1-6] |y, - 7|
+[6, +(5, = &)C,1L|p~Tp|

esitsizligi elde edilir. ||p—Tp||:0 oldugundan

Yoa =D <&+ (15, +£,0)+(5, - £)5(1-¢,[1-5]) ]
<e, +(1-§n [1—5])

(4.8)

Y, — D

Y, — 7|
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elde edilir. Ayrica 0<(1—gn(1—5))<1 oldugundan Lemma 3.1.29 kullanilarak

lim _  y =p ifadesi elde edilir. Tersine lim =p olsun. Bu durumda

n—)ooyn

lim . & =0 oldugunu asagidaki sekilde gosterecegiz.

n—oo T n

&, =V —(I-g,)y, - & Ty, - (5, =&, Tv,
<y —pl+lP -y, - ETy, - (5, —E) Tv,
<yua =2+ A-s) o=y + & 2 =Ty, |+ (5, =&)]p - Tv,
<y =2+ A-s) |-y, + &S] p-v,

+ (5,-&)8(1-¢,[1=6][p~ v,

<y - pl+Ag, + &5+ (5, -E)50-C, [1-])]p- v,
<[y, = pl+0-5,(1=8)|p- v,
lim,,_ y,=p oldugundan lim, &, =0 sonucuna varilir. Bu ylizden iterasyon

yontemi T-karalidir.

Teorem 4.1.3 (E,

|) bir Banach uzayi ve T:E — E (2.19) sartlarini saglayan bir
dénlsim olsun. Ayrica x, € E olmak Ulzere {xn}::l, (3.24)'in sartlarini saglayan
iterasyon dizisi olsun. Bu takdirde {xn}::l iterasyon dizisi T-karahdir.

ispat: {x,} _ (3.24), p’ ye yakinsayan bir sabit nokta iterasyon dizisi ayrica {y,} _, E

n=1

de keyfi bir dizi olsun. v, =Ty  olacak sekilde

gn = yn+l_(1_an)vn - 6ZnTVn
secelimve lim, & =0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda lim, ,  y, = p oldugunu
kanitlayacagiz. (2.19) contraction sarti kullanilarak
Yo =P < Vs _(l_an)vn_ anTVn
- : (4.9)

+||(1—an)vn+ o, Tv —p||

=g + |(1—05,1)Vn +a,Tv, —p||
=&, +(1-a,)|v. -p|+e,|Tv, -p|
<g, +(1-an (1—5)) v, = p||+a,L|p-Tp

esitsizligi elde edilir. Tekrar benzer islemler

\A —p|| icin gerceklestirilirse
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-7

<3|y, - p|+L|Tp- 2| (4.10)

ve (4.9)'de (4.10) yerine yazilirsa

Vou—P| <, +(1-a, (1-8))[ 8]y, - o]+ L|Tp- p| ]
p-Tp|

esitsizligi elde edilir. | p—7p||=0 oldugundan

Vo —p|| <g, +(1-an (1—5))

7
elde edilir. Ayrica  0<l-¢,(1-5)<1 oldugundan Lemma 3.1.29 kullanilarak
lim, v, =p ifadesi elde edilir. Tersine lim,  y,=p olsun. Bu durumda

lim & =0 oldugunu asagidaki sekilde gosterecegiz.

811 = yn+l _(l_an) n

n n

<[y, - 2|
< y,1+1—p||+(1—an(1 5))||p—Vn
=[P +(1-a, (1-6)

<|y.., - p||+(1 a,(1- 5))5”1) v,

lim =p oldugundan lim ___¢& =0 sonucuna varilir. Bu yilzden iterasyon

n—o0 yn n—o0 T n

yontemi T-karalidir.
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BOLUM 5

BAZI ITERASYON YONTEMLERINE KARSILIK GELEN DONUSUMLERIN
SABIT NOKTALARININ VERi BAGLILIGI

Sabit nokta toride 6nemli bir arastirma konusu olan kavramlardan biri de sabit
noktalarin veri baghhgidir.

Sabit nokta teorinin literatlriinde, sabit noktalarin veri baglihg konusu ile ilgili ¢cok
sayida ¢calisma mevcut olmakla birlikte yogun olarak metrik uzaylarda Picard iterasyonu
icin, Berinde [163], Chifu ve Petrusel [164], Espinola ve Petrusel [165], Markin [166],
Rus ve Muresan [167], Rus vd. [168] ve bu calismalardaki diger bazi referanslar
tarafindan c¢alisiilmistir. Son zamanlarda normlu lineer uzaylarda ve Banach uzaylarinda
diger iterasyon yontemleri icin calisiimaya baslanan bu konuya katkida bulunan bazi
yazarlar, Chugh vd. [169], Chugh ve Kumar [170], Karakaya vd. [171], Olantiwo [172],
[173], Soltuz ve Grosan [174] ve Soltuz [131], [175] dir.

Sabit noktalarin veri baghligi tanimi asagidaki sekilde verilebilir:

Tanim 5.1.1 T,T:B — B iki operator olsun. Her x € B ve uygun bir £ >0 igin

HTx—fo <e (5.1)

ise T ya T’ nin bir yaklasim operatori denilir [80].

Bir 7 donusimunin p ile gosterilen sabit noktasi hesaplanirken, gesitli sebeplerden

dolayr 7’ nin Tanim 5.1.1" deki sartlari saglayan T gibi belirli bir yaklasim operatori

kullanilir. 7’ nin belirli bir metodla hesaplanabilen ¢ gibi bir sabit noktaya sahip
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oldugunu kabul edelim. Bu durumda dogal olarak asagidaki problemler ortaya
¢citkmaktadir:

(i) pyaklasik olarak ¢ mudur?

Eger cevap evet ise

(i) ||p—q|| degeri nasil hesaplanabilir?

Yukarida verilen referanslarda, farkli dontsiim siniflari ve iterasyon metodlari igin (i) ve
(i) ile verilen problemlere olumlu cevaplar bulunmustur. Bu cevaplardan biri Soltuz ve
Grosan [174] tarafindan asagidaki teoremle verilmistir:

Teorem 5.1.2 X bir reel Banach uzayi, Bc X bos olmayan konveks ve kapal bir
kiime ve & >0 sabit bir sayl olsun. T:B — B (2.22) sartini saglayan bir donlisim ve
S:B — B bir donlsiim olsun. T’ nin x  gibi ve S nin de (x" a yeterince yakin) u"
gibi sabit noktalara sahip olduklarini kabul edelim. Eger

||TZ—SZ||S8, VzeB

bagintisi saglaniyor ise, bu durumda

olur.

Ornek 5.1.3 7:R — R donisimii

{1 ,x €(—0,3]
Tx =
-1.5 ,xe(3,+oo)

ile verilsin. Bu durumda ¢ =1 (6zdeslik dontsimi) olmak Gzere, 7 donlisimi ¢ = 0.1

ile (2.22) sartini saglayan bir contractive-like donlisimdir ve bir tek sabit noktasi x =1

dir. Simdi, sabit noktasi 2 olan ve

{2 ,x €(—0,3]
Sx =
-2.5 ,xe(3,+oo)

ile tanimlanan S:R — R dénlisimini ele alalim.

Bu iki donisim arasindaki uzakhgl & =1 olarak alalim, yani Vxe R igin ||Sx—Tx||£1
olsun
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uy=x,=1ve a,=p, :1/(n+1) olarak secelim. Teorem 5.1.2 den bagimsiz olarak,
Noor iterasyonunun S dénigimine uygulanmasiyla Cizelge 5.1.1 te u,=x,=1
baslangic degeri ve «, =/, =6, =1/(n+1) secimi icin S donisimi ile elde edilen

Noor iterasyon yonteminin ilk 100 adiminin hesaplanmasi

Cizelge 5.1.1 Noor iterasyon yonteminin ilk 100 adiminin hesaplanmasi

iterasyon Adim Sayisi Noor iterasyonu
1 1.5
5 0.96875
10 1.9990234375
160 1.999999999999999.9999999999999992
n—> o0 2

seklinde verilebilir. Yukaridaki hesaplama Matlab kullanilarak yapilmistir. Bu yapilan
islemlerden, S donlisimiine uygulanan Noor iterasyon yonteminin S nin bir tek x=2
sabit noktasina yakinsadigi ¢cikarimina ulasiriz. . Nihai olarak iki sabit nokta arasindaki
uzakligin 1 olacagi gorlebilir. Aslinda, S nin sabit noktasini bilmeksizin ( ve onu
hesaplamaksizin ) Teorem 5.1.2" yi kullanarak, bu sabit noktayr asagidaki sekilde

hesaplayabiliriz:

* *
X —U

< i
1—g 1-01 09
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Sonug olarak; T ve S nin arasindaki uzaklik 1.11111111 den daha kiglk olmaldir
[176].

Bu boliim, yeni tanimlamis oldugumuz (3.8) iterasyon yontemi ve (3.24) ile verilen
Mann-Picard iterasyon yontemi yardimiyla, sirasiyla (2.19) ve (2.22) sartini saglayan
dontsimlerin sabit noktalarinin veri baghliklarina iliskin bazi sonuglar verilmistir..

Asagidaki lemma bu sonuglarin elde edilmesinde 6nemlidir.

Lemma 5.1.4 {a,}" negatif olmayan bir dizi, her ne N icin z, €(0,1), Dy, =0 ve

n=0

n, 20 olsun. Her n > n, icin

a,., < (1 —H, ) a, + H,17,

esitsizliginin saglanacag sekilde bir n, sayisinin mevcut oldugunu kabul edelim. Bu

durumda

0<limsupa, <limsupn,

n—>0

esitsizligi saglanir [174].
Teorem 5.1.5 B bir Banach uzayi ve C bu uzayin bostan farkli kapali konveks bir alt

uzayl ve F(S) # @ olacak sekilde S,S:C — C (2.19) sartlarini saglayan déniisimler

ve S'nin yaklagim operatdrii S olsun. {z,} " Mann-Picard ve {g,} _ €[0,1] asagidaki

neN

kosullari saglayacak sekilde {;n}w_l asagidaki sekilde verilen bir iterasyon dizisi olsun.

m, eC

%0 =(1-0,) 5, +9,5p, (5.2)
P, =7~"7%n, VneN,

1(1-¢,) <9,
2' Z;c:lq)n = 0.

Eger lim, ., 7, =3" olacak sekilde §" € F(E) ise bu takdirde

<%

1-0

* ~%

s =8
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dir.

Ispat (3.24) ve (5.2) iterasyon ydontemlerinden asagidaki ifadeyi yazabiliriz.

ﬂn+1_ﬁ;n+l :(1_¢n)(pn_pn)+¢n (Spn_gﬁn)

Bu nedenle
T =2l =|(1-0,)(p, = 5,) + 0, (SP, - 55,
<(1-,)|p, - B, +2.|Sp, - Sh,
<(-¢.)lp. -2, +¢n[5pn Sp, HS,O San
<(1-9,)|e,
=(1-p,(1- 5) -5, +o.L pn—Spn +c.

esitsizligi elde edilir.

Tekrar (3.24), (5.2) ve (2.19) ifadeleri kullanilarak

p.~p|=|s7,~5%,]
<|sz, - 8%,|+|s%, - 5%,
< 5||7zn —ﬁn||+L||7rn —Sﬂ'n||+€.

esitsizligine ulasabiliriz.

(5.3) ifadesinde (5.4) ifadesi yerine yazilmasiyla

-7

n+l1

T

n+l

<(1-¢,(1-9))
+(1-0,(1-9))L

7+ (1-9,(1-5))¢

Lip,=Sp,

+@.&
esitsizligi elde edilir.

1-¢, <@, oldugundan (5.5) esitsizligini
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(5.4)
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<(1-¢,(1-9))

+(1-6)L
<(1-p,(1-0))
(L

+o,[(1-5)¢
+L|p,~Sp,

7T

n+l

T

n+l

7Z-I’l - 7Z-I’l

7w, =S, +¢&]

T, — 7T

n

z,=Sx,|+L|p,—Sp,|+2¢]

(i-0)

+,(1-9)

seklinde tekrar dizenliyelim.
Simdi Lemma 5.1.4 sartlarini saglatmak igin

T —7

n n

a =

/un =¢n (1_5)’
B [L||7rn =Sz, \+L|p,—Sp,
77n_ (1_5)

2

+2¢]

ifadelerini tanimliyalim.

{ﬂ'n}nEN ve {pn}neN dizilerinin § nin sabit noktasina yakinsadigl gosterildiginden

Teorem 3.1.42 den Ilim, |7z, —S7z,|=lm, =0 oldugunu kolayca

£, —Sp,

gorebiliriz. Bu durumda

0<lim sup||7zn — 7, || < limsup [L”ﬁ" — Sz, ” ZIL”;; - Spn” +2¢]

esitsizligi saglanir. Lemma 5.1.4’e gore

ifadesi elde edilir. Bu da ispati tamamlar.#

Teorem 5.1.6 T ve T, Teorem 5.1.5 deki gibi iki déniisiim olsun. {xn}:lo ve {un}:lo,

(3.25) ve

()Her neNigin l-a,,2a,,,

(i) VieN icin ‘T"z—]:z S{gZé’”}
=

85



o0

sartlanini saglayan {a,}” .{8,}" <[0,1) reel dizileriyle tamimli iki iteratif dizi olsun.

Eger p=Tp ve q=]~“q ise bu durumda

4e
(1-6)

|p—d| <

dir.

Ispat. Sirasiyla T ve T ya karsilik gelen asagidaki Kirk-MP iterasyon yontemlerini ele

alalim:

x, €C,

xn+1 = an,Oyn + Zk:an,iTiyn’ Zk:an,i = 1’ (56)

i=1 i=0

Y =iﬂn,jT'ixn, neN, iﬂw =1.
J=1 j=1

ve
u, €C,
k i k
un+1 = an,Ovn + Zan,iT vn’ Zan,i :1 (57)
i=1 i=0
s ~j s
vn=2ﬁn,jT u, neN, Zﬁn’jzl.
J=1 J=1

(2.22), (5.6) ve (5.7) u kullanarak asagidaki esitsizlikleri elde ederiz
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k k .
. ~1
i
an,Oyn + Z an,iT yn - an,Ovn - Z an,iT vn
i=1 i=1

xrl+1 _un+1 =
k . ~i
<a,,l|ly, -, +Zan’i Ty, —Tv,
i=1
S, 0|V, Vs +Zk: a,; Tiy,, —TiVn +Tivn —fivn
A (5.8)
< Lo lVn =V +Z @, Tiyn _Tivn
i=1
+Zk: a,,; T'v, —fivn
i=1
< a”so y" _V" +Zk: an,i Tiyn _Tivn H+Zk: Oln,i |:Zi:85jl:|
i=l i=1 Jj=1
k i '
< an,o Y,—V, +Z an,i {285/—1}
i=1 j=1
+ian,i |:Zl:(lj 5i—_/¢j( y, =Ty, )+51’ y - :|
=l =1\J
k i A
S|V, V. —I—Z a,; {28511}
i=1 j=1
+ian,,- {Z[;] 5o |y, -1, )}
i=1 =
+Zk:an,i5i Y=V
i=1
k . k [ '
S(an’(ﬁz an,ié”j v, =V, +Z a,, 285_/—1}
i=1 i=1 | Jj=t
+ian,,- {ZC] 7o' (lv,—.l) |
i=1 = |
Ayni sekilde |y, —v || i¢inde aragtirirsak
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Yu =V

N N

> BT, > BT u,

m=l1 m=l

S
m ~m
Sz,ﬁn,m T"x,-T u,

m=1

S
S z ﬁn,m
m=1

S
< Z,Bn,m ‘T'”xn -T"u, ‘

m=1

s
+Z ﬂn,m
m=1

S
< Zﬁn,m ‘men _Tmun ‘

m=1

+i B 255-’_1}
m=1 L Jj=1
<30 3 o (-l

m=l1 L J=1 J

~m
m m m
T"x, -T"u,~*T"u, =T u,

~m
m
T"u,-T u,

x}’l

S

+> B 255-’_1}
. __’" m o
<2 B Z[ .]5'"'-’(/)-’( x, =¥, )}

L =1\ J
+ZS: ﬂn,mé‘m xn - un +ZS: ﬂn,m |:Zl: g5j1:|
j=1

m=1 m=1

esitsizligi elde edilir.

(5.8) ve (5.9)’ in birlestirilmesiyle

X

n+l un+1

ZS:IBn,m |: > [mj §m_j¢j (

m=1 Jj=1 .]

3B, I~ Y
m=1 m=1

+Zk: i {Zl: 6’ } +Zk: i {2( i-J 5p’ (
i-1 = i-1 J

J=1

k
< (an,(ﬁz an,ié")
i=1

x}’l _un
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X, —Txn”)}
B.. {is&"“}

!

v, — 1y,

(5.9)



k s
= [an,o +Z an,ié‘l Zﬂn,mé‘m n
i=1

m=1

+(an’o+ian,i5i S 4. i(}}&’"’ (I,
i=1 m=l

L J=1

+(an’0+zklan,i§" iﬂnm Zm:eﬁjl}

ﬂ
$ofgo [ 8w
(oEes|Enst
(anSas)Eas [’j}s’“ 1)

m=1

+{ an 0+ian15 n,m |:i5/ 1:|+zanl|:z5/ l:|}
i=1 m 1 j=1 i=1

Fe £ -mn)]

oldugu elde edilir.

Tx,

_Tyn

=Ty,

0

{a”’i}:o:O i=0 ...k’{ﬁ",’"}n:o m=l,..,s C[O,l) ve 56[0’1) OIdUéundan
ve ayrica (i) hipotezinden

1-a,,>a,, (5.10)
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n+1 un+1

(an,0+zk: an 151) ﬂn 111§m

+

m=1

+{ an0+ian15 n,m|:i5/ 1:|+zanl|:

< [1(15)216:0:,7’1.]2@,”15"7

i=1 m=1

i[85

j=1

k
DN
i=1

N

+2;aml 5 {;ﬂnm(l 5'")+ (1= 5')}

/

. (=[5 U@”

%wz%ﬁjzﬁm{[fkmfav—nm}

)

&
(1-6)’

|

",

+2(1-6)D.«a

i=1

esitsizlikleri saglanir veya buna denk olarak

(1--0%e

xn+1 - un+1

J

m=1

J=1

g gl

zZm{iU@vwwmqmﬂ

v, =Ty,

ﬂ

=" -5

oldugu elde edilir.

a,, u, ve n, asagidaki sekilde tanimlasin

a =

n

X —U

n n|l’
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ﬂ

Y _Tyn||):|

4¢ L3 (i
2 ) 51_./ J
k *(1—5)*2“""[;@} a

n,=(1-6)> a,, s

Teorem 3.1.44 den 1im||xn—p||:0 gosterilmisti. 7, (2.22) sartini sagladigindan ve

Ip = p € F; oldugundan Teorem 5.1.5" in ispatindakine benzer sekilde

liig||xn ~Tx,||= 11$2|| y,—Ty,[=0
olur ve ¢ surekli oldugundan
limg(|x, = Tx,||) = lim (||, =Ty, ) = lim ¢’ (|}x, = T, |) = lim ¢’ (||, = Tv,,]|) = 0

oldugu elde edilir. Boylece Lemma 5.1.4’ iin uygulanmasiyla

4e
(1-6)

|p—d| <

olarak elde edilir. Bu elde edilen sonug istenilen sonugtur.#
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BOLUM 6

SABIT NOKTA iTERASYON YONTEMLERININ YAKINSAKLIK HIZLARINININ
KARSILASTIRMASI

Tezin bu boélime kadar yapilan ¢alismalarinda bir sabit nokta iterasyon yonteminin
belirli operator siniflarinin sabit noktasina yakinsakliklari, bu algoritmalarin kararliligi ve
veri baglihg sonuclari gosterildi. Bu calismalar yapilirken genellikle benzer yontemler
izlenmistir. Bu nedenle hangi iterasyon yonteminin daha kullanisli olduguna karar
verme asamasina gecilmedi. Bu bélimde tanimlanan sabit nokta iterasyon yontemleri
ile literatirde mevcut olan diger iterasyon yontemleri karsilastirilacaktir. Ayrica yeni
tanimlanan sabit nokta iterasyon yontemlerinin neden tanimlandigi ve neden diger
iterasyon yontemlerininden daha kullanish oldugu gosterilecektir.

Bir iterasyon yonteminin kullanisli ve etkili olmasi igin iki dnemli dl¢lt gozéniine alinir.
Bunlardan birincisi sadelik ikincisi ise hizidir. Bu nedenle bir sabit nokta iterasyon
yontemi icin hizli olmak blyik 6nem arz etmektedir. Sabit nokta teoride, bahsedilen
bu durum “iterasyon yontemlerinin yakinsakliklarinin hizi” bashgi altinda literatiirde
cahisiimaktadir.

Sabit nokta teoride vyakinsaklik hizi ¢alismalarini  yapan birgok arastirmaci
bulunmaktadir. Bunlarin basinda Berinde gelmektedir. Bu calismada keyfi Banach
uzaylarinda Zamfirescu operator siniflarini kullanarak Picard iterasyon ydnteminin
Mann iterasyon yonteminden daha hizli oldugunu [177] galismasinda gosterilmistir.
Daha sonra Babu ve Prasad [178] calismalarinda Mann iterasyon yonteminin Ishikawa
iterasyon yonteminden daha hizl oldugunu gostermislerdir. Ancak hemen ardindan
Qing ve Rhoades aksi bir 6rnek ile bunun yanlis bir iddia oldugunu [179] ¢alismalarinda
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gostermislerdir. Bundan baska Berinde [180] tarafindan tanimlanan iterasyon
yontemlerinin yakinsaklik hizi karsilastirmasina olanak saglayan tanimi kullanarak diger
iterasyon yontemlerinin yakinsaklik hizi ¢aligmalarini bir¢ok arastirmaci devam
ettirmisleridir. Bunlardan baslicalari ([181]-[186]) seklinde listelenbilir.

Yukaridaki calismalar g6z onlinde bulundurularak tanimladigimiz (3.8) iterasyon
yontemi ve (3.24) iterasyon yonteminin sirasiyla (3.12) iterasyon yontemi ve (3.23)
iterasyon yontemlerinden daha hizli oldugu birer 6rnek yardimiyla gosterilmistir. Ayrica
bu orneklerin nimerik sonuclari birer tablo halinde verildi. Daha sonra bu tablolari
desteklemek icin nimerik sonuglarin grafikleri ¢izildi. Son olarak itarasyon
yontemlerinin ardisik iki adiminin arasindaki farkin sifira yakinsadigi tiirev garfikleri de

verildi.
Ornek 6.1.1 7:[0,1] > [0,1], Tx=§ bir déniisimini ele alalm. n=0,1,2,...,15 icin

\/;’ n 2 \/; n 2 \/;

0 sabit noktasina sahip bir zayif contraction donisiminin (2.19) sartlari sagladig

v,=¢, =6, =¢,=0ve n216 igin v, =¢, = olsun. T,

asikardir. Ayrica n>16 igin

4 12 12 21 2
v, =6, =—F,6,=———F=veg, =—+——=¢€|0,1|ve (_+_j=oo
N R AT At b P 3 ety
oldugundan yeni iterasyon ydntemi Ishikawa iterasyon ydnteminden daha hizlidir.

Bunu gostermek icin u, =w, #0 sirasiyla yeni ve Ishikawa iterasyon yontemlerinin

baslangi¢ degerleri oldugunu farz edelim.

ilk olarak yeni iterasyon ydntemini ele alalim. Bu durumda

U, =1-¢)u,+ & Tu + (g, —&) T((1-,) u,+ ¢, Tu,)
I 2 I 2
=(1—(5+ﬁJ]un+(E—ﬁjTun

(6.1)



ifadesi elde edilir.

ikinci olarak Ishikawa iterasyon yéntemini alalim ve yukaridaki islemleri onun icin de

gercekleyelim. Bu durumda

=(1-v)w,+ vT((1-¢)w,+ ¢, Tw,)
AR
J

w, +il [l—i]w +ilw
" Jn2 N RN (6.2)

i=16
ifadesi elde edilir. Simdi yukaridaki (6.2) ve (6.1) iterasyon yontemlerinin yakinsaklik

hizi tanimi kullanilarak hangisinin sabit noktaya daha hizli yakinsadigi asagidaki sekilde

gosterilir.




Ayrica

0<

I

i=16

oldugu aciktir ve

lim,,, ]]

1
i=16
olur. Bu ylizden ispat tamamlanir

sabit nokta iterasyon yonteminden

4i-8Ji—16

=i

| 4i-8Ji-16

|

i
4i-8i-16

|

i-4i

-0

. Yani yeni sabit nokta iterasyon yontemi Ishikawa

sabit noktaya daha hizl yakinsar.

Simdi Ornek 6.1.1’deki iddiamizi giiclendirici ve destekleyici bu iterasyon yéntemlerinin

sabit noktaya yakinsakligini gbsteren niimerik tablo ve grafikleri verelim.
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Cizelge 6.1 Ishikawa ve Yeni iterasyon yonteminin sabit noktaya yakinsama verileri

Adim Sayisi Yeni iterasyon Ishikawa iterasyonu
1. 1,990000000000000 1,990000000000000
2. 0,541618812060050 0,556472918237748
3. 0,147412531445900 0,155609099865344
4. 0,040121306615323 0,043513693420310
5. 0,010919826345371 0,012167935658745
6. 0,002972051946272 0,003402576213543
7. 0,000808904142975 0,000951478148280
8. 0,000220159648738 0,000266066242117
9. 0,000059920908248 0,000074401335777
10. 0,000016308689016 0,000020805190171
11. 0,000004438740086 0,000005817851703
12, 0,000001208093031 0,000001626872822
13. 0,000000328806991 0,000000454929983
14. 0,000000089491483 0,000000127214179
15. 0,000000024356920 0,000000035573490
16. 0,000000006629229 0,000000009947580
17. 0,000000001804279 0,000000002781688
18. 0,000000000491071 0,000000000777856
19. 0,000000000133655 0,000000000217516

20. 0,000000000036377 0,000000000060825
21. 0,000000000009901 0,000000000017009
22. 0,000000000002695 0,000000000004756
23. 0,000000000000733 0,000000000001330
24. 0,000000000000200 0,000000000000372
25. 0,000000000000054 0,000000000000104
26. 0,000000000000015 0,000000000000029
27. 0,000000000000004 0,000000000000008
28. 0,000000000000001 0,000000000000002
29. 0,000000000000000 0,000000000000001
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Eshikman ve Yerd [berasynn yontesnbarinin yakreakhkian

T S . . RO |- S
x
3§ ou
E
& IR}
0,002
n
Sekil 6.1 Ishikawa ve Yeni iterasyon yontemlerinin yakinsakliklari
hakaa v Yerd erssyan pintemberinin tinayi
i
£
z
LI
E
T
<
£
%

Sekil 6.2 Ishikawa ve Yeni iterasyon yontemlerinin tiirevleri

ey

Ornek 6.1.2 [186] S :[0,2]—>[0,2], S=(x+2)% ve n>15 igin (pn=% diger

durumlarda ¢, =0olacak gsekilde bir dénisim olsun. Bu dénusimin
1,521379706804570 € F(S) sabit noktasina sahip bir zayif contraction dénisim

oldugu kolayca goriilebilir. Ayrica bu dontsimiin Teorem 3.1.42 ’in tim sartlarini

ve {k }neN ayni baslangic kosullarina sabip sirasiyla MP

n

sagladigi aciktir. Eger {7, }

neN

(3.24) ve PM (3.23) sabit nokta iterasyon yontemleri iseler bu durumda {7z, } _ sabit

nokta iterasyon yoOntemi {k }neN sabit nokta iterasyon yonteminden

n

1,521379706804570 € F(S) sabit noktasina daha hizli yakinsar.
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iddiamizi kanitlamak icin &rnekte verilen dénisimiin iterasyonlar yardimi ile elde

edilen nimerik degerlerinin sabit noktaya yaklasimlari bir tablo ve iki grafik ile

gosterilmistir.

Cizelge 6.2 MP ve PM sabit nokta iterasyon yontemlerinin yakinsaklik verileri

Adim Sayisi MP PM
1. 1,990000000000000 1,990000000000000
2. 1,544499673873150 1,544874898372010
3. 1,522569021765430 1,522589308040770
4, 1,521441018705160 1,521442067123600
5. 1,521382867925110 1,521382921986440
6. 1,521379869786640 1,521379872573970
7. 1,521379715207650 1,521379715351360
8. 1,521379707237820 1,521379707245230
9. 1,521379706826910 1,521379706827290
10. 1,521379706805720 1,521379706805740
11. 1,521379706804630 1,521379706804630
12. 1,521379706804570 1,521379706804570

Cizelge 6.2 den MP (3.24) iterasyon yonteminin PM (3.23) iterasyon yonteminden daha
hizli 1,521379706804570 € F(S) sabit noktasina yakisadigi okunabilir. Burada iki

iterasyon yontemi ayni adimda yakinsak gibi gériinse de adimlar arasindaki farktan agik
bir sekilde MP iterasyon yénteminin PM iterasyon yéneteminden daha hizli sabit

noktaya yaklasimi kolayca gorilir.
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Sekil 6. 3 MP ve PM iterasyon yontemlerinin yakinsakliklar

Sekil 6.3 te MP (3.24) iterasyon yontemi kirmizi egri ve PM (3.23) iterasyon ydntemi
mavi egri ile ifade edilmistir. Gorildugl gibi kirmizi egri mavi egriye gore sabit noktaya

daima daha yakin hareket etmektedir.

WP v P Badesryandanen Toney Craddl

0La2H
DOEE
4.082

L

Sgrdigek Sl il or Bugrairedohii Fark

OO . -

¥ | F . I |
T L ot

Sekil 6. 4 MP ve PM iterasyon yontemlerinin tiirevleri

Sekil 6.4 te yakinsaklik hizinin daha net bir sekilde gériilmesi icin adimlar arasindaki
degisim oranini ifade eden tirev grafigi verilmistir. Bu grafik sayesinde hangi iterasyon
yonteminin degisimi sifira daha hizli yaklastigi olgilmektedir. Bu islem sayesinde
degisimin sifir oldugu yeri belirleriz ve sabit noktayl elde ederiz. Clnk{ sabit nokta
iterasyon yontemleri yardimi ile donlsimin sabit noktasi belirli bir adimda elde
edildikten sonra geriye kalan diger adimlar sabit nokta ile ayni degerde olur. Bu ylzden
sabit noktaya kadar olan adimlarda degisimin oldugu fakat sabit noktayl veren
adimdan sonraki adimlarda ise degisimin sifir oldugu kolayca Cizelge 6.2 den de

goralur. Bu nedenle turev grafikleri calismalarimizda énemli bir yere sahiptir.
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BOLUM 7

UYGULAMA

Sabit nokta teori, lineer olmayan denklemlerin galismasinda ¢ok dnemli ve glclu bir
arac¢ olarak ortaya cikmistir. Matematik biliminin hemen hemen her bransinda cok
sayida uygulamaya sahiptir. Ornegin, adi ve kismi diferansiyel denklemlerin, integral
denkelmelerin, lineer denklem sistemlerinin, dinamik sistemlerin kapali yoriingesinde
ve ekonomik dengede céziimlerin varligini kanitlamaktadir. Ozellikle sabit nokta
teknikleri; Biyoloji, Kimya, Ekonomi, Miuhendislik ve Fizik gibi farkh alanlara
uygulanmistir. Bu teknikler sayesinde Kontrol Teori’de, Oyunlar Teorisin’de, Katagori
Teori’de, Fonksiyonel denklemlerinde, integral denklemlerinde, Matematiksel Fizik'te,
Matematiksel Kimya’da, Matematiksel Biyoloji'lde, Matematiksel Ekonomi’de, A
Cebir’inde, Fonksiyonel Analiz’de ve diger bir¢ok alanda ¢ok verimli uygulamalar elde
edilmistir. Sabit nokta kavrami Analiz’de anahtar bir rol oynar. Ayrica sabit nokta
teoremleri random diferansiyel denklemlerde, Newton-Rapshon metoduna benzer
nimerik metodlarda, Picard’in varlik Teoremininde ve baglantili diger alanlarda varlik
teoride ¢ogunlukla kullaniimistir. Siralama (zerine kurulan sabit nokta teoremleri ise
Cebir'de, Otomata Teori’de, Matematik Dilbilimde, Lineer Fonksiyonel Analiz’de,
Yaklasim Teori’de ve Kritik Nokta Teori’de 6nemli bir yer edinmistir.

iterasyon yénteminin Liouville [58] tarafindan tanitildigi ve Cauchy tarafindan
kullanildigi bilinmektedir. Bu yontem ilk olarak Picard [59] tarafindan, adi diferansiyel
denklemler icin baslangic deger problemlerinin ¢6ziminin varligl ve tekligine iliskin

ispatinda sistematik olarak gelistirildi.
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Bu nedenle tanimlanan yeni iterasyon (3.8) yonteminin gecikmeli differansiyel
denkleminin ¢6ziminin varligi ve tekligine iliskin kullanish bir ara¢ oldugu asagidaki
uygulamada gosterilmistir.

Uygulama 7.1.1 Bu uygulamada C[a,b]  tim siirekli fonksiyonlarin uzayi

e, = max

x(t)—y(t)‘ Chebyshev normu ile donatilmistir. C[a,b] uzayi bu

tea,b]
norma gore Banach uzayidir. Daha fazla detay icin [187-188] referanslarina bakiniz.
Simdi

x'(t):g(t,x(t),x(t—r)), te[to,b] (7.1)

ve baslangi¢ kosulu
x(t)=o(1), te[t,—7.1,] (7.2)

olacak sekilde bir gecikmeli diferansiyel denklemini g6z 6niine alalim.
Asagidaki sartlarin saglandigini farz edelim.

Ci) t,,beR,z>0,
C;) g € C([ty.b]xR*, R},

G) ¢eC([t,-7.4].R),

C4) Her y,,4 €eR(i=1,2) ve K, >0 olacak sekilde 7 €[#,,b] igin
g (t.772) =g (.. 20| < K, [|1 = A+ 17, = &[]+ LIn =Ty

esitsizligi mevcuttur.

Cs) 2K, (b—1,)<1 .
(7.1)- (7.2) denkleminin ¢dziimiine gére x € C([to —r,to],R)ﬂC‘ ([to,b],R) olur.

Yukaridaki problem asagidaki gibi tekrar diizenlenebilir.

{(D(f)a te[to—r,to]
Ce) x(t): .

(0(t0)+J.;g(s,x(s),x(s—z'))ds, te[to,b]
Ayrica T:C([to—r,b],R)eC([to—r,b],R) déniistimii

(1), te(ty—1.1,]
g(s,x(s),x(s—r))ds, te [to,b]
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Berinde anlaminda zayif contraction sarti kullanilarak yukaridaki problemin ¢6zimi
iterasyon yardimiyla asagidaki teoremde verilmistir.

Teorem 7.1.2 C;)-Cs) sartlarinin gerceklendigini kabul edelim. Bu durumda (7.1)- (7.2)
problemi C([to —r,to],R)ﬂ C' ([to,b],R)’de bir tek ¢6ziime sahiptir.

ispat 7p = p olacak sekilde T’nin sabit noktasini p ile gdsterilir. T déniisiimii igin (3.8)
ile gosterilen sabit nokta iterasyon yontemini goz éniine alalim.

= p oldugu agikca goérilmektedir. Bu nedenle ¢e[t,b]

te[t,—17,t,] igin lim

n—o0 xrl

olmak Uzere.

102



x,.— 2, =[(1-¢)x, + &ETx, +(5,—&) Ty, — p,

<(-g)|x, = ol + (5, = )Ty, = o[, + & [Tx, - ],
<(-g)lx, =l + (5, =) max [Ty, (1)=Tp(1)
+&, max [Tx, (1)=Tp (1)
(p(t0)+J.t: g(s,yn (s),yn (S—r))ds
<(l-¢)|x, = pl, +(5,=&,) max ,
07> _¢(t0)—jtog(s,p(s),p(s—z’))ds
(p(t0)+.|.; g(s,xn (s),xn (S—r))ds
+é:n telilt’l?f(b] !
0. _(p(to)—.[tog(s,p(s),p(s—r))ds
: g(s,yn (s),yn (s—z'))ds
<(-g)lx, = pl, +(c,=&,) max [
R B tog(s,p(s),p(s—z'))ds
J‘t g(s,xn (S),Xn (s —r))ds
+g, max [
iy _J'tog(s,p(s),p(s—z'))ds

< (l-gn)”xn —p||w +(g, —fn)ter[ga}fb] J‘;‘g(s,yn (s),yn (S—r))—g(s,p(s),p(s —r))‘ ds

g(s,xn (s),xn (s—z’))—g(s,p(s),p(s—T))‘ds
Ko [lya(s)=p(s)+ yn(s—f)—p(s—f)\]]
+L|y, (s)—Tyn (s)‘

A

+L‘xn (S)—Txn (s)‘

t
+ max J-
gn te[to—r,b] 1

<(l-) ds

te[lo—r,b]

x, =l +(¢,~&,) max jt{

sekilinde olur. Bu ylzden
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Xn+ _p”OO S(l_gn) Xa _p”oo
+(6, = 5K, (b=1,) max {ly, (6)-p(e)+

(6, = &L (b=1) max |y, (1) =7y, (1)
+&K, (b-1,) max {lx, (6)=p(1)]+]x, (1) p (1)}

ety —r.b]
x, (1) =T, (1)
L6, —&)2K, (b~ )ter[gax]
+&,2K, (b—l‘o)telilgé_l:fb] X, (t)—p(t)‘
=(-g,)

x, = p|, + (s, —E)2K, (b—1,)]|y
+&,2K, (b1, - 7|,

=(l-g, +&,2K (b=, ))|x, — p|, + (5, —£)2K  (

yo ()= p(2)]}

+&,L(b—t,) max

te[z‘o —r,b]

v ()-p(e) 73

-7,

~1,) yn—p”w

esitsizligi elde edilir. Benzer yol ile devam edilerek ||yn —p||w icin de

- ol =[a-g)x,+ &%, - p|,

=7l
=1-¢,)| x, - . =T,
pll +C max [T, (1)=Tp )
(p(t0)+_|.: g(s,xn (s),xn (S—T))dS
=(1-¢,)| x, = p|, + ¢, max '

tefty—7.b] _w(to)_‘[;g(s’p(s),p(S—T))dS

j-:g(s X (S) X, (s—r))ds
=(1-¢,)

X —p|| + ¢, max

tefty—7,b] _J‘ S ’[))ds
=7,
+ &, [er[rtza_lfb]j; g(s,xn (s),xn (s—r))—g(s,p(s),p(s—z‘))‘ds
<(1-¢)| x, - p|,
L ¢ max J.t _Kg[xn(s)—p(s)‘+x (s z')—p(s—z')u "
<lo=ebl*o) 4 L, (s) - Tx, (s)‘

esitsizligi bulunur. Bu nedenle
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y.—p|, <(1-¢)| %, - 2|,

+ K, (b=t) max x, (1) p(0)]+

X, (t) —TIx, (t)‘

%, (1)=p()}
+¢& L(b—1,) max

tefty—7,b]
<(1-¢)| x, - 7|,

+ 2K, (b—to)ter[ltlz_lgib] x, (1) p(t) (7.4)

x, (£) =T, (1)

+&,L(b—t,) max

te[to—r,b]
<(1-¢)| x, - ol + 2K, (b—1,)|x, — |,
+§nL(b—t0) x, =T, |

=(1-¢, (1= 2K, (b=1)))|
istenilen esitsizlige ulasilir. (7.4) esitsizligi (7.3) esitsizliginde yerine yazilirsa
Xy =Pl <6, +£,2K (b=1,))[x, - p|,
+(g, —£)2K, (b=1,)(1-¢, (1- 2K, (b—1,)))]
l-g, +&,2K, (b—1,)
| e, — 502K, (b-1,) (1€, (1= 2K, (b=1,)))

Xn _p”oo

Xn _p”oo

Xn _p”oo

1- 2K, (b—1,) ve ¢, > &, oldugundan

X =P, < (1€, (1= 2K, (b=1,) ) [x, = P,

yazabiliriz. g“n(l— 2Kg(b—t0))=,un<1 ve |

X, —p||w =s, alirsak Lemma

X, —p||oo =0 sonucunu dogur.

n—»o0 |

3.1.26'nin sartlari saglanmis olur. Bu da lim
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BOLUM 8

SONUC VE ONERILER

Bu calisma; literatlir Ozeti, tezin amaci ve hipotezi iceren “Giris bolimi{”, esas
sonuglara temel teskil eden “Temel kavramlar bélimid”, yeni tanimlanan (3.8), (3.24),
(3.25) ve (3.30) iterasyon yontemlerinin kuvvetli yakinsakliklari ve literatlrdeki diger
iterasyonlar ile yakinsakhk denkliklerini iceren “Bazi sabit nokta iterasyon
yontemlerinin yakinsakliklari ve yakinsakliklari arasindaki denklik bélimu”, (3.8) ve
(3.24) sabit nokta iterasyon yontemlerinin karaliigini gosteren “Sabit nokta iterasyon
yontemlerinin kararhhg bolimi”, (3.24) ve (3.25) sabit nokta iterasyon yontemlerinin
veri baglligl sonuglarinin kanitlarini igeren “Bazi iterasyon yontemlerine karsilik gelen
dontsimlerin sabit noktalarinin veri baglihg bolimd”, (3.8) iterasyon yonteminin
(3.12) Ishikawa iterasyon ydénteminden daha hizli oldugunu gésteren Ornek 6.1.1'i ve
MP (3.24) iterasyon yonteminin PM (3.23) iterasyon yonetminden daha hizli oldugunu
gosteren Ornek 6.1.27yi iceren  “Sabit nokta iterasyon ydntemlerinin yakinsaklik
hizlarinin karsilastirmasi bolimi”, (3.8) sabit nokta iterasyon yonteminin gecikmeli
differansiyel denklemlerin ¢éziimlerini bulmak icin etkili bir ara¢ oldugunu kanitlayan
“Uygulama bolimi” ve “Sonuc ve Oneriler bolimd” olmak Uzere 8 boélimden
olusmaktadir. Tezin timu (3.8), (3.24), (3.25) ve (3.30) sabit nokta iterasyon yontemleri
ve bu iterasyon yontemlerinin kuvvetli yakinsakliklarini gostermek igin kullanilan
geometrik Ozellikler Ustiine kurulmustur. Baslangicta (3.8) iterasyon yontemi
tanimlanip Teorem 3.1.28 Banach uzaylarinda zayif contraction déntisim siniflari igin
giclt yakinsakligini ifade eden teorem ispatlanmis ve ardindan bu iterasyon

yonteminin literatirdeki diger iterasyon yontemleri ile yakinsaklik denklikleri Teorem
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3.1.47 de gosterildi. Ayrica (3.8) iterasyon yonteminin kararlihgr Teorem 4.1.2 de ve

(3.12) Ishikawa iterasyon yonteminden daha hizli oldugu hem analitik ve hemde

niimerik olarak Ornek 6.1.1 de sunuldu. Bu iterasyon ydntemi icin son olarak, C[a,b]

tiim siirekli fonksiyonlarin uzayr |x -y, =max o] ‘x(t) —~ y(t)‘ Chebyshev normu ile

donatilmis ve bu norma gdére Banach uzay1 oldugu bilindiginden

x'(t)=g(t,x(t),x(t—2')), te[to,b] (7.1)
denklemi ve baslangi¢ kosulu
x(t)=o(t), te[ty—7.1,] (7.2)

olacak sekilde bir gecikmeli diferansiyel denkleminin (3.8) iterasyon yontemi ile
¢cozlimiine ulagildigi Teorem 7.1.2 ile kanitlandi. Daha sonra (3.8) ve (3.9) iterasyon
yontemlerinin melez hali olan halpern tipinde iterasyon yontemleri tanimlanip Teorem
3.1.38 de J normallestirilmis dualite doniistimiine sahip bir Banach uzayinda
demiclosed o6zelligi ve projeksiyon doniisiimlerinin ozellikleri kullanilarak (3.30)
iterasyon yoOnteminin quasi-nonexpansive doniisiim siniflar1 altinda kuvvetli yakinsak
1 o0
oldugu gosterildi. Halpern tipli (3.30) sabit nokta iterasyon yonteminde Z Coi = ZC ni
i=1 i=1
almirsa J normallestirilmis dualite doniisiimiine sahip bir Banach uzayinda demiclosed
ozelligi ve projeksiyon doniisiimlerinin 6zellikleri kullanilarak (3.30) iterasyon

yonteminin quasi-nonexpansive donlisim siniflar1 altinda kuvvetli yakinsak oldugu

Teorem 3.1.39’da gosterildi. Teorem 3.1.40’ta J, zayif dizisel dualite doniistimiine

= rolmak tizere D(4,) <= C <[ R +r4,) olacak

>0

sahip bir Banach uzayinda /im

n—)w”;l

sekilde {4}

eN{0) accretive operatorlerin sonsuz bir ailesi ve (3.30) iterasyon

yénteminde T nin yerine J* =(I+7,4)" Anin resolvent operatérii kullanilarak

olusturulan yeni Halpern tipli iterasyon yénteminin sunny nonexpansive retraction
donlisimi altinda kuvvetli yakinsak oldugu ifade edildi. Teorem 3.1.40 tan farkh olarak

J, zayif dizisel dualite donlsiimine sahip bir Banach uzayr yerine Gateaux

diferansiyellenebilir norma sahip bir Banach uzayinda ayni iterasyon yontemi A nin
resolvent operatorii kullanilarak belirli sartlar altinda sunny nonexpansive retraction

donlisimi icin kuvvetli yakinsak oldugu Teorem 3.1.41’de ifade edildi.
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Yukarida bahsedilen ¢alismalarin ardindan tezin énemli bir pargasini olusturan (3.24)
ile ifade edilen Mann-Picard iterasyon yontemi tanimlanmis ve bu iterasyon
yonteminin kuvvetli yakinsakligi, kararliig, Mann iterasyon yontemi ile yakinsaklik
denkligi ve veri baglihgi sonuglari weak contraction dontsimler igin Banach
uzaylarinda belirli sartlar altinda sirasiyla Teorem 3.1.42, Teorem 4.1.3, Teorem 3.1.46
ve Teorem 5.1.5 de sunuldu. Bilindigi gibi (3.23) iterasyon ydntemi arastirmacilarin
yogun bir ilgisine sahiptir. Clnki literatiirde mevcut iterasyon yontemlerinden ayri
olarak sadelik ve hiz bakimindan énemli bir avantaja sahiptir. Bu nedenle bu iterasyon
yontemi kadar sade ve daha hizli bir iterasyon yonteminin ne sekilde tanimlanabilecegi
hususu arastirildi ve sonuc olarak MP iterasyon yontemi tanimlanip yukaridaki sonuclar
ispatlandi. Ancak bu iterasyon yonteminin PM iterasyon yonteminden daha avantajl
kullanima sahip oldugunu gésteren Ornek 6.1.2 verilip bu 6rnegi destekleyen bilgisayar
programlari yardimiyla gizilen grafikler ve nlimerik degerleri iceren tablo verildi.

Son iterasyon yontemi olarak Kirk (3.10) ve MP (3.24) iterasyon yontemlerinden
faydalanarak Kirk-MP (3.25) iterasyon yontemi tanimlandi. Daha sonra bu iterasyon
yonteminin kuvvetli yakinsakhgi, (2.22) contractive-like donlisim sinifi kullanilarak
Lemma 3.1.43 yardimiyla Banach uzaylari icin Teorem 3.1.44 de ispatlandi ve veri
baglihg

her neNiginl-«a,,>a,,,

e

VieN icin HT”z—ﬁz

sartlari altinda Teorem 5.1.6 da gosterildi.

Literatlirde sabit nokta iterasyon yontemlerinin genel halleri Kirk-multistep, Jungck-
multistep ve Normal multistep ile sik¢a karsilasilir. Bu sabit nokta iterasyon yéontemleri
literatlrdeki en hizli iterasyon yontemleri oldugundan énemli bir yere sahiptirler. Bu

nedenle tezde tanimlanan iterasyon yontemlerinin multistep tipleri yapilabilir.
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