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OZET

UC BOYUTLU HUCRESEL DONUSUMLERIN KARAKTERIZASYONU

Ferhat SAH
Matematik Mihendisligi Anabilim Dal

Doktora Tezi

Tez Danismani: Prof. Dr. Fatih TASCI

Bu calismanin birinci bélimiinde, literatiir zeti, tezin amaci ve hipotez verildi. ikinci
bélimde ise bir ve iki boyutlu hiicresel dénisiimlerin tanimlari verildi. Ugiinci

bélimde Z, tzerinde bir ve iki boyutlu lineer hiicresel déntsiimlerin bazi 6zel kurallar

vasitasiyla temsili matrisleri incelendi. Daha sonra Khan ark. [6] ve Choudhury
ark.[4])'nin iki boyutlu lineer hiicresel déntstiimler lizerinde periyodik sinir sarti ve sifir
sinir sarti altinda yaptiklari calismalar incelendi. Elde edilen sonuclar U¢ boyutlu

hiicresel donistimler lizerine genisletildi.



Dordinci bolimde, li¢c boyutlu hiicresel donlisim tanimlandi ve 6zel bir yerel kural
belirlendi. Bu yerel kural yardimiyla ti¢ boyutlu hiicresel dontsimlerin periyodik ve sifir
sinir sarti altinda temsili matrisleri elde edildi. Bu temsili matrislerin bazi 6zellikleri
incelendi. Ayrica periyodik sinir sarti altinda elde edilen temsili matrisin bazi 6zel

durumlari ele alindi. Z_ Uzerinde temsili matrisin terslenebilirligini belirlemek igin

m
onemli bir teorem elde edildi ve bu teorem yardimiyla biyik boyutlu matrislerin

ranklari hakkinda kesin yargiya varildi.

Son bolimde ise U¢ boyutlu hiicresel dontisimlerin ¢ekici noktalari, devir uzunlugu ve

gecis uzunlugu ile ilgili bazi uygulamalar verildi.

Anahtar Kelimeler: Hiicresel Dontisiimler, Matris Cebiri, Sifir Sinir Sarti, Periyodik Sinir
Sarti, Temsili Matrisler, Cekici Noktalar, Devir Uzunlugu, Transient Uzunlugu
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ABSTRACT

CHARACTERIZATION OF THREE DIMENSIONAL CELLULAR AUTOMATA
Ferhat SAH
Department of Mathematical Engineering

PhD. Thesis

Adviser: Prof. Dr. Fatih TASCI

In the first section of this study, the literature, the aim of the thesis and the hypothesis
were given. In the second section, definitions of one and two dimensional cellular
automata were given. In the third section, representation matrix of one and two

dimensional linear cellular automata over Z, generated by some special rules were

investigated. After that, the the papers which Khan et al. [6], and Choudhury et al. [4]
studied two dimensional linear cellular automata under the periodic and the null
boundary conditions, were investigated. The obtained results were extended to three

dimensional cellular automata.
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In the fourth section, three dimensional cellular automata was defined and a special
local rule was determined. The representation matrices of three dimensional cellular
automata were obtained under the null and the periodic boundary conditions with the
help of this special local rule. Some properties of this representation matrices were
examined. Furtheremore, some special cases of the representation matrix, which was
obtained under the periodic boundary condition, were handled. An important

theorem to determine the reversibility of three dimensional cellular automata over Z

was obtained and a final judgment about the rank of large matrices was agreed with

the help of this theorem.

In the last section, some applications of attractors, cycle length and transient length

for three dimensional cellular automata were given.

Keywords: Cellular Automata, Matrix Algebra, Null Boundary Condition, Periodic
Boundary Condition, Representation Matrix, Attractors, Cycle Length, Transient

Length.

YILDIZ TECHNICAL UNIVERSITY
GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCE
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BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Hicresel Donlstim (cellular automata, kisaca CA) ilk olarak fizik, biyoloji alanlarinda ve
bilgisayar biliminde modellemeler elde etmek igin kullaniimstir. CA teorisi Ulam ve Von
Neumann (1966) [11],tarafindan ilk olarak incelendi. Daha sonralari bircok arastirmaci
karmasik bir sistemin davranislarini modellemek icin CA’nin incelenmesine ilgi
duydular. Hedlund (1969)[24] sadece matematiksel bir bakisla CA’yi sistematik olarak,
Wolfram (1983)[12] polinom cebirlerinin yardimiyla, Pries (1986)[8] polinom
cebirlerinin benzer bir tirtine dayanarak grup 6zelliklerini agiklamak igin ve Inokuchi ve
ark. (1998)[5] 156 kural tarafindan dretilen bir boyutlu CA’nin davranislarini

gozlemlemek icin incelediler.

iki boyutlu CA (2D CA)'larin fizik, biyoloji, matematik ve diger bilimlerde yaygin

uygulama alanlarina sahip olmasi nedeniyle son yirmi yildan beri pek ¢ok bilim dalinda

bu CA’larin incelenmesi hiz kazanmistir. Diger taraftan iki boyutlu CA (2D CA) igin

calismalara Packard ve Wolfram (1985)[7] de 5 komsuluklu CA’ya bagli olarak iki

boyutlu CA Uzerinde bazi gozlemlerde bulunarak baslamislardir. Das ve ark. (1993)[3]
1



matris cebirlerinin yardimiyla bir boyutlu CA’nin karakterizasyonunu genislettiler ve
lineer CA'nin teoriksel analizi i¢in yeni bir yontem takdim ettiler. CA’nin analizini
polinom cebirlerine dayandirdilar. Ayni zamanda bu yeni yontemle hybrid CA’larin
analizi yapildi. Elde edilen karmasik dinamik sistemin incelenmesi igcin CA’nin matris

karakterizasyonu formiiliize edildi.

Khan ve ark. (1997)[6] Z, cismi Uzerinde en yakin komsuluklu 2D CA lineer

déniisiimleri incelemek icin bir ¢éziim yolu gelistirdiler. iki boyutlu lineer CA lari
ayirmak igin gelistirdikleri metod ve farkli kurallar ile 2D CA’ larin periyodik sinir sarti

altinda karakterizasyonunu incelediler.

Choudhury ve ark. (1999)[2] Z, cismi Uzerinde 2D CA’larin 6zel bir hybrid

doénisimiinin karakterizasyonunun en genel halini verdiler. Ayrica diger bir ¢alismada
Choudhury ve Dihidar (2004)[4] matris cebirleri yardimiyla bir boyutlu CA teorisini

genisleterek 2D CA’ larin karakterizasyonunu elde etmislerdir.

Ying ve ark. (2009)[13]Z, cismi lzerinde 2D CA lar igin verilen bir konfiglirasyonun
hangi durumda “Cennetin Bahgesi (Garden Of Eden)” olacagini belirlediler ve
“Cennetin Bahcesi (Garden Of Eden)” sayisini bulmak icin bir algoritma verdiler.

Akin ve ark. (2009)[1] Z, cismi lzerinde 2D CA’larin 6zel bir hybrid déntgiiminiin

karakterizasyonunun en genel halini vermiglerdir.

Siap ve ark. (2011)[9] Z, cismi uzerinde bazi 6zel kurallarla 2D CA’larin 2460N ve 2460P

0zel kurallarinin periyodik ve sifir sinir sart altinda bazi karakterizasyonlari

incelemislerdir.

incelenen CA’lara karsilik gelen kural (temsili) matrislerin tersinin olup olmadigi dnemli
bir problem olarak ortaya cikmistir. Eger ilgili CA’nin kural matrisinin tersi varsa bu
durumda bu matrise karsilik gelen CA’ya terslenebilirdir denir. Eger CA terslenebilir
degilse bu durumda alinan bir konfiglirasyonun “Cennetin Bahcesi(Garden Of Eden)”

‘nin sayisi arastirilir. Siap ve ark.(2010)[10]'nin Z, cismi Gzerinde 2460N kurali ile Ureti

len 2D CA’larin 6n gorintisid altinda verilen herhangi bir konfigiirasyonun “Cennetin

Bahcesi(Garden Of Eden)” sayisini elde etmislerdir. Cinkir ve ark. (2011)[18] yilinda



Z,cismi Uzerinde bir boyutlu lineer hucresel donlgimlerin terslenebilir olup

olmadigini r =2 igin periyodik sinir sarti altinda incelemislerdir. Akin ve ark. (2012)[17]

yihnda Z cismi Gzerinde bir boyutlu lineer hicresel dontstimlerin terslenebilir olup

olmadigini r =1 igin yansimali (reflektif) sinir sarti altinda incelediler.

Bununla birlikte ¢ boyutlu hiicresel dontisimlerle ilgili ¢ok fazla ¢alisma olmamistir.
Tsalides ve ark. (1989)[14] lg¢ boyutlu hiicresel donlisimler ve uygulamalari ile ilgili bir
calisma yapmislardir. R.W.Gerling (1990)[25] yilinda yaptigi ¢alismada 3D CA lar

siniflandirmigdir.

Jan Hemmingsson (1992)[15] yilinda 3D-CA’ larin quazi periyodik davranislari tizerinde
calismalar yapmistir. S.G.R. Brown ve N.B.Bruce ise (1995)[26] yilinda yaptiklari
calismada 3D CA’larin serbest gelisimini modellemeye calismislardir. E.G. Leubeck ve
M.C.M. Degunst (2001)[27] yilinda yayinladiklari makalede 3D CA lari kullanarak
hiicresel bozulmalarin analizi Ulzerinde calismislardir. Alexandra Agapie (2010)[28]

yihinda 6zel bir durumdaki 3D CA i¢in sabit dagilimin basit bir formunu vermistir.

1.2 Tezin Amaci

Bu tezde 3D CA’larin komsuluk durumlarini tanimlayarak, bu komsuluklarin g¢esitli sinir
sartlari altinda elde edilen temsili matrislerin terslenebilirligi hakkinda incelemeler
yapilip bu temsili matrislere karsilik gelen hiicresel dontslimlerin terslenebilir olup
olmadigi durumlar hakkinda bilgi verilecek ve bu matrislerin karakterizasyonlari

Uzerinde durulacaktir.

1.3 Hipotez

Bu calismada Ui¢ boyutlu hiicresel dontsiimler ve bu dénlsimlerin komsuluk durumlari
tanimlanmistir. Bu komsuluklarin sifir ve periyodik sinir sartlari altinda temsili
matrislerini elde edilmistir. Ayrica temsili matrislerin terslenebirligi ile hicresel
donustmlerin terslenebilirligi arasinda birebir bir baglanti oldugu gorilmustir ve bu

durum mevcut tezimizin hipotezini olusturmustur.



BOLUM 2

TEMEL KAVRAMLAR

Bu bolim olusturulurken; Cellular Automata: Additive Cellular Automata: Theory and
Applications, (1997) [29] isimli kitapdan ve Hiicresel Donlisiimlerle Hata Duizelten

Kodlar(2012)[22] adli tezden faydalanilmistir.
2.1 Hiicresel Doniisiimerle ilgili Bazi Temel Kavramlarin Tanimlari

2.1.1 AnaKavramlar

Z,, ={O,l, 2,...,m—1} halkasi verilsin. X:(Xn)::: iki tarafli sonsuz bir dizi olsun. Bu

sekildeki dizilerin uzayr ZZ ile gésterilir. Yarigapi r olan f yerel kurali f:Z2™" > Z_

olmak Uzere f(Xr,...,xr)=(281.xij(modm) ile tanimlansin. Bu f vyerel kural ile

i=—r
Uretilen F :Zf1 —>Zﬁ donisimiine toplamsal (additive) CA denir. Bu doniisim ise

asagidaki gibi tanimlanir:



n

i=—r

Fx=(y,)"" v, = f(xnr,...,xnﬁ):(zaixnﬂ

j(mod m) . (2.1)

3D CA’e giris yapmadan once bir boyutlu CA ve iki boyutlu CA lzerinde kisa bir bilgi

verelim. Z, uzerinde tanimlanan bir boyutlu CA yapisi her birinin degerini O veya 1

olarak kabul edilen hiicre veya bloklarin bir 6rglisii olarak dusiinilebilir (Das ve ark.,

1990). [16].

Genellikle karelerden olusan, ancak li¢ggen, besgen, altigen vb. gibi baska geometrik

sekillerde de olabilen bitisik hiicrelerin sonsuz bir dizisini (latis agini) distinelim. Bu

hiicre dizisini L, ile gosterelim. Burada d hcre dizisinin boyutunu géstermektedir.

i-1 i

i+1

Sekil 2. 1  Bir boyutlu hiicresel donlisiim icin latis kesiti[22].

Ornegin r=1 (Sekil 2.1) iken reel eksen boyunca yan yana dizilmis tek bicimli

geometrik sekillerin bir dizisi, r=2 (Sekil 2.2) igin dizleme yayilmis tek bigimli

geometrik sekillerin iki boyutlu bir dizisini dlsinebiliriz.

t t t
Xicvig | Xivp) | Xiwin
1 1 t
X; Xia | Xija)
t t t
Xivnj) | X | Xisnjon

Sekil 2.2 iki boyutlu hiicresel déniisiim igin latis kesiti[22].



Her bir hiicre p>2olmak lGzere p farkli durumda (state) var olabilsin. Burada
p —tane durumdan her birinin geriye kalan diger p—1 durumdan fakli oldugunu
belirtmemiz gerekir. Yani D mimkin bitin durumlarin kiimesi olmak Uzere;

Z,=1{0,1,2,...m-1} =D seklinde yazilabilir. Bu kimedeki her bir eleman ile renkler,

dogal sirecler veya birbirinden kesinlikle ayirt edilebilen olgular arasinda birebir
eslesme yapilabilir. Ornegin; Z, :{O,l} kiimesindeki mimkin iki durum 0 ve 1 dir.

0=Beyaz (veya 0lu), 1=Siyah (veya canl) seklinde bir eslesme yapilabilir. Her hiicre

dogal sayilar ile eslesen ayrik zaman adimlarinda durumunu giincelleyebilsin.

Eger r =1 kabul edilirse, bu durumda bir hiicrenin bir sonraki durumu kendisine ve her
iki komsusuna bagh olarak duslinilebilir. Hicreler yalniz yerel komsuluga bagli

belirleyici kurallara gore ayrik zaman dilimlerinde gelisme gosterir.

Matematiksel olarak i. hiicrenin bir sonraki gecis durumu (i-1)., i. ve (i+1). hicrelerin
hali hazirdaki durumunun bir fonksiyonu olarak temsil edilebilir. f yerel kural ile

Uretilen bir CA

q (t +l) = (0, (t), q,, (1), G4 (1) (2.2)

olarak verilir ( Khan ve ark., 1997)[6].

Eger bir hiicrenin gelecek durum fonksiyonu bir dogruluk tablosu formunda ifade

edilirse, sonucun ondalik esdeger kismi, hiicrenin kural sayisi olarak adlandirilir.

Komsuluk Durum: 111 110 101 100 011 010 001 000

Gelecek Durum : 0 1 0 1 1 0 1 0 kural 90

Gelecek Durum : 0 1 1 1 1 0 0 0 kural 120



Yukarida verdigimiz iki CA kurali igin 2. ve 3. satirlar (t+1). anda i. hlcrenin karsilik
gelen durumlarini verirken en Ustteki satir t. anda 3 komsu hicrenin mimkdin olan tim

sekiz durumunu verir.
Simdi Z, cismi Gzerinde 2D CA’ larin tanimi verilsin. iki boyutlu Z? tamsay orglsiini

ve 0:Z*—{0,1} elemanl Q:{O,l}Z konfigiirasyon uzayi gdz oniine alinsin. Bir

neZ’ noktasindaki o ’nin degeri o, ile tanimlanabilir.u,u,,...,u, e Z® farkl

n

vektorlerinin bir sonlu kiimesi ve bir f :{0,1}s — {0,1} fonksiyonu verilsin.

F:Q—>Q genel gegis donusimi (Fo), = f(a o, ), n e Z? olmak tzere bir

N+Up !t N+

CAile f lokal kurali (Q,F) cifti olarak tanimlanir.

Matematiksel olarak (i, j) . hGicrenin bir sonraki (t+1) zamandaki durumu o hiicreye en

yakin olan komsuluklarin t. zamandaki durumuna baghdir. Bu durum asagidaki gibi

ifade edilebilir ( Khan ve ark., 1997)[6].

(t+1) (t) (t) () () (t) () () (t) ()

=f(z
_ (Z(I)

+z2 +z +z +z +Z
(i.§) (i+1,]) (i+1,j-1) (i,j-) (i-1,j-1) (i-1,})

(1) (t) (t)
vjey T2, +Z,,,,) (Mod2).

)

R DA 7
an ' Tan ! Ty ! Tain ' Ty T T4 T4 T 6y ) T e
(t) (1) (t) (t) (1)

(i,J)

(2.3)

+Z

Simdi sonraki bélimlerde kullanacagimiz tanimlari verelim.

Tanim 2.1.2 Bir hiicresel donlisiimde her zaman adimi ayni tiirden geometrik sekillerin

bir dizisinden olusur. Bu dizilerin her birine o0 zaman adimindaki konfigiirasyon denir.

iki boyutlu hiicresel déniisiimler icin her konfigiirasyon (Sekil 2.2) diizleme yayilmis tek
bicimli geometrik sekillerin iki boyutlu bir dizisi olarak dulstndlebilir ve her
glincellenmeden sonra elde edilen yeni konfigiirasyon da yine iki boyutlu bir

dizidir[22].



0 0 0

X1 X X t=0
1 1 1

Xi 1 Xi X1 t=1
n n n J—

X1 X X t=n

Sekil 2. 3 Bir boyutlu hiicresel donisiim igin n adimlik evirilme[22].

Sekil 2.3’de bulunan x; ifadesinde i bulunulan hiicrenin indisini t ise bulunulan zaman

adimini géstermektedir. Genellikle t =0 ani baslangig¢ konfiglirasyonu olarak alinir. Her
zaman adimindaki her bir hiicre durumunu mevcut durumu ve belli sayidaki
komsularinin durumlarina bagh olarak yeniden belirler. Yani her bir hiicre t+1 zaman
adiminda durumunu yeniden belirler. Bu durum giincellemesine evirilme denir. Belli bir
zaman adimindaki hiicreler durumlarini eszamanli (synchronous) ya da eszamanli
olmadan (asynchronous) evirebilirler. Ancak bu ¢alismada evirilme eszamanli olarak

duslinilecektir.

Tanim 2.1.3 Bir hiicre durumunu baska bir duruma evirirken ¢evresindeki esit sayida
hiicreden etkilenir. Etkilesim halinde bulunulan bu hicrelere komsu, sagdaki veya
soldaki hicrelerin sayisina da komsuluk yaricapi denir. Komsuluk yaricapini r ile

gosterecegiz[22].

r, komsuluk yaricapi olmak tizere bir boyutlu hiicresel dontsiimler i¢in bir komsulukta

toplam 2r +1 tane hiicre vardir. Bu durumda p bir hiicrenin bulunabilecegi mimkiin

2r+1

durumlarin sayisi iken toplam p tane mimkiin komsuluk durumu vardir. Mimkdin

komsuluk durumlarini N ile gosterirsek N :Zi”l olur. Bu durumda N kiimesinin

eleman sayisi p>™* dir. Ornegin; miimkiin durumlarin sayisi p = 2 ve komsuluk yarigap!

(2><1)+

r=1 olarak alinirsa toplam 2 '=8 tane mimkin komsuluk durumu vardir. Bu

durumlar



N={{1,1,1},{1,1,0}{1,0,1} {1,0,0} {0, 1, 1} {0, 1, 0}, {0, 0, 1}, {0, O, O} }
seklindedir.

Her bir hiicre durumunu bir nesil sonraki durumuna déndstirirken bu gegisi belirleyen
yerel gecis fonksiyonu adini verdigimiz bir kural kullanir. Bu fonksiyonu (kurali) genel

olarak asagidaki gibi tanimlayabiliriz.

Tanim 2.1.4 p>2 mimkin durumlar, r komsuluk yarigapi ve t=0,1,2,...,n ayrik

zaman adimlari olmak Gzere, Z, ={0,1,2,..., p—1} olsun.

f (Xit—v Xit' Xit+1) = Xit+l = Xit—l + Xit +X (mOd 2) (2.4)

i+1

seklinde tanimlanan fonksiyona bir boyutlu hiicresel doénuslimler icin yerel gegis

fonksiyonu denir. Bu tanim d -boyuta genellestirilebilir.

Gegis fonksiyonu belirleyici ya da olasilikl olabilir. Ancak bu ¢calismada belirleyici gegis

fonksiyonlarini tercih edecegiz. Bu fonksiyonlarin sayisi sonludur ve p>2 mimkin

durumlar, r komsuluk yarigapi olmak lizere toplam pp2r+1 tanedir[22].

Tanim 2.1.5 p > 2 mumkiin durumlar, r komsuluk yarigapi ve t ayirik zaman adimlari

olmak izere, Z ={0,12,..., p—1} olsun. f :Zir”—)Zp, aeZ,, i=12,.,2r+1 icgin

t+1 t t t t t t
X = f(Xi—r'xi—r+l""’xi—l’xi’Xi+l""’xi+r)
t t t t t t (2.5)
=8 X T Xy T F A X F A X A XKy F e Ay Xy (mOd p)
fonksiyonuyla belirli kurallara lineer kural denir. Bir boyutta toplam p** tane lineer

kural vardir.
Asagida ard arda verecegimiz li¢c tanim tim hiicresel dénistmler igin gegerlidir.
Tanim 2.1.6 Bir hiicresel donlisimde t-zaman adimindaki bir konfigiirasyonu meN

olmak Uzeret+m-zaman adimindaki baska bir konfiglirasyona dénustiren fonksiyona

f> ile gosterilir. Burada neZ"

global gegis fonksiyonu denir ve F=<f1, | P
baslangic dizisindeki hicrelerin sayisi ve f,i=12,...,n ler de vyerel gegis

fonksiyonlandir.



Matematik diliyle ifade edecek olursak; C tiim konfiglirasyonlarin kiimesi olmak lzere

F:C—C,her ceC igin F(c)=c',c'eC olarak ifade edilebilir[22].

Tanim 2.1.7 Eger bir baslangi¢ dizisindeki tim hicreler ayni yerel gecis fonksiyonunu
kullanarak bir sonraki zaman adiminda durumlarini belirliyorlarsa ya da diger bir
ifadeyle global gecis fonksiyonu tamamen ayni yerel gegis fonksiyonlarindan

olusuyorsa bu hiicresel donitsiime tekbicimli (uniform) hiicresel donisim denir[22].

Tanim 2.1.8 Eger bir baslangi¢ dizisindeki hiicreler bir sonraki zaman adiminda
durumlarini belirlerken farkl yerel gegis fonksiyonlari kullaniyorlarsa ya da global gegis
fonksiyonunda bulunan yerel gecis fonksiyonlarindan en az bir tanesi digerlerinden

farklhysa bu hiicresel donlisime melez (hybrid) hiicresel donlisim denir[22].

Not: Yukarida yaptigimiz tanimlamalardan sonra d boyutlu bir hiicresel dénisum; L

d

hiucrelerin d -boyutlu bir dizisi (latisi), D mimkin durumlarin kiimesi, N mimkin

komsuluk durumlari ve f vyerel gecis fonksiyonu olmak tizere CA=[Ly,D,N, f]

seklinde bir dortli ile ifade edebilir.

Tanim 2.2 Bir Boyutlu Hiicresel Déniisiimler igin Sinir Sartlari

Bir hiicresel donlisimde verilen bir baslangi¢ dizisinin (konfiglirasyonunun) durumunu
bir bagska duruma evirebilmesi igin verilen her hiicrenin komsularinin belirli olmasi
gerekir. Bu sebeple herhangi bir boyutta evirilmenin olabilmesi icin baslangi¢ dizisi
sonlu olmaldir. Bu durumda verilen bir baslangi¢ dizisinde sinirda bulunan hiicrelerin
komsulari tanimlanmalidir. ilk olarak bir boyutlu hiicresel dénisiimler igin sinir

sartlarini tanimlayacagiz.

Tanim 2.2.1 r<n komsuluk yaricapi olmak ({zere C‘=[x;,x;,...,x;], t-zaman
adimindaki konfiglirasyon olsun.

1) Eger her t-zaman adimindaki dizinin sol bastaki teriminin soluna r tane sifir ve sag
bastaki teriminin yanina da r tane sifir eklenerek sirasiyla sol ve sag bastaki hiicrelerin
sola dogru ve saga dogru komsuluklari belirleniyorsa bu sinir sartina sifir sinir sarti (null

boundary condition) denir[22].

10



N N
r-tane sifir r-tane sifir
Sekil 2. 4 Bir boyutlu hiicresel dontistimler icin sifir sinir sarti

ii) Eger her t-zaman adimindaki dizinin sol bastaki terimi ile sag bastaki terimi
bitisikmis gibi disinilerek dizinin u¢ kisminda yer alan hicrelerin r-tane komsusu
belirleniyorsa bu sinir sartina periyodik sinir sarti (periodic boundary condition)

denir[22].

\

I\ ) “
r-tane hiicre r-tane hiicre

Sekil 2. 5 Bir boyutlu hiicresel donlisiimler icin periyodik sinir sarti

iii) Eger her t-zaman adimindaki dizinin sol ugtaki hiicre degeri sola dogru komsuluk ve
sag uctaki hiicre degeri saga dogru komsuluk icin tekrar ediliyorsa bu sinir sartina

yansimali sinir sarti (reflective boundary condition) denir[22].

t t t t t t
Xl Xl Xl XZ X X Xn

n n

\

“ ) -
Ao A
r-tane hiicre r-tane hiicre

Sekil 2. 6 Bir boyutlu hiicresel donlsimler icin yansimali sinir sarti

11



Tanim 2.3 iki Boyutlu Hiicresel Déniisiimler igin Sinir Sartlar

1)Sifir (Null) Sinir sarti:

0 0 0 0 0
0 Xit,L i1 X.t4 j Xit—l, j+1 0
0 X1 | Xy | Xga | O
0 Xit+1, i1 X ] X, A j+ 0
0 0 0 0 0

Sekil 2. 7 iki boyutlu hiicresel dénistimler icin sifir (null) sinir sarti

ii) Periyodik Sinir Sarti:

xi +1,j+1 Xi +1,j-1 xi +1,j xi +1,j+1 Xi +1,j-1
Xit -1,j+1 Xit—l, j-1 X|t4 i Xit71, j+1 Xit -1,j-1
Xit, j+1 Xit, j-1 Xlt j Xit, j+l Xit, j-1
Xit+1, j+1 Xit+l, j-1 Xit+l, j Xit+1, j+1 Xit+l, j-1
Xit—l, j+1 Xit—l, -1 Xit—l, i Xit—l, j+1 Xit—l, -1

Sekil 2. 8 iki boyutlu hiicresel déniisiimler icin periyodik (periodic) sinir sarti

12




iii)Yansimali (Reflective) Sinir Sarti:

Xit—l, j-1 Xit—l, j-1 Xit—l, i Xit—l, j+l Xit—l, j+l
Xit -1,j-1 Xit—l, i1 Xit—l, i it—l, j+l |t -1,j+1
Xit, j-1 Xit, j-1 Xit, j Xit, j+l Xit, j+1
Xit+l, j-1 Xit+l, j-1 Xit+1, j Xit+1, j+L Xit+1, j+1
Xit+l, j-1 Xit+l, j-1 Xit+l, j Xit+1, j+l Xit+1, j+l

Sekil 2. 9 iki boyutlu hiicresel déniisiimler igin yansimali (reflective) sinir sarti

Tanim 2.4 iki Boyutlu Hiicresel Doniisiimler igin Komsuluk ve Sinir Sartlari

iki boyutlu hiicresel déniisiimler icin sinir sartlarini verdikten sonra, iki boyutlu
hlcresel dontigimler igin iyi bilinen iki komsulugu verelim. Bu iki komsuluk asagida

Sekil 2.10 ve Sekil 2.11’de verilmistir[22].

(a) (b)

Sekil 2. 10 iki boyutlu hiicresel dénisiimler icin r =1 iken (a) Moore komsulugu,

(b) Neumann komsulugu

13



(a) (b)

Sekil 2. 11 iki boyutlu hiicresel déniisiimler i¢in r =2 iken (a) Moore komsulugu, (b)
Neumann komsulugu

Yukaridaki sekillerde (Sekil 2.10, Sekil 2.11) acik gri renk ile verilen hiicre merkez
hiicreyi koyu gri renk ile verilen hicreler ise komsu hiicreleri géstermektedir. Bu iki

komsuluk disinda baska komsuluklar da tanimlanabilir.
Simdi ise bazi temel cebirsel tanimlari verecegiz:
Tanim 2.4 A= bir kime ve A, A da bir ikili islem olsun.(A,A) cebirsel yapisina
asagidaki aksiyomalari sagliyorsa bir grup denir:
i. A, A da bir ikili islemdir.
i.A isleminin A da Dbirlesme &zelligi vardir. Yani;Va,be A igin
aA(bAc) = (aAb)Ac
iii. A Isleminin A da birim elemani vardir. Yani;Vae A icin aAe=eAa=a olacak
sekilde Je € A vardir.
iv.A islemine goére A daki her elemanin tersi vardir. Yani; Vae A igin

aAa " =a'Aa=e olacak sekilde 3a* € A vardir.

Eger (A,A) bir grup ve Va,be A icin aAb=DbAa degisme o6zelligide saglaniyorsa

gruba degismeli veya abel grubu denir.

“awon

Tanim 2.5 A= kimesi Uzerinde tanimh ikili islem “+”ve olsun. (A +,.)

cebirsel yapisi VX, Y,z € A igin,

a)(A,+) degismeli bir gruptur;

b)“.” isleminin A da birlesme 6zelligi vardir. Yani; x.(y.z) =(x.y).z;

14



o n

c) “.” isleminin

“"

+ ” iglemi tGzerinde soldan ve sagdan dagilma 6zelligi vardir.

Yani, X-(Y+2z)=X-y+X-2, (X+Y)-Z=X-z+Yy-zsartlarini sagliyorsa bu yapiya halka

denir.

Tanim 2.6 Degismeli ve birimli bir A halkasinin sifirdan farkli her elemaninin garpma

islemine gore tersi varsa A halkasina bir cisim denir.

Tanim 2.7 A= bir cimle ve F, reel veya karmasik sayilar cismi olsun. Asagidaki

sartlar saglaniyorsa A ya F Uzerinde lineer uzay denir:
a) (A,+) bir degismeli gruptur.
b) VX,ye A ve a, €F olmak lizere asagidaki 6zellikler saglanir:
bi1) a-xe A dir.
b)) a-(X+y)=a-Xx+a-y
bs) (+f) - Xx=a-X+[-X
ba) (a-f)-x=a-(B-X)
bs) 1- X=X (Burada 1, F’ nin birim elemanidir.)

Tanim 2.8 A F cismi Uzerinde bir vektor uzayr ve B, A’'nin bir alt kiimesi olsun. B

kiimesi lineer bagimsiz ve B, A yi geriyorsa B ye F Uzerinde A’nin bir bazi (tabani)

denir.

Tanim 2.9 A F cismi lUzerinde sifirdan farkli bir vektor uzayi olsun. A’nin herhangi

bir bazindaki vektor sayisina A’nin boyutu denir.

Tanim 2.10 A:[aij]m ) olsun. A matrisinin satir uzayinin boyutuna A matrisinin

satir ranki denir.

Tanim 2.11 A:[aij] ) olsun. A matrisinin stitun uzayinin boyutuna A

mx

matrisinin sdtun ranki denir.
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BOLUM 3

HUCRESEL DONUSUMLERIN TEMSILi MATRISININ ELDE EDiLisi

Bu boliimde hiicresel donlisiimlerin karakterize edilmelerinde en 6nemli etken olan
temsili matrisleri nasil elde edecegimizi gésterecegiz.Temsili matrislerin elde edilme
yontemi birbirine benzer oldugundan sadece iki boyutlu hiicresel dénlisiimlerin temsili
matrisini elde edecegiz.Bir boyutlu hiicresel dénistiimlerin temsili matrisleride benzer
yolla elde edilebilir.(Hiicresel Donlsimlerle Hata Duzelten Kodlar(2012)[22] adli

tezden faydalaniimistir.)
3.1 Bir Boyutlu Hiicresel Doniisiimlerin Temsili Matrisin Elde Edilisi

Genel olarak r komsuluk yarigapi ve p mimkin durumlarin sayisi icin bir boyutlu

mumkiin lineer kurallar & € Z,, olmak tizere;

™= f(x,,x X X X oo X )

i i—r? i—r+1r e =1 o it Bigr

t t t t t t
= a1Xi—r + aZXi—r+1 +...t ar Xi—l + arJrlxi + ar+2xi+l +..+ a2r+1Xi+r (mOd p)

(3.1)
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ile verilebilir. F :<fl, fy fn> , tek bicimli (uniform) bir global gecis fonksiyonu olsun.

Bu durumda periyodik sinir sarti altinda F asagidaki gibi bir T matrisi ile temsil

edilebilir[22].

a a, .. a, 0 0 a., &, a, a,
oa ay, a, 0 0 a., s A,
i—-2 al—l ai a‘i+1 ai+r 0 O a|—r i-3

T — . . .
i+3 ai+r 0 O al—r al—l a'i a|+1 i+2
&, &, .. a, 0 0 &, .. a, & -

a‘i+l ai+2 a‘i+3 ai+r O 0 al—r al—l ai

Eger F tek bicimli (uniform) bir kural vektdri ve n=kxs seklinde bir bilesik sayi ise

T matrisini blok matrisler cinsinden ifade edebiliriz.

a'i ai+1 ai+r—1 a'i+r
&4 8 S N
A=| : : :
Qi r Gipp o 8 By ’
ai—r i-r+l ai—1 ai
a, a.,, .. a, a, a, 0 .. 0 0
0 a, - - 0 0
B= : : |C= : :
0 0 a, 8., a, &, - &, 0|
0 0 0 ai—r ai+1 ai+2 ai+r—1 ai+r
00 ..00
00 ..00O
O= Do
0 . 00
00 ..00

k xKk, (k =2r +l) tipinde karesel matrisler olmak uzere;
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OO0 .. AO
c O .. O A

seklinde yazilabilir. Eger bu gosterimdeki B ve C matrislerinin tim bilesenleri sifir

olarak alinirsa sifir sinir sarti altinda matris temsili yapiimis olur.
Ayrica X'=[X,X,,....X,] bir t zaman adimindaki konfigiirasyon olsun. Bu durumda

Xum=1m [Xt],(m e Z*) seklinde matris yardimiyla evirilme yapilabilir.

3.2 iki Boyutlu Hiicresel Doniisiimlerin Temsili Matrisin Elde Edilisi

Bu bélimde, Khan ve ark.(1997)[6]'nin Z, cismi lizerinde bazi 2D CA’larin karakterizasyo

nunu incelerken kullandiklari ydontemler agiklanarak, anlam butinliGginin saglanmasi ve
konunun daha iyi anlasilabilmesi i¢in bu islemler biraz daha ayrintii olarak
incelenmektedir. Khan ve ark. (1997)[6] nin verdigi bu yontem asagidaki gibi ifade

edilebilir.

iki boyutlu en yakin komsuluklu lineer CA da, CA’nin belirli bir hiicresinin gelecek
durumu, hicrenin hali hazirdaki durumundan ve ona en yakin olan sekiz komsu
hiicreden etkilenir. Farkh bagimliliklar gesitli CA kurallari ile hesaplanir. Bu tezde sadece

lineer kurallar g6z 6niine alinmaktadir. Ozel bir kural ile bu islemler yapilabilir.

Cizelge 3. 1 Komsuluklara gore kural numaralari

64 | 128 | 256
32| 1 2
16 | 8 4

Cizelge 3. 1 deki merkez kutu, hiicrenin hali hazirdaki durumunu ve diger butin kutular
o hicrenin en yakin sekiz komsulugunu belirtirler. Her bir kutunun icindeki numara,
hali hazirdaki hiicrelerin belirli komsuluklari ile is birligi yaparak kendi kural numarasini

belirler.
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Eger merkez hiicre sadece kendisine bagl ise bu durum “Kural 1” olarak adlandirilir.

Eger merkez hiicre sadece tepesindeki komsu hiicreye bagli ise buna “Kural 128”denir.

Bir hiicre, iki veya daha fazla komsu hiicreye bagh ise o zaman kural numarasi ilgili
hiicrelerin sayilarinin aritmetik toplamidir. Ornegin 2D CA Kural 171N (128+32+8+2+1),
sifir sinir sartlari altinda merkez hiicrenin bes komsusuna (Ust, sol, sag, alt ve kendisi)

baghdir.

2D CA’ larin davranisi bir matematiksel model ile analiz edilir. Hlcrelerin satir ve sttun

bagimhliklarini elde etmek igin;

010 000
T,=/0 0 1|veT,=|1 0 0
000 010

temel matrisler kullanilir.

Asagidaki Teorem, X, konfigurasyonunun belli bir 2D CA altinda 6telemesi ile elde
edilen yeni X,,; konfigurasyonunu nasil tespit edildigini belirtmesi agisindan énemlidir.

Ayrica, 2D CA’ larin karakterizasyonlari icin de son derece gereklidir.

Teorem 3.3 (1,2,4,8,16,32,64,128,256) kurallari ile elde edilen 2D CA lar X

t

konfigurasyonunu oteleyerek, X,,; konfigurasyonunu asagidaki sekilde temsil ederler

(Khan ve ark., 1997)[6]:

Kural 1 =[X,,]=[X,],

Kural 2 :>[Xt+1]=[xt][T2],
Kural4 = [xt+1]=[Tl] [Xt] [Tz] ’
Kural 8 = [X.,]=[T.][X.].

Kural 16 = [X,,,]

1
—
e |
[ —
| |
X
—_
[ —
—
—
—
~

Kural 32 = [ X, ]=[X.][T] .

Kural 64 = [ X, |=[T,][X][T] -
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Kural 128 = [ X,,,]=[T,] [ X.],

Kural 256 = [ X, ]=[T,][X.][T.] -

ispat:
a; a, a5
[X]=| @y @, a,| (a;,a,,. a; bilesenleri 0veya 1 degerinialir.)
8 8y 8y

t zamandaki 3x 3 tipinde bir konfiglirasyon olsun.

a) [X,..]'in [ X,] ve esit oldugu durum Kural 1 olarak bilinir. Yani;

a; 3y, A
Kural 1: [X.,]=[X]=| an @, ay|.
A 8p Ay

b) [X,] vi [T,] ile soldan garparak bir CA’nin (t+1) inci zamandaki durumunu

elde ederiz ki bu Kural 2 olarak bilinir. Gergekten,

a, a, a3)|(0 00 a, a; 0
[ Xt+1] = [ X, ] [Tz ] =lay a, as||1 0 0|=la, a; 0.
3y ap 8,)\0 1 0 a; a8 0

c) [X.] vi [T,] ile sagdan carparak bir CA'nin (t+1) inci zamandaki durumunu

elde ederiz ki bu Kural 8 olarak bilinir. Gercekten,
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0 1 0)(a, &, a; Ay Ay Ay
[ Xt+l] = [Tl] [Xt ] =10 0 lila, a, ay|=|a, @&, agm
0 00)la, a, a,) (0 0 o0

d) [X,] vi [T,] ile énce soldan ¢arparak ve daha sonra sagdan [T,] ile carparak

bir CA’nin (t+1). zamandaki durumunu elde ederiz ki bu Kural 4 olarak bilinir.

Gergekten,
0 1 0\(fa, &, a,;|(0 0 0 8y 8y 0
[Xea]=[T][X][T,] =|0 O 1||a, &, a,||1 0 O|=|a, a, O
0 0 O0)lay, a, az)l0 1 O 0O 0 O

Benzer sekilde diger durumlarda gosterilebilir.

Bu teoremin ispatinda baska bir metotta kullanilabilir. Bu da bir kural birden fazla
hicre ile iliskilendirerek yani bir veya daha fazla kural ile birlestirerek de elde edilebilir.

Bunun i¢in asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 3.4: ikinci bir kural ile olusturulan bir CA’nin bir sonraki gecis durumu, ilgili
baslangi¢ kurallarinin matrislerinin modil 2 ye gore toplami olarak temsil edilebilir

(Khan ve ark., 1997)[6].

Teoremin ispati bir 6rnekle gosterilebilir. Kural 3'G Kural 1 ve Kural 2’ nin parga (moddl)

2 ye gore toplami olarak yazilirsa CA ‘nin bir sonraki gecis durumu;

Kural 3=Kural 1+Kural 2, [ X, ]= [X,]+[X,][T,] olarak temsil edilir.

Benzer olarak Kural 170; Kural 2, Kural 8, Kural 32 ve Kural 128 ‘in modul 2 ye gore

toplami olarak yazilir. Bu durumda CA’nin bir sonraki gecis durumu;
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Kural 170=Kural 2+Kural 8+Kural 32+Kural 128 olarak yazilir ve

[Xeal= XL T X ]+ X [T T] X
=[X ][ +T]+ [N +T,] [X]
=[x J[S]+[S][*]
(burada [S]=[T, +T,] oldugu kabul edilir.)

Bunu agiklamak igin bir 6rnek ele alalim:

0 1
[X]=]1 0 3x3 tipinde bir konfigiirasyon olsun. Simdi bu konfiglirasyonu sifir
0 1

o - O

sinir sarth Kural 3 ile tanimlanan 2D CA altindaki goriintisini elde eldim.

Kural 3=Kural 1+Kural 2,

[Xt+1]= [Xt]+[xt][T2]

1 0 0O
= 0 1(+1 1 00
1 010
1 1 0 110
=1 0 +| 0 0O=11 11
1 1 0 101

olarak bulunur. Burada [Xt] keyfi olarak segilmistir. Benzer olarak;

Kural 170=Kural 2+Kural 8+Kural 32+Kural 128 olarak yazilir ve
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o - O

olarak bulunur.
3.1.1 Verilen Keyfi Bir R Kurali igin 2D CA’larin Temsili Matrislerinin Bulunmasi

iki boyutlu hiicresel déniisiimlerin temsili matrislerini incelerken kurallarin her birini T
ile gosterilen bir donisiime cevrilebilir. Bu durum asagidaki sekilde ifade edilebilir

(Khan ve ark., 1997)[6].

m _Imnx1 m _Imnx1

Bu T matrisi 2D CA’ larin temsil matrisi olarak adlandirilir.

Burada X, X,,...X,, X’7insatirlartve X', X",,... X" de X'in Urettigi bir sonraki

durumun yani X' in satirlandir.

Biraz sonra verecegimiz Teorem ile T dénlsimi altinda verilen keyfi bir R kurali igin

diizgiin olarak uygulanmis biitiin 2D CA hiicreleri formulize edilmeye calisilacaktir.
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Teorem 3.1.2 : Herhangi bir R kurali igin iki boyutlu dénisiim matrisi asagidaki sekilde

temsil edilebilir (Khan ve ark., 1997)[6]:

u 0 O 0 0 O
L u o 0 0 O
0O L D 0 0 O
T, = :
0O 0 O L U
0O 0 O 0 L

mnxmn

Burada D,L,U nxn tipinden asagidaki matrislerden biridir:

(0),(1).(T).(T,), (1 +T,), (1 +T,),(S) ve (1+5).

Ispat: Yukaridaki temsil matrisin ilk siitununu elde etmek icin, asagida verilen dogal

baz kullanilabilir:

100 -0
0 00 0
0 00 0
000 0O

mxn

Simdi R kurali ilk satirdan baslayarak her bir hiicreye uygulanir. ispati yaparken

X, X,

X .

men(x) = (T )mnxmn :2 = X'2
m _Imnx1 Xm mnx1
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dénusimunden faydalanilir. ilk olarak T, ’nin ilk siitunu elde edilir. Simdi dogal taban
matrisindeki bir bileseni saga dogru kaydirilip elde edilen ikinci dogal taban vektériine,
bir kez daha R kurali uygulanir. Bu seferde T’ nin ikinci kolonu elde edilir. Bu sekilde

devam edilirse geriye kalan tim sttunlar elde edilir.
Teoremin daha iyi anlasilabilmesi kiiglik 6rneklerdeki uygulamasi asagida verilmistir.

Ornek 3.1.3: 3x3 tipindeki 2D CA’nin boyutunu hesap edelim. Biitiin hiicreler
Gzerinde uygulanmis Kural 2 ye karsilik gelen T matrisini elde etmek icin asagidaki
adimlari takip edilir. Kural 2 ye karsilik gelen T matrisinin 1. siitununu elde etmek igin
3x 3 tipindeki dogal taban matrisleri kullanilir. Ornegin, T'nin 1. siitununu elde etmek

icin asagidaki dogal taban matrisi kullanilir.

o O -
o O O
o O O

3x3

$imdi 2D CA ‘nin bir durumu gibi, dogal taban matrisi dikkate alinarak T, “nin (1.) ilk

stitununu elde etmek icin Kural 2 uygulanir. Once Kural 2 hatirlansin.

a, a; 0
Kural 2; [X.,]=[X][T.]=| 8 as O]
a32 a33 O

Simdi adimlar uygulayanabilir. Once; T déniisimii diisiiniilsiin. T déniisimi Kural 2 ye

uyarlanabilir.

(X ][ X
X .
men(x):(T)mnxmn 22 - XZ
_Xm_mnxl _Xm_mnxl
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8

= (T )mnxmn | &

a3 3x1

Burada a,,a,,a, X'in satirlari a’,a’,,a

a'|
= a'2
a.I

3 13a

, ise X'in bir sonraki durumu olan X ’niin

T T T . .
satirlandir. a,=[a, a, a,] ., a,=[ay, 8, a,] , , &=[ay 8, a],, seklindedir.

Boylece

Ay
Ay,

(8}

21
Toa(X) =(T )9x9 2
a23
8y
8

elde edilir.

A3

8,

a2 2

23

a3,
83,

9Ix1

Buradan T donlsiimi yukarida verilen teoremden faydalanilarak bulunabilir. Yani,

asagidaki dogal taban matrisini kullanilip Kural 2 ye karsilik gelen T dénisiimi bulunur.

Not: T donlisimin temsil matrislerini elde etmek igin taban vektorlerinin goriintilerini

temsil matrisin sttunlari olarak alindiginda matris elde edilmis olur. Yani;

T:VoW,veV vev=ae +ae,+a,e ise T(v)=aT(e)+a,T(e,)+aT(e)

seklindedir. Buradan taban vektorlerinin gorintilerini temsil matrisin sttunlari olarak

alindiginda

&
(T(el) T(ez) T(es))3xl- a, =T(v)
E
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matrisi elde edilmis olur ki bu da istenilen matristir. Asagidaki dogal taban matrisini

kullanarak Kural 2 ye karsilik gelen T dontsiimi bulunabilir.

o O -
o O O
o O O

3x3

ik olarak dogal taban matrisinin goriintiileri temsil matrisin siitunlari olarak alindiginda

ve daha sonra Kural 2 uygulandiginda

—
O O O O O o o o =
Il
O O O O O O O o o

donisimi elde edilir.

Simdi dogal taban matrisindeki 1 saga dogru kaydirilip bir kez daha Kural 2 uygulansin.

Bu durumda

—
O O O oo o o+ o
I
O O O O O oo o o =

27



bulunur.

T donlsimi elde edilene kadar her seferinde 1 saga dogru kaydirihp Kural 2

uygulanirsa

0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 1 1 0 1
T{0|=(0]|, T|O|=|0|, T|O(=|0{, T|1|=|0]{,
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

T/{0|=(0}|, T|O0|=(0}|, T|O0O|=|0

0 0 0 0 0 0

1 0 0 1 0 0

0 0 1 0 0 1

0 0 0 0 1 0

olarak bulunur.

Simdi elde edilen T, kurali (yani Kural 2 ye karsilik gelen T déniisimi) yazilabilir:
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0100000O0O
001000000
0000O0O0GOT OO
000010000 T, 0, O,

(Te,),,=|0 00001000 =0 T, O
0000O0O0GO 0T OO 0, 0, T,),
0000O0O0GO0T10
0000O0O0GO0GO 01
0000O0O0GOT OO

9%9
Boylece elde edilen bu matrise2D sonlu CA ya karsilik gelen temsili matris denilir. Bu

tezde, bazi kurallarla Giretilen 3D sonlu CA lar tarafindan elde edilen temsili matrislerin

bulunmasi en 6nemli amaglardan biridir. Bu temsili matrislerinin elde edilmesini kisaca
karakterizasyon olarak ifade etmekteyiz.

Lineer cebirden bildigimiz gibi T doénlsiminin satir uzayinin boyutu bulunurken

matrisin boyutundan ranki gikartilir. Yani; Boy(Tg ) = Boy(V)-Rank(TRz ) =9-6=3 olur.
Simdi kural 170 in Z, cismi lzerinde sifir ve periyodik sinir sartlari altindaki temsili
matrislerini birer 6rnek vererek elde edelim.

Ornek 3.1.4: m=3 ve n=3alarak 170N kuralina karsilik gelen temsili matrisi bulalim.
Bunun igin ilk dnce sifir sinir sarti altinda 3x3tipinde hiicrelerden olusmus 2D CA‘nin

konfiglirasyonu yazilsin. Daha sonra bu hiicrelere 170N kurali uygulansin[23].

Cizelge 3. 2 3x3 tipinde hicrelerden olusmus bir konfiglirasyon
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Simdi Cizelge 3.2 de 170N kural uygulandiginda T dontsimi altinda yeni bir

konfigiirasyon elde edilir ve bu konfiglirasyon asagidaki gibidir:

X+ X =Yn
Xj ¥ Xy ¥ X3 = Yy
Xip ¥ X3 = Vi3
Xip F Xg + Xy = Yy
Xip T X1 + Xgp + X33 = Y
X3 T Xpp + Xg3 = Vo3
Xo1 X3 = Y
Xoo T X5 + X33 =Yg,
Xo3 + X3 = Y3 -

Simdi dogal taban matrisini kullanilarak bunlara karsilik gelen T temsili matrisi yazalim.

_|

O O O O O o o o bk~
I

O O O oo o+ ok o
—

O O O O oo o o+ o
I

O O o ok ok o r
—

O O O O o o+ oo
I

O O o oo ok o
—

O O O O o P o o o
I

O Ok o O o o k-
—

O O O o P oo o o
I

o r okFr ok ok, o
—

O O Ok O o o o o
I

P o o ok, o oo
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O Ok O oo o o o o
I

o P O o ok o o o
—

O P O O o o o o o
I

P o ok O o o o
—

P O O o o o o o o
I

o P OF O O o o o

Eger elde edilen stitun matrisleri sirasiyla bitistirilirse, bu durumda karsilik gelen temsili

matris asagidaki gibi bulunabilir:

010100000
101010000
010001000
100010100 s, 1, O,
. =[01 0101010 =1 8 I
001010001 o, I, S,
000100010
000010101
000001010

9%x9

Ornek 3.1.5 Simdide kare olmayan bir konfigiirasyon yanim=4,n=3 alalim. ilk énce

sifir sinir sarti altinda 4x3tipinde hiicrelerden olusmus 2D CA’nin konfiglirasyonu

yazilir ve daha sonra bu hiicrelere 170N kurali uygulanir.
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Cizelge 3. 3 4x3 tipinde hiicrelerden olusmus bir konfiglirasyon

Simdi Cizelge 3.3 de 170N kurali uygulandiginda T dontsimi altinda yeni bir

konfigiirasyon elde edilir ve bu konfiglirasyon asagidaki gibidir:
Xp ¥ X = Yn
X+ X ¥ X3 =Y,
X2 ¥ %53 = Y13
Xjp Xy + X = Yy
Xip + Xo1 + Xgp + Xp3 = Yo
X3 T Xpp + X33 = Vo3
Xt Xyt X3 = Y
Xog T Xgy +Xpp + X33 = Y5,
Xog + X3 + X453 = Y3

Xg1 + Xgo = Yy
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=Y

X32 + X41 + X43

=Y -

X33 + X42

Dogal taban matrisini kullanarak bunlara karsilik gelen siitun vektorlerini yazalim.
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Boylece yukaridaki 6rneklerde de oldugu gibi elde edilen stitun matrisleri yan yana
eklenirse m=4 ve n=3 igin 170N kuralina karsilik gelen temsili matris agsagidaki

sekilde bulunur:

010100000000
101010000000
010001000000
100010100000
010101010000 s, I, O, O,
001010001000 l, S, I, O,
"71000 0100010100 |0 I, S I
000010101010 0, 0, I, S ),
000001010001
000000100010
000000010101
000000001010

12x12

Eger m=4, n=4 olarak alinirsa temsili matris asagidaki bicimde elde edilir:

s, I, O, O,
T _ I4 S4 |4 O4
Rizon 04 |4 54 |4

04 04 L, 84 16x16

Keyfi m ve n igin ( . temsili matrisinin genel formu asagidaki gibidir:

T170N )mnxm
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(T170N )mnxmn L

o O - !

o - n -

- »w — o

v — O O

0 O
0 O
0 O

0
S |1
I S

Blok alt matrislerin her biri nxn tipinde kare matristir ve S matriside asagidaki gibidir:

0 1
1 0
0 1
s - 0 O
0 0
0 O

_ O +— O

o — O O

O O O

O O O o

O O O o

Ornek 3.1.5 m=3 ve n=23alarak 170P kuralina karsilik gelen temsili matrisi bulalim.

Bunun igin ilk 6nce periyodik sinir sarti altinda 3x3tipinde hiicrelerden olusmus 2D

CA'nin konfiglirasyonu yazilsin. Daha sonra bu hticrelere 170P kurali uygulansin[23]

Cizelge 3. 4 3x3 tipinde hicrelerden olusmus bir konfliglirasyon

X33 X31 X32 X33 X3l
X13 Xll X12 X13 Xll
X23 X21 X22 X23 X21
X33 X31 X32 X33 X31
X13 Xll X12 X13 Xll
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Cizelge 3.4 de 170P kurali uygulandiginda T donlisimi altinda yeni bir konfiglirasyon
elde edilir, bu konfiglirasyon asagidaki gibidir.

Xizg T Xgy + X0 X, = Yy
X+ %o + X3+ X5 = Yy
Xgg +Xpp + X3 + X1 = Y3
Xag T Xo3 + X1 + X0 = Yoy
Xpp F %o+ Xgp + X33 = Y
Xor F Xpp + Xg3 + X3 = Vo3
Xjp F Xg3 + %o + X35 = Y3y
Xgp T %o + X33+ X5 =Yg
Xgp + X3+ Xg1 + X3 = Y3 -

Simdi dogal taban matrisini kullanarak bunlara karsiik gelen T,,, temsili matrisi

bulunabilir.
1 0 0 1 0 1 0 1 0 0 0 0
0 1 1 0 0 1 0 0 0 1 0 0
0 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 1
0 1 0 0 0 0 1 0 0 1 0 1
T{0|=(0,T{O0|={1|,T|O|={0|,T|O(=|21|,T|12|=|0,T|0|=(1],
0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 0
0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1
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O Ok O oo o o o o
I

P P o ook oo R
—

O P OO o o o o o
I

P o ok o ok o
—
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I

o r PP O o Pk o o

Bir dnceki kesimde oldugu gibi elde edilen stitun matrisleri sirasiyla birbirine eklenirse

TRmp temsili matrisi asagidaki gibi bulunabilir:

011100100
101010010
110001001
100011100 s, 1,
Rogp =[O0 1 0101010 =1 S, I
001110001 I, 1y S,
100100011
010010101
001001110

9x9

Ornek 3.1.6 Simdi kare olmayan bir durumum=4 ve n=3 igin inceleyelim. O halde ilk
Oonce periyodik sinir sarti altinda 4x3 tipinde hiicrelerden olusmus 2D CA’nin
konfiglirasyonu vyazilsin. Daha sonra bu hiicrelere 170P kurali uygulanarak temsili

matris yazilacaktir.
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Cizelge 3.5 4x3 tipinde hiicrelerden olusmus bir konfiglirasyon

X43 X41 X42 X43 X41

X13 Xll X12 X13 Xll

Cizelge 3.5 de 170P kural uygulandiginda T donlsiimi altinda yeni bir konfiglirasyon

elde edilir ve bu konfiglirasyon diizenlenirse

X T X+ Xy X, =Y
X1+ X + X3+ X = Yo
Xjp Xy T Xo3 + X453 = Vi3
Xag T Xo3 + X1 + X0 = Yoy
Xip T %o+ Xgp + X33 = Y
Xor + Xgp + Xg3 + X3 = Y3
Xjp X3+ X5 + X35 = Y3y
Xap + Xpp + Xg3 + Xpp = Yoo
Xgp + Xog + Xy + X3y = Y3

Xzt X+ X X5 =Yy
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=Y

Xpp T X T X3+ %

= Va3 -

Xag T Xig + Xyy + X5

denklemleri elde edilir.

temsili matrisi

R170 P

Burada dogal taban matrisi kullanilarak bunlara karsilik gelen T

bulunabilir.
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Yukaridaki gibi diistinilirse, bu durumda temsili matris asagidaki gibi bulunur:

011100000100
101 0100O0O0O0T10O0
11 000100O0O0OO0OT1
100011100000 .
SS |3 03 |3
010101010000 .
=/001110001000 oS LG,
R *
1oP = O, I, S, |
000100011100 :
000010101010 b Oy I Sy
0 000OI1110001
100000100011
01 0000O0O1O01001
001000001110),,
Genel formu elde edebilmek icin m=4, n=4 karesel bir konfiglirasyon

alinirsa 2D CA'nin konfiglirasyonunun T donlsimine karsilik gelen temsili matrisi

| S* | 0]
TR170P - 04 | ) Sj |4
4 4 4 4
|4 04 |4 S 4./16x16

olarak bulunur. Simdi genellemeye gidebiliriz. Verilen herhangi bir m ve n igin

(Ti0p ),y teMsili matrisinin genel formu asagidaki gibidir:
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s 1 0 0 O 0
I S* | 0 O 0
O I S 1 0 0
O 0 I s 1 o0

(T170P )mnxmn = L
0 O o I S
I 0 O 0 |1

Ayrintili bilgi icin Choudhury ve Dihidar (2004)[4] bakiniz.

Blok alt matrislerin her biri nxn tipinde kare matristir ve S* matrisi

0 1 0 0 O 0 1
1 0 1 0 O 0 O
0 1 0 1 O 0 0
0 0 1 0 1 0 0
S*I']><rl = .
0 0 1 1
1 0 O 1

olarak elde edilir.
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BOLUM 4

UC BOYUTLU HUCRESEL DONUSUMLER

Bu boélimde (¢ boyutlu hiicresel dénlsimlerin tanimini verecegiz ve 3D CA’larin
komsuluk durumlarini tanimlayarak, bu komsuluklarin cesitli sinir sartlari altinda elde
edilen temsili matrisleri ve onlarin karakterizasyonlari tGzerinde galismalar yapacagiz.
Elde edilen temsili matrislerin terslenebilirligi hakkinda incelemeler yapilip bu temsili
matrislere karsilik gelen hiicresel donisimlerin terslenebilir olup olmadigi durumlar
hakkinda bilgi verecegiz.

ilk olarak Z, cismi tizerinde 3D-CA’nin tanimi verilecektir. Daha sonra ézel bir kural ile
sifir sinir sarti altinda temsili matrisleri incelenip genel bir form elde edilecektir. Ug
boyutlu Z? latisleri ve o :Z* —)Zp elemanli Q =ZPZ3 konfiglirasyon uzayi gbz 6niine

alinsin. Bir n € Z* noktasindaki o ’nin degeri o, ile tamimlanir. U, u,,...,u, € Z° farkl

elemanlarin bir sonlu kiimesi ve bir f :ZpS %pronksiyonu verilsin.
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F :QQ — Q global gegis fonksiyonu (Fo), = f (a

n+up ?

T, ) neZ® olmak iizere bir

CAile f lokal kurali (Q, F) sifti olarak tanimlanir.

Matematiksel olarak (i, j,Kk) . hicrenin bir sonraki (t+1). durumu o hiicreye en yakin

olan komsuluklarin t. durumuna baghdir. Bu durum asagidaki sekilde ifade edilebilir:

(t+1) (t) (t) (t) (t) (t)
Xi ik = f (Xiict, jork-1) X k1) Kiict jket) Ko j-ue X601 j-1ka)

t t t t t
X(( Z1 j,k)’ X((I)l j+1,k)’ X((I)l j+1,k-1) X((Izl j+1,k+1) X((I )j—lk -1) X((I )J k-1)

'><

t t t t t t t
I)j k+1)’X((i )j—l k)’X((i )j—l k+1)’X((i)' k)’X((i,)j+1,k)’X((i,)j+1,k—1)’X((i,)j+1,k+1)’

(
(i
t t t t
X( )1 j-1k-1) X((H)-]. j.k=1) X((H)-l j.k+1), X((H)-l j-1k)’ X((lJ)rl,j—l,k+1)’X((iJ)rl,j,k)‘
(

(i+
t
(.31 j+1,k)" X((H)-l j+1k—1)'X((iJ)rl j+1k+1))

(t+1) (t+1) (t+1) (t+1)
_aOXI+1j -1,k-1) alx(|+1jk 1)+a2X|+1jk+1)+a3X|+1] 1k

X

(t+1 t+1) t+1
a4 X(( " )j 1k+1)+a5 X(I +1)J k) +a6 X(I +1 j+L, k)+a7 X((I +1)J+1k 1)+

aﬁ'xitjll)j+1k+l +,. Xﬁllk 1+a10 X +Jlk 1)+a11 |t+11k+1 +a, X .HJl-lk
+y3. X(ut +111|<+1 +8, X |t +Jlk)"'ais X(ut +Jl+1k . (.t +Jl+1k -1) +a,;. X(ut +11+1|<+1
Gyg. Xltj—-]:.lj ~1,k-1) +ayg. X|t++11]k 1)+azo X|t++111 k+1) tay. X(|t++111 kT
& X|t++111 “1,k+1) +ay; X .t++111 k) ta,y, X(|t++111+1k Hays X .t++111+1k gt
(t+1)

Byg-Xiisy i1y MOA P 8,83, .8 < Z - 0]

ik olarak 6zel olarak sectigimiz yerel kuralimizi ifade edelim.
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(t+1)
(i,j.k)

(t+1) (t+1)

(t+1) (t+1)

X G-tk X6k

t+1 t+1
+e'x((ij1,)j,k)+ f 'X((ij:l,)j,k) mod p

(abcde fez,-(0)) (4.1)

(i, k+1) o -1 k)

v
o

(i, j+1.k)

(1,3, k)
(i, j, k-1)

e, e r e,

Sekil 4. 1 Uc Boyutlu Hiicresel Déniisiimler icin Yerel Kural Fonksiyonu

4.1 Ug Boyutlu Hiicresel Doniisiimlerin Sifir Sinir Sarti Altinda Temsili Matrisinin

Elde Edilmesi

Tezin bu bélimiinde yukarida 6zel olarak tanimladigimiz yerel kural tarafindan

uretilen Z, uzerindeki 3D CA’ lanin sifir sinir sarti altinda temsili matrisleri incelenip

genel durumu ifade edilecektir. Bir ve iki boyutlu hiicresel donlisiimlerin bazi 6zel

kurallar icin temsili matrisinin nasil bulunacagini ayrintili olarak gésterdik. Simdi Z,

Uzerinde bazi 6zel kurallar icin 3D CA’larin temsili matrisleri elde edilip, genel durumu

ifade edilecektir.
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Simdi 6zel olarak sectigimiz yerel kuralimiza sifir sinir sarti altinda karsilik gelen temsili
matrisin en genel halini bulmak i¢cin m,n ve s durumlarinin bazi 6zel durumlarini

inceleyip daha sonra en genel halini ifade edelim

(t+1) (t+1) (t+1) (t+1) (t+1)
Xii.jio) = QX jieny T PXG 11 +CXG o0 T A X i
(t-+1) (t+1)
+eXitj t+ f'x(i+1,j,k) mod p (4.1)

(a,b,c.d.e, f eZ,—{0})
Ornek 4.1.1 Bu érnekte m=2,n=2 ve s=2 alarak sectigimiz yerel kuralimiza
sifir sinir sarti altinda karsilik gelen temsili matrisimizi elde edelim.

Bunun igin ilk dnce sifir sinir sarti altinda2x2x2 tipindeki hucrelerden olusmus 3-D
sonlu CA’nin konfiglirasyonunu yazalim. Daha sonra bu hicrelere yerel kural

uygulayalim.
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Sekil 4. 2 Ug Boyutlu Hiicresel Déniisiimler icin Komsuluk Ornegi

Yukaridaki sekilde verilen sifir sinir sarth sonlu konfiglirasyonun belirledigimiz 6zel
yerel kurali ile Uretilen 3-D sonlu CA altinda elde edilen yeni konfiglirasyonun hiicreleri

asagidaki gibi elde edilir.
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Cizelge 4. 1 2x2x2 tipinde hiicrelerden olusmus konfiglirasyon

X212 X222 0

Xle X221

Cizelge 4.1. ve Cizelge 4.2. de verilen sifir sinir sartli sonlu konfiglirasyonun 6zel yerel
kural ile Uretilen 3D sonlu CA altinda elde edilen yeni konfiglirasyonun hiicreleri

asagidaki gibi elde edilir:
b-Xzzz +d Ko T €.X15 = Yoo
C.Xp, + d Xogr T €. X150 = Yoo

aXy, + b'X221 +€X1 = Yo

AXppp T C.Xppq F€X5 = Vo
f-X212 + b-X112 + d'Xlll =Y
f Kypy +C.Xqp + d-X121 =Y

f. X, +aXy, +0.X0 =Yy

47



f Xog T AXp +C.X 5 = Vi

Burada dogal taban matrisini kullanarak bunlara karsilik gelen T donistmleri bulunarak
Ozel yerel kurali ile iretilen 3-D sonlu CA’nin temsili matrisi elde edilecektir.

1 0 0 b 0 d 0 0
0 C 1 0 0 0 0 d
0 a 0 0 1 0 0 b
TO=0,T0=a,T0=C,T1=O,
0 f 0 0 0 0 0 0
0 0 0 f 0 0 0 0
0 0 0 0 0 f 0 0
0 0 0 0 0 0 0 f
0 e 0 0 0 0 0 0
0 0 0 e 0 0 0 0
0 0 0 0 0 e 0 0
T0=0,T0=0,TO=O,TO=e,
1 0 0 b 0 d 0 0
0 c 1 0 0 0 0 d
0 a 0 0 1 0 0 b
0 0 0 a 0 c 1 0
Buradan elde edilen matris;

0O bd 0Oe 000

c 0 0d 0e 00

a 0 0 b OO0 &eO

0O a c 0 0 O 0 e

™=t 0 000bdo

0 f 0 0cO0OOTUM

0 0 f 0ao0do 0@W®D

0 00 f 0awc O

8x8x8
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S,(c,b) dl, el, 0,

al, S,(cb) O, el,
f.l, O, S,(c,b) dlI,
0, f.l, al, S,(cb)) .

Sz(c,b):(

b
alt matris bu sekildedir.
c 0 2x2

Ornek 4.1.2 m=3,n=3ve s=3 alarak sectigimiz yerel kuralimiza sifir sinir sarti altin

da karsilik gelen temsili matrisi elde edelim.

Bunun igin ilk 6nce sifir sinir sarti altinda3x3x3 tipindeki hicrelerden olusmus 3-D
sonlu CA’nin konfiglirasyonunu yazalim. Daha sonra bu hiicrelere yerel kuralimizi

uygulayalim.

Cizelge 4. 3 3x3x3 tipinde hiicrelerden olusmus bir konfiglirasyon

0 X313 X323 X333 0
0 X312 X322 X332 0
0 X311 X321 X33l 0
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Cizelge 4. 4 3x3x3 tipinde hicrelerden olusmus bir konfiglirasyon

0 X213 X223 X233 0

0 X212 X222 X232 0

0 Xle X221 X231 0

0 X113 X123 X133 0

Cizelge4d.3,Cizelge 4.4 ve Cizelge 4.5 de verilen sifir sinir sarth sonlu konfiglirasyonun
Ozel yerel kural ile Uretilen 3D sonlu CA altinda elde edilen yeni konfiglirasyonun

hiicreleri asagidaki gibi elde edilir:

b'xszs +d X3 T€.X503 = Va3
b-x333 +C. X5 + d Kapp T €. X503 = Yapg

C X33 + d Kyzp T €.X553 = V33
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D. X5, +0.X50; + X505 + X505 = Yapp

b.X3gp +C. X1, + 0. Xgpy + 8. X505 + €. X5 = Y

C.Xgpp + 0. Xgq; + X535 +€.Xp30 = Vi

DXy +8.X30 +€Xo1; = Yoy

D.Xg3; + C.Xgpq + 8. Xy +€.Xp0; = Yoy

C-Xgp1 T 8.X33 +€.X531 = Y331
0. X505 + 0. X505 +€.X15 4+ T Xa05 = Y13
D. X35 + C.Xp15 + 0. X0y + € X105 + T Xg05 = V,0s
C-Xpp3 + U Xogp +€ X135 + T X35 = Vg

D.Xy00 + 8. X505 + 0. Xy, +€X5, + F. X500 = Vro
D.X,55 +C.Xp15 + U Xpp; +8.Xpp5 +€.Xp50 + T Xa0p = ¥y
C.Xppp + 0. Xy + 8 Xpgs + €. X130 + T X0 = Vs
DX, +8.Xy0, +€Xy; + F. X = Yoy

D.X5; + C.Xppy + @ Xn00 +€ X5 + . X0, =Y,y

C. X1 + A X5, +€.X5, + f X331 = Yo

DX, +dX, + X0 = Vs

D.X 33 +C.X 35 + 0. X0 + T X0 = Vs

C.Xppg + 0 X0 + T Xp05 = Vias

DX, +d.X +aX s+ F.X0, = Vipn

D.X,3, +C.Xpp + A Xy + X5 + T X000 = VYoo

C.Xppp + d-X131 +aXg; + f Xz = Yz
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=Y

DX, +a.X,, + F.X,

=Y

b'X131 + C'Xlll + a')(122 + f 'X221

= Yia1

C'X:|.21 + a")(132 + f 'X231

Burada dogal taban matrisini kullanarak bunlara karsilik gelen T donistimleri bulunarak

ozel yerel kurali ile Giretilen 3-D sonlu CA’nin temsili matrisi elde edilecektir.

52



53



54



55



T{0O|=|0}, T{O|={0}, T{O|=|0],

bicimindedir. Buradan elde edilen matris asagidaki gibidir:
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Tw=| O fl, 0, al, Sch) dl, 0 el )
o, 0 fl, 0 dl S(cb) O O el
oo 0 0 fl, 0 0 Sh d, O
o 0 0 0o f 0 al Sch) dl
o 0 0 0 O fl, 0 al S,
0 b O
S;(c,b)=lc 0 b alt matris bu sekildedir.
O c 03><3

Genel olarak keyfi m>2 ve n> 2 dogal sayilari icin diizenlenen sifir sinir sarth mxnxs
tipli 3-D sonlu CA konfiglirasyonunun sectigimiz 6zel yerel kurali ile Gretilen 3-D sonlu
CA donustimine karsilik gelen temsili matrisi alt blok matrislere ayirarak ifade edip
yazalim. Yani yukaridaki 27x27 tipindeki matrisimizi alt matrislere ayirarak

isimlendirelim.

S,(c,b)  d, 0, el, O, O,
M,=| al, S;(c,b) dil, |, E=0, el, O,
o} al, S,(c,b) O, O, el
fl, 0, O, 0, 0, O,
F=| 0, fl, O] 0,=|0, 0, O,
o, 0, fl, 0, 0, O,
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Son olarak yukaridaki matrisi blok matris olarak asagidaki sekilde ifade edebiliriz:

Lﬂ
4 alarak secti

M, El, O,
Fl, M, El,

4ve s

TRN

0, Fl, M,

| kuralimiza sifir

gimiz yere

v

=4,n

Genelleme yapmak igcin m

sinir sarti altin da karsilik gelen temsili matrisi ve onun blok ve alt matrislerini ifade

edelim.

wD
- .= -
s oo S5 £ 3 oo Z oo
wD
= -
oo o L g oo - o oo
=
- = ~
TS ococ s oo
w

T O oo oo oo oo oo

- =~ = ~ =~ ~ = =~ = - =~

O O O O O O O o o o o

"
=
—

J alt matris bu sekildedir.
4x4

o O o o

o o o o

o O o O

o o O O

S, (C’b)[
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S,(c,b)  dl, 0, 0, el, O, 0O, O,
M - al, S,(cb) dl, 0, c _ o, el, O, O,
* 0, al, S,(cb) diI, | ‘10, O, el, O,
o) O, al, S,(cb) O, O, O, el,
fl, O, 0O, O, o, 0, O, O,
o, fl, 0O, O, o, 0, O, O,
“=lo, o f1, o | “%lo, o, o, o
4 4 4 4 4 4 4 4
o O, O, flI, o, 0, O, O,

Son olarak yukaridaki matrisi blok matris olarak asagidaki sekilde ifade edebiliriz:

4 E4 04 04
M4 E4 04
W= F oW E
4 4 4
04 F4 M4 64x64

Simdi m=5,n=5ve s=5 alarak sectigimiz yerel kuralimiza sifir sinir sarti altin

da karsilik gelen blok matrisi ifade edelim:

M B O O G

oM B O G
=0 K Mg E O

O O K M E

O5 05 05 F5 MS 125x125

Genelleme yapmak icin matrisin kare olmayan yani,m=3,n=2ve S=2 alarak sectigi
miz yerel kurala sifir sinir sarti altin da karsilik gelen temsili matrisi ve onun blok ve alt

matrislerini ifade edelim.
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M. - S,(c,b) d.l, E_ el, O,
2 al, S,(c,b)) 210, el)

fl, O
FZ:[OZ flz]
2 2

Son olarak yukaridaki matrisi blok matris olarak asagidaki sekilde ifade edebiliriz:

M, E O,
TRN = I:2 Mz Ez
02 FZ MZ 12412

Simdide m=3,n=2ve s=4 alarak sectigimiz yerel kuralimiza sifir sinir sarti altin

da karsilik gelen temsili matrisi ve onun blok ve alt matrislerini ifade edelim.

S,(c,b)  d.l, 0, 0, el, O, O, O,
M - al, S,(cb) dl, 0, £ _ O, el, O, 0O
) 0, al, S,(cb) diI, | ‘10, 0O, el, O,
(o} 0, al, S,(cb) O, 0, O, el
fl, 0, 0O, O, o, 0, O, O,
o, fl, 0, O, o, 0, O, O,
=0, o fI o | %=lo, o, 0, O
2 2 2 2 4 4 4 4
o, O, O, fl, o, 0, O, O,

Son olarak yukaridaki matrisi blok matris olarak asagidaki sekilde ifade edebiliriz:

M4 E4 04
TRN = I:4 M4 E4
04 F4 M4 2x24

60



Simdi m>2 ve n>2dogal sayilari igin diizenlenen matrisin en genel halini asagidaki

sekilde verelim:

M, E, O, O, O, O 0

F M, E O O, O 0

o, F M, E 0, 0, O

O, 0, F M o O O
(TRN)mnsxmns: S is S :S

0, 0, 0 O M, E, O

0, 0, 0 O F. M, E

o 0 O O -0 F M)

Alt matrislerin en genel halleri asagidaki gibidir:

S,(cb) dI, O .. O 0,
al, S,(cb) dI, .. O 0,
0, al, S (cb) .. O, 0,
My=| . : : :
0, 0, o, ... S,(cb) dl
0 0 0 al, S,(cbh))

n n

el, O, O, O, O,
o, el O, O, O,
e _| O O el o, o
O, O, O, el, O,
o, O, O, .. O, el)

61



fl, O, O, o, O,
o, f.l, O, o, O,
. o, O f., o, O,
O O O f1, O,
o O O .. O fu, )

e.l nve f.l n blok birim matrisler ve O, blok sifir matris olmak tizere Sn (C,b)

matrisi agagidaki sekildedir:

0O b OO 0 0 O
c 0 b O 0 0O
0 c 0D 0 0O
0 0 c O 0 0O
S,(c,b)=

0 0O ... 0b O

0 0O 0O b
0 00O 0

nxn

4.2  Ug Boyutlu Hiicresel Doniisiimlerin Periyodik Sinir Sarti Altinda Temsili

Matrisinin Elde Edilmesi

Bir onceki calismada sifir sinir sarti altinda (¢ boyutlu hiicresel dontsiimlerin temsili
matrislerini ve onlarin terslenebilirligini inceledik. Simdi ise periyodik sinir sarti altinda
U¢ boyutlu hiicresel donitsimlerin temsili matrislerini elde edecegiz. Bu c¢alismada

kullanacagimiz yerel kural sifir sinir sarti altindaki yerel kural ile ayni olacaktir.

ik olarak 6zel olarak sectigimiz yerel kurali tekrar ifade edelim.
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(t+1) __ (t+1) (t+1) (t+1) (t+1)
X(i,j,k) - alX(i,j,k"—l) +le(i,j+1’k) +C.X(i’j_1,k) +d-X(i,j,k_1)
(t+1) (t+1)
+e'X(i—l,j,k) + f'X(i+l,j,k) mod P

(a,b,c.d,e, f ez, —{0})

Simdi periyodik sinir sarti altinda ¢ boyutlu hiicresel déntstimlerin temsili matrisinin

ozel halini kiiguk bir 6rnekte gorelim. Daha sonra temsili matrisin m,n,s >3 oldugu

durumlardaki en genel halini verelim.

Ornek 4.2.1 m=3,n=3ve s=3 alarak sectigimiz yerel kurala periyodik sinir sarti altin

da karsilik gelen temsili matrisi elde edelim.

Bunun igin ilk 6nce periyodik sinir sarti altinda3x3x3 tipindeki hicrelerden olusmus
3-D sonlu CA’nin konfiglirasyonunu yazalim. Daha sonra bu hiicrelere yerel kural

uygulayalim.

Cizelge 4. 6 3x3x3 tipinde hiicrelerden olusmus bir konfiglirasyon

X131 X111 X121 X131 Xlll

X133 X113 X123 X133 X113

X133 X113 X123 X133 X113
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Cizelge 4. 7 3x3x3 tipinde hiicrelerden olusmus bir konfiglirasyon

X331 X311 X321 X331 X311

X333 X313 X323 X333 X313

X332 X312 X322 X332 X312

X331 X311 X321 X331 X311

X333 X313 X323 X333 X313

Cizelge 4. 8 3x3x3 tipinde hiicrelerden olusmus bir konfiglirasyon

X231 Xle X221 X231 Xle

X233 X213 X223 X233 X213

X232 X212 X222 X232 X212

X231 Xle X221 X231 Xle

X233 X213 X223 X233 X213
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Gizelge 4. 9 3x3x3 tipinde hiicrelerden olusmus bir konfiglirasyon

X131 X111 X121 X131 X111

X133 X113 X123 X133 X113

X132 X112 X122 X132 X112

X131 Xlll X121 X:I.Sl Xlll

X133 X113 X123 X133 X113

Cizelge 4. 10 3x3x3 tipinde hiicrelerden olusmus bir konfiglirasyon

X33l X311 X321 X331 X311

X333 X313 X323 X333 X313

X332 X312 X322 X332 X312

X331 X311 X321 X331 X311

X333 X313 X323 X333 X313

Cizelge 4.6,Cizelge 4.7,Cizelge 4.8,Cizelge 4.9 ve Cizelge 4.10 de verilen periyodik sinir
sarth sonlu konfiglirasyonun 6zel yerel kural ile Gretilen 3D sonlu CA altinda elde edilen

yeni konfigurasyonun hiicreleri asagidaki gibi elde edilir:

D. X505 + 0. X515 ++C.Xg5 + 8. Xgy, + € Xpp5+ X35 = Vara
D. X355 + 0. X50, + C.Xgp5 + @ X501 +€Xons + F.X 05 = Vaog
D.X5315 + 0. X553, + C.Xgp + @ X531 + €. Xons + T.X 13 = Vaas
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D. X555 + 0. Xgy; 4 C.Xg3y + A X515 +€Xop, + T X100 = Vapo
b'X332 +d Kgp1 T CXgpp + @ Xg93 +€.X555 + f Xz = Yazo
b-X312 + d-X331 FC.Xgpp + 8 X333 +€.Xp5, + f Xz = Yaz
D. Xy, +0.X5,5 + C.Xgqy + 8. X0, +€.Xpp, + F.X05 = Vo,
B.Xg5; + 0 Xggg +C. Xy + X505 +€Xpp0 + F.X150 = Y
b-X311 +d Kyzz T CXgpp T A K53 +€.X55, + f Xig1 = Yz
D.X,05 + A X515 + CXpgy + 8. X1, +€.X5 + T X5 = Vs
D. X35 + A X0y + C. X5 + 8 X001 + €. X105 + T Xg05 = Vg
D.X,15 + 0. Xyp50 + C.Xppg + @ Xp51 + €. X155+ T Xggs = Vipuo
D.X,05 + 0. X0, +CXogy + 8. X5 +€X35 + T X5, = Vopo
I9-)(232 + d'x221 FC.Xp1p +8.Xp93 +€. X5 + f KXyzo = Yoz
b.Xp15 + 0. Xog1 +C X0 + 8 X35 +€ X5 + F X5, = Vi
X0, + 0. Xy15 +CXogy +8Xppp +€X0, + T X5, =Y,y

D. X5, + 0. Xp05 +C.Xop; + 8 Xopy + € X1 + T Xepy = Yooy

b-xzn +d Xogg T CXppp + A Xp5, +€. X5, + f X331 = You

b'X123 + d 'X112 + C'X133 + a'Xlll + e'XSlS + f 'X213 = yll3
b'X133 + d 'X122 + C'X113 + a'X121 + e'X323 + f 'X223 = y123
b-X113 +d Kyzp T CXpp3 + X5 + 6. X535 + f Xozz = Yizs
D.X 5, +d.X;; +CXpgp + X5 +€X5p, + T X0 = Vi
b'X132 + d 'X121 + C'X112 + a'X123 + e'X322 + f 'X222 = y122

b-xuz +d Xigp T C.Xpp + X 35 + €. X35, + f Xz = Y132
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b-X121 +d X3 T CXpgy T AKX, HEX5y, + f Xo11 = Y
b'X131 +d Kigg T CXpy AKX + €%, + f X1 = Yo

b'xm +d Kigg T CXppp FAX 5, +€.X55, + f Xz1 = Y11

Burada dogal taban matrisini kullanarak bunlara karsilik gelen T dénistimleri bulunarak

yerel kural ile Uretilen 3-D sonlu CA’nin temsili matrisi elde edilecektir. Buradan elde

edilen matris asagidaki gibidir:

S;(c.b)  d. al, el, (o} 0, f.l,
al, S;(cb) dul, 0, el, o} 0,
d.l, al, S;(cb) O (o} el, 0O,
f.l, (o} O, S;(c,b) dl, al, el,
Tw=| O, f.l, (o} al, S;(c,b) dul, 0,
o, o, ., d.l, al, S;(c,b) O,
el, (o} (o} f.l, (o} O, S;(c.b)
o} el, o, o} f.l, o} al,
o, o, el, o, o, ., d.l,
l<3 EES F%
=|E K; E
E3 E3 3/ 21x27
Burada K,, E;, F, blok matrislerdir.
S;(c,b)  d.l O, el, O, O,
Ks=| al; S;(c,b) dl, |, E=0, el, O,
o} al;  S;(c,b) O, O, el
fl, O, O, O, O, O
FE= O, fil, O, |. 0,={0, O, O,
o, O, fl, O, O, O,
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o, 0,
fl, o}
0, f.l,
0, 0,
el, 0,
O, e.l;
d.l, al,
S;(c,b)  d.l,
al, S;(cb)

27x27



b ¢
S,(c.b)= 0 b| blokalt matrisi bu sekildedir.
c O

T O O

3x3

Genelleme yapmak icin m=4,n=4ve s=4 alarak sectigimiz yerel kuralimiza

periyodik sinir sarti altin da karsilik gelen temsili matrisi ifade edelim.

Sfcb) ¢, O a, e O O O O 0o 0 O f 0
al, Sfch) d, o O e, O O 0 O 0 O 0 fl
o al S,(b d, O O e O O O O O 0 O
¢, O al Sfb O O O e O O O O 0 O
fl, O 0 0O Sfcb d, ©o a, e, 0 O 0 0 O
o fl, o 0 al Sfh d, 0o 0 e, O 0O 0 O
o o fl, 0o 0 al S d, 0 O e, 0 0 O
Co 0o il dl ol Sfch) o 0 0 e, 0 O
"o 0o 0 o0 f, 0 , 0 Sfeh) dl, 0 al, el 0
o 0 0o 0 0 fl, 0 0 al Sfh d, o 0 el
o 0o o 0 o 0 fl, 0 0 al S(b d, 0 O
o o 0o 0o O O O fl, d, 0 —al Sch 0o O
e, 0 0 O O O 0 O fl, O 0 0 S,ch dl
o ¢ O 0 O O O O O fl, 0 0 al Sch
o 0o e 0 O O O 0 O o - d, 0 al S
o o 0 e O O O O 0 O o f, d, Q0

Simdi yukaridaki matrisimizi blok matris olarak asagidaki sekilde ifade edebiliriz:

K4 E4 04 F4

F4 K4 E4 o4
W=l ok E

4 4 4 4

E4 04 F4 K4 6464
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S,(c.b) alt matris bu sekildedir.

o O O o
o o O T
o O T o

O T O O

4x4

Simdi matrisin m,n,s >3 oldugu durumlardaki en genel halini asagidaki sekilde

verelim:

KS ES OS OS OS OS FS
FS KS ES OS OS OS OS
OS FS KS ES OS OS OS
OS OS FS KS OS OS OS
(TRP)mnSans: : : : : : .
OS OS OS OS S ES OS
OS OS OS OS FS S ES
Es Os Os OS OS FS KS mnsxmns
Alt matrislerin en genel halleri asagidaki gibidir:
S,(c.b) dl, o, .. O al
al, S (cb) dl, .. O 0,
« 0, al, S (cb) ... O, 0,
0O, 0O, 0, S: (C,b) d.l,
d.l, 0, o, .. al  S§(b))
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el, O O o, O,
O el O o o
O O el O O
E, = : : : :
o O O el O,
o, O, O .. O el
fI. O O o O
o fl O o o
o O, f. o O,
= . : . :
O, O, O, fi1, O,
o, o O, .. o fI )
O O O o O,
On On On On On
O, O, O, O, O,
o= " no-
On On On On On
o, 0O, O, ... 0, O, _

e.l nve f A n blok birim matrisler ve O, blok sifir matris olmak tzere Sn (C,b)

matrisi asagidaki sekildedir:
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e O O O O
e O O O T

e O O T O

o
o
o
o
o
(@

o

nxn

Simdi m=n=5=2 oldugu 6zel durumda temsili matrisin en genel hali asagidaki

gibidir:
S’(bc) (a+d)l, (e+f)l, O,
@@+d)l, S’(c) O, (e+f)l,
(Tee oo = e+f), O S’(b,c) (a+d)l
2 2 2 ! 2
0, (e+fl, (@+d)l, ;b))
3 [ L, (E—i—F)Izj
(E+F)I, L, 8Xg'
- 0 b+c _ .
S, (b,c)= blok alt matris bu sekildedir.
b+tc 0 ),,

Alt matrislerin en genel halleri asagidaki gibidir:

Lzz(s;*(b,c) (a:d)lzJ '(E+F)|2:((e+f)lz
@+d)l, S;(®c)),, 0,
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4.3 Ug Boyutlu Hiicresel Doniisiimlerin Sifir Sinir Sarti Altinda Temsili Matrisinin

Rankinin Hesaplanmasi

Ug boyutlu hiicresel déniisiimlerin terslenebilirligi oldukca zor bir problemdir. Eger
temsili matris terslenebilirse, hiicresel doniisimde terslenebilirdir. K. Morita hiicresel
dontgstmlerin terslenebilirliginin ozelliklerini incelemistir. Z. Cinkir ve ark. Periyodik
sinir sarti altinda Z,, cismi tzerinde hicresel dontsimlerin terslenebilme problemiyle
ilgilenmiglerdir. Yine H. Akin ve ark. Z_ cismi Uzerinde yansimali(reflektif) sinir sarti
altinda hiicresel doénlsimlerin terslenebilme problemiyle ilgilenmislerdir. Simdi

verecegimiz teorem 3D-CA’nin sifir sinir sarti altinda terslenebilirligini belirlemek igin

bize ¢ok 6nemli bir algoritma verecektir.

Teorem4.3.1 n,m,s>2 (n,m,seZ") icin, (Tg) temsili matrisi asagidaki

mnsxmns

gibidir:
M s Es Os Os Os Os Os
Fs M s Es Os Os Os Os
Os Fs M s Es Os Os Os
Os os Fs M s Os Os Os
(TRN )mnSans = : .
Os Os Os Os M s Es Os
Os Os Os Os Fs s Es
O O, 0. O O F M

S S S S S S S/ mnsxmns

M,, E;, F, ve O, blok matrislerini daha énce tanimlamistik.

’ .
(TRN )mnsxmns nin ranki ;

(m-=1)ns+rank(4,, ,)

dir ki burada 4, ; asagidaki rekiirans baglantisini saglar:
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4(8)=M, 4(S)=F
m=2 ’j’Zm—l(S) = _EilM ﬂ'Zm—S(S) +j'2m—4(s) )
m>3,4, ,(S)=—E'F 4, .(S) . (4.2)

Ispat: m>2 {izerinden tiimevarim metodunu uygulayacagiz. m=2 igin

M EIl
T=

FI. M

blok matrisine sahibiz. Simdi blok matrisimizin rankini hesaplamak istersek R, ve

R, blok matrislerin satirlari olmak tizere birinci satiri —E™M ile carpip ikinci satira

eklersek

(—E‘lMZJL\AF=/13(S) E)Ij

elde ederiz. Bu durumda T ’nin ranki -E*M?+F=4,(S) ’e baglidir. m=3igin

M EI O
T={FI M EI
O F M

blok matrisine sahibiz. Simdi blok matrisin rankini hesaplamak istersek ikinci satiri

—E™M ile carpip liclincii satira eklersek

M El o)
Fi M El
—EFM = 4,(S) -E'M2+F=4(S) O

elde ederiz. Daha sonra yeni elde ettigimiz matriste birinci satiri —E‘lﬂa (S)ile carpip

Ucglincu satira eklersek

73



M El O
Fl M El

()M 4 (S)=A(S) O O
Bu durumda T ’nin ranki —=E™4,(S)M +4,(S) =4 (S)’e baghdr.

T ’nin  m-1inci satiri (O,O,...,AO(S),Zl(S), E) bulunur. m-1 inci satirini
—E™2,(S)ile carpip son satira eklersek son satir (0,0,...,22 (S),Zg(S),O) olarak elde
edilir. Simdi yeni matrisin m—2 inci satinni —E™4,(S)ile carpip son satira eklersek
son satir (O,O,...,AA(S),ﬂs(S),O,O) olarak bulunur. Elde ettigimiz yeni matrisin ikinci

satinni —E ™4, (S)ile carpip son satira eklersek (A, (S), A5(S).0,0,...,0)

elde ederiz. Son olarak, yeni matrisin birinci satirini —E‘lﬂZm_3(S)ile carpip son satira

eklersek son satir (ﬂzm_l(S),O, 0, O,...,O) olarak bulunur. Boylece yeni matris

M E O O 0, 0, O,
oMy B O 0, 0, O,
o0 F M, E - 0 0 O
O o F M, -~ O O O
(TRN )mnSans - S 5 S S S .s .S
Os os Os os ' Ms Es Os
Os Os Os Os Fs Ms Es
ﬂ?m-l(s) Os Os Os Os OS OS mnsxmns

seklinde elde edilir ve agikga bellidir ki rank (T):rank(T')qur. Ayrica Amatrisini

incelersek kolaylikla gorebiliriz ki A matrisi terslenebilirdir ve dolayisiyla ranki
indirgenemezdir. Boylece T ’nin g¢ekirdeginin boyutu Xmel(S)'in cekirdeginin

boyutuna esittir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
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Ornek 4.3.1 Bu 6rnekte m=2,n=2 ve s=2 alarak sectigimiz yerel kuralimiza

sifir sinir sarti altinda karsilik gelen temsili matrisin rankini hesaplayalim.

ik olarak temsili matrisi asagidaki gibi verelim:

0O b d 0 e 00O
c 0 0 d 0 e 0O
a 0 0 b 00 e O
T 0 a c 0 0 0 0 e
RN f 0 0 0O 0Ob d O
0o f 0 0 c 0O
0 0 f 0 a0 0 b

0 0 0O f 0 ac 0 /g8

S,(c,b) dl, el, 0,

al, S,(ch) O, el,
f.l, O, S,(c,b) dul,
0, f.l, al, S,(cb)),

Yukaridaki temsili matrisi blok matris olarak bir kademe daha yazmak istersek
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Simdi matrisi blok matrisler olarak asagidaki sekilde ifade edebiliriz:
M, E

TRN — 2 2
FZ MZ

Bu blok matrisin rankini hesaplamak istersek;

R, ve R, blok matrislerin satirlari olmak Gzere; —F,R +M,R, = R, islemini yaparsak

en son elde ettigimiz matris asagidaki gibi olur:

(M, E,
Ta=l g _EE +Mm?2
22 2

elde edilir ve blok matrisin 1. Satirindaki E, blok matrisi birim matris oldugundan bu

matrisin ranki yani;

rank (T s ) =4+ rank (-F,E, + M?) olarak bulunur.

bc+ad - fe 0 0 2bd

CEE +MZ= 0 bc+ad - fe 2cd 0

2 e 0 2ab bc+ad — fe 0
2ac 0 0 bc+ad - fe

4x4

olarak bulunur.
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Burada 6zel olarak a=b=c=1,d =e=f =2 alinirsave a,b,c,d,e, f € Z, segilirse;

mz 2 ’ﬂ?m—l(s) = _E_lM ﬂ“Zm—S(S) + ﬂ“Zm—A(S) '
4(8) =—E"MA,(S) + 4 (S)
=—E'M?+F

A(S)=M, 4(S)=F

(Tan )gs = (M—D)ns+rank A, (S)=(2-1)2.2+rank A, (S)=4+4=8.

olarak bulunur bu da matrisin terslenebilir olugunu ve dolayisiyla ona karsilik gelen
hiicresel donlisiminde terslenebilir oldugunu bize sdyler. Tabi matrisin ranki secilen

cisimler ve onlarin elemanlarina verilen degerlere gére degisir.

Simdi 6zel olarak a=b=c=d =e=f =1 alinirsave a,b,c,d,e, f € Z,segilirse;
rank (T ) = 4+ rank (—F,E, + M} ) =6

Ayni matrisin rankini yukaridaki teorem vasitasiyla kolaylikla soyleyebiliriz:

(Tan )ge = (M=D)ns+rank A, (S) = (2-1)2.2+rank A, (S)=4+2=6

olarak bulunur buda matrisin terslenebilir olmadigini ve dolayisiyla ona karsilik gelen

hiicresel donisimiinde terslenebilir olmadigini soyler.
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BOLUM 5

UC BOYUTLU HUCRESEL DONUSUMLERIN BAZI UYGULAMALARI

Bu bolim olusturulurken; Cellular Automata: Additive Cellular Automata: Theory and
Applications, (1997) [15] isimli kitapdan ve [30] nolu ¢alismadan faydalaniimistir. Bu
boliimde T gecis matrisinin minimal polinomunu bulacagiz ve bu minimal polinom
yardimiyla devir ve transient uzunluklarini belirleyecegiz. Ayrica T gegis matrisinin
cekici noktalarini belirleyecegiz. Bu uygulamalara ge¢cmeden once devir (cycle)

uzunlugu, gecis (transient) uzunlugu ve cekici nokta tanimlarini verelim.
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Tanim 5.1 X, baslangic konfiglirasyonu olsun.Bir teNigin X, :TtX0d|r.E§er
T'X, =0olacak sekilde bir t € N yoksa biitiin miimkiin konfigiirasyonlarin sayisi sonlu
oldugundan bazii,j sayilartigin T'X, =T'X, olur. (i, j)<(k,1)<i<kyadai=Kk, j<I

béyle bir durumda T'X, =T"*X, sartini saglayan en kiiiik (t,c) sayi cifti vardir.

T'X,=T"°X, ifadesinde ki teNsayisina X, konfigiirasyonu iizerindeki gegis
(transient) uzunlugu, ce N sayisinada X, konfiglirasyonu (izerindeki devir (cycle)
uzunlugu denir.

Tanim 5.2 Belli bir zaman adiminda kendisine donen konfiglirasyona cekici

nokta(attractor) denir. Baska birdeyisle, bir hiicresel donlisim konfiglirasyon agacinda,

agacin koku olarak gorilebilecek konfiglirasyondur.

Tanim 5.3 Baslangi¢ konfiglirasyonu ile basladiktan sonra, belli bir zaman adiminda
konfigiirasyonun kendisine dénene kadar ulasilan konfiglirasyonlara en son elde edilen
konfiglirasyonun basin’i denir ve bu sire zarfinda elde edilen bu diyagrama Durum-

Gegcis Diyagrami(State-Transition Diagram) denir.

Ornek 5. 4: Yerel kural (102,102,60,60) olsun ve bu yerel kurala sifir sinir sarti altinda

karsilik gelen karakteristik matris asagidaki gibi verilsin:

R N
R P P O
L O O o

4x4

Z, cismi Uzerinde 2* =16 tane vektdrden herhangi birini keyfi olarak secerek eger

varsa cekici noktalari, gecis uzunlugunu, devir uzunlugunu ve basin leri bulmaya

calisalim.

F= — 10 keyfi vektoriini ele alalim.

o r O BB

4x1
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—15

e B

e =

r O O o

o r O K
|

e

4x4 4x1 4x1

Karakteristik matrisle yeni elde ettigimiz vektori tekrar carpiyoruz. Bu durum bir

dongli elde edinceye kadar devam edecek.

-0

I N N

=

P O O o

e
|

o o o o

4x4 4x1 4x1

Sifir vektoriini buldugumuz igin duruyorum. Simdi yeni bir keyfi vektor ele aliyorum.

0
1
F= —5

0

14><1
1 100 0 1
0110 1 1

Tan -F = : = —15

0110 0 1
0 0 1 14><4 14><1 14><1

Yukarida gorildigu gibi 15— 0’ a gidecek. Dolayisiyla yeni bir vektor segiyorum.

—>4

o O —» O

4x1
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1100 0 1
0110 1 1

To .F = . = 14
0110 0 1
O O 1 1 4x4 O 4x1 O 4x1
1100 1 0
0110 1 0

Ten-F = {1 = | -1
0110 1 0
O 0 1 1 4x4 O 4x1 1 4x1

1 vektord ise tekrar kendine donecek. Simdi Durum-Gegis Diyagrami(State-Transition

Diagram) gizelim.

5 10 4 11

N N
15 14

\
0

\
1
T T

Sifir —Agaci (Zero- Tree)

2 13 3 12
N N

6
J J
v v
n=4, rank =3, Ulasilamayan Durumlar=2,3,4,5,10,11,12,13
Devirsel Durumlar=(0,1,8,9),
Cekici Noktalar=0,1,8,9

0—basin =(0,5,10,15)
1—-basin =(1,4,11,14)
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Minimal polinom x* + x* = x*(x+1). Buradan gegis uzunlugunun 2 devir uzunlugunun 1

oldugunu soyleyebiliriz. Ayrica karakteristik polinom x*+x? olarak bulunur.

Ornek 5.5 Yerel kuralimiz <102,60,90,60> olsun ve bu yerel kurala sifir sinir sarti

altinda karsilik gelen karakteristik matris asagidaki gibi verilsin:

I T
» O O o
B, O O

4x4

Z, cismi Gzerinde 2* =16 tane vektorden herhangi birini keyfi olarak secerek eger

varsa cekici noktalari, gegis uzunlugunu, devir uzunlugunu ve basin leri bulmaya

¢ahisalim.
1
0 o
F= 1 —10 keyfi vektorini ele alahm.
0 4x1
1100 1 1
1100 0 1
Tay-F = . = —13
01 01 1 0
O O l 1 Ax4 0 4x1 1 4x1
1100 1 0
1100 1 0
Ton-F = . = -1
01 01 0 0
0 0 1 1 4x4 1 4x1 1 4x1

Benzer sekilde devam edilirse;
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1100 0 0
1100 0 0

Ton-F = . = —>3
01 01 0 1
0 0 l l 4x4 1 4x1 l 4x1
11 00 0 0
1100 0 0

Ten-F = . = —2
01 01 1 1
O O 1 1 4x4 1 4x1 0 4x1

ve son olarak

1100 0 0
1100 0 0

Tan -F = . = —1.
01 01 1 0
0 0 1 1 4x4 O 4x1 1 4x1

Baska bir keyfi vektor sectigimizde ayni durum s6z konusudur. O halde bu karakteristik

matrise karsilik gelen Durum-Gegis Diyagrami(State-Transition Diagram)cizelim:

Sifir —Agaci (Zero- Tree)
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N’ pg
13 14

1 - 3

n=4, rank=3, Ulasilamayan Durumlar=4,5,6,7,8,9,10,11
Devirsel Durumlar={1,2,3} ve {0},

Cekici Noktalar=0

0—basin =(0,5,10,15)
1—basin =(1,4,11,14)

Minimal polinom x* +x*+x* = x*(x* +x+1) olur buradan gegcis uzunlugu 2, devir
uzunlugu 3 x2+x+1|x3+1olarak bulunur. Ayrica karakteristik polinom x*+x®+x* olarak

bulunur.
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Ornek 5.6 m=2,n=2 ve s=2 alarak sectigimiz yerel kuralimiza sifir sinir sarti altinda

karsilik gelen temsili matris asagidaki gibidir:

0O b d 0 e 0 0 O
c 0 0 d 0Oe 0O
a 0 0 b 00 e O
T 0 a c 0 0O O O e
RN f 0 0 0 0 b d O
0 f 0 0 c 0O d
0 0 f 0a0@O0@®D
0 0 0 f 0 ac O 8x8
Buradan ozel olarak a=c=d=e=f=1ve b=0 alinirsa ve
a,b,c,d,e, f € Z,segilirse;
0 01 01000
1 0010100
1 00 0 O0O0T1O
T 01100001
RN 1 00 0O0OT11O
01 001001
001 01 00O
0001011 0)gg

elde edilir.

Z, cismi uUzerinde 2% =256 tane vektdérden herhangi birini keyfi olarak secerek eger

varsa cekici noktalari, gecis uzunlugunu, devir uzunlugunu ve basin leri bulmaya

calisalim.
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— 1 keyfi vektorini segelim.

8x1

T
_00000001

I
LL

8x1

_O_

0
0
0

0

001 01000

1 0010100
10000010
01100001
1 00 0O0O0T1TO0

01 0010001

001 0100O0O

0001011 0)gglll,

Ten-F

kvl
%
1
© © © 0o d o o
I
kv
X
5
© © © +4 o d o o
©
X
o)
O O O 4 O +d O o
O O 4 O 4 O o -
O 4 O 0o o o o
- O O © O +H «d O
O 4 O O O o o
- O O 4 O O +d4 O
O O O 4 O +d o o
O +d +4 O 4 O O o
I
L
g
-

Benzer sekilde devam edersek bazi sonuglari asagidaki gibi yazalim:
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1-520->0
2—>41-0
35610
4—-565->0
5-585->0
6—>104—0
7124 -0
8—>134 -0
95146 >0
10»5175->0

315187 —0
325146 -0
33513450
34 —>187 -0
35-5175->0
36 —>211—-0
37—>199 -0
38—>250—->0
39>238—>0
40—>20—->0

61—0

62 —>61—-0
63—>41—-0
64 >20—->0
65— 0

66 >61—0
67 —>41—->0
68 >85—>0
69 >65—0
705124 -0

115187 >0
1251990
1352110
14 —-238—>0
15— 250> 0
16 >65—>0

17—>585—->0

185104 -0
1951240
20>0

410

42 5610

435410

44 —585—-0

45—-65—-0

46 5124 >0
47 5104 -0
48 > 2110
49 5199 -0
50—>250—0

715104 -0
725146 -0
73134 -0
74187 —0
75->175-0
76 > 2110
77—>199 -0
78 —>250—->0
79 —>238—>0
80->85—->0
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21—>20—>0

22 >41—-0

23—>61—0

24 -199 -0
252110
26 > 238 >0
27 —>250—0
28 5134 >0
29 5146 >0
30—-5175—>0

51—-238—0
52 —>146 >0
53513450
54 -»187 >0
55—-5175-0
56 —>85—->0

57—>65-0

58 »124 -0
59 -104 -0
60 —>20—-0

81—->65—-0
825124 -0
83510450
84—-520-0
85—-0
86 —>61—0
87—>41-0
88 —>211—-0
89 >199 -0
90> 250—>0



915187 -0
92 5146 >0
93513450
94 187 -0
95-5175->0
96 —>134 -0
97 ->146 >0
98 »175—->0
99 »187—0
100 »199 -0

121—-585—-0
122 -104 -0
1235124 -0
124 -0
125—-520—->0
126 >41—0
127 —->61—->0
128 -»104 -0
129 124 -0
130 >65—0

151—-85—-0

152 »175—0
153187 >0
154 5134 —>0
1555146 >0
156 — 238 >0
157 > 250 -0
158 199 -0
159 » 2110
160 —» 250 -0

101> 211—>0
102 - 238 -0
103—>250—-0
104 -0
105—-520—0
106 >41—->0
107 —>61—->0
108 > 65— 0
109 ->85—-0
110 5104 >0

131-585—0
132 5410
1335610
134 -0
135520—->0
136 - 238 >0
137 - 250 -0
138 >199 >0
139 > 2110
140 ->175—-0

161—238—0
162 - 2110
1635199 >0
164 —-187 —0
165—-175—->0
166 > 146 —» 0
167 ->134—>0
168 »>124 >0
169 —-104 >0
170—-585—0
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1115124 -0
112 5199 -0
11352110
114 - 238 -0
1155250 -0
116 »>134—>0
117 > 146 -0
118 >175—0
119 5187 —>0
120565—0

1415187 -0
142 -»134 -0
1435146 >0
144 5410

145-561-0

146 >0

147 5200

148 5104 -0
149 -124 -0
150 »65—0

171—-65-0
172 >61—->0
173— 4150
174 ->20—->0
175> 0
176 - 187 >0
177 —>175—-0
178 5146 —> 0
179 5134 -0
180 > 250—0



181—238—-0
182 > 2110
1835199 >0
184 >61—>0

185410

186 —>20—->0

187 >0

188 —>124 -0
189 »104 -0
190 »85—-0

2110

212 ->124 -0
2135104 -0
214 —->85—0
215—>65—-0
216 -»187—>0
217 —-175—0
218 ->146 -0
219 >134 -0
220> 250—-0

191-565—-0
192 5124 -0
1935104 >0
194 -»85—-0
195-565—0
196 > 610
197 > 410
198 »>20—->0
199 -0
200> 2500

2212380
222 - 2110
223199 -0
224 — 238 >0
225— 2500
226 5199 -0
227 —>211—-0
228 >175—0
229 ->187 -0
230 >134 -0
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201—238—-0
202 > 2110
203—>199->0
204 - 187 -0
205—-5175—-0
206 >146 >0
207 >134 -0
208 > 61— 0

209 >41-0

210 >20->0

231146 >0
2325104 >0
2335124 -0
234 —>65—->0
235—-585—-0
236 >41—0
237 —>61—0
238—>0
2395200
240 >175—0

2515200
252 5104 -0
2535124 -0
254 —-65—-0
255-585—-0



1-21-40-60-64-84-105-125-135-147-174-186-198—-210-239-251
\
20

\
0

2-22-43-63-67-87-106-126-132-144-173-185-197 —209 —236 — 248
\
41

\
0

3-23-42-62-66-86-107-127-133-145-172-184 -196 — 208 — 237 — 249
\
61

\
0

4-16-45-57-69-81-108-120-130-150-171-191-195-215-234 - 254
\
65

\
0

5-17-44-56-68-80-109-121-131-151-170-190—-194 — 214 - 235—-255
\
85

\
0

6-18-47-59-71-83-110-122-128-148-169-189-193-213-232-252
\J
104

90



7-19-46-58-70-82-111-123-129-149-168-188-192 - 212 — 233 - 253
\
124
\
0

8-28-33-53-73-93-96-116-142-154-167-179—-207-219—-230—- 242
\
134

9-29-32-52-72-92-97-117-143-155-166 -178 -198 — 206 — 218 — 231 - 243
\J
146

10-30-35-55-75-95-98-118-140-152-165-177 - 205-217 - 228 - 240
2
175

11-31-34-54-74-91-99-119-141-153-164-176—-204-216-229-241
\
187
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12-24-37-49-77-89-100-112-138-158-163-183-203 - 223 - 226 — 246
\
199

\
0

13-25-36-48-76-88-101-113-139-159-162-182 — 202 — 222 — 227 — 247
\
211

14-26-39-51-79-91-102-114-136-156-161-181—-201-221-224 - 244 - 251
2
238

15-27-38-50-78-90-103-115-137-157-160-180—-200—- 220 - 225245
s
250

Bu sekilde devam edersek 2 gecisden sonra her eleman sifira gidecek.
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00101000
10010100
10000010

. 01100001

RN 110000010
01001001
00101000
0001011 0)gg

Minimal polinom x® dir ve buradan gecis uzunlugu 2 , devir uzunlugu 0 bulunur. Ayrica
cekici noktalar 0 dir ve biitliin konfiglirasyonlar 0’in basinleridir. Karakteristik polinom

x2.

Not: Yukaridaki matrisimizin gekirdegini incelersek ;

K ={(10000110),(00010100), (01101000}, (00101001)}

elde edilir. Buradan vektor uzayinin elemanlarini elde edersek asagidaki gibi bir sonucu
elde ederiz ki burada dikkat edilmesi gereken konu elemanlarinin her birinin, bir kdke

karsilik gelmesidir.

00000000,10000110(134),00010100( 20),01101000(104),
00101001(41),10010010(146),11101110(238),10101111(175),
01111100(124),01000001(65),00111101(61),11111010(250),
01010101(85),11000111(199),10111011(189),11010011(211)
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BOLUM 6

SONUC VE ONERILER

Hicresel donistim(CA), bircok bilim dalinda incelenen bir kavramdir. Fizik ve biyoloji
alaninda ve bilgisayar bilimleri gibi bircok alanda olaylari modellemek icin CA kavrami
farkli yonleriyle incelenmistir. Ornegin hiicresel déniisiimler karmasik sistemlerin
davranislarini incelemek icin kullanilirlar. CA, son vyillarda, bilgisayar biliminde
kullanilmaya baslandi (Choudhury ve ark., 2004). Sistem dizayncilari yazilim
tabanlarindan c¢esitli karmasik fonksiyonlari silikon tabanli donanim bloklarina

yerlestirmeyi deniyorlar.

Son yillarda popller olan CA'nin karakteristik 6zellikleri icin bircok makale yazilmistir.

(Khan ve ark., 1997; Choudhury ve ark., 2004; Siap ve ark., 2009)

Bu tez de daha 6nce bir ve iki boyutlu hiicresel donlsimlerde yapilan ¢alismalar ¢
boyutlu hiicresel donlisiime genisletilmistir. Bu calismada daha ¢ok CA kavraminin, bazi
ozel yerel kurallar tarafindan sifir sinir sarti ve periyodik sinir sarti altinda Uretilen

temsili matrislerinin elde edilisi incelendi.
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ilk olarak ti¢ boyutlu hiicresel déniisiimlerin sifir sinir sarti altinda elde edilen temsili
matrisin terslenebilirligi hakkinda incelemeler yapildi. Bunun lzerinden temsili matrise
karsilik gelen hiicresel dontigiimlerin terslenebilir olup olmadigi durumlari bulmamiza
yarayan ¢ok onemli bir teorem verildi. Bu teorem sayesinde ¢ok blyik matrislerin
terslenebilirligi hakkinda bilgi sahibi olundu. Daha sonra Ug¢ boyutlu hicresel
doénusimlerin periyodik sinir sarti altindaki temsili matrisini elde edildi. En sonunda ise

Ug boyutlu hiicresel dontgtmlerin sifir sinir sarti altinda bazi uygulamalari verildi.

Bu calismada genellikle Z, cisimleri lizerinde 3D CA’larin temsili matrislerinin elde

edilisi Gzerinde duruldu. Bu temsili matrisler bazi 6zel kurallar igin sifir sinir sarti ve
periyodik sinir sarti altinda incelenildi. ileriye déniik olarak, CA temsili matrislerin elde

edilisi farkl cisim ve halkalar i¢in tekrar incelenebilir.
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