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Tuzin  OzU0 wve yONU

Bu galigma, sirala (n) liler igin, halka ve cisim yapilarinin
genellegtirilmesi ve genigletilmesine +liakin bir ybntem ile ; bundan
elde edilen verilerin, bilinen cebirsel yapilarda denenmesini ve uygu-
lanasiny igine almaktadar,

Caligmada, sirali giftler igin - kompleks sayilar, dual sayi-
lar "s, faktorli sayilar ciimlelerini de igeren dsha genig bir GEN HALKA-

clsiM yapisa ; ve

Kompleks sayinin, dual sayinip, "s, faktdrli sayinin olugum
veya tanim Ggeleri : sira ile 1,%, s gpasinda toplam (i+€, § +3, s+i),
ve garpim (i.9; 9.8; s.i) iligkilerine gplam ve olanak veren kinematik
bir yorum yapmak sureti ile, buanlarla b@gi cebirsel yapilar elde edilmesij;

Ayrica bilinen bazi halke ve gigimlerin sinaf haline getirilmesi;
bunlar iginde Uzellikler tagayan alt sipj3flar buluamesi yeni sayilabilir.

Caligmanin 3. bSliimiinde saralil (n) liler igin tesis edilen GEN
HALKA - CISIM garpim kurali verilerinin, metris elemanlara uygulanmasi
halinde halka nitelijginin korunacafi ve pund&n elde edilecek sonuglar lize-

rinde durulmugtur.

30 ARALIK 1981
ZONGULDAK
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L ESSENTIEL ET LA DIRECTION LA THESE

Ce travail contlent une manfﬁra 8 propos de la generalisation
et 1 glargissement des constitutions du corp et de 1’ annesu pour les
termes de rang (n) ; et qu il contient, en meme temps, 1’ application et
X éxpg}lence des donnes obtenu par cele, sur les constitutions I’algéh-
riques connues. -

Dans ce travail ; les paireg de rang (2), il ya une constitu-
tion plus large du GhNE = ANNEAU - CORPS qui contient aussi les ensem-
bles des nombres en facteur (s), les pHombres complexes, et des nombres
duals ;

Les Jleﬁenta de definition ou de naissance des nombress en fac-
teur (8), des nombres complexes, et des nombres duals sont succesivement
: 1,9, 8 ; addition entre eux : (i+9 ; €+8 ; s+l1) et multiplication (i8
7948 ; 8 .1), on a ubtenu les constitutions al;;brigue en commentant
kine matiquement ( cingtiquement )

D’ autre part, on peut compter nouvellement une maniére de la
clasgification des certains corps et des anneaux, et la decouverte des
sous classes qui porte des particularitéﬁ differentes

Dans la 3°°° partie dutravail, on a assure la liaisen avec le
sujet : sur la conservation de la propriétéld’anneau et ses rﬁsultas. en
cas 1’application des donnes de régle de multiplication appertenant'} la
GEHE ANNEAU - CORPS constituds pour les termes de rang (n), sux éldhanta

de matrice.

Le 30 decembre 1981

(ur)



¢ IyLiEM - GUHUP - HALKA - CIsiu
DI§ ISLEM - VEKXTOR UZAYI - MODUL

A I¢ toLes

PANIM : 1.1-(BIR cUMLEDE I¢ IgLEw)

Ayni bir E ciimlesinin Yaek, beE ; ab elenanlarinden , yine
E nin bir c€F elemaninin elde edilmesipi saglayan bir kural, bir iligki
ortaya konabiliyorsa, E de bir (7) ig iglemi tanimlanmigtir denir ve aTb=c

yazilir. aTb igleminden iki eleman bilegimi olarsk bahis edildigi yerler
olacaktair.

i¢ iglem, bir ciimlenin 8,b elemanleri arasinda C' yi yaratacsk bir
cebirsel aperasyon tanimlamsk demektir. (%) i¢ iglemi ile ciimlenin tiim ele-
manlari arasinda bir miinasebet bclirlenmié olmaktadair.

TANIM : 1.2-(BIR BLEMANIN BOLENLERL, PARGALARI)

Bir (1) i¢c iglemi ile cilimle i¢inde, (¢) yi aTb=c olarak olugtursn
a,b elemanlarina gofu kez (c) nin pargelari, ya da bagka bir ig iglem halind:
(¢) nin bdlenleri denir.

Bir elemanin birden fazla pargaya ayrilebildigi ya da cebirsel bir miis
tasyonun (bdlilnerek gofalma) milmkiin oldufu matematiksel bir biinye ortaya kon-
mak istenmektedir.

TANIM : 1.3-(1¢ I3LziiN WITELIKLERD)
a) 1¢ iglemde sssosiativ (birlegimlilik) niteligi:Vx,y,ze B igin

(xIly) Tz = xT(yTz) = XTyTz = veE ise i¢ iglemin assosiativ (birlegimlilik)
niteligi vardair denir.

b) I¢ iglemde komutativ (degigimlilik) nitelifi:¥ x,ye B igin XTy =
¥yIx = v & ise, T ig iglemi komutativdir (defigimlidir) denir.
¢) f¢ igleme gbre regular a]emantﬂx,ye'ﬂ icin a Tx = aTy 4, x Ta =

¥y Ta => x=y olan a L elemanina (T) i¢ iglemine gbtre E deki regular eleman
denir.
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d) Ig iglemin etkisiz (notr) elemana

ﬁfxEJS, x elemani igin eTx = xTe = x olan e¢ E , (e) elemani var
ise (e) ye T ig iglemine gire £ ' min ndtr ya da etkisiz elemanmy denir.
Bir ciinle igin T ,d gibi iki ayri i¢ iglem tanimlanmasi miimkiin,
ayrica her iki iglem igin de ayri etkisiz (nUtr) eleman var ise, bu eleman
larin ayra, ayra adlandirilmasi geregl ortadadir. Genellikle Oklid matema-

tiZinde iki ig¢g iglemden birinin ndtr elemanina sifir elemani , diferinin

notr (etkiaiz) elemanina birim eleman deyimini kullanmak aligkenlik olmug-

tur.
iler iki elemanin da, gegerli pglduklari iglem iginde diger elemen-
larla iligkilerinde etkisiz olduklara gnutulmamalldlr.

e) Ig igleme gore ters (invers) glemen
e

XEE olan X elenani igin xTx = x T = e (etkisiz eleman), x:r-.E P
x'elemanl var ise, x’ye (T) i¢ iglemineg gire X in, E deki ters elemani de-
nir. ki ig iglemin stz konusu olmesi pg@linde bu iglemlerden birine gire
ters igaretli eleman denmesi usililden o;quqtur. T iglemine gire x’ters ele-
mani ig¢in x‘- -X , bagka bir igleming gire x!ters elemaniy icgin x’-—x"l
ifadeleri kullanilar. X, #‘elemunlarlnﬂ notr (etkisiz) elemanain pargalara ;

ya da bdlenleri adi verilir.

?EOHEH H 1.3.1

Bir (T) i¢ iglemi igin (e) etkigiz elemani tekdir.
isbat :

Iki e , e'etkisiz elemanin varlifia kabul edildiginde (T) nin tanam
landijzy B climlesinin bir xe B ,X eleman:,. igin
xTa = eTx = » yazilabilir e'- * alinar ise

B Te = eTa = e’. ayni iglem e Ptkisiz elemanl ve e = x alarak yapi
diginda

]
xTeg= a'Tx ™ x-1.eTs’= Sﬁa = @ ; buradan e = e’nlur.

TEOREM. : 1.3.2

3 (T) i¢ iglewinin birlegimli olduigu, E cilmlesinde bir xecE elemana
X ters elemamy (xIG.E) tekdir.
Isbat :

) i
X'in x’, x gibi iki ters (invers) elemaninin bulundugu kabul edil
ginde

4 W |
xTx=evex T (xI£) =X Te = x ve birlegimlilik ten : |

.-42-



! i ! [J
(xTx) Px =e T x'= x'; buradan x = x!cmkar

TEOREM : l.3.3

T i¢ islemine gore x , x' ters elemenlari regulardir.
Isbat :
x.Ty = xTz => z = y oldugu saptanacaktir
nitekim :
21 (xTy) = x(xT2) , (¥1x) Ty = (drx) 72,
ely = 6Tz =) y = 2z olur ; ayni iglem x'icin de tekrarlanabilir.

PEOREM = 1-31‘

Bir T ig iglemine gire x, y elemgnlarinin tersleri xi yrvar ise,
x, y elemenlarindan (1) i¢ igleminin olugturdugu (x T y) elemenimin tersi
vardir. ve bu ( xT y) elemaninin (xT y) ters elemani:

(.xT y)’= y’T x' diir.

Isbat :

(yiT £J PizTy) (T y) 2 (y;T f) = e oldugunun saptanmasi
gereklidir, Birlegimli bir i¢ iglem sbz kagpusu olduundan

((y’T £) Tx) Ty = (¢’ (' x)) Qy = (y'T e) T ys= x'n y = e olur.
ayni ybntemle (x T y) 7T (J’T é) = e olacgir doErulanabilir.

TANIM : 1.4 - (1ki ig iglem IZOMQRFIZMI)

T, B (x) cilmlesinde bir ig diglem i T E’(y) de farkli bir ig
iglem; ve £, & (x) in bir x elemanini, E (y) nin bir y elemamna f.(x)—y
kargilik getiren bir iligki

fe ( X ) —» ¥y 9 L. & X, y U, ¥, i ayrica

2 )

ise : £ ye B den Eiya bir izomorfizm ; E ve E’uumlalerine izomorfik ciimle-
ler denir.

(i) £ birebir ve Orten ; (4ii) f,(:l A 12) = £, ( Xy J i e %

TANIM : 1.5 : ( BIR IGLEMIN, PARGLI . DIGER BIR IGLEM UZERINE
DAGILIMLILIGLI ( DISTRIBUTIVITE )

X, ¥, 2el olarak ( x Ty ) z = (xlz) T (yLz) ise (L) iglemi
( T ) tizerine soldan dafilamly ;

zl(xTy) = (zlx) P (zly) ise, (L) iglemi ( T ) iizerine sag-
dan da@ialamladir denir ; hem sagdan, hem soldan dagilimli ise, sadece da-
g1limladar denecektir,



PANIM : 2.6 - GURUP

Bog olmayan bir G climlesi ile, bu ciimle igin birlegimli ve birim
elemani (ndtr eleman) clan; her elemaninin tersinin varlijini miimkin ki-
len ( T ) i¢ iglemi ile bir arsda (G, T) ikilisine GURUP ; (1) ye de gu-
rup iglemi depnir. ( T ) gurup iglemi degigimli ise (G, T) gurubuna ABEL
GUKUBU ada verilir.

“ @ eclimlesinde ( n ) sayida eleman vay ise, guruba G = n kudretinde

sonlu gurup, eksi halde sonsuz gurup denir.

Ayni ( T ) ig iglemi ile G nin gurup plugturaen G alt ciimlesi var
ise (G, T) ikilisine (G, T) gurubunun alt gurubu adi verilir.

PANIM : 2.7 - (1DEMPOTEGNT LLEMAN)

Bir G climlesi ve ( T ) i¢ iglemi vewildiffine gdre x ¢ G igin

x T x = x olen x elemanina ldempotent eleman denir.

TEOREM : 2475

Bir (G, T) gurubunun idempotent elemani birim elemandir.

Isbat :

x, (G, T) gurubunun idempctent elemani ise yani tanim nedeni ile,
x Tx = x dir ;3 birlegimli G ciimlesi igin 3

xPT(xPTx)=xPTxveya(xTx) PTx=xTx den

(x TP x) = e = x oldugu anlagalar,

TEOREM : 2.7.8

Bir (G, T) gurubunun herhangi iki a, b elemananin (a T b) nin ters
elemani (a T b) = b'1 & dir.
isbat :

(a20) 2 (0T a)=at(b2v)2ale(amTe)ram=araae
(V2 d)2(a®b)=tc(a'?a) To=(b'Te)Tb=0t'Tb=e olur.

«3 = HALKA

PTANIM : 3.8 - (HALKA)

H, bog olmayan bir climle ile H ve T i¢ iglemi bir abel gurubu tegkil
ediyor ise ; ayni zemaenda H de birlesimli ve ( T ) ig iglemi iizerine dagrlam-
11 ikiped bir (L) i¢ iglemi var ise, ( H, T,.L) liglisiine helka denir,

(L) ig iglemi dejligimli oldugu takdirde halka degigimli ( komutativ ) hel-
ka ; eyricall)iglemine gbre etkisiz (birim) eleman meveut ise, halka degigim-
1i birimli halka olarak adlandiralar. klﬂ&};ﬁ;ﬁ hatiri igin tenim agegrdaki
halka aksiyonlari denen metematik gareklsrig Gzetlenecektir.

z X



a) (H, 1) Abel gurubu zZoruanlu nitelikleri

(i) (2) ¢+ (xy, yY) e HxH —5 x 1T yeH, *x, ye H (kapalalak aksiyo
(ii) (e Py)PTz=xT(y1™Tz),¥x,5, 2l (birlegimlilik aksiyomu)
(i1i) x T e =e T x = x, 4 x ¢ H (etkisiz eleman varlij)

(iv) TP x=x'Tx = e, % xecH (ters eleman varlif)

(v) x Ty=yTzx, ¥x, yeH (defigimlilik niteligi)

b) L ikinei iglem zorunlu nigelikleri

(vi) L :(x, y)e HxH , x1lyel ( kapalilak aksiyomu)

(vii) (x Ly)lz =x1 (yL z) (birlegimlilik sksiyomu)

(viii) z Ll (xTy)=(zlx) T (zLly) (dagalimlilak seksiyomu)
(x Ty lLs=(x1s2)®(yl )

TEOREA : 3.8,9

e , (H, T) abel gurubunun etkisiz elemani ise
xlea =85l x =8 dar
Isbat :

(H, T) nin bir abel gurubu ve 1 igleminin dajnlimly olmasi nedan:
ile,
xloe=x1(e786)=(xl8)T(x1le)den (x18) =0 ve
8lx=(61T8)l x=(8lx)T (01l x)den (8lx) =0
elde edilir. i

TEOREM : 3.8.10

(H, ?,.L) halkasinda X, Yy € H elemanlarinin T iglemine gire
inversleri xﬁ yfiaa x.Lyf= x{Ly = l[:r..L;,\")'r dir,

lebat :

(H, T) nin birim elemuna y T y’= 8 olsun ; (Teorem 3.8.9) a go-
re .

xL(y 2 y) = (xly) T (xLy)=8  ,  bu ise xLly'ain T 1g
iglemine gore (xLly) nin inversi oldufunu yani (x.j_y)’a x Ly ‘oldugunu

gbsterir.

TEOREM : 3.8.11

(H, T, L) halkasinda x, yeil ve x, y nin (H, T) gurubundaki in- !
versleri x_f' y' ise sc';L'y'a xly dir. '

Y.



isbat :

Teorem (3.8.10) nedeni ile

f )
(IiLF3 - XZL3’= ( x!') Ly =xly bulunur.
PANIM : 3.9 - (SIFLIR BOLENLSRL)

e, (H, T) Abel gurubunun ndty (sifir) elemani olarsk (H,l) gu-
rubunun xly = e} x, ye H olan x, y elgmanlarina halkanin sifir bblenleri

adl verilir.

§.4 - clsiu

TANIM : 4.10 - (cisim)

(c, T, L) halkasanin (C, T) Abel gurubunun ( e ) sifir ( ndtr )
elemaninin bulunmadiiy climle €*= C = ( e ) ile gisterildiginde ( df T )b
gurup ve' L iglemi T Uzerine dagilimly ise ( C, T, 1) iiglilsiine cisim denir
kisaligin hatira igin, clsim, agafida cisim aksiyomlari denen matematik

geroeklerle Gzetlenecektir,

(C, T) Abel gurubu icin gerekler

(1) (xTy )Tes=xT(yT3) ¥x, y% ¢C ( dbirlegimlilik
aksiyomu )
(ii) (xTe)=eTx=x, ¥xeC, e e C ( nétr eleman varlijy )
(ii1) x T x'= x’T x =e, ¥xeC, xeC ( ters eleman varlig )
(iv) xTy=yTx, ¥x, yeC ( deggigimlilik aksiyomu )

5
( C,L1l) murubu igin gerekler

(v) (xdly)lz=xt(ylz),¥x,y, 2 eC ( birlegimlilik
aksiyomu )
(vi) xL¢=61lx=2x, ¥x, ¢ €eC ( nétr eleman varliiy )
(vii) x A x_"a xﬂil-x = 4 .-\rf'x. f'ec ( ters eleman varlijgy )
ve ( ¢, T,1 ) nin halka olmak zorunlulu@u nedeni ile,
(viii) (x Ty )Ll gs=(xlz )P ( ylz ) veya
z2l(xTy)=(ztlx)T(2ly) (daialimlilik sksiyom

TEOREM : 4. 10. 12

»
(¢, L) cisminde ( C, L) gurubunun $ birim elemani tekdir.

Isbat :

i % 5 i' birim elemanin varligi kabul edildiginde
f-_l = il_Ls.- i _Ls.‘. $.  qlur,

-6



TANIM z 4.11 ( CISHMIN KAWAKTERISTIGL )

( ¢, T,4.) clsminde ( C, T ) abel gurubunun etkisiz ( safar )
elemani e ; ( d:.L.) gurubunun etkisiz eleman( £)ise, cismin(g)birim
elemany iizerine ( T ) iglewinin ardigak

ST T4 seeeesr TE ( pkez ) =p,2 uygulamasinan ( e )
g1fir elemaninl verdigi p. & =€ egitliiini gergekleyen p sayisi var ise,

p ye cigmin karakteristigi denir.

TEOHEN 3 4-;.].0..13

( ¢, PyL ) cisminde ( C’:.L) gyrubunun herhangi iki e, b e il
elemaninin birinden ( aste ) , b yi olugturscak a L x = b egitliiine
uyan bir x elemani vardir ve tektir. |

fsbat :

al x = b egitlifine uyan x elemanini arayslim

a e C* oldugundan a. 64= % olan é—lvardlr.

g'Ll(alx)=adlb

(ala )lx= ¢l xa= a"‘_j_b bulupur.

TEOREM : 4.10.14

( ¢, T, L. ) cisminde ( C, T ) Abel gurubunun etkisiz elemani e
ise a L b = e egitlijgi ancak @ = @ ya da b = e ile miimkilpdiir.
Isbat :

a s e oldugu kabul edildiginde, teorem 3.10.13 nedeniyle a 1 x=e
egitliizine uyan bir x elemani vardir ve ( Teorem : 3.8,9 ) dan dclayy da

X =€ = b olmak gerekir.

TEOREM : 4.11.15

(¢, 71 ) cisminin karakteristiggli ps« O, p ise , p asal sayidar.

isbat :

p, nin asal olmadig: kabul edildiginde

pe & = ( cli_ )L ( r¢ ) yezilabilir p. & = e oldujundan ( Teo-
rem : 4.10.14 ) den dolaeyr q_ﬁ. = e yada r$ = e olmak zorundadir. Bu ise

p nin karakteristik sayi olmak tanmimina aykira olur,

5. DI IgLEM, VEKTOR UZAYI, mMODUL
TANIM : 5.12 - ( DIy IgLEM )

Bog olmayan bir E ( x ) climlesinin her ( x ) elemani ile, farkli
bir begka E'( oA ) climlesinin her (oK) elemsni arasinds, x elemaninl yline
E ( x ) cilimlesinin herhangi bir elemanins doniigtiirecek ( yada kargilik
getirocek ) bir iligki kuraly ( yada bir yontem ) bulunabiliyersa E ( x )

-
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igin bir dig iglem tepimlanmigtir denir ve

B x B 5B veya ( &{, x) —s«x ¢ E yazilir.dig islem iligki-
si climleler arasi ( x ) notasyonu, elemenlar aressi ( of , X ) veya & x
ile gosterilmig olmaktadar.,

E’(c& ) ya operatirler ciimlesi denir, eleman veya ciimle olarak
dig islemde baga yazilar,

EI(DQ) nin B ( x ) ile aypi olmasi halinde ( E x E _5 B )
bu tanima ig iglem adi verildigi bilipmektedir ( Tanmim 1.1 )

3

/
B ( x ) climlesinde bir T ig iglemi , ve B (o4 ) cilimlesinde ( + ]

( . ) notasyonlari ile gisterilecek farkla iki ig iglem tanimlanmig ise,
dis iglemin matematik nitelifi agaijrdaki aksiyomlarla ortaya konur :
X, Yy EB 3 oL, F ¢ E olarak ; £ (birim eleman) € B’

(i) X (xT7y)=XxTXy ( drg islemin E deki T i¢ iglem
lizerine dagrlaimi )

(ii) (0(+@)x= o(xT(_',x(Edaki (+) ig¢ isleminin dag isg~-
lem iizerine dafilima )

(111) ( o« .(5 ) o X = ( (‘J,x) ( B deki (.) ig islemin, das
iglemle birlegimliligi )

(iv) Sx=x( E deki (.) i¢g iglemine gbre § birim elemaninin
ayni zamanda dig igleminde birim elemani olmasy )

TANIM : 5.13 = ( VEKTOR UZAYI )

( Tanim 5.12 ) de verilen dis Llglemde, E ( x ) ciimlesinin bir
Abel gurubu, E’(ti) operatérler cUmléainin degiginmli bir cisim olmasa
halinde B ( x ) ciimlesine , Ei(cﬂ ) climlesi lizerinde bir vektér uzaya
denir.
B(x )in ( P ) iglemi igerifi ile bir Abel gurubu olma zorunlud
fu ve E,(C( ) nin deiigimli bir cisim olma geregi bir arada miitalasa edil-

diginde wektdr uzayini agafidaki aksiyomlar tanimlar.

Xy ¥ 2, € By, &z, ‘5 e Erwm S ( birim elewan) € E’ularak !

E(x)nin (T ) islemi igerifi ile Abel gurubu gerekleri :

(1) (xTy )Ta=xP(yTz ), (T nain birlegimlilik zorunluju
(ii) (x T8 )=861Tx =%, ( Ede © birim eleman varlifyr )
(iii) xTx =xTx =9 ( E de ters eleman varlijfn )
(iv) xTy=yTx (T yo gore degigimlilik zorunluju)
E operatiorler ciimlesine gdre dig iglem gerekleri

(v) X( xTy)s=s Ax T Xy ( dig iglemin T iizerine dagilimlafy )
(vi) (X+3) x = Ax T [ X ((+) i¢ isleminin dig islem iizerine
dafalimlaga) g



(vii) X fox)=(x.p)x, ((.) islemi ile dag iglemin ‘
birlegimliliji)
(wiii) $x =x ((+) iglem birim elemaninin dig iglem birim

elemani olmasi )

PANIM : 5.14 - (WODUL)

(Tanim 5.12) de verilen dag iglemde E (x) ciimlesinin bir Abel gu-
rubu, ve E‘.‘r ( K ) aperatdrler ciimlesinin birimli bir halka olmasi halinde
E ( % ) cimlesine E iizerinde bir modiildiir denir.

( Bibliografya I , II )

———— A



§. 1 - R® DE GEN ( HALKA - CISiM )' LER

TANIM : 1. 1 -(SIHALl (n) LI ELEMANLAR CUMLESI )

Bog olmayen El' EE""" bn ciimlelerinin, x e El. Ye &2. Z e EB....

X, ¥, Z,+ess+ elemanlarindan olugturulan (x, ¥, Z,eses), n elemanly ciimleye

bir sairalir (n) li eleman ; El' Bogeane En glimlelerinin blitin elemanlarar kul-
=4

lanilarak elde edilen tiim sarali (n) 1i elemanlar climlesine de, El. EZ,..-Eh_

cilmlelerinin karteziyen ¢arpim ciinlesi denir ; ve
1

{ x, ¥5 Byees " }& El b4 E2 Xessss X En yazilir ; ciimlenin elemanlari
ayni bir E ciimlesinden (n) kez aliniyor isg, bu defa

( Xy ¥y Zyovoee) €E X E Xessee x B = E" ifadesi kullanilir.

Cogu yerde, belirli ve gerekli amaglarla, ( X, ¥, Z,seeq) srrala (n)
1i elemana, (n) boyutlu uzay elemaminin bilegenleri denir.

Ciimle, iki El ’ EZ climlelerinin x ¢ El’ ye EZ' X, ¥ elemanlaraindan
( x, ¥ & E, x E2 oluguyorsa ( x, ¥y ) climlesine sireli ¢ift, ye da sairala
ikili elemen veya iki boyutlu eleman ve x, y terimlerine de ayri, ayrr iki
boyutlu uzay elemaninin bilesenleri denecektir.

X, ¥y ayni bir E ciimlesinden aliniyor ise

( x, y )eBxE = E2 alacaktir.

TANIM : 1.2 - ( GENETIK VEYA GEN NITELIK )

Tanimindaki bazi degigken unsurlara ( parametrelere ) ya da dejgigebi-
lir bazi kogullara gire, kendisinden aynli ya da benzer karakterli, metematik
uyumlu, kapsamli kurallar, yapailar iiretilehilen cebirsel yepalar GEN veya GE-
NETIK deyimi ile nitelendirilecektir.

TANIM : l.3- [ GEN HALKA - cisim )

igerdigi parametrelerin de@erlerine veya yapisindaki degigebilir baza
kogullarina gbre, kendisinden bir dizi halka iiretilebilen cebirsel yapirlara
GEN HALKA , cisim liretilebilen cebirsel yapilara GEN CISIM 4 hem halka hem
cisim iliretilebilen yapalara GEN HALKA - CLSIM denecektir.

TEOREM : l.3.1

R, reel sayilar ciimlesini gistermek iizere XysXgpeee x;eR
n n
3?1,32.....5rn e R ; a -'(xl,xz,...xn) € R ' bw{yl.yz.-nyn)ER

olan ve a, b elemanler arasi bir T i¢ iglemi :

ol GTbﬂ(xl ,xz poe oxn)T( 3’1 .8'2 s .jn-)-(xl+yl .121-32 T .xn-l-yn] (-] Rn

o



n ;l ;l‘

n
S r% I‘ﬂﬂjxr;}'ﬂ= %(r:s) Ya**r >

( r+ssp.n+k ; k=0,1,2,+...(n-1) ; p, (r+s) in (n) ile bBlme iglemind
k kalunini veren bolilm sayisidar )

bajantisa ile tanimlanan saralia (pn) 1i elemanlar igin (Hn,T,J_) {igliie
dejfigimli bir GEN HALKA - CISIM dir.

Verilen cebirsel yapi (n) nin defigen de@erlerine r=s halindeki teris
lerin degigtirilebilen +, - igaretlerinjp durumuna gire R" de bir dizi halk:

ya da cisim tanimlar.
Isbat :

R, reel sayilar ciimlesinde bilindigi kabul edilen (+) toplama iglemi-
nin dzellikleri nedeni ile (Rn,T) ikiliq} bir Abel gurubudur.
Tz (1) iglem dejigimlidir :
(xl,xz,-qnxn)T{yi,Hz.-..yn)=(yl.y2...-yn)T(xl,xz....xn) =

n
(x1+y1.x2+y2.....,xn+yh} c R
(ii) islem birlesimlidir :
l{xl,xz,...xn)T(yl.ya,..yh}) T(ul,ue...un)=(xl,x2...xn)T ((yl,ya..yn)T(ul,ui

\4*1 W
=L(xl+ylj+ul,(xz+ya)+u2,..(xn+yn)+un){(xl+ul),xz+{32+u2)...xn+(yh+un)) e R

(iii) etkisiz birim elemani vardir :

(x1+x2,...xn)T(O.O,...0}=(x1+0,x2+0...xn+O}=(xi,x2....xn) e=(0,0,...0)

(iv) ters elemanlara maliktir :

(xl.xa...xn)Ttyl,yz,...yn)-to.o,...O)-(xl+yl,x2+ya....xn+3n)
xlﬂr]..:IO 31* -xl,x2+y2=0,yés-x2....xn+ynu0. ynn *xﬂ
R, reel sayilar ciimlesinde bilindifi kabul edilen (.) ¢garpma isleminin

tzellikleri nedeni ile (Rn,J.) ikilisi birim elemanla , birlegimli , T ilizer
ne da@ilimla bir guruptur.

g (v)e L iglemi birlegimlidir

((xl,xz, . .xn).l.(.‘.rl Woeeeed, )) _L(ul.uz, reoll )=(X, 42,0 .xn).l.({ ¥ ¥pe .yn)i (w0
oldufu gerceklenecektir,
¥1 )
(xlile'-.xn) -1- (31-3’2....yn}=(zl,32,..an) olsun r=5 slternatifi dikkat
alinmadijzn takdirde]

-1 -



2)

3)

(4)

(5)

r=]1

Vpei Yp-2***¥y I\ (% Biok i Do e o LT s i
‘Yn yn--l' . oyz ‘Yl xa x.ﬂ In“l. R .xa xi Yz 32
i Jy v -y3 Yo J.tj Xy Xl .x3 X, 5:3 z..'i
¥ L ssssssnnnnl ¥ T L ! -:'r
n 2 n n l xn xll-z sesaa g Eea xn Kﬂ_l yn un

ikame edilebildigi gigbnline alindijiinda

( yl.yz..---‘.yn ,) -—ll— { ul.H‘-ZIOitiun ) ‘=( Vl. v2000itl v }

n
yn_l yﬂ;z.....yl yﬂ uJ‘ 'un-l un—a"”ul un r }rl Vl
Yo Tpattt&g N 5% [ R e T ¥a 2
¥y yn seae 33 ¥a u3 T lll un ....u3 Uy 33 = v3
LR R B O B R A B N R . Sedsapesspgersanases \! -
Sgrvnenennn LR N NN N v
V-2 Ya Yp-1 | % Up-2 “2 Unf1 \Un n
(zl|zzil0llzn)_L(ul’u2|noaloun,) - U.n_l un_ao-..- lﬁ uﬂ El
“n o Yaal e %2
I.ll un le U.a 23
un*E .in--o.-tllun un—l _ zn

(xl,xg.....xn).L.(vl vz....vn) = X1 XpopereeeXy X

xn xn'—‘l L .xa Il

Il xn ou-tl.x3 x'a

AT e e e =T e e

xn_a ’Oilduibixn. xn'—l

(2), (3); (4), ve (5) ci ifadelerde yerine kondujunda birlegimlilik bzelligi

dogrulanmig olur ; r=s olmasi halinde +, - alternatifleri isbata etkilemiye-
cektir.

(vi) 1glemin etkisiz (birim) elemani vardir :

(Il lxal' "xn)"‘(aio' . '110).(°t0‘|20 llgﬂ')-‘- (xlsz_j . -xn)'(ﬁ .32. .e .xn)_ﬁ dir‘



(vii) iglem, uygun elemanlaran ters elemanlarini verir :

(xl_xa,....xn).L.(yl,yz,...yn)a(0,0,...l,D) veya egdegeri

.Yn 1 yn 200-0003._1 yu xl o ifﬂdesi (n) daglakanli

¥, Ypayroree ¥ ¥ X, 0 lineer bir denklem

T T T T R R R R R RN R N NN » & ﬂiatami uldué:undaﬂ

.Vn 2. EEE RN -.‘.’r yn__l xn 0 -;Htsﬂ}'llﬂr dBfﬂmiﬂuntlnln Blflman

farkly olmasi halinde (xl,xa.....xn ) ters slemani vardir.

(viii) dislem dailaimladar.
((xlixzi""'xn} T (Ylib'an---l-yn))-l— (ul'uZ"""un] =
({xl,_xz,.-u xn)_L (ul.uz,.... uu)) T((yl.yz,._..- yn) .L{ul,uzgoa-ouﬂ}) dlir s

(xl+yl.x2+32,....xn+yn) .L (ul.uzo-...un)ﬂ(zl,sz...uzu)- zk'l'l

n (31) n 11) n (Il)
1™ :5; r=g (xr+yr}.us= z% r=s ) X U+ :é% r=s) ¥y U
r=1 ral r=1

Byl = ({xl,xz,..xn)ﬂL (ul,ug...un}) T ((yl.yz,..yn) J'(ul’uz"“ﬂnn bulunur,

Gen halka cisimin tanim nedeni ile de@igimli oldugu agiktar.

-'.{s_n-



TANIM : 2.4 - ( C KOWPLEKS HALKA )

- 2
( Peorem 1.3.1 § de n=2 igin X,,X,€ R,¥,,¥, € R ve (x,x,)ER" (y;,5,)¢€

olan, birinci T ig iglemi ?
v {xl,x2)T(ylsya)nﬁxlwl.xzwz)e R ; dkinei L ig islemi

- (xl.xz)_l. (5'1’3'2)“(51'“2}' z ., (k=0,1)

- Py |

2y = = ( re) xev,
r=1

(r+s=2.p+k,(k=0,1),p,(r+s) in (2) ile biéliinme igleminde, (k=0,1) kalar
larini veren bidliim sayisi ) dsha agik bir gekilde
25K, ¥y < X, ¥y 8 %y5X YotX, ¥y alarak R2 de tanimlanan climleye C
kompleks halka ;
5= (1,0) elemanina halkanin . iglemine gire birim elemana
i=(0,1) 5 (0,1)L(0,1)=(i) L (138(1)3-5 -(1,0)= - & olan (i) elemanina
kompleks birim, ya da ( Tanim 3.15-3,16) da agaklanaca@iy ilizere C kompleks hal-
kasinin kinematik ( transformasyon ) faktﬁru denecektir.

TEOREM : 2 »402

C kompleks halkasi bir cisimdir.

isbat :

Tanim 2.4'e gire (RE,T) bir Abel gurubudur ; ve etkisiz elemani e=(0,C
dare (B° ,1 ) nin , birlegimli, iglemislp T Uzerine degilimla ve % =(1,0)
birim elemanla , O nedenle her elemanin tersinin bulundufu, sifir bdleni ele-
manlari ihtiva etmeyen bir gurup olacagi(Tanim 2.4)den kolayca gikaralabilir.

(xl,xa)_\..(yl,ya}=(1,0) da (xl,xz')' nin ters elemani.

(5’1:32)=(x1/(xf+x3) y = xal(xid-xg)) dir.

TANIM : 2.5 - ( C KOMPLEKS SAYILAR CUMLESI )

Xy 9X,€R ve i, i,i st 2l gzge bir carpen olarak R nin (+),(.) iglem-
lerinin karunduﬁ;u,(xlﬂz.i) yapisinda sayrlara kompleks sayi ve bunlarin ciimle-

sine C kompleks sayilar elinlesi denir.
xl-i-xa.:l. 0, j’l-t-,?‘a-i €C ise, bu elemanlar arasa (+) i¢ iglemi

(+)
(«)

L]

(x1+xz.i)+(y1+32.i)s{xfyl)+(x2+32).1 €C; (o) carpma iglemi

(xlﬂgz.i).(yl-ryz.i)-(xlyl— 232)+(11y2+x232.1 € C olur.

.




iglemlerine gore izomorftur.
Isbat :
(xl.xz)e¢ - x1+x2.ie,c ve (xl,xe)_,,(xlfxa,i)

(3,,9,) €6 , ¥ #7020 ve (¥1,¥,) (3 +¥,+1) olsun.
T, (+) di¢ iglemleri igin
T 2 (xl.x:z)T(yl.32)=(xl+yl-xz+32) € ¢
(#): (xyex, L)4(y,+y,.1) = (x,+yy 1+ (x,4y,)ei € C
(x1+yl.x2+y2}__,(xl+yl)+(x2+:,'2).i ve L ,(.) 4iglemleri igin
(D): (xpoxy) 40yy 7 =2y Yy %5050 74559, ) € §
(o)s (xpaxy A)o(yy+y,ed)=(x ¥y =25, )4 (%) ¥ +x,7, )ed €C
(xlyl-xz.‘rz ’ x1Y2+x2.‘fl)___,,(xlyl-xzyz)+(x132+12y1).1 ; (f. — B olnr.
PANIM : 2.6 - ( $ , (8) PAKTORLU HALKA )
( Teorem : 1.3.1 ) de n=2 igin xl.xas R,yl,yzaﬂ ve
(xl.lecliz 2 (yl.yz) e R2 olen j birinei (T) i¢ iglemi
(T]3 (x-l.xz)T(yl.ra)=(11+yl.x2+y2) € R® i ikined (L) ig¢ iglemi

(‘L) : (Ilvsz-L{Yla.?z)“(leza) ] 3k+1 (k'oil)

2 +1
L 3. ( r=g xr.ys

(r+s8=2p+k,(k=0,1),p, (r+s8) in ( 2 ile b&liinme igleminde (k=0,1)
kelanlarini veren biliim tam sayisi ) daha ggak bir ifade ile
ZEX ¥ FEY o1 Ly=X Yo tKLY, olarak Ra de tanimlanan ciimleye (s) faktor
halka denecek ve $ notasyonu ile gisterilegaktir.
2= (1,0) elemanina halkanain (1) 4glemine gire birim elemam., |
$S=(0,1) ; (0,1)1(0,1)= (8). L (a}-azn(l,ﬁ)aiolan (8) elemanina ilerd
( Tanim 3.17) de agiklanmasy yapilacagy iizere , s,ye(s) faktSrlii halkamin kin
matik (transformasyon) fakttrii denecektir.

Holkanin safair béleni olan elemanlarar vardar :
(xl,xzj_l_.(;rl,ga)u (1,0)' da (xl,xz) nin ters elemani
e 2 i 33
(yp0¥,)= (%, /(x]=%5 ), %4xs%5) w=% olan (x,,x,) elemanlarinmin ters

elemanlary mevout olmayacaktir.




X)X, & H, ve 8, slg=s8"=1 ©ege bir garpan olarak, R nin (+), (s)
islemlerinin korunduiu (xlfxz.s) yapisindeki sayalara, s faktOrli sayilar ve
bunlarin ciimlesine s faktérli sayrlar denecek S ile gisterilecektir.

x1+x?.ss.5. yl+y2.ﬂe.5 igse, bu elemanlar arasi (+) islemi

(+) : (xl+x2-s)+(yl+32-s)={xl+ylJ+(x2+y2)a € S; (.) iglemi

(<) » (xl"xz‘a)’(""1*'32'“)“("131“2’2)*(xﬂa"'xzyl)'g €S olur.

PTEOREM @ 207&

$ , (8) faktdrli halka ile S , (s) faktdrlii sayilar ciimlesi )
7, A ve (+), (.) iglemlerine gdre izoworfturlar.
fsbat :

(xl,x2)£-$, X 4K, 08 eS (xl,xa)._, X +X,.8 Ve
(&"1:3’2)@.-‘#, ¥y +7,48 €8 3 (¥y0¥,)—5 ¥y *¥,e8 olsun.
P, (+) iglemleri igin
(1) & (xq0X,) B0y, 0¥,)=(x 43 0 %5+7,) € §
(+) 3 (x1+x2.3)+(yl+3‘2-5)=(x1+¥1}+(xz+32hﬂ e S
Gy +yp 024y, ) 5 (x]y) Je(x,ty, )8 5 Ve (L), (.) iglemleri igin
(1) = (kg exy ) ACyy oy, )=(X ¥ ¥550,0 X Yp4Xoy, ) & §
(o) (xlﬂca.a).(yl+y2.a}={xlyl+x2y2)+(xly2+xz.yl) 8&S
(11’1+x232’x1?2*x231’——>(‘1”1+12y2)+(x

TANIM : 2.8 - ( ¢ DUAL SAYILAR HALKASI )
2 2
X19X, Ry ¥y e R (xl.xz)eﬁ . (Jl.yz)s.ﬁ : olan,(T} ig islemi :

. = 2 - " -
(T) : (xl.xz)T(yl.sz (xl+yl,x2+y2)ell ; (1) ikinei ig islemi :
2 2
L) 3 (xl,xa)J.(yl,yz)-(xlyl.xlyz+xzyl}Eﬁi ile tanimlanan R~ climlesi bir
halkadir ; buna D dusl sayilar halkasi denir.
(Rz,T) nin bir Abel gurubu ve (RE,J-) nin, J. islemine gire birlegimli,
dagilimly bir gurup oldugu giésterilebilir,
(T) nin sifir elemani e=(0,0) ; (1) nin birim elemanmr 3 =(1,0) dar.
(xl,xz)_!—(5'1.}'2)-(xly1.xly2+x2y1) = (1,0) da ters eleman

(Ilny)“ {ljxi _xa,xi } dir.

(0,1)=%8 , (0,1)L(0,1)=5.¢€ = ( 3)2 = (0,0) olan € elemanina dual bir
veye dual halkanin - ilerde (Tanim 3.18) de agiklanacaja filzere - kinematik( tr
formasyon) faktdrii denecektir.

= T



S XWX, €K Ve §, § +§ =% =0 0ZZ¢ DIF COTPAN K MIA (F7 ; () I51¢

lerinin korundujgu (xl+xa.§ ) yapisindaki sayilara , dual sayi ve bunlarin ciiml
aine D dual sayilar ciiwlesi denir.

xl+x2.€c;u, yl+y?.§e.ﬂ ise, bu elemanlar arasi (+) islemi :
(+) = (xyrxye € )y ty,e G )=(x 4y MM (x,4y,) 8 e D 5 () dglemi :

() 2 (x1+x2-‘? Joly +y,.% J=x1.yl+(xly2fxayl}.§’eﬁ dir,

PEU!{EM. : 2.9!5

( D dual sayilar hulkasa ) ile (D) dual sayilar ciimlesi ) T, ve (+)

(.) iglemlerine gdre izomorfturlar.
Isbat :
(x,:%,) € », X 4%,08€D 5 (x5,%,) 5 (x+x,.8)
(y9,0€ B ¥y +y,e8€D 5 (¥ 4y,) 5 (y;+y,.%) olaun
(T), (+) diglemleri icgin

(1) 1 (%yo%y )y 03, )=Cx, 47 v X049,) € )

(+)

(x 4,0 € )+(y +y,+ 8 J=(xl+yl)+(x2+ara)§ €D

(x 4y oxby, )y x4y de(x,+y,) @ we (L), (o) iglemleri igin
()5 Gryxy)elyy oy )=Ceg vy o0y, 9%5%, ) 6 B

() 1 Grpexye Delyy#y,e D=xyy +(xy4xy, )€€ D3 > D olur,

TANIM : 2.9 - ( ¥ HELISEL CUMLE - HELISEL cisin )
2 2 .
X)X, 6 R, Vr¥,e R (xl,xzjeﬁ 5 [yl.yz)en clan bir T iglemi 3

- 2 -
T e t:irxz}T(y1132)“(xl+3l,xz+32)QII i bir bagka L islemi :
& 1 (xlrxa}J-(Fl:¥2)=(11¥l*1232- 1132 +;231+x2y2) ile tanaimlanan R2 ciiml
sine ﬁ helisel ciimle denccektir. Bak : (Jekil 3 )

TEOREM : 2.9 ¢

H helisel ciimlesi bir cisimdir.

Isbat :

Reel seyiler ciimlesinde bilindifi kabul edilen (+), (.) iglemlerinin
Ozellikleri nedeni ile, (R?,T) nin bir Abel gurubu, (Rz,i.) ikilisinin de,
iglemi birlegimli, T iizerine dajgilimly ve ayrica dejirigimli bir gurub olaca@
agirktir.

T igleminin etkisiz (safir) elemanr e= (0,0), L igleminin etkisiz (bi.
rim elemani § = (1,0) ;

(%) v, 0 L (yy,¥,)5(1,0) da (y),5,) ters elemen :

A




1" Nt e, ey S ] TR ! Z e T
elemani igermez ; zZira :
{xl"xa)‘l‘ (yl'yz)n(xlyl-x&yz 11132+1231+x232)=(0,0} da
"~ g = 4 =(0
xlyz Iayanﬂ. x132+x2¥l+x2y2 0 bagantilarani sajglayan (31,32) LJO)
| veya (xl.len(o,o) den bagka bir eleman bulunmaz.,

(0,1)=h ; (0.1)1-(0,1)=h$h-h2=(-1|l)=hT(-i.) alan (h) elemanina heli-
sel cismin faktdrii veya helisel cismin kipematik faktorii diyeceigiz bak:(gekil

PANIM : 2,10 - ( H HELISEL sayl clUmiest )

s X.€ R ve h, h2=h-1 Gzge bir garpan olarsk R nin (+) , (.) iglemle

*1 0%
nin korundugu (xl+x2.h) yapidaki sayilara heligel sayilar ; ve bunlarin ciiml
sine de H, helisel say:x climleai adi verllecektir.

x1+x2.heli, yl+32d1eﬁ ise, bu elemanlar arasy (+) iglemi 13
(#) ¢ (xprxyeh)e(y +y,eh)=(x 4y, J+(xy4y,)0h 5 (o) dglemi :

Ce)ut (x1+x2.h).(yl+yz.h)=(xlyl-x2y2)+(xly2+xzyl+xzya}.h € H dir,

TEOREM : 2.10.7

* s helisel cismi ile, H, helisel gayi ciimlesi T, L ve (+),(.) igleml
rine gtre izomorftur.

Isbat :
(xl,xz)e K, X 4%, 00 6 H (xl,xz)-—, Xy +X,eh

T, (+) iglemleri igin
Tor (xy0%,) )00 0¥, )=(x 4yys X, 49,) € 1
(+) : (x) #3500 )+(y) +y, eh)=(x +y) J+(x,+y,) he H

(Kl+¥l-xa+32)__,(xl+y1]+(x2+32).h ; ve | ,{.) iglemleri igin
-L: O = - E "y

Cey o) L Cyg oy, ooy =2y, 5 1y 4%,y 4y Y e f
(.) (xl+x2h).(yl+yz.h)=(xlyl-x232)+(x1y2+xzyl+x232J.h € H |

(xlyl-xzyz ,xly2+x2yl+xzya}.,;(xlyl-xzyz)+{1132+x231+x2y2) b3 *.ﬂ,ﬂ o

TANIM : 2,11 - ( *IHUHUTETIK CUMLE, HOMOTETIK HALKA )

2
Xa¥ &R, yave R (x),x,) eR7, (ylpaerr-Rz olen, ve T iglemi :

(1) ("1"‘a””1*’2)’(‘1*-"1"2*32)‘=“2 ; diger birliglemi :

<18



glimlelerine #IhumoauLik ciimle denecektir. DBak : ( gekil : )

TEOREW : 2.11.%

B' homotek ciinlesi bir halkadar.

Isbat

Reel sayilar ciimlesinde bilindiffi kebul edilen (+),(.) iglemlerinin
dzellikleri nedeni ile (HE,T) nin bir Abel gurubu ; (Rz, 1) ikilisinin de L :
iglemi birlegimli , T iizerine dagilimly hirimli ve ayrica defigimli bir gury
olaca@l kaolayca dogrulanablilir,

T igleminin etkisiz (sifir) elemana e=(0,0), L1 igleminin etkisiz(b:
rim elemsni ) ¢ =(1,0)

(xl,le_L,(yl,yz)n{l,O) da -, (31,32) ters elemani
2 .2 2 2 ; 2
(31:3'2)“((1 =X, J!(xl-xa -y 1132)r -KEX(X]. -xz -xlx )) dlr' (R I-L)
gurubunun xf g x,%,=0 saiglayen (x1,12] ikililerinin belirledigi elemanmin
ters elemani olmayacaktair,

!
(0,1)=h! , (0,1).L(0,1)= b' L n'=H%-n'T £ olan h’elemanina §'homotes
halkasinin faktOrii veys kinematik faktoril diyecefiz. Bak : (Jekil :4..44)

TANIM : 2.12 = ( B HOMOTETIK SAYI cUMLESI )

{
xl,xzc.n ve h', hﬂnsh2= 1-h‘ dzge bir garpen olerak R nin (+), (.) i
lemlerinin korundugu, (xl+x2.h') yapisindeki sayilara homotetik say:r ve bunl:
; .
ran climlesine H homotetik sayr climlesi ad3y verilecektir.
)’ 1
xl+x£.h’e.ﬂ 5 yl+y2.HeJ1f ise, by elemanlar arasi (+) islemi :
/
(+).3 (xl+x2.h)+(yl+ya H)=(x +y1)+(x ﬂrz* heH ;ve (o) iglemi

7
{.) 1 (%, + .h).(yl+y2.h)-(xly1+x2y2)+(x112+12y1 V7,0 h'e ' olur.

TEOREM : 2,12.83

#r homotetik halka ile, Hrhumotatik say1rlar ciimlesi T, ive (+), (.)
iglemlerine gore izomorfturlar.

Isbat :

" D !
(x;,x,) & #; X +%,0h G H 5 (x),%,) — X +x,.h
bl /
(y309,0€ ¥ 4y ehe (yq0¥,)y ¥ +y,h"  olsun
T, (+) iglemleri igin :
; T (Il'xz)ﬂyl ixz)'={x1+rlixz+Y2) (= a
2492 1



(x 1Y, +yz]___)(x +yl)+{x +;,|r2}h'r ve L, (.) i;lemleri igin :

(J 1 Aa % .h} (rlwz-h’J - (xlyl+x3yz)+(xlyg+x2y1 X,¥,) h e’ o~
(xy 1*"23'2"‘15’2"’"23'1"‘25"2)—’"‘1’1*"2323*("1”2”‘25'1' 2Y,) n's it o
TANIM : 213 - (&° DE Ei {ac,g) GEN ~ HALKA - CISiM sINIPI,
VE G (04,3 ) GEN BAYILAR CUMLESI )
a) (f (&[Q GEN CUMLELER SINLSL
X11%50¥ 08, € R vew (_'(e R ﬁncaden degilmisg (u. + f3 fD)
parsmetreler ve (xl.xz) C—Rz - (;,rl.y_a} eﬁa olarak ; RxR pin elemanlari arasi

da bir T iglemi
2 = :
P (xl.x2)T(yl.yz)-(xiyl,xzwz}eh , vo diger | i¢ iglemi :
Loz (g ex, My 0y,)= (o +‘5)xlyl-(£xaxa, (¢<+(3)(xly2+x231))
tanimlar: ile belirlenen ¢ (d-|€ )chdl*alt clilmlelerine GEN CUMLELER SINIF

L

denecektir.

TEORBM : 2.13.10

¢ (£, P) gen ciimleler sinifi o ,ﬂ ( 12 + ‘3&/0) reel parametreleri
ne olursa olsun bir halka ; veya:ﬁ,P nin kggullu degerlerine gire bir cisimdi

Isbat :

T biriaci iglem igin halka aksiyomlgri, degigimlilik birlegimlilik ni
telikleri, etkisiz (safir/ eleman e= (0,0)
(xl.xE)T(yl.y2)=(U,O) da ters elemgp (yl,ya)-(-xl.—zz)
varlaify ; L ikinei iglem igin halka aksiyomlari, birlegimlilik T iizerine dagr
limlilik nitelikleri, etkisiz birim eleman
&= (lf(*:.ﬁ Yo 0) 3 (xl,x ).L(yl,yajstl/{ol ;(3), 0 ) da ters elemanin

(109 =Cx (X B %] + PULER) x5)s -x, M F 305 + g(F@) x5
oldufu koalayca gsterilebilir.

g = (0,1/(AFB)), 5. =g =(-pA&73)%,0) olan (gG) elemsnina G
HALKA CISIM SINIPININ GEN BIRIMI adi verilegektir.

¢ (o/,#) halke cisim sanifi, L iglemine gore degigimlidir ve
(5(&.?-(3. ) > 0 olmasi halinde bir cisimdir.
b) G (o, 3) GEN SAYL Ldmmmnl SLNIFL
21.125 Ry &, pe R ve (& +lai ;10) bnceden segilmly paremetrel
Ve &, B.E =g = -(3:’(0“-(5) tzge bir garpan ularak R nin (+), () islemleri
korundugu ; i

G= {ﬂ(;@) (x,+x,.g) yapisindaki seyilara GEN SAYI ve bu sayilsra

-~ "



(7 iq"““{ﬁ)\xl“xa &1rva T"’J\Jl'u?_a- " (- e —
ve (.) islemi :
[( % B0 vy )] [ (X7 )y 4,080 =
(o A { (4 7 @ xy3) - 8 (8, A FE)xy7,9%,9, D8] €6 (43 olur,

TEOREM : 2.13.11

:# (nt)(l) gen halka cisim sinifi ile G ( o(_,(i ) gen sayiy climleleri
sinifr T, Lve (+), (.) iglemlerine gore igomorfturlar.
Iabat :

(xyx,) @ (e, ()3 (RFENx r,08) € G (x,3) 3
(g 5%,) — (43 3)(x, +x,08) ve
(¥;0%,) € #(oe .pJ (y,+¥,-8) olsup 5 T, (+) iglemleri igin 1
Tor o (xgx, )y ey, )=(x 4y 0 X,0,) € ? (oty @)
bor o ColT)0x i, e8) 1O T8 M yy 4y, 8)=f % F@ ) [(xy vy J4(x,45,) 6] e Gl 8
(xl-ryl. x2+y2}._,(o£3 @) {(xl+yl)+(;2+x2).g"| i L ,(, ) iglemleri igin
Lo (xpax ) (yayy)= (CAF3) ity 89,0 (L3000 y, x5, )
(e [(kF a0 4,080 ] < [(4F )y, 0] =
(KT @)% [ %7y #5708 +(x 43,7, 18] = o (6% =@/ o3 3) konularak
(d;@)[ (KT )x,y - px,¥, (X F @) Yooy e | s
(g 02, )L Cyy07,) = [(F @) x 1x,00)] « [(HFR Xy oy,8)] 5 -
§ (ols @) 0 (oy3) olus.
C) OZEL GEN - HALKA , CLSIMLERL , VA OZEL GEN SAYL CUMLELERI

A - (i) KOMPLEKS CisiM :

(xl.xz)i..(yl,_yajn((d +(3 )xlylafixzyz,( ol + (3.) (xlj'za-xayl)) ikinei igl
mininsl= 0, 3 =1 (5(34- t;‘" 740) olarak tenimlanan ? (0,1) halkasina

( ‘f(ot +(&}>D) kompleks cisim denir.
(ii) KOMPLEKS SAYI clUmLusi

(xl,xz)_’ (o(+(_t}(xl+x2.g) ninﬂfao.pnl (0{21-‘32 # 0) igin tanimlada
2
g = 'PI(O‘+(5) : gzu -1, g=i ; G (0,1) ciimlesine kompleks sayi ciimlesi de
B - (i) DUAL SAYILAK HALKASL
(x)5x,) {Cole Bhx vy ~px,y,, («+3 )x,¥,4x,¥,)) ikinoi iglem
>
tﬁna.mladlgld.al){i =0 (az-i- (_.,'" # 0) kegulu igin 4 (1,0) halkasina dual sayil

o W)



(ii) DUAL SAYITAR CUMLBEST
2
(x;4%,) —> t-h(s)(xlu:z.g} nin&f=1 , (.'-no ( u:"+(3 /o) igin t

& 2 ;
nimladiin g = -13.4'(0"1-{‘) . EE*'O v 8=€ 3 G (1,0) climlesine dual sayilar

gilmlesi denir.

C- (1) (8) FAKTORLU HALKA

(xl.xzu_(yl.yz)w ((-:-r’-(l)xlsl-@xzyz, (o(-l-*s)(xlyamaylj) ikine

{
i 2
igleminin o« = 0}?3 -1, (o +f’52 =0) igin temmladiiin # (071) halkaszna{s)

fakttrli halke denir.

(ii) (s) PAKTORLU SAYl cUMLsgl

(x,%,) — ( &-@)(xlmaos) nin o =0, @=-1 (%4 (52/0) igin

% 2 2
tamamladigy , g = "(‘-"/(0("(3): g=1,g=8; G(0,-1) ciinlesine (8) fakt
lii says ciimlesi denir.

-22-



o ———— i - S Y W = -

.y = - p ~ R LR =

TANIH : 314 - ( KINEMATIK VE HALKA CcIsiM KINBMATIGL )

Nokta veys nolkte siesteminin (zamana ba@li olerak) , bazi matematik tam

(ya da kural) veya etkenlerle yer degigstirmelerinin, (hareketlerinin) i
celeme ybatemlerine KINEMATIK denir. Kiitle ve kuvvet kavramlarina yer vermemesi n
deni ile mekanikten ayralair. Kinematifi, geometrinin mekani@l olarak da tenimlame
da mumkiindiir. € B18L . W)

Cebirsel (ya da matematiksel) yapatlarla, geonetrik kavramlar, tanmim vey
sekiller arasinda bir kargitlik (tekabiil) kurulabildiginde, bazi cebirsel iglemle
rin, geometride yer deigigtirmeler olarak yorymlanabildigi bilinmektedir.

Biz burada yslnizoa R° de helke,cisim veya modil givi matematik yapitlaz
ve bunlar icin gegerli ig iglemler ile ybnlendirilmis dogru, nokta, nokte sisteml
ri (eigriler) ve bunlarin bazi hareketleri arsginda konuumuzun amacina yeterli bir
kargaitlik bulunabilecefini yorumlayacagiz ve ¢ nedenle buna RS de HATXA-CEStM Kby
MATIGL diyecegiz.

PTANIM : 3.15 - ( KINEMATIK PAKTOR )

Bir halks, cisim elemani kargilifr gegmetrik bir nesnenin, halka cisim ig
lemi sonucuna degigik bir durumu kargilik bulunabiliyorsa, iglem elemanlarindan Y
rine kinematik faktSr (veva kinematilk operatdy) geometrik nesnenin harcketine de
faktirin etkisi denilecektir.

TANIM : 3.16- (i) KINEMATIK FAKTORU VE BIKISI

va xl+x2.i. kompleks sayisinin, ya da geometrik in

— —p
gesi OA= va x,+x,.1 vektOriiniin, (1) nin
i.vai.(x1+x2.i)=~xz+x1.i cebirsel islem sonucu, k4

s1lik geometrik imgesi i.v=-x_+x..i=08B vektorii nd

: " i
VL - a = L
uqﬁ%\“. A ni ile (907 ) lik dbnme hareketine, (i) nin v vektt
£ T Ix, lizerindoki kinematik etkisi ve (i) ye de kompleks
My W ok yilar cisminin kinematik faktirii denecektir.
o o i —»90° dbnme
- =» —
- (1)25$--v=-x1-x21-00
- '
> (i)a._.g. 180% dsnme

=i —» -90° ters yonde dSnme hareketlerine kargal
alacaktir. (sekil :3.10)

(gekil : 3.1°%)




(ﬁﬂkil 3.2

TANLM

o8, s faktorlil sayinin, ya da geometrik

—F =
imgesi OA=vax,+x,.s vektdriiniin, (s) nin

2.5): X, 4K, o8 cebirsel islem sonucu,

— —
kargilik geometrik imgesi a-av=x2+xla=05 vektori

nedeni ile y=x agi ortayina gore simetri hareketi
ne, (8) nin v vektorii lizerindeki kinematik etkisi
ve (8) ye de g faktdrlil sayrlar halkasinin kinema
tik faktoril denecektir.

V=xl+)§2

8 .v=-u(x1+x

8 —y Yy=x ag) ortayina gire A dan B ye simetri
hareketine, sagl —~» y= x agl ortayina gre B den
A ya simetri pqreketina i =8 —» Yy=-x #aci1 ortayir-
na gore OA nip simetri hareketine kargilik olur.
(gekil : 3.202

3.18 = ( S) KinemaTiKk FAXTORU vi ETKisi

Y
T
ko5
e f
5’5_;. ".5—999
g.v >
=D N '&
v :
e §%
T :
~8x, )
~S7 Vi
-'."‘ ‘-
DYoo =% do

(gekil 3.3°)

v-xl-rxz.f dual seyisinin, ya da geometrik imgesi

— o
OA=V=X) +X,+ § vekt8riniin (S ) nun

< .?r'- g (xl+x2._ ) = xl.? cebirsel iglem sonucu,

—
kargilik geometrik imgesi S .v _, x f-_ﬁ vektori

l.

nedeni ile x,, bilegeninin 90Y ddndiirilmek suretil

— —
OA vektiriiniin, OB vektOriine doniismesine neden ola

donme hareketine { §) nun V tizerindeki kinematik
etkisi ve (§ ) ya da dual sayrlar halkasinin kine
matik faktlrii denecektir.

', x, bilegeninin, £ mun tersi ydniindeki

—n—’ 0
-xlg —» 0D vektdrilne veren =90 ters ddnmeyi;

—
0B nain 0L Uzerindeki bilegeni safir oldugunden 4o
menin sbz konusu olamayacagi nedeni ile
—ah iy —_ 2 — ]
[ wp al xl.g =0B , £ .0B=4g".04=0, % __, (0)'

cebirsel etkinlifiine kargilik olur. (gekil 3.3°%)

i



X "
~
B
" C‘ {.x.:‘(l 2')
i 1.
.30
oy
: z=%+Y
x ‘\
/ A LR (oo, o Y .
\\ ORI 5 "‘,‘ o Y
...-?\'-g, ¥ —3= X v M ¥ *
0 X, _T __,.", A
L So*
ﬁ{)’
X
(gekil 3.4°) (sekil 3.5°)
v=xl+x2.h. helisel sayisinin, yﬂ da geometrik imgesi
—
OA=v=x_ +x..h vektoriinin, (veya A noktusinin) , h 'nin

L2

.v=h.(x +X

2.n)=-x2+(x1+x2) h cebirsel iglem sonucu, kargilik geomet

—>
rik imgesi. h.v:-x2+(x1+x2)-h=03 vektori nedeni ile, 90u lik dinme ve 12.h diigey

— !
ilerleme hareketine (h) nin v vektori lizerindeki kinematik faktorii adi wverilecek

tir.

h” nin etkisi - (x X, J+x.h, helisel sayisinin geomatrik imgesi vek-

3

tore ; h” iin etkisi -{x .h} helisul sayisinin geometrik imgesi OA nin (o) yal

gore simetrifi vektdre kargilik olacaktir (gekil : 3.4° )

A noktasina A 5 (x,y) Va181311_, x+y.h kargalak tutuldujunda, h kir
matik faktor etkisi.

h.OA —» h(x+y.h)=-y+(x+y).h sonucuna (C) noktasi kargilik tutulur |
ise, c(X,Y,2) olarak ;

X==rsinel , Y= r cosol, &= r(sine(+ cosoX ) =- V2r cos8 o4
bagintilary nedeni ile, A min (r) yarigapli bir daire, veya belirli bir efri qi:
mesi halinde C noktasinin bir silindir ya da bir yilizey tizerine dairesel helis 3
da umuml bir helis c¢izmesi sbz konusu edilebilecejiinden, bu cisme helisel aﬂmlf

adl verilmigtir. (se'<il 3.57y (BidL, W) *
|




.<
¥ <

T ict
. 3 4‘_‘-* / ftx}
"“{l“' ,?.,‘t. " /,’ /
5 <
/YN
e LA i
,H'W 4 x=
o %, P L i R PP o

( gekil ¢ 3.6 ) ( Pekil ¢ 3.7 )

Ve, +X

1
f
X +‘_IL2.h ) vektbriiniin,

o h', homotetik sayisinin, ya da geometrik imgesi
At
a-t‘."- (

j o= ! / / .
h', v=h , (x.l + %,eh ) = X, + (xl - xa) h, cebirsel etkimesiz sonuocuj kargilak img

(h‘) niin

r  —>
h':.?-szr(xl-xe)h - 0B

/

gore simetrik ddnme ve - x,.h’ kadar digey ilerleme hareketine h” nin'V tizerindel

/
kinematik etkisi ve ( h ) ne de hHomotetik halkanin kinematik faktdri denscektir
( gekil s 3.6°)

vektdri nedeni ile, A noktasinin yex aga ortay:

|
hf kinematik faktdr etkimesinin E2 de geometrik yorumu yapilmak isten

( sekil 3.7 ) y=f (x) fonksiyonunun temsil ettigi (o) eériainin Bnoe , y=X agl
ortay dofrusuna gore ( o ) simetrigi alinmakta, ve dah ( ¢ ) egrisine bazi kara
teristikleri bozmayan Yex-y doniiglimi uygulanmig olmaktadar. |
Belirli kogullarla ( ¢") vin ( ¢ ) nin bir homotetipi olmasi olasidir. (:_scl'c—:\ =3-1

TANIM 3 3.21 - (g) KINEMATIK FAKTORU VE ETKIsI |

gl -
va(dt 3 ) (xl +xz.g) gen sayisanan, geometrik

Al i
® mgesi 3
2E _E}_A:'.. X HAel OBa 54 (xl +12.g)
{ ‘.‘:5 -ﬁ(ri +xz.g) 5 rv’-ff-?&ﬁ?
By 'y -.':'-_(-);‘m u‘(xl +12-S) :P(xl +x2.g) = (ﬂ(:@)(r} +12'E)
*"'“""*-.: ¢ (-1?) vektorine (g) nin 1:
i -“. .-. ax — - . 2 1
o, b .\. : B A%, seve (04 :rs) ( X eEtEse g ) l
2 P L T B v Sl A S xﬁ?- |
Ok a7, X !
< *X —pi——ga¥ s

(igkul T o



voktiri nedeni ile :
OC nin 900 lik dGnme va 0(12 kadar yatay ilerleme veya (05) nir
sc" Jduk didnpme ve & Xy kadar diigey ilerleme bilegik hareketine (g) nin -?iizerinde
ki kinematik etkisi ve (g) ye de gen sey2 12 helkanin kinematik faktiril denecekt:
Sonugta o uygun se¢ilmek gureti ile, H2 nin tim vektbrlerini b
bir (®) scaisi kadar dindiirerek, OB vaktﬁrlqg:{.na dénlig tirmek mimkiin olur; yani (

diizlemin belirli bir bolgesindeki vak:ttirlarh dilzlemin belirli tek ydnlil vektir:

rine doniigtiiren bir transformasyon olur,

TANLN : 3.22- (H2 DiE KiﬂEl;T;K FAKTORLERIN TOPLANT )

i= g(0,1), 8=g(0,-1), ¥=g(1,0) halka fektérlerinin ayni bir v

i - =
vektiérine, i.v , 8.V s 8 .V kinematik etikileri sonucu vektdrlerin.

— b L Cm il
LoviSeV = BoVHL.V = (i+s).1?a: (s+i):{r’- v

1
B +8 oV = g._{r' +8.V = (s+§].?- (g +u}3n};
1ove v = Sovaiev = (14 8) v = (€+1).?='1}';

toplamlarindan elde edilen vy vy

i+8 = g+l , 8 +8= & +3 , i+€= % +1 kipematlk etkiler toplamina , kinemati
faktdrlerin toplamy denecektir.

A
= va, vektliiplerini veren

TANIM : 3.23 - {R2 D& KOMPOZK KINEMATIK FAKTORLER )

i, 8, 8 ,£ halka fak:ti:irlerim.p ayni bir v vektdriine ard arde
-
v

PO [ o P e S Ly 26T B

5 ¢ 1
1.(89) = (1.2)ev, o & (1.0)a(F 1) = V)
S {E::J-{a.g )._:'-;; s 9.(_&_.‘:34 g .a):‘-v’-;:;’ etkilerli scnucu el
oy b =~ ] —»
edilen Vi vl’ ; vz,vz’ i fags, v3" vektrigrini veren (i.s) , (s.i) ;

(1.2), (%.1) ; (8.%) , (S +8) kinematik etki bilegimlerine kompoze kinemat
faktdrler denecektir. :

TEOREM : 3.23.12

(1.8)+(8.,1i)=0 dar.

(sekil :3.8%) » (gekil :3.10')



was B omee === - . » ¥

hareketi ve
s=———rlp iy — e S -
0B vektriine (1) ikinei i. OB = i. (8. OA) = (i.s), OA = OC hareketi ile OC
vektisiini veren (i.s) kompoze kinematik faktdridir (Sekil 3 3,9)
._} * . e = Q a8
Of vektdriine ilk (i), i. Of = 0B' 90 = lak ddnme hareketi, ve

— — < —ip —
05' vektdrins (8) ikinoi $.08's8. (1.04) « (s.1), 0k = TC!, y=x agrortey
dogrusuna gére simetri hareketi ile OC' vektdrinii veren (s.1) kinematik faktyriidiiy

( Sekil : 3,10 )
— - —_ —_— e
(ie8)y OB + (s.1) OA =((i.8) + (Bei)). OA w OC+OC'w0 buradan

(i.8) + (s.i) = O bulunur.

TEOREM : 3.23.13
(4.8 ) + (€ ) m =l dir,

T‘f J\.Y
B ¢
B’ L G 2 L
B X
."’. * ™
2.0A . B
¥ 2 .t. h " A
! ’ [] x
5 7 "*a in > % s X
c X, 0 X, S8 T AT
.. §
( sekid 3.u) (gc‘:” 13.42)
Isbat 3

S = — '@ -
OA vektdrine (€ ) ilk, 5. 0A « 03 izdiigim hareketi ve vektSrine (i) ikine
—3 — —_ — —3
o OB m io (2,04 ) = (1.€). OA = OC hareketi ile OC vektdriinii veren ( i.S
kompoze kinematik fakt&pidir ( $ekil ¢ 3,1T )
— e —_—
OA vektoriine (1) ilk i.0h = OB' d8nne hareketi ve OB' vektdriine (%) ikine
= —>
3.'53' =<, (i.ﬁ) . X ex) TR = OC' hareketi ile OC' vektSriinil veren (8.1)
kompoze kinematik faktdriidiir ( $ekil : 3.42 )
— — —— —ty
( 109)e Ok + (8.4). O = ((1,8 ) + (8.1)). OA = OC + OC' = - OA nedeni il
(148 ) + (@oi) » = 1 olurs '

~ %8~



TEOREM 3 3,23.16

2
( kK°, +, (»))iglisii bir halkadar.

isbat s

(KE, + ) ikilisinin bir Abel gurubu oldupu ortaya konmugtur; ( k2, {e) )
ikilieinin bihleﬁimln’va ( + ) lizerine dagilimla oldufu dofrulanmalidir.Kinematik
faktérlerin etkimelerinin birlegimli oldugu gdsterilmigtir. ( + ) ilizerine dagilam
oldugu agaigrdeki tabloda saptanabilir.

Halka degigimli degildir; faekat biripg elemani vardar.

< 3
AB + (8.1 ) Fi3.9) F(i.8) =1 8.1 ) $(g.8 )] F(s.8)

¥ (%.i) - (2.i) 0 -(2,8) “E,s) -(2.s) 0

7 (3.9) 0 (-i.2) (s.%) (=8.8) 0 (.5)
| (8,4) (.8) | (-s.%) =1 1 (64) | (-i.8)
F(i.8) (=%.5) (8.%) 1 -1 (8.8) (1.8)
*(4.s) (2.1) 0 (=%.1) (2.4) (8.s) 0
L& (e.3) 0 (-s.3) (5,47 (£.8) ] 0 1 (e,2)

Tablo yelniz ( + ) igaretler gdzdnline slinarak diizenlenmigtir.

Qi,g,sﬂin bir arada ( . ) iglemine gbre defigimliligi igin agapadaki teblo
gegerlidir.

l-g.(a.i) =% | s.(i.8)==% Se(Sei)ming | 284(ie8)==F |[ie(eS)=€ |i. (€58 )= i~¢

, (8.1) Su€ | (i.s).S=% (£o1) o8-8 (1e8)em=i=8]|(8.8)eini=-8 | (8.8).i = ¢

Tanimlanan i,¥,s ve kompoze (i. %), (S.8 ), ( s.i ) tasvir ya da kinemat
faktbrlerde bazi yeni sayi ciimleleri vektdr uzaylari ve moddl yapilara olugturaca
Ve bu galagmaya, Tiirk Universitesinin degerli bir Opretim Uyesi bir Profes@riiniin
2din1 verecegiz.

(%) (=)
TANIM s 3,24, (BERKI SAYILARI, BERKI VEKTUR UZAYLARI )

Xis X, & R j (1.8)€C x D3 (@S)e D x S5 (a.treS x © olarak[X,+ X, ( 1¢)],
[11+ X, (81 Js[k+ X, (s9)], [x, + %, ( =8 s ['JLl + J(i (1)), [xi.; J% ( is Joebirsel
;

yapisindeki elemanlara BERKI sayilari denecek ve B (is), B (s (8s), B (8% );
B ($1), B (i%) ile gbsterilecektir.

TEOREM 3 3, 24.17
Xi» X5 ¥0,Y, € Ry 1.8 Cx D olarak X+ X, (18) & B (i) ;

Y1+12 (i8) ¢ B( i) elemanlara igin ( + ) toplama ve ( . ) ¢arpma denilecek
iglemleri :

(+) s ( B o+Xi2) + ( Lo 48 el X+ ) e L6+ X, Ja5)

e | - 1%



( Toplam ve garpimain tanimlanmasinda (X .+ X, & ), ( ¥, + ¥, i ) eleman-
laranin, R veel sayilar clmlesinin cebir kurallarini korudugu éﬁgunulmﬁq, kinemat]
faktorler igin bilinen skalerle degigimlilik

o X, = Koody 8K = Ko 5 1X .S = X(UO= (X ve

ie8+92.i = =1 voya 1,8 = =1 =84, ( i.8). ( 1s8) = = ( 1.5)
bagintilars gdzdolinde bulundurulmugtur.)

( % ) Biiyik ve zarif insan vasiflari, Tirk Matematik galigmalarana Gnemli katki-
lara ( ODTU - Tirkiye'de matematik ¢aligmalapz- Erdal Inbnii Yayan Nos 26,)ile hed
zeman ibtiramla gilkkranla anacagim aziz hocem Ppof. Dr. BERKI YURTSEVER'e ithaf

Isbat 3

( ¢ xD, + ) ikilisi bir Abel gurubuduy. ( 0 + 0. i€ ) safar elemandar.

3 %5 i% ) nun ters elemanr ( - X =X, 18 ) dor2 degigimli ve birlegimlidir

( CxDy, (s) ) ikilisi birlegimli ve dagilimladir, birim eleman (1+0,i€ )
xl A O, ve Xl A KE olan bitiin elemanlarin ter§ elemanlari mevouttur.

( X

TEOREM 3 24,18

( X + X i8)e 5 ( 1 §), Berki sayilar ciimlesi ( R ) veel ssyiler cismi
lizerinden pir vektdr uzay:i teskil eder.

isbat
ble:B(iz), b, e B (1%), #,a&R 1 eR L +o0.i) &€B(4ig) ise
(1) cl( b +0b,)=ob +xb, @B (13)
( 41 ) (mp) by = ®b + Ab &3 (ig)
{.:413.) [ot.(}) bl-m((,',bl} e B (1g)
(iv)s_,bl- b, & B (ig)
RxB( %) s B (.2¢) olurs
TEGREM 1 3,24,19
Ky Xy Yy ¥y &85 €s &€ D x$ ola.rai:,xl+1(2(s’n) €B (98) ;

‘1’1 + Ye ({s) € 3 (s ) elemanlara igin ( + ) toplama ve ( . ) garpma denile
iglemler, !

(=) (K1+K2§s) + (Y1+Y2§B) - (X.L"Il)"' (12+Y;)39

(i) (x1+x2<35} ¢+ (Y 4188) =« LY + (X Y,eXY +X,¥,)%s

ile tanimlaniyor ise B (9 s.) be.ki sayalar ciimlesi bir halka tegkil eder,

gdbe



faktdrler igin bilinen skalerle deZigimlilik.
DS K =X 85 % K = X8 5. K.&= X (SSISOX ve
8¢ 4+ 98 = 1 veya S w1 ~-%8, (82). (82) = S5¢ bapintalary gdzén
bulundurulmugtur.)
i=bat &
( DxS, + ) ikiliei pir Avel gurubudur; ( O + O, €8 ) sifir elemandir;
( X + X208 ) in ters elemani(- X = X %s) dir; degigimli ve birlegimlidir,
(D xS, (+) ) ikilisi birleyimli va ( + ) tizerine dafilamlaidar.
Birim eleman ( 1 + 0,8 s ) dir. 11 £ O ve Xl 4 - Xz olan blitiin elemanlarin ters

elemanlari mevouttur.

TEOHEM & 3.24.20
Lxl + X, 8 ) B B (9% ), Bevki sayilar ciimlesi ( R ) veel sayilar cismi
fizerinden bir vekidr uzayi tegkil eder.
isbat i
( Bak Teorem 3.24,18 )

TEOREM 3 3.24,21
)Ll, Xa,Yl,YEBH; ains::colarak,xlq.xz. (si) BB (s 1)
Y, + ¥, (ei) BB (sl) elemanlara igin ( + ) toplama, ve (.) garpma denilecek

1
iglemler

L%l (JLl.a,xzai)a,(r1+!rzs;}-(xlrl+x )+(xlr+ 1)
tamimlaniyor ise B (ai), bevki sayilar ciinlesi bir halka teqkil eder.
(Toplam ve garpimin taniumlanmasinda ( + %, 8i ),( Y, + Y, 8 i ) elemanla

R veel sayilar oclimlesinin cebir kurallarini korudugu dﬁqunﬂlmﬁg, kinematik faktér
igin bilinen skalerle degigimlilik

S. x.l. = xl 3 3 i. Xl = :L.l.. - 5.11-1 = ﬁ[s.ij-fﬁi’rkl ve
$i 4+ is = 0 veya si = - is, ve (si). (8i) = 1 bafintilari gdzdniinde bulun
durulmugtur.

isbat 3

( Sx¢C, + ) ikilisi bir Abel gurubudurj ( 0+0.8i ) sifar elemandir;
(X + %, &1 )m ters elemani (= X = X, ei)dir; defigimli ve biMlegimlidir.

( § x €, (o) ) ikilisi birlegimli ve ( + ) lzerine dagalimladir. Birim
eleman ( 1 + O, 51 ) dir. xl A 32 olan biitiin elemanlarin ters slemanlari mevouttu

TECREM s 3.24,22

B (ei), bevki helkasi(8) s faktérli sayilar halkasina +, T j ve (o), L ;
iglemleri iizerinden izomorftur.

IBQE& i

( Bak Tanim s 2,7 )
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bir vektiér azaylwolugturur.

Isbat 3

( Bak Teorem 2.24,18 )

TANIM s 3,25 - BERKI VEKTORLERI )

Xl, K9 sevees X BR, i,8 ;8 kinematik faktdr ve iS , 3, si kompoze
kinematik faktdrler olarak, elemanlar arasi jki i¢ iglemi belirlenebilir,

1)(}533+x213)eﬁ(5’a,15)

2) {(11-}[21}23- ()&1-2‘121] P duB B, (1, 8s, 1i¢)

3) K o+ X% + Xy si ) € B (1,€, 81)
4){}{134-}{225 + Xy §% ) BB g, 18)
5)(JL1+X2€B + X319 ) 5B B (i}, gsy i8:)
6)(K1+Xaﬂ+131+14ai}53{l,s,i,ai)
?)(X1+}ng+x.3s+x4sg) BB (l,‘gs,' a?,.)
8)(x1+12€+x31+x4g1) BB (1,94, S¢)
9)(x1+x21§+.:;333+x4si) 88 (1, i%, 8s, B8i )
10) ( X + X,8 + X, 48+ X 81+ X Qs) B3 (1,¢,i¢, si, s )
11)(:&;,1@*33“131\«1 s¢) BB (1,9, i, ¢4, &%)

12) ( Ko+ ng +x3 +h4i+15si+x i€ + X.?Rs EB(].'?&_.L,. )
Cebirsel, yapasindaki veya 1i,%,s, i€ , 88, =i kinematik faktirlerin lineer kombine

geklinde ifade edilebilecek elemanlare defigik boyuttan Berki vektérleri denecekti

Bu vektdrlerin tamaminia, bir kag Ornefi agafida verilecek (+) toplama ve
¢arpma denecek iglemlerin tanami ile halka ve R lizerinden vekidr uzayi, ve R den
farkli halkalar lizerinden dahi bazilarimin yine vektdr uzay: ve modiil oclugturacakl
ghriilecektir.

TEOREM 3 3,25,24
» Xyp Yo Y, BR § BDxS; igRCxD olarak(ﬁgaﬁxxzig)e
€8 (438 18) ;5 ( 1 ES + ¥, i¢) &8 (95, 43) ile ifade edilen elemanlar igi
( +) toplama, (.) q.arpma denilacak iglemler

(+](x145+x21€) + (18547, i8) - (xl+rl)u+ (X,+7,) e
(o) o X, 854 %,48) . (Y, 88541, i8) = X 1(88) - X ¥, (i8)ile tamnla
nayor ise, B (4s, i$ ) Berki vaktorlarl clinlesi degigimli bir cis;mdir.

(Toplam ve garpimin taninlanmasindza ( Xl €5 4+ Y,z ig ) , (Yl 88, '12 1% )

elemanlarimin, R veel sayilar ciimlesi cebir kurallarimi korudufu diglniilmiig, kinenm
faktdrler i¢in bilinen skalerlerle degigimlilik ve

Qi+ 4Qu-1;95+5¢2m1, 59+ i¢=0 (28). (is) = (12). (2= ) = @
bafintilary gdzoniinde tutulmugbure



(B (Ss, i%8) , + ) ikilisi bir Abel gurubudur. 0.8s + O, i = 0 safar

slemandir. ( X. §8 + X, i€ ) nun ters elemamy ( - Xl-ga.— X, 1S ) dur. degigimli v
A 2 2

yirlegimlidir.

(B(¥s, i%) , (o) ) ikilisi, birlegimli, (+) lizerine dagilamli olup
sirim elemany (€5 = i ) dur. Abel gyrubunyn ekkisiz (sifir) elemanini igermez.
fer ( Kl?s + Xy 1€ ) elemaninin ( X+ X F0)( 1/}(1 Jes + ( 1/12}15 ters
slemany vardir. ve (.) iglem degigimlidir,

IZOREM s 3.25,25

B(4s, i ) , Berki vektdrleri R lzerinden bir vektdr uzayi, ve D)
(gs ) , Berki saya ciimlesi lizerinden bir modifl olugturur.

Isbat 3
a) ( Bak s Teorem 3.24,18

b) (e.(1+nf2gs] g5 (8%s ), ((4..1+F,zga ) 8B (gs ),(1 + 0 %8s

€3 (%) _
{xlgs+:.2 i¢ ) BB ( ¢s, 1), (Ylfs-q»‘!

5 i€) EB (88, 1¢) ols
(i) (oty +% 88 ) (X g8+ K, 718) = (%, 480 ) X 88 +% X, {2 eB(ss,e
(31) (o, 44,95 ) [( X 8+ X, 48) + (¥, s+ ¥, 49)] -
[(o vot ) X 2o 4ok X087 + [(oe et ) ¥ g0 4o r,i8] -
(o +% ) (K +¥% )ge+%. (X +71,)018] e B(gs,c8)
(11) (%, +% %8 ). (B, +88 )e ( X 85+ X,.19) = & +428) [ (B +4,
(X 884+ X, i?ﬂ;aol yan

["‘1@1'* (K B + %20y #5 B, g8 (X 88+ 5. 10) -

[("{1(51 sl By %31 + %53, ) 1 X S +u‘1(31 o ig] e B(gs.t
Sag yan

(o, +al, Se ) [(ﬁ%) X g8+ (@ X 18] e
Y(Dt.'l +o;2:l-([gl +€2 )}r.klgs +0ﬂll KE ig EG(SS_JUS)
(Av). {1+ USE)'{.K_[SBi-xz i%) = 3'31 (53)-*1‘-2( i¥) bulunur.

TEOREM s 3,25,26
-Kl,}ie,Yl,Yz BR; iBC; iYB CxD;%s B Dx5

((xl-xei)fs-.(xlafxzi.} ig) ® "8 ( ge8;,4% )

(( T, -1, 4 )8 S = ( Y+ ¥, 4 ).i8) B B (%8, i€) ile ifede edile
elemanlar igin ( + ) toplam, (.) garpim denccsk ig iglemler:
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(X +Y ) -(%+Y,) 3 )8s-((X +¥ )+ (X, +7,)i)ig
(.)[(Ll-x 1){3-()&+){21)1$] .[(rl—x' 1)33-(! +Y21)i
[()LLY =X, X)) = (X Y, + %, 1) fgs - [(X ¥, - X, 1)4(X ¥, 4X ‘Il)i] i
ile tanmlamyor ise B (€8s, i) ciinlesi degigimli bir cisimdir.
(Toplam ve garpimin tanimlanmasinda
(.Fj—xzi)gs-(lﬁ+xai)if;(Yl-Yzi)Sa-(Yl-rYzi} i€ e

manlarinin R, veel sayilar cilinlesinin cebir kurallarani korudugu ve kinematik fakt
lerin skalerlerle degigimlilik dzelligi ile

(%) . (8) =38 , ( i2)s (12) == if; (8s )o(i8) 4 (158)

(88 ) = O bagintilary gbzdniinde tutulmugtur.

isbat 3

( B(%sy, i8) , + ) ikilisi bir Abe]l gurubudurj Kl = 0, X, = 0 safar
elemani olugturur; degigimli, birlegimli, ters elemanladar.

( B(gs, i8) , (.) ) ikilisi, birleyimli, (+) iizerine dagilimlidar,

11 -1, Jiz =1, (1=-1i)gs~- (14+4i) 1% birim elemani olugturur.
(.‘11-121)55-()&+X21} i8 , nun ters elemam |

2 .2 2 2
[(CReky )= (X = %) 1) /%% x5 188 = (K404 (X=X)) 1) / X + X5 ] 1€ aw
Halkanin safair bdleni elemani bulunmadifa ve her elemanin da ters elemam
weveut oldupundan bu iiglii bir cisimdir.

TEOREM s 3,29,27

B (98, i9 ), Berki cismi a)R veel gayilar cismi lizerinden b) C kompleke
sayilar cismi lizerinden bir wvektdr uzaya olu.gtqrur-

Isbat
a) Bak ( Teorem & 3.24,18)
b) Bak ( Teorem : 3.25,25)

TEOKEM 3 3.25,28
Xy Xy Xy Y)Y, Yy 8 R LB D, (ei) B S x C, olarak
()g_+xl;+x3sl)ns (¥, =il (11+H+r3s1) B B (g,si)
ile ifade edilen elemanlar igin (+) toplam, garpam (o) denilecek ig iglemler.
() (X +x8+ Xy s8) + (¥ 4 84 ¥y 81 ) = (N4 (XY ) €0 (XX, ) 8
(+) (11+ng+1{ si )s (X +Y?+‘I ai)-
( (J&Y]_-rx )+(J&Y +12Y3+X‘I Yz)g+(111'3+x3¥1)aiile
tamnlaniyor ise B ( §, si ) ciinlesi bir ha.lkadu-.
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{ Toplam ve garpim iglemlerinin tanimlanmasinda ( Xl & 12;!+ X, B8i ;,{11+: 3 X

3 < 3

elemanlarinin R, veel sayilar climlesinin toplama wve g¢arpma kurallarini korudugu
digliniilmilg ve kinematik faktbrlerin skalerlerle defigimligi ile,

52 -0, (81 )¢ (81i) =1, (i) =2, (8i) . = ~f bajantilara

gézoniine alinmigtar,

Isbat

(B (g8, si )y + ) ikilisi bir Abel gurubudurj degisimli birlegpimli o
sifir eleman ( O + 0,% + O, si ) dir, Her elemanin tersi vardar.

B (s, si, (.) ) ikilisi, birlegimli ve (4+) lzerine dajilimlidar.
(1+ 02 + Oy 8i ) birim elemandir.

¢ 2 .
X 0 Xy .(x‘+x3),(x1-x3)- ,‘Olqin(xlp‘xl
X2 Xl-x3 32 olan tiim elemanlarin ters
13 0 xl elamani vardir. ve 3

( X o+ X8 + x3 si ) B B (2, si ) nin ters elemana,

' 2 2
(1/(11+x2) Jel X XS + X, si) dir.
Halka (.) iglemi agisindan degigimli degildir.
TEOREM s 3, 29,29

B( €, si ) halkasa, &) R veel sayilar cismi lizerinden bir vekidr usz:
b) D dual seyalar halkasi iizerinden bir modil plugturur.

Isbat
a) Bak Teorem ( 3.24,18 )

.36




(Kl + X5+ Xosi )eB (F, 8i ), (Y, + Y8+ Y.ei)eB (¥,8i) olsun s

3 : 1 2 3

(1) (¢, +%8)e ( X +-X8 + Ky ) w0 X 4 () %) 40X, 400X} 404 X,

(11) [(ul +48) + (B, +8,3)] (X + X4 X, 1)
[y 8 ) + (%, +B,)8] (X + X84 X 81) -
(ot #py ) X+ [0 48,0 % 4 (X5 4, ) X + 6 +6,) 18+ (4 + 3y
difer taraftan.
(4 +%3) (X + X8+ X mi )+ (B +6,8) - (X + X8 + X, 88 )=
oL Xy + (% X, 4% X 4% X, )42y X, od 48X + (B X, 46, - X 4f, 13)?..,41 x

den.
(“& +ﬂl ).xl +]._(0‘1 +{31 ) X, + (f-“z +3, ) K o+ (0“2 +3 ) xﬂq-f ?{+(—?L ) X3 8!

bulunur.
(111) [l %) (g +8,2)] (X + X8 + X, 81)-

(a(l +°‘"2 %) {(Pll +[-"2§) « Kl + Kzf-r 13-31 )1 dir. Zira s
egitligin sol yasni s

[d‘lfll* (5 61+ (5 )?L(Jﬁ*xg* X,8i) =
oty Xy + (&8 Xpr (%P +4 () (X1+X g 4 X B, X, o
Egitligin sag yani
foc, 4ot f}[{gl + (Pl X, +B, X + sza)g + 3 3311 -
1(3}. K [(o{l@ 2 5 @1 X+ Xy }]5’+°f1(31l si bulunur,
(iv) (1+0.‘§)-(K1+12§+ K3ai)-l&+12§+ Xasialur.

TECREM 3 3.25,30
X 0 Xy Xy Y, ¥, Y, €R , Zel, ieC x D olarak

(X +x8+ X, 18) e3 (1€, 19), (¥, +¥g + Y, i%)er (1,8, i8) il
ifade edilecek elemanlar igin (+) toplam (.) garpim denilecek ig iglemler i

(+) s (X + X8+ X, 1) + (1) +¥,8+ ¥ 34%) = (X +¥) )+ (X4 X,)8+ (13+ Y]
(+) (K« X84 X48) o (Y + 18 v 3, i2).

xlyl+{x1Y2+XY-XY)g+(X1Y +331~XY)15 ile tanam.
laniyor ise B (1, , i ) ciimlesi degigimli olmayan bir halkad;r.

-



By TR BTN o 3 " - B
’ubir kurallarini korudufu dilglinilmiy, ve kinematik faktodrlerin skalerlerle degigim-

1iFi ile

§2 0y 8. (%) 0,81 + 1w ~1, (18) o ( 1% ) w- 1% bagintalar: gdzoniind

pulundurulmugtur, )

isbat 3
(B3(1,%, i%), + ) ikilisi bir Abel gurubudur; degigimli birlesimli olup,
sifar eleman ( O + 0.9 + 0. i §) dur; ters elemani vardir. +

(B(1,8, 1g), (.))ikilisi birlegimly, (+) fizerine dafrlimidar.
(1+0,%+0. (1%8)), birim elemandar.

( )(1 + ng + )13 i%) nun ters eleman

(/% ) =[x /% (% - Ay )] g - [x3/"{§"r X )] i€ dur.
' halka degigimli degildir.
TEOREM 3 3.25,31

B(1,€, 1%) halkasi , a) Reel sayilar cismi Uizerinden bir vektdr uzayi,
b) D, dual sayilar halkasi iizerinden bir modiil olugturur.

Isbat 3

a) Bak ( Teorem s 3.25,18
b) Bak ( Teorem : 3.25,29

TEGREM 3 3,2
K sXpsRypXyy Y0¥, ¥,Y,, € R, i8eCx D, i6C, S D olarak

(X +X,08+ X, 4+ X85 )eB (1,8, 1, 81 )
i 1431 )eB (1,8 , i, 21) ile ifade edilen elemanlar

S A
igin, (+) toplem, (.) garpim denilecek ig iglemler
(+) :(xl+x2.€+x31+x451)+(!1+tag+ r31+v4£1)..

| (Jll+'f1)+(xz+‘f2)§+(13+f3)1+(X4+Y4)31 ve
l.):(x1+x23+x31+x4%1).(1’1+1‘25’+1'31+Y4€1) -
(xlrl-x322-x3!3)+(xzrl-pxlyz-x4r2-x413+x3z4)g+

| (K Y+ X X=X 0 )4 e (XX =X Y X ¥ e X Y, -X ¥, )81
‘tanunlaniyor ise b ( 1, §, i,$1 ) ciimlesi bir halkadir, Ve degigimli degildir.
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(Y, + ng + ¥,
gebir kurallarini korudugu digilinlilwmig kinematik faktBrlerin skalerlerle deZigimlilij

143 i ) elemanlarinin R veel sayilar cUmlesinin toplama, garpma

ﬂ-ay 2
gz “0y i ==1, (i) (84 ) =~9%i , 9i = =1 = i8 bajintalary gbzdniinde

I
pulundurulmustur.
Ia bat 1

(B(1,¢€, i,91 ) ,(+ ))ikilisi, bir Abel gurubudur; degigimli birlegimli
olup, sifir elemanm {0+ 0,9 + 0. 1 +0.91 ) dir. Her elemanin ters elemani vardi:

(B(19, i,81 ) , (.))ikilisi, birlegimli ve (+) iizerine dagalaimlidar.
Birim elemany ( 1 + 0.8 + 0.i + 0.9 1 ) dir.

2 b 2 2
X L5 d b 4 0 '[(xl+)“3)+(x2'x}*&l'x4)-] - P
: 2 2
12(15.1—145—14 X, [x1+x3\,£ 0va)&¢x4,x3,l-x2
X 0 ,\l - X clan tiim elemanlarain térs elemanlari vardir.
X, =X (xl - x4§

(xl+x2§+x

i+ K43 i ) nin *ters =lgmaa i

3
[EK1-14)+1L2§- x31+x4€1] /P dir.

TEOREM 3 3,25,33

B(1,9, i,91 ) halkasy a ) R, veel sayilar cismi lzerinden vektdr uzaya
b) C, kompleks sayilar cismi {izerinden bir vektdr uzayi o) D, dual sayilar halkasa
izerinden bir modiil olugturur.

lsbat 3
a) Bak ( Teorem 3 3.25,18)

b) (%, +%, 1)ec, (Fl +F2- i )eC Q@arak bak (Teorem 3.25,29)
c) Bak (Teorem : 3.25,29 )
* TECREM 3_3.2

11 3 I.z’ 33, I ¥ Yl' Y?’ !B’ 14’ER' ( i.a )G.G xs OIB.I'Bk

i v L
'{31*"2 5+ X, 1+ X is ) B (l,s,ges) (Y, + Y, $4 Y447, is )eB (1,s,i, is)

1
‘ile ifade edilen elemanlar igin (+) toplam (.) ¢arpim denilecek ig iglemler

(D (X wX, 8k dsrX 18)e (T +Y8+Y, 147 48~

(IL1+1'1)+(12+Y2)3+(13+Y3)i+(14+‘r4]13,

--3.9"‘




(xly1+x2‘fz-x3!3+x4r4)+(xzrl+1\l'r?+x4r3-xar4,us+

= X -
(x}11+x4x2+711*3 2Y4)1+(x41r1+131’2 12‘.(3+1£1Y4]ia, ile
samlaniyor ise B ( 1,s,i, is) ciimlesi degigimlii olmayan bir hslkadir.

(Toplam ve garpaimin tanimlanmasinda
8 -Y.1+ Y4 is ) elemanlarinin

J X, 8 X, 3

(!11? +Kai+4a),(fl+12 3
, veel sayilar climlesinin cebir kurallarini korudugu diginilmig, kinematlk faktirlex
;in bilinen skalerlerle degigimlilik ve

52 wl, 1 =1, (8i) o (8i) = 1, is 4 81 = O bafantilara gOzdniinde

ilundurulmugtur.
Iagat H
(B(1,3,i,8i), (+))ikilisi bir Abel gurubudur.
( O+ 0.8 + 0.4 4+ Ouie ) safar elemandaxr, (xl + X, 8 X i+ X, is )in ters

3 4
lemany (=X, =X, $- X, 1 -x4} is)dir. Ikili, degigimli bilregimlidir.

3

(B (1,s,i, 8i ), (.))ikilisi birlegimli ve (+) fizerine dafjilimladir. Birim
eman ( 1 + 0,8 + 0,1 + 0, 8i ) ddre

£ 2N 12280 "5 o
X X, -k X -2(x1x3+12x4)"-2(J&x4+xzx3)+(xl-x2)+(x3_54‘

2 3 4
0 T B - L . N
- X, =X - P d
X, KX, X n-[_( K =% ) + (% -% )] en
| 13 .(4 xl ""xz J& P ]iz 3 13 ,‘ X4 olan elemanlarin ters elemanlar: vardir.

b X is * in ters elemam
(31-1-}'5254»3 +4 )

(x1+xzs—x31+x41s) / P dir,

TEOREM : 3.29,35

8 (1,s,i, si ) halkasi a) R, veel sayilar cismi lizerinden bir vektdr uzaya
) S, s faktorlii sayalar ocimlesi fizerinder bir modiil ve o) C, kompleks sayilar
ismi lizerinden bir vektdr uszay:i clugturur.

Isbat 3 _
Bak ( Teovem : 3.25,18 = 3.25,29 )

TEOREM 3 3.25,36

xl' XQ' 13’ 34’ er 11’ Iz’ Ys] Y4G R' igecﬂ, gs‘. D x 5, s8i & S xC
«arak,

— 40



(Y1+Y2 i§+Y3€B+Y

4
¢in, toplam (+) , garpam (.) denilecek i¢ iglemler 3

+) ()&«-xei'h x325+x451)+(rl+2219+ ija +*:4

(N +Y )+ (XY, ) a8+ (X +¥ )88 + (X, +7, ) sive

sl J)eB (1, 1€ ,Qs, 8i ) yapisindaki elemanlar

Bi ) =

{.) (X1+X2 i€+ 1333 +X4 8i ) .{Y1+Y2 i< 4 Y3§’5+ ‘I4

8i ) =

| (x1Y1—13Y4—x4Y21114!4)+(H¥24I2Y1-X2¥2-33Y4+K4Y3)ﬁ

X X = X Y X T X g5 - X i
( X 57T AT e txgt 4Y2} *(HY4 Jiz‘fc:r'“‘l-d.ﬂ‘rl*'«1,Y3}Bi’ﬂ‘
tanamlapayor ise B ( 1, i@, ¢s8, si ) cimlesi defigimli olmayan bir helkadar,

| (Toplam ve garpim iglemlerinin tanimlanmaginda

( X o+ X, ig 4+ x3ga + x4 st ¥ 4 Y, + ¥, 1%+ 1333 + !4 si ) elemanlara
E, veel sayilar climlesinin toplama ve garpma kurallarini korudugu diglinilmig, kine-
etik faktdrlerin skalerlerle degigimliligi ile,

gz-D, 12-—-1, sz.l,gi+i§'-—1,g’a+ag.1, 8i + iﬂk-ﬂ

bagintilari ve kompoze kinematik fakt®rler garpami tablosu gdzdnine alinmistair.)

sbat

| ( B(1, i¢, 88, 81 ) ,(+ ))ikilisinin Abel gurubu oldufu agiktar.defigimli,
‘birlegimli olup, safar elemani ( O + De i + 0. €5 + O 8i ) dir. Her elemamin
tersi vardar.
( B.{, 15, s,781") | {.))ikniai birlegimli ve (+) tizerine dagilamladir.
140, i+ 0,88 + 0. 8i ) birim elemandar,

2
L =30 00k A1t (xl-x2+x4) .(x1+13-x4)_(11-x4),£o
12 (xl_xz) }{4 - x3 olan tim elemanlerin ters elemanlari vardir.
1{3 14 Kl+13 -JLZ
x4 o X (7&-:(2)
TECREM s 3.25,37

B (1, i§, %8s, si ) cilnlesi, a) R, veel sayilar cismi iizerinden bir vektdr
usayi b) D, dual ssyilar cimlesi tizerinden bir w0dil o) B ( 1 ¢) , B (g8 ), B(si
sayilaray cilmlesi lizerinden bir mddil olugturur.

— q""-



r C™ DE, QUANTERNION, SIMOUATON MUATERNIUN, AMUATSGRLUR
2
TARIM _: 4.26 - ( R DE cisimler vE HALKALAR SINIFI )

R de, elemanlari bir dizi cisim veya halka olan ciimleye cisimler sinifa
veye halkalar simafa denecektir.

TEOHEM & 26 oW

SR 2
Kis Xp Yyy Y €8 ( X, X, JER, ( Y, ¥, JER; J/kegjﬁnceden sepilr
parametreler ( X7 + M # o) olarak, (T) , (.L) ig iﬁlemleri :

d)s (X, % )4 (1, ¥, e[ xl*.rl—xafz) -y Yo % 1)

/A{ XY -%57Y, ) + >'~( XY, ¢+ X, Yl )]iie tanimlanan R2 (}«.,/u_) climle=

leri defisimli cisimlerdir.
tsba :

(T) i¢ igleminin gerekli kogullari saptadifz agaktar, (J).) ig¢ igleminin
birlegimlilik ve ( T ) lizerine dagalamlilak deﬂgimlili‘k nitelikleri teoremin hipo-
‘tezinden kolayca gtsterilebilir,

(4 ) iglemirin birim elemany 15 = ( >V:{}~2 +/u? ) s “#/(\2 +/f ))

{Pt,\,/é-) , L)  gurubu, (ET) nin e = ( 0,0 ) elemanini igermez Zira,
(%, %, )eR (%, ssin (B (np) , 1, L) tgited

(X, X ).L(Yl,rz)-[hcxlrl— o Yo ) = MK Y, 4 X, Y)),
Uu(xl'f - X, ‘12)+}\(x11' + %, Xy )] v 4
=i A ,,l.,ﬁ ),_/./lxﬁ .,’,ﬁ )) olan bir (¥, ¥, )< B (‘;,/.4) ran

varlifini gerektirir ki bu
3 =l - )ﬁ-”‘/"‘e) /(1§+32J:(‘>~2 +,-3)2
.-((‘x —/,,,J e MR ) 4 (X)) (Wl ?

| 31, x ) = ( 0,0 ) elemana igin ( I].’ 32 ) meveut olmadifindan (1) iglemine
85r9(00 )Q/( R (% /.g) g s ) dars

Bu teorem ile cisimler climlesi oldugu saptanan B (X9 ciimlesine KOMPLEKS
CISIMLER SINIFI deneosk ve ¢ (Sl_,jm) notésyonu ile gtsterilecektir,

TANIM 3 4,27 - ( KOMPLEKS SAYI CUMLELERI SINIFI )

2 2
X e # 0 ) bneceden segilmig parametreler
xl, X,z @ R ve .o/“ .

0l .
agalk ( 3 ‘rx2 Yo ({‘"‘1 3 3"*2 ) i, yapala sayailara kompleks sayi ciimleleri

B1n1f1 ada verilecek ve /4-) ile ifade edilecektir.

La o dY



g 11 * 1, 4 Jonan oy 11 * 3y 1) iR SHLIESTIEITIN Vers IgelUTIIoT UIuErEXuT
agal bir Ozellik sergiledigi gorilmektedir, :‘uaternion igin tanimlanan iglemlerin
yepar dzellifini korudupunu bilmekteyiz,

TANIM s 4.29 ¢ ( SIMOLATUR QUATERNION )

2
R de, cisim tegkil eden, ve tanimlanan i¢ iglemleri kergisinda elemanlara
plirli bir yapi Ozelligini koruyan clinlelere simulatdr quaternionlar denscektir,

TEOR:M s 4. 29,40
)LL, xzen § ve .)\){ueﬂ (\52 -V,E ;4 O ) Bnoeden segilmiy parametreler
Qarake
2
Femanlarln olug ur:luguq:( . ) niin alt sanyfi simulatdr qua‘bernion sanifi olug-—

UruTe

()\ X +{.\x2 i N, - )& ) € fi( L.—/&) gisimler sinifana dahil elemanlaran

isbat
¢( 5\,/4. ) , cisimler sinifina dabil olarak tanimlanan (>\x1 + Xy,

sz -)‘xl ) elemanlar ciimlesinin ¢ ( 51'/-.) nin i¢ iglemleri muvacehesinde yapisal
*allii’;ini korudufunu saptamak gereklidir,

' T, i¢ iglem kergisirda

| (hx, g Wy =X ) T (nyy thlp BT, =Ny, ) -

| f\(xlnlh/u(x?uzl ,\(xznz)-/b(xlnl)] ve
(A)ig iglemi kargisirda 3
(MLl + X nx, - ik ke (}-yl ~pYy g RYy —mY ) -

: +/,.2 ).[k( xl Yl + X, ¥, ) +r«(xl T, + X, 1'1), k(xl T, + X, rl)-ﬂ(lel-xzrz)]m
(%, %06 G (), (1, 1) e (N, pm)

| (X, 12}.&_ (X Xy Y e X, Y ) oldugu takdirde

()sxl Xy Ak, -px ) L (5*1'14./,.1'2 » W =¥y )

((\2 a/.c.z Y X+ 2)\}"{ 3 (\,.2-/.3 ) Y’ - a.\/,«x )  oldugunu gdriiriiz.

TANIM 3 4.30 - ( MINUMUM QUATERNION )

2
¢° kompleks sayilar ciimlesinde iginde tanimlanabilir simulatdr uaternionlar
#m ?uaternionlu‘ denecektir.

C x C den daha kiigiik boyutta bir similator quaternion tanimi miimkiin olma-
ifndan minumun deyimi kullanilmigtir.




Tecrem §.29,40 aa, | Ak, + WA, 3 Pa,— = (W3 ] Siuiuicuus
e 2 T A .
aternionlar sinafinain

2 2
™ = 1,251 veya A<~ 1 kogullarinin belirladizi alt siniflar
iinuamm quaternionl ardir,

lsbat ]

|}
Teoremin hipoteani olugturulan kogullarda, drnefin

e . — A =

\ =2 y =, (\2 +fu.2 =1 ) dejerleri igin
{‘)-.xl +/ux2 . p X, -/“xl ) , simulat@y quaternion

l:'f.’l-: Kl + 3‘12-1 ’ \@.J‘.z - 1]. ) olaraky ve yine &rnegin )\-'-‘-/EJfAr'f.Em
en ( .)\Kl +/.u. Jl2 ’ '}«12 —I_.“XI ) simulatdr wuaternion

2
re bunlar(il("/-,/u.) cisimler simifinin birer elemani olan cisim ciimleleridir,

( wfs'xl + N X, ig Vixz_\/? ).1 i ) olarak, 02 de tanimlanmig olur

Teoremin hipotezi kogullar z"‘gin Einumum quaternionlar bir sinif olugtururla

b 311111'1@2 ()s,/u) veya QE L tpoom 1 ) ile gisterecegiz,

TANIM 3 4,31 3 (( S) FARTURLU HALKALAR SINIFI )

2
Icerdigi parametrelerin deferlerine gre R de bir dizi halka olugturup,
arametrelerin belirli bir durusunda ( S ) FAKTORLU HALKAYI tanimlayan helkalar
lizisine, ( S ) FAXTORLU HALKALAR sinifi denilecek ve 3,( o /.«.) ile gésterilecektir.

TEOREM s 4,31,42

Ky Xy Yy Y, € Ry (X, X5 )e R ve (Tl,men“;;g//ueﬂ. onéeden secihmis

’Brametralar clarak ( - +/u2 £.0 ) 3.0, ig i%lﬂmlori

i

Ir) s {xl,xz) T (rl,xz)- (x1+'11,x2+12)a32w
) e (xl,xa)_l_ {Yl,rz)-[N11I1+x212)+ﬂ(:&rz+xzyl),

2
ﬂ(xlyl+x232)+&(xlrz+xetl )]11& tanimlanan R (5{,/»\)
rnualari ( S ) FAKTORLU HALKALAR SINIFI tegkil eder.

gsba H
2
tc islemleri teoremin hipotezi ile tanmimlanan R (LN M ) ciimlelerinin

oo oldupu, daha sonra , X, » niin belirli degerleri igin, ,\Va niin defig
ferlerine gbre tegkil olunman halka sinifa iginde, ( § ) faktdrlé halkamin bulundu
gostermek gerekmektedir.

T ig¢ igleminin, Abel gurubuBiun gerektirdifi kogullari safladigy agaktirg
Rfar eleman e = ( 0, O ) dire

L i¢ igleminin birlegimlilik, T Gzerine dajalimlilik nitelikleri hipotezd
blayea gorilebilmektedir.

—~45-



L~/ il BLalDlE \LlllWm) vivilEpns I3 = LY 77 B0 D r: ™5 / —— i

dire

(4) iglemine g&ira"vt( i

10 % ):-.R2 [\,/u.) nin, (Y, , ¥, ) ters

elemanis

(X, %)Ly, )'[5*("13' + X, ¥, )+,M(x11r + %y ¥ },J
f"()L.lYl*LZYE ERAE R N A ) RN G V(2N -/u-) , -/u/(}. ~p& Jden

Il-{(\g«v#z)ﬁ»:?}\ﬂxg )}/ (\2-;-.) xl 2
‘12--{('>~E+{,,L2)12+2}x/wx1)/0\2-#2)-'(xl- g olur.xl,lxz

'olan biitiin elemanlarin ters elemanlari mevcut glacaktair.

( § ) FAXTURLU HALKALAR SINIFI dengp bu matematik yapilar, = 174. .0
igin $( 1,0 ), (S) faktdrlii halkay: tanimlar

TANIM 3 4,32 - ( S FAKTORLU SAYI CUMLELERI SINIFI )
5 :
K, X, & B ve » ,/J. € R (W +f,ua # 0 ) dnceden segilmig parametreler

olarak.

(kxl f( +>\x ) & { S = 1 ) yepisindeki sayilsra
S faktérlii sayi ciimleleri sinifa ad:. verilecak ve S (}./u. ) ile ifade edilecektir
TEOREM 3 2

( >, ) halkeler sinafa ile § (% st ), S faktbrld saya ciimleleri
samafa T, L ve (+) , (+) iglemlerine gdre izomorfturlar.

bat @
Ba-k. ( TBDer ssmsssBasns )
TANIK s 4.33 - ( DEFORM & UATERNIONLAR )
Rz de cisim teskil etmeyip, halka niteliginde ve tanimlanan ig iglem~

leri kargisinda, elemanlara belirli bir yapi 8zelligini koruyan ciimlelere DEFURM
QUATERNIONLAR denccektir.

TEOREM : 4.33,44
2 2
X5 Xe R 3 'xJ/Kga bom' {. % g # 0 ) buceden segilmig parametreler

( 5\11 -/uxa y nE, -/-US ) vapida olup, $( ‘x,/u) halkalar

sinifina dahil elemanlarin ciimlesi deform 1uateruion tanimlar.

Isbat ¢

$ ('). ) halkalar sinifina dahil oldujundan cisim defil halkadir
ve é' (5-.',/“ nlin, T , | iglemleri kargisinda

clarak,




= L==) nln BUKIBI1YL (UILrim) Sisuss 7 IR R L Y S B
lﬁ!‘o 2
(.i-j iglemine gbre "‘0"{ Il y X, Je R (\,}u.) nin, ( Yl y ¥, ) ters
elemanis

(X 4 % )_L(rl,yz)-(\(xlar1+ *:2)+f.(x112+x5wr1),
KR Y 450 ) 0 MK T e 1] o (MK =pE) 4 =p/ (N =2 oo
[(\2 +/I-A,2 ) X 2>\/~*N2 TS _r.z)z o Klz -Xg )
YE--( {')\2.‘,/\&2)3{21-2)\/&31 )/ (\%2_#2)21'{%- g

olan biitiin elemanlarin ters elemanlari mevcut glaczktar.

)olur.)Ll,‘X,z

( § ) FAXTURLU HALKALAR SINIFI dengp bu matematik yapilar, A= l,/t -0
igin $( 1,0 ), (S) faktdrlii halkay: tanimlar

TANIM s 4,32 - ( S FAKTURLU SAYI CUKLELERI SINIFI )

> :
K, X,& R ve o ,/u. € R (W + Ju_a A 0 ) onceden segilmig paremetreler
olarak. /

2
{}\Xl + Kz Yo (/“Xl +>\x2 ) & ( § = 1 ) yepisindaki sasyilara
S faktérlii sayi ciimleleri sinifi adi verilecek ye S (')-.,/.L ) ile ifade edilecektir

TEOREM : 4.32

( Y p ) halkelar simafa ile S (h 4t ), S faktérld saya ciimleleri
samafi T, L ve (+) , (.) iglemlerine gire izomorfturlar.

isbat 3
Bak{ Teorel sessescanses )
DANIN & 4,33 - ( DEFORM QUATEENIONLAR )

R2 de cisim tegkil etmeyip, halka niteliginde ve tanimlanan ig iglem~
leri kargisainda, elemanlara belirli bir yapa 6zelligini koruyan clinlelere DEFORM
RQUATERNIONLAR denccektir.

TEOREM :
2 2 -
J&, X,eR \5\_}/&6 R, L% + # 0 ) tnceden segilmis parametreler

( xxl - Xy s WXy = M) yapade olup, $( %, M ) halkelax
simafina dahil elemanlarain ciimlesi deform 1unteruion tanimlars,

ispat

$ ( »,#) halkalar sinifina dahil oldufundan cisim defil halkedir
ve $ {".n‘./u ) niin, T , { iglemleri kargisinda

olﬂ.l'akn

A



R R A i g

Qi) o (X% =%y s A, ~/'-K1) T (\M'l -/,.;fz » WYy —AY) ) -
-{'Mxl+!r1)-/t4£124‘:'2),\(x2+a'2}u/q(x1+rl))
{\xl - WKy 4 ‘M‘.? - X ) Aoty MYy I, -pty ) =

——— i

(L)

[T

| O\Z-/"z}[“ N 21*321'2)7“'" X Yo+ X ¥y )y MY Yy 4 %y Y )
"/“( e EL Ty )] i
(X0 % 0 (xy t0e§ (h ) p (X, %) L0110 (X, Y) i
(%) -k, , WX, -p ) "LH"H'#IQ y WY, = MY ) -
[( 3,2+/f 3 Y = 25\/* Y, (’xz +/M2)_ Y-e\/. X ) oclacegini kaydedelis

TANIM 1 4,34 ~ ( AQUATERNION )

2
C kompleks sayiler climlesi ig¢inde, tanimlanabilir.deform T.-aternianlars.,
aquaternionla.r deregektir.

Tanim, gegerli i¢ iglemler kargisinda elemesnlarin yapi Ozelligini koruya1
02 de cisim olmeyan bir halka ve alize etiiginden, usaternion clwadifini anlatmak
amapl ile a uaternion deyimi tercih edilmigtir.

TECREM 3 4.34,45
().xl _fd? ~ \xz -/uxl Je $ ( 'hy“ ) deform guatérnionlar sanafanin

e = 1ve =t<& f*(“ igin A ypm degerlerinin tayin edecegi$ [\h.'/(,( )
halka{:rl AQUATERNIONLAR SINIFI olugturuxs.

isvat 3
Teoremin hipotezini olugturan kogullarda ;rnagin

uw= 1/2, )\.- e f V32 )4 (\?\2 _/‘2 = - 1 ) degerleri igin
( %;& _/432 ’ Ssx_z —/u }’sl ) , deform Quaternionu
(4?(3;/2) ixl..( 1/2 ) %, , Lepilale ) 1.}(2-(1/2):{1 olarak ve

Yine drnegin

/k- 1/3 , e (F2V2/3) 1 | \e —;42 - =1 ) degerleri igin
()Xl —/1 .12 ’ hxﬂ -—f“& ) defopm uaternionu
(F22/3) 1% =(1/3) X%, (F2V2/3) 1 %, - (1/3) | olevak

02 de tanimlanmig olur ve bunlap deform Quaternionlar

kT



Aguaternion sainiflarini da %, (/& VeyE = = _
o ] "} A -y =
rade edecafgiz. /W "M
TANIM 4,35 - ( DUAL HALKALAR SINIFI )

Garpmada, igerdifi parametrelerin deferlerine gtre H2 de bir dizi halka
lugturup, perametrelerin belirli bir durumunda Dual sayilar halkasim tenimlaysn
Ealkalar dizisine dual sayilar halkalar sinifa denilecek ve [ﬁ( x ,/.A.) ile gisteri-

ecektir,

THOREM s 4.35,46
. 2 2 2
Ky Ko T, YE.;?;( xl,.xz) (11,32) e’ ve .\,/dn (% + 4 0 ) Gnceden

secilmig parametreler olarax T, ig iglemleri
2

fry (xl, xz) P (Ilifz)'("z*yuxz“fz)‘-ﬁ

(&) s (::l,xz),j_(\:l, 12)-(>~x1‘11,/.‘x111+ L(xl‘rz+xle})er:2

ile tanimlanan Rz ()\,/y\.) olimleleri Dual h_@_;ga;g sinifiny tegkil eder

isbat

. 2
I¢ iglemleri teoremin hipotezi ile tanamlanan R ()s, ) ciimlelerinin &nce
bir halka oldu@u daha aonra)-,/u nin belirli deferleri igin, \Q nin degigik dejerx
leringé gore tegkil olunan halka sinafi iginde dual sayalar halkasinan bulundugunu

ghatermek gerekmektedir,

T i¢ igleminin, Abel gurubunun gerektirdifi kogullara sajfladigr agaktir ;
sifir eleman e = ( O, 0 ) dar,

A i¢ igleminin birlegimlilik, T Uzerine dagalimlilik nitelikleri hipotezde:

kolayca gGriilebilir,
2
L nin etkisiz birim elemamy ( £ = 1/X, -/l/}-. ) ve dual birim (S= (0,1,

dir.
2 !
Liglenine gore ¥ ( K os % ) &R .()\Vh} nin ( 1,Y, ) ters elemany 3
2
= MR |
Y, = - ( 2/“}5 + >~.x2 i 53 JLl olury Xl 4 0 olan bilitiin elemanlarin ter:
|

2lemanlari meveutl olacekiar,
Dual say: halkalara simifi denen bu matematik yapilar X = 1, = 0 igin

(1, 0 ) , dual sayilar halkasani tanimlar.

TABDA § 4,36 - ( DUAL SAYI CUMLBLERI SINIFI ) ‘
. 2 2 |

X . Xel v Roxe €% + £ 0 ) Snceden segilmig para metreler
| 1? 2 4 ™ |
.Gla.rnk‘_’ J
}.xl F#{ }\12 +}MKL )€ yapili sayalara, dual say: ciimleleri simafi denec|

Ve D (& M) ile ifade edilecektir,

/
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I M ( 5\,/“ ) dual halkalar sapafa ile D E‘h,/.q ) dusl ssy1 cimleleri sanaf)
7, L 5, ve ( + ), ( . ) iglemlerine gire izomorftur.

ishat 3

%y i) c[[)(‘x,/uy__, M4 Oy 4% ) 2 BOX M)
i e yelh ( X gDt 4 (2, + WY, )8 €D (%, ¢ ) olsun

( ) 4 ( + ) iglemleri agasindan ,

i (X o % )P (Y 30 ) = (X + 8, % + 1, Jath (m) |
R R 8] & [y 4 (wy, emr 8] - |
‘x(xi.wrl)+[N12+f2)+/4(xl+xlﬂgen(\’/w} |

(5 SN A Y )X X+ 1 )+D(x2 + Y,) +/u( K o+ Y J:\g ve |f

(L), («) iglemleri agisindan ’

(k) ¢ {xl,*ra)_L{“rl,\12)-(\1131,/,kxlrl+‘k(xlr2+x2r1)) ;
ti) & Ph‘il % X, ?M&l )S].gk‘ll + ( \"‘Yz + a,'/uYt}-? J ) - |

55(5”‘1‘{1)*[.-3‘?(/‘”&“'1 X0 T %0 ) ¢ pl K 18

(k,xl'rl, /“1"1*3’(31"2*"2"1))““’

NN i) +]—‘r-i;unl Ty 4 MK Y Xy Ylv“/“('hl , )2 bulume.
| (ayo)man(™+ug)sve(0,b)o Rt dur |

TANIN 1 4,37 s ( DUAL DEFORM QUATERNION )

| Eleman yapilar: parametrik Bzel bir yapida olup, ig iglemler kargisind:
elemanlarin yapi 8zellifini koruyan, ve parametrelerin Szel bir durugun da dual
| sayi1lar halkasini veren - cisim olmayan holka nitelikli otimlelere RUAL DEFORM
QATERNION denscektir.
TEUREM 2 8

Y- 2 1
X oy %o RS bn,/,« e B, (*® . 4 0 ) Bnosden segiluig parametreler

olarak,

()sxl & kxz .../uxl e $ ( };’/u) s Gual halka siniflari deform quatern:
isbat 3

Sadege [b (')g, ) helke simifinmin i¢ iglemleri kargisinda eleman niteli-
ginin korundufu ve }.,/mii degerleri igin dual sayilar halkesini belirledifi septa~

onlardar.

hacaktir. (o ) ig iglemi ile !

(2000 o (N 5 W Ty DB AT G NT, = ATy ) = (M) ME, sTp)ol

(4-) ig iglemi ile

L. =i ik i



2
\ \A)& ‘.(1 ’ \{ xl ‘12 + xz ‘fl ) -‘quJ ‘Il ) sonuglarinin elemanlarir
yep: zelliZinin korundufu gorillmektedir. DEFORM QUATERNION SINIFI () = 1, /ll=0 )
igin dual sayilar halkasini tanirlar,

TANIM 3 4,38 3 ( DUAL AQUATERNION )

2
C de, tanamlanabilir dual deform quaternionlara dual agquaternion

denecektir.
TEOREM 3 4,38,49

Teorem 4.37,48 de

a.) >\2-—1\rﬂya ()\-i’i),f*aﬂ !

b) M = Fi ve e R degerleririn tanimladifr dual deform guaternion
lara , aguaterniondur, |

isbat 3

]
sl.)"),_2 ==~1veya (A= Fi ) ;Msﬁ ( Ornegin 3,(- 1 ) igin l!
(Xxl,'?xxz-/ttﬁi}-{;.’iﬁ,i‘ike-&),02da !
b) a =¥i, heR ( Orneginh=1 ) igin
().xl ’ 5-.}[2 -fg)'& ) = ( Kl 3 Xz - }Ll.:l )302 de tanimlanmig olacakt:.roij

TANIN 3 4439, - ( =B (%,,u ), HELISEL CISIMLER SINIFI )_garpmada
igerdigi parametrelerin degerlerine gire R de bir dizi cisim olugturup, parametre-
lerin betirli bir durumunda helisel cismi tanimlayan cisimler dizisine HELISEL ]

BiSIMLER SINIFI denecek vo fff (M) ile gisterilecektir.
TEOREM 3 439,50
2
X oo Xy, Y T8 H*(‘Hr"e)’('ﬁ!"z)an ve 5‘,/*6 R
AW 4 0 ) Gnceden segilmig parametreler olarak ig iglemleri

(7)) (X g% ) (0 ,T)=(K+Y,%+7,)6R

(&) (X X% )4 (3),1,)= O"f‘/z) ()Y, -X) Yo)=ulX) YX, Y 4%, X))

Iutxl Y -, Y, )+ (k+/-)/2 (X TeX¥ 4%, ¥,) 11
tanwlanen Ro (N, 4 ciimleleri deigimli HELISEL CISINLER SINIFI'dar.

isbat 3
(7)), (&) iglemleri ile bu ciimlelerin cisim oldugu ve X, parame t:

relerin belirli durumunda helisel sayilar cismini igerdifi gisterileceKtir,
Once cisim aksiyomlarinan gergeklendiZini gisterelim.

( ) igleminin gerekli kogullari saptadafa agaktar; sifair eleman
e=( 0, 0) dar; (4-) igleminin birlegimlilik, (T) tzerine dagalamlalik riteligi

teoremin hipotesinden kolayca gdrilebilir.

i

2

I



H (R® {)i)/u.}, L) ikilisi, (T) nin safir elemanini icermez. Zira
A ( X X )&Hz (3&?&} igin, ( g2 (}.,/,.,) y T, L) halkasa

(X X)L (XX, )m (D =pm/2) X =pky) Y= (O /2 ) X, 2 uk) Y, ][
({B\nfyzj X2+;u31) 1)+ ((X&}“/a) X, = B-p/2) X)) 1)

- bm ((ap/2) [ (N 3/M2 /4) i 8%+ 348 /a) ) aen '*
vy ofO8F = 3 5 v (6= 3 PR EN VSR PURICSE 2N

1. -[;zﬁuxl-(f-a /fxm/u) X 70 3/*2/4) (X +Xg+ X X)) olean
T, ) € R?' {}'s)/-«) niin varliginy gerektirir, !

Burada yalmiz ( KL y X ) = ( 0,0 ) oldupu takdirde ( Yy ¥, ) mevout I
fegildire Safir elemani igermeyen ve her elsmanin tersinin bulundufu tu halka
bir cisimdir, ve 3“‘ ().I/M-) ile gbsterilecektir.

(% =1, = 0 ) igin . (k,/u) HELISEL CISIMLER SINIFI helisel cismi
tamimlar C{-{—( 1,0 Jif dir. '

TANIM 3 0 3 ( HELISEL SAYI CUMLELERI SINIFI )

bir(‘fl,

.xl y Bp@ R ve '5-.,/4 e R, (\2 +f‘“2 £ 0 ) bnoeden segilmig parametreler

clarak.

_ 2
()\—f&/Q ) Y "f‘l? + ((}H/A/E ) X, +r\31 ).n,{ b = h =1 ) yapisinda
ve R, veel sayilar ociinlesiain + , (.) islemlerinikorudulu sayilara helisel say:
cimleleri sanafa denecek ve H [)u,/“) ile gtsterilecektir.

TEOREM 3 4,40,51

H{ ('Ayu-) helisel cisimler simifa ile H (h,/-k) helisel sayi ciimleleri
smafy, (2 ), (L ) ve (+), (+) iglemlerine gire izomorftur.

lsbat :

(X Xz)a{}((h%«)'r’ (h=p/2) X=pXor ((A42) x2+/“’5.’ ol (;rM)
() Yplelf Oyl (A2 Y- ¥pr (O~ 44/2) Ypr ¥, )b el (% pn) olsun
(m), (=+ ) iglemleri ybniinden kargiligl kurmak kolaydir,

(%), () diglemleri igin s

(L) ¢ ( x,%)L(Y,Tp)= '0""/“'/2) (K T=%, L= X T+ X 1) 4 X, X)) o
PO -8, Yo)v (A x #/2) (X Y, 4 X, %) + X, ¥)

() [O- [/2) Xy g ((w M/2) Xyt oy ) [ (k—,u/E)rl—/»dae«((M,u/z) 5, 4 pK)
(h=M/2 ) X & /‘Y P € 33 -t-/!f?- j i ¢ +f«Y )b olur ve iglemlerin izomorf
Oldugy anlagalir,

s gl



E;-m:n yapar dzellipinin korundujn,ve parametrelerin Ozel durumunda, elisel Clsmy

veren cisimlere HELISEL SIMULATUR QUATERNION denecektir,
TEOREM 3 _4.41,52

2 2
Kl ’ Kze,H H ‘}”/L\ & R, +)’" £ O ) bneeden segilmiy parametreler
slarak.

I(\,\-} ;“‘/2) X +.lu'(2 - ()\-—/"YE) X, -/Mxl—sc_ 'rH (‘h,/b\ ) belisel oisimle
ginifina dahil alt eciinle, bir simulatir quaterniondur,
Isbet 3

(1) , (i) iglemleri kargisinda Szel yepidaki elemamnin Szelliginin korund
ya}s,/t nlin belirli bir hali igin H helisel eisipi tanamladifa saptanacaktar.

(T) iglemi kargasanda, elemanin yapi tzellifinin korundufunu gtrmek kols

dar.
(4) islenmi kargasirda s

[ e JS2)%yx kg (A= JF2) X fuﬁ.i_[(h (2% kO Oh-p/2) ¥, =t ] -
{)\4,3};,/4} (hﬁe) (4 Y- X, X, )+/u( X Ypr X, Y, + %, Y, )
¢ = H2) (X Ypu X, X +x2*r)-{u\(xlx ~%, ¥, )
(xlnxg}r('flv EJE'H"' (3‘-:/“‘}73
(’1312}.1-(?11?2)' {X,Y)isa
(( >~+/»\/2)xl+rx2, {A-Ip«/z) xz-pxl].(.[(}ufujz) Y o+ YE,(x_ﬂ/z)rz_/.yj
- i( \2 S 74) ¥ -2)& Y ( \ "P«/A - 3#}/4) Y -}E&X] olacafini ve

elemanin yapi bze 1115 nin koruuduéunu sbyleyeoce iz,
Ve >\. 5 /u- 0 igin, bu sanif dogrudan helisel cismi tanimlar W ( 1,0),4H

oldugunu

PANIM : 4,42 ( HELISEL e;m*rmitm)

02 de tanimlanabilir, helisel simulatdr quaterniona helisel guaternion den

cektir.
SKre  nooREM s 4,42

Teorem 3 4.41,52 de

(\ + 3/.&/4 ) =1, B>1, A~} kogullari ile Nspmdeferlerinin beli
ledigi (H( Wiy /“ ) ‘simulatdr quaternionlari C de helisel quaternionlardar.

isbat 3

\2 + 3,,2;/4 = 1 de Ernaﬁin k' ?, ’J'Js- -'l: 2i dag'arleri ile

(( A+ /"/2) 11 */"‘Kzs (" "'[u'/z ) )12 "f‘xl) s Simulatbr guaternionun belirl

aigi o
; (}) 2:{2)1: 2}"2?( xg"’ ﬂxl ) i ve yine 8rnegin
s \/;,r,_ + (4/ i de@erleri ile belirlenen

[(fBs- &/ VTONFW D 8%, (/57230 x, 7 (431 x ]

‘0 de halisel simulatér quaterniondurs _ §2 —



Garpm ¢gerdlgl pArameire : BULG It UT Uii Uswt usainco
olugturup, parametrelerin belirli bir durumsunda homutagj.k halkayi tanamlayan hal-
kalar dizisine, HOMOTETIK HALKALAR SINIFI DENECEK ve W\'( }.,/m) ile gbeterilecektir.

TEOREM s _4.43,%4

: . 2 " , \
Ay ¥y Y, ng, Rj ( X X)), {Il, Y,)eR ve’%yueﬂ bnoeden regilmig
perame treler olarak L% ¢/\.g A0 ) § ig iylemleri

2

({®) ¢« (X xz)fr (Yl,Yz).(xl+fl,x2+Y2}ea

1!
o U T ¢ X xz)_L('rl,Y Y- (‘M/A/z) (xl T XY, /&(xl Yo4X, Y- X, Yz} 5

) /“( X, ¥ 4K, )+ (}—/u/z) (11 Y +X, Y, =X, ¥, ))ile
teniml anan R ().Vu) ciimleleri degigimli halkalardar.

Isbat 3

(T7) i¢ igleminin gerekli kogullari saptadi@y agiktir; etkisiz elemana
e w (0,0)dar; (1) isleminin birlegimlilik, (T) lzerine dajalimlilik ve deéigim-'
1ilik niteligi teoremin hipotezinden kolaylikla g¢ikaralabilir.

() nin birim elemamif = [(}.-/A}'?) ( \)\2" 5-,“1/-4),'-/‘*2/(5‘2- 5/06./4 )J

( Xy X, ) nin ters elemaniy ¢ (‘(u‘&)

(6, 5%) L 00 0p0= § [(One /by + x| vpe [ Ov=p/2) % epex ] 1, Ij
{O\-/u/z) x2+,ux1 | 1y+ ((A=pmr2) K=(h - 3/«/215] )

-4-[(h= 2 O 5 /“/4), -/u/u 5/0/4 )|gen ﬁ
T -[(\ -)/M 3/;.-/4 X~ 4% /m/4)x2]/ ( x°=5 ./\174) .(xf- % - X X,)

r, = = ey 3/3/4)9120{“1] L 5/03'}'4)2.( e ety

bulunur. [ }
k—l, U= O igin {H (1,0) bilinen homotetik halkayi belirler. !
i

TANIM s 4,44- ( HOMOTETIK SAYI CUMLELBRI SINIFI )

Xl,

olarak, !

(‘,\ /*/2) Xk, + [(k —/‘/2) 12+/U~71] ,(h - l-h ) yapaisinda ve
R, veel sayilar oumlaaiuin (+ s (+) iglemlerinin korunduju sayilara homotetik saya
cumleleri pinifi denecek ve H (‘)\,/k) ile gUsterilecektir.

T8

“\ ()‘/M) homotetik halkalar sinafi ile H ('}x ) homotetik saya oiimla
leri sanafa T, L/ ve (+), (o) iglemlerine gdre izomor{turlar.

\ 2 2 :
IZGR ve \,/ue.R ’ (\,9\ -r/u.. ;‘ 0 ) tnceden segilanig paremetreler 1

’—"-""-

e

SR



B (X,% )e H*lii*:.%)_ﬁ (R AT2TE T G (ORI R
(rtple WOy Jos (ke /)10 actr (O = /2000 w1, ] b cloun
(T) , (+) iglemleri igin 3

i (X ,%) © (4,0)= (X ¥ , X, +Y¥, )€ %Hr(:x,/w )

)1 [('M M/2)X + M (R =Af2) X4 /Wll) b ] {{ &+/t /2)Y 4 mf +((>~-/*/2}I gt Yy )hJ
(A + /"/2)(“5_-*1’1 e gty (O p/2) (o) + pix, +¥1)] wf v

(L) , (+) iglemleri igin

[H) (%) L (Y)aTp) =] (N M/2) (XY 42 05) + (B Ypr XY, - X, Y, 12. (X,Y)

Iu(xl1'+\1 Y Ve Gk /#-A,fe){x Y,e %, Y, - xgr%

J

/2) X + [{\ W’E 40(] .h1 olur. Bu scnuglar her iki sanafin
¢ iqleml rine gbr izomorf o1k ufunu gostterir.

{
N Eohe o f&l(l,u) = &, bilinen nomotetik halkaya tanimlar.
!
TANIM ( 81 (), S ) DE DEFORM QUATERNION)

Elemenlari parametrik &zel bir yapida olup, i¢ iglemler kargisinda,elemanla
nn yapi ozelligini koruyan, veparamstrelerin dzal bir durumunda homotetik halkaya
viren-cisim olmayan-halka nitelikli oilimlelere -H-l £, /,_) de deform guaternionlar
T!enecektir. :

TEOREM 3§ 4,45,56

L) f(h/.«/z)x /kxz WA= /20 3 )n_[. [(x + RN W k_/-/z)va+/al)h"_]

ﬁ
|
|
|
|

);1, x 6 R, V“ R, (\;\ /.4. ,f 0 ) Gneeden segilmiyg parametreler olarakl'
[(,\ - m/2) 5y -/'-l X ()\ {M/E ——/MXI] yapisandeolup H\{ % .u.) hel isel
halka]l ap Bmxi‘ma dahil elemanlaran olugturdu@gu halke bir deform quaterniondur.

Iabnt 1

H.{ ( i/l«\ ) mun ig iglemleri kargisinda elemanin yapi Szelliginin korundu
de

v‘eil/‘ niin belirl gori igin bunun M homotetik halkayi belirledifi saptanacaktar

K_L) garpan iglemi kargisinda

{(5\ f,\/z)xl X (ke /A/E)xz/uxl].L[(k /«\/2}? -#ye,(h/u/z)r -fd]
(e 5/~«/4) [{\ /»/2) (xliw X, Tp) =p( ﬁ Yt Xy X, =X, ¥,) ,

(kvu/g) ( xl 12+x2 ‘Il /H(Xl Y + Y, )]olarak eleman yapa

S2elliginin korundufu ve
1
>~ =1, p= 0 igin bu sipafan H homotetik helkayi olugturdufiu gdriilmek
teri, /A



TANIM s 4,46 ( HGIOTETI ATHHNIUN  J

2 !
G de taniwrlansbilir Hl. { l>'-,f_-t»'. ) deform guaterniona homotetik aq-.f'ternion
pecaktir.

TEOREM & 4.46,5T

Teorem 4.45,56 da

1
| (% -5, ,J4) = 1, do =1 <B4 kogullary ile M aa miln bel irledigd
H( )', ) deform guaternionlary C de homotetik agquaterniorlardir.

Isbat 3

(\2 - 5,/“-’?4 ) = 1 de Zrmegin X £2/3 #- ( 2/3) i degerleri ile

[(&-NE) X —/‘12, (% +/k/2) X, —/.J{\ , daform guaterniorun belirledifis

[( 1/3 ) ( X o=-2X%.4 L 5= (¥2/% ).xl.ij. 0% a4 hondfe ik aquatarnionduﬁ‘

i

a--ﬁ.s-‘*



1 "BERKI, HALKA VE cisiMLERI

TANIM s 5,47 - * BERKI, HALKA VE cIsiMiEri

SxC) CxDy D x 5, ciimlelerinde, halka veya cisim olugturulabilir ig iglou-
Lsrin tanimlanabilmesi halinde bileyenleri S, C, D den alinan iki bilegenli elemanlar

winlesine "BERKI, halka veya cisimleri denecektir.

Biza® burada gimdilik S x C de, siniflame yOntemi ile halke ve cisim nluqtura.-l
pilir ig iglemlerin tmmimlanabildigi “BERKI, halka ve cisimlerini vealize edecefgiz |

TEBOREM 3 5.41,58

\K/z -g,-8 ¢S, %-gz-iec, (31 S, 4, 1) e 8 xCy olarak

7, 1ig¢ iglemleri

B(2) ,2,) T (W ,W)a(28,2,0) T (¥ 5,1 1)=((2e8,)50(x e8I 0e)

' (21,22)_1_(\'#{,\#5)-(xl‘.rlarxzxz)s-r(&l‘rz-xzrl)i |
B XY, =% ¥ ) 5 Jile tanime

( 3% % S8

lanayor ise S x C garpim cimlesi degiqimli bir oisimdir.Bu cisjn:ﬂi (S, i) ile gos-i
terilecektir.
Isbet s
( sxcC, T ) ikilisi bir Abel gurubudur, degigimli birlegimlidir.
e=( 0, 0) safir elemandar.
(xls,xgi}T(YIS,Yzi)-((xl+!1)s,(x2+12}1)-(o,0)¢a.]
( X B, X, i ) nin ters elemana ( - X 8 - X 4 ) dir. ;

L S N

( ) isleminin

Elxlyl_x Y ) 5+(11Y SJ-K.Y 13) s (KIY - X, Yz) (leE si- 1211 is) S] cr

T
si’_-iﬂ,i --1'3

(X 8, k1) L.(¥,8,¥, 1) [((xlxl-x Y,)= (xlrzuglJ}: (X ¥, =X, 2)+(x122+x2r1))1] J
(( X,=%5) ¥ - (;Ll+x2) Y,) 5, ((Q+X%,) Y, +(X=X;) ¥, ) i sonug iglemine gére |
(sxg, §.) ikilisinin birlegimli, T Uzerine dafilimli oldugu b

- 5/2 - 1/2 birim eleman1na mal ik oldu&u vg ( ﬁl, ) nin (I 'y ) tersj
slemaninin (Y,,Y,)=(-%,8 /‘(31+ 15 o (xl #i¥y 10 weve bulundugu ve‘aafar

tlemany igermedifi kolayoa girillebilire !
Ayn1 yol ve yontemle ( K1, X8 ) € x S ninde bir cieim olduZu tekrar

lanabil irs ‘i

e = 1 egitlikleri gbzdniine alindifainda .ﬂ

=i S

‘... i - .'_




[+ S i“l G]Hml A ] L e Rk bk Bdhes BB mE - —
Pir G T LU= V"‘J‘ RUNPTOR =1 7 EFT rer T
Tiemine, kendi T, L toplama garpma ig iglemlerine gbre izomorfturlar.

isbat 3

(X %) 6@ 1,1 ), (& 8, X, DeB( 5,4); (X, %, )—5(X S, X, 1)
(1), Y)e ¢1,1), (18, v, 1) cf(8,8) , (¥, X, ) 5 (¥, 5, ¥, 1) ola
¢( 1,1 ) de ( T ) toplama iglemi

(B X )P (Y, %, ) = (X % ), X+ ¥, Ne 4 (1,1)

f?j( B,i ) de (T) toplama iglemi 3

(Jils,xzi) (Y, 8 Y, 4 )=((X +7 ) 8 (}12+Y2)i)e_$(s,i

()&1+Y1,x241'2),,._, ((Xx +Y, )8 (X, +Y,) 1) olur

¢,( 1,1 ) de (.1 ) gerpma iglemi

(X} %) (YY) = ( (XY= K¥pm (¥ XX )y (T =KoY, (K ¥e K 0, ) )

(Teorem 3 £.47.52) de |

$ ( syi ) de ( }) garpma iglemi |
| (X,5,%,1)4(¥, 8,Y,1)= {( (¥ =Xo¥5 )= (R YKo ¥) )58, (K ¥ X ¥ )+ (X Yor KoY, )

¢( 1,1 ) de birim eclaman § = (1/2, - 1/2)

( syi ) de birim eleman ¢ = ( s/2, - i/2 )
¢[ L) de W~( X iy ) nin {Yl, Y, ) ters elemani ‘

f
|
|
I
|
|

2
2 ' 2 .2 »
(¥,57,04 L= 572 (K¢ %5 )y =X /2 (X + X, ) ] ( Toaron s £%7.57)
_@( 8,1 ) de W Kl §, X2¢) nin ( 'fl S, T, 4 ) ters elemana 1
2L 2 B B :
(113,121)- [—323/2(11“'{2). - K1 /2()L1+.K2)1diz;
TEOREM 3 9.47,60
( 8,1 ) oismi ile B ( i, e, i%) = (X=X, 1) Qo= (X4X, 1) 18 |
vektdr uzay1, kendi 7, Ltoplama ve garpma ig iglemlerine gire izomorfturlar. J
Isbet s
Bak : ( Teorem 3.25,26 - Teorem « 5.47,59 )

TANIN & 5,48 ,[]S( o,i ) DE SINULATUR QUATERNION )

Elemenlarl )\, parametrelerine gore Gzel bir yapida olup, i¢ iglemlexr
kargisinda elemanlerinin 3/:;1 dzelliginin korundufu ve parametrelerin bzel durumund:
( 5,1 ) cismini veren cisimlere ( 8,1 ) DE SINULATOR QUATERNION denecektir.Ve

a:.m,ij(i;‘,/\, 4,1 ) ile gosterilecektir,

L =




f ﬂlj “-2 L = ll-, "‘}"f'\-:- It U oooarTT r ——
T (5\2 +/l1-2 £0) ,» J‘({M( 1 +V2) ;&6!&( -1 7V2 ) olarak, elemanlar:

\{ 11 - X J8, X .H + .“';2) i) yapisinda olup, T, L ig¢ iglemfﬁs( 8,i ) nin
jlenleri olarak tanimlanan clinle nir (S,1) simulatér quaternionudur.

isbat 3

((.\v\}il - piy, ) 8, (/kﬁ +5&Xz ) i)J elemanlar1n1n$( syi ) iylemleri muvacshe
nde cisim oldugunu, yapi Ozelligini korudufunu ve kyu. niin Szem dejerleri iqinq: (sy1)
tapimladiiny kanitliyacagisz.

S8z konasu elemanler igin $( 8, 1 ) nin T toplama | garpma iglemi 3
1)1 [{);xl -/1,.:.2} s, (/"’5 +%%, ) 1] 2 (% - 1, ) 8y ( ey, +%.5) 1] ‘
{ &{xl-wrl) -/.u( x2+12)) 8 (/u(xlnrl bt M Bgt e Tn ke 4
) s 5\2-/3- 2\/«- P4 \Z-Kl(2+ 2\-/1- (& olarak

K(}\xl “/‘3“2 ) S, (/‘“xl +\x2 ) 1]4,[(3@1 -/kYz ) 8, L/k"fl +)YE ) 1] -
({ (P X =K X) Il-(le»erz)Ya]s,[(nxlwfz) 1o+ (P X- KX) 1,
ﬁ&uguna gore, toplama ve garpmada elemanin )\r/‘. parametrelerine gire yapi 6zellifini |

jorudugu ve |
( [b (W m,8,1), T ) ikilisinin Aber gurubu niteligi tagldl{;l,[q;{)f ,B,i),-’,
) ikilisinin ide birlegimli wve (T) iizerine dagilimla oldu@u agiktar, :

( ﬁ (i,/u,s,i ), -i-) nin ( ‘;_,) birim elemana
§ = Ukvm)aﬂr,-(hvuJu@x]ve

(-( le -fa)lz ] -8 (f‘hl +5112 )qi} nin ( LY, ) ters elemani

i - (.\Pﬁ-fui‘»’?\z ) S)/?»( P2)52+ £ )
Ya-()\l+{u2)§1,(1{xl+5\Px2)1/2-(P2Kl+2k2}(g]dir. |
P,CO_.},{I(].:F—‘@), l(fﬂ—;)-ﬂf((—lﬁ{é)olan biitiin sanaf
inlelerinin birer oisfim olacafi agiktar.
% e 1, f= 0 igin, $( s,1) Berki cismi tamimlamr.

TECREM 3 8,62 |||

xlgxza Yl’ YZE.Rg z'-)L'Li-x-zﬂyxzﬂ' xzi-l—HBeKGIS} j
W].-Yli—'fz B'WE-YE i+ YISE(CI.S)’ ( Xli-xza, xei"'xj_ s)e(cstF
) ()&i-xzs,xzi-rxzs)'I'(Yli—'yzs’yai+rls)‘ |
((x 4% )1-(%+%)8 (H+1 )14 (X +7)s) ;g

]
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P =

;

L

L

i.) (ZL,IZ)L(WPWE) -

& . 0 T 9 w1 Q :
[( X Y, # B, 1) - (N, ¢ X, ) 8, (X Y= X T )Se(X Yoek¥ ) 1] e

x

”an;mla.nan ( ¢ xS ) cimlesi bir Berki cismidir,

1sb-'-=.‘t. F

({ ¢ &9 )2, T ) ikilisi tanim nedeni ile bir Abel gurubudur, birlegimli

degigimlidir, ¢ = ( 0,0 ) safir elemandar.

( L ) iglewminin

( 21, % )L (Wl ,wz ) = (xli- Xy 8y Xy 14 X S)_L(Yli- Y5, YEL"Yla) -

L2 ]_()Ll'rl-xzrzj1-(J&Y2£xaxl)b, (le2+ X, Yl)1+(15 -%7Y, )S] oldugu gtzdniine
lindifanda, (( Cx 8 )  ,% ) nin birlegimli ve ( T ) lizerine dagilimli ve ( <)
irin elemapminin § = ( - 1/2, - §/2 )ve ( K oi- X, 8 X i+ X 8) elemanimn ters

emaninin

(= (X 10 %,8) /4(X+55), (5i-x 8)/4(+x)) olauku

folayoa goriiliir.

_ 2 2 e
iglemlerde si = — i8 , 5 = 1, i = — 1 oldufu gdzdniinde bulundurulmugtur.

TEOREM 3 9.48,6)
X, X, ¥, Y,eF, 21-315 - kzi,xe- X2 + X 1eDx0

W, =18~ Y, 4,0, =18+ ¥ 16030, ((((5-X1, X8+ X 1) e (@ x 8)°

larak, ( T ) toplama, ( 1 ) garpma iglemleri

T) (ng_ X, i, ng-xli) T (Y8-Y,4 YR+ i) =
[(xl+'f1 )= (X, + ¥, )4, (X 47, )%+ ()&-r‘.(l)i_"

[( N5 T,)8-(8 L+ Xk N, (K Y = X, Y)de (XY 4K, Yl)g]
o tanamlanen ( D x C )° clmlesi bir Berki oismi tegkil eder.

;B bat 3

Bak ¢ ( Teorem t 5.48,62 )

-

L [



- § .1 - SIRALI UGLU HALKALAR

TANIM s 1,1 - ( SIRALI OGLU HALKALAR ) ‘

r 4 a - 3 "
Xi» Xy Xy Yy ¥,y Yye B olarak, X« (“1' X, 1\3);,2 5 r.(rl,xz,y3).=_ E
glemanlarar arasinda, halka veya cisim olugturulabilir ig iglemler tamimlanabilirse ;
§, Yeoor sarala iigli elemanlar ciimlesine sirali ig¢li nalka veya cisimler denecektir,

TANIM 3 1.2 - ( SIRALI UCLU OEN HALKA )

Sirali ligli halkalari tammlayan ig¢ iglemler, halka niteligini bozmayan
jefigebilir bazi parametreler igerdipi takdirde by halka yapisinga sirala iiglii gen
jelka denecektir.

Gen halkadan parametralerin ¢nceden belirlenen degerlerine gore bir digi |-
palka iiretebilecek demektir. i

TEOREM s 1,2,1

1,‘{2, }(3, Yl, Yz, Y3e.H ve u‘,‘a ;¥& R tnceden belirlenen parametreler

slarak ( Xy % X V& B% 5 Yy 1o Y3) G B> elemanlary arasinda toplama ( T ),
sarpma ( L. ) denilecek i¢ iglemler 3

11")s (’&""2’ XS)T(Yl,YE,Y3)-(L1+Y1,Kz-nIz, 13+Y3)G‘R_'5
) CxGi 0y (Bt 1) e /|
|

(xr+x'r+‘5x rj,p\ﬂlt+!+x +(333 Y, X ¥4 Xy Yo X, 2);_;1 ile,

L T

tanamlaniyor ise, { h3, ?, L ) igliusil degigimli bir halkadar. f
i

isbat 3 4

:

( R T ) Abet gurubudur; defigimli birlegimlidir, (0,0,0) etkisiz (safar)
tlemana olup, her ()Ll Ry Xy ) elemanimn ( = Xy = X5 = X3) ters elemani vardir.

=

')

(R , L) ikilisi (T) lzerine dagilimlidar.
(R0 Ky %) T (5, Yoy YD) L (%, By 24) = ;'ﬁ
(K Xy X)(2),25,25)) ® ((¥),¥5,¥)( 2y, Z;, 2y ) diizo nitekin s |
(X + Xy Xy ¢ Yy K34 Y) A (2, 32.23) (del)zeactxzde)zf K(x T z3,,&
{i(x1+r )2 +(x2*r2)z o+ (%(x3+1‘3) zl,iﬂ
XY, )2+ (0020 (Xt +Y,) 2,

Yeya s
( x122+xzzl+'&'x } v (¥ 24Y,704 15"13 Z,
(fhxlz +X, Dyt (5:;331 s (Fr 2 Y, za+(!,1'3 Z)

)4 (DLY i+ Yy Zyr Yy I, ) bunuh anlami ise

é

A
( X2, +X, Z X2y



KH-’_LJ ikil?sipﬁl}(a KCEUIU T8 NIl ICg s T L ¥ ooa emm o Iy
ris elemani olarak kabulu ile

L

11,);2,333.1.('-:1,1(2,113). X, X ¥X 1Y wfi, S “3 X

X Y
P T PRl 2] [FPakle Pl %
ol X X ¥ Y
v By B tad T el e V' s
hgigimliligi gbzdniinde bulundurularak.

(X9 %00 %) A0 Y, Y0)) (2105002 ) = (B, 2%y ) (0, %, %)L (%:Y.Y,))

5, 2 333 %, X FRNE
ézs Z, (3 2y ({XS 4 (Y X,
1
t(zl FIPRL. otx 23 %/ \ %3/ aiger teratrten

(% 5% %) L (T Y0¥ ) A0 2),5,,25)) = 00, %5, %0 4((2),2,,2.0 A\ (), %, ) -‘

i, xl }s’x3 Z, z, xz3 . 28

By % fh B2, Z, % || Y

&(11 13 J'Lz GLZl }'.’.3 22 Y3 s epitlikleri kargilagtirildiginda, matris

l;nrp:l.mlnrlnm{_;-ot Mkogulu ile defigimli olacaklari gizbninde bulundurulursa dej 1q1m.L
1ilik njtr-ligi dogrulanmig olur. ,
( R T, J.) sarala iigli halkenin (.L.) iglemine gore etkisiz elemam !
§. (0,1,0) dur.

_ 3 3
X /Ll ‘{}LB - hg 1-(5("‘311 +75’K3) - 3(531.12.13 = P % 0 kogulu ile

|
J
|

2
tiim ( 7‘1' 12, JLS ) sairala iiglii halka elemanlarinin ters eleman
i G N L r
vardir ve ( Ko X5 Ay ) n {'Il, Y, 1’3) ters elemany 3
oy % K
2 e :
(1,,0,01,) = [(¥X] - & %) / ¥, (% -LXX X))/ 7, (KX - X, 13)/1’]&
#
TANIY % - ( MUGE HALKALART )

Teorem. l.2.1 de wrilen,F =ol X kogulu ila olugan 123 deki GEN HALKA'ya

PR halkalary sdini vereceZiz.

Miige halksoinin pir slemanmini gdstermek igin ()L.I. J:.Ej rnotasy onunu
A
3

'Mcih edecegiz.

TANIM 3 .4 - ( Ug BOYUTLU DUAL HALKA )
Teorem 1.2.1 ve Tamm 1.3 de verilen R3 de gon halkaya da miige halkalaxr

o0 be O, ﬁ- 0 dsgerleri ile olugan alt sinifina

e -

I{*} kizim MUGB'ye itnafl




R el ek I 5 e 3 et s -
ﬁi anacagiz. Bu knoullere gore 3
Qxl KE)’ (Yl Y2)£' Ebd elemanlari igin f+) toplama

X Y

3

3

3
(xl xe)f C:l L\ = [X + ¥ X, + Ya) {ba
. 3 1 .
Ay ¥, \ 3+ ¥y s ( o) garpma
[
X ]‘2)' (Yl Y2) - (R Y+ XY X Y)E tba
A Y olacaktir.
3 3 \ X, ¥y + X, ¥,

3
R™ de .q:} dual nalk'ﬂnln'vt( Xl, xe, J{3 ) elemaninin, (Yl, YE’ Y3 ) ters elemani

(Y, Y, ¥, ) = (=X / x,'j y 1/ X,y - Xy / xg ) dir. (Teorem 1.2.1.)

1. = 0 halinde bilinen dual halka edilir,

TANIM 3 1.5 - ( UG BOYUTLU DUAL SAYILAR QUMLESI ) .
X Xy X3E.R 3 g‘,q'; E’: 03 ‘32 =03 1:: 0 Gzge garpanlar olarsk, ig
islemlerinde, R nin (4) toplama ve (.) garpma kupallarinin korundugu

().2 + xlq + 135’,') yapisindaki sayilara fi¢ boyutlu dusl sayilar diyecegiz vaﬁj
). ile gésterecegiz.

3
Tanima gére bu sayilaran toplama (+) ve g¢arpme (.) iglemleri

(¢) 3 (x2+x1g+x3g’}+(yguzlg+y3g’) -
f
\
(X + L) 4 (& + 108+ (B2 ¥, )8 & D,

f ’
BE (X, + X8+X,2) o (+18+ ¥.8) ’
€ T ( XY+ X, Yl)g-r ( Xy X+ X, Y, )$ olacaktir. Y, = O halinde
tilinen duel say: elde edilir.
TEOREM 3 1.5,2

ﬁ>3 dual halka ile, .’03 dual sayi ciimlesi, (+) toplama ve (.) garpma is}lemleriril-

fore izomorftur.

1sbp.§ H ’

X xE)g ﬂ)B—a( X, + X8+ XR) e D !
*3

(Yl Y2)¢ ﬂ_} (7Y, + Y,8+ 1’33}& Dy kargilaklara ]
¥

r

igin, (Taargm 1.4 - 1,5 ) da verilen ig iglemler uygulandijinda
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B LT R, /
(x2+)jg+;»;3&) (Y + 8 T8 ) m (X + T )4(X4Y,)8 + (X +¥,)8
(xlwfl x2+12)—>(x2+rz)+{xl+rl)g+(x3+13)§
23:% 73
& o) Y 5 Yok v Ay Yo s T Wlenste

13 Y3 )kz YJ - 13 Ya

i

' f ’
(X% + X8+ X8) . (Y, +¥,€+ Y3 )= X ¥, 4 (X ¥, + X, ¥ IFe(XY X Y, )8
Qxl Y, + X 0 X 12)—. ( x, Y, + (X ¥, +%, rl)f+ (%, L+ K Y, )$ ] bulunur.

}ia Y3+ KB Y2

TANIM 3 1.6 = ( UG BOYUTLU DUAL HALKA SINIFI )

Carpma igleminde igerdigi parametrelerin deferlerine gére kendisinden bir
jzi halka tiiretilen ve parametrelerin belirli bir durumunda da fig boyutlu dual hal-
1 tamamlayan halkalar dizisine g boyutlu dual halka sinifi denecektir.

TEOREM & 1,6.3 :

' Y. T.6 R K L., X )eH3 i gyl SO 1 R ve X 7
xll' 121 )‘3! er 2? 35 ’ ’L‘l_s 2t %3 ’ 19 Sopda = ve ,uj)’eﬂ_
*medan segilmig parametreler olarakmg 0, (+) toplama ve (.) c¢arpma iglemleri

) 1 X "2) (1'1 !2).()5\»!1 32+Y2)¢.2:;
+
13 I3 13 & 13
) s Xy xz).krl 12) >sx23‘2+{n(xlr2+xz¥1)’uxzra e R
u}y) degigimli halkalar ve dual halka sinifini olugturur.

isbat

(+) 5 (o) iglemleri ile tamimlanan ciimlenin Gncelikle halka oldugu ve sonra'
L,MJV piin Szel de@erleri igin lig boyutlu dual halkayx olugturdufu saptanacaktir,

(H3 (}\‘ J¥Y ) 5 + ) ikilisinin Abel gurubu, ( R3 ( '}., L ¥ ) ) el
B8inin, birlegimll, () tizerine dofalimla oldu@u (#), (+) garpimi’veren hipotezden
flayca goriilebilir. |

0.0
(+) nain etkisiz (Sifir) elemani e =(0") v
2 -
(o) min etkisiz (Birim) elemeni i-(l//u.) ( -V} ) diir . ve &)1 32) in,
x A
a3

I 32) ters elemani

3

b §
2 ile tanamlanan

j
(k'
/

1

%3




r 1 . o ! X ! -
3 .2
Y2 = /Vg}'.e /fu. X2
Bl v = VR wRA L) /M.J }22 dir. Bu samf [I) {(hsm,y ) ile goste-
3 2 i) j e 3 /MJ
ﬁlEOERti.l't
TAKIM 3 1,7 ( UC BOYUTLU DUAL SAYI CUMLELERI SINIFI )

X X 1323 ve X\, Ve R, (k#0 ) Snceden belirlenmiy parametreler

{ L re?
gyg; g%"os %'2"'3'!

erinin korunduiu

/
/u,x &L X o+ \A.‘iz )2 + X +)"’-1 )€ yepili sayilaras, iig boyutlu dual

8.9'- 0 8zge garpanlar olarsk R nin (+), (.) iglem~

jey1 ciimleleri sinifa denecek ve D3 (\A, w, Y ) ila gosterilecektir,

a /,,\x " /ml+5xh )€+ (/ux syx 8% D, (%, ¥)
-:l'-/;\Y +()AI +\N.' )R 4 ()uYE,'”’Y )&& 133 (\A/h ,V) sayilari ara-

jinda (+) ve (.) garpma islemleri

d+d'-)u( 12+Y2)+r/k(K1+Y1) + )x(x +¥ )1 €+[/u(x.3+‘f3} + Y(xl * £ )]z

.d-f 5 Yot Yz )5/5‘2 2+/.,\ (x2Y1+xl'111§ + [,p?m’ 5 2—1-};,-. ( LY X ¥, )_3'3
tir.

lac

TEOREM : 1.7.4

\1) (5\,/ ¥ ) 3 153 {5\,/41‘/) siniflary izomorfiur.
Isbat §

Bek s (Tamaw ¢ 1.7 ~ Teorem. 1.6.3 )

PANIM ¢ 1.8 ¢+ ( UC BOYUTLU DUAL VEKTOR UZAYLARI )

xl, 12’ XBQH va ‘,\, , Y halka nitelikli bagka ciimlelerden segilmig para~
Petrik elemanler olaralk ( A %0
&’ (V) -(rx.l \xg /"x ) yapasanda (+) toplama ve (.) garpma iglemleri, iig

f«x -Y X,

lsnan elemanlar ciimlesine fig boyutlu duasl vektdr uzaylari diyecegiz, ve '@3 (V) ile
Listerece iz
Panimin cebirsel anlaminin tamlif;a igin _d'.) (V) nin bir halke oldugu ve

B 1];53 (u)__,]b} (V) operasyonunu gergekleyen bir ( E ) nin varl:ifx ve

hﬂfi EBI‘BkiI'o

o durum agaktar.

| =)

poyutlu dual halka iglemleri olarak (Tanim 1.6) tanium

|

|
|

BB ( V) nin halka riteligini tanim ortayas koymsktadar. (+) toplema iglemi



‘.153 (V) igin, dunl halka sinifi (.) ¢Arpma 1gleml SOGErii @OBTOrLLuly.ir,
fhuna gore

/“xl" N, p¥a), Wy =R, /"“Yz , I‘“(x.l Yot Xp 4y ) =N Y, f*xz b
Xy - Vi, fd '("" /u( X, T Xy L)-VE, X,

dire Tanimin (+) , (.) islemlerine gire _q) bir halkadar.

1) ;\/4 ne olursa olsun ﬁ) (V), E = R-veel sayilar cismi lizerinden
vekt6r uzayi Jlugturur.

B, B m

2)#- 1, 9 4, Ym sl 26tn

i pin pa

xl -1 12 1{2 ' E¢3 ( v,i,1,i ) R lizerinden bir vektdr uzayidir.Bunu
- galorpias 03 de olarak da tanimlamak mimkindir.
13—112

_b-'\f qﬂ\.’d‘*‘:vn;o;‘\.
3)/&- i, he 1,Y= i igin

x_ix Iure

3

R xi}( v,1,i i).—,.;b (vyl,i,i)e Bunu ¢ de bir aquaternion clarak tarimlamal
timkiind tix.

4) ;‘_- i, &ng ’ y- g igin
. K.l ..gxz i x.? c ﬁ>3 ( Vy € ,i,8 ), R ilizerinden bir vektdr uzayad:
i .‘{ -5 J(z

R xSP ( vy €,i,8 )--,..[{P ( v,€,i,8 ) olur.

i drnekleri ,{ o, ,f 0 olmak kogulu ile gogal tmak, vektdr uzaylarini Berki
:{“;e de t niamlamak mimkindiir,

(1 X =% 1 xz) e ﬁ—"} ( v,1,i,1 ), R lizerinden bir vektir uzayi olugth

fayl ciimlelerin
TANIM 3 1,9 ¢ ( R DE. DAIRESEL HALKA )

(Tanim 1,3) de, -d.xkogulu ile tanimlanan Mige halka sainifi ig¢inde
d. 1,/&. 1, Y= 1 degerleri ile olugan halkaya dairesel halka denecektir.

Tanima gore bu halkada (+) toplama iglemi ve (.) garpma - bu dzel halka
tin (0) garpma notasyonu

0 (h R (T . %)
( 33 ¥ '{3 =K 13+Y3
[0) (11 12) Vlrz) r}{3Y3+JL1Y2+x2Y1 X, Yo+ X Y4 XYy
(0] -
A S Tyt % Tia X T, cheaeife
olacalchv,

_55"‘ J



TANIM 3 1,10 s ( > 1E UGGEN FALKA )
( Tanam 1.3) dup-nohifksgulu ile tanimlanan %ﬁge halka sinifa iginde
ol = 1,6! = 0, ¥= O degerlerinin clugturdufu halkaya R” de iliggen balka diyecefiz

Tanima gbre bu halkada (+) toplama iglemi ve (.) garpma - bu &zel helka
igin (V) g¢arpma notasyonu =

(+) Kl XE Yl !’2 L J\l + Yl KE 1 Y2
x3 ¥ X, y o
3 ¥y
(W) X xg)v Y, Ll= [ XY, + X, T, X,
3 X J{L Y1+ 12 Y3 + );3 Y2 olacaktir.

U¢ boyutlu dual halka, dual halka sinifa ve dual vektdr uzaylarinda ortaya
konan ydntemlerle, benzer teorem ve Ozellilkler, dairesel halka ve liggen halkalar

iginde tesis edilebilir.
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|

landaigani ve bilindigini kabul ederek degigik bazi savlar ortaya koymeya gali-

Bu b¥liimde meitris tenim ve klasik matris halke i¢ iglem kurallerinin tanim-

gacaglz.
Isbhat ve ifadelerde 2x2, 3x3 boyutlu Orneklerde matris igerifinde a,b,Cees
alfabetik ifade, nxn bBoyutlu genellemelerde xpk indisli elemanler tercih edi-

lecektir.

1= GAPHAZ KURALLT MATRIS HALKALARI
TANIM : 3.l- QAPRAZ KUHAL ~ KLASIK KUHRAL.

Kere matrisler igin, matrislerin halka niteligini koruyvan teorem 3.l.2 ve
teorem 3.1l.3 de ybntemi ve isbati verilen matrls elemanlaran farkla garpim ku-
ralina, gapraz kural adi wverilecektir, Matrisler igin bilinen garpam iglemine
klesik garprm diyeceizla.

TEOREM : 3.1.1
a,b,c,d,a',b’,c',d’eft olaraik (2x2) kare mstris kreasyonu

a b) ile gBsterilen elemanlar ciimlesi bilinen klasik toplama (+)

¢ d
i i () ]
. (a b) a b] a+a b+b)
c d +( ¢ d =(c+c' d+d’ Ve . QuEpENL 59
£i: (a b 8 b satbd afibd’ iglemleri tizerinden
\ d) : (c" df) ='(a'c:tlv::'. ct;:ddf) bir hslka olusturur.
Teoremin ve isbatinin bilindigini kabul etmekteyiz.

TEOREM : 3.1.2
a,b,c,d,a,b,chd'e R olarek eyni (2x2) kare mutris kreasyonu

=]

[a b) ile gbsterilen elemanlar clinlesi, toplama denilecek (+)

¢ d
'
&

[
_qab a b\ fa+a h+b\
(0 d} +(c' d') '(c+cr d+d’ ; ve garpma denilecek (.)
'

a bl /4 b porba’ adibb iglemleri lzerinden
() (a d]'(c‘ d') '(cé?-dje' cxf;db') bir halka olugturur.
tspar
(a h)t.‘mz clarak (B’ﬂz, +) ikilisi bir abel gurubudur; degigimli

cd
b : 0.0 safir elemendir o ters elemand
irlegimlidir; €=|, , ' - ndar.

(‘mz,( .)) ikilisi birlegimlidir : nitekinm

; / n.n A !"--Bu
T (AN T E oA

8 (é; ;dr:\. *b (a'oﬂi b ;} a (cl P d":) | (nld"; ¥ #)
¥ 1.
o (dd Fald) T a (o 42 E) o (4% '8 T a(dd'T Y )
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i/ AL
ba ad X bb\[a b)

LR O | B
; db /\c d

+1 +1

(R e

{né ¥b } o [ad % bbl a" faé
((cc ¥ da\ ¢ ¥ [cd F av) a” (c&

+1

vé) a7 (ed's by v
ad) d'F (cd' 7 av) b")

neticeleri kargailagtirildiginde (.) igleminin degimli olduin gorillilr;
dafilimla olduju daha kolaylikla saptanabllir.

+1

garpim igleminin birim elemsani i_n(?+é) dir. (: 3) nin

ters elemana l/(bc+ad)( b 3) olup be+ad=0 ve d;{b/a) B;

I g 0/ F Seais ; 2 6|1 -2} [0 O) s
d'=(""a) b kogullaranda (1 3)(3 _5) lo 0 da olduju gibi

sifir boleni elemenlars meliktir.

(212),3nq matrisleri igin verilen teoremi ve isbatli genellegtirecegiz.
[
TEOREM : 3.1.3

X kae R olerak (nxn) matris kreasyonu ile gisterilen

pk’

(ka) {k = L1,2,000n 444 1{12 cen :l'ln 3 mn cebirsel elemanlar
451 X22 e Kan olimlesi, toplama (+) ve

garpma (.) denilecek iglemler.
I 1 L x
nl " n2

(X)) +(\_rpk)=.(x +Ya {k P 20

p = ly2yeeen

p = l 2. ....I‘t

n
k=), 240t Pe ci satir
(.):x.Y)=V= SIS, PO '
(pk\ (PR pk Z1 pr "(n+l-r)k p=1,2....n | k. c1 siitun

ile tanimlaniyor ise bir halks olugturur,
ISBAT :

(W, ,+) ikilisiain bir sbel gurubu oldujju agaktar.(M _,(.)) ikilisi-
nin sadece birlegimli oldujfunun dogrulanmasi yeterli olacaktiir,

((KPQ(YPQ)' "ok ’(xpk\( ka\.(ng) veya(X pk ( x) = Vo
pkh ( k\ L U kullanaralk

W = ( vpk\ .( pr\ =(xpk) (u.pk\ oldugh saptanacaktir.

W nin p ci satar, S.ci slitun elemanlara

n
dir, burad
os = =2 Vi * Huel-rde S
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= ..f_“'__. A ¥ ] = . =
F "ll_":l 1)1 £[1+1 r)l x gp;f 4‘ API' I(n+1-1‘)2,-.-.v

r=1 on - "‘5:1 )‘Lpr Ytnrl—r)n
n n n
ks~ 2 xpr Tns1-r)1%as * ‘S“ xpr L pa1-v)2 Bln-a et oo 2’ xpr Yeasieo)n *18
r=l r=1 r=]
I n n
n
- X ¥ A = o X Y
TB % pr% (n+l-r)t “(n+l-t)a %il % pr (n+l-=r)t zn+l)-t)s

Sonueu ile

=1 n
Upa = 3%1 xpr z(n+1-r)s den, s.ci siitun elemanlarm
n n n
2 -7 A G, = 4 Z U = /
pet = o l1r “(n+l-r)s, 28 % 2r (n+l-—r)a,....-._na %. y_nr (n+l-r)
n n "
= ]{ Y Z r L
. "zrnl pl “nar “(n+l-r)s +'§'r=1 }*pz}:(n-l)r Z(ml-r)a Fhsey % ‘Kpn Y d(ml-r)
n n
§1 _.;?1. xpt Y(n+1-—~t)r Z(n-t—l-r)a kar@llagtzmldlg:.ndaz‘itaplamlam.

defiigimli oldujfundan r, yerine t; t yerine
koymak milmkiin oldujundan (?pk)(zpk)n(xpk)wpk) deigrul anmis alur.mn matrisler

fizlesine g¢apraz kuralli matrisler helkasi denecektlr, Halkanim birim elemani

i. - [ T o o e & dir. Teorem 3J.l.1=3.1.2-3.1.,3-de, matrisler ic¢in klasik
oo sxel0 garpim ve ¢apraz garpam igerifinin Grnegin (a,b), (a:c{J
TEEEREE R [ e =
1 Oosseal sirola dkililerin (a,b)_l.(a',c}at aa ¥ bc'. aé+ ba’} garpi-

ko olugturen bilesenlerle tegkil edilebildijfi gdglenmektedir.
Buna gore genmelde 1. BOLUM teorem 1.3.1 ile vemilen GEN HALKA'nin garpim igleml-
ih tanimlaedaifi bilegenler ile de matris halkalarinin tegkil edilebilmesini miimkiin

rmektayﬁ.z. Agajpndaki teorem 3.1.4, 3x3 matrisleri igin bu savy orteya koymaktadair.

TBOREM ¢ l.3.4

X X X (k=1,2,3), ¥, X, ¥ (k=1,2,3)€ R olarek, (3x3) matris kreasyonu ile
fisterilen

112 X, G—m} cebirsel elemanlar cilimlesi, toplama (+);
sz I3 garpma (.) denilecek ig iglemler :

1 %5 X5
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e e T e S ¥ S e W e e
. - . - &
’r ‘l Xz x} Yl Iz 13 £1+1l L2+_2 ¢3+Y3
U f I ‘ / . e | e i /
xl Xe 13 Yl ?2 fa = Al+11 12+22 £3+Y3
oL Ul ] | — L " v o r
hi X2 x3 !l Y2 fJ xl+rl £2+22 x3+‘3
- " ) e ! i / ' 4
klxa 3\ / 3 Y5 ¥y Xy Xp +X, X0 +K Yy RS D X ¥+ Y bk oY
LT P o CE / ol alf / okl i
512 XB} ,le IE 13 = AlYl+h2Yl+X3 1 3112+£2I2+1311 KIY3+X2Y3+KBYJ
| IR w5 .n o SRS e S i e .3 [ N S
HIZ Kj !l Yz YJ \xin+Azil+A3Y1 Xl!2+13¥2+3311 11I3+3213+K3Y3

ile tanimlaniyor ise, bir halka olugturur.
Teoremin iﬂbat1}ﬂ12 matrislerdeki aritmetik yol ile ke¢layca yapilabilir.
slkanin birim elemanab

) dir. GEN HALKANIN sairali dértliler (n=4) igin verdipi
p 0 O bilegenler dilkate alinirsa (4x4) matris kreasyonlari igin
/ w ) ]
b 1 0 X1Y1 - szl * x}Yl + X4I1 igleminin olugturacaffys garpim iglemi ile
5374 halkas: tegkil edilabilecekti;u'mn4 de birim eleman
g 1 0 O olur.
L 0 0 ©
P 0 0 a4
i 0 I ©O

teorem : (2nx2n) matris kreasyonlari igin genellegtirmek ve isbatan teorem
MJJJ deki ybntemle elde edilebileceifini sUylemekle yetinecefiz.

TEOREM : 1.3.5

Y € R olarsk (2nx2n) matris kreasyonu ile gbsterilen

xpk’ pk

ka) k=1 ' Eaieas «2n = Ill xla “en -.- xl( 23"1) € mzn cebirsel elemanlar ciim-

'p = 1,2.000421 Ial S xZ(zn) lesi toplema (+) ve garpma

BeBaBeERBRENERE

() denilecek i¢c islemler.
X b4 seek
(2n)17(2n)2"":

(2n)(2n)

k= 1,2+4+32n0
[+;(x (I s(x + X ) ’
) pk\ » Pk) pk pk PH 1,2...-2!1

n
L3 (%Yo ( Yo) = Vo = ‘21'( Xo(2r-1) Yoruk * Xp(ar) ¥ar-1)k) 1o tommlena
I'=

Jor ige bir halka olugtururs
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T

pilegenleri ile, matris kreasyonu ile gosterilen elemanlar igin deggigik hal-
ka pitelikli cilimleler tegkil edilebildigl gozodnilne alandajfinda, GEN HALKA"

GEN HALKA'nain cerpam igleminin tanamladaj;m sarala (n) 1i elemanlarin

dan tiiretilen halka sinaifa sairela (n) 1li elemanlarain bilegenleri ile de mat-
pis halka sainiflarinin olugturulabilmesi olanakli goriilmektedir. Agajisdaki
teoremler bu savi kanitliyscaktir. Bu teorem ve isbatlarinda kolaylik sagla-
yocagindan klasik garpim ve gapraz garpim iglem ve notasyonlarin farkli gis=-
terilmesinde yarar olacaktir.

TAKIM : 2.4- KLASIK GARPIM VE CAPRAZ GARPIM NOTASYONLARI

Matrisler igin bilinen ¢arpim iglemi klasik garpim denecek ve (.)
notasyonu ile gbsoterilecek ve TANIM : 3.1 ve teorem 3.1.3 ve teorem 3}.l.4 de
verilen garpimlara gepraz garpim iglemleri denecek ve sara ile (0), (& ) no-
tasyonlari kullanilacaktar,

TEOREM : 2.4.6

a,b.c.d,a',bf,c',d(e Rve ) f“q.ll. )- -+ “.L # 0 Onceden belirlarsn para-
metreler olarak (2x2) matris kreasyonu ile ifade edilen (s b) (a b‘)elaman—

c d c d.

ler icin toplama (+) ve carpms (X) denilece': ig islemler.
| i
a b a b a+a’ b+br
S R S 5 "
c d e’ d c+c d+d

(l b) x(; 1;)_ (X(aa—bba)i- f&(ac i ba) k(ah-bbd) + {M(ad T ‘ub}>

¢ d o & )\(nad-dc)-l- /.L(ccr da) k(cb-}-dd) +/A(cd ¥ db}

veya ayni gey demek olan

B

yor :I..se( )am ( x /u) ciimlesi bir halka teskil eder.

c d
ISBAT :

(o) isleminin birlegimlili@i bilinmektedir. (¥ ) gapraz kural garpim
igleminin birlegimli oldujtu teorem l.3.3 ve l.3.4 de verilmig ve kanitlanmrg-
tir. Biz (.) ve (%) iglemlerinin kendi aralarinda birlegimli oldufunu Sncelik-

le ortaya koyacailz.
'f [,f'f gy ﬂ'" -
ab ab ab ab ab ab oldugunu
b r"\* [ 1 i '(l” w "
c d c d c d c d ¢ d c d dogrulayacaiiiz.




Ea_itliﬁin ilk sol yani : N
y W 13 F 7
ga + bc' ab + bd")* a h) _[ cles+be) + a(abtvd) a’(eatbd) + b"(at! + baf
gc + dc' cob'+ aa’) | d’ c(de+dd) + alebhdd) d (abrdd) + b (cb’ + dd)

ve egitliigin ikincl sag yana @
¥ f f W
a h) #5 4 ads ﬂbﬂ) v a(aa:'cr +ba ) + b(éc#+ d’aﬁ a{ah’+ b'h”) +b(éd1dfb”)
- ' —
c d ¢ ¢ + ci"a“'r ed + db, c(e c,, +b’a"} + d(c’c’+ d:aﬂj (1§ da”+ l{b”) +d(éd.1d%”)
her ikisi kargalagtarildi@anda (.),(%)iglemlerinin aralarinda birlegimli oldu@u

gérilmektedir,
Teoremin isbatinda ., ¥ iglemlerinin birlegimlifi kullanilecaktar

(™ > (X +M ) 4 +) nin sbel gurubu ve {x) igleminin (+) iizerine dagr-
limanan dogrulanmasaini kolayli@i agikligy sebebi ile bir yana barakarak (x)
igleminin birlegimligini kenitlayacagiz.
i w v
a h) =m (a b) = a b) = n” ile gosterildiginde
] »
cd ¢ a' (c’ clMI
axm= X\ (m,m') + M(m-ltn;) ve m'xm = Hm{n;{) +’u.(m'-: nf) diir.
(m xn;) xn'=mx (nx mﬁ) olduju saptanacaktair,
egitligin biripci sol yani ele alinirsa.
[ / ’
(mxmf )xm‘: A (m.m) +u,(m * @) x o [)k(m.lnr) x tn”-l-ﬂ.(m-# m ) x mj-
= )\[;\(m.m') . mﬂa-!:\.Llf.m..mr)Jnm"'J-f-/uL [L(m-& w' ).m'+f.\(m * uf} * m”_" dlir.
egitligin ikinci soff yani ele alindijgginda
" I a
mx (m’x m‘) =m X [A(mf. m )+ Mm(mam )] = Am x (m!. mﬂ) + pMomx (m’.; m”) &
= | bz 8 N
n)‘[}\m, (mis m ) +/.am4(m . m )] +J,u.[>\m- (w4 )+ vax(nxa )]
her iki sonug () ve (+% ) iglemlerinin ayra ayri ve (.) ,(* ) aralaranda
birlegimliliji dikkate alinarak kergilagiirildiiynda (x) igleminin birlesimli-
liji dojgrulanmig olure

Halka sinifainin safir elemany [ g g) dir,

birim elemani = (lf( % ;/*2 ))(;; ifu) dar.

f f

a b pin ters elemamy (& b \=
( c d o' d'

2
()\2 z #3) (ad - be) = P ile gosterildigginde :

a'= (M »dspme) =M XD + pa)) /P

bla (=20 % b +pa) -l 2d +uc))/p

0"(-*}-( o -/Ad) +/A( Xa_Pb)) /P
-1




1' d =\ﬁlm‘,uux L A T T

Bu kez dual halka sipifi, sirali ikili eleman bilegenlerinden yarar-
lanarak, bir matris halka sinifi daha tesis edilip edilemiyecejii diigiiniilmektedir:
brnejiin (a,b) , (a! J) ikili elemanlar igin dual halka sanafi garpim igleminin

(a,b) . (aig) = ( uaaf.'han'+ ;u(ad;bg) oldufiu gdzdniine alinarak aga-
fadakl teoremi ileri siireceigiz. f

TEOREM : 24447

a,b,q,d,a0t,c,a’ ¢ R ve ).fu.e.R ( u;ét)) Bnceden belirlenmis parametreler

{
olarak, matris kreasyonu ile guaterilen( )cn (‘)\ h) skl olertnde Voslane

(+), ve carpma (A ) denilecek ig iglemler :
I

§ 2y f
ab ab a+a b+b
B (B { LB} g el .;
c d c d o+c d+d
!
A .[® b A a‘b Aaa+/&(ac + ba) kab!-l-tu, (ad"+ hh’)
: / /
(c d (c'd }ncad-za.(cc + da) Aeb' + /u (cdf+ db) / 1le tenmamlaniycr
ise nt (\}f&) ciimleleri halka olugtururlar.
IsBAT :

(;ﬂ()., /u\) +-)11c liginin abel gurubu olduiu acik, ve O nin ¢+) iizerine da-
g1limla oldugunun dogrulanmasi kolaydir. Bis sadece A garpim igleminin birlegim=-
1i oldupunu kenitlayacek; A nan etkisiz (birim) elemanini ve ters elemanini ve-

receZiz.
Ve A nin bu tanimindan yerarlanarak (.), ¥ , A ilg garpim kurali arasin-

da bir iligki bulunacaktair.

A islemi birlegimlidir. Yani

i o i r.! i W
b ab ab ab ab .
a b)ﬁ a’ r) ;,)" )ﬁ y :)A( . ,)) oldujfu
e 4 c d d a c d o d g d
dogrulsnmaladir, Bgitlifin biripci sol yam
/ [ ik o f f w
X aa +/&(ac + ba'} )\ab:- /A(ad; hi:}))h(a‘ h# .
S.ca'+f4.(cc"+ da)  hob+ /“{cd + db) c d
bu garpimin yalnizea birinei satar, 1 ci siitun elemanimin ifadesini yeterli go-
riiyor ve dijer terimlerin dofrulenmasini okuyucuya birskiyoruz.
Garpimin 1 ci safar l.ci siitun elemani :
: " / f / (] f ‘
)Hi"[)‘aa'-r}.t(ac{l-hﬂ)] ‘*’/“[0 ( \ aa +/Uk(ﬂﬂ +ba) +a(\ab +/A{Hd{+ bb)}

dilr. Egitligin ikinci saj yani
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diir. ve bu garpimin

T (a b)h(ka’aF fu;(a' ¢ + ba) ABD + wlad + ao)

’ g i ¥
}\c'a”+ K (cf a d'u;) }.cfb’ +ﬂ(c'dr + db)

1. ci satir, 1 ci siitun elemani :
i

f /)
}.a [ )na'a”+f“( Elc”i- bra" )J u{a( )«ce +u(ac B da) + b( kaa+ q(ac + b‘;a#)] dair.
Her iki eleman kargllagtz'lldl iinda a:.rni oldugu goriiliir.

ab
A igleminin etkisiz (birim) elemany  + (1//,})( p :Q ve (C . )

]

i
- 2
nin (a‘ b,) ters eleman. P = /A (be - ad) yi gbstermek iizere
c d

arﬁ - a/p ; = (\a +;ﬂb}/u-P H b = ( ha +m.J/uP ve

d == 0N { Ne +j“b) M ( e + t(d))/m. P dir. /..‘#4 0 olmak kogulu ile
istenildiji gibi (ornegxn /“/ al:.nabilir,

Ayni gekilde bu garpim.
/ f/ i
ab " a b g )\ln'.:’+}.s.{:m‘r + ba) )th’+f«(ndl+ bb)
'
(c d (crd }ndc'+/u{ccj + d.ér} W da’+ F(cd‘{- dbf)
olarak da ifade edildiginde ‘ﬂl('x?u_) halka niteligini korur

birim eleman bu kez 2 = 1/ 2(“)\' /J{'}) olur, % 0 kogulu ile burada da
istenildigi gibi (Brneiin /"‘/2 ) " alanabilir.

TEOREM : 2.4.8
(,) klasik matrisler garpimini, (%) teorem 2,4.6 ile verllen gapraz gar-
pamy, A ve A’ teorem 2.4.7 ile verilen dual garpimi géstermek iizere.

R e G I

ISBAT :

Teorem 2.4.6 da verilen

ab / )(aa + bc) +}-.(ha + ac} }{ahr+ bd‘r) + (adf+ bbf)
: ) * o)+ Cadle o
(o-d) (c d 1(ca + ad) +f-\(cc + da) MN(cb + dd’) +;&{(Gdf+ av)

- k(a b\ .(a 1;) +{A(: :).u (: :) tamam ile; (x) garpim tanimy

cd c

n1 veren matrisin iki matris toplam ulsrk}

S, e



- 'aa!ﬂ .r‘ (ba'+ ad) Nab' +f4/ (nd' +bb)) Abo ‘l-/ujzl.ba +8¢) ALL + R/ oad T U0y
g *#/2 (od +aa)  Hob' + Py (cd’+av) }dd"*/,xfz(cc% dd) hdd'+rf/2(ad’+ bt).
geklinde yazilabilece@i gbzOniinde tutulursa, toplami tegkil eden matrisler
yorina(/%) igin A , .ﬁf nin tanimi oldujundan

/ / /

{ i el / o
8 b\ af b}) +/u b b){ a,b!) _ /e b)A(a!t: , |8 ﬁ(ar t:) et
o d cd c d c d c d c d \cu c d

TEOREM : 2.4.9

>

(2x2) boyutlu matrisler,agajirda verilen (20) gayrda garpim kurallari tarifi
altinda, dagilim ve birlegim niteliklerini gergekleyen ve birim elemanyr haiz

O ]
o

b
\ matrisleri igin daimi bir abel gurubu olugturan

f

; /

J a+a b+ br toplam tapimi eglifinde
°+c‘.d.+d

halka olma nitelifini siirekli muhafaza ederler.

1.1) rab\ /ab|_[astbd ab + bd bilinen klasik kural
(c d) .( ) (oa'-rdc' ch'+ dd") (pozitiv hal)

1.2) ;a b\ fa b\ _ [aatbc ab' - bdf) klasik kural
(c d) .( 4 '\ (cm'—c}.c:'f cb’'~ dd’ (negativ hal)

2.1) (n b % I actba ad+ bb:} gapraz kural
c d) ( ) ( cd’+ db (pozitiv hal)

2.2) [ab) _ jactba’  wad'- bb‘) gepraz kural
(c d) ( ) (cc’-dar cd’ - db’ (negativ hal)

1l ve 2 deki kurallarin lineer kombunezonlari ile :

3) ( a b)o( ) (),(aa 7 be) +,A(n‘.c Fba)  M(ab'F bd) :/u,(aa'z hb'))
o a ¥

¢ d A(ea' ¥ ad) +ft(co da) N(eb * dd‘) i(k (ca' ¥ ab)

bu kural + tercihleri gbzoniinde tutuldujgunde sekiz de@igik tanam belirler.

4,1)( )ﬁ(a b)n Kau +r\(aa I ha) Xah +t\(ad ¥ bb)
¢ d

¢d ca +r(cc Y da) )\eh ¥ m(ed ¥ dh)
bu lural da F tercihleri gozbniine alindifanda dort defigik tanim belirler.

4.2)fa b\,'[a b )hc';/‘-l(ﬂu' ba) Abd'F M (ad'F bb)
(r.'. d)n(o ﬁ) 2 K),dc' ?/u('oc'

da) Maad's /ﬁ(ad'i bb)

+1 +1

oy .



Vr bu kural dshi + segenekleri ile dért degigik kural belirler

Teoremin isbati her hal igin, gecumig teoremlerin isbatlara
yOniinde aritmetik yalanlik we kolaylaik ile gergeklenebilir.

Daha yliksek boyutlu (3x3), s.eev.b matrisler igin gen - halka
garpim kurallarinin lineer kombinezonlari yolu ile, halka niteligini
koruyan ¢arpim kurallari tenimlari ortaya koymak miimkiindir. Biz burada

v erilen durumlarin bazilarindan elde edilecek sanuglar lizerinde durmakla

yetinecegiz,

3.1) Carpim kurallari arasinda

a b)inﬂl ()\,/M) olan matris elemanlara igin
(a d "
a b\ /ab A aa’+ ‘nc’} * (uc’—-be':) A ab‘-:—hds +!u,( adihb‘)‘
2| ¢ "} Sala / / - I /A
(u d) (ﬂ d aca’+ de) +{q(uc-da} A (eb+dd) +’q(cd-db))

v 2

tapimi altindaki halkamn P = (A +n.|_2)2 {ad - be) olarak
a'

ﬁ_birimelemam §a (P enF *) )({A'f“‘)v ( o
= [M0ha + o) '-.a-l-)\b)] /s bu[ NN ae b)Y (N +y0)] /2

¢ = [k(/..\a-)c) +;4(‘>sa—-u,b}] /i a'a [).(An-}“b)vﬂ(hc-/udJ /P dir,

ters elemani

3.2. garpim kurallari arasinda

ab Emai ')\, w) olen metris elemanlari igin
(c d) ' :
ab a b M aufrbc)i- (aofi-ba) “(ab' + bd’) + n(ad+ bbr))
(c d)o(c d) L(ca’+dc')+fu(cc'+da') N(ob'+ ad) +/u(¢d'+dhf)
tanimi altindaki halkanin, P = _/*2}2( ad-be ) olarak
i \ ' l'
% birim elemany % = {1/);2-'!.& )(APP)VG(ﬁ ) ters elemani
g b ', ¢d
< [ (e # M)t IO e )] /¢ o b =[-N(hbr Ma)- m(Nd +ue) ] /P
o= [-)\{)\o +fad)-;&£>sa+)}nb)] /¥, a'= ['ﬁ(kﬂﬁh)*‘ﬂ()sc +uld}] /P alur.
Her iki halde \2 +}u 7&0 veya :\ "f“ .-;é 0 gereklidir. bu kogullara
ad - bezk O kogula da eklendiginde (2x2) matriscisimleri elde edilecektir.
TANIM : 2.5 - QUATERNION (8idk.v)

L

A =1, w=0, a=A+0Ci, b =8+ Di, ¢ = -B+Di, 4 = A - Ci igin yukara-
daki kogullara gemeklﬁ}fﬂﬂ matris cismine quaternionlar denir; birim eleman

.( L 0) ve ( 8 h) ters elemani Unoceki bagintilars uygun clarak,
01l ¢ d



[

2 I T
P = AS+B%40%4D° y1 gostermek Uzere

a =(A -Ci¥P ; b = -(B+Di) /P ; ¢ = = (~B+Di)/P @ =(A + CiYP olur.
TANIM : 2.6- QUATERNION SINIFIL
clsim

3.1l. g¢arpim kurali iizerinden (a =>~.°. +/AB b =/uc +'>sD) matris

lerinin (\z-rzy.a-_f_- 0 ), N ,/um'in G =-/40 -AD d = XA —/uB
tegkil edebilir dejrerleri iglin clugturdugu halkalar dizisine

guaternion siniflary denccektir.
W
cisimlerin birim ale:nunlz =(“ /;)'e ("HA"'/‘B /"C +>‘D)
; C-AD XA - uB/ nin
2 2 £
) ters elemani P=(\ +/AL)2[)? (Aa + Dz) -/L (Bz+02)] alarale

i }
ab

I
cjti

/ - el ‘ g 2 g

o (¥ Whrn-2 X/w] - RO )BY /8, bl o re- Yol i yoe2Nu]f/p
i 3 | 2 R, 1 2 .2 )

c= L_v.(\+/u )c+}~[{§~ _f“ )D+._>’/.( A}} /P, dn{)[(&. '}“ JA-2 k/u.!)] +j“0' + /M“ )B} /P
olacaktir, Ornejtin B = i C = i igin (\M»lu_i fMi +‘>~n) mateis

cisminde , P (5‘27\2)2[ At(A2+D2)+2/"A.2 Ve

va

Ri=HDD NA = uid
i i

tors eleman igin

bl‘

\ {\{(LZ- {E )A=2 k/A D) - u O 22“23 i} e
{fa(‘)\z-l-/‘z)i- )\[( 552-/,&2)!) +2)qu]} /P
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