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ÖZET 

 

 

Sonlu Önşekildeğiştirmeye Sahip ve Elastomer 

Malzemeden Yapılmış Çok Katlı İçi Boş Silindirlerde 

Yayılan Burulma Dalgalarının Dispersiyonuna Katlar 

Arasındaki İdeal Olmayan Temas Koşullarının Etkisi 

Eyyüp KARAFAKI 

 

Makine Mühendisliği Anabilim Dalı 

Doktora Tezi 

 

Danışman: Dr. Ögr. Üyesi Tamer KEPÇELER 

 

İmalat sırasında veya termal ve benzeri dış çevresel etkilerle ortaya çıkan 

öngerilmeler, mühendislik problemlerine dinamik etki etmektedir. Bu etkilerinden 

dolayı birçok bilimsel araştırmaya konu olmuştur. Sıvı veya gaz halinde akışkan 

iletimi, enerji ve kimyasal üretim tesisleri gibi endüstrinin birçok alanında 

kullanılan çok katlı bileşik silindirlerin, öngerilmeyle birlikte dinamik yüklere 

maruz kalmaları da önemli bir inceleme konusu halini almıştır. 

Bu inceleme konularının birisi de silindirlerde dalga yayılım hızının hangi 

parametrelere bağlı olduğudur. Öngerilmeli veya öngerilmesiz durumlar için 

bileşik silindirlerde burulma dalga yayılımı ile ilgili birçok araştırma yapılmıştır. 

Çoğu durumda, tabakalı malzemelerdeki yapışma kalitesinin kontrolü, bu 

malzemelerdeki akustik dalga yayılma hızının ölçülmesi yoluyla yapılır. Bu ölçüm 

prosedürleri altında, bağlanan kusurun bu dalgaların dağılımı üzerindeki etkisi ile 

ilgili ilgili teorik sonuçlar hakkında bilgi sahibi olmak gerekir. Bu çalışmada, 
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öngerilmeli çok katlı bileşik silindirlerdeki burulma dalga dispersiyonuna, 

silindirler arasındaki temas koşullarının ideal olmamasının etkisi incelenmiştir. 

Problemlerin formülasyonları Parçalı Homojen Cisim Modeli çerçevesinde, 

öngerilmeli cisimlerde Üç Boyutlu Doğrusallaştırılmış Elastik Dalga Yayılımı 

Teorisi (ÜDEDYT) uygulanarak yapılmıştır. Mekanik ilişkiler Harmonik Potansiyel 

ile verilmiştir. 

Burulma dalga yayılımına silindirler arasındaki temas koşullarının ideal 

olmamasının etkisi, silindirlerdeki farklı öngerilmeler, geometrik ve mekanik 

parametreler için incelenmiştir. Sayısal sonuçları elde etmek için ihtiyaç duyulan 

algoritma ve programlar MATLAB programında hazırlanmıştır. Algoritmaların 

doğruluğu, literatür ile aynı koşullar altında test edilmiştir. Elde edilen sayısal 

sonuçlar grafiklerle desteklenmiş ve yorumlanmıştır. 

Anahtar Kelimeler: Dalga dispersiyonu, temas koşulları, hiperelastik 
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The Dispersion Of The Torsional Waves Propagated In 

The Many Layered Hollow Cylinder Made Of Highly Elastic 

Materials 
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Department of Mechanical Engineering 

Phd. Thesis 

 

Advisor: Dr. Tamer KEPÇELER 

 

Initial strains, which may arise during manifacturing process or because of  

environmental impacts like temperature, have dynamic effects on the engineering 

problems. It was handled in many research projects in consequence of these 

effects. Multi-layered compound cylinders which are used in many areas of the 

industry like power generation, chemical production, transfer of the liquid or gas 

materials, are exposed to dynamic loadings with initial strains and this has become 

an important investigation problem to handle too. 

One of the aforementioned investigation problems is the parameters of the wave 

dispersion speed in cylinders. There are many studies about torsional wave 

dispersions in compound cylinders with or without initial strains. In many cases 

the control of the adhesion quality in the layered materials is made through 

measurement of the acoustic wave propagation velocity in these materials. Under 

these measurement procedures it is necessary to have information on the 

corresponding theoretical results related to the influence of the bonded 

imperfection on the dispersion of these waves. In this study it was investigated the 
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effect of non-ideal contact conditions on the torsional wave dispersion in multi-

layered circular cylinders with initial strains. 

The formulations of the problems were produced within the framework of the 

piecewise homogenous body model with the use of the Three-Dimensional 

Linearized Theory of Elastic Waves in Initially Stressed Bodies (TLTEWISB). The 

mechanical relations are described through their harmonic potential. 

The effect of non-ideal contact conditions between cylinders on torsional wave 

dispersion are investigated with different initial strains, geometric and mechanical 

parameters. The algorithms and programs which are needed to obtain numerical 

results are coded with MATLAB. The accuracy of these algorithms  are tested 

under the same conditions of the relevant studies. The numerical results are 

shown with graphics and interpreted. 

Keywords: Wave propagation, contact conditions, hyperelastic 
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1  
   GİRİŞ 

 

1.1 Literatür Özeti 

Elastisite Teorisinin üzerinde çalıştığı önemli problemlerden biri Dalga Yayılımı 

konusudur. Elastik ortamlarda dalga yayılımı çalışmalarının başlangıcı olarak, 

1821’de Navier’in elastik cisimlerin titreşim ve denge denklemlerini türettiği 

çalışmalar kabul edilmektedir. 1822’de Cauchy tarafından elastik bir ortamın 

hareket denklemleri yerdeğiştirmeler cinsinden elde edilerek, gerilme ve şekil 

değiştirme kavramları ortaya konmuş ve elastisite teorisinin temelleri atılmıştır. 

1828’de Poisson, denge denklemlerini gerilme bileşenleri cinsinden elde ederek, 

elastik dalgaların izotrop bir ortamda yayılımını incelemiş, enine ve boyuna 

dalgaların varlığını göstermiştir. 1837’de Green tarafından elastisite denklemleri 

enerjinin korunumu kullanılarak türetilmiştir. 1876’da Pochammer silindirik bir 

çubukta dalga yayılımını incelemiş, 1889’da Chree bu sonuçları doğrulamıştır. 

1887’de Rayleigh, yüzey dalgalarının homojen izotrop elastik yarım-uzayın serbest 

yüzünde yayılabileceğini göstermiştir. Bu çalışmaların özetleri [1], [2], [3], [4] ve 

[5] kaynaklarında bulunmaktadır. 

Silindirlerde dalga yayılımı konusunda şimdiye kadar yapılan çalışmaları 

öngerilmeli ve öngerilmesiz durumlar şeklinde ikiye ayrılarak incelemekte fayda 

görülmektedir.  

Bileşik silindirlerde dalga yayılımı konusunda öngerilmesiz durum için yapılan 

çalışmalar aşağıda sunulmuştur. 

Sonsuz uzunluktaki dairesel silindirlerde dalga yayılımı Pochammer ve Chree 

tarafından incelenmiştir ([2], [5]). İçi dolu ve içi boş silindirlerde dispersif olmayan 

burulma dalgalarının birinci modunun bileşik silindirlerde dispersif hale geldiğinin 

ifadesi Armenekas [6] tarafından çıkarılmıştır. Üç boyutlu lineer elastisite teorisi 

çerçevesinde içi boş silindirlerde dalga yayılımı [7] ve [9] boyuna dalgaların bileşik 

silindirlerde yayılımı [8] makalesinde incelenmiştir. 
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Kısa dalgaboyu yaklaşımıyla simetrik olmayan dalgalar için analitik olarak bileşik 

silindirlerde dalga yayılımı [10] ve üç farklı malzemeden oluşan içi boş bileşik 

silindirdeki dalga yayılımı [11] çalışmalarında mevcuttur. 

Bileşik silindirdeki burulma dalgalarının dispersiyon denkleminin üç boyutlu 

lineer elastisite teorisi çerçevesinde elde edilmesi ve faz hızının birinci mod için 

fiziksel ve geometrik parametrelere göre değişiminin incelenmesi [12] 

makalesinde yapılmıştır. 

Fiziksel ve geometrik parametrelerin bileşik silindirdeki burulma dalgalarının 

dispersiyonuna etkileri Haines ve Lee tarafından [13] ve [14] makalelerinde 

incelenmiştir. Geometrik parametrelere bağlı olarak lineer elastisite teorisi 

çerçevesinde bileşik silindirdeki burulma dalgalarının yayılımı [15] ve grup hızı ile 

enerji akışı problemlerinin de ele alınmasıyla, yaklaşık dalga teorileri çerçevesinde 

bileşik silindirdeki burulma dalgalarının yayılımı [16] çalışmalarında 

incelenmiştir. Sonsuz elastik ortam içindeki silindirde burulma dalgalarının 

yayılımı Kleczewski ve Parnes [17] tarafından incelenmiştir. 

Bileşik silindirdeki burulma dalgalarının yayılımının temas koşullarına bağlı olarak 

incelenmesi ve [6] ile elde edilen sonuçların doğrulanması Berger [18] tarafından 

gerçekleştirilmiştir. 

Günümüzde mühendislik problemlerinin çözümlerinin araştırılmasında lineer 

olmayan dinamik etkilerin göz önüne alınması gerekliliği ön plana çıkmıştır. Birçok 

alanda karşımıza çıkan öngerilmeli/önşekildeğiştirmeli ortamların dinamiği bu tür 

problemlerdendir. 

Öngerilmesiz durumlar için yapılan araştırmalar, lineer elastisite teorisi 

çerçevesinde yapılmıştır. Öngerilmeli durumlar dikkate alındığında klasik elastisite 

teorisi yetersiz kalmaktadır. Problemler incelenirken, öngerilmelerin dalga 

yayılımından dolayı oluşan gerilmelerden çok büyük olduğu kabul edilmiştir. Bu 

kabul, lineer olmayan elastodinamik alan denklemlerinin lineerleştirilmesine 

olanak sağlamıştır. Lineerleştirmede uygulanan birinci yöntem; iki ve üç boyutlu 

problemlerin Kirchoff-Love ve Timoshenko teorileri gibi yaklaşık teoriler 

kullanılarak tek ve iki boyutlu problemlere indirgenmesidir. Diğer yöntem ise; üç 
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boyutlu doğrusallaştırılmış kesin teoriler kullanmaktır. Öngerilmeli cisimlerin 

dalga yayılımı incelenirken kullanılan teori, Öngerilmeli Cisimlerde Üç Boyutlu 

Doğrusallaştırılmış Elastik Dalga Yayılımı Teorisi (ÖCÜDEDYT) olarak 

adlandırılmaktadır. 

Kompozit malzemeler, elektrik, ultrasonik muayene, deprem ve jeofizik gibi 

alanlarda önşekildeğiştirmeli (öngerilmeli) cisimlerin dalga yayılımı problemi ilgi 

odağı olmuştur. 

Bileşik silindirlerde dalga yayılımı konusunda öngerilmeli durum için yapılan 

çalışmalar aşağıda sunulmuştur. 

Hayes [19] tarafından Rayleigh yüzey dalgaları öngerilmeli yarı uzayda 

incelenmiştir. Öngerilmeli dairesel katı silindirde burulma dalga yayılımı Green 

[20] ve öngerilme altında dalga yayılımının temel özellikleri ve yer çekiminin 

Rayleigh dalgalarına etkisi Biot [21] çalışmalarında bulunmaktadır. Önburulmalı 

dairesel silindirde eksenel simetrik dalga yayılımı [22] ve öngerilmeli dairesel 

homojen silindirlerde boyuna dalga yayılımı [23], [24] ile [25] makalelerinde yer 

almaktadır. 

Önşekildeğiştirmeli cisimlerde yüzeyler arası Stoneley dalgaları [26], [27] ve [28] 

çalışmalarında incelenmiştir. Sıkıştırılabilir elastik yarı-uzayda öngerilmenin, 

yüzey dalgalarının yayılımı ve yansıması üzerindeki etkisi [29] ve sıkıştırılamayan 

malzemelerden yapılmış, önşekildeğiştirmeli sandviç plaklarda Lamp Dalgalarının 

yayılımı [30] makalelerinde incelenmiştir. Öngerilmeli elastik yarı-uzaylarda yüzey 

dalgalarının hızı [31] makalesinde hesaplanmıştır. Piezoelektrik malzemelerden 

oluşan kompozit yapılarda, öngerilmenin dalga yayılımı üzerindeki etkisi [32] ve 

[33], öngerilmeli viskoelastik ortamda dalga yayılımı [34] ve dairesel olmayan 

enine kesitli, doğal titreşimli kirişin önburulmasının incelenmesi ise [35] 

çalışmalarında bulunmaktadır. 

Nonlineer elastik dalgalar ve öngerilmeli elastik cisimlerde elastik dalga teorileri 

[36], [37] ve [38] makalelerinde incelenmiştir. Öngerilmenin küçük olduğu farz 

edilen, bileşik silindirde eksenel simetrik boyuna dalga yayılımı [39], [40] ve [41] 

makalelerinde çalışılmıştır. 
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Sıkıştırılabilir elastik bir ortamdaki dairesel bir silindirde sonlu 

önşekildeğiştirmelerin eksenel simetrik dalga dispersiyonuna etkisi [42] 

makalesinde mevcuttur. Elastik bir ortamdaki dairesel bir silindirde sonlu 

önşekildeğiştirmelerin eksenel simetrik dalga dispersiyonuna etkisinin, 

malzemelerin sıkıştırılamaz olduğu ve bunların gerilme-şekildeğiştirme 

ilişkilerinin Treloar Potansiyeli ile verildiği durum için incelenmesi [43] 

çalışmasında yer almaktadır. 

Önburulmalı iki farklı malzemeden oluşan bileşik silindirlerde eksenel simetrik 

dalga yayılımının dispersiyon ilişkileri [44] makalesinde incelenmiştir. Tek yönlü 

öngerilmeli, iki malzemeli bileşik silindirdeki eksenel simetrik burulma dalga 

yayılımının, elastik ilişkilerin Murnaghan Potansiyeli ile verilmesi ve 

önşekildeğiştirmelerin küçük olduğu kabulüyle incelenmesi [45], [46], [47] 

çalışmalarında yer almaktadır. 

[45], [46], [47] makalelerinde göz önüne alınan problemlerin ideal olmayan temas 

koşulları altında incelenmesi ise [48] makalesinde ele alınmıştır. [45], [46], [47] 

makalelerinde yapılan kabuller kullanılarak öngerilmeli çok katlı bir silindirde 

burulma dalga yayılımı konusu [49] makalesinde incelenmiştir. 

Ayhan ÖZTÜRT tarafından 2007 yılında hazırlanan Doktora Tezi’ne [50] kadar 

bileşik silindirlerde burulma dalga yayılımına öngerilmenin etkisi incelenmemiştir. 

Öngerilmelere tekabül eden önşekildeğiştirmelerin küçük olduğu varsayımıyla 

incelenen konuda [45], [46], [47], [48] ve [49] makaleleri yayınlanmıştır. 

Önşekildeğiştirmelerin küçük olduğu durumlar için sadece sert malzemelere 

yönelik olarak yapılan çalışmalar, Mahmut Mert EĞİLMEZ’in 2013’deki doktora 

tezi [51] kapsamında yaptığı çalışmalarla hiperelastik (elastomer, polimer vb.) 

malzemelere de geçerli olacak şekilde genişletilmiştir. Bu çalışmalar sonlu 

önşekildeğiştirmeli ve çok katlı bileşik silindirler için ideal temas koşullarında 

yapılmıştır. 

İki katlı içi boş sonlu önşekildeğiştirmesi olan bileşik silindirdeki burulma dalga 

yayılımının incelenmesi [52] ve üç katlı içi boş sonlu önşekildeğiştirmesi olan 

bileşik silindirdeki burulma dalga yayılımının incelenmesi ise [53] makalelerinde 



5 

 

sunulmuştur. Sonlu önşekildeğiştirmesi olan bileşik silindirdeki burulma dalga 

yayılımına özgü davranışların incelenmesine [54] çalışmasında yer verilmiştir. 

Prof.Dr.Surkay AKBAROV tarafından konuyla ilgili o güne kadar yapılan çalışmalar, 

uluslararası dergilerde yayınlanmış olan makaleler bir bütün olarak derlenmiş  ve 

2014 yılında çıkarılan kitapta [55] bilim dünyasında ilgililerin istifadesine 

sunulmuştur.  

Öngerilmesiz ve öngerilmeli başlangıç koşullarında iki katlı bileşik silindirlerde 

dalga yayılımına temas koşullarının etkisinin incelenmesi konusunda Cengiz İPEK 

tarafından 2011 yılında Doktora Tezi [56] hazırlanmıştır. Tez çalışmasında özetle 

aşağıdaki sonuçlar elde edilmiştir; 

• Temas koşullarının azalmasıyla birlikte birinci tip eğrinin kaybolduğu, 

ikinci tip eğrinin de sıkı temas koşulları için bulunan dispersiyon eğrisine 

yaklaştığı görülmüştür. Bu durum iki katlı bileşik silindirlerde içi boş ve içi dolu 

durumlarında geçerli olmaktadır. 

• Küçük ve büyük dalga sayısı limitlerinin değerlerini temas koşulları 

değiştirmemektedir. 

• Temel modlarla bulunan birinci eğri tipinde dalga yayılım hızı temas koşulu 

durumu süreksizse küçük kalmakta, ikinci eğri tipinde ise büyük kalmaktadır. 

• Temas koşullarındaki süreksizliğin iki katlı öngerilmeli bileşik silindirin 

malzemesindeki ön şekildeğiştirmelerin dispersiyon eğrilerinin davranışına nitelik 

açısından etki etmediği ancak nicelik açısından değiştirdiği görülmüştür. 

• İki katlı içi boş bileşik silindirlerde içteki silindirin et kalınlığı artınca, benzer 

içi dolu bileşik silindir için elde edilen dalga yayılım eğrilerine benzemektedir. 

• Temaskoşulları süreksizleşirken temel modun birinci ve ikinci tip dalga 

yayılım eğrileri tam kaymalı dalga yayılım eğrilerine benzemektedir 
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Konuyla ilgili yapılan çalışmaların detayları [57], [58], [59] ve [60] makalelerinde 

yer almaktadır. 

Bununla birlikte, dalga yayılımına etki eden diğer bir unsur olarak silindir 

malzemelerinin viskoelastikliklerinin de incelendiği çalışmalar mevcuttur. 

Viskoelastik malzemeden üretilmiş dairesel içi boş silindirlerde burulma dalga 

yayılımı konusunda dalga ve sönüm dispersiyonu reolojik parametrelerin 

değişimine bağlı olarak incelenmiş ve nümerik sonuçlar elde edilerek [61] 

makalesinde grafiklerle yorumlanmıştır. 

Viskoelastik katmanlı dairesel silindirlerde eksenel simetrik boyuna dalgaların 

dispersiyonu Tarık KOÇAL tarafından Doktora Tezi [62] olarak çalışılmış ve tek 

katlı ve iki katlı olarak incelenen silindirlerde katman malzemesinin 

viskoelastisetisinin eksenel simetrik dalga yayılım hızında düşüşe neden olduğu 

[63], [64], [65], [66] ve [67] çalışmalarında görülmüştür. 

1.2 Tezin Amacı 

Tezde ideal olmayan temas koşullarının öngerilmeli çok katlı bileşik silindirlerdeki 

burulma dalga dispersiyonuna etkisi incelenmiştir. 

[51] tezindeki ve bu tezden üretilen [52], [53] ve [54] makalelerinde yapılan 

kabullerle yani, önşekildeğiştirmelerin sonlu olduğu ve elastisite ilişkilerinin 

harmonik potansiyel ile verildiği durumlar için, Öngerilmeli Cisimlerde Üç Boyutlu 

Doğrusallaştırılmış Elastik Dalga Yayılımı Teorisi (ÖCÜDEDYT) uygulanarak; ideal 

olmayan temas koşullarının etkisi altında öngerilme, geometrik ve mekanik 

parametrelerin burulma dalga dispersiyonuna etkilerinin tespit edilmesi 

amaçlanmıştır.  

Bu maksatla; dispersiyon denklemleri çıkarılarak çözümlerinde kullanılacak 

algoritmaların oluşturulması, daha önce yapılan çalışmalarla uyumluluğu kontrol 

edildikten sonra, ideal olmayan temas koşullarının etkisinin sayısal sonuçlarının 

elde edilerek grafiklerle yorumlanması yol haritası olarak belirlenmiştir. 
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1.3 Bulgular 

İdeal olmayan temas koşullarının dalga yayılım hızının azalmasına sebep olacağı ve 

ön gerilmenin, sadece dalga yayılım hızında değil aynı zamanda bu hız üzerinde 

temas koşullarının ideal olmamasının etkisinin büyüklüğünde de önemli ölçüde rol 

oynayacağı öngörülmektedir. 
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2 
   İKİ KATLI BİLEŞİK SİLİNDİRLERDE BURULMA 

DALGA DİSPERSİYONUNA İDEAL OLMAYAN 

TEMAS KOŞULLARININ ETKİSİ 

 

Bu bölümde, öngerilmeli iki katlı içi boş bileşik silindirlerde ideal olmayan temas 

koşullarının burulma dalga dispersiyonuna etkisi incelenecektir. İçteki silindire ait 

büyüklükler (1), dıştaki silindire ait büyüklükler (2) ve başlangıç durumu (0) üst 

indisi ile ifade edilmektedir. İdeal olmayan temas koşullarının etkisini gösteren 

sonuçlar grafikler halinde verilerek yorumlanmaktadır. 

2.1     Problemin Matematik Formülasyonu 

İçi boş bileşik silindir modelinde, içteki silindirin et kalınlığı (1)h , iç yarıçapı R ve 

dıştaki silindirin et kalınlığı (2)h , iç yarıçapı ise r’dir. 

 

Şekil 2.1 İçi boş bileşik silindir 

Silindirdeki bir noktanın konumu 321 yyOy  Kartezyen koordinat veya Orqz   

Kartezyen koordinat veya  silindirik koordinat sisteminde tanımlanan Lagrange 

koordinatları ile verilmektedir. Silindirlerin 3Oy  eksenidoğrultusunda sonsuz 

uzunlukta ve her bileşen için öngerilmelerin eksenel simetrik ve homojen olduğu 

varsayılmaktadır. Öngerilmeler silindirler birleştirilmeden önce veya sonra 

oluşmuş olabilir. Bu durumun dalga yayılımına herhangi bir tesiri 
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bulunmamaktadır. Silindirlerin öngerilmeli durumu Kartezyen koordinatlarda 

1 2 3O y y y    , Lagrange koordinatlarında ise O r q z    ile ilişkilendirilmektedir. İç ve dış 

silindirlerdeki öngerilmeler aşağıdaki şekilde tanımlanabilir: 
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Elastisite denklemleri: 
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mekanik sabitleri ise iç ve dış silindirlerin malzemeleri ve öngerilmelerin 

durumlarına göre belirlenir. 
)(' k ise k’ıncı malzemenin yoğunluğudur.  

Green şekil değiştirme tensörünün fiziksel bileşenleri ile yer değiştirme vektörü   
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(2.1) ve (2.5) kullanılarak aşağıdaki ifadeler elde edilir: 
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(2.6) ifadesine göre aşağıdaki ilişkiler yazılır: 
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Elastik malzemelerin sonlu şekildeğiştirmelerinde Kirchoff gerilme tensörü  

kullanılmaktadır. Bu tensörler, şekil değiştirmeden önce ve sonraki gerilme 

vektörlerinin alanların oranlarına göre hesaplanırlar. Bu yüzden, sonlu elastik 

şekildeğiştirme teorisinde sınır koşulları ile hareket denklemlerinin 

belirlenmesinde hacim ve alan ilişkilerini hesaba katmak gerekir. Bu tespitler 

ışığında çalışmamızda, Kirchoff ( q~ ile belirtilirse) ve Lagrange ( s~ belirtilirse) 

gerilme tensörleri üzerinde işlemler yapılacaktır. Ele alınan parçaya 

şekildeğiştirme halinde etki eden iç kuvvetlerin başlangıç durumundaki benzer 

alana göre etki şiddetini Kirchoff ve Lagrange gerilme tensörlerinin bileşenleri 

belirler. Şekil değiştirme enerjisi potansiyeli ( , ,....., )rr qq qz    cinsinden 

gerilme tensörü s~ ’in, )(ijS  fiziksel bileşenleri aşağıdaki gibi yazılabilir. 
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Silindirlerin elastisite ilişkileri, [50] çalışmasındaki Murnaghan Potansiyeli [68] 

yerine [51] çalışmasında olduğu gibi harmonik potansiyel ile aşağıdaki şekilde 

ifade edilir. Şekil değiştirme enerji potansiyeli: 

  2

2

1
2

1
ss  

                                                             
  (2.9) 

3212121 3211  s
 

     23

2

2

2

12 121121121  s
             

   (2.10) 

şeklinde ifade edilir. 

Burada ve   malzemeye bağlı sabitlerken i  ise Green şekil değiştirme 

tensörünün asal değerleridir. 

(2.9) ve (2.10) eşitliklerini kullanarak başlangıç koşulları için şekil değiştirme 

enerji potansiyeli aşağıdaki şekilde elde edilir. 
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 (2.11) 

(2.10) ve (2.11) kullanılarak başlangıç koşulları için gerilme ifadeleri aşağıdaki 

şekilde elde edilir. 
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Kirchhoff gerilme tensörü olarak adlandırılan q~  gerilme tensörü kullanılarak 

başlangıç koşulları için aşağıdaki ifadeler elde edilir. 
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(2.13) 

İçi boş bileşik silindirler için burulma dalga yayılımı (2.3), (2.4) ve (2.13) 

denklemleri kullanılarak araştırılacaktır. 

Öncelikle, silindir katmanları arasında süreksiz temas olması durumunu, yani ideal 

olmayan temas koşullarını göz önüne alarak bir algoritma geliştirmek 

gerekmektedir. İdeal olmayan temas koşulları durumu katmanların birleşim 

yerindeki gerilme ve yerdeğiştirmelerin temas eden yüzey hattındaki 

süreksizliğinden meydana gelmektedir. Bugüne kadar yapılan çalışmalarda, 

katmanların birleşim yerindeki ideal olmayan temas koşullarının matematiksel 

ifadesi gerilme ve yerdeğiştirmerin süreksizliği şeklinde incelenmiştir. Konuyla 

ilgili yapılan araştırmaların geniş özeti [69] makalesinde bulunmaktadır. 

Birleşim yüzeyinin bir bölgesindeki yerdeğiştirme ve kuvvet vektörlerini u  ve f

ile, diğer bölgesindeki yerdeğiştirme ve kuvvet vektörlerini ise u ve f ile 

gösterilirse [70] çalışmasında da üzerinde durulan ideal olmayan temas 

koşullarının modellenmesi aşağıda yer almaktadır. 

    DfCuf
           

    FfGuu
 

                         (2.14) 

Bu formülasyonda; C, D, G ve F (4x4) boyutlu katsayılar matrisleridir ve köşeli 

parantezler ise geçiş matrisini ifade etmektedir. Yüzey 1r R h   ise;  

 
1 10 0r R h r R hu u u      

       
 

1 10 0r R h r R hf f f                         (2.15) 

(2.14) formülasyonu ile, farklı özel durumlardaki ideal olmayan temas koşulları C, 

D, G ve F matrisleri vasıtasıyla araştırılabilmektedir. Özel bir durum olarak [71] 

makalesinde  C = D = G = 0 olarak alınmış ve çözüm gerçekleştirilmiştir.  (2.14) 

formülasyonu ile şu sonuca ulaşılır: 

  0f
            

   Ffu
    

(2.16) 



13 

 

Bu notasyonda F sabit bir diyagonal matristir. Süreksizlik problemlerinin 

çözümünde (2.16) formülasyonundaki modelleme farklı özel durumlar için 

oldukça kolaylık sağlamakta ve pek çok gerçek durum için başarılı sonuçlar elde 

edilmektedir. Model, [18], [48], [57], [71], [72] ve [73] gibi çalışmalarda da klasik 

elastodinamik problemlerin çözümünde yer almaktadır. Çalışmalarımızda bu 

modelleme ve (2.16)’daki denklem, ideal olmayan temas koşullarının matematiksel 

modellenmesinde gözönüne alınmıştır. İçi boş iki katlı bileşik silindir için (2.16) 

denklemi kullanılarak sınır koşullarını aşağıdaki gibi yazabiliriz: 
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     (2.17) 

2.2    Çözüm Yöntemi 

Oz  ekseni boyunca harmonik burulma dalga yayılımını düşündüğümüzde, 

),,()( tzru m

q  yerdeğiştirmeyi aşağıdaki gibi yazabiliriz: 

  ,','
'

),','(' )()( tzr
r

tzru mm

q 





  
                   (2.18) 

(2.18) ‘deki  )(m aşağıdaki denklemi sağlayacaktır: 
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             (2.20) 

Buna göre: 

   t-zi)()( e ),','( 
 rtzr mm

 
                             (2.21)   
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olur. Böylece bilinmeyen fonksiyon    )( rm  için aşağıdaki ifade elde edilir: 
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Bu notasyona göre: 
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(2.22)’nin çözümü aşağıdaki gibi yazılabilir: 
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(2.4), (2.18), (2.21) ve (2.25) denklemleri kullanılarak, (2.17) sınır koşullarına 

bağlı olarak aşağıdaki dispersiyon denklemleri yazılabilir: 
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(2) ( ) (k) (k)

2 1 2det (c/ c ,kR,h ,h ,F, , , , ) 0,        i;j 1,2,3,4k k

ij m           (2.27) 
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          (2.28) 

İçi boş bileşik silindirde temas koşullarından bağımsız olarak burulma dalga 

yayılımı dispersiyon denklemi (2.27) determinantındaki formda elde edilmiştir. 

2.3    Asimtotik İfadenin Çıkarılması 

Burulma dalgalarının birinci modunun dalga boyunun çok büyük olduğu 0kR

durumunda limit değerini veren analitik ifadenin elde edilmesi için, (2.27) 

determinantı Bessel fonksiyonlarının seri açılımlarından yararlanılarak 0kR

koşulu ile seriye açılmalıdır. 
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Bu denklemi 0kR ’da seriye açmak için, Bessel fonksiyonlarının 1x   için 

aşağıdaki değerlerini; 
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(2.30) 

(2.29) ifadesinde yerine koyarak lineerleşirirsek; 
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elde edilir. 
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                                  (2.32) 

(2.31), (2.32)’de yerine yazılıp, gerekli dönüşüm ve sadeleştirmeler yapıldığında 

burulma dalgalarının birinci modunun faz hızı ( 0kR limitinde) aşağıdaki gibi 

elde edilir: 
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(m)

3λ =1 olduğu durumda; 
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                                     (2.35) 

Oztürk ve Akbarov’un [45] çalışmasında yalnızca küçük önşekillendirmeler için 

elde ettiği dalga yayılım hızı ifadesinin, sonlu önşekillendirmeyi de kapsayacak 

halde (2.33) ifadesinde geneleştirildiği görülmektedir. 

(1)

2c/c ’in ( )1()1((1)

2 /c  ) limit değeri (2)(1) /  ile azalırken, )( )2(

3

)1(

3   ile 

arttığı (2.33)’de görülmekedir. 0kR  
düşük dalga sayısı limit değerlerinde, 

bileşik silindirlerde önçekmenin (önbasınç) dalga limit hızının artmasına 

(azalmasına) yol açmaktadır. Bilinen fiziksel mekanik öngörülerle uyumlu olarak, 

kR  yüksek dalga sayısı limit değerlerinde; 
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İdeal olmayan temas koşullarını sınır şartlarına uygun olarak yazdığımızda: 
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İdeal olmayan temas koşullarinda içi boş bileşik silindirin asimtotik ifadesi ise: 
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          (2.39) 

Gerekli dönüşüm ve sadeleştirmeler yapıldığında içinde F bulunan ifade  
2

kR

içerdiğinden sadeleşerek burulma dalgalarının birinci modunun faz hızı   

( kR 0  limitinde) ideal temas koşullarındakinin aynısı olarak (2.33)’deki gibi 

elde edilir. 

Bu durum başlangıç koşullarında temas koşullarının ideal olmamasının ( F ’in 

değişiminin) burulma dalgalarının yayılım hızının kR 0 ’daki limit değerine etki 

etmediğini göstermektedir. 

Burada F, silindirler arasındaki temas koşullarının ideal olmaması durumunu ifade 

eden boyutsuz bir parametredir. 0F   ideal temas koşulunu, 0F   ise ideal 

olmayan temas koşullarını ifade etmektedir. Bu çalışmada  F parametresinin 

dispersiyon eğrileri üzerindeki etkisi incelenecektir. 
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2.4    Dispersiyon Eğrilerinin Elde Edilmesi ve Yorumlanması 

Burulma dalgalarının yayılımını iki katlı bileşik silindirlerde incelemek için (2.26) 

dispersiyon denkleminin kR ’ye bağımlı olarak 
(1)

2c/c ’ye göre çözülmesi 

gerekmektedir. Burada, kR boyutsuz dalga sayısı ve c  ise burulma dalgalarının 

faz hızını göstermektedir. 

(2.26) denkleminin çözülebilmesi (2.28)’de verilen ij ’lere bağlıdır. ij ise

(2) ( ) (k) (k)

2 1 2c/ c ,kR,h ,h ,F, , , ,k k

m     parametrelerine bağlıdır. Bu problemde 

parametrelerden kR ve 
(1)

2c/c  haricindekiler önceden verilmektedir. 

Denklemin çözümü için MATLAB programında hazırlanan algoritmalar 

kullanılmıştır. kR ’ye başlangıç değeri verilerek, c ’ye sınırdan başlayarak verilen 

değerlere karşılık gelen determinantın işareti bulunur. c değerleri istenilen 

miktarlarda artırılarak, ardışık iki değerdeki determinantın işareti farklı ise burada 

bir kök var diye düşünülür. Yarılama yöntemi kullanılarak belirlenen hassasiyet 

çerçevesinde kök bulunur.İşlem devam ettirilerek daha büyük kök değerleri 

bulunur. Böylelikle, kR ’nin her bir değerine tekabül eden 
(1)

2c/c  dalga yayılım 

hızını elde etmiş oluruz. 

kR ve 
(1)

2c/c  değerleriyle oluşturulan grafiklerde, dispersif ve dispersif olmayan 

dalga eğrileri ortaya çıkmaktadır. Çalışmalarımızda dispersif dalga eğrilerinin elde 

edilmesi amaçlanmaktadır. 

Problemin çözümü için kullanılan algoritmanın doğruluğu [51] çalışmasında yer 

alan benzer durumlar için denenerek test edildikten sonra 
(1)

2c/c  ve kR grafikleri 

elde edilmiş ve yorumlanmıştır. Yapılan çalışmalarda malzeme yoğunlukları eşit 

(1) (2)   olarak düşünülmüştür. 

Öncelikle, katman malzemelerinin sertleşmesi olarak malzemenin uyulanan 

kuvvete karşı olan rijitliğinin/direngenliğinin kastedildiğinin bilinmesinde fayda 

vardır. Biz çalışmamızda daha önceki çalışmalarda olduğu gibi bu malzeme 

karakteristiğinden sertlik olarak bahsedeceğiz. 
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İki katlı içi boş bileşik silindirlerde temas koşullarını simüle eden F parametresinin 

etkisi katman malzemelerinin sertlik durumuna, katmanların et kalınlıklarına ve 

önşekildeğiştirme (önçekme/önbasınç) durumuna göre incelenmiştir. 

 

Şekil 2.2 Farklı (1)h / R değerlerinde F  parametresinin etkisi. 

Şekil 2.2 ve Şekil 2.3’te içteki silindirin dıştakine göre daha sert olduğu 

(1) (2)/ 2    kabul edilerek, öngerilme olmadığı (1) (2)

3 3 1    durumda F

parametresinin burulma dalga yayılımına et kalınlıkları değişimiyle nasıl etki ettiği 

incelenmiştir. 

Şekil 2.2’de görüldüğü gibi (1)h / R  değeri arttıkça dalga yayılım hızı da 

artmaktadır. Ancak Şekil 2.3’te ise (2)h / R  değeri arttıkça dalga yayılım hızı 

azalmaktadır. 

İki katlı silindirlerde F 0
 olduğu durumlar içinburulma dalga yayılımına et 

kalınlıklarının artışının etkisi ile ilgili bulunan bu sonuçlar [51] çalışmasında elde 

edilen sonuçlarla birebir örtüşmektedir. 

Temas koşullarıyla ilgili duruma bakacak olursak, tasarlanan tüm durumlarda 

kR 0  için dalga yayılım limit hızı aynıdır ve F  parametresinden bağımsızdır. 
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Yüksek dalga sayılarında burulma dalga yayılım hızının limit değeri F  

parametresinden bağımsızdır. F parametresi arttıkça dalga yayılım hızı doğal 

olarak azalmaktadır. Ancak (2)h / R ’nin düşük değerlerinde, (1)h / R ’nin ise yüksek 

değerlerinde F parametresinin etkisinin daha fazla olduğu görülmektedir. Yani 

temas koşulları kötü ise burulma dalgalarının yayılım hızının daha az etkilenmesi 

için dıştaki silindirin et kalınlığı artırılmalı ya da içteki silindirin et kalınlığı 

azaltılmalıdır. 

Bununla birlikte F parametresinin ekisinin (2)h / R  artışına oranla (1)h / R  artışıyla 

daha belirgin olduğu görülmektedir. 

 

Şekil 2.3 Farklı (2)h / R  değerlerinde F  parametresinin etkisi. 
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Şekil 2.4 İçteki silindirin sertleşmesi durumunda F  parametresinin etkisi. 

 

Şekil 2.5 Dıştaki silindirin sertleşmesi durumunda F  parametresinin etkisi. 
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Şekil 2.4 ve Şekil 2.5’te, silindir et kalınlıklarının aynı olduğu 1.0// )2()1(  RhRh  ve 

önşekildeğiştirme olmadığı 1)2(

3

)1(

3    kabul edilerek, silindir malzemelerinin 

sertlik durumunun F parametresiyle birlikte dispersiyon eğrilerine nasıl etki ettiği 

araştırılmıştır.  

İçteki silindirin sertleşmesiyle dalga yayılım hızı azalır. Dıştaki silindirin 

sertleşmesiyle dalga yayılım hızı artar. Her iki katmanda da yüksek sertlik 

değerlerinde temas koşullarını simüle edenF parametresinin artmasıyla dalga 

yayılım hızının daha fazla azaldığı görülmektedir. F parametresinin ekisinin, içteki 

silindirin sertleşme artışına oranla dıştaki silindirin sertleşme artışıyla daha 

belirgin olduğu görülmektedir. 

kR 0  durumunda dalga yayılımının limit hızı F parametresinden bağımsız 

olarak aynıdır. F parametresinin etkisi kR artışı ile belirginleşir. Sonuçta dalga 

yayılım hızı,  kR   durumunda  )2()1( ,min RR cc  değerine yaklaşır ki burada 

)2,1()( mc m

R
 m’inci malzemenin Rayleigh dalga hızıdır. 

 

Şekil 2.6 Farklı önşekillendirme değerlerinde F  parametresinin etkisi

1.0// )2()1(  RhRh  
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Şekil 2.7 Farklı önşekillendirme değerlerinde F  parametresinin etkisi. 

2.0// )2()1(  RhRh  

 

 

Şekil 2.8 Farklı önşekillendirme değerlerinde F  parametresinin etkisi. 

3.0// )2()1(  RhRh  
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Şekil 2.6, Şekil 2.7 ve Şekil 2.8’de farklı öngerilmeler ve kalınlıklar altında F 

parametresinin dispersiyon eğrilerine etkisi araştırılmıştır. Önçekme değerlerinin 

büyümesiyle F parametresinin etkisinin daha belirgin olduğu görülmektedir. 

Önbasınç durumunda ise F parametresinin etkisi azalmaktadır. 

Şekil 2.2 ve Şekil 2.3’ü incelerken (1)h / R  değeri arttıkça dalga yayılım hızının 

arttığını, ancak (2)h / R  değeri arttıkça dalga yayılım hızının azaldığını görmüştük. 

Şekil 2.6, Şekil 2.7 ve Şekil 2.8 birlikte değerlendirildiğinde; her iki silindirin 

etkalınlıklarının aynı miktarda artırıldığında ise F parametresinin etkisinin 

azaldığı gözlemlenmiştir. Bu durum bize dıştaki silindirin (2)h / R  et kalınlığı 

artışının daha etkin olduğunu göstermektedir. 

 

Şekil 2.9 F parametresinin dalga yayılım hızına etkisi. 

Şekil 2.9’da, temas koşullarının ideal olmamasının dalga yayılım hızını bariz bir 

şekilde düşürdüğü görülmektedir. Ancak F’in değişimi burulma dalgalarının 

yayılım hızının  kR 0 ’daki ve  kR   limit değerlerine etki etmemektedir. 

Benzer sonuçlar [18] ve [48] çalışmalarında da yer almaktadır. 
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3 
   İÇİ BOŞ ÜÇ KATLI BİLEŞİK SİLİNDİRLERDE 

BURULMA DALGA DİSPERSİYONUNA İDEAL 

OLMAYAN TEMAS KOŞULLARININ ETKİSİ 

 

Elastikiyeti yüksek malzemeden yapılmış öngerilmeli içi boş üç katlı bileşik 

silindirde burulma dalga yayılımına ideal olmayan bağlanmanın etkisi 

araştırılacaktır. Araştırmalar Öngerilmeli Cisimlerde Üç Boyutlu 

Doğrusallaştırılmış Elastik Dalga Yayılımı Teorisi kullanılarak parçalı homojen 

cisim modeli çerçevesinde yürütülmektedir. Silindir malzemesinin mekanik 

ilişkileri harmonik potansiyel ile tanımlanmıştır. Öngerilme ile ideal olmayan sınır 

şartlarının dalga yayılım hızına etkisinin sayısal sonuçları sunulmuş ve 

tartışılmıştır. 

3.1    Problemin Matematik Formülasyonu 

İçi boş, iç yarıçapı R ve et kalınlığı (1)h  olan bir silindir üzerine yerleştirilmiş, et 

kalınlığı (2)h  olan bir silindir ve onun üzerinde de et kalınlığı (3)h  olan bir 

silindirden oluşmaktadır. 

 

 

Şekil 3.1 Üç katlı içi boş bileşik silindir modeli. 
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Silindirlerdeki öngerilmeler aşağıdaki şekilde ifade edilmiştir. 

( )( ),0
1( 1)kk

ru r     ( ),0 0k
qu    ( )( ),0

3( 1)zkk
zu      ( ) ( )

1 3
k k    1,2,3k           (3.1)   

( ),0

,

k

r zu  yer değiştirme ve 
( )

1,3

k  ise radyal ve eksenel uzamayı göstermektedir. 

Aşağıdaki tanımlamayı yapıyoruz: 

( )
3' kz z ( )

1' kr r (1)
1'R R

 

1k  için 
(1)R r R h  

2k  için 
(1) (1) (2)R h r R h h                                            

(3.2)
 

3k  için 
(1) (2) (1) (2) (3)R h h r R h h h

 

Silindirlerin öngerilmeli koşulları koordinat sisteminde O r q z     ile verilmektedir. 

Bu çerçevede, O z   ekseni boyunca simetrik burulma dalga yayılımlarını aşağıdaki 

denklemler aracılığıyla inceyeceğiz. 

Hareket denklemi: 

2
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

' ' '' ' 2

1
' ' ( ' ' ) ' '

'

k k k k k k

r q zq r q qr qQ Q Q Q u
r z r t


  

   
                  

(3.3) 

Elastisite ilişkileri: 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

' 1221 1212

' '
' ' '
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k k

q qk k k

r q

u u
Q

r r
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( ) ( )

' ' 1331

'
' '
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k

qk k

z q

u
Q
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( ) ( )

( ) ( ) ( )

' 2121 2112

' '
' ' '

' '

k k

q qk k k

qr

u u
Q

r r
 


 


                              (3.4) 

(3.3) ve (3.4) denklemlerindeki ( )' k

r qQ  , 
( )' k

z qQ    ve ( )' k

qrQ   Kirchhoff gerilme 

tensörleri bileşenlerinin pertürbasyonlarıdır. 
)(

'
k

qu  yerdeğiştirme vektörü 

bileşeninin pertürbasyonudur.  ’lar öngerilme durumu ile silindir 

malzemelerinin mekanik denklemlerinden gelen sabitlerdir. 
)(' k malzeme 

yoğunluğudur. 
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Silindirik koordinat sisteminde, yerdeğiştirme vektörü u  ile Green şekil 

değiştirme tensörü: 
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            (3.5) 

(3.1) ve (3.5) ifadeleri kullanılarak aşağıdaki ön şekildeğiştirmeler elde edilir: 

  1
2

1 2)(
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rq 
  

                  (3.6) 

(3.6) ifadesine göre, aşağıdaki ilişki yazılabilir: 
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0),(0),(

1
kkk

qq
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,    

)(

3
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3
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1
kkk

zz  







                    (3.7) 

Gerilme tensörü s~ ’in fiziksel bileşeni olan )(ijS ‘ler aşağıdaki ifade yardımıyla, 

şekildeğiştirme enerji potansiyeli ( , ,....., )rr qq qz     ile tanımlanır: 
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  (3.8) 

Silindirlerin elastisite ilişkileri [74]’te olduğu gibi harmonik potansiyel ile ifade 

edilmektedir. 
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1
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1
ss  

    

(3.9) 

3212121 3211  s
 

     23

2

2

2

12 121121121  s
 

            (3.10) 

(3.8), (3.9) ve (3.10) ifadelerinde,  ve    malzeme sabitleridir. i  ise  Green şekil 

değiştirme tensörünün asıl değerleridir. 

(3.9) ve (3.10) ifadeleri kullanılarak başlangıç durumu için şekildeğiştirme enerji 

potansiyelini aşağıdaki şekilde elde ederiz: 

      2 2 2
( ),0 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 3 1 3

1
2 3 2 1 1

2

k k k k k k k                     (3.11) 

(3.10) ve (3.11) ifadelerini kullanarak, başlangıç durumu için gerilmeleri aşağıdaki 

şekilde elde ederiz: 
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 kkkkkkk

zzS 
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rz
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rq SSSSS
 

                   (3.12) 

Gerilme tensörü q~  Kirchhoff gerilme tensörü olarak ifade edilir.başlangıç durumu 

için Kirchhoff gerilme tensörünü kullanarak: 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

1221 1212 2121 2112 ( )

3

k
k k k k

k


   


      

   

( )
( ) ( ) ( ) ( ),01

1331 1 33( ) ( ) ( )

1 3 3

1
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k
k k k k

k k k
S


  

  
  


  (3.13) 

İçi boş bileşik silindirde burulma dalga yayılımı [51] çalışmasındaki gibi (3.3), (3.4) 

ve (3.13) bağıntıları yardımıyla incelenecektir. 
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Öncelikle, silindir katmanları arasında süreksiz temas olması durumunu, yani ideal 

olmayan temas koşullarını göz önüne alarak bir algoritma geliştirmek 

gerekmektedir. İdeal olmayan temas koşulları durumu katmanların birleşim 

yerindeki gerilme ve yerdeğiştirmelerin temas eden yüzey hattındaki 

süreksizliğinden meydana gelmektedir. Bugüne kadar yapılan çalışmalarda, 

katmanların birleşim yerindeki ideal olmayan temas koşullarının matematiksel 

ifadesi gerilme ve yerdeğiştirmerin süreksizliği şeklinde incelenmiştir. Konuyla 

ilgili yapılan araştırmaların geniş özeti [69] makalesinde bulunmaktadır. 

İki katlı silindirler için 2.Bölüm’de açıklandığı şekilde; birleşim yüzeyinin bir 

bölgesindeki yerdeğiştirme ve kuvvet vektörlerini u  ve f ile, diğer bölgesindeki 

yerdeğiştirme ve kuvvet vektörlerini ise u ve f ile gösterilirse [70] çalışmasında 

da üzerinde durulan ideal olmayan temas koşullarının modellenmesi aşağıda yer 

almaktadır. 

    DfCuf
                        

    FfGuu
  

             (3.14) 

Bu formülasyonda; C, D, G ve F (4x4) boyutlu katsayılar matrisleridir ve köşeli 

parantezler ise geçiş matrisini ifade etmektedir. Yüzey 1r R h   ise;  

 
1 10 0r R h r R hu u u      

       
 

1 10 0r R h r R hf f f                         (3.15) 

(2.14) formülasyonu ile, farklı özel durumlardaki ideal olmayan temas koşulları C, 

D, G ve F matrisleri vasıtasıyla araştırılabilmektedir. Özel bir durum olarak [71] 

makalesinde  C = D = G = 0 olarak alınmış ve çözüm gerçekleştirilmiştir.  (3.14) 

formülasyonu ile şu sonuca ulaşılır: 

  0f
            

   Ffu
    

(3.16) 

Bu notasyonda F sabit bir diyagonal matristir. Süreksizlik problemlerinin 

çözümünde (3.16) formülasyonundaki modelleme farklı özel durumlar için 

oldukça kolaylık sağlamakta ve pek çok gerçek durum için başarılı sonuçlar elde 

edilmektedir. Model, [18], [48], [57], [71], [72] ve [73] gibi çalışmalarda da klasik 

elastodinamik problemlerin çözümünde yer almaktadır. Çalışmalarımızda bu 

modelleme ve (3.16)’daki denklem, ideal olmayan temas koşullarının matematiksel 
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modellenmesinde gözönüne alınmıştır. İçi boş iki katlı bileşik silindir için (3.16) 

denklemi kullanılarak sınır koşullarını aşağıdaki gibi yazabiliriz: 
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(3.17) 

3.2    Çözüm Yöntemi 

Oz  
ekseni boyunca harmonik burulma dalga yayılımını düşündüğümüzde, 

),,()( tzru m

q  
yerdeğiştirmeyi aşağıdaki gibi yazabiliriz: 
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             (3.18) 

(3.18) ‘deki
 

 )(m aşağıdaki denklemi sağlayacaktır: 
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Buna göre: 
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 rtzr mm

 
                          (3.21)   
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olur. Böylece bilinmeyen fonksiyon 
 

  )( rm  için aşağıdaki ifade elde edilir: 
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Bu notasyona göre: 
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(3.22)’nin çözümü aşağıdaki gibi yazılabilir: 
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                                             (3.24) 
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   (3.25) 

(3.4), (3.18), (3.21), ve (3.25) denklemleri kullanılarak, (3.17) sınır koşullarına 

bağlı olarak: 
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İçi boş üç katlı bileşik silindirde burulma dalga yayılımı dispersiyon denklemi 

(3.28) denklemlerindeki formda elde edilmiştir. 
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Gerekli dönüşüm ve sadeleştirmeler yapıldığında burulma dalgalarının birinci 
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Payda da parantez içine gerekli düzenlemeleri yapalım, 
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Payda da (1) ’yi parantez içine alıp gerekli düzenlemeleri yapalım, 
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2. Bölüm’de incelenen içi boş iki katlı silindirle aynı sonucu elde ederiz.  

İdeal olmayan temas koşullarını sınır şartlarına uygun olarak yazdığımızda: 
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İdeal olmayan temas koşullarında üç katlı içi boş bileşik silindirin asimtotik ifadesi 

ise: 
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Gerekli dönüşüm ve sadeleştirmeler yapıldığında içinde F bulunan ifade  
2

kR

içerdiğinden sadeleşerek burulma dalgalarının birinci modunun faz hızı 

( kR 0  limitinde) ideal temas koşullarındakinin aynısı olarak (3.42)’deki gibi 

elde edilir. 

Bu durum başlangıç koşullarında temas koşullarının ideal olmamasının (F’in 

değişiminin) burulma dalgalarının yayılım hızının kR 0 ’daki limit değerine etki 

etmediğini göstermektedir. 

3.4    Dispersiyon Eğrilerinin Elde Edilmesi ve Yorumlanması 

Problemin çözümü için kullanılan algoritmanın doğruluğu [51] çalışmasında yer 

alan benzer durumlar için denenerek test edildikten sonar, F temas koşullarının 

dalga yayılımına etkisini araştırmak üzere 
(1)

2c/c ve kR grafikleri elde edilmiş ve 

yorumlanmıştır. 
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[51] çalışmasında üç katlı içi boş bileşik silindirlerle ilgili ulaşılan sonuçlar; 

 Orta katmanın sertleşmesinin dalga yayılım hızında azalmaya sebep olduğu 

Şekil 3.2, Şekil 3.3 ve Şekil 3.4’te, 

 Orta katmanın kalınlığının artmasının dalga yayılım hızında azalmaya sebep 

olduğu Şekil 3.14’de, 

 Silindir katmanlarındaki önçekmenin (önbasınç) burulma dalga yayılım 

hızında artışa (azalışa) sebep olduğu Şekil 3.28’de, 

 Önşekildeğiştirmenin sadece dış katmanda olması durumunda dalga yayılım 

hızındaki artışın çok daha belirgin olduğu Şekil 3.22, Şekil 3.23 ve Şekil 3.24’te 

benzer olarak bulunmuştur. 

Sonlu önşekildeğiştirmesi olan durumlar için yapılan [51], [52], [53] ve [54] 

çalışmalarında tespit edilen bulgular, temas koşullarını simüle eden F  

parametresinin F 0  olarak belirlendiği durumlarda benzer sonuçları vermiştir. 

Bu durum matematik modelin ve algoritmanın doğruluğunu kanıtlamaktadır. 

Üç katlı içi boş bileşik silindirlerde temas koşullarını simüle eden F  

parametresinin etkisi, katman malzemelerinin sertlik durumuna, katmanların et 

kalınlıklarına ve önşekildeğiştirme (önçekme/önbasınç) durumuna göre 

incelenmiştir. 

Temas koşullarını simüle eden F parametresinin etkisi ile ilgili olarak, aynı 

şartlarda matematik modelin doğrulanacağı bir çalışma bulunmamaktadır. 

Bununla birlikte öngerilmelerle oluşan önşekildeğiştirmelerin küçük olduğu 

varsayımıyla yapılan iki katlı silindirler ile ilgili çalışmalar literatürde mevcuttur. 2. 

Bölüm’de yapılan değerlendirmeler ışığında, üç katlı silindirlerle ilgili matematik 

model ve algoritmanın da doğruluğu (3) 0   durumunda görülmektedir. 

Üç katlı içi boş bileşik silindirlerde iki adet temas yüzeyi bulunmaktadır. 1F

parametresi iç katman ile orta katman, 2F  ise orta ile dıştaki katman arasındaki 

temas koşullarını karakterize etmektedir. Temas koşullarının ideal olmaması 

durumunu ifade eden 1 2( , )F F F  parametresinin etkisi, problemin diğer 

parametrelerinin değişimi ile birlikte incelenmiştir. Aynı zamanda, öngerilmenin 
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(1) (2) (3)

3 3 3 3( )       temas koşullarıyla olan ilgisi araştırılmıştır. Yapılan 

çalışmalarda malzeme yoğunlukları eşit (1) (2) (3)     olarak düşünülmüştür. 

Katman malzemelerinin sertleşmesinin dalga yayılım hızında temas koşullarıyla 

olan ilişkisi Şekil 3.2 ile Şekil 3.9 arasında verilen grafikler üzerinden 

incelenecektir. 

Yapılan çalışmalarda üç katmandan ikisinin eşit sertlikte olduğu kabul edilmiş ve 

incelenecek katmanın sertlik değerleri değiştirilerek grafikler elde edilmiştir.  

 

Şekil 3.2 Orta silindirin sert olması (  (2) (1) (3)     ) durumunda 
1 2(F ,F )F

parametresinin etkisi ( (1) (3)h / R h / R 0.1  , (2)h / R 0.4 , 3 1   ve 

 (2) (1) (3)/ 2     ) 

Şekil 3.2’de ortadaki silindirin diğerlerinden daha sert olduğu durum için 

 (2) (1) (3)/ 2    
 öngerilme olmadan 1 2(F ,F )F  parametresinin 

(1)

2c/c ve kR

ilişkisine etkisi incelenmiştir. 

Başlangıç koşullarında temas koşullarının ideal olmamasının ( 1 2(F ,F ) 0F  ) 

burulma dalgalarının yayılım hızının kR 0 ’daki limit değerine etki etmediği 

Şekil 3.2’de açıkça görülmektedir. 
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Şekil 3.3 Orta silindirin sert olması (  (2) (1) (3)     ) durumunda 
1 2(F ,F )F

parametresinin etkisi ( (1) (3)h / R h / R 0.1  ,  (2)h / R 0.4 , 3 1   ve 

 (2) (1) (3)/ 5     ) 

 

Şekil 3.4 Orta silindirin sert olması (  (2) (1) (3)     ) durumunda 
1 2(F ,F )F

parametresinin etkisi ( (1) (3)h / R h / R 0.1  , (2)h / R 0.4 , 3 1   ve 

 (2) (1) (3)/ 10     ) 
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Şekil 3.3 ve Şekil 3.4’te ortadaki silindirin diğerlerinden çok daha sert olduğu 

durumlar için  (2) (1) (3)/ 5      ve  (2) (1) (3)/ 10      öngerilme olmadan 

1 2(F ,F )F  parametresinin 
(1)

2c/c  ve kR ilişkisine etkisi incelenmiştir. 

 

Şekil 3.5 Orta silindirin sert olması (  (2) (1) (3)     ) durumunda 
1 2(F ,F )F

parametresinin etkisi ( (1) (3)h / R h / R 0.1  , (2)h / R 0.4  ve (1) (2) (3)
3 3 3 1     

) 

Şekil 3.5’te ise ortadaki silindirin sertleşmesinin  (2) (1) (3)/ 2    

 (2) (1) (3)/ 5    
 ve  (2) (1) (3)/ 10    

 öngerilme olmadan (1) (2) (3)
3 3 3 1      ,

1 2(F ,F )F  parametresinin 
(1)

2c/c  ve kR ilişkisine etkisi aynı grafik üzerinde 

incelenmiştir. 

Ortadaki silindirin sertleşmesiyle  (2) (1) (3)/     birlikte 1F  ve 2F  

parametrelerinin dalga yayılım hızına etkilerinin farklılık arz ettiği görülmektedir.

2F  artışının 1F ’e göre dalga yayılım hızında daha etkili olduğunu söylemek 

mümkündür. 2F  arttıkça dalga yayılım hızının daha da belirgin bir şekilde azaldığı 

gözlemlenmektedir. Şekil 3.5 incelendiğinde, 1 2(F ,F ) (0,5)F F  ve 

1 2(F ,F ) (5,5)F F 2F ’nin yüksek değerlerinde dispersiyon eğrilerinin üst üste 

çakıştığı görülmektedir. 
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Şekil 3.6 İçteki silindirin sert olması ( (1) (2) (3)( )    ) durumunda 
1 2(F ,F )F

parametresinin etkisi ( (1) (2) (3)
3 3 3 1       ve (1) (2) (3)h / R h / R h / R 0.1   ) 

Şekil 3.6’da içteki silindirin diğerlerinden daha sert olduğu durum için  

( (1) (2) (3)(    ), öngerilme olmadan F  parametresinin 
(1)

2c/c  ve kR ilişkisine 

etkisi incelenmiştir. 

Şekil 3.7 ve Şekil 3.8’de ise ortadaki ve dıştaki silindirlerin diğerlerinden daha sert 

olduğu durumlar için ( (2) (1) (3)( )     ve (3) (1) (2)    ), öngerilme olmadan F  

parametresinin 
(1)

2c/c  ve kR ilişkisine etkisi incelenmiştir. 
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Şekil 3.7 Ortadaki silindirin sert olması ( (2) (1) (3)( )    ) durumunda 1 2(F ,F )F

parametresinin etkisi ( (1) (2) (3)
3 3 3 1       ve (1) (2) (3)h / R h / R h / R 0.1   ) 

 

Şekil 3.8 Dıştaki silindirin sert olması ( (3) (1) (2)    ) durumunda 
1 2(F ,F )F

parametresinin etkisi ( (1) (2) (3)
3 3 3 1       ve (1) (2) (3)h / R h / R h / R 0.1   ) 
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Silindir katmanı malzemelerinin sertleşmesiyle birlikte dalga yayılım hızının 

arttığı/azaldığı görülmektedir. Ortadaki katman sertleştikçe dalga yayılım hızı 

azalmakta, iç ve dıştaki katman sertleştikçe dalga yayılım hızı artmaktadır. Bu 

noktada dıştaki katmanın sertleşmesinin dalga yayılım hızının artmasında daha 

fazla tesiri olduğu Şekil 3.8 ve 3.9 incelendiğinde görülmektedir. Elde edilen veriler 

daha önce yapılan çalışmalarla örtüşmektedir. Bu husus algoritmanın doğruluğunu 

göstermektedir. 

 

Şekil 3.9 Silindirlerin sertleşmesidurumunda 
1 2(F ,F )F parametresinin etkisi 

( (1) (2) (3)
3 3 3 1       ve (1) (2) (3)h / R h / R h / R 0.1   ) 

Silindir katmanlarının et kalınlıkları değişiminin ( h / R ) dalga yayılım hızında 

temas koşullarıyla 1 2(F ,F )F  olan ilişkisi Şekil 3.10 ile Şekil 3.15 arasında verilen 

grafikler üzerinden incelenecektir. 
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Şekil 3.10 İçteki silindirin et kalınlığı (1)h / R değişimi durumunda 1 2(F F )F 

parametresinin etkisi ( (1) (2) (3)
3 3 3 1       ve (1) (2) (3)/ ( ) 2.0     ) 

Öncelikle, her iki arayüz arasındaki temas koşullarının da aynı olduğu 1 2(F F )F   

ve içteki silindirin diğerlerinden daha sert olduğu (1) (2) (3)/ ( ) 2.0     kabul 

edilmiştir.  

Şekil 3.10’da içteki silindirin et kalınlığı artışının dalga yayılım hızını artırdığı, 

bununla birlikte temas koşullarının kötüleşmesinin 1 2(F F ) 0F    et kalınlığı 

arttıkça etkisini daha fazla artırdığı görülmektedir. 

Şekil 3.11’de ortadaki silindirin et kalınlığı artışının dalga yayılım hızını azalttığı, 

temas koşullarının kötüleşmesinin 1 2(F F ) 0F    dalga yayılım hızının yüksek 

olduğu değerlerde, yani ortadaki silindirin et kalınlığının az olduğu durumda daha 

etkin olduğu görülmektedir. 

Şekil 3.12’de ise dıştaki silindirin et kalınlığı artışının dalga yayılım hızını azalttığı, 

Şekil 3.11’de olduğu gibi, temas koşullarının kötüleşmesinin 1 2(F F ) 0F    dalga 

yayılım hızının yüksek olduğu değerlerde, yani dıştaki silindirin et kalınlığının az 

olduğu durumda daha etkin olduğu görülmektedir. 
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Şekil 3.11 Ortadaki silindirin et kalınlığı (2)h / R değişimi durumunda 
1 2(F F )F 

parametresinin etkisi ( (1) (2) (3)
3 3 3 1      ve (1) (2) (3)/ ( ) 2.0     ) 

 

Şekil 3.12 Dıştaki silindirin et kalınlığı (3)h / R değişimi durumunda 1 2(F F )F 

parametresinin etkisi ( (1) (2) (3)
3 3 3 1      ve (1) (2) (3)/ ( ) 2.0     ) 
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Şekil 3.13 İçteki silindirin et kalınlığı (1)h / R değişimi durumunda 1 2(F ,F )F

parametresinin etkisi  ( (1) (2) (3)
3 3 3 1      , (2) (3)h / R h / R 0.1  ve

(1) (2) (3)/ ( ) 2.0    ) 

 

Şekil 3.14 Ortadaki silindirin et kalınlığı (2)h / R değişimi durumunda 1 2(F ,F )F

parametresinin etkisi  ( (1) (2) (3)
3 3 3 1      , (2) (3)h / R h / R 0.1   ve

(1) (2) (3)/ ( ) 2.0    ) 
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Şekil 3.13, Şekil 3.14 ve Şekil 3.15’te silindir et kalınlıklarının artışının/azalışının 

dalga yayılım hızına olan etkisi 1 2(F ,F )F  şartlarında incelenecektir. Arayüzler 

arasında temas koşullarının farklılık arz etmesi durumu incelendiğinde; 

 Silindir et kalınlıkları değişiminde 1F   ve 2F  parametrelerinin dalga yayılım 

hızına etkilerinin farklılık arz ettiği görülmektedir.  

 2F artışının 1F ’e göre dalga yayılım hızında daha etkili olduğunu söylemek 

mümkündür.  

 2F  arttıkça dalga yayılım hızının daha da belirgin bir şekilde azaldığı 

gözlemlenmektedir.  

 Şekil 3.15 incelendiğinde, 1 2(F ,F ) (0,5)F F  ve 1 2(F ,F ) (5,5)F F         

2F ’nin yüksek değerlerinde dispersiyon eğrilerinin üst üste çakıştığı 

görülmektedir. 

 

Şekil 3.15 Dıştaki silindirin et kalınlığı (3)h / R değişimi durumunda 1 2(F ,F )F

parametresinin etkisi  ( (1) (2) (3)
3 3 3 1      , (2) (3)h / R h / R 0.1    ve

(1) (2) (3)/ ( ) 2.0    ) 
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Öngerilmenin dalga yayılım hızına etkisi ve temas koşullarının da değişimiyle 

birlikte elde edilen grafikler üzerinden incelenecektir. 

Öncelikle, 1 2F F , (1) (3)   , (1) (3)h / R h / R 0.1  , (2)h / R 0.4  ve 

(1) (2) (3)     durumu ele alınmışır. Ortadaki silindirin sertleşmesinin F 

parametresi ile birlikte etkisi farklı önşekildeğiştirme durumlarında 

(1) (2) (3)
3 3 3 0.6       (Şekil 3.16), (1) (2) (3)

3 3 3 1       (Şekil 3.17) ve

(1) (2) (3)
3 3 3 1.4       olmak üzere (Şekil 3.18) ele alınmıştır. Grafikler 

incelendiğinde: 

 Ortadaki silindirin sertleşmesiyle birlikte ( (2) (1) (3)/ ( )    arttıkça) dalga 

yayılım hızının (2)

2c/c azaldığı görülmektedir. 

 Diğer tüm örneklerde olduğu gibi F parametresi arttıkça dalga yayılım hızı 

azalmaktadır.  

 Önşekildeğiştirmenin olmadığı ( (1) (2) (3)
3 3 3 1      ) Şekil 3.17 

incelendiğinde, (2) (1) (3)/ ( )     arttıkça F parametresinin ekisinin daha 

da belirginleştiği görülmektedir. 

 Şekil 3.16, Şekil 3.17 ve Şekil 3.18 birlikte değerlendirildiğinde ise parçadaki 

önşekildeğiştirmenin artmasıyla birlikte F parametresinin etkisinin oldukça 

arttığı ve dalga yayılım hızını önemli ölçüde azalttığı görülmektedir. 
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Şekil 3.16 Önbasınç halindeyken ( (1) (2) (3)
3 3 3 0.6      ) ortadaki silindirin 

sertleşmesi durumlarında 1 2(F F )F   parametresinin etkisi 

( (1) (3)h / R h / R 0.1  ve (2)h / R 0.4 ) 

 

Şekil 3.17 Öngerilme olmadan ( (1) (2) (3)
3 3 3 1      ) ortadaki silindirin sertleşmesi 

durumlarında 1 2(F F )F   parametresinin etkisi 

( (1) (3)h / R h / R 0.1  ve (2)h / R 0.4 ) 
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Şekil 3.18 Önçekme halindeyken ( (1) (2) (3)
3 3 3 1.4      ) ortadaki silindirin 

sertleşmesi durumlarında 1 2(F F )F   parametresinin etkisi                                               

( (1) (3)h / R h / R 0.1   ve (2)h / R 0.4 ) 

Mekanik prensiplerine göre ortadaki silindirin et kalınlığının (2)h / R artmasıyla 

birlikte dalga yayılım hızı   (2)

2/c c  artmalıdır. Bu tahmin, (1) (3)h / R h / R 0.1   

ve (2) (1)/ 2.0    durumunda (1) (2) (3)
3 3 3 0.6       (Şekil 3.19), 

(1) (2) (3)
3 3 3 1       (Şekil 3.20) ve (1) (2) (3)

3 3 3 1.4       (Şekil 3.21) olacak şekilde 

farklı (2)h / R değerleri için incelenmiş ve doğrulanmıştır. 
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Şekil 3.19 Önbasınç halindeyken ( (1) (2) (3)
3 3 3 0.6      ) ortadaki silindirin et 

kalınlığının (2)h / R artmasıdurumunda 1 2(F F )F   parametresinin etkisi 

( (1) (3)h / R h / R 0.1   ve   (2) (1) (3)/ 2.0     ) 

Belirlenen durum için grafikler incelenediğinde: 

 Şekil 3.20’de görüldüğü gibi, dalga yayılım hızı (2) /h R  ile birlikte artmaktadır. 

 Buna paralel olarak temas koşulunu simüle eden F parametresinin artmasıyla 

birlikte dalga yayılım hızı oldukça düşmektedir.  

 Bununla birlikte, parçadaki önşekildeğiştirmenin artmasıyla birlikte F 

parametresinin etkisinin oldukça arttığı ve dalga yayılım hızını önemli ölçüde 

azalttığı Şekil 3.19, Şekil 3.20 ve Şekil 3.21 birlikte değerlendirildiğinde 

görülmektedir. 
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Şekil 3.20 Öngerilme olmadan (1) (2) (3)
3 3 3 1       ortadaki silindirin et kalınlığının 

(2)h / R artması durumunda 1 2(F F )F   parametresinin etkisi                                         

( (1) (3)h / R h / R 0.1  ve  (2) (1) (3)/ 2.0     ) 

Ele alınan tüm örnek durumlarda,  0R k  için dalga yayılım hızının limit 

değerinin F parametresinden bağımsız olarak aynı olduğu görülmektedir. F 

parametresinin etkisi boyutsuz dalga sayısı olan kR boyunca azalmaktadır. 

Sonuçta dalga yayılım hızı,  kR  durumunda min )(),( )2(

3

)2(

2

)1(

3

)1(

2  cc  değerine 

yaklaşır ki burada ( ) ( 1,2,3)m

Rc m   m’inci malzemenin Rayleigh dalga hızıdır. 

Dolayısıyla, burulma dalgası yayılım hızının yüksek dalga boyu sınır değeri aynı 

şekilde F parametresine bağlı değildir. 
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Şekil 3.21 Önçekme halindeyken ( (1) (2) (3)
3 3 3 1.4      ) ortadaki silindirin et 

kalınlığının (2)h / R artması durumunda 1 2(F F )F   parametresinin etkisi 

( (1) (3)h / R h / R 0.1   ve  (2) (1) (3)/ 2.0     ) 

 

Şekil 3.22 İçteki silindir önbasınç halindeyken ( (1)
3 0.6  ) içteki silindirin et 

kalınlığının (1)h / R artması durumunda 1 2(F F )F   parametresinin etkisi 

( (2) (3)h / R h / R 0.1  , (2) (3)
3 3 1     ve (1) (2)/ 2.0   ) 
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Öngerilmenin sadece içteki silindirde olduğu düşünülerek, dalga yayılım hızı 

değişimi (2) (3)h / R h / R 0.1   ve (1) (2)/ 2.0    durumunda (1)
3 0.6   (Şekil 3.22), 

(1)
3 1   (Şekil 3.23) ve (1)

3 1.4   (Şekil 3.24) olacak şekilde farklı (1)h / R değerleri 

için incelenmiştir. Temas koşullarının değişimi durumuna bağlı olarak  elde edilen 

grafikler yorumlanmıştır. 

 

Şekil 3.23 İçteki silindirde öngerilme olmadan ( (1)
3 1  ) içteki silindirin et kalınlığının 

(1)h / R artması durumunda 1 2(F F )F   parametresinin etkisi 

( (2) (3)h / R h / R 0.1  , (2) (3)
3 3 1    ve (1) (2)/ 2.0   ) 

Belirlenen durum için grafikler incelenediğinde: 

 Şekil 3.23’de görüldüğü gibi içteki silindirde öngerilme olmadığı zaman, dalga 

yayılım hızı (1) /h R  ile birlikte artmaktadır. 

 Önbasınç olduğu zaman Şekil 3.22’de görüldüğü gibi dalga yayılım hızı 

(1) /h R  ile birlikte azalmaktadır. 

 Önçekme olduğu zaman ise Şekil 3.24’te görüldüğü gibi dalga yayılım hızı 

(1) /h R  ile birlikte oldukça artmaktadır. 

 Buna paralel olarak temas koşulunu simüle eden F parametresinin artmasıyla 

birlikte dalga yayılım hızı oldukça düşmektedir.  
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 Bununla birlikte, parçadaki önşekildeğiştirmenin artmasıyla birlikte F 

parametresinin etkisinin oldukça arttığı ve dalga yayılım hızını önemli ölçüde 

azalttığı Şekil 3.22, Şekil 3.23 ve Şekil 3.24 birlikte değerlendirildiğinde 

görülmektedir. 

 

Şekil 3.24 İçteki silindir önçekme halindeyken ( (1)
3 1.4  ) içteki silindirin et 

kalınlığının (1)h / R artması durumunda 1 2(F F )F   parametresinin etkisi 

( (2) (3)h / R h / R 0.1  , (2) (3)
3 3 1    ve (1) (2)/ 2.0   ) 

Silindirler arasındaki temas koşullarının farklı olduğu 1 2F F  durumu düşünelim. 

Ortadaki silindirin diğerlerine göre daha sert olduğu  (2) (1) (3)/ 2.0     , iç ve 

dıştaki silindirlerin et kalınlıklarının eşit (1) (3)h / R h / R 0.1   ve ortadaki 

silindirin et kalınlığının diğerlerinden fazla olduğu (2)h / R 0.4  koşuluyla,  

önbasınç 3 0.6   (Şekil 3.25), öngerilmesiz 3 1.0   (Şekil 3.26) ve önçekme 

hali 3 1.4   (Şekil 3.27) ile birlikte 1F   ve 2F  parametrelerinin dalga yayılım hızına 

etkileri incelenmiştir. Önşekildeğiştirmenin artmasıyla 1F   ve 2F   parametrelerinin 

etkisinin daha da belirgin hale geldiği ve 2F  artışının 1F ’e göre dalga yayılım 

hızında daha etkili olduğu görülmektedir. 
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Şekil 3.25 Önbasınç (1) (2) (3)
3 3 3 0.6      halinde 1 2(F ,F )F parametresinin etkisi 

( (2) (1) (3)/ ( ) 2.0     , (1) (3)h / R h / R 0.1   ve (2)h / R 0.4 ) 

 

Şekil 3.26 Öngerilme olmaması (1) (2) (3)
3 3 3 1       halinde 1 2(F ,F )F parametresinin 

etkisi ( (2) (1) (3)/ ( ) 2.0     , (1) (3)h / R h / R 0.1  ve (2)h / R 0.4 ) 
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Şekil 3.27 Önçekme (1) (2) (3)
3 3 3 1.4      halinde 1 2(F ,F )F parametresinin etkisi 

( (2) (1) (3)/ ( ) 2.0     , (1) (3)h / R h / R 0.1   ve (2)h / R 0.4 ) 

 

 

Şekil 3.28 Öngerilmeli durumda 1 2(F ,F )F parametresinin etkisi 

( (2) (1) (3)/ ( ) 2.0     , (1) (3)h / R h / R 0.1   ve (2)h / R 0.4 ) 
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Öngerilme halinin etkisi aynı grafik üzerinde daha net ortaya çıkmaktadır. 

Şekil 3.28 incelendiğinde, önçekme halinde dalga yayılım hızının arttığı, ancak 

temas koşullarının kötüleşmesinin 1 2(F ,F ) 0F   etkisinin oldukça belirgin hale 

geldiği görülmektedir. 
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4 
   SONUÇ VE ÖNERİLER 

 

Bu tez çalışmasında, önşekildeğiştirmelerin sonlu olduğu ve elastisite ilişkilerinin 

harmonik potansiyel ile verildiği durumlar için, Öngerilmeli Cisimlerde Üç Boyutlu 

Doğrusallaştırılmış Elastik Dalga Yayılımı Teorisi (ÖCÜDEDYT) uygulanarak; ideal 

olmayan temas koşullarının etkisi altında öngerilme, geometrik ve mekanik 

parametrelerin burulma dalga dispersiyonuna etkileri incelenmiştir.  

Bu maksatla; iki katlı içi boş ve üç katlı içi boş bileşik silindirler için dispersiyon 

denklemleri çıkarılarak çözümlerinde kullanılacak algoritmalar oluşturulmuş, 

daha önce yapılan çalışmalarla uyumluluğu kontrol edildikten sonra, ideal olmayan 

temas koşullarının etkisinin sayısal sonuçları elde edilerek grafiklerle 

yorumlanmıştır. 

Yapılan çalışmalarda malzeme yoğunlukları eşit 
(1) (2) (3)     olarak 

düşünülmüş ve aşağıdaki sonuçlar elde edilmiştir; 

İki katlı bileşik silindir için: 

 kR 0  için dalga yayılım limit hızı aynıdır ve F parametresinden 

bağımsızdır, 

 Temas koşullarının ideal olmaması dalga yayılım hızını bariz bir şekilde 

düşürmektedir. 

Geometrik parametrenin yani et kalınlığı değişiminin etkisi: 

 İçteki silindirin et kalınlığı (1)h / R  arttıkça dalga yayılım hızı da artmaktadır,  

 Dıştaki silindirin et kalınlığı (2)h / R  arttıkça dalga yayılım hızı azalmaktadır, 

 Ancak (2)h / R ’nin düşük değerlerinde, (1)h / R ’nin ise yüksek değerlerinde F 

parametresinin etkisinin daha fazla olduğu görülmektedir. Yani temas 

koşulları kötü ise burulma dalgalarının yayılım hızının daha az etkilenmesi 



82 

 

için dıştaki silindirin et kalınlığı artırılmalı ya da içteki silindirin et kalınlığı 

ise azaltılmalıdır, 

 Bununla birlikte F parametresinin ekisinin (2)h / R  azalışına oranla (1)h / R  

artışıyla daha belirgin olduğu görülmektedir. 

 Her iki silindirin et kalınlıkları aynı mikarda artırıldığında F parametresinin 

etkisinin azaldığı gözlemlenmiştir. Bu durum bize dıştaki silindirin (2)h / R et 

kalınlığı artışının daha etkin olduğunu göstermektedir. 

Silindir katman malzemelerinin sertlik değişiminin etkisi: 

 İçteki silindirin sertleşmesiyle dalga yayılım hızı azalır, 

 Dıştaki silindirin sertleşmesiyle dalga yayılım hızı artar, 

 Her iki katmanda da yüksek sertlik değerlerinde temas koşullarını simüle 

eden F parametresinin artmasıyla dalga yayılım hızının daha fazla azaldığı 

görülmektedir, 

 F parametresinin etkisinin, içteki silindirin sertleşme artışına oranla dıştaki 

silindirin sertleşme artışıyla daha belirgin olduğu görülmektedir. 

Öngerilmenin etkisi: 

 Önçekme değerlerinin büyümesiyle F parametresinin etkisinin daha belirgin 

olduğu görülmektedir. Önbasınç durumunda ise F parametresinin etkisi 

azalmaktadır. 

Üç katlı bileşik silindir için: 

 Başlangıç koşullarında temas koşullarının ideal olmaması ( 1 2(F ,F ) 0F  ), 

burulma dalgalarının yayılım hızının kR 0 ’daki limit değerine etki 

etmemektedir, 

 F parametresi arttıkça dalga yayılım hızı azalmaktadır. 

Silindir katman malzemelerinin sertlik değişiminin etkisi: 

 Ortadaki silindirin sertleşmesiyle  (2) (1) (3)/     birlikte 1F  ve 2F  

parametrelerinin dalga yayılım hızına etkilerinin farklılık arz ettiği 

görülmektedir. 2F  artışının 1F ’e göre dalga yayılım hızında daha etkili 
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olduğunu söylemek mümkündür. 2F  arttıkça dalga yayılım hızının daha da 

belirgin bir şekilde azaldığı gözlemlenmektedir, 

 1 2(F ,F ) (0,5)F F  ve 1 2(F ,F ) (5,5)F F 2F ’nin yüksek değerlerinde 

dispersiyon eğrilerinin üst üste çakıştığı görülmektedir, 

 Silindir katmanı malzemelerinin sertleşmesiyle birlikte dalga yayılım hızının 

arttığı/azaldığı görülmektedir, 

 Ortadaki katman sertleştikçe dalga yayılım hızı azalmakta, iç ve dıştaki 

katman sertleştikçe dalga yayılım hızı artmaktadır, 

 Bu noktada dıştaki katmanın sertleşmesinin dalga yayılım hızının artmasında 

daha fazla tesiri olduğu görülmektedir. 

Silindir et kalınlıkları değişiminin etkisi: 

 İçteki silindirin et kalınlığı artışının dalga yayılım hızını artırdığı, bununla 

birlikte temas koşullarının kötüleşmesinin 1 2(F F ) 0F    et kalınlığı arttıkça 

etkisini daha fazla artırdığı görülmektedir, 

 Ortadaki silindirin et kalınlığı artışının dalga yayılım hızını azalttığı, temas 

koşullarının kötüleşmesinin 1 2(F F ) 0F    dalga yayılım hızının yüksek 

olduğu değerlerde, yani ortadaki silindirin et kalınlığının az olduğu durumda 

daha etkin olduğu görülmektedir, 

 Dıştaki silindirin et kalınlığı artışının dalga yayılım hızını azalttığı, temas 

koşullarının kötüleşmesinin 1 2(F F ) 0F    dalga yayılım hızının yüksek 

olduğu değerlerde, yani dıştaki silindirin et kalınlığının az olduğu durumda 

daha etkin olduğu görülmektedir, 

 Silindir et kalınlıkları değişiminde 1F  ve 2F  parametrelerinin dalga yayılım 

hızına etkilerinin farklılık arz ettiği görülmektedir, 

 2F  artışının 1F ’e göre dalga yayılım hızında daha etkili olduğunu söylemek 

mümkündür, 

 2F  arttıkça dalga yayılım hızının daha da belirgin bir şekilde azaldığı 

gözlemlenmektedir, 
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 1 2(F ,F ) (0,5)F F  ve 1 2(F ,F ) (5,5)F F 2F ’nin yüksek değerlerinde 

dispersiyon eğrilerinin üst üste çakıştığı görülmektedir. 

Öngerilmenin etkisi: 

 Önşekildeğiştirmenin olmadığı ( (1) (2) (3)
3 3 3 1      ) durumda ortadaki 

silindirin sertliği (2) (1) (3)/ ( ) 1     arttıkça F parametresinin ekisinin 

daha da belirgenleştiği görülmektedir, 

 Parçadaki önşekildeğiştirmenin artmasıyla birlikte F parametresinin 

etkisinin oldukça arttığı ve dalga yayılım hızını önemli ölçüde azalttığı 

görülmektedir, 

 İçteki silindirde öngerilme olmadığı zaman, dalga yayılım hızı (1) /h R  ile 

birlikte artmaktadır, 

 Önbasınç olduğu zaman, dalga yayılım hızı (1) /h R  ile birlikte azalmaktadır. 

 Önçekme olduğu zaman ise dalga yayılım hızı (1) /h R  ile birlikte oldukça 

artmaktadır, 

 Önşekildeğiştirmenin artmasıyla 1F  ve 2F   parametrelerinin etkisinin daha da 

belirgin hale geldiği ve 2F  artışının 1F ’e göre dalga yayılım hızında daha etkili 

olduğu görülmektedir, 

 Önçekme halinde dalga yayılım hızının arttığı, ancak temas koşullarının 

kötüleşmesinin 1 2(F ,F ) 0F   etkisinin oldukça belirgin hale geldiği 

görülmektedir. 

Yukarıdaki sonuçlara göre, ideal olmayan temas koşullarının dalga yayılım hızının 

azalmasına neden olduğu ve malzemelerdeki öngerilmenin sadece dalga yayılım 

hızını değil, aynı zamanda ideal olmayan temas koşullarının belirtilen etkisinin 

büyüklüğünü de etkilediği sonucuna varılabilir. 

Mevcut araştırmanın sonuçları ve yöntemi, çeşitli sıvı türlerini transfer etmek için 

kullanılan üç katmanlı polimer boruların gürültüsünün belirlenmesi, kontrolü ve 

en aza indirilmesi için kullanılabilir. Aynı zamanda, bu araştırmaların sonuçları, 
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tabakalı kompozit malzemelerde yapışma kalitesinin belirlenmesi ve kontrolü için 

de kullanılabilir. 

Tez çalışmasında uygulanan metod ile öngerilmelerden kaynaklanan 

önşekildeğiştirmelerin küçük ve sonlu olduğu en geniş durumları da kapsayarak 

hiperelastik malzemelerden yapılan bileşik silindirlerde tahribatsız gerilme 

analizleri yapılabilir. 
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