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OZET

ENTROPININ ISTATiISTIKTEKi BAZI UYGULAMALARI

Gokhan DINCER

istatistik Anabilim Dal

Yuksek Lisans Tezi

Tez Danismani: Dog. Dr. Atif Ahmet EVREN

istatistiksel entropi, bir istatistiksel deneydeki belirsizligin 6lciisiidiir. Deneyin sonucu
ne Olclide 6ngorilebilir ise entropi o kadar disik, deney sonucunun 6ngorilebilirligi
ne oOlclide yiksekse entropi o kadar yiksek olmaktadir. Bunun disinda istatistiksel
entropinin bazi ilging uygulama alanlari vardir.

ilk olarak, olasilik (ya da frekans) dagiliminin nitel olmasi durumunda dagiima &lcisii
icin istatistiksel entropiden yararlanilabilir. Bilindigi gibi nitel dagilimlarda merkezi
toplanma 06lglsi olarak aritmetik ortalama kullanilamadigindan, dagilma 6l¢lisii olarak
varyans, standart sapma gibi istatistikler de hesaplanamamaktadir. Buna ek olarak
degiskenler nitel oldugu zaman, klasik korelasyon 6lctleri de kullanilamamaktadir. Bu
nedenle entropi ve karsilikh bilgi Olcllerinin; degiskenler arasindaki bagimliliklarin
analizinde kullanilmasi yerinde olacaktir.

ikinci olarak entropi kavramindan tiireyen goreli entropi, olabilirlik fonksiyonu ile
ilgilidir. Genel olarak goreli entropi (Kullback-Leibler sapmasi) ve goreli entropiden
tlreyen bazi uyum iyiligini 6lcmeye yarayan istatistikler ki-kare dagilimlari ile yakindan
iliskilidir.

Tezde bu konular detaylica tartisildiktan sonra yapilacak bazi uygulamalarla entropi ve
entropiden tlireyen bazi istatistiklerin yukarida s6ziU edilen temel istatistik
problemlerine uygulanabilirligi tartisilmaktadir.
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ABSTRACT

SOME APPLICATIONS IN STATISTICS ENTROPY

Gokhan DINCER

Department of Statistics

MSc. Thesis

Adviser: Assoc. Prof. Dr. Atif Ahmet EVREN

Statistical entropy is a measure of uncertainty that a statistical experiment possesses.
The more predictable the outcome of an experiment, the lower the entropy; and the
less predictable the outcome, the higher the entropy . In addition there are some
interesting application areas for statistical entropy.

First of all, whenever the probability (or frequency) distribution is qualitative, entropy
can be used as a measure of variation. In these cases, as known well, the statistics like
variance and standard deviation can’t be computed since arithmetic mean cannot be
obtained as a measure of central tendency for qualitative distributions. Besides,
whenever two variables are qualitative, classic correlation measures cannot be used.
For this reason the application of measures of entropy and mutual information to the
study of association between variables will be useful.

Entropy and relative entropy are closely related to likelihood function. In general,
relative entropy (Kullback-Leibler divergence) is closely associated with some goodness
of fit statistics like chi-square statistics.

In this thesis, after these issues are discussed in detail, by some applications,
applicability of some of the measures based on entropy and relative entropy to basic
problems of statistics mentioned previously is studied.
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BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Entropi kavrami bilgi kurami ve belirsizlikle kurami ile birlikte kullanilan bir kavramdir
ve bir sistemdeki belirsizlik miktarini verir. Sistem diizensizligi arttikca artan herhangi

bir fonksiyon entropi fonksiyonu olabilir.

istatistiksel entropi, bir istatistik deneyin belirsizliginin 6l¢lisiidiir. Deney sonucu ne
dlciide dngdriillemez ise entropi o denli biyiik olmaktadir. Ornegin hilesiz bir madeni
paranin atilmasi deneyinde her iki sonucun ortaya ¢itkma olasiligi birbirine esit oldugu
icin maksimum belirsizlik, maksimum entropi s6z konusudur. Ornegin; tura gelme
olasiliginin yazi gelme olasiligindan bariz bir sekilde blyik oldugu bir paranin
atilmasindan onceki (deneyin sonucunu tahmin etmeye yonelik) belirsizlik daha azdir.
Clnku buylk olasihkla tura gelecektir. Bu anlamda bir kisinin bdyle bir deneyi
gerceklestirmekle elde edecegi bilgi az olacaktir. Bu anlamda entropi ile (deneyden

elde edilecek) bilgi miktari birbirleri ile iliskili iki kavram olmaktadir.

Entropiden tliretilen bazi 6lgller nitel degiskenler arasindaki niteliksel varyasyonu ve
iliskiyi 6lcmek icin kullanilir. Ayrica rolatif entropi, genel olarak uyum iyiligi testlerini ya

da herhangi bir istatiksel modelin yeterliligini kontrol etmede kullanilir.

istatistik mekanigin ana sonuglarindan birisi, kapal sistemlerin diizensizlige egilim
gosterdigi ve entropinin de bu dilizensizligin bir Ol¢lsi oldugudur. Yani evrende
kendisini disari kapatan, enerji ve madde kayiplarini disaridan yeni madde ve enerji

girdileriyle telafi etmeyen bitin sistemler bu anlamda bir dizensizlige, dagilmaya ve



Olime dogru gitme egilimindedir. Mesela glinimiizde teknolojiyi kullanmayan bir

fabrika buna bir ornektir.

Entropi, Fiziko-kimyanin énemli yasalarindan olan Termodinamik yasalardan ikincisidir.
Genel olarak termodinamik yasalar, bir sistemin enerjiyi yararl ise donustirilmesi
surecleriyle ilgilidir. Bir sitem icerisinde yer alan, enerjileri farkh ya da benzer olabilen
iyon, molekil ya da atom gibi taneciklerin etkilesimlerini (mekanik ve 1sil olaylar

arasindaki baglantiyi) inceleyen bir bilim dalidir.

Entropi yasasi, enerjinin bir halden baska bir hale donistirilmesinin belli bir
maliyetinin oldugu ve bu maliyetin, “gelecekte ayni tlirden bir isin ylritilmesi icin elde
edilebilir enerji miktarindaki azalma” bigiminde ortaya ¢iktigini sdylemektedir[1]. Yani
ilave bir enerji olmaksizin ayni enerji kullanilarak ayni fayda elde edilemez. Enerjideki
bu kayiplar, entropi kavramiyla genellestirilmektedir. Dolayisiyla entropi, bir sistemde
yeniden kullanilmayacak sekilde bir enerji kaybinin ortaya ¢ikmasi durumunu ifade
etmektedir. Diger bir anlatimla entropi,”artik ise donulstirilemeyen enerji miktarinin

Olcimadar” [1].

Rudolf Clausius termodinamik biliminin baslica kurucu kabul edilen Alman fizikgi ve
matematik¢i Carnot c¢evrimi olarak bilinen ilkesini 1si teorisi olarak yeniden
sekillenmistir. 1850 yilinda yayimlananan en 6nemli makalesi Mekanik 1sI teorisi
Uzerine termodinamigin ikinci yasasindaki temel fikirlere agiklamalar getirmektedir.
1865 yilinda bilimi entropi ile tanistirdi. 1865 yilinda termodinamigin birinci ve ikinci

yasasini asagidaki gibi 6zetlemistir:

Evrenin enerjisi serbesttir.( Enerji yoktan var edilemez var olan enerjide yok edilemez.

Sadece bir tiirden diger bir tiire dénisebilir.)
Evrenin entropisi maksimuma ulasma egilimindedir.

Termodinamik’teki entropinin olasiliga dayali anlamini ilk wvurgulayan bilim
adamlarindan biri L. Boltzman’dir. Boltzman bir sistemin sahip oldugu belirsizlik ile
entropisi arasindaki paralleligi vurgulamasi bakimindan istatistiksel Bilgi (informasyon)
Kuraminin oncileri arasinda sayilabilir. Bir gazin sahip oldugu serbestlik derecesi gazin

belirsizligi ile (dolayisiyla sistemi olusturan pargaciklarin belirsizligi ile) ilgilidir [2].



Bu bakis acisiyla Ludwig Boltzman istatistiksel fizikte entropiyi, olasilik kavramini da
giindeme getirerek dogal ve teknik siireglerde gecerli olan termodinamik diizensizlik
denklemini ortaya koymus, tGnli Boltzmann bagintisini S=k In W olarak elde etmistir.
Burada k =1.3806505x10%) K' Boltzmann sabiti’dir. Sézii edilen mikroskopik
durumlarin tanimi ve sayilmasi ise, sistemi olusturan atomlari tarif eden temel mekanik

yasalar kullanilarak yapilir.

1948 yili entropi alanindaki ¢alismalarin baslangic yili olarak kabul edilir. informasyon
teorisinde Shannon’un, bir bilgi kaynaginin belirsizliginin 6l¢lim niceligini kesfetmesinin
ardindan matematiksel formlarinin ve fiziksel degerlerinin benzerliginden dolay! bu
niceligi de istatistiksel mekanik ve termodinamikteki gibi entropi olarak adlandiriimistir.

Shannon entropisi pratikte en sik kullanilan belirsizlik élgtsuddr.

Alfred Renyi 1961 yilinda Renyi entropisini tanimlamistir. Rényi entropisi de biyolojik
cesitliligin derecesinin ortaya konmasinda kullanilmaktadir. Ayrica Kuantum bilgi 6lglist
olarak kullanimi da énemlidir. Renyi entropisi Shannon entropisinin a—1 yaklasirken
Ozel bir halidir. Yani Renyi entropileri 6zel bir durum olarak Shannon entropilerini

icerir.

Fizikte Tsallis entropisi Boltzman ve Gibbs entropilerinin genellestirilmis halidir.
Constantino Tsallis tarafindan standart istatiksel mekanigi genelleme igin bir temel
olarak 1988 yilinda tanitildi. Tsallis entropisi genel bir olgu olarak Simpson cesitlilik

indeksinin 6zel konumunu dogrulamistir.

Entropi, ayni zamanda bir sistemdeki “dlzensizlik’ in bir dlgisidir”. Cunkl “sistemin
dizensizligini artiran her olay entropisini de artirmaktadir”. Dlzensizlik, bir sistem
icerisinde Ogeler arasindaki enerji akisini etkileyen bir faktordiir. Bir sistemin 6geleri
arasindaki etkilesim ya da baglanma derecesiyle ters orantilidir. Sistemi olusturan
O0geler arasindaki baglanmalar zayifladikca entropi artmaktadir. Bu bakimdan
“maksimum entropi en dizensiz durumdur”[1]. Bu anlamda duzensizlik, 6geler
arasindaki muhtemel baglanma derecelerini zayiflatarak bir sistem olusmasini
engelleyecek dizeyde muhtemel iliski sayisindaki artislardan kaynaklanan belirsizliktir.

Bir sistemde entropinin artisiyla sistemdeki diizensizligin artacagi (organizasyonun


http://bg.wikipedia.org/wiki/%D0%94%D0%B6%D0%B0%D1%83%D0%BB
http://bg.wikipedia.org/wiki/%D0%9A%D0%B5%D0%BB%D0%B2%D0%B8%D0%BD

kaybolacagi) ve tim dogal ve fiziksel siireglerde tersinmezlik ylziinden diizensizlik ve

karmasanin olasiliginin hep en yiiksek oldugu séylenebilir.

Bir termodinamik sistemin 06geleri arasinda enerji dlzeyleri bakimindan farkin
olmamasi durumuna denge hali denmektedir. Denge hali ,“reaksiyonun(etkilesimin) hig
olmadig! halidir” [3]. Denge hali, bir sistemin yeniden ayni tir bir isi yapamayacak
duruma gelmesi halidir. Cliink( enerji diizeyleri esit oldugundan enerji akisi olmaz. Bu
durumda sistemin yararli bir is Uretebilmesi icin ilave bir enerjiye gereksinimi ortaya
cikmaktadir. O halde ilave enerjinin olmadigi kapali bir sistemde entropi, bir siire sonra
maksimuma varmaktadir. Diger bir ifadeyle, “denge konumunda sistemi olusturan
Ogelerin i¢ enerjisi azalirken entropisi artmaktadir”. Denge halindeki bir sistemde
maksimum entropi vardir. Yani iki konum arasinda enerji akisi yoktur ve dolayisiyla bir
is ortaya ¢ikmaz. Bu durum, "elde edilemez veya bagl enerji miktarinin maksimuma

ulastig anlamina gelmektedir. Yani kapali sistemin i¢ enerjisi artmistir.

1.2 Tezin Amaci

Entropi fizikten aldigimiz bir kavramdir. Fiziko-kimyanin 6énemli yasalarindan olan
Termodinamik yasalardan ikincisidir. Yillar icinde matematik biliminde kullanilarak
entropi de gelismeler elde edilmistir. Istatistikte entropinin kullanimi belirsizligin
olclisti olarak Literatiire giris yapmistir. istatistik biliminde entropi kullanilarak bircok

galisma yapilmistir.

Bu calismada entropinin istatistikteki kullanim alanlarina deginilmis ve bunlarla ilgili
uygulamalarla bu kullanim alanlari agiklanmistir. Bu ¢alismada genel olarak entropinin

dort kullanim alanina deginilmistir. Bunlar sunlardir:

e Nitel dagilimlar icin degiskenligin (variation) 6lctilmesi
e Nitel degiskenler arasinda birliktelik (association) dercesinin belirlenmesi
e Uyum iyiliginin belirlenmesi

e Hipotez testleri.



1.3 Hipotez

Son yillarda istatistik literatliriinde entropi ve entropiye dayali istatistikler tzerine pek
cok calisma vyapildig gorilmektedir. Ozellikle bu istatistiklerin asimptotik (blyiik
orneklem) ozelliklerinin galisilmis olmasi istatistikcilere bazi problemlerin ¢6zimiinde
katki saglamaktadir. Genel olarak entropi ve entropiye dayali istatistikler nitel
degiskenligin olcllmesinde, degiskenler arasindaki birliktelik (association) derecesinin
belirlenmesinde, uyum iyiliginin (goodness of fit) saptanmasinda kullaniimaktadir.
Bununla birlikte cogu zaman entropi istatistiklerinin tartisiimasi soyut matematik bir
dizlem ile sinirl kalmaktadir. Halbuki entropi ve entropiden tireyen istatistikler,
citkarimda (statistical inference) alternatif olarak kullanilabilir. Bu anlamda hipotez
testlerinde entropi istatistiklerinin alternatif olarak kullanilmasi konusunda daha somut
calismalar vyapilabilir. Bu calismada secilmis bazi problemler Ozelinde entropi
istatistiklerinin birer ¢éziimleme araci olarak kullanilabilecegini, diger geleneksel test
istatistikleri (6rnegin Ki-kare istatistikleri) ile benzer sonuclar elde edilebilecegini

gostermeye calistim.



BOLUM 2

ENTROPi KAVRAMININ iNCELENMESI

2.1 Bilgi Teorisi ve Entropi

informasyon Teorisinin (Bilgi Kuraminin) amaci bilginin elde edilmesi (haberin
alinmasi), aktarilmasi, islenmesi ve saklanmasina iliskin nicel kanunlari incelemektir.
Bilgi kurami 1940 ‘h yillarda telekominikasyona bagli problemlerin ¢6zimu sirasinda
ortaya c¢tkmistir. Bilgi kuraminin amaci bilginin elde edilmesi, aktarilmasi, islenmesi ve
saklanmasina iliskin kurallari incelemektir. Bilginin aktarilmasi siirecindeki rasgelelik
olgusu bu sireclerin incelenmesinde istatistik yontemlerin kullanilmasini kaginilmaz
kilmaktadir. Entropi kavraminin istatistiksel fizikte Boltzmann bagintisi ile gelisiminin
ardindan Claude Shannon tarafindan “iletisimin Matematiksel Teorisi’nde informasyon
ile entropi kavrami arasinda iliski kurulmasiyla bu kavramin kullanimi hemen hemen

tim bilim dallarina yayilmistir.

Bilgi teorisi Gzerinde calisan bir akademisyen olan Claude Shannon, bilgi ve entropinin
ayni madalyonun farkh yizleri oldugu fikrini ortaya atmistir [4]. Bir sistemde entropi

miktari ne kadar distkse, bilgi orani o kadar fazladir.

Buhar makinesinin yanan komirden elde ettigi enerjiyi donids hareketine
cevirebilmesinin altinda yatan neden, makinenin yiiksek bilgi icerigi veya diger bir ifade
ile tasarimcisinin ona aktarmis oldugu bilgidir. Ayni durum canli organizmalar icin de
gecerlidir. Hayat DNA’da yazili olan sayisal bilgidir. Canli organizmalar DNA’daki bu bilgi
sayesinde cevrelerinden enerji alarak kendilerini lretebilir ve entropiyi azaltarak bir
diizen olustururlar, yani yasarlar. Bu 6rnekler bize bilginin, dizensizligi ve belirsizligi
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azaltmada madde ve eneriji ile birlikte yagamsal bir 6nem tasidigini géstermektedir.
Bilgi, alict durumunda olan kisinin s6z konusu sistem veya stire¢ hakkindaki kontrolinu
artirir ve iginde bulundugu belirsizligi azaltir. Diger bir ifade ile yararli bilgi, entropinin
tersi bir islev gorerek sistemin entropisini azaltir ve “negatif entropi” olarak da

tanimlanabilir [5].

Bilgi teorisi agisindan “entropi”, bir durumun belirsizligini ortadan kaldirmak i¢in gerekli
detayll bilgi acigi olarak tanimlanmaktadir [5]. Evrendeki entropinin siirekli artmasi,
kaginilmaz olarak belirsizliklerin de artmasina neden olmakta ve bilgi agigini
artirmaktadir. Bu durum, entropi artisiyla bas edebilmek ve negatif entropi
Uretebilmek icin her gecen giin daha fazla yararli bilgi tretilmesi ve etkin bir sekilde

kullanilmasi gerektigini gostermektedir.

Burada lzerinde durulmasi gereken diger bir konu ise, bilgi diizeyini artirmak icin enerji
harcanmasi gerekliligidir. Ornegin stoklardaki mal miktarini 6grenmek igin saymak,
bunun icin de enerji harcamak gerekmektedir. Bu da yararh bilgi Gretebilmek icin bir
miktar kullanilabilir enerjinin kullanilamaz hale gelmesi, yani entropinin artmasi
anlamini tasimaktadir. Goruldtugi gibi yararh bilgi Ureterek, bilginin negatif entropi
glcinden yararlanmak ve belirsizlikleri azaltmak igin de bir miktar entropi Uretilmesi
gerekmektedir [5]. Ancak bilgi kullanildigi ve paylasildigl sirece entropiyi azaltacak,
yani negatif entropi Ureterek yasamin devamliligina katkida bulunacaktir. Gizlenen,
paylasilmayan, kullanilmayan veya yanls kullanilan bilginin ise insan yasamina bir
katkisi olmayacaktir. Bu durumda yasamini devam ettirebilmek icin siirekli olarak
kullanilabilir enerijiyi tiiketmek zorunda olan bir varlik olarak insan icin yapilabilecek en
faydali isin, kendisi ve diger canhlar i¢in yararh bilgi Gretmek oldugu soylenebilir. Ayrica
bu bilginin diger insanlarla paylasiimasi ve yeni bilgilerin Uretimine katki saglamasi,

yasamin kalitesi ve insan neslinin devamhligi agisindan kaginilmazdir.

Artan entropi ile birlikte detayl bilgi ihtiyacinin strekli artmasi, bilgi Gretimine katilacak
kisi sayisinin da surekli olarak artmasini ve kiresel isbirligini kacinilmaz kilmaktadir.
Ancak glinimizde kicgik bir azinlik bilgi Gretimine katkida bulunurken, ozellikle az
gelismis Ulkelerdeki blylk bir c¢ogunluk sadece entropi (retimine katkida

bulunabilmektedir. Bu da liretilen bunca bilgiye ragmen diinyanin her gecen giin neden



daha diizensiz bir hal aldigini gdstermektedir. Bu sebeple bilginin klresel 6lgekte

ishirligi ile Gretilmesi ve paylasiimasi, insan neslinin devamliligi agisindan kaginilmazdir.

2.2 Sosyal Entropi

Sosyal entropi kurami, bir sosyal sistem kuramidir. Pynchon’nin da belirttigi gibi “sosyal
entropi, insan iliskileriyle ilgilidir”. “Sosyal entropi teorisi, gercek bir sosyal sistemin
nasil cahstigini gosterir”[6]. Clinkl sosyal entropi, sistemi olusturan 6geler arasindaki
bitlinlesememe ya da eklemlesememe (diizensizlik) nedeniyle toplumsal kaynaklarin,
yararh bir ise donUstlirtilmesi strecinde ortaya cikan kayiplari ifade etmektedir. Sosyal
entropi baglaminda enerji, bir toplumsal sistemin girdiden(ham madde ve yari mamul
madde), sermaye, isglcl, bilgi ve teknoloji kullanarak toplumlarin gereksinimlerini
karsilayacak sekilde ciktilar(trinler) elde edebilme kapasitesidir. Bailey’e gore sosyal
entropinin nesnel Olgltli, “yasama dizeyidir’. Ona gore,”entropinin yani yasama
dizeyinin Olgimi, az gelismis toplumlarda tlketilen kalori miktari; gelismis
toplumlarda toplam refah diizeyi-dolar gibi” faktorlerdir [6]. Gercekten de bir
toplumun yasama dizeyi(standartlari), o toplumda artan verimlilikle birlikte saglanan
gelirlere karsilik gelmektedir. Bu bakimda minimum yasama dizeyi, maksimum
entropidir. Maksimum yasama diizeyi ise minimum entropidir” [6]. Anlasilacag gibi
entropi ve yasama diizeyi ters orantilidir. Sosyal entropi arttikca yasama dizeyi (refah

dizeyi) dismektedir.

Sosyal entropiyi etkileyen cesitli faktorler bulunmaktadir. Sosyal entropi kurami, bu
degiskenleri iki ana grupta ele almaktadir. Makro(toplum) ve mikro (birey) olmak lizere

iki ana grupta toplanan degiskenler sunlardir(Bailey):
A-Makro Degiskenler (Toplumsal alanda)

a-Nufus

b-Bilgi

c-Yasama standardi

d-Orgiitlenme (organizasyon)

e-Teknoloji



B-Mikro Degiskenler (Bireysel alanda)
a-Gelir

b-Meslek

c-Yetenekler

d-Egitim

e-ikametgah yeri

Bu faktorler birlikte toplumsal etkilesim diizeyi ve giderek ekonomik gelisme derecesi
Uzerinde etkili olmaktadirlar. Cinklu gerek sosyal, gerek biyolojik, gerekse
termodinamik bir sistemin isleyebilmesi ya da varligini slrdirebilmesi icin bir enerji
kullanmasi yani bir enerjiyi durumdan baska bir duruma donistiirmesi gerekmektedir.
Termodinamigin enerjinin sakinimi yasasl’ na gore “enerji tlketilmez ancak bir
formdan baska bir forma dondstirilebilir”. Biyolojik sistemler (organizma), disaridan
aldiklar ilk maddeyi (girdiyi), blinyesi icin yararl ve gerekli olan son maddeye (giktiya)
donistirerek varligini devam ettirir. Sosyal sistemler de, her bir alt sisteminin diger alt
sistemlerden sagladiklari girdiyi (ilk maddeyi), toplumsal gereksinmeleri karsilayacak
sekilde bicim, nicelik ya da nitelik donlistimlerine ugratarak olusturdugu ‘cikt’ lardan
yararlanarak varliklarini ve gelismelerini siirdiiriirler. U¢ durum, toplumsal sistemin bu

alandaki performansini etkilemektedir. Bunlar:

1- Sistemde yer alan &geler arasinda islevsel farklilasma derecesi. Ogeleri, arz ve talep
dizeyleri (miktar-cesit) bakimindan farkhlasma derecesiyle dogru orantili olarak sistem
icindeki dolasimin hizi artmaktadir. Dolayisiyla entropi minimum olmaktadir. Bunu
saglayan ise islevsel farkllasmadir. islevsel farklilasma sistemin 6geleri arasinda esit
olmayan baghliklar meydana getirmektedir. Nitekim geleneksel koy topluluklarinda
ailelerin benzeri yasama ve (liretim bicimlerine sahip olmasi nedeniyle gerek koy halki
ve gerekse koyler arasindaki toplumsal enerjinin dolasimi ¢ok zayiftir. Clinki
“uzmanlasma ve tabakalasma dlzeyleri dislik olan toplumlarda butinlesme,
dayanisma (consensus) ve homojenlik Gzerine kuruludur”. Yani denge halindeki

topluluklardir.



2- ikinci kosul, toplumsal gegirgenlik derecesidir. Toplumsal gecirgenlik derecesi, ayni
toplumun 0Ogeleri olan parca ve butlnlerin birbirlerinden haberdar olma, derecesini
ifade etmektedir. O bakimdan islevsel farkhilasma gerekli, ancak yeterli degildir. Clink{
toplumsal sistemin calismasi, mekanik mekanizmalar gibi degildir. islevsel olarak
farklilagmis olsalar bile 6zel degerler etrafindaki gruplasmalar karsilikh baglanma ve

dayanismayi azaltacagindan sistem igindeki enerjinin dolasim hizi diisecektir.

3- Ugiincii olarak da sistemin &geleri arasinda dolasacak enerji kaynaklarinin yenilenme
derecesidir. Sistemin is yapabilmesi icin enerji tiketmek zorundadir. Sisteme giren her
yeni enerji (teknolojik buluslar, sermaye v.s.), entropiyi disiirmektedir. Ancak bir siire
sonra sistem denge haline geldiginden entropi yeniden ylikselmektedir. Tiketilen
enerji miktarinda ilave artislarin saglanamamasi sistemin entropisini artiracak yani
denge haline getirecektir. Bu ekonomik gelismenin yavaslamasi ve giderek toplumun

refah diizeyinin dismesi anlamina gelmektedir.

2.2.1 lisletmelerde Sosyal Entropi

Bir isletmenin iliskiler alani ya da sinirlari higbir zaman kesin olarak cizilemez. Clinki
her isletme dis toplumla iliski halindedir. Cinki “her isletme dis toplumdan enerji alip
veren birimlerdir”[7].Diger bir deyisle isletmeler dis toplumdan girdi alip ¢ikti sunan,
boylece “ enerjinin donglsel bicimde tekrar enerjiye donlismesini saglayan birimlerdir”

[7].

Verimlilik, bir isletmede Uretim performansinin derecesini dlgerken sosyal entropi,
performansin disik ya da ylksek olma nedenlerini agiklamaya g¢alismaktadir.
Verimliligin sosyal boyutu sosyal iliskilerin, verimlilik UGzerindeki etkilerinden ileri
gelmektedir. Her tirlt is, islevleri bakimindan toplumsal olmakla birlikte isin
gerceklestirilmesi acisindan bireyseldir. Ancak endustri isletmelerinde is, loncalarda
oldugu gibi tek tek bireyler tarafindan degil, gerek teknik isbolimi ve gerekse icin
kiicik parcalara ayrilmasi nedeniyle birbirlerine eklemlenmis is gruplarinin birlikte
¢alismasi sonucunda gergeklesmektedir. Bu durum entropiyi kaginilmaz kilmaktadir.
Nitekim Bailey de “bir olguyu olusturan 6geler arasinda sinirlar varsa orada entropi de
vardir” demektedir [6]. Clinkl endistri isletmelerinde ilk maddeden (ham madde ve

yart mamul madde), riin elde edilmesi, gerek birbirlerinden islevsel olarak ayrilmis
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bircok alt birimin kendi igindeki iliskileri ve gerekse bu birimler arasindaki esgidimi

kapsayan lretim sureci sonucunda gerceklesmektedir.
Girdi — emegin ise dontsme siireci— Ciktl
(ilk madde) (is yapma performansi) (Uriin)

Uretim siireci (emegin ise déniisii siireci), aslinda bir sistemin isleyis siirecidir. Bu siirec
ayni isletmede birden fazla ¢alisan arasindaki is birligi, is bolimu, isci-makine iliskisi,
isci-yonetici iligkisi gibi alt sistemlerden olusan alt gruplarin, gerek kendi aralarindaki
gerekse dis cevreyle olan etkilesimleri kapsamaktadir. Alt gruplar, karsiliklilik
iliskileriyle birbirlerine bagli olduklarindan, birisindeki degismeler digerlerinde de

degismelere neden olmaktadir.

Endustri isletmelerinin verimliligi konusunda ¢ogunlukla iktisatgilar ¢alismislardir. O
yuzden de verimlilik hesaplamalarinda genellikle asagida belirtilen iktisadi

parametreler kullaniimaktadir:
-Isyeri sayisi (adet)

-Girdi (Milyon TL.)

-Cikt1 (Milyon TL.)

-Katma deger (Milyon TL.)

-Calisan sayisi

-Cahisilan saatler

-Sabit sermayeye gayri safi ilaveler
-Ucret 6demeleri (milyon TL.)

-Stok degismeleri (Milyon TL.)

Bu olcimlerde verimlilik, bagimli bir degiskendir (aciklanan). Yani verimlilik orani
yukaridaki degiskenlere gore hesaplanmakta ancak bu degiskenlerin hangi etkenlere
gore degistigi konusu ihmal edilmektedir. Oysa sosyal entropi verimliligin azlik ya da
coklugunu iliskiler sisteminin kurulus ve isleyisine gore aciklayan bir bagimsiz

degiskendir. isletmeler, disaridan aldiklari girdileri, baskalarinin gereksinmelerini
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karsilayacak sekilde ciktilara donistirme yoluyla elde ettikleri gelirler vasitasiyla
varliklarini ve gelismelerini siirdiiren érgitlerdir. isletmeler bu isi gerceklestirirken bir
enerji harcama durumundadirlar. Buradaki kullanimiyla enerji,”bir sistemin is
yapabilme kapasitesidir”. Sosyal entropi, s6z konusu sosyal sistemin is yapabilme
performansinin bir olgiti olmaktadir. Baska bir anlatimla sosyal entropi, is gruplari
arasindaki orgltlenme, esglidim ve haberlesme alanlarindaki sorunlar nedeniyle is
yapabilme kapasitesindeki azalislari ifade etmektedir. Kapasite kullanimindaki azalislar,
kullanilan bilgi, teknoloji, isglicli, dogal kaynaklar gibi girdilerden ¢ok azinin faydali ise
donustiridlmesi biciminde ortaya ¢ikmaktadir. Minimum entropi, isletme girdilerinde
bir artis olmadan ¢iktilarda en ¢ok artisin oldugu durumdur. Maksimum entropi ise
girdilerde bir artis saglanmasina karsilik ¢iktida bir artisin saglanamamasi durumudur.
Goraldaga gibi sosyal entropiyle verimlilik ters orantilidir. Sosyal entropi distiikce

verimlilik artmaktadir.

2.3 Entropi Turleri

Uygulamada en sik kullanilan entropi Shannon entropisi olmakla beraber, Rényi
entropisi de biyolojik cesitliligin derecesinin ortaya konmasinda kullanilmaktadir. Yine
Tsallis entropisi de son yillarda istatistiksel calismalarda kendine ayricalikli bir yer
edinmistir. Shannon, bir fiziksel sistemdeki durumlarin sayisi k iken ve sistemin bu
durumlarda bulunma olasiliklari Kesikli bir 6rnek uzayi S iginde X rastlanti degiskeninin
X1X2, ... , Xnp degerlerini alma olasiliklari sirasi ile p; p2, ..., pn olsun. Bu durum igin

onerilen entropi 6lgulerini asagida agiklayalim.

2.3.1 Shannon Entropisi

Kesikli bir dagihmda X rastlanti degiskeni x1 Xz, ..., x, degerlerini p; ps, ..., p, olasiliklari

ile alsin. Bu durumda sisteminin Shannon entropisi
He=-Xi, i logp; (2.1)

olarak tanimlanir. Bu sistemi bir X rasgele degiskeni (rasgele degiskenin aldig

degerler sistemin bulunabilecegi durumlar) olarak da ele alinabilir.
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En heterojen durumda (X'in s6zkonusu xi,x5,...,x, degerlerini alma olasiliklarinin
birbirine esit oldugu ve bu olasihgin 1/K oldugu durumda) Hs (p)=logK olur. Buradan
hareketle Shannon entropisinin alacagi Ust degerin grup sayisi K'ya bagh oldugu
gorlilmektedir. Eger [0,1] araliginda bir entropi Olglisli araniyorsa Shannon entropisi
“logk”ya bollinerek standardize edilebilir. Burada standardize etme deyimi indeksin
maksimum heterojenlik halinde alacagl degere bolinmesi anlamindadir. Ancak bu
durumda en homojen halde indeks sifira, en heterojen halde de bire esit olabilecektir.
Yoksa standardize edilmis indeksin istatistikte kullanilan ortalamasi sifira, varyansi bire

esit olan “standardize edilmis” degiskenlerle bir iliskisi bulunmamaktadir.

Sarekli haller icin yukaridaki formiilasyonda toplama operatorii yerine integral
operatorini koymak yeterlidir. Genellikle logaritmanin tabani 6nemsiz olmakla birlikte
haberlesme mihendisliginin pratik gereksinimleri ¢ergevesinde 2 olarak kabul
edilmekte ve boylelikle entropi birimi bit olmaktadir. Baz e tabani (Nauperian) olarak

secilecek olursa entropi birimi nat olmaktadir [8].

Kesikli hallerde ornek uzayi S icerisinde bitliin sonuglarin gerceklesme sanslarinin

birbirine esit olmasi halinde en biytk belirsizlik (en heterojen durum) gerceklesecektir:
1 .

P(X=X;)=~= i=1,2,...,K
K

ve bu duruma karsilik gelen maksimum entropi

H(X)= -2 ~log()=log K (2.2)

degerine esit olacaktir. Obir u¢ durumda herhangi bir {X=X,} kesin olayinin
gerceklesmesi halinde ise H(X)=0 olarak bulunur. Bu yizden kesikli dagilimlar icin
entropinin 0 ve log K arasinda oldugunu belirtmek gerekir. Stirekli hallerde ise Shannon

entropi formuli
H=J" () log(f(x)) dx (2.3)

seklindedir. Siirekli hallerdeki entropi diferansiyel entropi olarak adlandiriimaktadir.
Sarekli dagilimlardaki entropi hesaplamalari icin yukaridaki formillerdeki toplama

sembollerinin integral operatorleri ile yer degistirmesi gerekmektedir. Yine de sirekli
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dagilimlarda entropi hesabi kesikli hallerdeki kadar sorunsuz degildir. Bu sorunlar Reza

tarafindan 6zetlenmistir. Stirekli hallerle ilgili sorunlari Reza sdyle 6zetlemektedir:

“Stirekli durumlarda entropi negatif ya da sonsuz olabilir. Strekli bir dagilimin kesikli bir
dagihm ile yaklasik olarak temsil edilmesinde 6zellikle grup sayisi arttirildik¢a bu durum
daha net ortaya ¢ikabilir. Kesikli hallerin tersine siirekli hallerde degisken déniisimiine
gidildiginde entropi sabit kalmayabilir. Baska bir ifade ile koordinat sisteminin

doénisimi halinde entropinin degismeden kalacaginin bir garantisi yoktur” [9].

Tanim 2.1 Asimptotik Es Bolmeleme Teoremi (AEP) (Asymptotic Equipartition Property

Theorem)

Bilgi kurami olarak asimtotik bdlmeleme o6zelligi (AEP) olarak adlandirilir. Bilgi

kuraminin asimtotik bélmeleme 6zelligi blyik sayilar yasasina benzerdir. Buyulk sayilar
kanunu bagimsiz ve ayni dagitilmis rasgele degiskenler igin,%Z?lei n’nin buydk

1 1
degerleriicin beklenen degerin EX yakin oldugu belirtiyor. AEP bildiren =lo
gerleri ici geri yaki ugu belirtiy ildi - gp(Xl,Xz,...,Xn)

, (X1, Xq,-..,X,) bagimsiz dagitilmis rasgele degiskenleri i¢in p(Xq, Xq,...,X5)
gozlemleme olasiligina sahip H entropisi vardir. Bu durumda p(Xy,Xi,...,X5)
gozlemleme olasiligi 2™ dizisine yakinsar. Bu durum diziler kiimesini iki takim haline
bolmemizi saglar, entropiye yakin olan kisim tipik bir dizi, ve diger kismi da tipik
olmayan bir dizidir. Entropi ile ilgili kismi tipik dizilerdir. Tipik diziler igin ylksek
olasilikla gergek olacak blyik 6rneklerin ortalama davranisini belirledigi kanitlanmustir.

Asimptotik es bolmeleme teoremi asagidaki gibi tanimlanmistir [10]:
Teorem 2.1 AEP
X1,Xa, . .. ~ p(x) bagimsiz ve ayni dagilimh rasgele degiskenler olmak tzere

—%log p( X3,Xy, . .., Xn)— H(X) olacak sekilde yakinsar.

Ispat: Bagimsiz rastgele degiskenlerin fonksiyonlari da bagimsiz rasgele degiskenlerdir.
Boylece, X; ayrik zaman bagimsiz ve ayni dagihml rasgele degiskenler kaynaklari icin

log(pi) yakinsar. Bu nedenle biiyik sayilar yasasi ile,

_ilogp(xl;le s an)= _%leogp(xl)
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— - Elog p(X)

= H(X)

2.3.1.1 Shannon Entropisinin Dagilimi

H Shannon indeksinin kestiricisi H olsun. H P; olasiliklarinin, maksimum olabilirlik

yontemine gore bulunanP; degerlerinden hareketle hesaplanir [11].

Shannon entropisinin beklenen degeri ise asagidaki gibidir:

S-1  1-Ypi~' 1-X(i~'-pi~?)
N 12N?2 12N3

E(H) = -2 piln pi - (2.4)

Formilden de acik¢a gorilebilecegi gibi maksimum olabilirlik yéntemine dayali
Shannon entropisinin  kestiricisi yanlidir. Bununla birlikte 6rnek buyukligu

arttinldiginda yanlilik azalmaktadir.
H varyansi asagidaki gibi hesaplanir:

Y pi (In p; )2 —(X pi In p; )? + S—-1
N 2N?2

VarH = (2.5)

Shannon entropisinin  asimptotik dagihm  ozellikleri literatlirde incelenmis
bulunmaktadir[11]. Buna goére bilylk o6rnekler icin Shannon entropisinin dagilimi

normal dagilim ile modellenmektedir.

iki Shannon entropisinin birbirine esitliginin test edilmesinde asagidaki test istatistigi

kullanilir:

Hi ~ Hj

t= (2.6)

1
(Var H{ +VarH, )2

Serbestlik derecesini de asagidaki formdil ile hesaplanir:

__ (Vvar H{ +VarH; )?
" (VarHyp)?  (Var Hp)?
N1 v No,

df

(2.7)
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2.3.1.2 Shannon Entropi Birimi

(2.1) de tanimlanan Shannon entropisi bir istatistiksel deneyin belirsizliginin bir
Olgustdir.  Logaritmanin tabani 2 oldugunda entropinin birimi bit , “e” tabani
oldugunda ise “nat”tir. X rastlanti degiskeninin entropisi, X sonucunu ortaya koyabilmek

icin gerekli olan minimum ortalama bit sayisi olarak da gorulebilir[8].

Entropi tanimindaki logaritmanin tabani genellikle 2 olarak alinir. Bu durumda,

1 1
pi =P(X=xi) P1=; P2=;
gibi bir sistemin entropisi,
2 1 1 1 1
H(X)=- -log, p =—(=log, =+=log, =
(X) lep 9, P =~(5log, -+ log, 7)

1 1
=—(-=log,2-=log, 2) =1
( 5109, 2—>log, )
olur. Entropinin taniminda logaritmanin tabani 2 olarak secildiginde, esit olasilikli iki
durumlu bir sistemin entropisi, entropi 6l¢l birimidir. Birim entropiye “bit” denir.

Ornegin, diizgiin bir paranin ¢ kez atilisindaki olasiliklara sahip, 8 durumlu bir sistemin

entropisi,

1/8 1/8 1/8 1/8 1/8 | 1/8 1/8 1/8

H= —((% log, %)8) = 3 (bit)

dir. N tane esit olasilikli durum goésteren bir sistemin entropisi log,N bit’tir. Sadece bir
durumda bulunan bir sistemin entropisi sifirdir. Bundan sonraki kisimda bir

X rasgele degiskeni sisteminin entropisi, (2.1) deki denklem olarak tanimlanacaktir.

Ornek 2.1 Bir X sistemi (rasgele degiskeni) ile ilgili durumlar ve bu durumlarda bulunma

olasiliklari asagidaki gibi olsun.
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1,2,3,4
X=11111
4°4°4° 4
Bu sistemin entropisi,
- 1 1 11 1 1 1 .
H(X)=->p,log, p, = Iogz—— Iogz———logz———log2 =2 (bit)

= 4 4 P4 4

dir. Entropi hesabinda sadece durumlarin olasiliklari 6nemlidir.

sisteminin entropisi

2 1 1 3 3 3 31 1
H(X)=->"p log, p, =—=log, =—=log, = —=log, = — = log, = =1.8 (bit) dir.
(X)=-2_pilog; p, =g log, & ~ g log, o~ L log; &~ log, £ =1.8 (bit)

Dort durumlu baska bir

1 97 1 1
100100 100100

sisteminin entropisi,

97I og 97 1 log 1 1 log 1
100 100 2100 100 ~2100 100 -2100

1
H(X)_ Zp| IOgZ p| OOI gZ
=1

=0.24 (bit)
dir. Dlizglin dagihm durumunda entropinin en fazla olduguna dikkat edilmelidir.

Entropi taniminda iki tabanl logaritma yerine e tabanli logaritma da kullaniimaktadir.

n n | _ n n
_Z P; In P = _Z P; In(2 %2 p,) = _Z Pi I0g2 P; In(2) = —In(Z)Z P I092 P;
i=1 i=1 i=1 i=1
Entropi Ol¢l birimi bit olmak lzere, entropi taniminda iki tabanli logaritma yerine e

tabanli logaritma kullanilirsa In(2) katsayisini géz oniinde tutmak gerekir. Dogal

logaritma ve e tabanh Usliu ifadelerin tiirev ve integral hesaplamalari daha kolay
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Xy, X Xy

olmaktadir. Bundan sonraki kissmda bir X E[
P Py Py

J sisteminin entropisi, (2. 1)

denklemindeki gibi tanimlanacaktir.

2.3.1.3 Shannon Entropisinin Ozellikleri

(i) Stireklilik: H(p1, p2, . . . ,pn) bltln py degerlerini igin streklidir.

(ii) Simetri: H(py, p2, - . . ,pn) bltln p, degerlerini icin simetriktir.

(iii) Maksimum entropi: E, olaylarinin olasiliklari esit oldugunda gerceklesir.

(iv) Toplanabilirlik: H(p1, p2, . . . ,pn) E1, Ez, . .., E, olaylari ile ilgili entropi olsun. Bu
olaylardan herhangi birisi ile ilgili daha ayrintili bir olasilik dagilimi su sekilde elde edilir

[9]:
m
ETL = Fl V) F2 U...U Fm, Pn = kglqu(Fk) = (qk (28)

Slphesiz burada E,, Fy, F5, . . ., F, olaylarindan olusan yeni bir érnek uzay olarak da

duslinilebilir. Bu durumda bu olaylarla ilgili olasiliklar

g—;(i =12,...,m) (2.9)

seklinde hesaplanabilir. Dolayisiyla elde edilen yeni alt (6rnek) uzay ile ilgili belirsizlik

q1 42 q
H3 ., ,_m)

ST
Pn Pn Pn

Hy(p1,02,--» Pn-1,91,92,- - Qm) olduguna gére

Olglisu seklindedir. Yine Hy(p1p2..-)Pn) ve

HZ = Hl + an3 (210)

Bu olcli, entropinin dogrusal olma ( ve dolayisiyla toplanabilme) 6zelliginin yanisira

sezgilerimize de uygundur [9].

Yukaridaki veya benzeri sartlara verilen Ozelliklere 1-4 ile uyumlu bir sekilde, arzu
edilen bir belirsizlik islev icin bir fonksiyonel formu elde etmek icin miimkiin olmahdir.
Bu tir Oneriler Feinstein, Khinchin, Shannon, Schitzenberger'in ve digerlerinin
calismalarinda ortaya cikmistir. Onlarin bulgular cok karisik degil, ancak ayrintili bir
sunum icin ¢ok daha fazla mevcut calisma alani gereklidir. Literatlirde asagidaki

referanslar daha fazla okuma icin tavsiye edilir.
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1. Fadiev, cesitli lemma 0Ozelliklerinden sonra 1, 2 ve 4 ile, kabul edilen H’'ye 6nerilen
biciminde denk olmasi gerektigini gostermektedir. (2. 1) denkleminde c¢arpimsal bir
sabit disinda. (Feinstein [I] Bkz.)

2. Khinchin ozellikleri 1, 3, ve 4 ve bir ekleme olmasi varsayar ve
olaylar tam bir kimesi icin bos olan entropi ile degistirebilir olmamalidir diye
(2. 1) deki gibi pozitif sabit ¢carpani seklinde denklem tiretir.

3. Schiitzenberger olaylarin tam kiimesi ile iliskili bilgilerin i¢in daha genel bir aksiyom
amaglamistir. O denkleminin Shannon- Wiener entropisi disindaki islevlerini gosterir.
(2. 1) deki kullanilabilir islevlerini gosterir. (2. 1) denklemi mevcut zenginligi ve derinligi

sayesinde teoride buyulk oranda kolaylik saglar.

2.3.1.4 Shannon Entropi Fonksiyonunun Ekstremumu

Teorem 2.2 Khinchin Teoremi: Sonlu sayida durum goésteren bir sistemin entropisinin
maksimum degeri durum sayisinin logaritmasina esittir ve durum olasiliklarinin esit

oldugu halde ortaya ¢cikmaktadir.
Ispat: Sistemin n tane durumu olsun.

x= (xl,xz y e 0 X

D1, D25 - ,pn) i=12,...,niginp; >0ve Y. p; =1

sisteminin,
H(X)=H(p1p2, . . . ,Pn)= -2ie, Di logp;

entropisini maksimum degerini bulmak igin,

n

Amag:  max H(p,, Py, P) ==, P IN P,

i=1
Kisutlar : Zpi =1
i=1

p,>0 ,i=12,..,n
optimizasyon problemini ele alinir.

Problem Lagrange carpanlari ydntemi ile cozmeye calisir. Lagrange fonksiyonu,

L :_Z P; In P; +ﬂ(z P; -1)
i=1 i=1
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ve

olmak lizere, tlirevlerin sifira esitlenmesiyle elde edilen denklem sistemi,

—Inp =1-1
-Inp,=1-1
—-Inp,=1-4

olup, denklem sisteminin ¢6zimi

1
p1= p2:"'= pn:ﬁ

/1=1+In1
n

ve

-1 1 1

max H(p,, Py, P)=—) —In—=—In==Inn
(Py: Pyseees Pr) Zln ~=—In—

dir. Sonlu sayida duruma sahip sistemlerde maksimum entropi, durum olasiliklarinin
esit oldugunda ortaya cikmaktadir ve n durumlu bir sistemin maksimum entropisi Inn

dir.

2.3.1.5 Shannon Entropisi igin Cok Degiskenli Genellemeler

n degiskenli kesikli dagilimlarda birlesik dagilimin  entropisi su sekilde

hesaplanmaktadir:

H(Xy, o Xn ) == 2, o 2o, 09 (f Xay o X)) (X, o, X)) (2.11)
Sirekli hallerde ise
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HXy, o, X)) =S [ Xy e, X ) og(f (K, o, X)) Aty o dixy (2.12)

GCok degiskenli normal dagilimin entropisi de asagidaki gibi hesaplanmaktadir:

Hf) = [ [0 [0 fInf(x)dx

=%In|(2ne)2|

=2 (1+ (2m) + 3 In| 2| (2.13)

2.3.1.6 Shannon Bilesik Entropi

iki ya da daha ¢ok sistemin bileskesi olan sistemlerde entropi kavrami ele alinir.

%= (pr o o)

ve

= Com o)

gibi iki sistem s6z konusu olsun. Bu iki sistemin bileskesi dendiginde,

{(xl-,yj):i =12,...,n,j= 1,2,...,m}

kiimesindeki durumlarda bulunabilen sistem anlasiimaktadir. X ve Y gibi iki sistemin

bileskesi olan sistemi (X,Y) biciminde gosterilir. Bu sistemin

(xl-,yj):i =12,...,n,j=12,....m durumlarinda bulunmasi olasiliklar
P(X=x,Y=y)), i=1,2,...,n,j = 1,2,...,molsun. Bilegke sistemin entropisi,

H(X,Y)=— >, Zj“;l PX=xi,Y=yj)) InPX =xi,Y =yj) (2.14)
olarak tanimlanmaktadir. iki sistem birbirinden bagimsiz, yani

P(X=x;,Y=y;)= P(X=x;)P(Y=y;)

oldugunda,

In P(X=x;,Y=y;)= In P(X=x;)+ In P(Y=y;)

olmak tzere,

H(X,Y) = H(X) + H(Y) (2.15)

dir. Bagimsiz iki sistemin bileskesinin entropisi, sistemlerin entropi toplamlarina esittir.
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Xl
Bilesen sayisi k >2 olmak lzere, k bilesenli bir X =] . 2| sistemi (k boyutlu rasgele
Xk

vektori) igin entropi,
H(X)=—E[ fy (X;, Xp0s X ) I £ (X1, X000 X,) | (2.16)

olarak tanimlanir. Bilesenler bagimsiz oldugunda,
H(X)=H(X)+H(X,)+..+H(X,) (2.17)
olur. Genelde,

H(X)=H(X)+H(X,/ X)+H(X; /X, X,)+..+ H(X, /X, X,,.... X, ;) (2.18)

dir. Surekli durumda da yukaridakilere benzer tanimlamalar yapilabilir.

2.3.1.7 Shannon Kosullu Entropi

(X,Y) gibi bilesik bir sistemde, X sisteminin x; durumunda oldugu bilinsin. X sisteminin x;

durumunda oldugu bilindiginde Y sisteminin kosullu entropisi
H(YX=x)) = =32, P(Y = yj)X =) In P (Y = yj|X = x;) (2.19)
olarak tanimlanir.
H(Y[X)=Xxex P(x) H(YX = X)
H(Y[X)=— Xxex px) P(X) Xyey P(yx)logp(ylx)

=— Yxex XyeyP(x,y)logp(y[x)

= —Epxy) logp(yx)
olarak ifade edilir.
(X,Y) gibi bilesik bir sistemde, Y sisteminin X sistemine kosullu toplam entropisi
H(YIX) =Xi=; pi HYIX = X)) (2.20)
olarak tanimlanmaktadir.

(X,Y) bileske sisteminde Y sistemi ile X sistemi bagimsiz ise
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H(Y[X) =X, pi HOYIX = x;) = — Xio1 i 224 P(Y=yjX=x)InP (Y =y;X = x;)
=—ZLipi 2R P(Y=y)InP (Y=y;) = = ZL,P(Y=y;) InP (Y =y;)
=H(Y)

olur.

(X,Y) bileske sisteminin entropisi igin

HCX)Y) = H(Y) + H(X]Y)= H(X) + H(Y|X) (2.21)

yazilabilir. (P(X=x; ,Y=y; )= P(X=x; )P(Y=y;| X=x;) zincir kuralindan kolayca elde edilir.)
Ayrica,

H(X,Y) <H(X) + H(Y) (2.22)
olur.

Dikkat edilirse iki bilesenli bir sistem, iki degiskenli bir rasgele vektoér olarak ele
alinabilir. Bundan sonra, (X,Y) bileske sistemi ile (X,Y) rasgele vektori kavramlarini

birbirinin yerine kullanilacaktir. (X,Y) nin olasilik fonksiyonu
fX,Y(XiI yJ)=pIJ = P(szi ’ Y=yj ) ’ i=112r' .. In ’ j=1121 ety m

olmak Gzere (X,Y) sistemi, entropi agisindan pj, i=1,2,. .. ,n, j=1,2, ..., m olasiliklari
ile anlatilabilir, yani (X,Y) = (pjj )oxm denebilir. Buna gore; X,Y rasgele degiskenlerinin

ortak dagiliminin entropisi ( X ve Y sistemlerinin bileskesinin entropisi)
H(X,Y)= -2iL; 221 pij In pij (2.23)
olur.

Ornek 2.2 a)(X,Y) gibi bilesik bir sistem (iki boyutlu rasgele vektér) ile ilgili durumlar

ve bu durumlarda bulunmasi olasiliklari asagidaki gibi olsun.

Y/X X1 Xo

Y1 Y4 Y
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Y2 Y Y

Bu bileske sistemin entropisi,
H(X,Y):—llnl—llni—ilnl—llnlzIn4:2In2:2(bit)
4 4 4 4 4 4 4 4
olup, X sisteminin (X rasgele degiskeninin) entropisi,
H(X)=—1Inl—lln1=ln2=1(bit)
2 2 2 2
Y sisteminin (Y rasgele degiskeninin) entropisi
1.1 1.1 .
HY)=—=In=-=In==In2=1(bit
(Y) NS -5Ins (bit)

olmak Uzere,
H(X,Y)=H(X)+H()
dir.

b) (X,Y) gibi bilesik bir sistem (iki boyutlu rasgele vektor) ile ilgili durumlar ve bu

durumlarda bulunmasi olasiliklari asagidaki gibi olsun.

Y/X Xy Xy
V1 1/8 3/8
Vs 3/8 1/8

Bu bileske sistemin entropisi,

H(X’Y):—l|n1—§ln§—§ln§_l|nl:1_2555=1-2555
8 8 8 88 8 8 8 In2

(bit) = 1.8113 (bit)

olup, X sisteminin (X rasgele degiskeninin) entropisi,
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H(X)=—1In1—lln1=ln2=1(bit)
2 2 2 2
Y sisteminin (Y rasgele degiskeninin) entropisi
1.1 1.1 .
HY)=—=In=-=In==In2=1(bit
(Y) NS —5Ins (bit)
olmak Gzere,

H(X,Y)<H(X)+H(Y) olur.

X sisteminin (rasgele degiskeninin) X; durumunda oldugu bilindiginde Y sisteminin

(rasgele degiskeninin) kosullu dagilimi

Yi Y1 Y2

P(Y=y; | X=x1) i %

ve kosullu entropisi,

2 Y:V j (Y:V j 1,1 3.3
HY/X=x)=-)> P ] InP J =—=In=—=In=-=
(Y/X=x) lel( X =x X=x)""24"4 4 4
0.562=0.811 (bit)

dir. Benzer sekilde X sisteminin (rasgele degiskeninin) X, durumunda oldugu

bilindiginde Y sisteminin (rasgele degiskeninin) kosullu entropisi,

2, (Y=y. Y=)7 j 3,3 1.1
HY/X=x,)=—> P y InP y =——In-—=In==
(\ ) ; [ X=x2j ( X=%)""24"4"2"2

0.562=0.811 (bit)
degerini alir.
Y sisteminin X sistemine kosullu toplam entropisi,

2
HY /X) =S pH(Y /X =x) =%x0.811+%x0.811=O.811(bit)
i=1
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olur.

2.3.2 Renyi Entropisi

Renyi entropisi adina Alfred Renyi’den almaktadir. Rényi entropisi de biyolojik
cesitliligin derecesinin ortaya konmasinda kullanilmaktadir. Ayrica Kuantum bilgi 6l¢lisu
olarak kullanimi da dnemlidir. Renyi entropisi Shannon entropisinin oo—1 yaklasirken
Ozel bir halidir. Yani Renyi entropileri 6zel bir durum olarak Shannon entropilerini

icerir. Renyi entopisi su sekilde tanimlanmaktadir [2]:
He(p) = — log(¥L, P) ,a>0,a# 1 (2.24)

entropisinin alacagl deger, Shannon entropisinde oldugu gibi, logK’'ya esit olacaktir.
Rényi entropisinin degeri igin limiti Shannon entropisidir. Genel olarak tim ayrik

rasgele degiskenlerin Renyi entropi igin o artan olmayan bir fonksiyondur[16].

2.3.2.1 Renyi Entropisinin Ozellikleri
Shannon entropisi ile benzer 6zelliklere sahiptir [13].

1) Hyr(X) Renyi entropisi negatif degerler almaz: Hr(X) > 0

2) Hg(X) Renyi entropisi sinirli, stirekli ve o degerleri igin artan olmayan bir
fonksiyondur.

3) Renyi entropileri farkh o degerleri igin korelasyonludur.

4) o< 1 degerleriigin Renyi entropisi konkav, a> 1 degerleri igin Renyi entropileri
konkav yada konveks degildir.

5) Renyi entropisi toplanabilirdir.

6) Renyi entropisinin maksimumu P; = 1/n degeri icin In =n dir.

2.3.2.2 Renyi Sapmasi
Renyi sapmasi Kulback-Leibler uzakhginin 6zellestirilmis bir halidir.

Q ve P bir dagihm olmak Gizere o> 0 igin Renyi sapmasi su sekilde tanimlanir:

1 ¢ 1 -
Du(PIQ=1 log (Bt 255) = - log (B, piaf ™) (2.25)

1
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o> 0icin Renyi sapmasi Kulback-Leibler uzakligi gibi negatif degerler almaz. Bu

durumda Renyi sapmasi, oo sapmasi olarakta adlandirilir [14].

Bazi 6zel durumlar:
Dy (P|IQ)=-logQ({i:p; > 0})
Dy, (PlIQ)=-2 |0€Z?=1\/ECH

D;(PQ)=X™, p; log% : Kullback-Leibler uzakhig
D,(PJ|Q)=log <%> : Olasiliklarin beklenen orani

D, (P||Q)=log supi% : Olasiliklarin maksimum orani

2.3.3 Tsallis Entropisi

Fizikte Tsallis entropisi Boltzman ve Gibbs entropilerinin genellestirilmis halidir.
Constantino Tsallis tarafindan standart istatiksel mekanigi genelleme igin bir temel
olarak 1988 yilinda tanitilmistir. Tsallis entropisi genel bir olgu olarak Simpson gesitlilik
indeksinin 6zel konumunu dogrulamistir. Tsallis entropisi su sekilde tanimlanmistir

[15]:
H,(p) = % a>0,a%*1 (2.26)

Tsallis ve Renyi entropilerinin birbirleri ile iligkilidirler. Bu 2 entropinin aralarindaki iliski

icin asagidaki esitlik gegerlidir:

H, (O() _ log(1-(a—1) Hr())

1-a

(2.27)

Diger bir deyisle Renyi entropisi, Tsallis entropisinin monoton artan bir fonksiyonudur.

2.3.4 Baazi Olasilik Dagilimlarinin Shannon Entropisi

Bazi secilmis ve cok kullanilan olasilik dagilimlarinin entropileri asagida ele alinmistir.
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Cizelge 2. 1 Bazi olasilik dagilimlarin entropileri

Dagilimin | Olasilik fonksiyonu Entropi
adi
Ustel flx) = le™ x, 1 >0 1—1InA
dagilim
Normal ~(x-pw? 1

B e L ~In(2reo?)

V2mo? 2

Diizeii 1 —

lizgiin f@) =——asx<p In(f — a)
Bernoulli | f(k;p) = p*(1 —p)* %k —qln(q) — pln(p)

=0,1

Bi —_y - [ - 1 1

nom P =10 = (Pt A" | Cinmmen(1 - ) +00)
Geometrik | P(K = k) = (1 —p)*'p —(1 —p)log,(1 — p) — plog,(p)

p
Gama _ x*exp(—x/6) k +1n6 + Inl'(k) + (1 — k)¥ (k)
T =t
Beta _ 1 |InB(a, ) — (@ — D¥(a — (—D)¥(B)
— a—-1 1— L-1
[ = 5@p™ U7 | +@+p-2¥@p

Yukaridaki gizelgede Gama dagilimi [16] ile ilgili satirdaki Y (k)terimi digama [17]

fonksiyonunu ifade etmektedir ve gama fonksiyonunun logaritmasinin k parametresine

gore birinci mertebeden tirevine esittir [18]:

din(r(k)) _ r'(k)

W(k) =

B(a, ) =

dk rk)

r(@rp)

r'(a+p)

olacak sekilde Beta fonksiyonudur.
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BOLUM 3

SHANNON ENTROPISi VE iSTATiSTIKSEL BAGIMSIZLIK

X ve Y bagimsiz oldugunda kosullu dagilimlarin entropileri marjinal dagilimlarin

entropilerine esit olur. Dolayisiyla iki bagimsiz rastlanti degiskeni igin;
H(X]Y) = H(X) (3.1)
H(Y|X) = H(Y) (3.2)
Farkli tirden dagihimlari entropiler arasindaki iliskileri de su sekildedir:
H(X,Y) = H(Y) + H(X]Y) (3.3)
H(X,Y) = H(X) + H(Y|X) (3.4)

Yine (3. 3) ve (3. 4) no’lu denklemlerden yola ¢ikarak birlesik dagilimin entropisinin
marjinal bir dagilimin entropisi ile kosullu bir dagilimin entropisinin toplamina esit

oldugunu belirtmek gerekir [19].

3.1 Karsilikh Bilgi Olgiisii

Buradaki bilgi kavrami gozlemcinin bilincinden bagimsiz bir anlamda kullanilmaktadir.
Dolayisiyla belirsizlik kavrami da daha c¢ok deneyin sonucuna yonelik belirsizlik

anlaminda ya da nesnel bir baglamdadir [2].

Degiskenlerin birbirleri hakkinda verdigi karsilikli bilgi miktari C.E. Shannon tarafindan

P(X=x;,Y=yj)

PR (=)) 3:3)

IXY)=22, XL, P(X = x;, Y = y;) log
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olarak tanimlanmistir. Siirekli hallerde yukaridaki formiildeki toplama sembolleri
integral sembolleri ile yer degistirmektedir. X ve Y'nin bagimsiz olmasi halinde
P(X =X;,Y = yj) = P(X =x;)(Y = y]-) veya tim x; ve y; ler igin I(X,Y)=0 olur. {X = x;}
ve {Y = y]-} giftleri icin I(X,Y)= 0 oldugu durumda X ve Y degiskenleri bagimh olur ve

karsilikli bilgi miktarinin negatif olabilecegine dikkat edilmelidir. Bazi islemlerden sonra

1(X,Y)=H(X)+H(Y)-H(X,Y) (3.6)
I(X,Y)=H(X)-H(X]Y) (3.7)
1(X,Y)=H(Y)-H(Y|X) (3.8)

Burada entropi ve karsilikli bilgi miktarinin birbirleri ile yakindan ilgili iki kavram

oldugunun alti gizilmelidir [20].

I(X,Y)=0 < XveY bagimsiz degiskenlerdir (3.9)
1(X,Y)=1(Y,X) (3.10)
1(X,X)=H(X) (3.11)
H(X. 1)
H(X)
H(¥)

Sekil 3. 1 Entropi ve bilgi kurami

Buradan gorebiliriz ki X ve Y bagimsiz degiskenler ise 1(X,Y)=0 eger Y ve X bagimsiz

degiskenler ise tersi durum icin bir sey soyleyemeyiz.
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3.2 ki Degiskenli Normal Dagilimda Karsilikh Bilgi Olgiisii

(X,Y) degiskenleri uy, by, X2,Y?, p parametreli iki degiskenli normal dagilima uysunlar. Bu

durumda birlesik entropi

H(X,Y)= In(2mox oye /1 — p?) (3.12)

X ve Y’'nin marjinal entropileri de
H(X) = In \/2meoy (3.13)
H(Y) = In \/2Tteoy (3.14)

olarak bulunur. Hesaplanan bitin entropiler nat cinsindendir ve karsilikh bilgi 6lgtsi

de
I(X,Y)=- ZIn(1 — p?) (3.15)

olur. p=0 icin I(X;Y)=0 olacagina dikkat edilmelidir [21].

3.3 Karsihkh Bilgi Miktari igin Varyasyonlar

Karsilikli bilgi miktari icin (1(X,Y)20) alt sinir vardir, fakat karsilikh bilgi miktarinin kesin
bir Gst siniri yoktur. Normalllestirme istatistigin O ve 1 arasinda kalmasini saglamak icin
uygun sabite bolerek istatistigi donlstiren bir islemdir. Karsilikli bilgi hakkinda cesitli
varyasyonlar onerilmistir. Bunlardan 6nemli olanlari normalize varyantlar ve ¢ok

degiskenli genellemelerdir.

Karsiliklhi -~ bilgi miktarinin ~ 6lglilebilmesi igin  Onerilen istatistikler arasinda
“normallestirilmis” ve c¢ok degiskenli hallere genellenmis olanlar 6nemlidir. Bu

baglamda [22] ile [23] e bakilabilir. Bunlarin igcerisinden

Cy = L(X:Y) (3.16)
H(Y
_I(X;Y) (3.17)
YX H(x) *

S6z edilmeye degerdir. Bu iki katsayi birbirine esit degildir. Simetrik bir versiyon ise
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1(X:Y)

- ) (3.18)
H(X)+H(Y)

seklindedir. Bu katsayi bolluk (redundancy) katsayisidir ve bagimsizlik durumunda O,
tam bagimlilik halinde ise maksimumu olan % degerini almaktadir. Sozedilmesi
gereken daha baska bagimlilik olglleri de séyledir [24],[25]:

1(X:Y) 1(X;Y) 1(X:Y)
min{H(X),H(Y)} ~ H(X,Y) ~ JH(X)H(Y)

(3.19)

3.4 Cok Degiskenli Hallere Genelleme

X1, X3, ... Xy, olasilik fonksiyonu f(X;, X5 ... X,) olacak sekilde birlikte dagilsin. Bu

durumda birlesik dagilimin entropisi kosullu entropiler cinsinden ifade edilebilir [26]:
H(X1, Xa, .. Xn)= 2iL; HXi/Xi—1, ..., X1) (3.20)
S6zgelimi iki degiskenli halde

H(X1, X2)= H(X1) + H(Xz / X1) (3.21)
Ya da Ornegin ¢ degiskenli halde

H(X1, X2, X3)= H(X1) + H(X2,X3 / X1) (3.22)
Benzer bicimde Z verildiginde X ve Y arasindaki kosullu karsilikli bilgi miktari da
I(X;Y/Z)= H(X/Z) — H(X/Y,Z) (3.23)

Karsilikl bilgi miktarlari igin de

I(Xl IXZI ;Xn ; Y)= H(Xlr XZ, o Xn)(xl: XZ, o XH/Y) (324)
=21n=1 H(X;/Xi_1,---, Xl)-Z?zl H(X;/Xi_1,---,X1,Y) (3.25)
1(Xs Xay oo X, V)= HXi3 VX1, X -0 X1) (3.26)

Ozdeslikleri formile edilebilir [27].

3.5 Karsihkh Bilgi Uygulamalari

Bircok uygulama da kosullu entropiyi disiirmek icin karsilikli bilgi dizeyini en Ust

diizeye cikartmak istenmektedir. Telekomiinikasyon olarak, kanal kapasitesi karsilikh
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bilgi miktarina esittir. Bunun yani sira, ayni zamanda makine 6grenme 0Ozellik segimi
icin bir kriter olarak kullaniimaktadir. Ayrica, bir veri seti, iki farkli kiimelenmenin
belirlenmesinde, benzerlik ve Bayesian aglarda kullanilir. Entropi ve istatiksel teori
uygulamalarinda, goreli entropi ve karsilikh bilgi miktari hakkindaki genel bilgiler igin

Kullback [28]'ten faydalaniimalidir.

3.5.1 Nominal Veriye Uygulama

Asagidaki frekans tablosu istanbul'da faaliyet gosteren bir el orgl sirketinin
verilerinden olusturulmustur. iki farkli tiirde miisterilere sunulan yedi farkh iiriin grubu
vardir. Nisan ve Ekim aylarinda satilan Grlinler gruplar seklinde ayrilmistir. Bu Grlinlerin

satis icindeki ylizdeleri bulunarak asagidaki tablo elde edilmistir.

Cizelge 3. 1 Nisan-Ekim aylari arasi satilan Griin miktari(kg)

ANGORAGRUBU 235.334,50 206.912,00 28.422,50
%25YUNLUGRUBU 100.454,00 93.182,00 7.272,00
AKRILIKGRUBU 35.099,00 7.413,50 27.685,50
POLYAMIDGRUBU 78.134,50 34.370,50 43.764,00
PAMUKLUGRUBU 22.674,00 19.490,00 3.184,00
%50YUNLUGRUBU 20.728,00 16.121,00 4.607,00
FANTEZIGRUBU 53.367,60 34.708,00 18.659,60
TOPLAM 545.791,60

Urlin grubu diiz ve desenli olarak 2 nitel degiskene ayrilmis ve kontenjans tablosu

asagidaki gibi dizenlenmistir.
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Cizelge 3. 2 Satilan Urinlerin farkli tarlerdeki dagilimi

ANGORAGRUBU 0,379104 0,052076 0,431180
%25YUNLUGRUBU 0,170728 0,013324 0,184052
AKRILIKGRUBU 0,013583 0,050725 0,064308
POLYAMIDGRUBU 0,062974 0,080184 0,143158
PAMUKLUGRUBU 0,035710 0,005834 0,041543
%50YUNLUGRUBU 0,029537 0,008441 0,037978
FANTEZIGRUBU 0,063592 0,034188 0,09778
TOPLAM 0,755228 0,244772 1

Bu 2 nitel degiskenin (lirin grubu ,GrGn tard) anlamh bir iliskinin olup olmadigini
belirlemek miimkiin degildir. Burada X ve Y sirasiyla trin grubu ve Urin tlrind temsil
etmektedir. Bu kesikli rassal dagilimin Shannon entropisi asagidaki gibidir. X, Y, (X,Y)

entropilerinin bazi hesaplamalari asagida verilmistir:
H(X)= 2,326

H(Y)=0,80028

H(X,Y)= 2,9589 olarak bulunur.

Buradan Shannon entropilerinden faydalanarak degiskenlerin birbirleri hakkindaki bilgi

miktarlari hesaplanir.
1(X;Y)=H(X)+H()-H(X,Y) oldugundan

I(X;Y)= 2,326+0,8028-2,9589 (uyum iyiligi)
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1(X;Y)=0,1699 olarak bulunur.
Kosullu Shannon Entropileri asagidaki formiiller ile hesaplanir.

o X)L c - 1(X;Y)
H(Y) H(X)

0,1699 0,1699

Cyy=— 376 =0,073 ve ny— -0 211 olarak bulunur.

Simdi Renyi ve Tsallis entropilerini o verecegimiz farkli 4 deger igin hesaplayabiliriz.

log ) pf
PP )4

ya>0,a #1 formiliyle hesapladigimizdan

Iog[Zpl ] olacak sekilde hesaplanarak asagidaki tablo elde edilir.

Cizelge 3. 3 Farkh o degerleri icin renyi entropileri

a HZ: (X) H(Y)
0,33 2,6443 0,9297
0,5 2,56 0,8952
2 1,959 0,6659
3 1,7317 0,5833

olarak bulunur. Kosullu Renyi entropilerini hesaplamak icin gerekli kosullu Shannon

entropilerini hesaplarsak.
o= 0,33 icin H(X/Y)=2,571

o= 0,5 icin H(X/Y)=2,455
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Cizelge 3. 4 Farkh o degerleri icin kosullu shannon entropileri

0,33 2,571
0,5 2,455
2 1,772
3 1,580

olarak bulunur. Buradan kosulla Renyi entropilerine gegersek:

_IX,Y)_H(Y)-H(YIX) _, H(XIY)

S H(Y) H(X)

Gizelge 3. 5 Farkh o degerleri igin kosullu renyi entropileri

a Cxy HE(x/y)
0,33 cXY=1-% 0,0276
0,5 cxy=1-22'% 0,0411
2 ny=1-% 0,0953
3 cxy=1-1’17':‘1*7 0,0873

olarak bulunur.

Tsallis entropilerini o verecegimiz 0,33, 0,5, 2 ve 3 degerleri igin hesaplarsak:

1— a
Ha(p)=%,a>0,a¢l

36



Cizelge 3. 6 Farkh o degerleri igin tsallis entropileri

a H, (X) Hq (Y)
0,33 3,603 0,805
0,5 2,858 0,727
2 0,742 0,369
3 0,454 0,277

olarak bulunur.

Buradan kosulla Tsallis entropilerine gecgersek:

_IX,Y)_H(Y)-H(YIX) _, H(XIY)

Cxr= HY)  H() H(X)

Gizelge 3. 7 Farkh o degerleri igin kosullu tsallis entropileri

& Cxy H, (X/Y)
0,33 CXY:l':,':::g 0,0469
05 CXY=1-§% 0,0600

2 CxY=1-g:;Zzg 0,0528

3 CXY:1-O°% 0,0313

olarak bulunur.

Bu buldugumuz degerleri asagidaki tablolarda birlestirerek 6zetleyebiliriz.
Shannon entropisi icin

H(X)=2,326

H(X/Y)= 2,156,Cyy =0,073
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Cizelge 3. 8 Renyi ve tsallis entropilerine dayali istatistikler

X'in Entropisi 2,6443 2,56 1,959 1,7317
Y verildiginde X'in kosullu 2,571 2,455 1,772 1,58
entropisi
C(X,Y) 0,02761 0,0411 0,0953 0,0873
Tsallis Entropileri 0=0,33 a=0,5 a=2 a=3
X'in Entropisi 3,603 2,858 0,7428 0,454
Y verildiginde X'in kosullu 3,434 2,685 0,7036 0,44
entropisi
C(X,Y) 0,0469 0,06 0,0528 0,0313

Shannon entropisi icin
H(Y)=0,8028 igin
H(YIX)= 0,6334

CXY =O,211

Cizelge 3. 9 Renyi ve tsallis entropilerine dayali istatistikler

Y’nin Entropisi 0,929 0,8952 0,665 0,5833
X verildiginde Y'nin kosullu 0,847 0,78 0,489 0,434
entropisi
C(Y,X) 0,088 0,128 0,264 0,255
Tsallis Entropileri a=0,33 a=0,5 o=2 a=3
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Y’'nin Entropisi 0,8059 0,727 0,369 0,277

X verildiginde Y’'nin kosullu 0,721 0,623 0,275 0,206
entropisi
C(Y,X) 0,1 0,142 0,253 0,253

Shannon, Rényi ve Tsallis Entropileri icin hesaplanan bilgiler istatistik sonuglarini analiz
ettigimizde, degisken tarafindan olusturulan bilgiler distk oldugu icin entropi yiksek
¢tkmaktadir. Bu yizden Uriin grubu ve satilan Urin tiri arasindaki iliski oldukga distk

oldugu sonucuna varabilir.

3.5.2 Metrik Veriye Uygulama

Klasik dogrusal korelasyon katsayilari ve korelasyon oranlari arasinda bilgi
istatistiklerini anlamli karsilagtirmalar yapmak igin g farkh hipotetik metrik veri ile

¢alismalarimizi yapmayi amagladik.

Blylk olasiliklar asagida verilen kontenjans tablosunun ana diyagonal kdsegeni
Uzerinde asagida verilen tabloda hizli yerlestirilmistir, X ve Y degiskenleri arasindaki

ylksek pozitif korelasyon yansitacaktir:

Cizelge 3. 10 X ve Y metrik degiskenlerinin yliksek ve pozitif korelasyonlu olasilik
dagilimi

0 0,19 0,005 0,005
1 0,005 0,39 0,005
2 0,005 0,005 0,39
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Gizelge 3. 11 Shannon entropisi ile hesaplanan pozitif korelasyonlu bilgi 6lgileri

0,94643 | 0,9465 0,9465 152193 | 1,7441 | 1,522 | 1,522 | 1,2997 | 0,854 0,854

iste bu iki dogrusal iliski Etal (Y / X) ve Eta2 (X / Y) boyutlarinda oldugunu belirtmek
gerekir. ikinci bagimsiz degisken olarak X’i alirsak "Eta bagimsiz degisken olarak X
gormektedir. Buradan klasik korelasyon 0lglsi ve bilgi dlgtleri belli bir dereceye kadar

kabul edilebilir sonucuna varabiliriz.

Cizelge 3. 12 Renyi ve tsallis entropilerinin farkli parametreler altinda karsilikl bilgi
istatistikleri

0,99 Rényi | 1,74849 | 1,52248 | 1,5225 | 0,068 | 0,068 | 1,2965 | 0,852 | 0,8516

0,99 | Tsallis | 1,21933 | 1,06089 | 1,0609 | 0,157 | 0,157 | 0,9025 | 0,851 | 0,8507

1,5 Rényi | 1,61157 | 1,4961 | 1,4961 | 0,036 | 0,036 | 1,3806 | 0,923 | 0,9228

1,5 Tsallis 0,8559 | 0,80919 | 0,8092 | 0,082 | 0,082 | 0,7625 | 0,942 | 0,9423

2 Rényi | 1,55449 | 1,47393 | 1,4739 | 0,026 | 0,026 | 1,3934 | 0,945 | 0,9453

2 Tsallis | 0,65955 0,64 0,64 0,059 | 0,059 | 0,6205 | 0,969 | 0,9695

2,5 Rényi | 1,52084 | 1,45508 | 1,4551 | 0,022 | 0,022 | 1,433 | 0,955 | 0,9548

2,5 Tsallis | 0,52952 | 0,51982 | 0,5198 | 0,049 | 0,049 | 0,4711 | 0,981 | 0,9813

3 Rényi | 1,49713 | 1,43916 | 1,4392 | 0,02 0,02 | 1,3812 | 0,96 | 0,9597

3 Tsallis | 0,43725 | 0,432 0,432 | 0,044 | 0,044 | 0,4267 | 0,988 | 0,9878
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1,53
1,52
1,51

1,5
1,49
1,48
1,47
1,46
1,45
1,44
1,43

1,52248 \
1,4961 \
1,47393 —e—seril
1,45508\ H(x) igin
1,45}
0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5

Sekil 3. 2 Renyi entropilerinin farkli parametrelerdeki degisim grafigi

1,2

1,06089 \

0,8 -

0,6

0,64

0,4

0,51982 =Seri 1
0,43

0,2

H(x) icin

0

0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5

Sekil 3. 3 Tsallis entropilerinin farkh parametrelerdeki degisim grafigi

Cizelge 3. 13 X ve Y metrik degiskenlerinin korelasyonsuz olasilik dagilimi

X/Y 0 1 2
0 0,2 0,05 |0,15
1 0,05 |01 0,05
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2 0,05 0,3 0,05

Cizelge 3. 14 X ve Y metrik degiskenlerinin shannon entropisi ile hesaplanan
korelasyonsuz bilgi élguleri

0,07555 0,08276 0,56335 1,52193 | 2,8087 | 1,522 | 1,539 | 0,2527 | 0,166 | 0,1642

Cizelge 3. 15 X ve Y metrik degiskenlerinin renyi ve tsallis entropilerinin farkli
parametreler altinda korelasyonsuz karsilikh bilgi istatistikleri

0,99 Rényi | 2,81214 | 1,52248 | 1,5399 | 0,383 | 0,388 | 0,2503 | 0,164 | 0,1625

0,99 Tsallis | 1,96835 | 1,06089 | 1,0731 | 0,886 | 0,898 | 0,1657 | 0,156 | 0,1544

1,5 Rényi | 2,64834 | 1,4961 | 1,5166 | 0,343 | 0,355 | 0,3644 | 0,244 | 0,2403

1,5 Tsallis | 1,20124 | 0,80919 | 0,8176 | 0,652 | 0,666 | 0,4256 | 0,526 | 0,5205

2 Rényi | 2,51457 | 1,47393 | 1,4941 | 0,313 | 0,332 | 0,4535 | 0,308 | 0,3035

2 Tsallis 0,825 0,64 0,645 | 0,512 | 0,525 0,46 0,719 | 0,7132

2,5 Rényi | 2,40719 | 1,45508 | 1,4722 | 0,289 | 0,316 | 0,5201 | 0,357 | 0,3533

2,5 Tsallis 0,6121 | 0,51982 | 0,5224 | 0,42 0,43 | 0,4301 | 0,827 | 0,8234

3 Rényi | 2,32193 | 1,43916 | 1,4512 | 0,271 | 0,304 | 0,5684 | 0,395 | 0,3917

3 Tsallis 0,48 0,432 | 0,4331| 0,356 | 0,363 | 0,3851 | 0,891 | 0,8892
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1,55
1,54
1,53
1,52
1,51

1,5
1,49
1,48
1,47
1,46
1,45
1,44

1,5166 \
1'4941\\ o—Seri 1
1 4722\§\ H(y) icin
1'A':1x
0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5

Sekil 3. 4 Renyi entropilerinin farkli parametrelerdeki degisim grafigi

1,2

0,8

0,6

0,4

0,2

10731 &
08176
0,645
0,5%\»
0,433
0 0,5 1 1,5 2 2,5 3

3,5

=—@=—Seri 1

H(y) icin

Sekil 3. 5 Tsallis entropilerinin farkh parametrelerdeki degisim grafigi

Bu durum icinde klasik korelasyon olgileri ve bilgi tabanl entropi olcilerinin benzer
sekilde davrandigini séyleyebiliriz. Ayrica biz degiskenler arasindaki bagimliliklari analiz
ederken, 2 tane parametrik temsil kullandigimizi dikkat etmeliyiz. Clinkii Renyi ve
Tsallis yontemlerden biriyle yapilan entropi tahminler secilen alfa degerlerine baghdir.
Renyi entropi kullanarak X ve Y degiskenleri arasinda distk degerli o degerleri icin
(a=0,99 degeri icin) orta derece bir iliski vardir. Bu durum Tsallis entropisi icin biraz
daha gariptir: X ve Y degiskenlerinin arasindaki iliski a=0,99 degeri icin ¢ok az iken,

tersine o degerleri arttikca orta dereceli iliskilere ulasilacagi goriliir. Nitekim o=3
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degeri icin Tsallis entropisine gore X ve Y degiskenleri arasinda orta dereceli bir iliski
oldugu sunucuna varilir. Bu, dikkate alinmasi gereken bir faktordiir. Ozellikle, Tsallis

entropileri, Rényi ve Shannon entropilerine gore farkli parametrelere ¢ok duyarlidir.

Cizelge 3. 16 X ve Y metrik degiskenlerinin yliksek ve negatif korelasyonlu olasilk
dagihmi

X/Y 0 1 2

0 0,01 0,01 0,38
1 0,01 0,28 0,01
2 0,28 0,01 0,01

Cizelge 3. 17 X ve Y metrik degiskenlerinin shannon entropisi ile hesaplanan yiksek
fakat negatif korelasyonlu bilgi 6lcileri

-0,913 0,91307 0,91307 1,57095 | 1,9575 | 1,571 | 1,571 | 1,1844 | 0,754 | 0,7539

Cizelge 3. 18 X ve Y metrik degiskenlerinin renyi ve tsallis entropilerinin farkli
parametreler altinda korelasyonsuz karsilikli bilgi istatistikleri

0,99 Rényi 1,96258 | 1,57109 | 1,5711 | 0,118 0,118 | 1,1796 | 0,751 | 0,7508

0,99 Tsallis 1,36966 | 1,09495 | 1,095 0,272 0,272 | 0,8202 | 0,749 | 0,7491

1,5 Rényi 1,79631 | 1,56372 | 1,5637 | 0,071 0,071 | 1,3311| 0,851 | 0,8513

1,5 Tsallis | 0,92686 | 0,83677 | 0,8368 | 0,156 0,156 | 0,7467 | 0,892 | 0,8923

2 Rényi 1,72834 | 1,55639 | 1,5564 | 0,053 0,053 | 1,3845 0,89 0,8895

2 Tsallis 0,6982 0,66 0,66 0,115 0,115 | 0,6218 | 0,942 | 0,9421
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2,5 Rényi | 1,69276 | 1,549 | 1,549 | 0,045 | 0,045 | 1,4052 | 0,907 | 0,9072
2,5 Tsallis | 0,55197 | 0,53348 | 0,5335 | 0,095 | 0,095 | 0,515 | 0,965 | 0,9653
3 Rényi 1,6698 | 1,54157 | 1,5416 | 0,04 0,04 | 1,4133 | 0,917 | 0,9168
3 Tsallis 0,45061 0,441 0,441 0,085 0,085 | 0,4314 | 0,978 0,9782
1,45
14 1405244133
1,3845
1,35
1,3311 /
13 .
/ == Seri 1
1,25 / I(X,Y)icin
1,2
1,1796 J
1,15 T T T T T T 1
0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5
Sekil 3. 6 Renyi entropilerinin farkli parametrelerdeki degisim grafigi
0,9
08 0,8202 &
0,7467
0,7
06 0,6218
0,5 0,515
0’4 0,4314 —.—Seri 1
0,3
I(X,Y)igin
0,2
0,1
O T T T T T T 1
0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5

Sekil 3. 7 Tsallis entropilerinin farkli parametrelerdeki degisim grafigi
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Sekil 3. 8 Renyi entropilerinin farkli parametrelerdeki degisim grafigi

0,3

0,25

0,2

0,15

0,1

0,05

0,272 0\
0,156
0,115
U~ —,
0 0,5 1 1,5 2 2,5 3

3,5

=—@=—Seri 1

H(X/Y) icin

Sekil 3. 9 Tsallis entropilerinin farkh parametrelerdeki degisim grafigi

Burada klasik korelasyon ile karsilikli bilgi 6l¢lsi arasindaki paralelligi izleyebiliriz.

3.5.3 Nominal ve Metrik Verilerin Uygulama Sonuglari

Bu calismada, biz nominal ve metrik verilere entropi 6rnekleri uygulayarak klasik
korelasyon olclst ile entropi tabanli iliski olclleri arasindaki paralellik gosterilmek
istendi. Degiskenler nitel oldugu zaman, biz klasik korelasyon o6l¢iilerini kullanamayiz.
Bu nedenle karsilikli bilgi olctleri bagimliliklarin analizinde etkili olabilir. Genellikle

(Shannon, Renyi veya Tsallis entropilerinin birini kullanarak) kosullu entropi ve karsilikli
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bilgi 6lclisi hesaplamalari Shannon ve Renyi entropilerinde benzer sonuglar (iretirken
Tsallis entropisinde bu durum farkhlik gosterir. Tsallis entropileri parametrelere ¢ok

duyarli olduklari igin nominal iliskilendirme hususlarinda yaniltici sonuglar verebilir.
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BOLUM 4

KULLBACK LEIBLER UZAKLIGI

X1, X 5 e, Xp

pll pZ ) 'pn

entropi ve bilgi icerigi kavramlari ( Xi,X,...,X, durumlari Gzerinde p1,py,...,pn Olasilik

Su ana kadar XE( )gibi kesikli bir sistem veya rasgele degisken icin

dagiliminin veya kisaca pi,pa,...,pn oOlasilik dagiiminin entropisi ve bilgi igerigi

kavramlari) ele alinmistir.

H(X)=I(X)= -Xi_, pi logpi= -Xi-; f (x)Infi (x;) = -E [ Inf (X)] (4.1)

ve sirekli rasgele degiskenler (sistemler) icin

H(X)=- [~ fx(Olnfy (x)dy (4.2)
ve
I(X)=- [ fG)Inf(x)dy = E [f,(X)] (4.3)

olarak tanimlanmistir.
Yukaridaki H(X) ve I(X) gdsterimi yerine H(f,) ve I(f,) gosterimi de kullanilabilir,
yani
H(f.)=I(fy)= E [ -Infy (X)] (4.4)
dir. Simdi, yukaridaki kesikli sistemin x1,X,,...,x, durumlari Gizerinde baska bir
Ix(x;) =P(X=x;)=q;,i=1,2,...n

olasilik dagiliminin da s6z konusu oldugunu disintlebilir. Bu dagilimin bilgi icerigi ve

entropisi,
I(gx)= H(gx)= E [ -Ingx (X)] = -ZiL; gx (x)Ingx(x;) = Zi_, i loga; (4.5)
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dir. Ayni Xg,Xy,...,.X, durumlari lzerinde s6z konusu olan f, ve g, gibi iki dagilimi

karsilastirmak icin tanimlanan,

X( l) -
Diw(fell 90 By, [In2X83]= T, £ ()i 225 =31 py It (4.6)

degerine Kullback-Leibler uzakligi (Kullback-Leibler bilgi kazanci, goreli entropi)

denir[27].

Surekli durumda Kullback-Leibler uzakhgi,

Dir(fell 907 By, [InEXB=/7 fx o LEZa, (@.7)

dir. Genelde, Dy (fx || 8x) # Dku(gx || fx) oldugundan Kullback-Leibler uzakhgi bir metrik
degildir.

fx ve g, bir X sistemi (rasgele degikeni) ile ilgili iki hipotez ( Hg : X ~ f, ,H1:X~g,) altindaki
dagilimlari goésterdiginde Kullback-Leibler uzakhgi

In fx(X)

4.
9x(X) (4.8)

karsitlik oraninin logaritmasinin sifir hipotezi altinda beklenen degeridir.
(X,Y) bilesik sistemi, bagka bir ifade ile (X,Y) rasgele vektordi ile ilgili 6ne surilen fx  ve

Ix y gibi iki dagihm icin Kullback-Leibler uzakligi [26],

— fxyXY)
Dir(fxyll 9xy)= Ery [ln g—x,y(X,Y)] (4.9)

olarak tanimlanir.

(X,Y) bilesik sisteminin gy y dagilimi altinda bilesenleri bagimsiz, yani gy y - gxgvise,

fXY(XY)] [ fxy(X.)Y)

IxXgy(¥) ax(X) ] ) Efx,y [ingy (Y)]

Dgr(fx vl 9x.v)= Efyy|In [
=Ef, [In fiy (Y 20] + HY)=H(Y) -H(X/Y)=I(X,Y) (4.10)

olup, bu durumda Dy (fx y | gxy) Kullback-Leibler uzakligi ayni zamanda /(X,Y) karsilikh
bilgi degeridir [27].

N tane durumu olan kesikli (X,Y) bilesik sistemi icin gyy dagimi dizgin dagilim

oldugunda,
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fx y(X,Y)
Dir (fx vll 8x,v)= EfX‘Y [lnm

=Efyy [ln fX‘Y(iX,Y) l =InN+Eg, . [Infy y (X, V)]

N

= |nN-H(ijy) (411)

olur.

4.1 Metrik Tanimi ve Kullback Leibler Uzakliginin Metrik Fonksiyon Olup

Olmadiginin incelenmesi
X bos olmayan bir kiime olsun. Bu kiime Uzerinde reel degerli, negatif olmayan bir
d:XxX = R fonksiyonu asagidaki aksiyomlari saglasin:

i.  Herxy € Xigin d(x,y)20.
ii. Herxy € Xicin ancak ve ancak x=y ise d(x,y)=0
iii. Herx,y, €Xicind(x,y)=d(y,x) (simetri)
iv.  Her x,y,z € Xicin d(x,y)<d(x,z)+d(z,y) (l¢cgen esitsizligi)

Boyle bir d(x,y) fonksiyonuna X kiimesi (izerinde bir metrik adini verecek ve X
kiimesinin bundan bdyle nokta adini verecegimiz x ve y gibi elemanlari arasindaki

uzaklik olarak yorumlayacagiz.

iki kesikli dagilim arasindaki Kullback-Leibler mesafesi (ya da goreli entropi) (4.6)
denklemindeki gibi tanimlandigindan bu fonksiyonun metrik olup olmadigini

inceleyebiliriz.

Kullback leibler uzakhgi

Her x,y, € X icin d(x,y)=d(y,x) (simetri) 6zelligini yani;

D(plla)=D(allp) esitligini saglamadigi icin, yani iki dagim 6zdes oldugunda bu mesafe

sifira esit olur. Bu olci genellikle asimetriktir. Baska bir ifade ile

D(p I 9)=D(q || p) (4.12)

oldugundan dolayi metrik fonksiyon degildir.
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4.2  Goéreli Entropi ve Kullback-Leibler Mesafesi Arasindaki iligki

o _n “u_n

D(p Il g) ya da goreli entropi gergcek dagihm “p” iken, dagilimin “q” sayilmasindan
kaynaklanan yetersizligin bir 6l¢listidir. Ayni zamanda “p” ve “q” gibi iki dagilim
arasindaki mesafenin bir 6l¢lsli olarak da degerlendirilebilir. Goreli entropi olasilik igin
bir geometri tanimlamak igin kullanilabilir. Goreli entropi blyik sonuglar hakkinda
bircok yorum yapmamizi saglar[29]. iki kesikli dagihm arasindaki Kullback-Leibler
mesafesi (ya da goreli entropi) (4.6) denkleminde tanimlanmistir. iki dagiim 6zdes
oldugunda bu mesafe sifira esit olur. Bu 0Ol¢li genellikle asimetriktir. Baska bir ifade ile

(4.12) deki esitsizligi saglar.

Bu istatistik, belirli dizenlilik kosullarinda asimptotik olarak ki-kare dagilmaktadir. Bu
konu ile ilgili olarak [28]'e basvurulabilir. Son olarak karsilikhi bilgi 6l¢lsu ile goreli
entropi arasinda bir paralellik kurulabilir. Karsilikli bilgi miktar, birlesik olasilik
fonksiyonu ile iki marjinal olasilik fonksiyonunun ¢arpimi arasindaki Kullback-Leibler

mesafesi ya da goreli entropiye esit olmaktadir. Baska bir ifade ile

xy)
1(X;Y)= Xxex 2yey P(x,y)log p?x;ﬂ)zw

=D(p(x,¥) [ p(X)p())

p(x,y)
p(X)py)

= Ep(x,y)log (4.13)

Ornek 4.1 X=(0,1) araliginda tanimli bir kiime ve p ile q bu kiimenin 2 dagilimi olsun.
p(0)=1-r , p(1)=r ve q(0)=1-s,q(1)=s seklinde tanimlansin. Bu 2 kesikli dagilimin

arasindaki karsilikh bilgi miktarini inceleyelim.
Coziim
1-r r
= - —_— 4 —_
D(p || a)=(1-r)log—+rlog -
1-s s .
D(q |l p)= (l-S)logE + slog; oldugundan

Eger r=s ise D(p || 9)=D(q || p)=0 olur. Eger r=1/2 ve s=1/4 alip Kullback Leibler

mesafelerini hesaplarsak:
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1

1 > 1
D(p Il a)=(3)log5 + > log T = 1--10g3=0,2075 bit
4

AR R

3 1
3 2 1 2 3
D(q [l p)=(;) logz + logt = 7 log -1=0,1817 bit cikar.
2 2

Buradan da D(p || 9)#D(q || p) oldugundan dolayi Kullback Leibler uzakligi metrik
fonksiyon degildir.

4.3  Kullback-Leibler Sapmasinin Simetrik Bir Versiyonu: Jeffrey Sapmasi

Jeffrey sapmasi
D, = Dk (p I @) + Dg.,(q Il p) (4.14)

seklindedir [30]. iki kesikli dagilim p ve q icin Jeffrey sapmasi
Dy = 2(p() - 4())log (52) (4.15)

olur [2]. Stirekli haller icin de benzer bir bicimde Jeffrey sapmasi tanimlanabilir:

Dy = [7,(F(x) = g () log(b 3 dx) (4.16)

Jeffrey sapmasi da bir metrik olmanin Ulgilinci kosulunu (licgen esitsizligi) yerine
getirmedigi icin mesafe olarak degil de “sapma” (divergence) olarak adlandiriimaktadir

[28].

4.4  Segilmis Bazi Dagilimlar icin Kullback Leibler ve Jeffrey Sapmalari

1)Bernoulli: X~(Bernoulli(p;)) ve Y~(Bernoulli(p,)) igin

Dy, =(1- pl)log( p1)+p110g (4.17)

-p3)

—log 1"’1] (4.18)

D, = (p1 — p2) [108 o

2)Binom : X~(Binom(P1; M)Ive Y~(Binom(P2; n)) igin

Dk =n [(1 — pp)log S22 iop P )+ Palog ] (4.19)

Dy = n(py — py) [log =22 log%] (4.20)

52



3)Poisson: X~Poisson(A,) ve Y~Poisson(A,)igin

Dy = (A, — Ay) + Alln% (4.21)
M
A2

4) Normal :X~(Normal(uy, 0x?)) Y~(Normal(uy, oy?))igin

Y P . N L Sl
Dy, = > 2In ox + - + o 1] (4.23)
2+ 2
Dy =25 (02 — 02) + (ux — )] (4.24)
XYY
iki dagilimin varyanslari esit kabul edilerek 62 = g2 = g2 denecek olursa
(H1—p2)?
p, = Yzt (4.25)
seklinde daha yalin bir formilasyona ulasiimis olur.
5)Ustel: X~Ustel(A;)X~Ustel(A,)igin
f(x) = A e™M1x £, (x) = Ae~2x x>0 igin
_ (12— M
Dy, = T + In ™ (4.26)
_ (Aa—Ap)?
by == (4.27)

6)Gama : X~Gama(0, ,)X~Gama(8, B)olsun. Baska bir deyisle

_ Bo0x®0Texp(=Box),, _ B®®lexp(-Bx)
fi(x) = foy) ve f,(x) = T — B,B0,6,00 > 0,X = Oolsun.

f;sifir hipotezinde gecerli kabul edilen dagilim, f,de bu dagilima uygunlugu test edilen

dagilim olduguna gore dagilimlar arasindaki Kullback-Leibler sapmasi [26]

_ 1. [Boor(e) _ _ B—Bo
Dy = In |5 = + (80 — 0)¥(80) — In(Bo) + 60 (4.28)

seklindedir.

7. Beta: X~Beta(0, ¢)X~Beta(0,)0 < X < lolsun.

Dk, =1n [% —(ag—a)¥(a) — (Bo —BYY(B) + (ag —a+ fo — F)¥(a + B)

(4.29)
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(atg,B0) parametreli Beta dagilimi HO hipotezinde gegerli oldugu distiniilen dagilimi

temsil etmektedir.

Ornek 4.2 Bir para 50 kere atiliyor. 15 kere tura gelme olasiligini Ki-Kare testi ile

belirleyip bunlari Kullback Leibler sapmasi ile hesaplayip karsilastiralim.
Coziim:

Ho: Para hilesiz= P(T)=§

Ha: Para hileli  P(T)# %

TURA YAZI

e; 25 25

o;: Gozlenen frekanslar

e;: Beklenen frekanslar

2 on (oi-ei)?
X'=Xi=1 ei

> ,(15-25)? (35-25)?2
X=C—)+ )
=444

=8

iki Bernoulli dagihmini Kullback Leibler sapmasiyla hesaplarsak

wu1
oImIN“"
ur|w

| |N|H

1 1
DKL=§-10821 +E'10g2 =

_l l E+l ] E
=" 0823 x 0827
1 1
= 5 . 0,74 + E . (-0,48)= 0,13
X’= 0,13 X 50 =6,5

iki Bernoulli dagilimini Jeffrey sapmasiyla hesaplarsak:
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1 35 () 2
DJ=(E — 5) [lOgETE — IOg%]

2
=(-0,2)(-1,22239)
=0,244418=0,25
X*=0,25 X 50 =12,5
iki dagilimin farkli oldugu ortaya cikmaktadir. Ciinkii elde edilen X* degeri oldukca
blydktir.

Ornek 4.3 Bir fabrikada dretilen uriinlerin %2 si defoludur. Segilen 100 iriinden 3
tanesinin kusurlu olma olasiligini Poisson dagilimi ile belirleyip Kullback Leibler sapmasi

ile karsilagtiralim.
Co6ziim: n=100 ve p=0,02 oldugu icin A=n.p=100.0,02=2 bulunur. Boylece secilen 100
Urinden 3 tanesinin kusurlu tretilme olasiligl Poisson Dagilimindan

23,72
3!

P(3)= =0,18 bulunur.

Kullback Leibler sapmasi ile hesaplarsak:

H0=2

Ha#2

oldugundan A,=2 ve kA2=3 olarak alirsak
2

DKL=(3'2) +2.1n E

=0,18907 olarak bulunur.
D]=(2-3)|n§ = 0,40547 olarak bulunur.

Buradan da gorildigu gibi Kullback Leibler sapmasi ve Jeffry sapmalarini kullanarak Hg

red edilir.

Ornek 4.4 Bir fabrikadaki bir iretilen bir Griiniin iretim ortalamasi 0,448 , varyansi
0,863 tir. Bu Urin Uretimde standart normal dagildigina gore (retimi Kullback Leibler

sapmaslyla inceleyelim.
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Cozim:

11=0, 062=1, 1,=0,448 , 65=0,863 verildigine gére

1 1 1 1-0,448)2
Dx==[21In + + ( ) -1]
2 0,863 0,863 V0,863

=-10,294 + 1,158 + 0,327-1]

=0,39 bulunur.

Ornek 4. 5 Bir fabrikada tretilen Griiniin kullanim siiresi yaklasik olarak 12,5 yil olan bir
Ustel dagilimla temsil edildigine gore bu lriinden bir tane satin alan mdsterinin 25 yil
kullanma olasiligini bulunuz ve Kullback Leibler ve Jeffrey sapmalar ile de

karsilastiriniz.
Coziim:
Ustel dagilimin beklenen deger tanimindan

1 1
E,=— =——olarak bulunur.
a 12,5

f(x) olasilik yogunluk fonksiyonu ise;

1

S
f(x,00) = Y e 125

251 -1 ——— 25
Pr{x>25}=; o5 Pedx=r=(-12,5e 123)[g

=1-e7%2=0,14

Ay—A A
DKL = —( 2}\1 1) + lni

(25-12,5) 12,5
Dy, = +1In
KL 12,5 ' 25

=0,30

_ (a—A)? _ (25-125)2

D
J Ay 12,5.25

=0,50 olarak bulunur.
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BOLUM 5

NiTEL DEGISKENLIK OLCULERI

5.1 Nitel Degiskenlik Olgiilerine Giris

Kader ve Perry temel istatistik kitaplarinin nitel degiskenlik olglleri konusuna fazla
onem vermedigini vurgulamaktadir. Yine de bu trende uymayan bazi kaynaklar vardir
[31]. Wilcox, bir nitel degiskenlik 6lglisiiniin sahip olmasi arzu edilen 6zelliklerini su
sekilde 6zetlemektedir: indeksin sahip olacagl en kiiciik ve en biyiik degerler nitel
dagilimin sahip olacagl kategori sayisina ve kategorilerin buylkliklerine bagh
olmamalidir. Ayrica bir indeksin standart bir deger araligi bulunmalidir. Bu kosul
ozellikle farkli indekslerin birbirleri ile kiyaslanabilmesi agisindan énemlidir [32]. Wilcox
konu ile ilgili kapsamli ¢alismasinda bir indeksin anlaml bir nitel degiskenlik 6l¢Us

olabilmesi igin su kosullarin altini gizmektedir:
i)Degiskenlik sifir ile bir arasindadir.
ii) En cok benzerlik ya da homojenlik s6zkonusu oldugunda degiskenlik sifira esittir.

iii) En cok benzemezlik ya da heterojenlik sézkonusu oldugunda degiskenlik bire

esittir.

5.2 Degiskenlik Orani (DO)
L. Freeman tarafindan 6nerilen degiskenlik orani:

DO=1—£ (5.1)
N
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seklindedir. Burada K kategori sayisi, N toplam birim sayisi olsun. Bltln gézlemler ayni

kategoriden geldiginde DO sifira esit olur. indeks maksimum degerini

—h
i
Il
-
N
Il
Il
—
~
Il

% kosulu altinda alarak KT_l degerine esit olur. Dolayisiyla DO,

bu degere boliinecek olursa

Do+(K—j=NK—Kfm 52)
K N(K -1)

Wilcox tarafindan énerilen bu indeks tanesi moddan sapmalar indeksidir (MSi).

CNK-K f,

MSI = (5.3)
N(K -1)

5.3  Grup Sikliklarinin Varyansina Dayali indeks (GSVDI)
Wilcox tarafindan 6nerilen bu istatistik su sekilde hesaplanmaktadir [32]:

K 2

5(3)

= K
GSVDI =1-=——-" (5.4)

N°(K -1
K

Bu formiil klasik varyans formdll ile analoji kurularak anlasilabilir. En ¢cok heterojenlik
halinde butiin kategorilerin sikliklari N/K’ya esit olacaktir.  BUtlun goézlemler ayni

kategoriden geldiginde ise

K 2 20 _
2[ f _E] :w (5.5)
= K K
— - . - N*(K-1) . .
esitligi gecerlidir. Bu yizden (5.4) deki — K carpimi standardizasyonu saglamak

icindir. Yine (5.4)'in sag tarafindaki 1’den cikarma islemi Wilcox’un sozlini ettigi (ii)
ve (iii) no’lu kosullarin yerine gelmesi icindir. ~ (5.4) no’lu denklem (izerinde cebirsel

olarak bir miktar manipilasyona gidilerek asagidaki daha basit form elde edilebilir:

N2(K —1)

GSVDI = (5.6)
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Bir dagilimda K tane kategoriye dusen gézlem sayilari (. , beklenen gézlem sayilari da

@, olsun. Bagka bir deyisle Ho:ei:%, i=12,..K seklinde sifir hipotezi

olusturulsun.

< (0-e)
Bu durumda Z# istatistigi K-1 serbestlik dereceli bir ki-kare degiskeni
i=1 €

olacaktir. 0. = f.  degerleri yerine konacak olursa

bulunur. Bu oran en ¢ok homojenlik halinde ( bltln gézlemlerin j. gruptan gelmesi

durumunda bitin i # j igin f;=0 vej.grupicin f, =N olacagindan)

2 2
R
=N(K-1) (5.8)
N
)
Bu ;(2 degeri standardizasyon icin N(K-1)'e boliinecek olursa

S1-x)

olur. Bu oran en cok homojenlik durumunda 1, en az homojenlik

durumunda ise 0 degerine esit olmaktadir. Dolayisiyla Wilcox’'un sézini ettigi (ii) ve
(iii) no’lu kosullarin yerine gelebilmesi icin bu orani birden ¢ikarmak gerekmektedir. Bu

durumda ise elde edilen indeks (5.4) ‘dekine 6zdestir. Buradan hareketle

2
GSVDI =1 &K1 (5.9)
N(K —1)
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5.4 Nitel Degiskenlik indeksi (NDI)

K S
NDI _K——l(l_; p; ) (5.10)

seklindedir. Bu denklemde p, = f./N denecek olursa

3

K-1 N?

NDI = (5.11)

Fakat bu formdl (5. 9)'daki gibidir. Baska bir deyisle GSVDI ile NDI birbirine esit

K
olmaktadir.  Bazen bu indeksin standardize edilmemis hali Z p,(1—p,) toplami
i=1

kullanilmaktadir. Bu forma sahip indeks ayni zamanda Gini Yogunlasma indeksi (GYI)
olarak da adlandiriimaktadir. Baska bir deyisle NDI, GYI'nin standartlastiriimis hali

olarak da degerlendirilebilir [33].

5.5 Benzemeazlik Katsayisi

“Benzemezlik her bir gozlem degerinin bir digerinden ne siklikla farklilastigi anlamina
gelir” [34]. Benzemezlik katsayisi (the coefficient of unalikeability) su sekilde

tanimlanmaktadir:

ZC(Xan)
U= IHNZ—N (5.12)

Burada eger X; ve X; farkli kategorilerden geliyorlarsa C(Xi,Xj) =1 kabul edilir. Aksi

takdirde  C(X;,X;) =0 olarak alinir.

Her biri sirasi ile f, f,,..., f, sikliklarina sahip K tane ayrik kategori varsayilsin. Bu

durumda (5. 12) no’lu denklemdeki payda ifade edilen toplam (birlerin ve sifirlarin

toplami) (N = £,)4 £,(N =)+ (N = )+t f (N— ) =D f,(N 1)
SH(N-f)=NZ-Y f2 (5.13)
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En ¢ok heterojenlik halinde
2 < 2 2 K_l
NZ-> f2=N?(—>) (5.14)
— K
ve bu duruma karsilik gelen benzemezlik indeksi |J,,., ile gosterilecek olursa

{Z(I;IJ:N(N ~-1)=N*-N}

;C(xi,xj) N(K <1

u =
M N2-N K(N -1)

bulunur. indeksi standartlastirmak igin

K
2 2
' « | N —;fi

U, (K-D| N

(5.15)

Ancak bu da (5.4) ‘deki sonuglarla aynidir. Baska bir ifade ile benzemezlik katsayisinin

standartlastiriimis hali nitel grup sikliklarinin varyanslarina dayali indekse (GSVDI) esit

olmaktadir.

5.6 Simpson Gesitlilik indeksi (SCI)

Simpson c¢esitlilik indeksi bir ekolojik sistem icerisindeki cesitliligi 6lgmek Uzere

gelistirilmistir.
kK f(f -1

SCI =1—ZM (5.16)
= N(N-I)

Ya da bir miktar cebirsel islemden sonra

NG )

SCl =————— (5.17)
(N-1)

En ¢cok heterojenlik ya da biyolojik cesitlilik s6zkonusu oldugunda bu toplam
N(K-1

SCl,,, :¥ (5.18)
K(N -1)
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scl K <
SCl,,, (K-1) (1_%: pi] (5.19)

Bu da hic¢ stiphesiz NDI (ya da GSVDI) ile ayni indekstir.

5.6.1 Genisletilmis Binom Dagilimu ile iliskisi

Rastgele yapilan bir gézlemin belirli bir kategoriden gelme (ortalama) olasiligr p=1/K
ve gelmeme olasiligl g=1-(1/K) olacaktir. Ayni Bernoulli deneyi K kere tekrarlanirsa ve
rastlanti degiskeni belirli bir kategoriden gelen toplam gbzlem sayisi olarak

tanimlanirsa rastlanti degiskeninin varyansi

Ki 1—l :M bulunacaktir.
K K K

Simdi de her denemede i. kategoriden gelme (basari) olasiliklarinin degisken oldugu bir
durumu ele alalim. Her denemede basari ve basarisizlik olasiliklari sirasi ile p; ve
g, =1-p, i=1,2,..,K olsun. Her denemenin bagimsiz oldugu varsayimi altinda toplam
basari sayisi X’in varyansi

K K K K
Var(X)=> pg =D p(1-p)=1->p? olarak bulunacaktir. Dolayisiyla 1->" p?
i=1 i=1 i=1

i=1

ifadesi genellestirilmis binom dagiliminin varyansi , % de p=1/K ve n=K

parametreli bir binom dagiliminin varyansidir. Bu bakimdan (5. 19)’i iki varyansin orani

olarak ele almak da mumkundur.

5.7 Nitel Degiskenlik Olgiileri ile ilgili Uygulama
Nitel degiskenlik Olclileri arasinda bilgi istatistiklerini anlaml karsilastirmalar yapmak

icin Ui¢ farkh metrik veri ile calismalarimizi yapmayi amacladik.

Olusturdugumuz tablolar Maksimum Entropi, Minimum Entropi ve ortalama bir
entropiyi icerecek sekilde asagida verilen tablolarda gosterilmistir. X degiskeniyle 100
farkl sayida gozlem gruplandirilarak Nitel degiskenlik degerleri hesaplanacak ve bu

degerler Shannon, Tsallis ve Renyi entropileri ile karsilagtirilacaktir.
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Cizelge 5. 1 X metrik degiskeninin maksimum entropili olasilik dagilimi

X P(x) Frekanslar
0 0,01 1
1 0,01 1
2 0,01 1
3 0,95 95
4 0,01 1
5 0,01 1
Toplam | 100
Maks 95

Cizelge 5. 2 X metrik degiskeninin nitel degiskenlik dlclleri

DEGISKENLIK OLCULERIi  DEGERLER

DO 0,0500
MSI 0,0600
GSVDI 0,1160
NDI 0,1164
SCI 0,0980

Cizelge 5. 3 X metrik degiskeninin shannon, renyi, tsallis entropileri

ENTROPI ‘DEGERLER DEGERLER2 DEGERLER3
SHANNON |0,278987139
a=2 a=1,5 a=0,5

RENYI 0,102032726 |0,143109165|0,776881267
TSALLIS |0,097000000 |0,138109074 | 0,949358869

Cizelge 5. 4 X metrik degiskeninin minimum entropili olasilik dagilimi

P(x) Frekanslar

x

0 0,17 17
1 0,17 17
2 0,17 17
3 0,17 17
4 0,16 16
5 0,16 16
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100
17

Toplam

Maks

Cizelge 5. 5 X metrik degiskeninin nitel degiskenlik dlguleri

DEGISKENLIK OLCULERi  DEGERLER
DO 0,8300
MSI 0,9960
GSVDI 0,9998
NDI 0,9998
SCl 0,8416

Cizelge 5. 6 X metrik degiskeninin shannon, renyi, tsallis entropileri

ENTROPI ‘DEGERLER DEGERLER2 DEGERLER3
SHANNON [1,791356721

a=2 a=1,5 a=0,5
RENYI 1,790959789|1,791157514 | 1,791557382
TSALLIS |0,833200000 |1,183257635 | 2,898484500

Cizelge 5. 7 X metrik degiskeninin ortalama entropili olasilik dagilimi

X P(x) Frekanslar
0 0,05 5
1 0,2 20
2 0,3 30
3 0,1 10
4 0,15 15
5 0,2 20
Toplam | 100
Maks 30

Cizelge 5. 8 X metrik degiskeninin nitel degiskenlik dlguleri

DEGISKENLIK OLCULERI  DEGERLER

DO 0,700
MSI 0,840
GSVDI 0,954
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NDI 0,954
SCI 0,803

Cizelge 5. 9 X metrik degigskeninin shannon, renyi, tsallis entropileri

ENTROPI ‘ DEGERLER DEGERLER2 DEGERLER3
SHANNON | 1,669580127
a=2 a=1,5 a=0,5
RENYi 1,5847453 |1,623410709|1,725174457
TSALLIS | 0,7950000 |1,111799856 |2,738565294

5.7.1 Sonuglar

1. Nitel degiskenlik olgulerinin bazilari yukaridaki tablolarda da gorildigu gibi
birbirleriyle yakindan iliskilidir.

2. Bu tlr orneklem dagilimlari gergeklestirmek igin ve daha glivenilir sonuglar elde
etmek icin nitel degiskenlik olgllerini kullanmak kaginilmazdir. Bu gergege ragmen
analitik ¢oziimler elde etmek kolay degildir. Bu nedenle Simiilasyon g¢alismalari ile bu

niteliksel dnlemlerin “6rneklem dagilimlar” elde edilebilir.

3. Maksimum entropinin oldugu birinci 6rnekte GSDVI ve SCI degiskenlik oOlglilerinin

Tsallis entropisinin a=2 parametreli degeri ile benzer sonuglar verdigi gorulur.

4. Minimum entropinin oldugu ikinci Ornekte GSDVI ve MSI benzer sonuglar
vermektedir. Ayrica DO ve SCl degiskenlik olgllerinin Tsallis entropisinin  a=2

parametreli degeri ile benzer sonuglar verdigi gorilir.

5. Ortalama entropili Uglincl 6rnekte ise tim degiskenlik Olglleri birbirine yakin
degerler vermektedir. SCI degiskenlik Olglstiiniin Tsallis entropisinin a=2 parametreli

degeri ile benzer sonuclar verdigi gorilir.

6. Degiskenler nitel oldugu zaman, biz klasik korelasyon o&lcilerini kullanamayiz. Bu
nedenle karsilikh bilgi olctleri bagimliliklarin analizinde etkili olabilir. Genellikle
(Shannon, Renyi veya Tsallis entropilerinin birini kullanarak) karsilikli bilgi 6lctsi
hesaplamalari Shannon ve Renyi entropilerinde benzer sonuglar Uretirken Tsallis
entropisinde bu durum farkhlik gosterir. Tsallis entropileri parametrelere ¢ok duyarh
olduklari icin nominal iliskilendirme hususlarinda yaniltici sonuglar verebilir.
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BOLUM 6

NIiTEL DAGILIMLARDA BiRLIKTELiK OLCULERI
iki nitel degiskenin birlikte siklik dagihmi bir kontenjans tablosu seklinde diizenlensin.
Birinci degisken, X, i=1,2,..n degerlerini ikincisi de Yj j=1,2,...m degerlerini alsin.
X {X =X,,Y =Yj} birlesik durumunu ifade etsin. f; ve €; X ’nin gozlenen ve
(bir hipotez cercevesinde) beklenen sikliklari [35]

m

2.2 fi=2.2.8=N (6.1)

i=1 j=1 i=1 j=1
1 m
P(X=X,)=m==>_f (6.2)
N =
1 n
P(Y=Y)=rm==>f (6.3)
N i3
f,
P(X =X,.Y =Y))=P(X,) =7 =" (6.4)

olsun. Degiskenlerin bagimsiz olabilmeleri icin bitin i=1,2,..n ve j=1,2,..m icin

7ty =m7r; olmasi gerekmektedir. Birliktelik derecesinin dl¢lilmesinde fi-kare istatistigi

2
T

%3

i=1l j=1 7Z'i7Z'j

1 (6.5)

seklinde tanimlanmaktadir. Bu deger degiskenler bagimsiz ise 0 degerini almaktadir.

2

Alabilecegi maksimum deger g-1 olur. Burada g = min{n,m} olur. Dolayisiyla a1
q_
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istatistigi bir nitel birliktelik indeksi olarak degerlendirilebilir. Bu istatistik degiskenler

arasinda birliktelik yokken 0, bagimlilik varken 1 degerini alacaktir. (6. 5)'de =, , 7, ve

1K

7; s6z konusu olasiliklarin maksimum olabilirlik tahmincileri ve secilen N birimlik

ornekten hareketle olabilirlik fonksiyonunu [36]
f
L=[T(=7) i (6.6)
ij
olsun.

Burada Zﬂ'i:]. ve Zﬂ'j:l ve LogL—/IZﬂi—,uZﬂj maksimize edildiginde
i=1 j=1

i=1 j=1

— (6.7)

="t (6.8)

En ¢ok olabilirlik tahmincilerini kullanarak €; = N7zz;  bulunur.

2
e ZZ(“;) 69)

i1 j1 €;

istatistigi yaklasik (n-1)(m-1) serbestlik derecesinde bir ki-kare dagilimina uymaktadir.

(6.10)

2
2=N anzm:@—l (6.11)

2 X
# = N (6.12)
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bulunur. Degiskenler bagimsiz oldugunda bu istatistik 0’a esit olmaktadir. Bu
istatistigin blyukluginin ki-kare tablosundaki hiicre sayisina bagh olmasi yorumlama
glcliglu getirmektedir. Dolayisiyla istatistigin yeniden dizenlenmesi gerekmektedir

[37].

6.1 Bazi Diizenlemeler

Bu gli¢ligli ortadan kaldirmak icin Pearson

1/2
[
SEA o

istatistigini onermistir P de O ile 1 arasinda deger almaktadir. Bu istatistik, degiskenler
birbirleriyle tam iliskili goriinse bile 1 degerine ulasamamaktadir.  Multinomial

ornekleme plani gergevesinde p’nin en ¢ok olabilirlik tahmincisi p ile gosterilecek

olursa

Z/N 1/2 2
p= (Z—zj =, ’ZZ— (6.14)
1+ /N x +N

Kontenjans tablosunun satir sayisi sttun sayisina esit oldugunda P nin alacag

maksimum deger (q—l)/q , aksi hallerde ise 1'den kuglk olabilmektedir. Bu

bakimdan formiilde diizenlemeler 6nerilmistir.  Ornegin Sakoda su istatistigi

gelistirmistir:
P q¢2 1/2
p* = = 5 (6.15)
PMaks (q _l)(l+ ¢ )

p*, degiskenlerin bagimsizhg halinde 0, tam birlikteligi halinde 1 degerini almaktadir

[38].

6.2 Tschuprow’un Kontenjans Katsayisi

Bir diger versiyon Tschuprow’un T kontenjans katsayisidir:
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1/2

2
T= ¢ (6.16)

J(m—l)(n—l)

T de 0 ile (bagimsizhk halinde) 1 arasinda degerler almaktadir. Bununla birlikte

maksimum degerine yalnizca kare formlu kontenjans katsayilarinda ulastigini belirtmek

gerekmektedir.

6.3 Cramér’in Kontenjans Katsayisi

Cramér, p ve T katsayilarina karsilik olarak

Ve (¢_2J _ [_X i J (6.17)
q-1 N(q-1)

istatistigini 6nerdi. v tam birliktelik halinde 1, bagimsizlik halinde ise O degerini almasi
ve satir sayisinin stun sayisina esit olmadigi kontenjans tablolarinda bile alabilecegi

maksimum degere ulasabilmesi nedeniyle bahsedilmeye deger bir istatistiktir [37].

p, p*, T vev’'nin tahmincilerinin tam olasilik dagilimlarinin belirlenmesi oldukca
zordur ama yaklasik blyik 6érneklem dagilimlari belirlenebilir. Bagimsizlik varsayimi
altinda (¢2:O) kontenjans katsayilarinin dagilimlarinin gesitli ylzde noktalari

asagidaki gibi kolaylikla hesaplanabilir:

- 2542\ _ X 2
P(T 2t,)=P(T zto)_P[[N (n—1)(m—l)}2t°] (6.18)

P(T2t))= P[zz >N téx/(n—l)(m—l)] (6.19)

Benzer olasilik hesaplamalari p, p* ve v i¢in de gergeklestirilebilir. ¢2¢O

kosulunda ise bu tahmincilerin standart hatalari icin Liebetrau’ya bakilabilir [37]. Biz bu

formiiller ¢cok karmasik oldugu gerekgesi ile buraya almadik.

6.4 Uygulama

Asagidaki frekans tablosu istanbul'da faaliyet gosteren bir el 6rgii sirketinin
verilerinden olusturulmustur. iki farkh tiirde musterilere sunulan yedi farkli tGiriin grubu
vardir. Nisan ve Ekim aylarinda satilan iriinler gruplar seklinde ayrilmistir. Uriin grubu
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2 nitel degiskene ayrilmis ve kontenjans tablosu asagidaki gibi diizenlenmistir. Bu

Urlnlerin satis kilogramlari ton olarak hazirlanarak asagidaki tablo elde edilmistir.

Cizelge 6. 1 El orgli ipligi fabrikasinin Grlnlerin tlrlerinden sattigi miktarlar(ton)

DUZ DESENLI GENEL TOPLAM (TON)

ANGORAGRUBU 207 28 235
AKRILIKGRUBU 7 28 35
%25YUNLUGRUBU 93 7 100
POLYAMIDGRUBU 34 44 78
PAMUKLUGRUBU 20 3 23
%50YUNLUGRUBU 16 5 21
FANTEZIGRUBU 35 18 53

TOPLAM 412 133 545

Bu fabrikanin 2013 yili 3. ceyregindeki Urin grubunun ton olarak satis kilogramlari
¢ikarilarak kontenjans tablosu olusturulmus ve Griin grubu ile tiir arasindaki iliskisinin
birliktelik 6lctisii bulunmaya calisilmistir. ilgili dagihm ve bu dagihimla ilgili birliktelik

istatistikleri Cizelge 6. 2 ve Cizelge 6. 3 de 6zetlenmektedir.

Cizelge 6. 2 Ki-Kareye dayali nitel birliktelik istatistikleri

Ki-Kare 108,5024553

Fi-kare 0,199087074

Pearsonp |0,656478187

Sakoda 0,690974293

Tschuprow (0,182157017

Cramér 0,446191746
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Yukaridaki gizelgede de gorildiugi gibi (6. 12) esitsizligi 0,19 ¢iktigindan dolayi nitel
degiskenler arasindaki bagimhlik zayiftir. Pearson esitsizligine gore nitel degiskenler
arasindaki iliskinin 0,65 ¢ikmasi nitel degiskenler arasindaki bagimhhg arttirmistir.
Tschuprow kontenjans katsayisi (6.12) esitsizligine yakin bir deger verdigi yukaridaki
cizelgede verilir. 0,18 lik Tschuprow kontenjans katsayisi ile nitel degiskenler arasindaki
iliskinin zayif oldugu sonucuna varilir. Cramer kontenjans katsayisina gore ise
Tschuprow ve fi kare, Ki kare istatistiklerine oranla daha yuksek bir bagimlilik ¢tkmasina
karsi, Pearson katsayisina oranla nitel degiskenler arasinda daha dustk bir iliski vardir.
Cramer kontenjans katsayisina gore nitel degiskenler arasindaki birliktelik olglsu
zayiftir. Sakoda kontenjans katsayisina gore nitel degiskenler arasindaki iliski ise en

ylksek ciktig gorulir.

Cizelge 6. 3 Entropiye dayali nitel birliktelik istatistikleri

H(X) 2,326

H(Y) 0,8

H(X,Y) 2,958
I(X,Y) 0,169
C(X,Y) 0,073
C(Y,X) 0,211

Bolluk(Redundancy) |0,054

Kullback-Leibler 0,707

Jeffreys 1,414

Cizelgelerden de izlenebilecegi gibi iki degisken arasinda anlamli bir birliktelik
sdzkonusu degildir. Bu ylzden driin grubu ve satilan Griin tird arasindaki iliski oldukca

dislik oldugu sonucuna varabilir.
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BOLUM 7

SONUC VE ONERILER

Entropinin istatistikte oldukg¢a yaygin uygulama alanlari bulunmaktadir. Bunlari su

sekilde siralayabiliriz:

o Nitel dagihimlarda, degiskenligin 6l¢tlmesi

e Nitel degiskenler arasindaki birlikteligin (association) derecesinin belirlenmesi

e Ozellikle Bayesci istatistikte dagihmlar arasinda entropiye dayali sapma
Olgulerinin kullaniimasi ile 6rneklem bilgisinin degerlendirilmesi

e Uyum iyiliginin belirlenmesi

e Hipotez testleri
seklinde siralayabiliriz.

Entropi, belirsizlik demektir. Belirsizlik ve informasyon 6yle yakin iki kavramdir ki bir
deney hakkinda edinilen informasyon yok edilen belirsizlik miktarina esittir.
Gerceklestirilen ¢alismayla ilgili olan “olasiliksal belirsizlik durumu” ele alindiginda
entropi “bir sisteme ait belirsizlik dizeyinin 6lcim{” olarak ifade edilebilir. Olasilik
teorisi sadece gelecekteki olayin beklentisi ile iliskili olan belirsizlik ile ilgilenir. Bir baska
deyisle herhangi bir olayin bas gosterme olasiligl, belli diizeyde bu olayin gerceklesip
gerceklesmeyecegi hakkinda belirsizligin gostergesidir. Shannon, “bir olasilik uzayinin
belirsizliginin 6l¢lisii” olarak tanimladigl entropi icin, bir deneyin sonuclarinin icerdigi

ortalama bilgi miktarini Gnermistir.

Degiskenlerin birbirleri hakkinda verdigi karsilikli bilgi miktari Shannon tarafindan

tanimlanmistir. Goreli entropi ve karsilikli bilgi miktarinin birbirleri ile yakindan ilgili iki
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kavramdir. Goreli entropi ya da Kullback Leibler mesafesi Shannon entropisine bagli
olarak hesaplanmaktadir. Belirsizlik ol¢itli olarak Shannon entropisinin disinda
Onerilen bir dizi entropi Olglist igerisinde Renyi ve Tsallis entropilerini 6zellikle
belirtmek gerekir. Literatlirde bu entropi 6lglilerine dayal olarak hesaplanan karsilikli
bilgi 6lguleri de bulunmaktadir. Bu galismada, nominal ve metrik verilere bu U¢ entropi
Olglist uygulayarak klasik korelasyon olgusu ile entropi tabanli iliski 6lgtleri arasindaki

paralellik gosterilmek istenmistir.

Degiskenler nitel oldugu zaman, Pearson korelasyon katsayisi kullanilamaz. Bu nedenle
nitel degiskenler arasindaki karsilikli bagimliliklarin analizinde entropiye dayal dlgller
yararli olabilir. Genellikle farkli entropi tirlerini kullanarak elde edilen karsilikh
bagimlhlik olglleri paralel sonuglar verseler de bulunan sonuglari yorumlarken ihtiyath
olmak gerekir. Clnki Renyi ve Tsallis entropileri parametrik tiirden entropilerdir. Baska

bir deyisle bulunan sonuglar parametre seciminden etkilenebilmektedir.

Calismanin uygulama asamasinda bir el 6rgi ipligi fabrikasinin Urettigi farkl cesitlerde
Urlin gruplarinin satislari incelenmis ve elde edilen verilere Shannon, Renyi ve Tsallis
entropileri uygulanmistir. Elde edilen sonuclarda (retilen Griin gruplar ile Grin
cesitlerinin birliktelik géstermedigi saptanmistir. Her Grin grubunda her c¢esidin ayni
oranda talep gérmedigi calismada belirlenmistir. Ozellikle {iretim planlamasinda bu

elde edilen bu sonuglar yararh olacaktir.

Bu c¢alismada ikinci olarak, literatlirden derlenen bazi nitel degiskenlik indekslerinin

birbirleri ile iliskili oldugu ele alinan 6rnekler ¢ergevesinde gosterilmistir.

Uglincli olarak entropiye dayali birliktelik 6l¢iilerinin secilmis bazi &rnekler igin
verdikleri sonuglari, ki-kare gibi geleneksel birliktelik olciileri ile elde edilen sonuclarla
kiyasladim. Bu sonuclarin paralellik gosterdigini gézledim. Yine de bulunan sonuglar
arasinda bazi farkhliklar olmasi kullanilan birliktelik 6l¢tilerinin farkh metrik yontemlere
dayanmasindan kaynaklanmaktadir. Bu olglleri birer analiz araci olarak kullanacak

olanlarin bu olguya dikkat etmesi gerekir.

Son olarak entropiye dayali Ol¢lilerin rahatlikla cok degiskenli hallere uygulanabilmesi
de bu birliktelik 6lgllerinin icerisinde kendilerine ayricalikli bir konum saglamaktadir.

Bu noktanin alti gizilmelidir.
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EK-A

ENTROPI DE R PROGRAMI

R PROGRAMINDA SHANNON ENTROPIiSINi HESAPLAYAN PROGRAM
KODLARI

Description

entropy estimates the Shannon entropy H of the random variable Y from the
corresponding observed counts y.

fregs estimates bin frequencies from the counts y.

Usage

entropy(y, lambda.freqs, method=c("ML", "MM", "Jeffreys", "Laplace", "SG",
"minimax", "CS", "NSB", "shrink"), unit=c("log", "log2", "log10"), verbose=TRUE, ...)
fregs(y, lambda.freqs, method=c("ML", "MM", "Jeffreys", "Laplace", "SG",
"minimax", "CS", "NSB", "shrink"), verbose=TRUE)

Arguments

y vector of counts.

method the method employed to estimate entropy (see Details).

unit the unit in which entropy is measured. The default is "nats" (natural units). For
computing entropy in "bits" set unit="log2".

lambda.fregs shrinkage intensity (for "shrink" option).

verbose verbose option (for "shrink" option).

... option passed on to entropy.NSB.

Details

The entropy function allows to estimate entropy from observed counts by a variety of
methods:

e method="ML":maximum likelihood, see entropy.empirical
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¢ method="MM":bias-corrected maximum likelihood, see entropy.MillerMadow
e method="Jeffreys":entropy.Dirichlet with a=1/2

e method="Laplace":entropy.Dirichlet with a=1

e method="SG":entropy.Dirichlet with a=a=1/length(y)

e method="minimax":entropy.Dirichlet with a=sqrt(sum(y))/length(y

¢ method="CS":see entropy.ChaoShen

* method="NSB":see entropy.NSB

* method="shrink":see entropy.shrink

The freqs function estimates the underlying bin frequencies. Note that estimated
frequencies are

not available for method="MM", method="CS" and method="NSB". In these instances
a vector containing

NAs is returned.

Value

entropy returns an estimate of the Shannon entropy.
freqgs returns a vector with estimated bin frequencies (if available).
Author(s)

Korbinian Strimmer (http://strimmerlab.org).
See Also

entropy-package, discretize.

Examples

# load entropy library

library("entropy")

# observed counts for each bin
y=c(4,2,302,400,2,1,1)

entropy(y, method="ML")

entropy(y, method="MM")

entropy(y, method="Jeffreys")

entropy(y, method="Laplace")

entropy(y, method="SG")

entropy(y, method="minimax"

entropy(y, method="CS")

#entropy(y, method="NSB")

entropy(y, method="shrink")
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EK-B

ENTROPI DE R PROGRAMI

R PROGRAMINDA KARSILIKLI BiLGi KODLARI VE ENTROPIDEKi BAYES
TAHMINCILERINI HESAPLAYAN PROGRAM KODLARI

Description

fregs.Dirichlet computes the Bayesian estimates of the bin frequencies using the
Dirichlet multinomial pseudocount model.

entropy.Dirichlet estimates the Shannon entropy H of the random variable Y from the
corresponding observed counts y by plug-in of Bayesian estimates of the bin
frequencies using the Dirichlet-multinomial pseudocount model.

KL.Dirichlet computes a Bayesian estimate of the Kullback-Leibler (KL) divergence from
counts y1 and y2.

chi2.Dirichlet computes a Bayesian version of the chi-squared statistic from counts y1
and y2.

mi.Dirichlet computes a Bayesian estimate of mutual information of two random
variables.

chi2indep.Dirichlet computes a Bayesian version of the chi-squared statistic of
independence from a table of counts y2d.

Usage

freqgs.Dirichlet(y, a)

entropy.Dirichlet(y, a, unit=c("log", "log2", "log10"))
KL.Dirichlet(y1, y2, a1, a2, unit=c("log", "log2", "log10"))
chi2.Dirichlet(y1, y2, a1, a2, unit=c("log", "log2", "log10"))
mi.Dirichlet(y2d, a, unit=c("log", "log2", "log10"))
chi2indep.Dirichlet(y2d, a, unit=c("log", "log2", "log10"))

Arguments
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y vector of counts.

y1 vector of counts.

y2 vector of counts.

y2d matrix of counts.

a pseudocount per bin.

al pseudocount per bin for first random variable.

a2 pseudocount per bin for second random variable.
unit the unit in which entropy is measured. The default is "nats" (natural units). For
computing entropy in "bits" set unit="log2".
entropy.Dirichlet 9

Details

The Dirichlet-multinomial pseudocount entropy estimator is a Bayesian plug-in
estimator: in the

definition of the Shannon entropy the bin probabilities are replaced by the respective
Bayesian

estimates of the frequencies, using a model with a Dirichlet prior and a multinomial
likelihood.

The parameter a is a parameter of the Dirichlet prior, and in effect specifies the
pseudocount per

bin. Popular choices of a are:

¢ a=0:maximum likelihood estimator (see entropy.empirical)

e a=1/2:Jeffreys’ prior; Krichevsky-Trovimov (1991) entropy estimator
e a=1:Laplace’s prior

e a=1/length(y):Schurmann-Grassberger (1996) entropy estimator

e a=sqgrt(sum(y))/length(y):minimax prior

The pseudocount a can also be a vector so that for each bin an individual pseudocount
is added.

Value

fregs.Dirichlet returns the Bayesian estimates of the frequencies .

entropy.Dirichlet returns the Bayesian estimate of the Shannon entropy.

KL.Dirichlet returns the Bayesian estimate of the KL divergence.

chi2.Dirichlet returns the Bayesian version of the chi-squared statistic.

mi.Dirichlet returns the Bayesian estimate of the mutual information.
chi2indep.Dirichlet returns the Bayesian version of the chi-squared statistic of

independence.
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Author(s)
Korbinian Strimmer (http://strimmerlab.org).
References

Agresti, A., and D. B. Hitchcock. 2005. Bayesian inference for categorical data analysis.
Stat.
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See Also

entropy, entropy.shrink, entropy.empirical, entropy.plugin, mi.plugin, KL.plugin,
discretize
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