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OZET

Diferansiyel denklem problemleri, matematik ve fizik temel bilimlerinde, ayrica miihendislik
alaninda sikga karsimiza gikan problemlerdendir. Bu diferansiyel denklem problemlerinin
¢Oziimili igin cesitli yontemler bulunmaktadir. Laplace donigiimleri de bu ¢oziim
yontemlerinden biri olmakla birlikte oldukg¢a da kullamshdir. Ozellikle baslangic deger
problemleri bu doniisiimler uygulanarak kolaylikla ¢oziilebilir.

Zor goziilebilecek bir diferansiyel denklemi Laplace doniistimii ile basit cebir problemine
doniigttirebiliriz. Ardindan bu basit cebir problemini ¢oziip, ters Laplace doniisiimii ile
kolayca sonuca ulagabiliriz.

Bu galigmanin da ilk béliimiinde, dontigtimiin ne oldugu Srneklerle agiklanmugtur.

Ikinci boliimde, Laplace déniistimii tanimlanmis ve temel 6zellikleri teorem bagliklar1 altinda
yazilip ispatlanmustir. Ayrica diferansiyel denklem problemlerinin ¢oziimiinde kargimiza
¢ikabilecek bazi 6zel fonksiyonlar ele alinarak Laplace doniisiimleri hesaplanmustir.

Ugtincti bolimde ters Laplace doniigimii ve ozelliklerine yer verilmis, ters Laplace
doniistimiintin hesaplanmasinda kullanilan yntemler anlatilmigtar.

Dérdiincii bolim kompleks sayilara ayrilmus, ters Laplace doniistimiiniin bulunmasinda rezidii
teoreminin kullamlmasi rneklerle agiklanmigtir.

Besinci boliimde sabit ve degigken katsayili adi diferansiyel denklemler, adi diferansiyel
denklem sistemleri ile fark denkleminin ¢dziimiine 6rnekler verilmisgtir.

Altinc1 boliimde Laplace doniigiimlerinin, matematik, fizik temel bilimlerinde ve miihendislik
alaninda nerelerde kullanildigina 6rnekler verilerek deginilmistir.

Son bolimde ise bu ¢aligmanin sonucu Szetlenmigtir.

Anahtar kelimeler: Laplace doniigimii, ters Laplace doniisiimii, diferansiyel denklem,
baglangic deger problemi, fark denklemi, matematik problemleri, fizik problemleri,
miihendislik problemleri.
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ABSTRACT

Differential equation problems are rather frequently recurring problems in mathematics, in
physics main sciences and in engineering field. There are different methods for solving these
differential equation problems. Laplace transformations is one of these solution procedures
and also very useful. Especially beginning value problems can be solved easily by using these
transformations.

A differential equation which is difficult to be solved can be converted into a basic algebra
problem with the help of the Laplace transformations. After solving this basic algebra
problem, we can easily arrive at a conclusion with the help of the inverse of the Laplace
Transformation.

In the first section of this study “What does transformation means?” is explained with the
examples.

In the second section the Laplace transformation is described and basic principles enlisted
under the theorem titles are proved. Furthermore some of the functions can be up against in
the process of solving differential equation problems are discussed and their Laplace
transformations are calculated.

In the third section inverse of the Laplace transformations and properties are given place, the
methods utilized in calculating inverse of the Laplace transformations are explained.

The fourth part is assigned to the complex numbers, in the process of finding the inverse of
the Laplace transformations by using the “Residue Theorem” is explained with the examples.

In the fifth part examples are given about solving the constant and variable coefficient
ordinary differential equations, ordinary differential equation systems and difference
equations.

In the sixth part it is mentioned where the Laplace transformations is used in mathematics, in
physics main sciences and in engineering field and the solution of the problems can be up
against us with the examples.

At the last part this study’s consequences are deduced.

KEY WORDS: Laplace transformation, inverse Laplace transformation, differential
equations, beginning value problems, difference equations, mathematic problems, physic
problems and engineering problems.
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1. GIRiS
Laplace” ve ters Laplace doniisiimleri matematikgilerin, fizikgilerin ve miihendislerin kolayca
kullanabildigi, matematigin vazgegilmez bir par¢asidir. Bunun nedeni ¢esitli yerlerde ortaya

¢ikan problemlerin ¢6ziimii igin kolay ve etkili bir yontem olmasidir.

Bu yontem ile &zellikle sabit veya degisken katsayili diferansiyel denklemlere iliskin
baslangi¢ deger problemleri cebirsel denklem sistemine donistiirtilerek kolayca ¢oziilebilir.

Bu ¢aligmada ele alinan konular, Laplace doniigiiminiin ve ters Laplace doniisimiin{in
dzellikleri ile adi ve kismi tiirevli diferansiyel denklemlere uygulamalari, diferans ve integral
denklemlerle ilgili problemlerdir. Ayrica mekanige uygulama ve elektrik devrelerine
uygulama bagliklari altinda 6rnekler verilerek fizik ve mithendislik dallarinda da Laplace ve
ters Laplace doniisiimlerinin kullanildig1 vurgulanmustir.

1.1 Doniigiim Nedir?
Laplace doniiglimiiniin i¢ine tamamen girmeden 6nce doniistimiin ne oldugunu gorelim.

Bunun i¢in birkag basit 6rnek ele alalim.

1.1.1 Ornek:
Isinxdx =—cosx ifadesini, yani verilen sinx fonksiyonunun integralini g6zéniine alalim.

Burada —cosx belirli kurala gére ele alman sinx’in bir d6niigim{diir. Bu halde de —cosx’in

ters d6niislimiiniin sinx oldugu sdylenebilir.

1.1.2 Ornek:

Bir bagka omek olarak da logaritma iglemini verebiliriz. Bu matematik metod, bir gok
hallerde (¢arpma, bdlme, kok alma vb. yi ve bilhassa verilen say1 birgok ondaliklara sahipse
ve biiyiik bir dogruluk isteniyorsa) basitlestirici rol oynamaktadir. Bu dogrulugu hemen elde
etmek icin logaritmas: hesaplanmak suretiyle verilmis sayiyr déniistirmis, dontistimiinii elde
etmis oluruz. Bundan sonra logaritmalar toplanir, ¢arpilir vb. ve uygun antilogaritma (yani
ters doniisim) olarak ¢oziim istenen sekilde bulunmus olur. Ozet olarak: Logaritmik
fonksiyonlar yardimiyla, ilk 6nce verilen sayilarin doniisiimii alinarak hesaplamalar yapilir ve
netice sembolik olarak bulunur. Bu sembolik neticede ters doniiglim islemi uygulanarak

istenen ifadeye ulagilir.

‘ Laplace’nin biyografisi i¢in sayfa 167 Ek D’ye bakmiz.



2. LAPLACE DONUSUMU
Verilen bir f fonksiyonundan integral yardimiyla yeni bir fonksiyon tanimlanmasi bir integral

déniistimiidiir. Ornegin, ' bir fonksiyon olmak tizere
b
F(s)= [k(s,) £ (e)eit

bigiminde tamimlanan F fonksiyonu, f nin doéniigiimiidiir. k fonksiyonuna dontigimiin
cekirdegi denir. Doniisiimden amag, f bilinmeyen fonksiyonuna bagli bir denklemi, daha
kolay ¢oziilebilen ve F’ye bagli bir probleme doniigtiirmektir. Laplace doniistimii de boyle bir

integral dontistimiidiir. Simdi Laplace déniigtimiiniin tanimini verelim.
2.1 Laplace Déniisiimiiniin Tanim

2.1.1. Tanum:
f(t) fonksiyonu t>0 igin tamumlanmig bir fonksiyon olsun. Eger herhangi bir s sayis:

verildiginde;
F(s)=°] fle)edt=1im [re)ear @2.1)

genellestirilmis integrali yakinsak ise, F(s) fonksiyonuna f(t) fonksiyonunun Laplace

doniigtimii denir ve, -

Lif()}=Fls)

seklinde gosterilir.

(2.1) integrali genellestirilmis bir integral oldugundan herhangi bir f(t) fohksiyonu icin
Laplace doniiglimiiniin varligi s6z konusu degildir. Laplace doniislimiiniin var olmasi i¢in
basit bir yeter kosul vermeden &nce genellestirilmis integrallerin temel ozelliklerini
hatirlatmak yararli olacaktir. Simirsiz bir aralik tizerindeki genellestirilmis integral, sonlu bir
aralik {izerindeki integrallerin limiti olarak tanimlanir. R pozitif bir gergel say1 olmak lizere:

w0 R
[f@)dt=1lm [fE)ar  (@<R)

dir. Sagdaki limit varsa, genellestirilmis integral yakinsaktir. Yakinsak olmayan bir integrale-
wraksaktir denir.



2.1.1.1 Ornek:

f({e)=t7, t>1, p gergel bir sabit olsun.

T[t”"dt = lim Ij't“’dt = lim —— (R 1)
1 1

R l_p
olur.
p>1lise Il{imRH’ =0

ve,

p<lise Ileile"’=oo

dir. Bu nedenle It"’ dt integrali, p > 1 i¢in yakinsak, p < 1 i¢in ise wraksaktir. Simdi de p =1
1

igin bakalim;
"l .
—dt = }zlm Int=c0

7t

oldugundan, integral wraksaktir.

2.1.2 Laplace Déniisiimiiniin Varhg: i¢in Yeter Kogul
Yukarida belirtildigi gibi istenilen her £(t) fonksiyonunun Laplace doniiglimii olmayabilir.

Simdi hangi kosullar altinda Laplace doniiglimiiniin var olacagina dair bir yeter kosul

vermeden 6nce iki tanim verelim.

2.1.2.1 Tanim (Pargah Siirekli Fonksiyon):
Asagidaki kosullara uyan f(t) fonksiyonuna [0,00) araliginda parcali stirekli fonksiyon denir
(Sekil 2.1):

a) f(t) her bir sonlu [0,2) aralifinda, ancak sonlu sayida noktalarda siireksizdir;
b) Eger c bir siireksizlik noktasi ise,
lim f(e) ve lim f(r)

limitleri taniml1 ve sonludur.
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Sekil 2.1 Pargal: siirekli fonksiyon

2.12.1.1 Ornek

Sekil 2.1°deki fonksiyon bir pargal: siirekli fonksiyondur. Bunun aksine,

1

—_ 0<r<«1
t—1

=42 r=1
t r>1

fonksiyonu pargals stirekli bir fonksiyon degildir, ¢iinkii t = 1 siireksizlik noktasinda
lim f()=co

t—>1

olmaktadir.

2.1.2.2 Tamum (Ustel Mertebeden Fonksiyon):

f(t), [0, ) araliginda tanimlanmig bir fonksiyon olsun. Eger dyle bir M > 0 ve a sayisi
bulunabiliyorsa ki, t > t, igin

i (t)l <M e” veya |e‘“' f (tj <M (2.2)

kosulu saglansin, bu halde f(t) fonksiyonuna iistel mertebeden bir fonksiyon ad1 verilir.

a < p iken
|e"" f (t)i <M (t > z‘o) oldugundan, (2.2) esitsizligini saglayan o tek degildir.

Tanmim uyarinca her simirh fonksiyon tistel mertebeden bir fonksiyondur.



Gergekten, bu halde (=0, t,=0) ve
) <M=M.e

olur.

2.1.2.2.1 Ornek:
fity =t", (@=1, 2, 3, ...) fonksiyonunun {istel mertebeden bir fonksiyon oldugunu

gosterelim.

Coziim:

1 143
" <nlt" <n!(1+t+——-t2 +...+t—+...]=n!e'
21! n!

Boylece,

t"<Me' = M=n!, a=1, t,=0 bulunur.

2.1.2.2.2 Ornek:

I (t) =e fonksiyonu tistel mertebeden olmayan fonksiyona bir drnektir. Gergekten,
le"”' f (tj = e =
fonksiyonu istenildigi kadar biiylik degerler alabildigi i¢in (2.2)’yi saglamasi sdz konusu

degildir.

2.1.2.3 Teorem (Laplace Doniisiimiiniin Varlig):

f(t) fonksiyonu her sonlu 0 < t < a araliginda parcali siirekli ve fistel mertebeden bir

fonksiyonsa, yani;

lfe)<Me”,t>1,

saglaniyorsa her bir Re{s} > o i¢in f{(t) fonksiyonunun Laplace dontiglimii vardir.
Ispat:

Laplace doniiglimii tamimina gore;

mj ft)eat

R
lim 5[ F)e™ar



R t R
< }E}E J' I f(d edt = -ﬂ f(t] e“‘dt+llei_l’ml} J I f (t] et
0 0 5
t, R
—st : at —st
< (;ﬂf(t]e dt+}121_1£t;[Me e’dt

t, R
= [lf@)ede+a lim [e'a

0 tﬂ

' LI
ﬂf(t)le~s'dt+M11m( ~_¢ J

a—s x—Ss

(@-s)t,
ﬂf(t] "'dt+Me =c , Re{s}>a
~a

saglanmaktadir, yani verilmis genellestirilmig integral yakinsaktir. Bagka bir ifadeyle f{t)’nin

Laplace doniiglimii vardir.

2.1.2.3 Teorem Laplace doniiglimiiniin varlig1 igin sadece yeter kogullar1 vermektedir. Fakat

bu kosullar hi¢bir halde gerek kosul olmamaktadir. Ornegin;

[ 1
-1 °

, 21

0<r<l

JORS

\

fonksiyonu pargali stirekli olmadigt halde, bu fonksiyonun Laplace doniigiimii mevcuttur.

Simdi Laplace dontgiimiinlin tanimindan faydalanarak bazi basit fonksiyonlarin Laplace

doniigtimlerini bulalim.

2.1.2.3.1 Ornekler:

Asagida verilen fonksiyonlarm Laplace doniigtimlerini bulalim.

1) fit) =1
Cozim:
L)~ L= e = pm [e = i

0 0 0



—SR [
—im& -1 Regsy>0
R>o —5 —§5 §
olmaktadir, yani;

L={1}=F(s)=§ , Re{s}>0

seklindedir.
2) fit)=t

Coziim:
F(s)=L{f(t)}=L{t}= 0]} .e™dt =lim }]} edt

Bu integrali hesaplamak igin kismi integrasyon kullanilirsa;

t=u eStdt=dv

dt=du - le"“=v
s
R 1 R R 1
= lim [tedr=lim{-=e™".1 —f——e-“dr
R—)ooo R0 Ky o b Ky

’ _l.le_“

0 SS

= lim {-— 1 et
R—w Ky

R}
0
1

= lim {—l e R+0——e* +i2}
R—x

s § S

—0+0-0+—
A

:F(s):L{t}:si , Re{s}>0

2

3)fiH)=e* (acR)

Coziim:

R«

F(s)=L{f(t)}=L {e‘"}: me‘”. e dt =1lim ?e(“"s)’dt

(2.3)

(2.4)



e(a~s)t

= lim
Roo g—g§

R (a-s)R (a-s).0
=lim{e _ }: L Refs}>a

o RBow [ g—g a—s S—a

= F(s)=L{"}=

, Re{s}>a (2.5)
s—a

4) f(t) = cos at
Coziim:
R

L{f(t)}=L{cosat}= _[cos at.e”"dt = lim jcosat. e dt
0

Bu integralin ¢6ziimii i¢in kismi integrasyon uygulayalim.

eSt=u cos at.dt=dv
..st 1 .
se™dt=du —sinat=v
a

. P
= lim {e % —sin at
R—ow a

R R 1
- J. —se™ Zsinat dt
0 9 a

_[cos at.e”dt =1 dersek,

_ 1 . S [ g -
I= J'cosat.e Tdt == sinat +— Ie * sin at dt
a a

Simdi Ie"s’ sin at dt integraline kismi integrasyon uygulayalim.

eSt=y sin at dt = dv
s et dt=du - lcosa‘t=v
a

1 . s o 1 - 1
=I=—esinat+—<{—e¥.—cosat - J—se |1 —-—].cosatdt
a a a a

) s 1 _ s
I=—e ‘smat+—{——e S’cosat——I}
a a

2
Ky 1 . s _
:>[1+—]I=—e"smat——7e"cosat
a a



—st

e . ) a
I=—.|sinat——cosat R

a a a+s

a Y s
[= ———.e" | sinat——cosat
a +s a

Simdi integrale Ileim ifadesini uygulayalim.

R

limI= lim{ 2a > e (sinat—icosat]}

R—> R>»o | g° 4+ § a

0

=lim{ 2a 2e"‘R(sinaR—ﬁcosaR]— Za 2(—£J}
Roo (a” +5 a a’+s a
= limI= > olarak bulunur ki,

Roo 2% +§

F(s)=11{cosatt}=azj_s2 , Re {s} >0 du.

(2.6) ifadesini bulmak i¢in asagidaki formiillerden de yararlamlabilinir.

e (bsin at —acos at)
a’ +b’

J.e"’ sin gt dt =

¢" (b cos at +asin at)
@ +b

Ieb' cosatdt=

5) Simdi (2.7) formiiliinti kullanarak f(t) = sin at’yi bulalim.

(Coziim:

o R
F(s)=L{sinat}= Jsin at.e”dt = lim |sin af edt

(2.7)ye gore,
e™ (- s.sinat — a.cosat) §
SRR
a

0

= lim
R

e (—s.sinaR — a.cosaR) L4
s’ +d s> +d

g , Re{s }.>O dar.

= F(s)=L{sinat} = .

2.6)

Q.7)

2.8)

(2.9)



10
5) f(t) = cosh at

Coziim:

_ e“+e | e+
F(s)—L{coshat}:L{ 5 }:I 5 e dt

0

N |~

].e“’ e dt+ % u]'e‘“‘. e "dt
1] 0

i

.;.L{e«}%L{e-«}:%{ L, ! }

S—a s+a

s
s2—a?

= F(s) =L {coshat}=

, Re{s}>q
6) f(t) = sinh at
Coziim:

Benzer sekilde,

F(s)=L {Siﬁhaf}:L{ew —e_ai}=_;_L {eat}__%L{e~a,}

1] 1 1 a
= — —_ = 5 R >
2 {s—a s+a} st —a? °{s}>|d

= F(s)= L{sinhar}=—2— , Re{s}>|d]
S —a
t 0<t<1

=
1 t>1

¥ = LU0} = [£Oeai= 1@ ac+ [ a

1-¢ R
=lim [¢.e™dt+lim je-“dr
&0 &0
0 Rsw 145

(2.10)

2.11)



11

= (—le"’— ! e"s+i+—e'sj
s 52 s s
11,
e e
=SL2(1_e-s) , Re{s}>0 2.12)

8) Sekil 2.2°de verilen fonksiyonun Laplace doniistimiinii bulalim.

N

\ (1)

—_—
N
W) L
W =
N 4
3 +
oo -+
O r+=----

-1 ———e

Sekil 2.2 Laplace doniigtimii hesaplanmak istenen f{t) fonksiyonu

Ik 6nce Sekil 2.2°de gosterilen f(t) fonksiyonunun ifadesini yazalim.

-1 0<t<4
ft) =
1 >4
@© 4-g R
= Fl)=L{f@}= [fO)e"dt=lim [-edr+lim [e™ar
0 0 R-»x 4+8

—4s

e | 1 _ 1 _
= ——4lim| = +—e™*
s § Row s S

)}=2'e4s—§ , Re{s}>0 (2.13)

= F(s)=L{f(t
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2.2 Laplace Déniigiimiiniin Ozellikleri

2.2.1 Teorem (Dogrusallik Ozellizi):

fi(t) ve £(t) Laplace doniistimii olan iki fonksiyon, c; ve c; de herhangi iki sabit say1 olmak

lizere,

Lie )+ e, frlOh=c, LA+, L{ 0} (2.14)
esitligi vardir ve buna Laplace doniigtimiintin dogrusallik dzelligi denir.
Ispat:

(2.14) esitliginin sol tarafim1 alip uygun iglemlerle sag tarafini elde etmeye g¢alisalim, buna

gore:

0

L {‘71 fl(f)"‘cz fz(f)}= Hcl fl(t)""cz fz(f)]e_“dt

= o [A@Qedtve, 1, (Ve ar

= ¢, L{f,t)}+e, LI, ()}

elde edilir ki bu sonug kolayca ikiden fazla fonksiyona genellestirilebilinir.

2.2.1.1 Ornek:
L {sin2 at} doniigtimiinii hesaplayalim.
Cozim:

2, l—cos2at

sin” at oldugundan dolayi,

Lisin*at}=1 {% - °"522"’ } seklinde yazilabilir, simdi (2.14)" kullanursak,

L {sin2 at}=—;—L {1}—%L {cos2at} olur,

(2.3) ve (2.6)’y1 veya Laplace tablosunu kullanirsak,

2 22 2
L{sinzat}zi— s _s +4a° —s _ 2a

2s 2(s2+4a2) 2s(s2+4d2) s(sz+4a2)
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olarak bulunur.

2.2.2 Teorem (Tiiretilmiy Fonksiyonlarm Laplace Doniisiimleri):

f(t) fonksiyonu [0,00) araliginda siirekli ve iistel mertebeden bir fonksiyonsa ve f '(t) her bir
sonlu [0,A] aralifinda parcali siirekliyse Re {s} > a oldugunda f' (t) fonksiyonunun Laplace

dontsimi vardir ve,
Lif Of=s L{r©}- 1 00) 2.15)
ile hesaplanmaktadir.

Ispat:

f' (t)’nin [0,A] araligindaki siireksizlik noktalari ty, tp, ..., t, olsun. Dogrudan integral alalim.
A ] ty 4

1= [f )= [f@)edt+ [f e dt+...t [fF)ear
0 0 f ty

Simdi integrallere kismi integrasyon uygulayalim.
F(t)dt = v e =u
f)=v ~sedt =du

olur ki,

4

[7 Qe at=10).e[ - [-se r@)ar

0

= f(t).e™ 0 +5 tlj flt)e™ar

olur, diger integralleri de aym yontemle hesaplar ve f(t) nin de stirekli oldugunu hesaba
katarsak,

Y

1= f()e™ - f0)+s [F@)edr+ 1(1,)- ft)e™ +5 tsz(f)e“"df

bt (e = 1) +s [0

olur, gerekli sadelestirmeler de yapilirsa I integrali,
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I=—f(0)+f(4)e™ +5 Aj f(t)e™dr

elde edilir.

im {£(4)e™}=0 , Re{s}>a

bulunur. Bu nedenle, Re {s} > a i¢in

L{f e)}=s L{r©O}-1(0)

elde edilir.

2.2.3 Teorem:

f(t) fonksiyonu [0,c0) araliginda (n-1)’inci mertebeye kadar tiiretilebilen bir fonksiyon f{t),
£, ....f® fonksiyonlarmin her biri tistel mertebeden ve £ ®)(t) her biri [0,A) aralignda
parcali siirekli olsun. Bu halde £ ®(t)’nin Re {s} > a oldugunda Laplace doniisiimii var ve,
L{rO@)=s"L{f}-s"01(0)- 521 (0)-...— £(0) (2.16)
dir.

ispat:

(2.15)e gore

LY OQ)= 5 L6} 1(0)

L{FIO)=s Ly eI} r+2(0) *)
L@ = s L@} - 1/0) %)
L{f =5 L{r@}- 1) %)

(*) ifadesini s ile ... (**) ifadesini s® ile ve son olarak (***) ifadesini de s® ile garpip taraf
tarafa toplar, gerekli sadelestirmeleri yaparsak,

L0} =1 90) -5 /)0 .~ ) LU0}~ 570

elde edilir ki, diizenlersek,
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L{fOe)= L {F @)= 5" 0) =52 £ 0)-..—s £72(0)- £(0)

bulunur.

2.2.3.1 Ornek:

L {sin bt} d6niiglimiinii hesaplayalim.
Coziim:

(2.16) dan =2 alirsak,

L{r @)=L {r 0O}~ £(0)- 7 (0)

f(t) = sin bt = f(0) = b

f'(t)=b cos bt = £'(0) =b

£ "(t) = -b sin bt

olarak hesaplanir (*) da yerine koyarsak,
L{-b*sinbt}=s"L {sinbt}~s5.0~b
—b*L {sinbt}= 5L {sinbt}~b

:L{smbt}:ﬁ , Re{s}>0

olarak bulunur.

2.2.4 Teorem (Integrallerin Laplace Déniigiimleri):

f(t) fonksiyonunun Laplace doniigimii,

L{f(e)y=F(s)

olmak tizere bu fonksiyonun integralinin Laplace dontisiimil,
t
Fs
L {If(u)du} = —f )
0

seklindedir.
ispat:

f(t) fonksiyonunun integraline g(t) diyelim.

™)

2.17)
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g(t) = ] f (u)du olur ki

= g(r)=r0)

2(0)=0 saglanir. (2.15)’e gore,

Lig ()}=s L{g()}-£(0)

t

Lif()=sL { [£@) du} olur ki, diizenlenirse,

0

L {oj f(u)du}%L (=0

s

elde edilir.

2.2.4.1 Ornek:

t
L{ f e"“dt} doniistimiinii hesaplayalim.

0
Cozim:

(2.17)’ye gbre,

L {]e-3‘dt} _Ley Fls)

0 A S

L {e‘3’} ifadesi (2.5)’e gore,

1
s+3

= L {]e““dt} == (S1+ D)

0

F (s) = olur,

olarak bulunur.

2.2.5 Teorem (Birinci Kaydirma Ozelligi):

f(t) fonksiyonunun Laplace dontigimii

Life}=F(s)
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olsun. Bu taktirde, bu fonksiyonun e* ile garpimimimn Laplace donilisiimi
L {e"’f(t }:F(s—a)
dir.
ispat:

L fO)= [e (e dt = [£() e dr = F(s—a)

0

elde edilir.

2.2.5.1 Ornek:

L {e" cos 21‘} doniigiimiinii hesaplayalim.
Coziim:

cos 2t = f(t) dersek, (2.18)’e gore

L {e“ cos 2t}= F(s+1)

S S
f(t)=0032[:>F(S)= sz 4 :>F(S+1)=m
—t _ S
:>L{e cosZt}——s2 e

olarak bulunur.

2.2.6 Teorem (ikinci Kaydirma Ozelligi):

f(t) fonksiyonu Laplace déniiglimii olan ve Laplace doniigiimii de
Fls)= [£(e)ear
0

olan bir fonksiyon olsun. g(t) fonksiyonu ise sdyle tanimlansin:

0 O<t<a
g(t) =
flt—a) t>a

ise,

L {g®} =™ F(s)

(2.18)

(2.19)
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esitligi saglanir.

ispat:

LigW)}= [s@)e™dr= [0.e"dt+ [fe-a)edt = [f(t—a)e™dt
0 0 a a

Simdi t—a=A dersek,

‘]‘ f (A) e‘“‘.(A”)dA =e™ O]- f (A) e*dd

= Lig(t)y=e™ F(s)

elde edilir.
2.2.6.1 Ornek:
0 O<t< z
gt)= 2
sint 1>
2

olduguna gore L{g(t)} dontislimiint hesaplayalim.

Coziim:
sint=cos(£—tj=cos t——ﬂ—-j
2 ‘ 2
0 0<t<-72?-
g®= ( ,,) .
cos| t —— t>—
2 2

seklinde yazilabilir. (2.19)’a gore,

Lig()}=¢ T F(s)

F(s)=L{cost}= s2s+1 oldugundan,

z
——5

Lige)=25

elde edilir.
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2.2.7 Teorem (t" ile Carpma):
f(t) fonksiyonunun Laplace doniigiimii F(s) ise,
L O} = 1 FO(s), n=1,2, ... (2.20)
bagntis1 saglanir.

ispat:

F(s)= I f(t)e™dt olmak iizere, her iki tarafin s’ye gore tiirevi almrsa,
0

=4 [7@)ear

[

Fs)= % F@)ear

0

o

= F(s)=— [t fle)edr

0

F'(s)= j[tz f@)ear

@

F'(s)=— _ﬂt3 f (t)]e"“ dt

0

FW(s)=(-1) ]:[t" f (t)] e”dt bagintism diizenlersek,

0

L f@)} =1y FOs), n=1,2,3, ...

bagintisi elde edilir.

2.2.7.1 Ornek:
L {t ¢” sinh t} doniistimiinii hesaplayalim.
Coziim:

(2.20)’ye gore,
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L {t e sinhz‘}= ——q—L {e3’ sinht}

ds

(2.11)’den veya Laplace tablosundan sinh ¢ *yi yazar ve (2.18)’1 kullanirsak

;. _ 1
L{e3 sumt}—————(s_3)2_1
= L{te“ sinht}=—g;[—sz —és+8]

2s—6

= L{te3'sinht}=m

2.2.8 Teorem (Skala Degistirme Ozelligi):

Bir f(t) fonksiyonunun Laplace d6niistimi

L{f(e)}=F(s)

olsun. Buna gore,
L{fla)=1 F[i) , a>0 2.21)
a a

bagintis1 vardir.

Ispat:
L{f(a))= [flar)edr , a>0

at =u dOniislimii yapilirsa,

adt=du olurki,

Lia)- e 2

o0

L= [ree < a

0

L{f(at)}=%.F(§—J L a>0

bulunur.
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2.2.8.1 Ornek:
L {sin 41‘} doniistimiinii hesaplayalim.
Coziim:

f(t) =sin t = f(at) = f(4t) = sin 4t , (2.21)’e gore,

= L{sin4t}= % FG)

F(s)=L{sint}=—— = L {sindr} =

5 1 , diizenlersek
s°+1 4

s 2
(—] +1
4
4

= L{sindt}= T 1e

olarak bulunur.

2.2.9 Teorem (t ile Bolme):

f(t) fonksiyonunun Laplace doniistimii
L{f @)} =F(s) ve
/()

limZ>< mevcut ise
t—0 t

L {@} = :fF(u) du |
seklindedir.

ispat:

g(t) = I;(—t—)- olsun,

= f{t) = t.g(t) olur. Her iki yanin Laplace d6niigtimiinii alir (2.20) yi kullanursak,

LU= L0} =-2 L{g0) olurk

Buradan F (s) = —ZII—G ifadesini oo’dan s’ye integre edelim.
s

(2.22)
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G(s)-G(e) = - ;!-F(u) du = TF(u) du

L {@} = [F(u)du
t s

elde edilir.

2.2.9.1 Ornek:

L {%5} doniistimiinil hesaplayalim.

olarak bulunur.
Simdi verilen bu teoremleri kullanarak bazi fonksiyonlarin Laplace doniigiimlerini bulalim.

2.2.10 Ornekler
Asagida verilen fonksiyonlarin Laplace d6niistimlerini bulalim.

1) f{t) =t"
Coziim:

L {t" }= L {t".l} seklinde yazar, (2.20)’yi de kullanmirsak

L=y 2:, F(s), n=1,2,3, ...

Burada,

" L {8} =G6(s) olmak iizere lim G(s)=0 dir.

* _;E—- arctant = arctan% e$lﬂlgl vardir.



F(s)=F(@1)= —2

Buna gore sonug olarak,

ri)-cr (1]

seklindedir. $imdi 1 ’nin n. mertebeden tiirevini alalim.
s

F(s)=§=s‘l

F‘(s)z —1572

F'(s)=2s7

FO(s)=(-1).nl.s)
olur ki, (*) esitliginde yerine koyarsak,

L{e}= (1 (s @

diizenlersek,
L} 2

elde edilir:

2) f(t)=1*e™
Coziim:

g(t)=e™ olsun = (2.18)%e gore,

L{g0}=0()=—

1
5+3
L{fe)}=L {[23—&} , (2.20)’ye gore

WO-Ls0- a0 S-1)

(*)

(2.23)
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=1L {f(f)}=6+2—3)3

olarak bulunur.

3) f(t)= ]ue"du
Cozim:

g(t)=1e" olarak alinir ve (2.18) kullanilirsa,

1

(s—1)°

olur. Simdi (2.17)’yi kullanirsak,

G(s) =

_Gls)__ 1
L{f(t)}— s —S(S—l)z

olarak bulunur.

4 1(t)= ]sinh Qudu

Coziim:

g(t) =sinh 2u ise (2.11)’e gore

L{g(t)=—> - Ve (217)ye gore de
s fum—

L= 2

s( 2—4)

sin 3¢
t

5) f()=
Cozim:

g(t)=sin3¢ olsun. (2.9)’a gore,

G(s) =

> ve,
s°+9
. sin3t
Iim

lim === 3 olarak mevcuttur, ise (2.22)’ye gore
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R

s

L{Sln3t}=_[ 3 du =lim ———3——417u=IimarctanE
: R 2 ji R 3

L)

L sin 3¢ = lim | arctan —IS —arctan ol
R 3 3

t

3 3 =Z _arctan 2 = arctan 3 (2.24)
t 2 3 s

olarak bulunur.

6) f(t)=sin’2¢
Cozim:

f(¢)=sin*2¢ =sin2¢ .sin® 21 =sin2¢ 22 0SH

1. 1. 1. 11, .
= f(t)—Estt—Esm2t.cos4t—EstI——Z—[E{sm(—2t)+s1n6t}:|
= f()=2sin2t+ Lsin2r—Lsiner

2 4 4

oldugundan, (2.9)’a gore,

L{f(@)=L fin’ 2’}%(5214}%(5214]‘%&2 336)

gerekli sadelegtirmeler yapilirsa,

1 3 1 3 3 _ 48
2

(2 +4)(s*+36) (s*+4)(s*+36)

L{sin32t}=—§-- : 57
(s +4) (s +36)

olarak bulunur.
7 flt)=e"t Il e™" sin3u du
su

Coziim:

sin 3u

Ik 6nce (2.24)’e gore, L{ } doniistimiinii yazalim,
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L{smSu _7 rctan S
u 2 3

Simdi (2.18)’e gore L{e"“‘ M} doniistimiinii hesaplayalim,
u

L{e"“‘ sm3u} T ctan 5T 4
u 2 3

(2.17)’ye gore,

i .
.[e“‘“‘ sin3u

Simdi (2.20)’ye gore L{t
u

du} doniigimiinti  hesaplayalim. Bunun igin
0

21 1 arctan > 4 ifadesinin s’ye gére 1. tiirevini alip (-1) ile carpmaliy1z.
s s
of
i[i—-l-arctans+4j=—£-%— —lza:rcta.ns_'-4+l 3 3
ds\2s s 25 s 3 59+(s+4)
9
= —2%+L2arctans+4+ 3 , simdi (-1) ile garpalim,
s
g s (9 + (s + 4)2)
= 57[—2 - Lz arctan d —; 4 - 3
s° s
s (9 + (s + 4)2)
ve son olarak (2.18) kullanirsak,
rl
L{e‘“t I ~ e sin3u du} doniisiimiinii s6yle hesaplayabiliriz,
u
4}
e* carpam oldugu i¢in a =4 olur s yerine s-4 yazmaliy1z.
r V4 1 s 3

1
= Lie*t |—e™*sin3u du} = - arctan — 4+ ———
{ a[u 2(s—4f (s—4) 3 (s—4)(s2+9)

olarak bulunur.
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8) »(0)=0,(0)=-1, y'(0)=1
baslangi¢ degerlerini g6z dniinde bulundurarak,
Y +2y -y +3y=0
diferansiyel denkleminden y(t) fonksiyonunun Laplace d6niistimiinii bulalim.
Coziim:
(2.14ye gﬁre,

L{y'" +2y —y + 3y}= L{ym}+ 2L{y"}— L{y’}+ 3L{y}

= S’L{y}-5(0)- s ' (0)- ¥ (0)+2[L{H} - 5 $(0) - y ()]~ [s L{y}- »(0)]+ 3 L{y}
:>L{y}(s3 +2s° —s+3)+s+1=0
yazilir, buradan L {y} ’yi ¢ekip yazarsak,

s+1
3 2
S +25°—s5+3

Liy}=-
elde edilir.

2.3 Gamma Fonksiyonu

2.3.1 Tanim:
Sekil 2.3 ile gosterilen genellestirilmis faktoriyel fonksiyonu adi ile de s6ylenebilen ve,

I(n)= wjr"“le*‘ dt (2.25)

seklinde ifade edilen fonksiyona Gamma fonksiyonu denir. Bu genellestirilmis integral
Vn >0 igin yakinsaktir.
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{ =}
=3
I -4
\%
Sekil 2.3 Gamma fonksiyonu"
Simdi (2.25)’1 kullanarak asagidaki ifadeleri ispatlayalim.
a) [(n+1)=nT(n) (2.26)

Ispat:

r (n) = J‘t”*le"' dt integraline kismi integrasyon uygulayalim.
0

e =u 7t = dv
n

- t
—e'dt=du —=v
n

o3

—j ”;w

0 0

-R pn o n
. [e"R" e°.
= hm( - J It” “d
R n

limit degeri n > 0 i¢in sifirdir.

o 1"

= It Teldt =e
n

" http://www.efunda.com/math/gamma/gammaplot.cfim
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= [(n)=1T(r+1), n>0
n

= I'(n+1)=nl(n), n>0
bagintis1 elde edilir.

b) [(n+1)=n!

ispat:

(2.25) de n =1 igin,

-]
w

r()=[e'dt=—¢"| = lim —¢® +1=1

0 0
= I()=1
elde edilir.
I'(2) ise (2.26)’ya gore,

re)=1.1r)=1, (2.26)’y1 kullanarak devam edersek,
rek)=2.1r2)=2.1=21
I'4)=3.I3)=3.2.1=3!

I(5)=4.T(#)=4.3.2.1=41

IFn+)=nIl'(n)=n.(0-1)!=n!

elde edilir.

1 . 1
c)n=— 1ise F(n)=I“ —|=Al7
2 2

ispat:
1\ 1
1“(—) - _[t 2 g7 gt
2 0
w? =t olsun

=2udu=dt

2.27)

(2.28)

(2.29)
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:>I"(2J 2'|.e'" du

elde edilir.

=4°]. we @t dudv
=0

u v=0

*)

iki katli integral elde edilir ki, bunun ¢6ziimii i¢in kutupsal koordinatlar donfistimii yapalim.

u=r.cos¢g

v=r.sing dersek,

0<Lr<w
0<g< % olur, ve
dudv=rdrdg
= (*) ifadesi su gekli alir,
zl2 5
4 o7 oo 447 sin ¢)rdrd¢
#=0 r=0 :
%l2 zl2 1 ) ©
=4 Ie"rdrd¢=4 _[ (— e"] de
#=0 r=0 #=0 =0
zl2 7 /2
=4 ld¢ =4[£ }:4 Z _ 7 elde edilir
520 2 |0 4

= 1“(%) = «/77

elde edilmis olunur.
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=I“(n+1)=_ni

d) L{tn } sn+1 Sn-x—l

Ispat:
L {t” }: O]'t”e“' dt
0

st=1u doniiglimii yapilirsa,

s dt=du olur.

= It”e““dt= J-(—Li] e”"ﬁi}i: ! J.u”e”"du= ! I'(n+1), n>-1, s>0
0

n+l n+l
0 R} hy A 0 S

bulunur ki;

I" (n+1) = n! oldugundan
n!

Ly =—
{t } Sn+l

elde edilmis olunur.

2.3.1.1 Ornek:

n’nin her degeri igin I'(n+1) =n ['(n) bagintisimn gergeklendigini kabul ederek,

1

a)l“(——aj BT (-%) OT (—%) OTO) eTCl) HIE2) yibulahm.

Coziim:

a)n= L olsun
2

elde edilir.

(2.30)
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b)n= -% olsun,

2
r (_ 3) _ 4w
2 3
elde edilir.

c)n= -—5— olsun,
2

o2

2 3 2 2
5 8
> —=|=——
( 2) ISJ—
elde edilir.
d) n =0 olsun,

=T (0+1)=0.T(0) ise (2.28)e gore I'(1) =1 idi.

:>r(0)=£§)=%

=T (0)=wo

elde edilir.

€) n=-1 olsun,

= T(0)=-1.T(1)
=>I(-1)=w

elde edilir.
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f) n="-2 olsun,
=>I(-1)=-2T(2)
=>I(-2)=w»
elde edilir.
Not:

Genel olarak n bir pozitif tam say1 veya sifir ise I'(-n) = o olur.

2.3.1.2. Ornek:

L{'?} deniistimini bulalm.

Coziim:
(2.30)’a gore,
1“(%+1]

L{r}=—5—2 dir

S2

31“[5) 3%
Srfpr}-2\2) 22 37

s5!2 s5/2 4.S5/2

bulunur.
2.3.1.3 Ornek:

L{"?.¢*} doniigimind bulalm,
Cozim:
(2.18)’e gore f(t) =t dir ve
L {[1/2 ez’}= F(s —2) dir.
1 1
f(t)ztllzzL{f(t)}:F(s): i) 2s3/2 =

s2

= L{f"%e }= F(s-2)= 5(;{;;—)3’2
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olarak bulunur.

2.3.1.4 Ornek:

- [2n2+ 1) _ 1.3.5..55211 ~1) V7 oldupunu gésterelim.

Cozim:

n=1 i¢in F(%) = l“(—?ij = —1—I‘ (l) = ﬁ gerceklenir,

2) 2 \2 2

J; dogru olsun,

=k igin I,(2/”1) _135...02k-1)

2 2*

n=k + 1 i¢in dogru oldugunu gdstermeliyiz.

:r(2k+3)=r(2k2+1 +1]: 2k +1 .r(2k+1)

2 2 2

:F(Zk;3J=2k2+1.1.3.5...££2k—1) 521.3.5.....(221;1)(2“1) Jr

oldugu goriliir ki

Sr[2n+1J:1.3.5.....(2n—1) Jr

2 2"

elde edilir.

2.3.1.5 Ornek:

L{(l At )4} déniiglimiinii hesaplayalim.

(+272) =124 F +4.2(2) + 6,120 F + 4172 ] + 1.2 f

=1+4" 6t +48"% + 1

:>L{t“2}— \/; L{t}=i2, L{t3/2}= 3\/; L{tz}:s%

2527 s 452 7

::>L{(1+\/;)4}=l+4 Vz +6i+4§£+—2—
S

253/2 S2 4S5/2 S3

:>L{1+«/;)4}=—i-+£\/—;;+—6-+3——‘/—;~+2

s3/2 SZ S5/2 s3
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olarak bulunur.

2.3.1.6 Ornek:

flt) = sinvt fonksiyonunun Laplace doniiglimiinli gamma fonksiyonu ve seri agilim

formiiliinii kullanarak bulalim.

Coziim:
\7
smﬁ=ﬁ_@+@_@+...
_ t1/2 _ t3/2 N t5/2 _ t7/2 s
3! S 7
. r(3/2) 1(5/2) 1(71/2) 1(9/2)

:L{sm\/;}= 32 )_ 31(35/2)+ stm)" 7ES9/2 +

lr(l] i,lr(}_) i.i.lr(lJ Z_é,i,lr(l)
2 \2) 22 2+222 2) 2212 2 2+...

S3/2 3! S5/2 5! s7/2 7! S9/2

_ Nz 3 1354x 13574m

2572 22315%2 0 2351572 4t 1$0?

_ JZ[ 3,135 1357 }

- - ¥
2532 23ls 22515 23716
= J; l_( 1 J.l.( 1 2_1__ L ’ -1_+
2.5%? 225 225 ) "1 \ 225 ) "3
_ T o
_2.53/23

_—_>L{sinw/;}=—\/i e_“l—s

2§32 :

elde edilir.
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2.4 Bessel Fonksiyonu
2.4.1 Tamm:
£ ' r
— l _ T ese *
O F T3y e -

egitligi ile tanimlanan fonksiyona n. mertebeden Bessel fonksiyonu denir.
Bessel fonksiyonunun baz1 6nemli 6zellikleri sunlardir.

1) n pozitif tamsay: ise,

T, 0)=(-1)7,() dir

D) J,)= 22,0 7,0

3) % {t"Jn (t)}= " J,_(t) ve n=0igin

Jo(t)=J,(t) ve 1.ozellige gore;

J—l(’):("l)l'jl(t)=“‘]1(t)

= J,(0)=-J() (2.32)

2.4.2 Ornek:
Jo(t), mertebesi sifir olan Bessel fonksiyonu olmak tizere L{J,(¢)} donisiimiind ve bundan

yararlanarak L{J, (at)} dontistimiinii hesaplayalim.

4 6

ot t
TE TR g T

1 12, 1 4 1 6
0)

.__...+ —— __+...
s 228 224 224%6% 7

1 1/1Y) 13(1) 135(1
S TN DL P N DL B LK DRI P 2.33
s{ 2(&] 2.4(5‘} 2.4.6(&} } 239
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Not:

f(f)= (1+¢)’ ise, f(#)’nin Binom agilim;

f(t)=(lirt)”=1i(ﬂt+(;]tzi(ﬂt3+m

seklindedir ve,

(a]za(a—l)(a—2)(a—3)..(a—n+1)

7 1.2.3..n

seklinde ifade edilir.

1

Simdi Binom teoremini kullanarak (1 + —17) ’ ifadesinin binom ag¢ilimini bulalim.
s

1
1)2 1/1 1.3(1 1351
S+ | =l S| o -2 S+
s 28 24\ s 4.6 s

elde edilir. Buna gore (2.33) ve (2.34) ifadelerini kullanarak goyle yazabiliriz.

L,0)== [1+ 1 Jl 1 [SZS—J;

A S

1

2

= LY,0f= 75—

elde edilir. $imdi (2.21) ve (2.35)’i kullanarak L {/,(at)} doniisimiinti hesaplayalim.

L {Jo(“’)}zéFGJ =?1§° J(s/jl)z 1 \fs21+a2

olarak bulunur.

2.4.3 Ornek:

(2.34)

(2.35)

J1(t) birinci mertebeden Bessel fonksiyonu olmak tizere L{J, ()} doniigtimiinti hesaplayalim.
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Coziim:

(2.32)’ye gore,

J.(t)=—J,(t) idi, her iki tarafin Laplace doniigiimiinii alir ve (2.15)’i kullanirsak,
=LY, 0= L0}

== L{O)=-s LU 0}+7,0)

R S s Ns¥+l-s
vs? +1

-1 -
Vst st

[2
Vs tl-s (2.36)
Vs? +1

= L{J, ()} =
elde edilir.
2.5 Baslangic ve Son Deger Teoremleri
2.5.1 Baslangic Deger Teoremi:

2.5.1.1 Teorem:

f(t) Laplace doniigtimii alinabilen ve Laplace dontigiimii F(s) olan bir fonksiyon olsun. Eger

limitler mevcut ise, |

lim f(t):li_gisF(s) (2.37)
dir.

Ispat:

Lif 0= [£()e"dt =5 F(s)- £(0) (2.38)

£'(¢) fonksiyonu pargali siirekli ve iistel mertebeden ise,

©

lim [f'()e™at =wj( lim e_”) f@)de=0 dur.

Simdi (2.38)’de s — oo i¢in limit alirsak,

0=1lim s F(s)~ £(0)
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= lim sF(s)= f(0)=1lim ()

=lim f(r)=lim s F(s)

S

elde edilmis olunur.

2.5.1.2 Baslangi¢ Deger Teoreminin Genellestirilmesi

%inol%=1 ise t'nin t = 0’a yakin degerleri i¢in f(t)’nin g(t)’ye yaklagik olarak esit
&

oldugunu sdyleyebiliriz ve t — 0 igin,

f(t) ~ g(t) yazabiliriz.

Benzer bigimde lim g%s_% =1 ise s’nin biiyiik degerleri igin F(s)’nin G(s)’ye yaklagik olarak
s .

esit oldugunu sdyleyebiliriz ve s — oo igin F(s) ~ G(s) yazabiliriz.
Sonug olarak su sekilde yazabiliriz.
Lif()=F(s) ve Lig(t)} = G(s) olmak iizere,

t— 0 igin f{t) ~ g(t) ise s > o i¢in F(s) ~ G(s) dir.

2.5.1.3 Ornek:
a) F(s) = 1 ise f(0)’1 bulalim.
sis*+d

b) F(s) = sz—zz“‘H—S ise £(0)’1 bulalm.

Cozim:

a) (2.37)’ye gore,

f(0)=1lims F(s)=lims — 1 0 olarak bulumr.
h) (S2 + az)

b) (2.37)’ye gore,

F(0)=lims F(s)=lims =2 olarak bulunur.

s> s ¢f Dot
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2.5.2 Son Deger Teoremi

2.5.2.1 Teorem:

f(t) Laplace doniigiimii alinabilen ve Laplace doniisiimii F(s) olan bir fonksiyon olsun. Eger

limitler mevcut ise

lim f(r)=lim s F(s) (2.39)

dir.

Ispat:

r 6= [r @evar=s7(6)- 1)

s — 0 igin sol tarafin limiti,

lim ?f‘ (¢)e"dr = °Ojf' (£)dt = lim ij’ (e)ar

= lim {/(R)~ f(0)}=1lim f(r)- £(0)
Simdi s — 0 i¢in sag tarafin limitini alalim.

!.91_1)]% s F(s)- £(0) ve,
lim /)~ 70)=lims F(5)- 70)

= lim f(¢)= 1i_£13 s F(s) olarak bulunur.

t—>w0

2.5.2.2 Son Deger Teoreminin Genellestirilmesi
Lif()}=F(s), Ligl)}=G(t) olmak iizere,

f) _

lim—(tj =1 ise t—> oo igin f{t) ~ g(t) yazabiliriz. Benzer bi¢cimde
t—>0 g

lim £6)

=1 ise s > 0 i¢in F(s) ~ G(s) yazabiliriz. Sonug olarak,
§>0 G(s)

t — oo igin f{t) ~ g(t) ise s > 0 igin F(s) ~ G(s) seklinde yazilabilir.
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2.5.2.3 Ornek:

f(t)=3.e? fonksiyonuna baslangi¢ ve son deger teoremlerini uygulayalim.

Cozim:

olur.

ft)=3.e> = (2.18)e gore F(s) = —

Simdi baslangi¢ deger teoremini uygulayalim.

lim3.e™® =3

t—>0

lim—%_=3

s 5 +2
= (2.37) esitligi saglanir.

Simdi de son deger teoremini uygulayalim.

lim3.e? =0

t—>x

lim—%_ =0
50§42

= (2.39) esitligi saglanir.
2.6 Siniis, Kosiniis ve Eksponansiyel Integralleri
2.6.1 Siniis Integrali

2.6.1.1 Tanim:

Sekil 2.4°te gosterilen ve,

| S
Si(t)= IEI%% du
0

seklinde ifade edilen fonksiyona siniis integrali denir.

(2.40)
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N Sl(t)
: e
1
4
—+ : : >t
5 10 15 20
]
41
\4
Sekil 2.4 Sinis integrali”

2.6.1.1.1 Ornek:

L{Si(¢)} dontistimiinii hesaplayalim.

Coziim:
rsinu

fit)= J.———— du olsun.
5ou

= f(0)=0 ve,

6= 1(0)= 2

= t f'(t)=sint dir. $imdi her iki tarafin Laplace doniisiimiinti alalim.

1
5% +1

. d .
1§ £ Q=L {s Flo)- @)= L fine}-
= L {s F(s)}= " integral alirsak
ds s 417 ’
=> s F(s) = - arctan s + ¢ elde edilir ki, ¢’yi bulmak i¢in baglangi¢c deger teoremini kullanir-
sak, (2.37)’ye gore,

* hitp://www.efunda.com/math/miscellaneousfun/SiCiPlot.cfm
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1ipsF(s)=y_{% f@)=r(0)=0 dur.
:>limsF(s)=li_1>n—arctans+c=—12r~+c=0 dir.

—c=2 bulunur.

1
- arctan s = arctan —

:>sF(s)=-arctans+-7£=
2 s

SEE

= F(s)= 1 arctan 1
s s

= L{Si{)}= % arctan %

olarak bulunur.

2.6.2 Kosiniis Integrali

2.6.2.1 Tanim:
Sekil 2.5te gosterilen ve

o0

cosu

Ci(h= [——du
Pou
seklinde ifade edilen fonksiyona kosiniis integrali denir.
z N Cl(t)
2
_75 -
4

\4

* http://www.efunda.com/math/miscellaneousfun/SICIPlot.cfm

d Sekil 2.5 Kosiniis integrali”

(2.41)
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2.6.2.2 Ornek:

L{Ci(t)} dontiglimiinii hesaplayalim.

Coziim:
f)= [“>“du olsun,
: U
= f'(t):: lim cos R _cost =_cosz‘ olur ki,
Roo R t t

= t f(t)=—cost elde edilir.
Simdi her iki tarafin Laplace doniigtimiinii alalim.

= L {t f '(t)}= —L {cost} olur ki (2.20) ve (2.15)’e gore,

-2 s F(5)- 7O} = 2

s2+1

s
5% +1

= -j— {s F (s)} = olur ki integral alirsak,
s

s F(s)= % In(s? +1)+¢ , olur c’yi bulmak igin son deger teoremini kullanirsak (2.39)"a gore,
Lim s F(s)=lim f(t)=0 dur.

= lims F(5)= %lnl +c=c=0 olarak bulunur.

= s F(s)=%ln (s*+1)

= L{Ci(t)}=F(s)= Mf;s—““—l)

olarak bulunur.



2.6.3 Eksponansiyel Integrali

2.6.3.1 Tanim:
Sekil 2.6’da gosterilen ve,

seklinde ifade edilen fonksiyona eksponansiyel integrali denir.

45

A Ei(t)
4 I
2 I
0.5 1
o+
N

Sekil 2.6 Eksponansiyel integrali*

2.6.3.2 Ornek:

L {Ez‘ (z‘)} doniistimiini hesaplayalim.

Coziim:

-Uu

e

du olsun,

0=

u

e—t

= ft)= — olur ki buradan da,

t f'(t)=—€" elde edilir. Simdi her iki tarafin Laplace doniisiimiind alalim.

* bttp://www.efunda.com/math/miscellaneousfin/EiPlot.cfm

(242
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(2.20) ve (2.15)’e gore,

-g’;{sF(s)—f<o)}=——1—

s+1
— s F (s) =——olur ki, integral alirsak,

sF(s)=In(s+ 1)+ c olur, ¢’yi bulmak i¢in son deger teoremini kullanirsak,
(2.39)’a gore,

ligoasF(s):c =}g§f(r)=o

= ¢ = ( bulunur. Dolayisiyla F(s),
L{E() = F(s)= %ﬂ)

olarak bulunur.

2.7 Hata Fonksiyonu

2.7.1 Tanim:
Sekil 2.7°de gosterilen ve,

2
erflit)=—— e du (2.43)
=7
seklinde ifade edilen fonksiyona hata fonksiyonu veya olasilik fonksiyonu denir.
A erf ()
1 _________________________________________________________
051

Py

0.5 1
Sekil 2.7 Hata fonksiyonu"

2

* http://www.efunda.com/math/error_zeta/ErrorPlot.cfm
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Diger taraftan Sekil 2.8°de gésterilen ve

t -]
2 e du = 2 e du (2.44)

S B

seklinde ifade edilen fonksiyona hata fonksiyonunun komplementeri denir.

erfc(t)=1—erf () =1 -

A\ erfe(t)
1 -

0.5 T

- t

1 2 3
Sekil 2.8 Hata fonksiyonunun komplementeri”

A erf(t) + erfe(t)
1
0.5+
- t
1 2 3
Sekil 2.9 Hata fonksiyonu ile komplementerinin toplami™
2.7.1.1 Ornek:

a)erf (0) b)erf(xo) ¢)erfe(0) d)erfc(o) ifadelerini hesaplayalim.

Cozim:

0
a) erf (0) = —j; Ie‘"zdu olur ki integralin degeri sifir olacagindan,
0

" htip://www.efunda.com/math/error_zeta/ErrorPlot.cfm
http://www.efunda.com/math/error_zeta/ErrorPlot.cfm
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erf(0) = 0 elde edilir.

b) erf (w0) = e du olurki integralin degeri Tﬂ olacagindan,

Bl
wm =

erf(o0) = =1 elde edilir.

o

8

¢) erfc (0) = e du =1 elde edilir.

ok

d) erfc(o) = e du=0 elde edilir.

Rl

2.7.1.2 Ornek:
L {erf N } doniigtimiinii hesaplayalim.
Coziim:

2 . :
L rf«/;}=L —— le™ dupy ve e™ ’yiseriye agarsak,

Vz
V1 4 6
2 U u
S S| DU S A S
{J’EJ( S TIREY ]”}

3/2 572 712 F]
=L 2 t“2~t +t _! +...
Jr 3 5.2 7.3

_ 2 [r@2) v6G2) T@2) 10/2)
Tz S 3.5 52157 730500

_2 14z 234r 1 25%x 1 271Vm 1 |
Nz 257 Jz 2 2 357 Jr2 4 52157 Jr2 8 7.31572

bu son ifade de gerekli sadelestirmeleri yapip, diizenlersek,

1 11 131 135 1
TS s 24657

l———+

1{ 11,131 1351
2s 245 2465
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= Binom teoremine gore,

B 1 1-1/2_ 1 s 1/2
) TG

1

Sekil 2.10 Periyodik fonksiyon

= L Vi}= elde edilir.
svs+1
2.8 Periyodik Fonksiyon
2.8.1 Tamm:
f(t) fonksiyonu T > 0 igin,
fit+T) = f(t)
kosulunu sagliyorsa, f{t) fonksiyonuna periyodik fonksiyon denir. (Sekil 2.10)
A 1)
2.8.2 Teorem:

f(t) fonksiyonu periyodik bir fonksiyon olsun,
ft)y=ft+T), T>0 ise,

L= (1O

0

dir.

(2.45)

(2.46)
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ispat:

L= [rQea

(n+1)r

j fe)e=dr+ j f)e"dt+...+ J' f@)edt +...

yazilabilir. Bu integrallere sirasiyla,
t=u+nT, n=0,1,2,3...

u =t —nT doniigtimleri uygulanirsa,

L{f(t)}= T_‘.f(u) e ™du + :].f(u +T)e™ @ ey + . + j]'f(u +nT)e @y 4 .

= ]'f(u) e "du+e™ ?f(u) e du+...+e " ?f(u) e du+...

= Ij'f(u)e"mdu (1 +e T 4.+ +)
0

Not:

l+r+r+..= 1_}; , |r] <1 serisine geometrik seri denir.
Bu nota gére,

l+e T+ +e™ +..= 1 e’ <1 dir.

T
L) L [f)ear, s>0, 7 <1
elde edilir.

2.8.3 Teorem:
Eger ft +T)=-f{t) ise

Lif(t)}=——r _[f (t)edr

dir.

(2.47)
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Ispat:
£e+27)= fle+ T+ Tl= 16 +7)= 1)
dir.
= f{(t) periyodik fonksiyondur ve periyodu 2T dir.
= (2.46)’ya gore,

e erar T
L{f (f)}=1Te-‘TsF [f@)edr=2 T

27
Simdi I f(t)e™"dt integraline u=t—T déniistimil yapilirsa,
T

2_7’: f)edr = Tj flw+T)e* Tty = =7 TJ.[— fe™du=—-"" 2:[ F(w)e™du

T

2:[ ) dt—e" [f()edt
= L{f(t)}= : l_e—zszg

T p-e7]

] — e““T] [1 +et ]

1+e*

= L O =——r [£Q)ear
elde edilir.

2.8.4 Ornek:
Sekil 2.11°de verilen ve

sint O<t<nm
) =
0 T<t <2

olan fonksiyonun Laplace doniisiimiinii bulalim.
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0 7 27 37 47 5T

Sekil 2.11 f{t) periyodik fonksiyonu
Coziim:

f(t) fonksiyonunun periyodu 27 dir. (2.46)’ya gore,

1—e

L0 — s [0

= 1_2,5 jsint.e““dt
l1-e F

dir. Simdi integrali ¢6zelim,

¢” (b sinat — a cosat)
a’ +b*

J e”sinat dt = >ye gore,

¢*(~s.sint—cost)| e N 1 1+e™
s* +1 , S+l sS4+l st

b3
Ie”" sint dt =
0

= L= .
B v s e ey

elde edilir.
2.9 Heaviside Birim Basamak Fonksiyonu

2.9.1 Tanim:

Sekil 2.12°de gosterilen ve a > 0 olmak {izere

u,(t)= : (2.48)
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seklinde ifade edilen fonksiyona birim basamak fonksiyonu denir.

N ua(t)

Sekil 2.12 Birim basamak fonksiyonu

2.9.2 Teorem:

Birim basamak fonksiyonunun Laplace donfiglimi,

, Refs}>0

L) =

St
N

dir.

Ispat:

Ll @)= [w6)ede= [u,@)edt+ u,€)eat

)

R
=0+ lim J.e"“dt = lim (—le""
R 5

R s
— 13 _ l -sR —sa )| l ~sa e~sa
1121_130[ s(e )} se pl Re{s}>0

elde edilir.
2.9.2.1 Ornek:

0, <2
Uy (t ) =

1, t>2

fonksiyonunun Laplace doniistimiinii bulalim.

(2.49)
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Coziim:
(2.49)a gore,

e~s2

-2s
L {uz(t)}= T = ‘es— R RC{S}> 0
elde edilir.

2.9.3 Tamim:
(2.48) ifadesinde a = 0 alinarak elde edilen,

0, <0

w ()= 1)=
1 , >0

birim basamak fonksiyonuna, Heaviside™ birim basamak fonksiyonu denir. Heaviside birim

basamak fonksiyonunun Laplace doniistimiinii bulmak igin (2.49)’da a gordiiglimiiz yere 0

yazariz.
= L{H{)} =L {u, (1)} =% , Re{s}>0 (2.50)
elde edilir.

Not:

Her bir u, (t) birim basamak fonksiyonu, Heaviside birim basamak fonksiyonu yardimryla,

0, t<a
u,(t)=H(t—a)= 2.51)
1 , t>a
seklinde ifade edilebilinir.
Aynt zamanda yine,
L{H(t~a)}= e Refs}>0 (2.52)
s

bagintis1 vardir.

* Oliver Heaviside (18 Mayis 1850-3 Subat 1925) kendisini iyi yetigtiren bir Ingiliz fizikgisi. Elektrik ve
manyetigi incelemistir. Vektdrel ¢ozlimleme yontemleri gelistirmistir. Iyonlasmis bir atmosfer katmaninimn
varligini ileri stirmtigtiir.
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2.9.4 Tanim:
f(t) fonksiyonu t > 0 degerlerinde tanimlanmus bir fonksiyon ise,

0 , O<t<a
H(t-a). ft-a)=u,t). f(t—a)= (2.53)
flt-a) , t>a

fonksiyonuna Stelenmis fonksiyon veya kaymis fonksiyon denir (Sekil 2.13 ve Sekil 2.14).

A AHit-a).f(t—a)

>t L >1

a
Sekil 2.13 f{t) fonksiyonunun grafigi Sekil 2.14 {{(t) fonksiyonunun a birim
Otelenmis grafigi

2.9.5 Teorem:
L{f(t)}=F(s) olsun
= L{H(t-a). ft—a)}=e"F(s) (2.54)
seklindedir.
Ispat:

L{H(-a) £ -a)}= [He-a). fle-a)eds

flt—a)edt

ho_'s

olur ki u =t — a doniiglimii uygulanirsa,
J fle—a)edt= I Fl)e* @ dy = f flw)e™au
a 0 0-

elde edilir.



= L{H(t-a). f{t-a)=e"F(s)

bulunur.

2.9.6 Tamm:

Birim basamak fonksiyonlarmin sonlu sayida kombinasyonu ile elde edilen fonksiyona

basamak fonksiyonu denir.

Basamak fonksiyonlarinin Laplace doniisiimii (2.14) ve (2.49) kullanilarak hesaplanabilir.

2.9.6.1 Ornek:

u(t) = w(t) — 2us(t) + %u4(t) fonksiyonunu basamak fonksiyonu seklinde yazip Laplace

doniislimiinii bulalim.
Coziim:
0 , <l 0 , t<3 0 , t<4
ul(t)= s u3(t)= > ”4(t)=
1, t>1 1 , t>3 1 , t>4
seklindedir.
0 , <3 0 , t<4
= —2u, (t) = ~ ve -;—u4 (t)
-2 5 >3 l , t>4
2
0, t<l
1 , 1<t<3
= u(t) = ()~ 20, (1) + 210, (1) =
2 -2 , 3<t<4
l , >4
2

seklindedir. Laplace doniisiimi ise goyledir,

LU= @} -22 )+ L fu )}
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-5 35 —45
= Liu()=t—-2c_ Le

Ky K} 2 s
2.9.6.2 Ornek:

Sekil 2.15°te verilen sonsuz basamak fonksiyonunun Laplace doniistimiinii bulalim.

A
4+ —
3 —
2+ —
1+
1 T 1 ] T 7
1 2 3 4 5

Sekil 2.15 f(t) sonsuz basamak fonksiyonu
Coziim:
f(t)’yi Heaviside birim basamak fonksiyonunun sonsuz toplami seklinde yazalim.
= f)=HE-1)+H({-2)+ Hi-3)+...
Simdi Z {£(¢)}’yi hesaplayalim.

L{fe)}=L{H(@-1}+L{HE -2+ L{H{-3)}+...
(2.52)’ye gore,

- 2 -3 —
L{f(t)}=e—s—+e—~s—+3-—s—+...= e’
S § N S

(1 +e ey )

=>L{f(r)}=£[ : )=l[ef_1] , Refs}>0

s \1—-¢e* s

olarak bulunur.
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2.9.6.3 Ornek:

f(t) fonksiyonu,

cost , Osr<§
ft) = <

. /4
cost+sm|fr——| , IZE
3 3

seklinde tammlansin. L { f (t)} ’yi hesaplayalim.
Coziim:
f(t)’yi iki fonksiyonun toplamu geklinde yazalim.

(o . 0<r<Z
3

= f(t)=cost+hlt)=cost +1

olur ki, h(t) fonksiyonu da,

0, 0<t<Z
3

u, (t)=
? 1, 2Z
3
olmak {izere,
He)=u_ (f).sin (f _ .’ij
3 3
seklinde yazilabilir.
= f(t) =cost+u, (t).sin(t —%J

3

L{f(e)}=L{cost}+L {u (). sin(t - gj} olur ve (2.54)’e gore,

z
3

L=~ +¢3'Lfsing} dir
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__s Zs 1
= L=gqre t 7
L5
S )-S5
olarak bulunur.

2.10 Dirac Delta Fonksiyonu

Fizik ve miihendislik uygulamalarinda gogu kez, ¢ok biiyiik boyutlardaki fiziksel biiyiilikleri
matematiksel olarak ifade etme geregini duyariz. Ornegin, makroskopik incelemelerde
elektronun yiikiiniin, elektronun biitiin hacmi iizerine yayili oldugunu degil de, bir noktaya
uygulanmis noktasal bir yiik gibi hesaba katilmasi daha faydali olabilir. Benzer sekilde,
mekanikte sik kullanilan bir kavram olan maddesel nokta, kiitlenin tek bir noktaya
yogunlagmas1 diistincesine dayanir (noktanin higbir hacme sahip olmamasina ragmen).
Astronomide ise, ¢ok biiyiik uzakliklarda, diinya veya giinesin de maddesel nokta gibi hesaba
katilmas: gerekli olabilir. Bagka bir 6rnek olarak s6yle s6ylenebilir, kisa bir zaman araliginda,
bir cisme ¢ok biiyiik bir kuvvet veya bir elektrik devresi ani bir gerilime maruz kalirsa, bu

gerilim sonucu f, —& <t <t,+ & dar araliginda biiytik degerler ve bu araligin diginda ise sifir

degerini alan bir fonksiyon olan Dirac” delta fonksiyonu ile hesap yapilabilinir.(Hasanov vd.,
2002; Cesur, 2004).

2.10.1 Tanim:
-1- , 0<t<e¢
g

£ )=
0 , t>¢

fonksiyonunu ele alalim. Burada € > 0 dir ve grafigi Sekil 2.16’da gosterilmigtir. Sekilden de
anlagilacagi gibi € — 0 iken dikddrtgen bdlgenin yiiksekligi siirsiz olarak artmakta ve eni,
alanmin daima 1 olmasini saglayacak bigimde azalmaktadir. Bagka bir deyisle;

wjfg (t)dt =1 dir.

* Paul Adrien Maurice Dirac (1902-1984) grece kuantum kurammm yaraticilarmdandir. Pozitronun varligmi
ongordii. Dort tane diferansiyel denklemle elektronun hareketini tamimladi. Erwin Schrodinger ile 1933 Nobel
Fizik Odiiltnii paylagt:.
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Ny,

\ £z (1)

—>

N
™
I A

<o 1~

Sekil 2.16 f£; (t) fonksiyonu

Buna gore, € — 0 i¢in fi(t)’ye yakinsayan ve 3(t) ile gosterilen limit fonksiyonuna birim darbe
fonksiyonu veya Dirac delta fonksiyonu denir.

2.10.1.1 Ornek:

l , 0<t<g
JAGE

0 , t>¢

seklinde tanimlanmig olan fg(t) fonksiyonunun Laplace doniisiimiinii bulalim.

Cozim:

L{f. ()} = j f.(e)ede = j— e*'dt + jo e™'dt

} 1( 1 . 1]
= |- 4
ol e\ s s

= L{fe(f}%{_ s

L{r)-12

olarak bulunur.

2.10.1.2 Ornek:

lim Z {£.()}=1 oldugunu gosterelim.
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Coziim
L@} =12 idi. 6> 0 igin limit alahm,
-8
. 1= 1-1 0 e qeme s R .
= hn%) =3 "o belirsizligi ile kargsilaginz. I.’Hospital kuralini uygularsak,
E—> E-S
. 1-e™* se
= lim =lim =1

olarak bulunur.

Not:
1i_1)r[} £.(t) mevcut olmayip dolayisiyla L {In:% fg(t)} tamimlanms degildir. Fakat L {5(¢)}=1

olacak bigimde & (z‘) = lirr& fs(t) yi ele almanin faydali olacag1 goriilmuistiir.

2.10.1.3 Ornek:

8(t) Dirac delta fonksiyonu ise,
L{6(t—a)}=e™ oldugunu gosterelim.
Cozim:

f (t —~a) , t>a
L{f(e)}=F(s) ve gt)=

0 , t<a
ise L{g(t)}=¢F(s) idi. Buna gore,
L{(t-al}=e*L{s(t)}= L{6(t)}=1 oldugundan
Lis(t-a)=e"
olarak bulunur,

2.10.1.4 Ornek:
g(t) =2 8(t—8) + 5 8(t+ 2) fonksiyonunun Laplace doniistimiinii bulalim.
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Coziim:
Ligth=2L{5(t—8)}+5L{5(t+2)}
=2 4507

= Liglt)}=2e +5¢*

olarak bulunur.
2.11 Sifir Fonksiyonu
2.11.1 Tanim:

t
n(t), V>0 igin J.n(u) du =0 gergeklenmek {izere t nin bir fonksiyonu ise n(t) fonksiyonuna
0

sifir fonksiyonu denir.

2.11.1.1 Ornek:

f.

1 t=1/2

fiy=4-1  t=1

0 diger yerlerde

\
seklinde tanimlansin f(t) fonksiyonunun sifir fonksiyonu oldugunu ggsterelim.
Coziim:

t

I= J f (u) du =0 oldugunu gostermeliyiz.

1]
I integralini hesaplamak igin I(g) agagidaki bigimde tanumlanirsa,

1 1

I(s)=2j Odu+2jldu+ 1—fOdu-l—lT(—l)du+ ]Odu
0 l-—-g l+€ 1-¢ l+&
2 2

= lim I(g)=0

= f{(t) fonksiyonu sifir fonksiyonudur.
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Not:

Bir n(t) sifir fonksiyonunun Laplace déniigtimii de sifir oldugundan,
L{f()}=F(s)
L{f)+n@)}=L{f@)}+ L{n()}=L{f()}=F(s) dir

Bu nedenle farkli iki fonksiyonun Laplace doniigiimleri aym olabilir. Simdi sifir
t

fonksiyonunun Laplace doniigtimiiniin sifir oldugunu gésterelim. V>0 igin _[n(u) du=0
0

dur. Her iki tarafin Laplace doniigtimiinii alip, (2.17)"yi kullanalm. L {n(t)} = N(s) ise,
{ I (u) du} = N(S)
0
olur ki buradan,
Li{n{t)=N(s)=0

elde edilir.

2.11.1.2 Ornek:
Asagidaki fonksiyonlarin sifir fonksiyonu olup olmadigini bulalim.

1 1<t<2

a) f(t)= b) (1) = 5(t)
0 t nin diger degerleri

Cozim:

¢ 2
a) ]f(u)du= 1joamzjlam [odu=u| =2-1=1

0 0 1 2 "

= {{(t) sifir fonksiyonu degildir.

t
b)t> 0 i¢in Ié‘ (u) du =1 oldugundan & (t) fonksiyonu sifir fonksiyonu degildir.
0
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3. TERS LAPLACE DONUSUMU
3.1 Ters Laplace Doniigiimiiniin Tanomi

3.1.1 Tanim:
Bir {{t) fonksiyonunun Laplace doniisiimii F(s) yani,

L{f(t)}=F(s) ise f(t)’ye F(s)’nin ters Laplace doniigiimii denir ve sembolik olarak,

f)=L"{F(s)} yazlir. L' e ters Laplace doniisiim operatorii denir.

3.1.1.1 Ornek:

F(s) = ise L{F(s)}= f(t) yi bulalm.

s+4
Coziim:

L {e“"}: . i 1 oldugu icin,

L”l{ Jlr 4} =e¢™* olur.
s

3.1.2 Ters Laplace Doniisiimiiniin Tekligi

n(t) sifir fonksiyonunun Laplace doniiglimii sifir oldugundan,
L{f(t)}=F(s) iken L{f(t)+n(t)}=F(s) oluyordu. Buradan da Laplace déniisiimleri ayni
olan birbirinden farkl: iki fonksiyonun olabilecegi sonucunu bulmugtuk.

Sifir fonksiyonlar: s6z konusu oldugunda Laplace déniiglimiiniin tek olmadigini biliyoruz.
Eger sifir fonksiyonlar1 kullanilmazsa ters Laplace doniistimleri tektir. Bu su teoremle ifade

edilir.

3.1.2.1 Teorem (Learch Teoremi):
Pargal: stirekli ve tistel merteben olan f{(t) fonksiyonlar1 i¢in F(s)’nin ters Laplace déniigiimi

tek tiirlti olarak belirlidir. Bir bagka deyisle L™{F(s)}= f(¢) tektir.

Aksi sdylenmedikge ters Laplace doniigiimlerinin tek oldugunu diigtinecegiz.
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20 __es _es ss __ we

3.2.1 Teorem (Dogrusallik 6zelligi):

c1 ve ¢, sabit biiytikliikler ve Fi(s) ve Fa(s)’de sirasiyla fi(t) ve f(t) fonksiyonlarinin Laplace
doniistimleri ise,

IHeF )+ 6B = al R )+ oL B ()= a0+ aA0) 3.1
olur ki bu sonug ikiden fazla fonksiyona kolaylikla genisletilebilinir.

ispat:

Laplace doniigtimiiniin dogrusallik 6zelligine gore,

L{afi0)+ e O = LU O o L{L O} = e B () + o, B s)

idi.

= LNaF(s)+ B} =caflt)+efl)

olur ki, bu da genellestirilebilinir.

3.2.1.1 Ornek:
4 28 3
I + - doniisiimiinii hesaplayalim.
{s-z 2 +16 s2+9} v "

Coziim:

L“‘{ 4 . 225 —‘23 }=4L‘1{ 1 }+2L‘l S }-L‘l{ 23 }
s—2 s °+16 s°+9 s—2 s +16 s°+9

=4 e + 2 cos 4t — sin 3t

olarak bulunur.

3.2.2 Teorem (Birinci Kaydirma Ozelligi):

LHF(s) = £(¢) ise,

LYF(s—a)=e"f(t) (3.2)
dir.

ispat:

F(s)= O] f(t)e™dt olup,
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o

F(s—a)= T[ 1) e Vg = I{e‘" f (t)}e"'dt =L {e"' 1t }

4]
= LY{F(s-a)}=c"1(t)
elde edilir.
3.2.2.1 Ornek:

L"‘{s—z_—';;ia} dontigtimiini hesaplayalim.

Coziim:

L”l{s2i32}=cos3z‘ ve L'l{szi32}=sin 3t

olduguna gore, (3.2)’yi de kullanirsak,

= I ——Z—S—— =e'cos3t+le’sin3t
s°—25+10 3

elde edilir.

3.2.3 Teorem (ikinci'Kaydu'ma Ozelligi):
LHF(s) = f() ise,

flt-a) , t>a

LMeF(s))= (3.3)
0 , I<a

dur.

ispat:

o«

F(s)= I f(t)e™dt olup,

0

e F(s)= [f)e™.cdt = (1)t



=>t+a=u dersek

= qj.f(u —a)e " du= TO e dt + t]‘f(t —a)e™dt = 0].g(z‘) e "dt

olur ki, buradaki g(t) fonksiyonu gdyledir,

flt=a) , t>a
g®=
0 , i<a

Bdoylece teorem ispatlannmug olur.

Bu g(t) fonksiyonu Heaviside birim basamak fonksiyonu cinsinden soyle yazilabilir.

gt)=1f(t—a).H(t—a)

3.2.3.1 Ornek:

L” {—— doniiglimiinii hesaplayalim.
s°+1

Cozim:

L“l{ 214_1} =sinz ’dir ve (3.3)’e gore,
s

. [sin(t—zl , >2
% 4 4
g =
5% +1
0 , I<—
L
olarak bulunur.

3.2.4 Teorem (Skala Degistirme Ozelligi):

LHF(s)= 1)

ise,

ROy

k

dir.

67

(3.4)
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Ispat:

F(s) = 0]’ f(t)e™dt olup,

F(ks)= [f(t)e™dr olur, kt=u dersek,
0

elde edilir.

3.2.4.1 Ornek:

L! { 2 zzj_ 16} doniigiimiinii hesaplayalim.
s

Coziim

fs

{ } g I G Y.
45% +16 @2sf+16] 2 2

= I {Zs%} = % cos2t

}— cos4t ’dir ve (3.4)’e gore,

elde edilir.

3.2.5 Teorem (Tiiretilmis Fonksiyonlarin Ters Laplace Doniigiimleri):
LHF(s)= 1)

ise,

P-4

}:(-1)%" £60), n=1,2,3... (.5)
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Ispat:
Laplace doniigtimiiniin 6zelliklerinden biri olan,

n

o= <

L1y FO(s)= (1 2 FO ) =)
= LHFO ()= (1) 1()

elde edilir.

F(s)=(-1Y F"(s) ifadesini kullanarak,

3.2.5.1 Ornek:
2 L donisiimini hesaplayalim.
(s2 + 1)2

Coziim:

L"l{ 21+1}=Sint’dir ve %( 21 ]: ) ANl
Y

- 1. .
= Ll{(éﬁ}=§tsmt

elde edilir.

3.2.6 Teorem (Integrallerin Ters Laplace Doniigiimleri):
L{F(s)=10)

ise

L {:[F(u) du} 10

t

dir.

(3.6)
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Ispat:

Laplace doniistimiiniin dzelliklerinden biri olan,

L{ f (t)} =F (s) ve ltlilgjg) mevcut ise

L {It(—t)} = ?F () du idi, buna gore

—1{ jF(u)du} 10

ifadesi dogrulanir.

3.2.6.1 Ornek:

Lt L du p doniistimiint hesaplayalim.
Au u+l

Coziim:

it =L-1{l——1—}=1—e-' dir.
s(s+1) s s+1

Buna gore,
o rim X
R u+l

L-l{jj(-ll;— uiJ du} = L‘l{lnu— In(
L“I{I-:; —— J du} ~ L“l{ln (1 + 3} -1 ":_t

= (3.6)’ya gore,
elde edilir.

F-ofele3)

3.2.7 Teorem (s" ile Carpma):
LHFE(s)} = £(t) ve f(0)=0 ise
LYs Fls)= 1) | 3.7

dir. Goriildiigi gibi s ile garpmanin f(t)’yi tiiretme biciminde etkisi olmaktadir.



Ispat:

Laplace déniisimiiniin 6zelliklerinden biri olan,

L{f '(t)}= s F(s)—- £(0) ve f{0)=0 olursa,
s Fs)h= 1)

ifadesi elde edilir ki, bu ifade n=2, 3, 4, ... i¢i

! {s”F (s)} *ve genellestirilebilinir.

3.2.7.1 Ornek:

L’l{ 2s+ 1} doniistimiint hesaplayalim.
s

Coziim:

L“l{ 214_1}=sint ve sin 0=0 olup,
s

El{szi l} = % sint = cost

elde edilir.

3.2.8 Teorem (s ile Bolme):
LHF(s)= 1)

ise,

L“l{ } j () du

dar.
Ispat:
t

g(t)= j f(u)du olsun.

(t) f (t) , £(0)=0 dir. Dolayisiyla,

{g =5 Lig()-£0)=sL{g)}=F(s)

3-8
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= 2= vern 2T o) [ran
elde edilir.

3.2.8.1 Ornek:

It ! doniigimiinii hesaplayalim.
(s + 4)

Coziim:

L”l{ . 1 4} = % sin2¢ *dir. Simdi (3.8)i kullanirsak,
S

t t
r! ! = _[-l-sinZu du=——1—0052u =—10082f+-1—=l(1—0082f)
s(s2 +4) 0 4 o 4 4 4

elde edilir.

3.2.8.2 Ornek:

L‘l{ } j j 1) dudv

oldugunu gosterelim.

Coziim:
g(t) = ]] f (u) dudv olsun.

t

0= [f)au , g@)=r) ve £(0)=g(0)=0 d.

0

{ t)}= s2Lig(t)}—s g(0)-g'(0)=5°L {g()}= F(s) dir, dolayisiyla

L{g(t)}=£;(2—) veya L~ {F; } g(t) =].]f(u du dv

ll

dir. Sonugta,

L! {Es(zi)} = j] £(t)ar? & (3.9)
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bi¢iminde yazilabilinir.

Genel olarak ise goyle ifade edilir,
tt t
L‘l{f@} = [[..Jr@)ar (3.10)
s 00 0
Simdi ters Laplace doniisiimiiniin 6zelliklerini kullanarak verilen bir fonksiyonun ters Laplace
doniisimiintin bulundugu birkag¢ 6rnek yapalim.
3.2.9 Ornekler:

n It {—2—%1—25—} déniistimiinii hesaplayalim.
s+ 65

Coziim:

4 s+1 ) (s+3)-2 4 (s+3) 1 _1{ 4 }
g {s2+6s+25}"]“ {(s+3)2+16}"1‘ {(s+3)2+16} 2" (s+3)+16
(3.2)’ye gore,

L {(_%4)?—16—} =e¢ " cos4t bulunur.
s+3) +

L_l {(_-l—%)—}-ﬁ} = e”:” sin4t bulunur.
A

= L s+1 —e ¥ 00541__1_3“3’ sindt =e™ cos4t—~1—Sin4f
§*+65+25 2 2

olarak bulunur.

2) ! {ln (1 + iz)} déniistimiini bulalim.
)

Coziim:

Bu sorunun ¢6ztmi i¢in (3.5)’i kullanalim.

F(s)=1n(1+ 1]

s2

:>F'(S)=2s.sz—2s(s2+g- s? =2 __“2(1_ K J
s?.s? 52+1—s(s2+1) h s st+1



=2 (1—cost)=(-1).t". f(t)

= f(f)= % (1—cosr) elde edilir ki,
1] 2

(145 |b=20-

L{ (+S2)} r( cost)

dir.

3) L“l{ . i+1 } doniistimiini bulalm.
s°\s

Coziim:
L'l{ 21+ 1} =sint olup, (3.8)i art arda uygularsak,
s
L1 ‘. \
L > =_[smudu=—-cosu =—cost+cos0=1—-cost
s\is”+1)) ¢ ;

4

=t—sint—0+sin0=¢-sinf

4 1 e W
L {m}—éﬂl cosu)du = u —sinu

0

1 2 2

t t
=—+4cosf—0—cos0=—+cost—1
2 2

Sf 1 _u?
L {m}—af(u sinu)du = 7 +cosu

olarak bulunur.

0

4 I {——_(S2+:)i1 } doniisiimiing bulalim.
S 5

1}2 3 1}2 3
s+=| += s+—| +=
2) " 4 2) 4
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1
I Y 1 o B2
= 2 t= L
( 1] 3/ W3 ( 1} 3
+=| += +=| +=
4 2) 4
Simdi (3.2)’ye gore,

L -1 2
tcos_—\/j__t-’_-l_ . A3t e (\/5 3t «/?:IJ

= 2 —_— e —— __.+ —_—
e \/gg sin > -\/5- COs > s >

olurki L™ {(i;’l)—e—} doniisiimiing bulmak igin (3.3)d kullanalim.

s +s5+1
B Food Boom)esiol Be-n)|} . o>
7; cos 5 )| +sin > T , T

0 , I<7#w

. L_l (S+1)e—m -
s +s5+1

o L”I{(s +1) e””} _ ejg) {\/5 cos[izi ¢ _ﬂ)} +sin {ﬁ - ”)}} Ht-r)

s +s+1 2

seklinde yazilabilir.

n

(n+1

5)n>-1igin L"l{ nlﬂ } = ) oldugunu gésterelim.
s

Cozim:

L {Ft——} doniigtimiinii ele alalim.

(n+1)

" 1 " -
L {r ’ +1)} 7D L{}= 223y gore,

L{t"}— F(n+1)

- sn+1

oldugundan

t" 1 m+1) 1
L = . = -
{F(n + 1)} T+ o™ s 0 >

dir. Oyleyse,
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211
L {s"“}—l"(n+l)

elde edilir.
3.3. Konvoliisyon

3.3.1 Tanim:
f(t) ve g(t) her sonlu [0, a] araligl iizerinde pargali siirekli ve {istel mertebeli iki fonksiyon

olsun. f(t) * g(t) ile gdsterilen ve
t

£t) * g®) = [/ —u)glu)du (3.11)
0

integrali ile tanimlanan fonkisyona, f(t) ve g(t) fonksiyonlarimin konvoliisyonu denir.

3.3.2 Konvoliisyonun Ozellikleri
1) (t) * g(t) = g(t) * £(t) (Degigme Ozelligi)

Ispat:

£(t) * g(t) = ;If(f—u)g(u) du

Burada u =t — z doniigtimii yapilirsa,

£t) * g(t) = Jf(z t-z) (- dz) Ig(t 2) f(z)dz = glt) * fio)

olur ki,

= () * g(® = g(©) * {H

elde edilir.
2) £(t) * (g(t) * h(D) = &) * g(©) * h(t) Birlesme Ozellizi)

Ispat:

) * (€ *h(®) = [f() [glt~u—a)h(a)da du
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= ;['h(a) t—_‘gg(t -a ——u) f(u) duda = h(f) * () * g(®)

=(flt) * ) * h(®
elde edilir.
3) £(t) * (g@)+h()= 1) * gt)+ 1) * Ae)

ispat:

£ * () + e = [£(—u)(go)+ ho) d

= ]f(t——u)g(u)du + ]‘f(t—u)h(u)du

= 1) * g(©) + A1) * h(2)
 elde edilir.
4) (1 (e)+g()= )= £ @)= h(t)+ gle) = ne)

Ispat:

(F0)+ @)+ he)= [(Fle-u)+ gle~u)) )

= T ) )+ [t

0

= ft)*n(t)+ g(t)* (1)
elde edilir.

5) o € R olmak tizere

f0)* (e gl)=a (1()*5())

ispat:

14

£ (@ g6)= [ £t—u)a ga)u= [fe—u).aglu)du

0

- & [/t~ w)slu)au

0
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= a(f()*2()

elde edilir.

3.3.2.1 Ornek:
f(t) = sint ve g(t) =cost ise f(t) * g(t)’yi bulalim.

Coziim:

t t
sint * cost = Isin(t —u)cosu du = _[(sint cosu —sinu cost) cosu du
0 0

t t
= '[sint cos? u du — _[sin.cosu.cost du
0 0

t t t
= sint{ %du—k J-cos22u du}—cost sinu cosu du

0 0 0

i . 3
sin-u
—Ccost
0 { 2 }

- 2
= sint{—t—+lsin2t —cost !
2 4

t

=sint —u—+llsin2u
2 22

0

i ; 1 .
! =—2-smt+lsm2tcost—§costsm2t

sint

N[~

elde edilir.

3.3.2.2 Ornek:
fO)=1*, gl)=t* ,a, B>0 ise f{t)* g(t)’yi bulalm.

= u = tx d6niiglimii yapilirsa,

1 1
1 xt? = (- tf (i) 1 de= 1= (1—x) o/ 21
; .

0



79
1
= 15 [(1-x) x” dv=B(B+1, 0 +1)1**"
0
bulunur ki, burada
1
Bla, )= [x*" (1-x)""dx , @, >0
0
ile tantmlanan fonksiyon beta fonksiyonu® veya birinci tiirden Euler integrali denir.

3.3.3 Teorem:

Verilmis f(t) ve g(t) fonksiyonlari tiste] mertebeden ve [a, b] araliginda pargali stirekli
olsunlar. Bu fonksiyonlarin konvoliisyonunun Laplace doniistimti her birinin Laplace
dﬁnﬁ@mﬁm"m carpimina egittir.

L{f=g}=Lif}-Lig} (3.12)
Ispat:

Laplace doniiglimiiniin tanim1 geregince,

0

Lif+g}= J(J'f(t u)g(u)duJe ~ dt

w
= _[ flt—u g(u = du dt (3.13)
20

t=0 u=0

yazilabilir, bu (3.13) ile ifade edilen ¢ift kath integralinin yapildigi tu diizlemindeki bolge
Sekil 2.17 ile gosterilebilir.
AU

A\

Sekil 2.17 tu ditzlemi

* Beta fonksiyonu sayfa 95 bolim 3.7’de agiklanmugtir.
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t—u=v veya t=u+v doniisiimil ile tu diizlemindeki bélge Sekil 2.18 ile gdsterilen uv

diizlemindeki bolgeye doniigiir.

ut+v=t

Sekil 2.18 uv diizlemi
Burada, u=t
t=u+v

ve doniistimiin Jakobiyeni,

-63 oy
6(ut) ov
o) N
SCO A R
au ov

olarak bulunur ve,
u=20 , v=0 ise,

(2.67) ile ifade edilen g¢ift katli integral su sekli alir,

J. 1) glw)e™ " du dv

0

Oty 8

= Tajf v)g u)e e dudv
0

0

I

I f)edv jg(u) e ™du olurki,
0 0

= L{f}. Lig}

elde edilir.



81
3.3.3.1 Ornek:

r! S doniistimiinii konvoliisyon teoremini kullanarak bulalim.
(s2 + 32)2

Coziim:

5 dirve

1 = 21 2 21 2:>L—1 21 2}=—1‘Sin3f:>L{lsin3t}=
(s2+32)2 s +3° 5743 s#+3%) 3 3 57 +3

= (3.12)’ye gore,
L =1 {l sin3t} .L {lsinBt} =L {lsin?,t *—l-sin3t}
(S2 L g»,z)z 3 3 3 3

= I S O lsin?at *lsinBt olur, ¢bzersek,
(sz + 32)2 3 3

t

= %sin?at*%sin?at: !%sin[3(t—u)]%sin3u du

1 t
= — |jcos (6u —3t)—cos3t;du
3 Joostou=30)cos3y)
t

_1 {l sin(6u - 3t)— U COS 3t} = L3 {—l—sin?,t —fcos3t— 1 Sin(“ 3t )}

18 |6 , 1816 6

:_1_ —1—sin3t—tcos3t+lsin3f =L lsin?>1‘—~tcos3t

18 6 6 1813
olarak bulunur.
3.3.3.2 Ornek:
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= L'l{ T (i - 1)} = «/1751‘— *¢' olur, ¢dzersek

olur ki u= v dersek,

Jt r Nt

er 21 2e 2

=— e’ “2vdv= v
J;!e M J;Je

elde edilir ki, (2.43) ile tamimlanan hata fonksiyonunu g6z 6niine alirsak,

t
erf (t) = —\/27 Ie"‘zdu ise
0

Ao

olarak bulunur.

3.4 Basit Kesirlere Ayirma
P(s) ve Q(s) , P(sy’nin derecesi Q(s) ninkinden kii¢iik olan polinomlar olmak tizere P(s)/O(s)
bigimindeki bir rasyonel fonksiyon basit kesir diye adlandirilan, rasyonel fonksiyonlarin

toplamu olarak ifade edilebilir. B6ylece basit kesirlerin her birinin ayri ayrt ters Laplace

doniistimleri bulunarak L*{P(s)/Q(s)} elde edilir,

3.4.1 Ornek

_1{2s3+10s2+15s+9

(s n 1)2 Gz et )} déniigtimiinii hesaplayalim.

Coziim:

25> +10s” +15s+9 _ 4 LB . Cs+D
(s+17 [ +25+2) s+1 (s+1f s +2s+2
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= Paydalar esitlenip diizenlersek,

25° +105? +155 +9 = (4+ C)s* +(B+2C +34+ D)s* + 2B+ C+4A4+2D)s+ D+2B+24

A+0B+C+0D=2
34+ B+2C+D=10
44+2B+C+2D =15
24+2B+0C+D=9

Birinci dereceden do6rt bilinmeyenli bir denklemle

karsilaginz. Bu denklemi ¢6zmek igin katsayilar

2
. .. |10
matrisinin tersi ile 15 vektoriinii carpariz.
9
- A=1
B=2 . L
olarak bulunur. Simdi degerleri yerine yazip, ters Laplace
C=1
doniistimiing bulalim.
D=3
)28 4102 +15s+9| 4] 1 2 5+3
= L 3 =7 + + >
(s+1)2(s +2s+2) s+l (s+1f s> +2s5+2

-l el

=> Bu doniistimleri bulmak igin (3.2)’yi kullanirsak

= I {—%} =e™ dir.
s

= ¢ +2te”" +e ' cost+2e” sint
= ¢”'(1+2¢ + cost + 2sint)

elde edilir.
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3.4.2 Ornek:

2 _ —
_1{55 155 11} doniisiimiini hesaplayalim.

(s+1)(s-2)3

Coziim:

5s2—15s—ll= A N B N C N D *
(s+1)(s—2)3 s+1 s-2 (s-—2)2 (s—2)3

(*) ifadesinin her iki yanim (s + 1) ile garpip s — -1 igin limit alirsak
1
A=- 3 bulunur.

(*) ifadesinin her iki yanmi (s — 2)* le carpip s — 2 igin limit alirsak D = -7 bulunur. -

Ancak bu yontemle C ve B’yi hesaplamak olanaksizdir. A ve D’yi bulduktan sonra s’ye iki
deger verip C ve B’nin bulundugu birinci dereceden iki bilinmeyenli bir denklem elde ederiz,
sOyle ki, s=0ve s =1 igin,

11
g

C B 21 1
——= v
4 2

+Z+ e —=-——+7+C-B
8 2 6

1
3
Bu esitlikler diizenlenip ¢6ziiliirse,

C=4 ve B=% bulunur.

A= 1)31} S ]

= ——le" +le2’ +4te* _thezr
3 3 2

elde edilir.
3.4.3 Ornek:
2
! S”+2s+3 doniistimiinit hesaplayalim.
(s2 +25+ 2)(s2 + 25+ 5)
Coziim:
s2+2s5+3 As+B - Cs+D

(s2 +25+2)(s? +2545) & $2542 57 42545
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paydalan egitleyip diizenlersek,

s +25+3=(4+C)s* +(24+ B+2C + D)s* +(54+2B+2C +2D)s +5B+2D

A+0B+C+0.D=0 A=0
2A+B+2C+ D=1 N B=l olarak bulumur.

54+2B+2C+2D=2 3

0.4+5B+0.C+2D=3 C=0

D=2

3

:>L”1{ 3 13 +— 2/3 }=1L‘1 S S G ——-*12
sP+2s+2 S +2s+5) 37 |(s+1f+1] 3 ((s+1f +4

Il

le"‘ sint+%le"' sin 2¢
3 32

¢ {sint + sin 2¢}

W=

elde edilir.
3.5 Duhamel Formiilii ve Uygulanmasi

3.5.1 Duhamel Formiilii

[0, oo] araliginda f(t) fonksiyonu siirekli, g(t) fonksiyonu da stirekli tiireve sahip olsun, o

zaman,

L{f@}=F(s) ve Lig(t)=6(s)

olmak iizere,
s F) ()= 1) 50)+ [1) g (- ) (3.14)

formiilii dogrudur.

(3.14)’1i ispatlamak igin konvoliisyon teoremini kullanabiliriz.

PR GE)= [76)sl-w)as
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= sag tarafin t parametresine gore tiirevini alalim.

t
jg(t—u) f(u)dunun tirevini alirken Leibnitz kurahm kullanalim. Leibnitz kurali agagida
0

not baslig1 altinda agiklanmigtir.

Not:

Bt) B(t)
& | flewddu= [f, )+ £0.B0).5,~ 1 6 AQ) 4
Al) Alt)

seklinde ifade edilen denklem Leibnitz kuralidir.

-4 (/) gl ~ )= [£) g ) au+ g(0). 7). 1-0

0

(). 80)+ [/0)g ()

elde edilir. Laplace d6niigiimiiniin 6zelliklerinden biri olan,

L { FAL (t)} =s"F(s) esitliginden,

L{;jf(u)g(t—u)du}=F(s>e(s)

L {%U )l _u)'du]} s F(5)6(s)

Simdi her iki tarafin ters Laplace doniiglimiinii alalum.

- g;[j o —u)duJ - 1060+ [16)g -k~ 2 FO)GE)

elde edilir.

Duhamel formiiliindeki } f(#)g (t —u)@u integraline Duhamel integrali denir.
;

Duhamel formiilii yardimiyla baglangi¢ degerleri sifir olan,

aoy(n) + aly(n—‘l) + a2 y(n—z) +...+ an—ly' + any = f(l') N (ao #* 0 N t > O) (3.15)

¥0)=y(0)=...=y"(0)=0 (3.16)
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problemi ¢6ziilebilir.

Bu problemi ¢ézmek igin (3.15) esitliginde y yerine x alalim ve esitligin sag tarafini da 1’e
esitleyelim.

a3 +ax"V1axt D va _x +ax=1, (>0) @.17)

yardimei problemini ele alalim ve L{x(t)}=X(s), L{y(t)}=Y (s) olsun. (3.15) ve (3.17)
problemlerinin Laplace dontistimlerini alalim.

= aoL{y(h) }+ alL{y(”'U}+ azL{y(”"z)}+ ot an_lL{y'}+ a,L{y}=F(s)
a,5"Y(s)+ " Y (5)+ aps™ %Y (s)+ ...+ a, s Y(s)+ a,Y(s)= F(s)

P(s)=a,s" +as"" +a,s" +...+a, ;s +a, olarak ele alirsak,

¥(s)=L (5) (3.18)

(3.19)

elde edilir ki, (3.18) ve (3.19)’u kullanirsak,
Y(s) = s F(s) X(s) (3.20)

bulunur, (3.20) esitligine Duhamel formiiliinii uygularsak,

s F(5) X6} = £0)-50)+ [£6)x (¢ ~w)au, 3(0)=0 i

o s P() X () = [ 1) (- )

elde edilir, buradan

t

LMs F(s) X (s)y = Ly (s) = y(t) = _[ F)x(t-u)du (3.21)

[¢

elde edilir.

Simdi bir 6rnekle bu formiiliin kullaniligint agiklayalim.
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3.5.2 Ornek:

y' +y'=t, y(0)=y'(0)=0 problemini Duhamel formiiliinii kullanarak ¢ozelim.

Coziim:

x +x =1, x(0)=x'(0)=0 yardimec: problemini ele alalm. Her iki tarafin Laplace
doniistimiini alirsak.

s*X(s)= s x(0)~x (0)+s X(s)~x(0) = % , x{0)=x'(0)=0 degerlerini kullanarak diizenler-
sek,

1
X(s)=5——F
() s*(s+1)

Simdi ters Laplace doniigtimiinii almak igin basit kesirlere ayiralum.

1 ALl
s(s+1) s 5° s+l

=>A=-1,B=1,C=1

elde edilir.

= 2} e e

= x(t)=-1+t+e" elde edilir ki tiirev alirsak,
x([t)=—e"+1=1-¢"

bulunur. Simdi (3.21) formiilii yardimayla, f(t) =t ve x'(t) =1-¢™ oldugunu da gdzoniinde
bulundurarak,

]u (1) du, integralini gozmeliyiz.

0

= ]u (1 - e'(‘""))du = ]u du— ;[u e"du= %

0 0

= %—e" {u e — ]e" du:' =%—e" [u e’ —e"]g
0
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2 2
L [z‘e'—e'+l]=t——t+1—e"'
2 2

t.Z
= y(t)=—¢" +E—t+1

olarak bulunur.

3.6 Heaviside A¢ilim Formiili

3.6.1 Teorem:
P(s) ve O(s) , P(s)’nin derecesi Q(s)’nin derecesinden daha kii¢iik olan polinomlar olsun.
Q(syninn farkh o, , k=1, 2, 3, ..., n koke sahip oldugunu varsayalim. Buna gére,

-1 P(s)_”P(a'k)a, >
g {Q(s)}"ég(ak)e Fo =0 62

formiilii elde edilir. Bu formiile Heaviside agilim formiilii veya teoremi denir.
Ispat:

Q(s)’nin @,, @,,...,a, n farkli kokii oldugundan, basit kesirlere ayirirsak,

Pls) A 4 | A A (3.23)
Q(s) s—a s—a, S—a, s—a,

elde ederiz. Her iki yam s —a, ile ¢arpip s — @, i¢in L’Hospital kuralim uygulayalim.

s%[g—g;—(s—ak)} Hak[(s e T e s TS

)

() ~a,)=4, = lim P(s) lim | 2=% 1m1 _ Plen)
2 06) (s - )=4, = lim P( )}%,f[ Q(S)J Pley). lim RIONGICH

Burada ¢,,a,,...,, Q(s)’nin kokleri oldugundan Q(ak)= 0 dir.

L Pe) , _Ple) ,  Pla)
4T 0@ T T )

bulunur, bu degerler (3.23)’te yerine yazﬂlrsa,
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PO _Pa) 1 Me) 1. Pa)
Q(S) Q'(al)(s—al) Q’(ak).(s—ak) Q'(an).(s_an)

esitligi elde edilir. $imdi her iki tarafin ters Laplace déniistimiinii alalim.

-1 P(s) — P(al) . P(ak) ot 4 +M—e“"t _N P(ak) oot
- {Q(s)}_ 0 ) T ew) T E )

Heaviside formiilii elde edilir.

3.6.1.1 Ornek:

I { ETT'_;? } doniigiimiini hesaplayalim.
s* +5s

Coziim:

Heaviside formiiliine gore,

Ps)=s+4, Q@)= 2s2+5s+3=2(s+1)(s+—;-] dir.

O halde Q(s)’ninkokleri s, =-1, s, = —% dir.

Q'(s)=4s+5 olurki,

A-3)
L“{ st4 }= P.(_l) et h— 2 .e_%t

25" +5s5+3]  Q(~1) Q.(_g

2
—3e7-2 e_%t
2

olarak bulunur.
Not 1:
s=a (@(s)’nin m kath kokii olsun o zaman ﬂﬂ nin ters Laplace doniistimii s6yle bulunur,

Ofs)

Pls) 4 P =t Ay 4y (3.24)

O(s) s-a (s—a (s—a”"1+(s——a)m

olur ki, Ap katsayilarii bulmak icin esitligin her iki tarafim (s — a)™ ile garpalim.
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(s—a)'P(s) _

o) =A(s-a) "+ 4(s—a)"+..+ 4, (s—a)+ 4, (3.25)

elde edilir, s — a giderken limit alinirsa, Ay, katsayisi,

o]

olarak bulunur. (3.25) denklemini s’ye gore tiiretirsek,
%[E:%)PQ] A () s A2l 4t A

ve s —> a giderken limit alirsak Ay, -1 katsayisi,

w-gleg)

olarak bulunur, bu sekilde devam edilirse,

P {d [(s~ay"p(s)]} Ay £

(m—k)! | ds™* Ofs)

elde edilir. O halde,

H (s) = (s_—_q)_"'__P@ dersek

als)

dir. Diger taraftan,

{(s a)"} (‘;ctl) olarak bulunur ki,
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4 P(s) _ t 2 -l B
L {—Q(—S)}—{A1+Azll+...+l4,,,_1( _2)!+A7,,(m_1)Je (3.26)

m

elde edilir. (Aydm vd., 2001)

3.6.2 Ornek:

3 — —
L‘l{———-——ss bs 3} doniistimiinii bulalim.

s (s +1)

5s3—6s—3=A1+A2+A3 B ., B

Simdi A, Az, As, By, By katsayilarim hesaplayalim.
a=0icin

(s—0) (55°=65-3) 55 —65—3

s (s +1) ~ (s+1y

H(s)=

= 4= H(0)==>=-3

4,=H(0)=0

1.
4= H (0)=3

* olarak bulunur, benzer gekilde B katsayilari igin,

b=-1igin,

H(s)= (s+1f (55° - 65-3) _55°—65-3
: s* (s +1) s

= B, = H, (-1)=2
B, =H,(-1)=-3

olarak bulunur. Buna gore ters Laplace doniigtimii,

55° —65—3 3 3 3 2
D Sy Py P B A S
{ s3(s+1)2 } {s s s+1+(s+1)2}
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sefsrfplarl el

£
= 3—-3—2——3e_t +2te”

2
=2te“’-—3e"'—3%+3

olarak bulunur.

Not 2:
Q(s)’nin kokleri kompleks ve birbirinden farkli ise ters Laplace doniigiimii §6yle bulunur,

s=a=a+iB Q(s)nin kokii olsun. Bu taktirde eslenigi @ = o —i f da kokidiir ve,

Pls)_ 4 4 327)
O(s) s-a s-a

Simdi ters Laplace doniigtimiinii alalim.

L‘l{—gg—g} =4 e” +4,e" (3.28)
bulunur.

H(s)= (s—a) P(s)

~——~<—+ diyelim, buna gore A; ve A; katsayilari,

Qls)
A =H(a) -
A,=H (@)
olur ki, H(a) ve H(@)yi
H(a)=H,+iH,, H@)=H, -i H,

seklinde tanimlayalim, o zaman (3.28) d6niigiimii s6yle yazilabilir.

L {ﬂb)} = [(H | +iH, ) el 4 (H y —iH, ) e(a-w)t]

Qls)
= [(H1 +i H,)e™(cos Bt +isin ft)+(H, —i H,)e™ (cos ft —i sinﬂt)]

diizenlersek,
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L {fi(s—} =2e™ (H,cos ft — H,sin fit) ,

0(s)

elde edilir. (Aydin vd., 2001)

3.6.3 Ornek:

I { ;tg—sTZ— } doniigiimiini hesaplayalim.

Coziim:

P(s) _ s
Ofs) s*-2s+2

= O(s)=s5>—25+2 olup kokleri,

a=1+i, a=1-1 ve a=1,4=1 dir.

H(s): (s—a)P(s) 5

(s—a)(s—a—)_ (s—cT)

1+ 1+i
ity (o Y

1 1,
=———{
2 2

Buna gore,

H, =—1-, H, _ L olarak bulunur
2 2

= L'l{—zs—} =) e’(—l— cost + lsinz‘) =¢'(cost +sint)
s°—2s+2) . 2 2

olarak bulunur.

Not 3:

O(s) nin kokleri kompleks ve katli ise ters Laplace dontistimii s6yle bulunur,

s=a=a+iff Q(s)’nin m katl: kokii olsun,buna gore,

a=a-if da Q(s)’nin m kath kokiidiir. Bu durumda,

f_(_,Sl = A"l A7"“1 Bm—l B

= ot e B o a—
o) s—a 7 (s—ay”" (s-ay (-a) T (s-a) (s-a)

yazilir ve Not 2’ye gore,

_G=aP ) -6 PO)
=" e e

(3.29)
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olmak iizere,

H(""")() ve B, = ! Hl('"“k)()

(m—#)!

$ - k)'

seklindedir.

A R =

1 P(s) t " (a+iB) ! (" (a-iB)
=T {Q( )} [A1+A2ﬁ+...+Am (m—l)! e + B1+B21—!+...+Bm (m—l)! e b

m k- s

Z(k ) w(cosﬂfﬂsmﬂf)*' (k 01 B, e”(cos pt —isin ft)

k

i(k 01 [(4, + B,)cos Bt +i (4, B)sm,b’t]

k=1
elde edilir. (Aydm vd., 2001)

3.7 Beta Fonksiyonu

3.7.1 Tanmm:

m>0, n>0 ise beta fonksiyonu,
. _

Bm,m)= [x"" (1-x)"dx (3.30)
0

seklinde tanimlanir.

3.7.2 Teorem:

m>0, n>0 olmak iizere,

B(m,n)= l_[x”‘“l (1-x)"de= T(m)C(n)

0 F(m + n)
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olsun, konvoliisyon teoremine gére,

Lig} =L }.Lf )= rs(m’”) . FS(:‘) _T (7:’2}:(")

Simdi ters doniisiimle g(t)’yi bulalim,

¢()=1" {M}:r(m)r(nm{ 1 }zr(m)r(n)

s min [ T(m+n)

veya,

]xm'_l (t — x)”—ldx = w gmn-1

5 T'(m + n)

elde edilir, t = 1 alirsak,

1 m—1 -1 I'im n
B(m,n)= ij (1—x) dx=%5)

elde edilir.

3.7.2.1 Ornek:

zi2

‘[sinz"'~1 0.cos” ' QdQ sonucunu beta fonksiyonu cinsinden bulalim.

]

Coziim:

N -1 I'im I‘n) -
B(m,n)=6[x (1-x) dx=r((m)—+(n) idi,

x=sin’Q dersek,

dx =2 sinQ . cosQ dQ

zl2

B(m,n)= _[sin""""2 0.cos2(0.25inQ.cosQ dQ
0

z/2
B(m,n)=2 I sin®" ™ Q.cos™ " Q.dQ = __Isgq)fi”))
o om 2n-1 _ T(m)T(n) 1
= I sin™"0.cos™" QdQ = o1 =T =2 Blm,m)

(3.31)
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elde edilir.

3.7.2.2 Ornek:

3

I sin* Q.cos® Q dQ belirli integralini hesaplayalim.
0

Coziim:

(3.31)’e gore,

2m-1=4= m=% ve 2n—1=6:>n=—;— olur ki,

a0 QG

21 (6) 2.5.4.

olarak bulunur.
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4. KOMPLEKS SAYILAR ve LAPLACE DONUSUMLERI

Kompleks ters doniigtim formiilii ile ilgili agiklamalari yapmadan 6nce kompleks sayi

seklinde verilen bir fonksiyonun Laplace doniigiimiiniin bulunacag: birka¢ 6rnek yapalim.

4.1 Ornek:
L{™} dontigiminii bulalim.

Cozim:

Bu doniigiimii bulmak igin 2. boliimde anlatilan Laplace doniigiimiintin tanimuni kullanalim.

L {em ‘ }: ‘]‘e"w ‘e™dt = Te"'(s"iw)dt = ?e’ v=)ggt
0 0

0

1 i 1 i
= lim {——— Pal “)} = lim [ e"(s‘iw)jl , Re{s}>0

Roew| jw— g 0 Roo| jw—§ 0

1
iw—s

=0 -

1

:>L{em}=s—iw

elde edilir.

4.2 Ornek:
L {e""‘"} déniistimiinii hesaplayalim.
Coziim:

Yine bir onceki drege benzer sekilde,

L {e_m }= oj'e_m e 'dt = o].e“' 6+t = lim [——~ . l_ e e (S+M)}R

R—>
0 0 e 0

=0- 1. = 1_ , Re{s}>0
—§s—iw s+iw

4.3 Ornek:

iwt ~iwt

Li{coswt} ifadesini cos wt = e__2_ formiiliini kullanarak bulalim.

(4.1)

(4.2)
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Cozim:

L{coswt}=L {ﬂlt——;—ei} = % L {e””}+ % L {e—iw’}

= (4.1) ve (4.2)’ye gore,

l _l_ 1 _l s+iw+s—iw
2s5—iw 2s+iw 2 s +w

1 1(s+iw+s—z‘w]

1 1
2s—iw 2s+iw 2 5%+ w?

s
= Licoswti=———, Reis¢>0
feos wi}= ., Ref}
olarak bulunur.
4.4 Ornek:
wt ___—wt
Simdi de benzer gekilde sin wt = E——z—_e— formiiliinii kullanarak I {sin wt} doniistimiindi
i
hesaplayalim.
Cozim
e —e™| 1 [ 1 ;
Lisinwt}=L{————}=—Li{" —— L™
fin wr} { 20 } 2l 2 e
_ l[ 11 j_i(s+iw—s+iw)
2i\s—iw s+iw) 2\ s"+w
. w
:>L{smwt}= e Re{s}>0
elde edilir.

4.5 Kompleks Ters Doniisiim Formiili
F(s)=1L {£(0)} ise,

LMF@)}=7r0)= EIZIZ“ F(s)ds , t>0 (4.3)

a—iw
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ile verilir. t < 0 i¢gin f(t) = 0 dir. Bu sonuca kompleks ters dontistim integrali veya formiili

denir. Bu formiil ayn1 zamanda Bromwich integral formiilli olarak da bilinir.

s =x +1iy olmak fizere (4.3) integrali kompleks diizlemde s = a dogrusu boyunca hesaplanir.
s = a dogrusu tekil noktalarin (kutup, dallanma ve esas tekil noktalar) tamaminin saginda yer

alacak bigimde a reel sayis1 segilir.

4.6 Ters Laplace Doniigiimlerinin Bulunmasmda Rezidii Teoreminin Kullamilmasi

Sabit bir a reel sayisi i¢in s = a dogrusunun, F(s) fonksyionunun sadece kutup noktalarindan

ibaret olan tekil noktalarinimn tamamimimn saginda kaldigin diigiinelim. O zaman,

f(t) = F(s)’nin kutup noktalarinda ¢* F(s)nin reriziidiilerinin toplami

= f(t)=>. F(s) nin kutup noktalarmda ¢"F(s)’nin rezidiileri (4.4)
seklinde ifade edilebilinir.

Not (Tekil Nokta):

F(z)’nin analitik olmadig: bir nokta F(z)’nin bir tekil noktasidir.

Not (Kutup Noktalarr):

F(z)= #(z) , #(a)#0 olsun. Burada ¢(z) , z = a noktasm da ihtiva eden bir bélgede

(z-af
analitiktir ve n pozitif bir tam sayidir. Buna gore, z = a da, F(z) nin bir tekil noktas1 vardir ve
bu noktaya n. mertebeden kutup noktasi denir, n = 1 ise kutup noktasina basit kutup noktas:
denir. Ornegin,

z
(E-2F (z+2)

noktasi ve z = -2 de basit kutup noktas1 vardir.

F(z)= ’nin iki tane tekil noktas: vardir. z = 2 de ikinci mertebeden bir kutup

Not (Rezidii):

F(z)’nin z = a kutup noktasindaki rezidiisti,

L4y F(2) @.5)

fim — 2
P (n-1)! dz**

formiiliiyle hesaplanur.
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4.6.1 Ornek:

st
a) s = 2 kutup noktasinda ¢ 5 "nin rezidiistint bulalim.
s —

b) L‘l{——!—z} doniisiimiinii hesaplayalim.
s —

Cozim:

a) s = 2 basit kutup noktasindaki rezidii (4.5)’e gore,
1 2 2t
-2
olarak bulunur.

a1 -
b) L {————} (4.4)’e gore,

§—2

D e F (s)’nin rezidiileridir. Buna gore,
L"l{ ! } lim (s -2 )——eﬂ—= e

§—2) o2 (s = 2)

olarak bulunur.

4.6.2 Ornek:

} doniistimiinii hesaplayalim.

{(s+l)( -2f

Coziim:

e” F(s)= —(5_""_1)6@)2— olur

= s = -1 basit kutup noktasindaki rezidii,

lim (s +1)

e” _1
s>-1 (+D(G-2F] 9
=> s = 2’°de ikinci mertebeden bir kutup noktast olup bu noktadaki rezidi,

> e” _te"(s+1)—e”
=] - N
Hﬂ'ds{(s )(s+1)(s )} 2 (s+1)
t 62t.3 '_621 1 2¢ 1 2t

=" " ——te¥-Ze

9 3
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olarak bulunur. (4.4)’e gore,

= Zrezidﬂler = -l—e“’ + lt e — .1_e2f
' 9 3

o

olarak bulunur.

4.6.3 Ornek:

L"l{—(———s—)z} d6niigimiinii hesaplayalim.

e"F(s)= ( " 1)3 ( 0 olur ve ters Laplace doniigimiiniin sonucu s = -1 deki tgtinct, s = 1
s 5=

deki ikinci mertebeden kutup noktalarinda hesaplanan rezidiilerin toplamina esittir.

= s = -1 deki rezidii,

fim o {(S+)3(s+1)3(s 1)2} »ijs {(ss—e:)z}

= ikinci mertebeden tiirev alinip % ile ¢arpip s = -1 alirsak,

= ———e"(l ——2t2) ve

s = 1 deki rezidd,

{13? {(S )2(s+1)3(s 1)}:H‘Z¥{(;f1)’}

= s’ye gore tiirev alip s = 1 alirsak,

= —1-e' (2t-1)

olarak bulunur, 6yleyse,

L—l _____s— = o Los =i {1 _ 742 _1_ t _
{(s+1)3(s—1)2} Zrezzduler 16° (1 2t )+16e(2t 1)

olarak bulunur.
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4.6.4 Ornek:

L' L doniisiimiinii hesaplayalim.
(sz + l)2

Cozim:

1

1
(s _,.1)2 s+z)s z) (s+z')2(s—i)2

olur ve ters Laplace doniiglimiiniin sonucu s =1, s = -i deki ikinci

O F ey

mertebeden kutup noktalarina ait rezidiilerin toplamina esittir.
s =1 deki rezidii,

1 it 1- it

T e e Tl

s = -i deki rezidi,
tim i{(sﬂ)z - ES 1)2} P
:L-l{(s +1)’} S retditer =Lt - Lier Ly or Ly
=_%t(e +e )-—%z(e”—e“”)

= —lz‘ cost-l-—l-sint =l(sint—tcost)
2 2 2

olarak bulunur.
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5. LAPLACE ve TERS LAPLACE DONUSUMLERININ DIFERANSIYEL
DENKLEME UYGULANMASI

Laplace déniigiimii her tiirlii baglangic deger problemlerini ¢6zmek i¢in formiile edilmis giiglii

bir aragtir. Zor goziilebilecek diferansiyel denklemleri ¢oztimiin kolayca bulunabilecegi basit

cebir problemlerine dontigtiiriir. Ardindan ters Laplace déniiglimii bulunarak verilmis zor

sayilanabilinecek diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii saglanir. (Sekil 5.1)

Diferansiyel [Laplace Dontsimi > Cebir
Denklem Problemleri

Diferansiyel Denklemin = Cebir Problemlerinin
et e Ters Laplace Doniistimii . o .
Cozlimii Coztimleri

Sekil 5.1 Diferansiyel denklemin ¢éziimiinde Laplace doniistimii

5.1 Sabit Katsayili Adi Diferansiyel Denkiemler

Sabit katsayili adi diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde Laplace doniistimi $ekil 5.1°de
agtklandi1 gibi ¢6ziilebilir. Ornegin, ikinci mertebeden,
d’y _dy

=t —
dt dt

+py=1f(t) veya y' +ay + fy=F(t) (5.1

dogrusal diferansiyel denklemi ¢6zmek isteyelim. Burada o ve P sabit biiylikliikler olmak

lizere,

y(0)=a, y(0)=b (52
a ve b bagslangi¢ kogullarini saglayan sabitlerdir. Coziim igin $ekil 5.1°deki gibi, (5.1)’in her
iki yaninin Laplace doniistimiinii alir ve (5.2)’yi kullanarak L{y(t }= Y (s) ’yi bulabilecegimiz
cebirsel bir denklem elde ederiz. Y(s)’nin ters Laplace doniisiimiing alarak istenen ¢dzlimii

buluruz. Bu yoOntem daha yitksek mertebeden diferansiyel denklemlere kolayca

genisletilebilinir.
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5.1.1 Ornek:
¥y +2y +5y=e"sint, y(0)=0, y(0)=1
diferansiyel denklemini ¢6zelim.
Coziim:
Her iki tarafin Laplace doniigiimiinii alalim,

Ly }e2L{y}+sL{y}= L sins}

(2% = 59(0)— ¥/ (0))+ 2 (s¥ — »(0)) +5¥ = G +11)2 17 +;S )

=P —5.0-1425Y 457 =~
SS+28+2
2
:>Y(s’+2s+5)=sz+—2sﬁ
S°+25+2
¥ = s2+25+3

(52 +2s+ 2)(s2 + 25+ 5)
Simdi basit kesirlere ayrilarak ters dontigtimiing bulalim.

st+25+3 As+B Cs+D

(s2+2s+2)(sz+2s+5) zsz+2s+2+s2+23+5

*)

simdi (*) esitsizliginin her iki tarafim (s* +2s +2).(s? + 25 +5) ile carpalm.
s* +2s+3=(s + 25 +5)(4s+ B)+{s? + 25 +2)(Cs + D)
s +25+3=5(4+C)+5*(B+24+D+2C)+5(2B+54+2D+2C)+5B+2D

A+0.B+C+0.D=0
24+ B+2C+D=1

= 5A+2B+2C+2D=2
0.A+5B+0.C+2D=3

**)

(**) birinci dereceden dort bilinmeyenli denklemi ¢ézmek igin:

K katsayilar matrisi olmak {izere,
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1 010 0
21 21 1

K= s 2 2 2| 7 K™ bulup ) matrisi ile garpalim.
0 50 2 3

:>A=0,B=%,C=O,D=% olarak bulunur.

:>L”’f s +2s+3 :L“{ IRTER 2/3 }
Is +2S+2 s +2s+5) sT+25+2 8T +25+5

R e

1 . 21 _, .
t)=—e " sint+——e  sin2f
W0)=3 35

y(t)= % e (sint +sin2t)
olarak bulunur.

5.1.2 Ornek:

y' +2y +5y=sin3t, ¥(0)=1, y(0)=-1
diferansiyel denklemini ¢6zelim.

Cozim:

Her iki tarafin Laplace dontistimiini alalim.

L{y'}2L{y }+ 514y} = Lisin31}

= (7 - 9(0)-y O)+ 267 - 30+ 57 =5

s+1+
Y(S — 52+9_ S+l 3

&2+2s+ﬂ —52+25+5+@2+9X¥+2s+ﬂ

olarak bulunur. Simdi ters Laplace doniistimiinii alalim.

o)=L {s j;rs1+5}+L—1 {(Sz+9)(53+2s+5)}
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=N {—ﬂl——} =1 s+l [ e cos2t
s2+25+5 (s+1F +4
3
L—l
{(s2 +9)(s? +25 +5)

3 _As+B__CstD
(s2+9)(s? +25+5)  s*+9 52 +25+5

paydalar esitlenip, katsayilar esitlenirse,

A:——3—, :——5—, C=_3_., D-_—_i
26 13 26 13
olarak bulunur.
- 3 __3_(_s+2+ s+4 J
(s2+9)(sz+2s+5) 260 s%4+9 s2+25+5

= ! s2+2}=l,“1{2L + 1 22 :cos3t+—2—sin3t
5°49 s°+9 s°+9 3

ve,

L“l{—z—si—‘l—-——} S0 N N Q2L N S G POSY P 3ot sin2t
P 4+25+5 (s+1F +4 (s+1f +4 2
olarak bulunur ki (*), (**) ve (***) daki degerleri kullanirsak,
—t 3 2 - —t 3 ~t
y(t)=e" cos2t +% —cos 3t —EsmSI +e” cos2t +5e sin 2t

elde edilir.

5.1.3 Ornek:

¥ +9y=cos2t , y(0)=1, y(z/2)=-1
diferansiyel denklemi ¢6zelim.

Coziim: -

¥'(0) bilinmemektedir = y'(0)=c olsun.

Her iki tarafin Laplace dontigtimiinii alalim.

} déniigtimiinii bulmak igin basit kesirlere ayiralim.

*)

**)

(***)
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L{y"}+ 9L{y}= L{cos2t}

2y oy _ S
s*Y — 59(0)- ¥ (0)+9Y Y
Y —s—c+9¥ =
s +4

5+ o
=Y(s)= ° + > = o ) basit kesirlere ayirirsak,

s2+9 (P +4)(s?+9) 7 (s +4)(s* +9

s ¢ s s
Y(s)_s2+9+s2+9+5(s2+4) S[s* +9)

4( s c K
Y(s)_g(s2+9)+sz +9+5(s2 +4)

Simdi ters Laplace doniigiimiinii alalim.
4 _ s 1 1 s
LYY (s)}=ylt)==L" +cL? RNty g B AN
{ (S)} y() 5 {sz+9} ¢ {s2+9} 5 {s2+4}

= y(t) = 4 cos3t +—sin3f + lcosZt
5 3 5

Simdi verilen y(n/2)=-1 degerini yerine koyarak ¢’yi bulalim.

4 c 1
-1_§.0+§(—1)+§(—1)
1 c 12
~l+—=—-=c=—

5 3 5
olarak bulunur.

= y(t)= icos3z‘ + isin?:z‘ + —1-0032t
5 5 5

elde edilir.
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5.1.4 Ornek:
¥ —a’y=f(t) denkleminin genel g6ziimtinii bulalim.
Coziim:
y(0)=c,, y{0)=c, olsun ve her iki tarafin Laplace doniistimiini alalim.
Ly'}-a’Liy}=F(s)

s*Y —s¢, —¢, —a’Y = F(s)

S€, 46 F(s)

2 2 2 2

Y(s? —a?)= F(s)+sc,+c, > ¥ =
s —a s —a

Simdi her iki tarafin ters Laplace doniistimiinii alalim.

A R IO SRR O

s 5% —a? s —a?

= y(t)=¢,cosh at + 22 Sinh at + fe)= 1 sinh at
a a
% = ¢, diyebiliriz,

= y(t)= ¢, cosh at + ¢, sinh at +21; _f f(u)sinh [a( —u)] du
0

elde edilir.

5.1.5 Ornek:
0, r<l

ft) = ise,
2, t=1

V' +y=1), y0)=y(0)=0

sekilde verilen diferansiyel denklemi ¢ozelim.

Coziim:

f(t) = 2 H(t-1) basamak fonksiyonu seklinde yazabiliriz.

Her iki tarafin Laplace doniigtimiinii alirsak,
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Ly$+ Liyh= L{f @) =2 L{E( 1))
s’Y —sp(0)-y (0)+ Y = 26—:—

s2Y+Y=2L:>Y= 2e

s s(s2 +1)

2e” . .
= y(t) =L ¢ olur ki, konvoliisyon teoremine gore,
s(s2 + 1)

Ll{ﬁ} S 2[51 {e:}*r‘{szlﬂ}] =2 (H(t 1) *sint)

= y(t)=2 ]H(x ~1).sin(t —x) dx

Egert <1 ise,
t

y(t)=2 [0.sint - x)dx=0 *
0

olur,t =1 ise

Y0)=2 [jo sinle ) + iﬁ sinle— )dx]

=2 tfsin(t - x)dx =2 éos(t - x% =2- 2cos(t - l) (*%)

1 x=]

(*) ve (**) dan,
y(t)=H(t - 1)[2 - 2cos(t - 1)]
elde edilir.

5.1.6 Ornek:

¥ +2y -15y=635(-9), y(0)=-5, y(0)=7
diferansiyel denklemini ¢6zelim.

Coziim:

Her iki tarafin Laplace dontigtimiinii alalim,

Y -5 y(0)- ¥ (0)+2(s¥ - ¥(0))-157 = 6™
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(s +25-15)7 +55+3=6¢

6e°* 55+3

)= 63 63609

= 6eF(s)-G(s)

Simdi F(s) ve G(s) nin ters Laplace doniigiimlerini bulalim.

11
Fls)= (s+5)l(s—-3): s§3 _sf—S
= f(t) = %e” —%e‘s’
s 1
55+3 4 4

OO = 5+5)5-3) "5-3 545

g(t) = -Z e+ %e”“

=Y(s)=6¢™F(s)-G(s) idi ve (2.54) denklemi ile verilmis olan,
Liu, . f(t - a)}=e*F(s) esitligini kullanursak,

W)=61" > F s} LG (s)

= y(t)=6u; (1) £(1-9)- £(t)

= y(t) = 6u, (t)[ée““g) —%e”s(’"g)} —%e“ —%1-6"5'

elde edilir.

5.2 Degisken Katsayil Adi Diferansiyel Denklemler
Degisken Kkatsayili adi diferansiyel denklemlerin ¢ozlimiinde Laplace dontigtimleri
kullanilabilir. Bu yontemin 6zellikle faydali olabilecegi denklem,

"yt (5.3)

bigiminde olanlardir. Bunun Laplace dontigtimii B6liim 2°de gésterildigi tizere,
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d" ,,
G L Y0 (54)
s
bigimindedir. Simdi Ornekler tizerinde degisken katsayili adi diferansiyel denklemlerin
¢Oziimlerini gorelim.
5.2.1 Ornek:

Y43 -6y=2, y(0)=0, y(0)=0
diferansiyel denklemini ¢dzelim.
Coziim:

Her iki tarafin Laplace dontigiimiinii alalim.
Ly }+3Lly}-6L{y}= 12} *)
L{Zy} (5.4)’e gbre hesaplarsak,

Liy'}=(-1) %L{y'}= —%(SY— y(0))=—s¥Y' -Y olurki (*) ifadesi

57 —5y(0)-y'(0)+ 3(— sY -Y )— 6Y = 2 seklini alir, diizenlersek,
5

—3sY + (s2 - 9)}’ _2 , Y' ifadesini yalmz birakmak icin her iki tarafi -3s’ye bolelim,
s

. (3 s ____2_ *k
Y+(—‘—§']Y— ( )

s 352

3 5
Simdi e [’ :J integrasyon ¢arpanin1 hesaplayalim.

2

34 Sds  3mslS i
eI = =e¢ 32=5"¢ ¢ gseklinde bulunur, simdi buldugumuz integrasyon sabiti ile (**)
ifadesini ¢arpalim.

2

s'e ¢Y + ssewﬁ—(3 - —;] Y= ——?—s e ¢ , her iki tarafin s’ye gore integralini alalim.
s

J{s"’e—?}’ (s)} ds = I— %s e Sds

sZ s2

s’e 6Y(s)=2e S +c
32
6
3

=¥(s)= % +ei— ise ters Laplace doniigiimiiniin 6zelliklerinden biri olan,
s s
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lim Z{ fe)}=1im F(s)=0 olmalidur.

¢’yi bulmak i¢in bu 6zelligi kullanalim.

S

6
=1im ¥(s) = lim 2 +lime S~ ifadesinin sifir olmast i i¢in ¢=0 olmalidur.
som g0

S0 J—>0 s3

2
s3

ye)=r

olarak bulunur.

= ¥(s)==5 oldugundan ters Laplace donistimii ile,

5.2.2 Ornek:

v +y +4y=0, y(0)=3,5(0)=0
diferansiyel denklemini ¢ozelim.

Coziim:

Her iki tarafin Laplace doniistimiinii alalim.

Ly Ly }+aL{p}=0

(o1 - p(0)- Y O+ (7 5(0)-4 =0

-%( 2y —3s)+ ¥ —3— 4%:0

3 2sY+sde +sY -3~ 4£=0
ds ds

_sr—-2 349
ds ds

C:Z (s + 4)= —sY

dY -—sds

SR olur ki her iki tarafin integralini alirsak,
s

InY = —%lnlsz +4+¢, elde edilir.

11:1Y+1n|s2 -1&4'“2 =
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2 1/2 _ _
In Y.Is +4| =¢ =>¢ =Inc, dersek

Y =2 olarak bulunur. Simdi her iki tarafin ters Laplace d6niisiimiinii alalim,

NE)
PH6)}= )= L{—lz}

s+

Bessel fonksiyonu olarak bilinen Jy(t)’de,

LY, (ar)} = szlwz idi,

= L"l{ ! } =J,(2¢) olarak bulunur.

= y(t)=c,J,(2¢) bulunur. c,’yi bulmak igin y(0) = 3 ifadesini ele alalm. c,J,(0)=3 =
J (0)=1 oldugundan ¢, = 3 olarak bulunur.
= y(t)=3,(21)

olarak bulunur.

5.2.3 Ornek:

' +2y +1y=0, 0)=1, y(x)=0

diferansiyel denklemini ¢6zelim.

Coziim:

¥(0)=c diyelim ve her iki tarafin Laplace doniigtimiinii alalim,
Liy'}+2L{y }+ Lip}=0

—%(S2Y_SJ’(O)“J/'(O))+2(SY—y(O))—%—*-O , diizenlersek,

-1 dy 1 ds
=>—=- =>dY =-
s’+1  ds st +1 s +1

s -Y -1=0Y =

Simdi son ifadede her iki tarafin integralini alalim,
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Y = - arctan s + ¢ bulunur. Ters Laplace doniigtimiiniin 6zelliklerinden biri olan lim F(s)=0

S

idi, buna goére

lim—arctans+c=O:>——g—+c=0:>c=§ olarak bulunur.

S—>c0

= Y(s)=—arctan s +-721 dir. S$imdi her iki tarafin ters Laplace doniigtimiinii alalim.

LHr(s }=y(t)=L"1{§—arctans}=L“{amtanl} olur ki bu ifadede Bolim 1’de 2.2.9.1
) A

ornekte gosterildigi tizere
-1 1 sinf
y(t) =L {arctan —} ==
s

_sint

=y()==

olarak bulunur.

5.3 Adi Diferansiyel Denklem Sistemleri
Iki veya daha fazla diferansiyel denklemden olusan diferansiyel denklem sistemlerinin

¢oziimiinde de Laplace doniistimlerinden yararlamlir. Coziim y6ntemi 5.1 ve 5.2 béliimde

anlatilanla aymidir. Simdi ¢6ziimiin nasil yapildigin: birkag Srnek tizerinde gorelim.

5.3.1 Ornek:
dx
—=2x-3
dr Y
dy
—=y-2x
a7

x(0) =8 ve y(0) =3 olan diferansiyel denklem sistemini ¢dzelim.
Coziim:

Denklem sisteminin Laplace doniigtimiinii alalim.

L(x)=X ve L(y)=Y olmak tizere,

sX—-x(0)=2X-3Y => sX-8 =2X—3Y

sY-y0)=Y-2X = sY-3=Y-2X
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= (s-2)X+3Y=8 *)
2X +(s—1)Y =3 (*)

(*) ve (**) ifadelerini birlikte ¢ozersek,

8 3
_ 13 s—ll 8s—17 8s—17 5 3
X= = = =
s=2 3| s*-3s—4 (s+1)(s—4) s+1 s-4
2 s5-1
Ayni sekilde Y’yi de bulursak,
s—2 8
Y 2 3’ _ 3s—-22 _ 3s—-22 _ 5 2
s—2 3| s -35-4 (s+1)(s—4) s+1 s-4
2 s-1

Simdi x(t) ve y(t)’yi bulmak i¢in ters Laplace donfislimiin{ alalim,

x(f)= L—l{X}=5L“l{$}+3L-I{ 1 }

s—4

x(t) =5¢™" +3e"

y(e)=L{r}=s5I" {—1——} - 21:1{ 1 }

s+1 s—4

y(t)=5e" —2¢"

olarak bulunur.

5.3.2 Ornek:

W+ y=sinx

y —z=¢€

z+w+y=1

w(0)=0, y(0)=1, z(0)=1 olan diferansiyel denklem sistemini ¢dzelim.
Coziim:

Denklem sisteminin Laplace doniigiimiinii alalim.



117
L)+ Ly} = Linz}
Ly}- =1}
L+ Lwh+ 2} =11

= W)= 04 ()= = sW()+1(0)= ¢
sY(s) 1- Z(s)—————I:>sY(s) Z(s) —1 (**)
sZ(s)—1+W(s)+Y(s)=%:W(s)+Y(s)+sZ(s =5§1 (*F+%)

= (%), (**) ve (***) ifadeleri birlikte bir 5nceki Smekteki gibi goziliirse,

s*+5 s
—_—, Z\§)=—
(s—l)(s2+1) © s*+1

W(s)=m )Y(s)

Simdi ters Laplace doéniistimiinii alalim,

w(x)=L-l{W(s)}=L-l{;_(;1__l)}=L-l{§_ V4 1}—1—e"

y(x)= L (s)}= L"I{(ﬁ;—J(;TSm} = L‘I{ﬁ + S21+ 1} =¢* +sinx
()= 2 {Z(s)) = L"l{s +1}—cosx

elde edilir.

5.4 Fark Denklemlerine Uygulama
a bir sabit olmak izere y(t) fonksiyonu ile bir veya daha fazla y(t — a) fonksiyonlar: arasindaki
iliskiyi igeren denkleme bir fark denklemi denir. Omegin;

y()—4y(t-1)+3y(t—2)=t bir fark denklemidir.

Uygulamada bir fark denklemi olusturup, verilen baglangi¢ kosullari altinda bilinmeyen y(t)
fonksiyonunu bulmak miimkiindiir.Buna fark denkleminin ¢6zme denir ve bu iglem genellikle
Laplace doniigtimleri kullanilarak yapilr.
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5.4.1 Ornek:

t<0igin y(t) =0 ise,

3y@)—4y(t-1)+y({t-2)=t fark denklemini ¢dzelim.
Coziim:

Her iki tarafin Laplace doniiglimiint alalim,

3L} -4L -+ Lie-2)=28)==

Simdi L{y(t 1)} ve L{y(t—2)} ifadelerini bulalim.

Liyle—1)= [yl -1)ear

0

t=u+ 1 doniistimii yapalim,

Liyu)}= j[y(u) et gy = ¢7° j-y(u)e““‘du +e”’ °]y(z,t)e“"‘dz,t

0
u<0 i¢in y(u) =0 oldugundan jy(u) e du=0 olur,
-1

= L{y(t-1)}=¢" c].y(t) edt =eY(s)

0

ve aym sekilde L{y(t - 2)} ’yi bulalim,

Lile-2)= [ye-2)ea

t=u+2 doniiglimii yapalim,

@ 0 ©
= J'y(u)e"s(“z)du =e™ Iy(u) e du+e® Iy(u) e ™ du
-2 0

= L{yt - 2)}=e7¥(s)

olur ki (*) bagintisinda yerine yazarsak,

3Y(s)-4e7Y(s)+e>Y(s)= iz diizenlersek,
S -

*)



B 1 _ 1
)= g ve) e )B-e)
1 1
1 Y I T U R U O
Y(S)_s2 E—e“‘) (3—e"j 2s2[1—-e's 3—e“‘:l_2s2 l-e™* 3(1_{’)
3

1 s 9 _as 1 e—s e—2s e—3s
Y(s):-é?{(1+e +e ¥ e +...)—§[1+ 3 +3—2+ 7 +J}

Y(s)=21?{(1—%]+e"‘(l—;—2J+e"2’(l—;—3J+".}

I 1S 1Ye™
=5 a5 )5

n=1

olur ki her iki tarafin ters Laplace déniisiimiinii alirsak,

y(t)=§t+%£;(l—-3l7j(t—n)

olarak bulunur. Buradaki [t] , tye esit veya t’den kiigiik olan en biiyiik tam sayidur.

5.4.2 Ornek:

n<t<n+1,n=0,1,2,3,... igin f{t)=1" ise
L{f(t)}*yi bulalm.

Coziim:

w 1 2 3
L{f(e)= J.f(t)e””dt= _[r".e“"dt—lr rledt+ |r’ e dt + ...
0 0

1 2
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1-e°°

A

(1+ re’+rte® 4+ )

1 — —5
=L} =———v (5:)
s (1 —re ‘)
olarak bulunur.
5.4.3 Ornek:
n=0,1,2,...olmak izeren<t<n+1 i¢in y(t) =a, olsun.
a) L{y (¢ +1)} b) L{y(r+2)}
dontigiimlerini Z{y(t)} = Y(s) cinsinden hesaplayalim.
Coziim:

a)t+1=u olsun 0<t<1 igin y(t) = a, ise,

Lyt +1)} = °]y(z‘ +1)e™"dt = u]y(u)e“s(""l)du =e’ Q]‘y(u) e du

=e _[J’(”) e du—e’ Iy(u) e du=e"Y(s)-e' J' a, e du
0 0

0

1

—_ s — S _l —8u
=e Y(s) eao[ se

J — e ¥(s)-e'a, (*l e +lj

= L{y(t +1)}=e’Y(s)- ﬂils"—e) (5.6)

0

olarak bulunur.

b)t+2=1u olsun, 0 <t <1 igin y(t) =a, ve 1 £t <2 i¢gin y(t) = a; olur ki,

L{y(t +2)}= O]'y(t +2)e"dt = ezse]‘y(u)e's"du

_ ezs{:jy(u) . ;[y(u)e””du _ :[y(u)e's“du}
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= e¥Y(s)-e* _[ao du—e’ _[al

- -] ot

= L{y(t +2)} =Y (s)- ( (- )rae¥e(l-¢ )j

S5
L{y(t+2)}=e2‘Y(s)—es(l_e_s)s(a" o +a) 5.7)
olarak bulunur.
5.4.4 Ornek:

a0, 41, 8, ... sabit biyliklikkler olmak tizere {an} n=20,1, 2, ... dizisini ele alalim.

—5a,,,+6a,=0, a,=0, g =1 fark denklemi verilsin. Bu fark denkleminden a;’i

n+l

bulalim.

Coziim:

n=0,1,2, ... olmak tizere y(t) =a,, n<t<n+ 1 olsun, ise verilen bagnt1 su sekli alur,

e +2)-5y(t+1)+6y(t)=0 *)

Simdi (*) denkleminin her iki tarafina da Laplace doniigtimiinii uygulayalim ve (5.6), (5.7)’yi
kullanalim,

e*Y(s)- dls"—e) ~5¢'Y(s)+6¥(s)=0

'(ezs —5e° + 6)Y(s)= -i—)es I;ehs

= 7(s)= es(l—e" _es(l—e"s)( 1 ]_es(l—e'“‘) 11
e (£ ) s )

=1—e"s 1 : 1
5 1-3e™ 1-2¢°
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1-e™* 1-e*
Y(s)= -
R

d6niistimiinii alalim ve (5.5)’1 kullanalim,

olarak bulunur. Simdi her iki tarafin ters Laplace

r{r(s)=)=3 -2
=>a,=3"-2"

olarak bulunur.
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6. LAPLACE ve TERS LAPLACE DONUSUMLERININ FIZIK, MUHENDISLIK ve
MATEMATIK BILIM DALLARINA UYGULANMASI

6.1 Mekanige Uygulama

Sekil 6.1 m kiitlesinin hareketi

O noktasinda tespit edilmis bir yaya tutturulmug olan bir m kiitlesinin sfirtiinmesiz bir PQ

diizlemi {izerinde hareket etsin. (Sekil 6.1)

x(t) veya kisaca x ile, t aninda m Kkiitlesinin denge durumundan ani yer degistirmesini
gosterelim. k, yaya bagli olan ve yay sabiti diye adlandirilan bir sabit olmak tizere —kx’e esit
olan bir kuvvet cismi denge durumuna getirmek isteyecektir. Bu sonucu cismi denge
durumuna getirmek isteyen kuvvetin cismin denge durumundan uzaklastif1 mesafe ile orantili
oldugunu ifade eden Hooke kanunundan gikarmaktayiz. Bir cismin lizerine etki eden net
kuvvetin cismin kiitlesi ile ivmesinin ¢arpimina esit oldugunu ifade eden Newton kanunu

uyarinca hareketin denklemi,
m% =k veya mx +hkx=0 6.1)
dir. Buna ek olarak m’in ani hizi ile orantili olan ve hareketin soniimlii olmasiu saglayan bir

kuvvet varsa hareketin denklemi,

d’x

mgt—z—=—loc—ﬂ% veya mx + fx +kx=0 (6.2)

dir. B ’ya soniim sabiti denir.

Ayrica zamana bagl f(t) gibi bir dis kuvvet cismin iizerinde etki ediyorsa hareketin denklemi,
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m%=—kx—ﬂ%+f(t) veya mx + fx +ke=£(t) (6.3)

olur. Laplace doniisiimiinii, uygun baslangigc kosullar1 altinda (6.1), (6.2) ve (6.3)’u
uygulayarak x(t) bulunabilir.

6.1.1 Ornek:

Kiitlesi 2 gr. olan P parcacig x ekseni tizerinde hareket etmekte ve O orijinine dogru ntimerik
degeri 8x olan bir kuvvet tarafindan ¢ekilmektedir. Baglangicta x = 10°da hareketsiz olarak

durdugu kabul edilen bu cisim {izerine,
a) Bagka herhangi bir kuvvet etki etmiyorsa,

b) Zit yonde ve niimerik degeri cismin hizinin 8 katina esit olan bir kuvvet etki ediyorsa

herhangi bir t aninda cismin bulundugu yeri bulalim.
Coziim:
a) Saga dogru olan yonil pozitif olarak alalim. x > 0 ise kuvvetin yonii sola dogrudur ve -8x

ile verilir. x<0 ise kuvvetin yonii saga dogrudur ve -8x ile verilir. Oyleyse her durumda

kuvvetin degeri -8x’dir. Newton kanununa gore,
F=ma

Kuvvet = (Kiitle) . (Ivme)

_gro2dX

dt’
= j—? +4x=0 *)
Baglangi¢ kosullar
x(0)=10 **)
%(0)=0 (%)

simdi (*) ifadesinin Laplace doniigiimii alintp, (**) ve (***) baglangi¢ kosullar1 kullanulirsa,
X = L{x} ise,

Lic}+4 L{x}=5*X ~10s+4X =0
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=>X= iOs
s°+4

Simdi ters Laplace doniigtimiinii alahm,
LYX(s)} = x(t) =10 cos2¢

olarak bulunur. Hareketin grafigi Sekil 6.2°de gosterilmisgtir.

ANX

Periyot

-h]“‘

]

]
r i
2 4

FNIIE

Sekil 6.2 Hareketin grafigi (a)
b) Yine Newton kanununa gore,
F=ma
Kuvvet = (Kiitle) . (Ivme)

dx . d*x
—8x-8Z =242
T dt*

d’x 4dx
=>—+—+4x=0 *
a*  dt * )

Baglangig¢ kosullar,

x(0)=10 (+%)
%(0)=0 (%)
(*) ifadesinin Laplace doniigiimii alimr ve (**), (***) baslangi¢ kosullar1 kullanilirsa,

§°X —10s+4(s X ~10)+4 X =0
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_ 10s+40
s’ +ds+4

olarak bulunur ki, ters Laplace doniisimiini alirsak,

()= xl)= I { 10s + 40 }z L_I{IO(S+2)+20}

st +4s+4 (s+2)

=10 L“{Siz}uo L {(s:—z)z}

= x(t)=10e™ +20te™ =10e™* (1 +2¢)
olarak bulunur. x(t)’nin grafigi Sekil 6.3’de gdsterilmistir.

A x(t)

Sekil 6.3 Hareketin grafigi (b)

6.1.2 Ornek:

Sekil 6.4 m; ve m; kiitlesinin hareketi

Yukaridaki Jekil 6.4°te yatay siirtlinmesiz bir diiziem lizerinde hareket etmekte olan m; = 1kg
ve my = 2 kg olan cisimler gorillmektedir. Agiriksiz yaylarla birbirine tutturulmug olarak
denge konumlar1 etrafinda salinim hareketi yapmaktadirlar. Yaylarin esneklik katsayilan
strastyla ky = 1 N/m, ki2 =2 N/m, k3 = 2 N/m oldugu ve baglangi¢ kogullarmimn ise x;(0) = -1,
 %(0) =2 ve ®{(0)=%(0)=0 oldugu biliniyor. Herhangi t > 0 aninda cisimlerin her birinin
denge konumundan hangi uzaklikta oldugunu bulalun.
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Coziim:
m; kiitlesine soldaki yay F; = kix; kuvveti ile ortadaki yay ise F; = ki (x2 —x) ile etki
ettiginden, m; kiitlesine Newton yasasi1 uygulanirsa,

2
E+F=m 4% verilenler yerine yazilirsa,

a ’
1x =—x +2(x, - %)
=x +3x—2x,=0
olarak bulunur ki her iki tarafin Laplace doniistimii alinirsa,
L{ }+3L{x }-2L{x,} = 0
52X, —5x,(0)-x,(0)+3X, -2X, =0
X(s* +3)-2X, =—s )

Benzer sekilde my kiitlesine ortadaki yay F3=-kj» (X2 —x1) kuvveti ile sagdaki yay ise
F4 = -k; x; ile etkiler, m; kiitlesine Newton yasas1 uygulanirsa,

d’x
Fy +F, =m2722

=2x, =-2(x, —x )-2x, , diizenlersek,

= 2x, +4x, - 2%, =0

elde edilir ki Laplace doniistimiinii alirsak,

2L{g}+4L{x}-2L{x}=0

2 (52X, — 5x,(0) - x,(0))+ 4X, —2X, = 0

X, (257 +4)-2 X, =4s %)

elde edilir. $Simdi Xy(s) ve Xi(s)’yi bulmak igin (*) ve (**) denklemlerini Cramer yontemi ile

¢cozelim,
-5 -2
2 3
Xl(s)= 24s 25" +4 _ -5 +2s (e
S 43 =2 | (2 41) (*+4)

-2 25 +4



128

s?+3 —s
-2  A4s 2s® +5s
X = = ke
O T E ) -
—2  2s*+4

olarak bulunur. Simdi (***) ve (****) ifadelerinin ters Laplace doniiglimiinti alarak x;(t) ve

X5(t)’y1 bulalim.

X1(s) ve X,(s) ifadelerini basit kesirlere ayirarak ters Laplace dontistimlerini hesaplayalim.

s 2s
X,(s)= S +1 s2+4

= L{X,(s)} = x,(¢) = cost — 2 cos 2t

S s
+

s2+1 s*+4

X2(5)=
= LY{X,(s)} = x,(t) = cost + cos 2t

olarak bulunur.

6.2 Elektrik Devrelerine Uygulama
Basit bir elektrik devresi (Sekil 6.5) agagidaki devre elemanlarimin seri olarak bir anahtarla
birlikte baglanmasindan olugur.

——®r </

R§ A =—C

— T
L

Sekil 6.5 Basit elektrik devresi

1) E ile gosterilen elektro motor kuvveti veya elektromotor kuvvetini tireten bir bataryadir.
Wolt cinsinden ifade edilir.

2) Rezistans: R olan bir rezistor. Ohm cinsinden ifade edilir.

3) Indiktans1 L olan bir indiiktor. Henry cinsinden ifade edilir.

4) Kapasitesi C olan bir kondansatér. Farad cinsinden ifade edilir.
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Anahtar, dolayisiyla devre kapandiginda bir q yiikii (kulomb) kondansatériin plakalarina
gececektir. Yikiin akiginin zamana gore ifadesi %—?—=i ile verilip akim diye adlandirilir.
Zaman saniye cinsinden ifade ediliyorsa akimin birimi amperdir.

Onemli bir nokta, kapasitorlerdeki yiikii ve akimi zamamn fonksiyonu olarak tayin
edebilmektir. Bunu yapabilmek i¢in bir devrenin elemanlar1 {izerindeki potansiyel diismesi
veya voltaj dlismesini tanimlamaliy1z.

a) Bir rezistansda meydana gelen voltaj diigmesi = Ri =R %

&'q

b) Bir indl'iktérde meydana gelen voltaj diigmesi =L % =L T

¢) Bir kondansattérde meydana gelen voltaj diismesi = 4
c

d) Bir jeneratérde meydana gelen voltaj diigmesi = - E
Kirchhoff Yasalar::
1) Herhangi bir birlesme noktasindan gegen akimlarin cebirsel toplam sifirdir.

2) Herhangi bir kapali halkada meydana gelen voltaj diigmelerinin cebirsel toplam: sifirdir.
Sekil 6.5 basit devrede bu yasalarin uygulamas: kolaydir. q'nun tayini igin gerekli denklem,

L—T+Rfii+f’—=E (6.4)
dt dr c

6.2.1 Ornek:

®

2h == 0,02fd

VWW
16 ochms

Sekil 6.6 Elektrik devresi (a)
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Sekil 6.6’de 2 henry’lik bir indiiktér, 16 ohm’luk bir rezistans ve 0,02 faradlik bir
kondansatdr E voltluk bir elektro motor kuvveti ile seri olarak baglanmuigtir. t = 0 aninda
kondansatériin ylikii ve devredeki akim sifirdir.

a) E = 300 volt

b) E = 100 sin 3t volt ise t > 0 aninda yiikii ve akimi bulalim.

Coziim:

t anindaki yiik ve akim sirasiyla q ve i olsun. Kirchhoff kanununa gore,

2ﬂ+16i+i=

dt 0,02
olurki i = -i—iZ— oldugundan,

d> d
dt3+1673+50q=E *)

dir. q(0) =0, i(0) =0 ve q'(0) = 0 baglangi¢ kosullarim kullanalim.

2

a) E =300 ise (*) esitligi su sekli alir,

2
94, 8% 954=150
a " dt

Simdi her iki tarafin Laplace doniistimiini alahm, L{g(t)}=O(s) olsun,

0~ 54(0)-¢0)+8(s0 - g(0))+ 250 =22

S

5’0 +8s0 +250 _10
s

Q(s)= 150 , simdi Q(s)’yi basit kesirlerine ayirip ters Laplace doniislimiinii
s (s2 +8s+ 25)
alarak q(t)’yi bulalim,
6s+48 6 6(s+4)+24 6 6(s+4) 24

6
e T (s+4Y+9 s (s+4F+9 (s+4Y+9
LHO(s)} = q(t) = 6 — 6™ cos3t - 24 —;—sin 3t
= g(t)=6—6e™ cos3t —8sin3¢

olarak bulunur. i(t) = % oldugundan,
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i(t) =50 ¢™ sin3t
olarak bulunur.

b) E = 100 sin 3t ise (*) esitligi,

2
fl gz 8;2;4 +25¢ =50sin3¢ olur ki her iki tarafin Laplace doniigiimiinii alirsak,
20 +850+250 = 1509
+
150 . . . o
=0 (S) - , simdi Q(s)’yi basit kesirlerine ayirip ters Laplace
(s2 + 9)(s2 +8s+ 25)

do6niistimiinii alarak q(t)’yi bulalim,

Q( )___ 75 S . 75 1 75 s+4
26 s* +9 "5 49 26 (s+4)2+9 52 (s+4f +9

75 1 75 75 1 75
=L =q(t)=—=.=sin3t——cos3r+——e™sin3r + —e " cos3t
{Q(s)} q( ) 263 sin o co 26 3 sin > e cos
g(t)= 23 in3t = Dcos3t + 2 6 sin3t + 12 e cos3t
2 52
q(t)= §(2 sin3t —3 cos3t) + Z-s—e"‘" (2sin3f + 3cos3t)
52 52
.o dq 3
olarak bulunur ve i(t) = e oldugundan,
i(t)=— (2cos 3¢ +3sin3t) - ?2 “(17sin3t + 6cos 3t)

olarak bulunur.

6.2.2 Ornek:

0.5h 5.1|0'5 fd
l

§ 200 ohms % 300 ohms

Rl J
SOV T i

Sekil 6.7 Elektrik devresi (b)
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Sekil 6.7°deki devrede herhangi bir t ami igin kollardaki i; ve i; akim fonksiyonlari
hesaplayalim. (Anahtar t = 0 aninda kapatildiginda yiikler ve akimlar sifirdir.)

Coziim:

1; ve ip akimlan $ekil 6.7°de gosterildigi kollara ait akimlar oldugu gibi ortak kolda ise akim
i; — 1, olur.

Her kola Kirchhoffun yasas1 uygulanirsa agagidaki denklem sistemi elde edilir.

05% 200(3, ~1,)= 50 *)
dt
1 t
3001, +200 (i, -i1)+?10—_5— fide=0 (**)

0

Simdi (*) ve (**) denklemlerine Laplace doniigtimiinti uygulayalim. i (O) =0, i, (0) =0 ve
L {i1}= I(s), L{iz} = I,(s) olmak iizere,

0,5 L {i}+200 L {}—200 L {5, } = L. {50}

% (s1, ~3,(0))+ 2001, 2001, = %’.

5?1, +400sT, —400sT, =100
L(s* +400s)— 4007, =100 (**%)

Simdi (**) denklemini ele alalim,

3001, +2001, — 2001, +0,2.10° 1 L,=0
S

300s1, +200s I, —200s I, +2.10*1, = 0
251+ L, (55 +200)=0 (FHHx)

Simdi (***) ve (****) denklemlerini Cramer kuralim1 uygulayarak ¢dzelim,

100 —400s
1(s)= 0 5s+200 500 s + 20000 _ 1005 +4000
1 52 +400s —400s| 55 +2000s® +200s* +80000s—800s> s (s+80)(s+200)

-2 55 +200

s? +400s  —400s
L (s) _L - 28 55+ 2007 B 40

52 +400s —400 | (s+80)(s+200)

~25  55+200
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Simdi I;(s) ve Ix(s) ifadelerini basit kesirlere ayirip ters Laplace doniiglimlerini alarak i;(t) ve
ip(t)’yi bulalim.

Sr()=tty3 L 21
Y4 s 12 (s+80) 3 (s+200)

1 1 1 1
3°(s+80) 3 (s+200)

=1, (S ) =
! {[1 (s)} = zl(t) = —}f-l_ 1% o8 _ % =200

ve,

A T

olarak bulunur. i;(t) ve ix(t) ifadeleri herhangi bir t aminda kollardaki akim fonksiyonlaridir.

6.3 Kismi Tiirevli Diferansiyel Denklemlere Uygulama

Baslangig kogullarina bagl kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde Laplace
doniistimleri kullanilabilir. Bu problemlere ¢ogu zaman siir deger problemleri denir. Simdi
birkag Ornek iizerinde kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin Laplace déniistimleri ile

¢Ozlimiine bakalim.

6.3.1 Ornek:

a<x<b, t>0 i¢in tammlanms u (x,t) fonksiyonu verilsin. u=1u (x, t)’nin,

a) L {%} = ]:—QE e dt b) L {%} = T% e™dt

ot] ot ox) ;0x
ifadelerini hesaplayalim.
Coziim:
o R
2) L{Q"-}: [ e = im [2ear *)
ot 0 ot R—w h ot

Simdi (*) ifadesine kismi integrasyon uygulayalim,

%dt =dv e =u
ot

ux, t)=v -se*dt=du
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= (*) ifadesi su sekli alir,

Row
0

R
= lim {e“s'u(x, tjio +5 J.u(x,,t)e““ dt}

o0

= —u(x,0)+s J.u(x,t) edst = s U(x,s)—u(x,0)

0

=L {%} =sU(x,s)—u(x,0) (6.5)

olarak bulunur.

b) Integral isareti altinda tiirev almaya ait Leibnitz" kuralin kullanalim,

L{%}= ja“ erdr =2 [ue "‘dt— (6.6)
Oox 5 dx ;

olarak bulunur.

6.3.2 Ornek:

(6.5) ve (6.6)’y1 kullanarak u, (x,0)= aa_’;

ve,
U=U(x,s)=L fu(x, t)} olmak fizere,

a) L {%;Z} = 5’U(x,s)— s u(x,0) - u,(x,0)

otu| dU
b)L{axz} =

oldugunu gosterelim.

Coziim:

a)v= %1;- olsun, (6.5)’e gore,

ot ot

L{@}zL{éz}=sL{v}—v(x,O)=s(sL{u}—u(x,O))—u,(x,O)

* Sayfa 86°daki Not’a bakiniz.
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:L{g—’;‘}=s2U—su(x,o)—u,(x,o) (6.7)

bulunur ki, bunun genellestirilmesi kolayca yapilir.

ou| 0w ., d* % ., dU
b) L{_ﬁ—ty}__— Ja—ﬁ—e dt :Ez— 6[1,{6 dt= de (6'8)

bulunur ki, bunun da genellestirilmesi kolayca yapilir.

6.3.3 Ornek:

x > 0, t> 0 igin smirlanmis olan %{ =2 % +u ve u(x,O) =6 ¢~ *’in ¢dztimiini bulahm.

Cozim:
Verilen kismi tiirevli diferansiyel denklemin t’ye gére Laplace doniistimiinii alir, (6.5) ve

(6.6)’y1 kullanirsak, verilen siir kosulundan,

idxg =2(sU - u(x,0))+U

%—(2s+l)U =-12¢> *)

bulunur. Béylece Laplace doniisiimiiniin kismi tiirevli diferansiyel denklemi adi diferansiyel

denkleme doniigtir.

J'—(2s+l)dx - e~(2.s‘+1)x

(*) ifadesini ¢ozmek icin her iki yan e integrasyon garpam ile ¢arpalim,

% (U e"(23+1)1)___._ -12 e~(2s+4)x

olur ki her iki tarafin integralini alirsak,

1

~(2s5+4)x
—es+4)° 7°

U e~(23+1)x =-12

U= 6 e—3x +c e(2x+1)x

s+2

x — oo iken u(x,t) sinirli olmasi nedeniyle, x — oo iken U(x,s)’de sinurlidir, bu durumda ¢=0

olmalidir, buradan da,
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s+2

bulunur ki ters Laplace doniigiimii alinirsa,
u(x,t)=6e e
ulx,t)=6e2

olarak bulunur.

6.3.4 Ornek:

Baslangi¢ kosullar,

y(0,£)=0, y(z,t) =167, y,(x,0) = 0, (x,0)=16x +12sin 2x — 8sin 3x

olmak tizere,

o’y 0%y .
F'— 5x7+y=16x+208mx

in ¢dztminii bulalim.

Coziim:

Her iki tarafin Laplace doniigtimiinii alir ve (6.7) ile (6.8)’i kullanirsak,

d*y 16x 20sinx
sty =—H+
dx s §

s*Y —5 y(x,0)~ y,(x,0)- 4
Simdi verilen kosullar1 yerine yazip, diizenlersek,

d2Y+Y_ 16x N 20sinx
- _ 0%

§%7 — 5 (16x +12sin2x — 8sin 3x) - 4
s A

dY Y(1+5*) -s(16x+12sin2x~8sin3x) 16x 20sinx

i 4 4 4s 4s
Simdi (*) ifadesinin Yy, (Y’nin homojen ¢6ziimii)’1 bulalim,

&Y Y(+s)

i 7 0
gl 1+ 5> =0:>0{2=1+s2:>0£ =p«/1+s2
4 4 L2 2

™
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seklindedir.

Diger taraftan Y, (Y’ nin 6zel ¢dztimi) ise,

2 2 3
d I;_Y(1+s )=4[—s——l-)x—5Smx—Sssin2x+2ssin3x
dx 4 s s

denkleminin sag tarafina gére belirlenirse,

Y, = Ax + Bsinx + Csin2x + Dsin3x

bigiminde olacaktir. Ys’niin ¢6zimi igin gerekli olan ¥, ni hesaplayalim,
Y, = A+ Bcosx +2C cos2x +3D cos3x

Y, = —Bsinx—4C sin2x—9Dsin3x

Simdi ¥,, ¥, *ni (*) ifadesinde yerine koyup A, B, C, D’yi hesaplayalim,
2
— Bsinx —4C sin2x —9Dsin3x —£1—+4L) (4x + Bsinx + Csin2x + Dsin 3x)

_ —s(16x+12sin2x~8sin3x) 16x 20sinx
4 4s 4s

= 4(—s —-I—Jx—-Sm;x—&s sin2x + 25 sin3x
s K

bulunur ki, denklemi dl‘izenlersek,

_x(g(mz)}smx[_g_g(nsz))+smzx(_4c_§(1+sz)]

— 2-— 3
+sin3x(—9D———f—(1+s2)J=4x[ al 1J—SSmx—3ssi112x+2ssin3x
K K}

elde edilir ve buradan,

—%(1+s2)=—%(s2+1):>/1=%

20
B(—l——(l+sZ)J __;:>B= (sz +5) ]
C(—4—-%(1+s2)]=—3s:> C= szli“;7

**)

(***)
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—8s
s +37

D(—9—i—(l+s2)]=2s:>D=

bulunur ki bu degerler (***) ifadesinde yerine yazilirsa,

16 20 . 12s . -8 .
Y, =—Xx+7———=—sinx+—; sin 2x +— sin3x
s (SZ +5)s s +17 s +37
elde edilir.

Simdi (**) ifadesindeki ¢; ve ¢, katsayilarin bulmak igin
167 . . .
Y (O,S) =0, ¥ (7:, s) =-—— ifadelerini kullanalim,
s

V1452 . _Al+s? .

— 2 2
Y,=ce +c,e

x=0i¢in ¢ +¢, =0

L+s? V1457
x=migin ce 2 +ce *? =0

olur ki buradan c; = ¢, = 0 elde edilir, o zaman Yy = 0 olur, ise
Y, (Y’nin genel ¢6ziimii) sdyle ifade edilebilinir,

Y, =%,+Y,=%,

:>I;=l—x+isinx— 2s sin x + 212S sin2x — 28s sin3x (F***)
) s s°+5 s°+17 s°+37

elde edilir ki, (****) ifadesinin ters Laplace doniigtimii alnarak ¢6ziim bulunmug olur. $6yle
ki,
y(x,t)=16x +4sinx — 4cos/5t sin x +12sin 2x cos+/17¢ —8sin3x cos+/37¢

elde edilir.

6.4 Integrallerin Hesaplanmasi

Belirli integrallerin hesaplanmasinda Laplace déniigiimlerinden sik sik yararlamilir. Bunun

nasil oldugunu simdi birka¢ 6rnekle gorelim.

6.4.1 Ornek:

@ , © e—t _ e—3t
a) |te*costdt b) |———adt
) | ) [— |

0 0
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integrallerini hesaplayalim.

Coziim:

s -1

- d d s
L = st d — —_— =
a) L {tcost} 6[! e " costdt e L {cost} p (

dir. Buradan s = 2 alirsak,

T 22-1 3
te¥costdt = ——s ="
5[ ° (22 +1)2 25
olarak bulunur.
3 - 1 1
b — t 3t F — — .
)f(t) e e ise (s) L{f(t} —————s+1 —s+3

~t -3t ©
- fmrmaten()
t slu+tl u+3 s+1

—t_ _3t) o ot 3t
L le e =je e e"“dt=1n[s+sj
t : t s+1

= s =0 alirsak

@© -3¢
[fF—"—dr=1m3
0 t

olarak bulunur.

6.4.2 Ornek:
a) [J,(e)ar b) [ erft at
0 1}

integrallerini hesaplayalim.
Coziim:

1

st +1

a) ijo (e dt=

idi. s = 0 alirsak,

s> +1

-

2+1)2
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wao (t)dt =1

olarak bulunur.
y 1

b) lerf \tedt =

) 6“ 4 sas+1
idi. s = 1 alirsak,

feterf i dr = 1_2
; 2 2
olarak bulunur.
6.4.3 Ornek:

t

_[Ja (w)J,(t - u)du

0
integralini hesaplayalim.

Coziim:
g<r)=JJo<u)Jo(r—u)du

olsun. Konvoliisyon teoremine gére,

el L, 0)- L0} 3=

+ .\/sz+1=32+1
) S (t)=sint
Y ik

= g(0)= [, ¢ ~u)du =sins

olarak bulunur.
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6.5 Integral Denklemlere Uygulama

6.5.1 integral Denklemler

f(t) ve k(u,t) bilinen fonksiyonlar, a ve b verilen sabitler veya t’nin fonksiyonu ve integral
isareti altinda goriilen y(t) fonksiyonu hesaplanacak fonksiyon olmak tiizere bir integral
denklem,

y(t)=f(t)+bjk(u,r)y(u)du (6.9)

bi¢imindedir. k(u,t) integral denklemin g¢ekirdegidir. a ve b sabit ise integral denkleme
Fredholm integral denklemi denir. a sabit iken b = t ise denkleme Volterra integral denklemi

denir.

Bir integral denklem ile bir diferansiyel denklem arasinda iligki vardir.

6.5.1.1 Ornek:

¥'()-3y )+ 2x(t)=4sint, 3(0)=1, y(0)=-2
diferansiyel denklemini integral denkleme déniistiirelim.,
Coziim:

Verilen diferansiyel denklemin her iki yanini integre edelim,

](J’" () -3y () + 2y(w))du = ]4 sinu du

0

y(0) =1 ve y'(0) = -2 kosullar: altinda,

¢ t
y () +2-30()-1)+2 J.y(u)du =—4cosu| =-4cost+4
0

0

t

J"(f)“33”(f)+ 2 Iy(u)du =-—1~4cost
0

Tekrar her iki yanin integralini alalim,

yt)-1-3 ]y(u)du +2 ]‘(t ~u) y(u) du = ~t — 4sint *
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YO+ [t —u)-3) y)du =1~ dsine

o> y)=1~1~dsint - (2t~ 1)~3) ylu)

olarak dontigtiirtiliir.

Not:

tt t (t )n—l

5[5[ (;[y(u)du du..du= _‘. =) y(u)du
ntane

(*) ifadesinin bulunmasinda yukaridaki notta ifade edilen formiil kullanilmigtir.

6.5.1.2 Ornek:
y(()= 30— 4-2sint+ [{—uf 3 -u)+ 2} yle) du ")

integral denklemini diferansiyel denkleme do6niistiirelim.

Cozim:

Verilen integral denklemin her iki yaninin tiirevini alalim ve tiirev alirken Leibnitz kuralin
kullanahim.

t t
y'(t)=3-2cost+ IZ(t —u)y(u)du-3 J‘y(u)du-l- 2y(t) **)
0 0
Simdi (**) denkleminin her iki yaninn tlirevini alalim,
y"(t)=ZSinz‘+2J-y(u)du—3y(t)+ 2y'(t) (¥*%)
0

Simdi (***) denkleminin her iki yanumn tiirevini alalim.

y"(t)=2cost +2y(t)-3y'(t)+2y"(t)

diizenlersek,

" (6)-2y"(e)+3y (t)-2x(t) = 2cost

(*), (**) ve (***) da t = 0 koyarak baglangi¢ kosullarim elde ederiz, soyle ki, y(0) = -4,
y'(0)=-7, y"(0) =2

olarak bulunur.
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6.5.2 Konvoliisyon Tipindeki Integral Denklemler
Uygulamada 6nemli bir yer tutan integral denklem,

0= FO)+ [rle—u) ()

ile verilen konvoliisyon tipindeki integral denklemdir ve bu,
()= 1)+ K)* ()

bigiminde yazilabilinir. Her iki tarafin Laplace doniigtimii aliirsa,
Y(s) = F(s) + K(s) Y(s)

bulunur ki bu da,

¥(s)=—L6)

1-K(s)

olur ve ters Laplace doniisiimii ile istenen sonug bulunabilir.

6.5.2.1 Ornek:
t

y(t)=1*+ Iy(u) sin(t —u) du
0

integral denklemini ¢dzelim.
Coziim:
Integral denklem,

y(t)=1* + y(t)*sint bigiminde yazilabilir, simdi her iki tarafin Laplace doniistimiinii alip

konvoliisyon teoremini kullanalim,

re)-3+ 3¢

olarak bulunur ki, her iki tarafin ters Laplace doniiglimiind alirsak,

4

y)=2L +2$
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= y(t)=1*+ L
12
olarak bulunur.

6.5.2.2 Ornek:

t
jy(u) y(t - u) du =16sin4t
0

integral denklemini ¢6zelim.
Coziim:
Denklemi,

y(t) * y(t) =16sin4¢ bi¢iminde yazar ve her iki tarafin Laplace doniigtimiinii alirsak,

2 64 8 -8
_——> = Y =7 =

Simdi ters Laplace doniisiimii ile,

0= e -2 a, )

1

yo(0)= L)) -8 L-l{ m}s 7, @)

olarak bulunur. y;(t) ve y,(t)’nin her ikisi de integral denklemin ¢6ztimiidiir.

6.5.3 Abel Integral Denklemi

Konvoliisyon tipindeki 6nemli integral denklemlerden biri Abel integral denklemidir. Bu
integral denklem s0yle ifade edilir,

g(t)= J(ty_(ga du

Burada g(t) verilen bir fonksiyon, a ise 0 <o <1 olan bir sabittir.

6.5.3.1 Ornek:

du=1+t+¢2

[E108
dt-u
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seklinde ifade edilen Abel integral denklemini ¢6zelim.
Coziim:

Integral denklem,
1
()<t —u)yz =1+1+12

bi¢iminde yazilabilir. Her iki tarafin Laplace d6niigiimii alinirsa,

L{y()}. L{t%} =L{i+t+7}

1 1 2
1“(1) drtarton
bulunur ki ters Laplace doniiglimii alinirsa,
t~1/2 tl/2 2 t3/2

drofors

z¢~1/2

y(t)=m 1+

-1/2 2
y(t)= d (1 +2t +§—J
T 3

1

_t? 2
= y(t)= = (3+6t+87)
olarak bulunur.

6.5.4 Integro-Diferansiyel Denklemler

Integro diferansiyel denklem, bilinmeyen y(t) fonksiyonunun tiirevlerinin de bulundugu bir

integral denklemdir. Ornegin;
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Y€)= $(0) - sint + foos(t —u) y(u)

Bu tiir bir denklemin baslangi¢ kosullarina bagh ¢6ziimii Laplace doniigimleri ile elde
edilebilir.

6.5.4.1 Ornek:

y(0)=2 ise y(t)+5 [cos2(t —u) y(u)du =10

0
denklemini ¢ozelim.
Coziim:

Denklemi,

y'(t)+ Scos 2t * y(t):IO bi¢iminde yazabiliriz. Simdi her iki tarafin Laplace déniisiimiinii
alalim.

+7(9)-5(0)+2570) (Z) N

Y(s)’yi yalmz birakip, diizenlersek,

3 2
Y(s)=2s +210s2 +8s +40
K} (s +9)

Simdi ters Laplace doniigtimiinii alarak y(t)’yi bulalim.

*)

(*) ifadesindeki —; 21 "u sOyle yazabiliriz,
s ‘s +9 )

_;__l(L _1_J
52(S2+9) " 9ls? 5749

Simdi bu esitligi (*) ifadesinde yerine yazalim,

sz(s2 +9) ) 2

25 +10s* +8s+40 1 2s3+10s2+8s+40_2s3+10s2+8s+40
s 52 +9

1 8 40) (2s°+10s*+185s—10s+90-50
= =925 +10+—+— |~ 5
9 s 5 s°+9
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-5 [23+1°+§+£29]—(2s+10+w_
2 58 s°+9

_1(§§2 10s 50)

= . _.._..__+...—_._.
9ls s* s2+9 s*+9

seklini alir.

3 2
= M y(s) = I 25 +10s> +8s+40 =1L“‘{§+ﬂ+ ios N 250 }
. s §° s°4+9 5749

sz(s2 +9) 9 ’

y(t)=é(8+40t+100083t+50-%sin3tJ

= y(t):-z%(24+120t+30 cos3t +505sin3t)

olarak bulunur.
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7. SONUCLAR ve ONERILER

Laplace doniigiimlerindeki genel amag, zor ¢oziilebilen bir diferansiyel denklemi, kolay
¢oziilebilen cebir problemine doniistiiriip ardindan ters déniigtimle sonucu elde etmektir.

Fizik ve miihendislik bilim dallarinda da (mekanik, elektrik devreleri vb.) karsimiza ¢ikan
bazi problemlerin g¢dziimiinde Laplace dontigtimlerini kullanabiliriz. Bundan bagka
matematikte kismi tiirevli diferansiyel denklem problemlerinin ¢6ziimiinde, bazi integrallerin

hesaplanmasinda ve integral denklemlerin ¢oziimiinde de Laplace déniistimleri kullamlabilir.
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EKLER
EK A

Ozel Fonksiyonlar Tablosu

1. Gamma Fonksiyonu
I'(n)= II”"le"’dt , n>0
0

2. Beta Fonksiyonu

B(m,n)= Jx"'“l(l—x)""ldx =I1;((n;)—_l;£lrz))’ m,n >0

3. Bessel Fonksiyonu

Jn(t)"znrt(n+1){1"z(z;+z)+2.4(2n+t2)-(2n+4)_"}

4. Modifiye Bessel Fonksiyonu

n 2 4
I.()=i"7, () =— {1 d d

2"T(n+1)

5. Hata Fonksiyonu
2
erf(t)=—— |e™ du
07
6. Hata Fonksiyonunun Komplementeri

erfe(t)=1—-erf(t)= 72_—2-“’ du

T

7. Eksponansiyel integrali

© _—u

Ei(t)= [*—du

+2(2n+2)+2.4(2n+2)(2n+4)+

i
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8. Siniis Integrali

t .
Si(t) = Flﬂ du
Jou

9. Kosiniis Integrali

Ci(t) = J-cosu du
u
t
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Laplace Doniigiimlerinin Genel Ozellikleri

Fls)= [£(e)edr

()
1) o fO)+eh)
2) a f(at)
3) ¢ £(r)
fle-a) , ¢t
4 glt)=

0 , l<a
5 /)
6) 1'(¢)
7 )
8) 1 £(1)
9) 1)

10) (-1)1" 1)

11) ] £ (u)du

12)[ ]fu)du —j(’( “3)

13) ]f(u)g(r—u)du

)du

F(s)

cFy(s)+ ¢y s)

F(s/a)

F(s-a)

e F(s)

s F(s)- £(0)
s*F(s)-s £(0)- 1 (0)

s"F(s)-s"£(0)-5"2£(0)—...—

740)



15) lim /(r)

16) lim /()

17) f(t)=f t+T)

S5
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c].F (u) du

lim s F(s)

S—>w

lim s F(s)

s—>0

1

1_ e—ST

I ft)e™ar

—}iﬂ (P(s), derecesi n den kiigiik olan bir
0ols)

polinomdur.
Qls)=(s-a)(s~a,).{s~a,) ve

a,,x,, ..., a, birbirinden farklidir.)
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Bazi Fonksiyonlarin Laplace Doniigiimleri Tablosu

S F(s)
1
1. 1 <
1
2. t ;2_
n-1
3. L 01=1 L =123,
(n—1)! 5"
n-1
4. ! —1;- n>0
F(n) s
1
> & s—a
n-1 _at
6. F e o1=1 W -T2 .
(n—l)! (s ~af
tn~1 eat 1
7. — —— 1n>0
F(n) (s - aY‘
sin at 1
5 a 5% +a
9. cos at 7 j_ =
e’ sinat 1
10. a (S - b)2 +a?
s—b
11. e” cosat G—bf +d
) ] )
12. sinh a —
a s°—a
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J® F(s)
13 cosh.at a
bt s 1
e” sinh at
14. — (S _ b)z iy
15 " s—b
. e” cosh at (s——b)z e
e —e® 1
16. a#b
b—a (s—a)(s—b)
be” —ae” §
17. ve —oee azb
b-a (s—a)s-2)
18 sin at — at cosat 1
) 2a° (52 +a®
tsinat S
19. 2a (s2 +a®
. 2
sm at + at cosat S
20.
2a (s2 +a’
21 t 1 f sinat S3
. cosat ——at sina
2 (s2 +a’
22 t cosat s oa
. cosa
(52 +a*
23 at cosh at — sinh at 1
: 24’ (52 —-a®
t sinh ar K}
24.
2a (52 -a°
sinh at + at cosh at s’
25. g ( 2 2
s —a
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MU} F(s)
1 5’
26. cosh at + —at sinh at PR
2 (s —-a
s* +a
27. t cosh at (s2 0
(3-a’)sinar -3 t 1
28, —a’t? Jsin at —3at cos a
84° (s2 + 612)3
29 tsinat — at’ cosat s
) 8a3 (S2 + az)z
30 (1 + aztz) sin af — at cos at 5*
) 8a’ (s +a*f
31 3t sinat + at® cos at s’
) 8a (s2 + az)3
32 (8—aztz)sinat+5at cosat 5
) 8a (s2 + az)3
33 (S—aztz)cosat—%zt sin at s’
. ‘ 8 (s2 + az)3
2 3s*~d’
34. {“smat - -
2a (s +a )3
2 1a . s* —3a’s
. —t’cosa v
2 (s2 + az)3
36 1 s . st —6a’s* +a*
. —cosa
6 (s2 +a’
s —a’s
37 £ sinat (Sz g

24a
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S F(s)
38 (3 +a’f )sinh at —3at cosh at 1
) 8a’ (2 - a?
39 at® cosh at —t sinh at s
) 84’ (S2 -a
40 at cosh at + (azt2 - l)sinh at s’
) 8q° (52 - aZT
41 3¢ sinh at + at? cosh at s’
) 8a (Sz e
o (3 +a’t? )sinh at + 5at cosh at st
) 8a (Sz —
3 (8 + a’t? )cosh at + 7at sinh at s’
) 8 (s2 —a?
44 t* sinh at 35’ +a’
) 2a (s2 —d?
1, s +3a’s
45. —t“cosh at Py
2 (s2 - az)3
4 + 6 2.2 + 4
46. lt3 cosh at &l ; a3 5 a
6 (s —-a )4
47 £ sinh at s’ +a’s
: 24a (v -a*f
at/2
48 e3 > {ﬁ sin Var —cos—\/iat + e'3"”2} 1
-| e 2 s +a
at/2
1. eSa {cos \/§2at ++/3sin _\/éz-at —e 3 2} s

S +a
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S F(s)
2
50. 1 e " +2e"? cos—3at 5
3 2 s +a
—atf{2
£ ; {e”’ 2 _cos V3at —f3sin at 1
S51.| 3a 2 2 33
s —a
e ? \Bat \Bat
3 si _ 3at/2
52.| 3a V3sin 2 o0 2 e 3 : 3
s ~—a
2
53. 1 e +2e /2 cos——ﬁat ul
3 2 S3 _ a3
54 L (sinat cosh at —cosat sinh at) !
| 4d° s*+44q*
sin af sinh at s
55. ———
2a* s* +4a*
56 L(sin at cosh at + cos at sinh at) 4
) 2a s'+4a*
3
57. cosat cosh at 7 o y
s +4a
58 1 (sinh ar —sin at) !
: 2a3 s4 _ a4
59. —1—2 (cosh at —cos at) 2 al
2 st ~a
60 L (sinh ar + sinar) s
: 2a P
61 l(cosh at +cos at) s
: 2 PR
e—bt _ e—af 1
62. 7
2(b—aWm Vs+a+s+b
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WU, F(s)
63 erf Jat 1
) Ja sVs+a
64 e“erfJat 1
- T T6-a
at __1_ g b 1
65. e {\/—7; be erfc(b\/;)} m +b
1
66. Jolat) s+a
1
67. Io(at) R
68 a"J,(at) (“Sz ta —S) n>-1
. ’ s +a’
2 n
69. a'l, (at) (S r S: —az ) n>-1
s’ —a
b(s— sz+a2J
70. Jola i+ 25)) ¢
s +a
- LalF—5)  t>b B
) 0 t<b e
t J,(at) 1
72. a (s2 +a )"
s
73. t J,(at) EM
2
7. J(at)~at J (at) o
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SO F(s)
t I(at) 1
75. — (s2 e )3/2
s
76. t IO (at) m
2
5
77. I(at)+at I,(at) (_357)3/2
1 _ e
18.| F()=n, n<t<n+l,n=012,. sl -1) sli-e
¢
=35
79 N [ <k
[t] =t den kiigiik veya t ye esit olan s (es — ) s (1 ~re”
tam sayilarin en biiytigi
e’ —1 _ 1-e™*
80.| F()=r"n<t<n+lLn=0]12,. sl =r)  slt—re™)
81 cos2var e
) N Vs
sin 2'\/6? e—a/s
82. = -
/2 —als
83. L evar) € _ >l
a n sn+1
e~a2 14t e_aJ}
84.
at Js
85. T o
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S F(s)
—~avs
86. erf (a/2+%) 1-e
s
_ays
87. erfc(ar2+t) e
s
—avs
8. ¢H05) gy (;,¢;+_61_] e
2 35 (45 +8)
1 b n_-u®/4g? —alvs
89. Jata™ Ofu i A NS esm n>-1
90. e —e” In (s + a]
t s+b
91. Ci (at) In|is* + @)/ &’}
2s
92. Ei (ar) In[(s +a)/d|
s
_(y+lns)
93. Int K
y = Euler sabiti = .5772156...
04, 2(cos att— cosht) I [ Sz + aj ]
s°+b
7 (y+ins)
95. In?r 6s s
y= Euler sabiti = .5772156...
o - (lnt + y) ns
s

y = Euler sabiti = .5772156...
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J® F(s)
(ot + 7 ~~7* .
97. 6 s
y = Euler sabiti = .5772156... g
98, s F'(n+1)—£l(n+l)lns
5
99. SH; o tan™ (a/s)
100. Si (at) tan”(a/s)
s
e 2~fat als
101. NS e Va7s)
2 —a?? 2 14,2
102. ;/%e t e* " erfe (s/2a)
103. erf (at) e/ erfe (s/2a)
s
104 - e“erfc Jas
105. ; _i p e® Ei(as)
106. ! 1 cos as{—’E —Si (as)} ~sinas Ci (as)
t* +a’ a 2
t . z , .
107. R sin as{z - Si (as)} +cosas Ci (as)
108. tan" ¢/ a) cos as{-z— — Sz(as)} —sinas Ci (as)
s
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/v F(s)
109. 2, 2
%ln (l +2a ] sin as{% - Si (as)} +cosas Ci (as)
a
s
110. 1 tz + 2 2
;h{ ro J [g_sl- (as)} 4GP (as)
111. n(?) 0
112. s(t) 1
113. 8(t —a) e
114. H(t bt a) e_a‘9
s
115. x gi (_ 1)" sin " o nat sinh sx
a T w3 n a a M Sin.h Sa
116. | 4 i -1 L G- @n-1)m sinh sx
“on—1 2a 2 s cosh sa
117. t 2 i -1 nmx . nm cosh sx
a w3 n 0 a S a s sinh sa
118. 1 A 1y @n-Dm  (@n-1)m cosh sx
7 2n— 2a 2a s cosh sa
119. xt 20 (1) nmx . nut sinh sx
a EZ; n? n a Sin a 5% sinh sa
120. | 8a i Gy o Cr-m  (@n-1)a sinh sx
il (2n - 1)2 2a 2a s* cosh sa
121. | 2 24& (- )  am nat cosh sx
Z+?§Tms—(l—cos—J “—‘Sz sinh sa

a . a
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Ny, F(s)
122. 8a & 2n—-1)m . (2n- V)t cosh sx
_z Z (2n 1)2 ST, W, s cosh sa
123. 1 12, 2 0 162 ¢ (1 @n-Dm  (2n-1) cosh sx
E(t o ) z® ,,Zﬂ:‘ (2n - 1)3 2a Ry s° cosh s
124. _ sin 7% sinh x+/s
-1 nix’t a® hitdedd
; ( ) a sinh a+/'s
125. T n-1 ~(2n-1) 7%/ 40* (21’! - 1)7DC cosh x‘/;
— > -1y (2n—-1)e cos
a’ ,,Z::’( )7 ) 2a cosh avs
126. 2 Z( 1),,_1 e—(2n—1)27r2t/4a’ sin (271 = 1)7DC sinh X\/;
a 2a Vs cosh avs
127. 1 2 ] a nmx cosh x+/s
Z+ 23 (1) e™ Y cos— = -
a a ,,Z:;( ) a s sinh av/s
128. el +£ S 1)" e 2%t si ﬂ sinh JC'\/;
i n a s sinh av/s
129. ( 1) p-(@n-1)x/4a® (Zn - 1)7‘7‘ cosh xs
1+— ; -1 cos 2a s cosh av/s
130. xt 20> & ( 1) goriat nmx sinh JC\/;
a 7c3 ; n ( )Sm a s? sinh av/s
131. 1 16a% & )n —(@n-1) 2t/ 4a? (2}’1 - 1)7DC cosh JC‘\[-;
- t— cos~——~4— —
2 (x )+ ; (2n-1) ¢ 2a s* cosh av/s
132. Jolixs )

e e ] (A,%/a)

122G

Ais A Jy(A) = 0 1 pozitif kokleridir
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VO,

F(s)

o

e 5 (4,x/ a)

%(xz —az)+t+2a2 Z

T .4 Joloxs)
n=1 n n
133. 1 __(—)32J0 ads
Ay Ay Jo(A) =0 m pozitif kokleridir
Uggen dalga fonksiyonu.
i —l—tanh ﬂj
134. 1 - >
t
2a 4a 6a
Kare dalga fonksiyonu.
(U]
135.| 1 . — L tanh (-‘3]
: : ' E E s 2
E a EZa 33a f4a $5a !
_I_J | S _ [S—
Rektifiye siniis dalga fonksiyonu.
0 - . a
136. 1 a’s’ +7? COth( 2 )
t
a 2a 3a
Yari rektifiye siniis dalga fonksiyonu.
m_o za
137.
1‘1/\ /\ (azsz_l_”z)(l_e—as)
/ ,
a 2a 3a 4a
Testere disi dalga fonksiyonu.
1 e ™
138. 7Y z
: //// as’ s{1-e)
: ; t
a 2a 3a 4a
Heavisinde birim fonksiyonu. H(f — a)
139. lif v L
i S

a
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MU, F(s)
Darbe fonksiyonu.
F(t) -as (1 -es

140. * — e -e

i : s

a ate

. 1

141. | Basamak Fonksiyonu

s(l—e™)
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EKD

Laplace (1749 — 1827)

“Doganin tiim olaylar birka¢ degismeyen kanunun matematik sonuglaridir” diyen Marquis
Pierre-Simon de Laplace, 23 Mart 1749 giinii bir kyli ¢cocugu olarak diinyaya geldi. Ailesi,
Fransa’min Calvados ilinin Beaumont-en-Auge kasabasinda yasiyordu. Laplace’mn ilk
¢ocukluk yillar1 hakkinda ¢ok az seyler biliniyor. Onun gocuklufunu ve gengligini saran
karanlik yillan, kendini befenen davramglarindan ileri geliyordu. Kokeninin fakir bir
koyliiden gelisi onun yiiziinii kizartir ve siirekli onu gizlemek igin elinden geleni yapard:.
Kisaca, “bir koylii gocugu olarak dogmadi ve kendini begenen birisi olarak dlmedi” ciimlesi
ile yagam Oykiisii Ozetlenebilir. Her ne duyguysa, Laplace koylii olmas: ve ailesinin fakir
olmasindan bir agagiik duyardi. Tiim yasami boyunca bu duygu ve diistinceden kendisini
kurtaramadi. Bu da onun zayif bir yaniydi.

Laplace, ilk yetenegini koy okulunda gosterdi. Bu basarisi zengin komgularmmn sicak
dikkatini ¢ekti. Zengin komgularim gdrmesi belki yukarida séziinii ettifimiz duygulan daha
kiigiik gocukken suur altina alip baski kurmus olabilir diistincesi akla gelmektedir. Ik
bagarilarni, teolojik tartigmalarda elde ettigi sylenir.

Laplace, kendisini ¢ok erken matematie verdi. O zaman Beaumont’ta askeri bir okul vardi.
Laplace bu okula devam ediyordu. S6ylendigine gore, Laplace sonralari bu okulda bir siire
matematik dersleri okutmustur. Yine bir sdylentiye gore, onun matematik yeteneginden gok
daha fazla hafiza yeteneginin oldugu kanaati vardir. Bundan dolayi, Laplace on sekiz yasina
gelince zengin koruyucularinin tavsiye mektuplariyla Paris’in yolunu tuttu. Kendisinin yiiksek
yetenegini biliyor, fakat bunda hi¢ sisme ve bir abartma gostermiyordu. Geng Laplace,
kendine tam bir giiven iginde Paris’e matematik diinyasini fethetmek igin geldi.

Paris’te dogru d’Alembert’in evine gitti. Tavsiye mektuplarmi gonderdi. Fakat kabul
edilmedi. D’Alembert, bilyilk ve kuvvetli kimselerin Onerilerinden bagka bir varliklan
olmayan kimselerle ugrasmiyordu. Laplace, vmeye deger bir anlayisla her seyi hissetti. Eve
déndii ve d’Alembert’e mekanigin temel kurallari {izerine bir mektup yazdi. Bdylece,
oynadif1 oyunda bagarili olmustu. D’ Alembert’in onu gormek i¢in gonderdigi ¢agn yazisinda
soyle yaziyordu. “Bayim, gériiyorsunuz ki 6neri mektuplarina hi¢ deger vermiyorum. Sizin bu
tiir 5vgli mektuplarma hi¢ gereksinmeniz yok. Siz kendi kendinizi daha iyi tanittiniz. Bu bana

yeter. Size yardim etmek bana bir borg olsun.” Birkag giin sonra Laplace, d’Alembert’in
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sayesinde Paris’teki askeri okula matematik 6gretmeni olarak atandi. Iste bu sirada Laplace,

Newton’un genel ¢ekim kanununun giines sistemine uygulamasi adh biiyiik eserini verdi.

Astronom matematik¢i oldugu igin, kendisine Fransiz Newton’u denmigtir. Olasiliklar
kuraminin kurucusu goziiyle basilabilir. “Bildiklerimiz ¢ok degil, bilmediklerimiz g¢oktur”
soziiyle algak goniilliiliigiinii gostermigtir. Matematife 6nem vermedigini, séhret ve {in igin
degil de kendi arzularimi yenmek i¢in matematikle ugragtigim séyler. Dahi kimselerin
buluslarini veya yasayislarint incelemek ve kendisini onlarin yerine koyarak engelleri asmak

diislincesindedir.

Yaptig1 galigmalarin tiimiiniin kendisine ait oldugunu ileri siirer. Bu soz dogru degildir.
Ornegin, yazdig1 “Gok Mekanigi” adli saheserinde, gelecek kugaklara bunu, ben yarattim gibi
bir izlenimi vermeyi ustalikla kullanmigtir. Diger matematik¢ilerden aldiklarina kaynak
vermez, kendine yarayan ve digaridan aldigi seyleri kendine mal etmeyi c¢ok kurnazca
becerirdi. Gok Mekanidi i¢in gereken analiz bilgilerini Legendre’den almig ve adim bile
vermemistir. Yalniz Newton’un ad1 geger.

Laplace, Lagrange’da deginilen ii¢ cisim problemini giines sistemi i¢in diisiind{i. Newton’un
¢ekim kanununu Giines sistemine uyguladi. Gezegenlerin hareketlerinin Giines tarafindan
belirlendigini, devirli kiigiik degisiklikler hari¢, gezegenlerin Giinese olan uzakliklarmm
degismedigini ispatladi. O zaman yirmi dért yaginda olan Laplace i¢in tarih 1773 yillarmm
gosteriyordu. Bu bagarisindan dolay: Paris Ilimler Akademisine iiye secildi. Yagaminin ve
meslek hayatmm ilk serefini ve 6diltint almi§ oluyordu. Buldufu matematik sonuglarnin
bityilk birgogunu astronomide kullanmak igin elde etti. Sayilar kuram {izerinde bir siire ¢aligti
ve onu kisa bir zaman sonra birakti. Olasiliklar kuramu tizerinde ¢aligmasi yine onu
astronomide kullanmasindan kaynaklandi. G6k Mekanigi adli yapiti, yirmi alt1 yillik, bir
zaman siirecinde parga parca olarak yaymlanmustir. Gezegenlerin hareketleri, sekilleri, gel-git
olaylarmi inceleyen ilk iki cilt, 1799 yilinda ¢ikti. 1802 ve 1805 yillarinda iki cilt ve 1823 ile
1825 yillan arasinda da besginci cildi yaymladi. Yalnz, bu eserlerde matematik kisimlar1 pek
agiklanmiyor ve yorumlardan da kagimliyordu. Hatta, matematik hesaplar igin, “kolayca
goriiltir’ deyimi kullamliyordu. Ashinda, bu kolayca goriliir deyimi ters bir anlam da
tastyordu. Kendisi bile bu kolayca goriiliir dedigi kisimlari giinlerce ugragarak ¢oziiyordu.
Okuyucular1 ve Ogrencileri daha sonra bu deyim {izerinde haftalarca ugragacaklarim

bildiklerinden, homurdanmay: adet edinmislerdi.
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