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OZET

"Topolojik Yapilarin Kurulma Yo6ntemleri" olarak adlandirlan bu ¢alisma, genel topolojinin
temel konularint igerir ve ii¢ bolimden olusmaktadir.

Birinci boliimde, girig bashig1 altinda topolojik yapilar ile ilgili olan baz1 temel kavramlara yer
verilmistir.

Ikinci boliimde, hicbir topolojinin olmadigs durumlarda gesitli teoremler yardimu ile topoloji
elde edilmesinden bahsedilmigtir.

Ugiincii boliimde, meveut bir topolojiden, yeni topolojiler elde etmek igin kullanacagimiz
teoremler agiklanmugtir.

Ayrica her boliimde, konunun kolay anlasiimasi i¢in 6rneklere yer verilmisgtir.

Anahtar Kelimeler: Topoloji, taban, alt taban, komsuluk, stireklilik.



ABSTRACT

Study on "Constructing Topological Structures" covers fundamentals of general topology and
it consists of 3 main chapters.

First chapter covers fundamental concepts and definitions regarding topological structures
under the heading of introduction.

Second chapter explains the methodology of establishing topology under the circumstances
where no topology exists by utilizing several different theorems.

Chapter three provides the theorems to establish new topologies by using an existing
topology.

Moreover, in the scope of this study, every chapter includes examples to facilitate easy
understanding of the concept.

Keywords: Topology, base, sub-base, neighbourhood, continuity.



1. GIRIS

Topolojik uzay kavrami, oklid uzayi, reel diizlem ve bu uzaylar tizerindeki siirekli
fonksiyonlar ile ilgili galismalar sonucu gelismistir. Oncelikle; topolojik uzayi, bu uzayda yer
alan topolojileri ve topolojik uzay igerisinde bir topolojiyi olusturmak i¢in uygun yontemleri
aragtiracagiz. Ama hepsinden Once topolojik uzay tanmimu ile birlikte kullamlan temel
kavramlara deginecegiz. A¢ik ve kapali kiimeler, limit noktalar1, siirekli fonksiyonlar gibi

kavramlar; reel diizlem ve 6klid uzaylarinin genellestirmesinde yer alirlar.

Gilinimiizdeki topolojik uzay tanmminin standart hale gelmesi uzun zaman almigtir. Bu
yizyihin (1900°lerin) ilk on yili icersinde basta Frechet, Hausdorff olmak iizere bir¢ok
matematikci ortaya degisik tanimlar koymuslardir, fakat matematik¢ilerin en uygun tanim
konusunda uzmanlagmalar1 uzunca bir siireg sonunda olmustur. Tabi ki, hepsi standart hale
gelecek tanimin; miimkiin oldugu kadar genis anlam igeren, gesitli 6zel (istisnai) durumlar
igin matematikteki diger kavramlar (6klid uzayi-sonsuz boyutlu 6klid uzayi, fonksiyon
uzaylan) ile birlikte kullanimina imkan veren 6rnekler iceren ve bu olumlu yanlarinin yaminda
bu tamimin genelde topolojik uzaylar icin 6klid ve benzeri uzaylardaki temel teoremleri
kavrayabilecek kadar da dar olmasm istiyorlardi. Matematiksel bir ifade icin genel tanmimin
nasil olacagna karar verebilmek i¢in her zaman bir problem olmugtur. Sonunda genel tanim
biraz soyut ifadelerle yapilmistir. Topolojik yapilar iizerinde ¢alismaya devam ederken

topolojik uzay kavramini daha iyi bir sekilde anlayabiliriz.

Tanmm 1.1: X bos olmayan bir kiime ve X in alt kiimelerinin bir t toplulugu verilmis olsun.
Eger bu topluluk agagida verilmis olan ii¢ aksiyomu sagliyorsa, t topluluguna X kiimesi
iizerinde bir topolojik yap1 yada kisaca t bir topolojidir diyecegiz.

[T.1] S, Xe7
[T.2] 7 nun elemanlarinin herhangi bir birlesimi 1 ya aittir.
[T.3] © daki herhangi iki kiimenin kesigimi yine T ya aittir. Bu aksiyomu 7 ya ait sonlu

sayida elemanin kesisimi yine 7 ya aittir olarak genisletilebilir.
t kiimeler toplulugu X iizerinde bir topoloji ise, (X, ) siral1 ikilisine bir topolojik uzay denir.

Eger herhangi bir kanigikliga yol agmayacaksa bu sirali ikili yerine, X topolojik uzay: terimini-
kullanilir.



Tanmm 1.2: t topolojisini igeren bir X topolojik uzayinda, X in bir U alt kiimesi Uct
olacak gsekilde t topluluguna ait ise; U ya X in agik kiimesi denir. Bu terminolojiye
dayanarak;

Bir topolojik uzay, X kiimesi ve X in agik kiimelerinden olusan ve iginde @ ve X i i¢eren bir
topluluktan ibarettir.

Ek olarak dstteki tanim sayesinde, acgik kiimelerin birlesimlerinin ve sonlu sayida

kesigimlerinin de agik oldugunu séylenebilir.

Tanmm 1.3: Herhangi bir X kiimesi alalim. X in kuvvet kiimesi X {izerinde bir topoloji
olusturuyorsa buna Ayrik (Discrete) Topoloji denir. Bu topoloji maksimum sayida agik kiime
iceren topolojidir.

Eger X iizerindeki topoloji sadece @ ve X den olusuyorsa, buna Ayirtmaz(Indiscrete) Topoloji
denir. Bu topoloji de acikga goriilecegi gibi en az sayida agik kiime igeren topoloji olur.

Tanmm 1.4: 7 smufi bos kilme ile timleyenleri sonlu olan X in tiim alt kiimelerinden olugsun.
Yani t={AcX:A=Cyada A sonludur} olsun. Bu 7 smufi X {izerinde bir topoloji olup,

buna sonlu tiimleyen topolojisi denir.
T kiimeler ailesinin topoloji aksiyomlarimi sagladigini gosterelim;
[T.1] X ve &, T nun elemanlidir. Ciinki X-X sonludur, X-@ de X in kendisidir.

[T.2] © nun bogtan farkli kiimeleri {U,} suufi olmak {izere indekslersek UUa seklindeki

birlesim 7 i¢inde kalacaktir. Bu durumda

x-Ju,=Nx-U,) (1.1)

dir. Burada, VUe X i¢in X—-U larin sonlu oldugunu belirttigimizden dolayr yazabildik.
(1.1) denkleminde X -U_ lar (& =12,3,...) i¢in suurhdir.

[T.3] Eger U, lar (¢ =1,2,3,...),7 nun @ tan farkl alt kiimeleri ise bu kiimelerin kesisimi de

T nun elemant olur. Yani,



ﬂUa €T (1.2)
olmaktadir. O halde
X-vu, =JX-U,) (1.3)

dir. Sag tarafta birlesimde yer alan her XU, kiimesi sonlu oldugundan bu kiimelerin

birlesimi de sonludur.

Tammm 1.5: Verilen bir X kiimesi lizerinde © ve t' geklinde iki tane topoloji oldugunu

varsayalim.

Eger, 1 da acik olan her kiime 1’ topolojisinde agik ise yani tc 1’ ise T topolojisi t' den

daha kabadir ya da 1’ topolojisi T den daha incedir denir.

Eger, t topolojisi t' den hem daha ince hem de daha kaba ise, yani tct’ ve 1'c1

oluyorsa, o zaman bu iki topoloji esittir denir ve T =1’ yazilir.

Son olarak, Tt ve t#1’ ise, T topolojisi t' den kesinlikle daha kabadir ya da 7’

topolojisi T dan kesinlikle daha incedir denir.
Ornek 1.1: X ={a,b} ve 1, = {&,X,{a}} ile 1, = {&,X,{b}} olsun.
T, ve 1, aileleri X lizerinde iki topolojidir.

Fakat t, & 1, ve 1, &7, durumunda olduklarindan t,, 7, topolojileri 'c' bagintisina gbre

kargilagtirilamaz.

Tanmm 1.6: (X,7) bir topolojik uzay ve A <X olsun. A kiimesini kapsayan bir U agik

kiimesinin her N iist kiimesine; A kiimesinin komsulugu denir. Yani,
N:AcX inbirkomsulugu < IV cX>3AcUcN (1.4)
Eger A = {x} ise, bu durumda

N : x € X noktasinin bir komsulugu <> JUcX>3xeUcN (1.5)



Herhangi bir x € X noktasinin biitiin komsuluklar ailesini N(x) ile gosterelim, yani;

N(x) ={N € P(X) : N, x in komsulugu } (1.6)
dir.

Benzer gekilde (X, 1) bir topolojik uzay ve A c X olsun.

A kiimesi agiktir <> Vx € A igin AN, e N(x)3xeN, c A (1.7)

Teorem 1.1: (X,1) bir topolojik uzay ve N(x), x € X noktasinin komsuluklar ailesi olsun.

Bu durumda N(x) komsuluk aksiyomlari denilen asagidaki 6zellikleri saglar:
N,) N(x) ailesine ait her kiime x noktasin igerir, yani VN € N(x) igin x € N dir.

N,) N(x) ailesine ait herhangi bir kiimenin her {ist kiimesi de N(x) e aittir, yani N € N(x)
ve N M ise, M e N(x) dir.

N;) N(x) ailesine ait sonlu sayidaki her elemanin ara kesiti de yine N(x) e ait olur yani;

N;,N,,...,N, e N(x) i¢in, QNi e N(x) dir.

N,) Her NeN(x) icin U N olacak sekilde dyle bir U e N(x) vardir ki her ye U igin
N e N(y) dir. Yani N, x noktasina yeteri kadar yakin noktalarinda komsulugudur.

Ispat: Once ilk aksiyom ile baslayalim

N) YNeN(x)=3U, et 3xeU, cN =>xeN. Ayrica N dir.

N,) N e N(x) herhangi bir kiime ve N c M olsun.

NeNEx)<3IU, etaxeU, N (1.8)
dir. Nc M oldugundan x € U, € M dur. O halde

M e N(x) (1.9)



dir.

N;) N, N,,....,N, € N(x) olsun. Bu durumda

N, eN(x)=3U,et3xeU, cN,
N,eNEx)=3U,e1r3x€eU, cN,
N, eNx)=3U,etaxeU, N,

yazilir. i=1,2,...,n i¢in x € U; < N; oldugundan

xeU=(U, cIN, =N (1.10)

i=1 i=l

olur. Topolojinin [T.2] 6zelliginden U = F] U, € 7 oldugundan

i=1
N=ﬁNi e N(x) (1.11)

dir.

N,) VN € N(x) komsulugu ig¢in x € Uc N olacak sekilde X in bir U acik kiimesi vardir.

Tanim 1.6’daki komsuluk tamimindan U, x noktasmm acik bir komgulugudur. O halde
Ue N (x) dir. Yine Tanim 1.6’dan, N nin U igindeki her noktanin komsulugu oldugu ifade
edilmisti. O halde Vy e U igin

N e N(y) (1.12)
dir. Béylece N(x) komsuluklar ailesinin belirtilen dort aksiyomu da sagladigini gosterdik

Ornek 1.2: t={J,X} ailesi X {izerinde ayirtmaz topoloji olsun. Her x € X noktasinn

komguluklar ailesi

N(x) = {X} (1.13)



dir.

Ornek 1.3: Secilen bir X ={a,b,c,d, e} kiimesi iizerinde tamimlanmis 7 topolojisini ele
alahm. 7 ={J,X,{a},{a,b},{a,c,d},{a,b,c,d},{a,b,e}}. Bu topoloji iizerindeki “e” ve “c”

noktalarinin komguluklarini bulalim.,

“e” noktasi i¢inde bulunduran agik komguluklar X ve {ab,e} dir. Ayrica “e¢” noktasint
iceren {a,b,e} acik kiimesinin iist kiimeleri ise {a,b,c,e}, {a,b,d,e} ve X dir. Diger taraftan “e”
yi igeren X agik kiimesinin 1ist kiimesi kendisidir.

O halde, “€” nin komsuluklar ailesi

N(e)={{a,b,e},{a,b,c,e},{a,b,d,e),X} (1.14)

dir.

“c” noktasini icinde bulunduran agik komsuluklar X, {a,c,d} ve {ab,c,d} dir. Ayrica “c”
noktasim igeren {a,c,d} acgik kiimesini kapsayan iist kiimeler X ve {a,b,c,d} nin diginda

sadece {a,c,d,e} kiimesi olur.

O halde, “c” nin bu topolojideki komsuluklar ailesini agagidaki gibi gosteririz;
N(c)={{a,c,d},{a,b,c.d},{a,c.d,e},X} (1.15)
dir.

Tanm 1.7: (X,1) bir topolojik uzay ve E(x) < N(x) bir alt aile olsun. N(x) in her N
eleman1 i¢cin Ec N olacak sekilde bir E e E(x) varsa, E(x) ailesine, X iizerindeki

topolojiye gore, x noktasinin komsguluklar tabant (yerel taban) denir.

Tanm 1.8: Bir topolojik vzayda, agik alt kiimelerin tiimleyen kiimelerine kapali kiimeler
denir ya da bir topolojik uzayda yer alan bir F alt kiimesinin timleyeni acgik ise, F kiimesi
kapalidir denir. Topolojik vzaylarda her alt kiimenin ya kapali ya da agik olmasi gerekmez,
acik ya da kapali olmayan alt kiimelerde vardir.

Tipk: acik kiimelerde oldugu gibi, tiimleyenleri bir F kapali kiimeler sinifinin elemam olan X

in altkiimelerinin sinifi T olmak iizere; t toplulugu X {izerinde bir topoloji tanimlar. Buradan



da anladifimiz gibi bir topoloji tanimlarken agik kiimelerden yararlanabilecegimiz gibi kapali

kiimeleri de baz alabiliriz.

Tanmm 1.9: X bir topolojik uzay ve A c X olsun. Eger, bir x € A noktasi, A tarafindan

kapsanan acik bir G kiimesine ait ise, yani;
xeGcA (1.16)

ise, X noktasina A kiimesinin bir i¢ noktas1 denir.

A nin i¢ noktalarinin kiimesine A min igi denir ve A ile gosterecegiz.

Eger, A kiimesi a¢ik bir kiime ise o taktirde;

A=A (1.17)

Tanmm 1.10: (X,1) bir topolojik uzay ve A c X olsun. A tiimleyen kiimesinin bir i¢

noktasina A nin bir dig noktasi denir.
A nin biitin dig noktalarimin kiimesine A nin dis1 denir ve (K)° veya dis(A) ile gosterecegiz.

Tanmm 1.11: (X, 1) bir topolojik uzay ve A c X olsun. A kiimesinin igine ve digina ait

olmayan noktalarin kiimesine A nin sinir1 denir.

Diger bir tamimla, x € X noktasinin istenildigi kadar kii¢iik bir komsulugu alindiginda, bu
komsuluk i¢inde hem A nin igine hem de A nin disina ait noktalar bulunuyorsa, x noktasina A

nin bir sinir noktasi denir ve biitiin stnir noktalarinin kiimesi

OA={xeX:x¢Avex¢Al (1.18)

ile gosterilir.



Ornek 1.4: X={a,b,c,d,e} kiimesi iizerindeki topoloji
t1={3,X,{a},{c,d},{a,c,d},{b,c,d,e}} ve A={b,c,d} =X bir altkimesi olsun. A nin

i¢ini, digim ve sinirlarim bulalim.

Bu topolojiye gore A altkiimesinin kapsadifi en genis agik kiime {c,d} oldugundan

A={cd} (1.19)

dir.

A =7 bulalim.
A={b,c,d}=>A={a,c} (1.20)
dur.

Bu topolojiye gore A nin kapsadig1 en genis acik kiime {a}oldugundan

A=) (1.21)
dur.

A kiimesinin smir, A nin igine ve digina ait olmayan noktalarin kiimesi olarak
tanimlandigindan,;

6A={xeX:x¢Avex$X}={b,e} (1.22)
olur.

Tanm 1.12: (X,t) bir topolojik uzay, AcX ve xeX olsun. x noktasinin her

komgulugunda A nin en az bir eleman1 varsa, x noktasina A nin bir degme noktast denir. Yani
(x € X, A nin degme noktas1.) <> VN e N(x) i¢in N(1A #O. (1.23)

Bu tanima g6re A nin biitiin elemanlar1 A nin degme noktasidir.



Tanmm 1.13: (X, 1) bir topolojik uzay olarak segilsin, A < X ve x e X olsun. x noktasinin

her komgulugunda A nin x den farkli en az bir noktas1 varsa, x noktasina A nin bir yigilma

(limit) noktas: denir.

A nimn bitin y1f1lma noktalarinin kiimesine A nin tiretilmis kiimesi denir ve (A') ile

gosterecegiz. Yani;

x€eGet=22ANG-{x}) T ise xe A’ | (1.24)
dur.

Onemli bir not, yig1lma noktast her zaman A mn bir eleman olmak zorunda degildir.

Tanmm 1.14: (X,7) bir topolojik uzay ve A < X olsun. A min tiim kapal st kiimelerinin,

yani A y1 kapsayan biitiin kapali kiimelerin, kesisimine A min kapams1 denir ve A ile

gosterecegiz.

Bu tanimdan da anlasilacagi gibi, A min kapamsi, A kiimesini kapsayan en kiigiik kapali
kiimeye esittir.

Eger A kiimesi kapal1 bir kiime ise;
A=A (1.25)
olacaktir.

Tamm 1.15: (X,7) bir topolojik uzay ve A,B c X verilsin. Eger A c B ise B kiimesi A

icinde yogundur denir. Eger 6zel olarak B =X ise, B kiimesine X in yogun bir alt kiimesi
denir. B, X i¢inde her yerde yogundur.

Tamm 1.16: (X, 1) bir topolojik uzay ve B da X in agik altkiimelerinin bir toplulugu olarak
alinsin. Yani B <t olsun. Eger t smufimin her elemami1 B nin elemanlarinin bir birlegimi ise,
B ya T topolojisi i¢in bir tabandir denir. Bu P altkiimeler toplulugunun Gzellikleri asagida

sunulmustur;

(1) Vxe X icin x€e Bc B olur. Yani X in her eleman1 en az bir taban elemanina aittir.
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(2) Eger x, B, ve B, gibi iki temel elemanin kesigimine ait ise, mutlaka x i iceren ve

B, c B, "B, sartim saglayan B, € B vardir.Yani;
xeB,NB,=>3B,cB nNB,>xeB;:B, P (1.26)
dir. Her topoloji en az bir tabana sahiptir. Yani topolojinin kendisi bir tabandur.

Teorem 1.2: Bir X kiimesi alalim ve B, X lizerindeki 7 topolojisi igin bir taban olacak
sekilde secilsin. Bu durumda <t topolojisi f tabanmun biitiin elemanlarinin  biitiin

birlesimlerinin topluluguna esittir.

Ispat: B nin elemanlarinin herhangi bir toplulugu verildiginde, taban olma tammindan dolay:

bu elemanlar aynt zamanda T nun da elemanlaridir. Ciinkii T bir topolojidir ve verilen tabana

ait elemanlarin birlesimi T nun elemanlandir.

Bir U e t kiimesi verilsin ve Vx € U igin x € B, ¢ U kuralmna uygun olarak § nin B, gibi

herhangi bir elemamni segelim. Bu durumda;

U=(JB, (1.27)
olup, B tabaninin elemanlarinin birlesimine egittir.

Topolojiler, dogrulduklar1 tabanlar1 ile verildiklerinde, birbirleri arasinda yapacagimiz

karsilastirmalar i¢in daha kullanigli ve daha kolay anlagilir yapida olurlar. Hangisinin daha

ince, hangisinin daha kalin oldugunu anlamamiz kolaylagir.

Tanmm 1.17: (X, 1) bir topolojik uzay ve ¢ c t olsun. Eger,
¢={B:P, ¢ in sonlu sayidaki elemaninin kesisimidir} (1.28)

seklinde tanimli B sinifi © i¢in bir taban ise, ¢ ya T topolojisi igin bir alt-tabandir denir.
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2. TOPOLOJi ELDE ETME METOTLARI

Bostan farkli bir X kiimesi lizerinde topolojik yapilarin olusturulmasi i¢in bir ¢ok metot
vardir. Elimizde higbir topoloji yokken bostan farkl: bir X kiimesi {izerine topolojilerin nasil
kurulacagini, tanimlar ve teoremler yardimiyla gésterecegiz. Bunun i¢in bir 6nceki béliimde
verdigimiz topoloji ve topolojik uzaylar i¢in kullanilan temel kavramlardan faydalanacagiz.
Bir kiimenin agik alt kiimelerini bulmak her zaman pek kolay degildir. Herhangi bir kiimenin
aglk kiimelerini belirlemek igin kullanacaginiz herhangi bir kural yoksa, bu kiimeleri

belirlemeniz imkansizdir.

Burada 6nceki béliimdeki kavramlardan faydalanarak bogtan farkli bir kiime {izerine topolojik

yapilarin nasil olusturulabilecegini sirastyla verelim:

2.1 Komguluk Ozelliklerini Saglayan Aile ile Topolojik Yap: Olugturma

Teorem 2.1.1: Bostan farkli bir X kiimesinin her x € X noktas1 i¢in, komsuluk aksiyomu

olarak adlandirlan ozellikleri saglayan B(x) ailesi verilmis olsun. Bu durumda X kiimesi

tizerinde bir tek © topolojisi vardir ve bu topolojiye gore x € X noktastnin komguluklar ailesi

N(x), B(x) e esittir.

Ispat: B(x) den faydalanarak bir T ailesi tammlayahm.

t={AeP(X):xe A ve Aep(x)} 2.1)
olsun. Bu ailenin topoloji aksiyomlarini sagladigini inceleyelim.

Once 7 ailesinin sonlu kesisim ve keyfi birlesime nazaran kapalt oldugunu gsterelim;

[T.2] Herhangi A,,A,,...,A €7 i¢in ﬂAi € T oluyor mu?

i=1

Birinci komguluk aksiyomundan dolay:

N =@ .2

i=1
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olur. Bu kesisime ait bir X eleman1 segelim. Yani

xeﬁAi

olsun. Kolayca gorebiliriz ki her i indisi i¢in
xeA,; eB(x)
olacaktr.

Ugiincii komsuluk aksiyomundan
nAi € P(x)

i=1

bulunur. T nun tanmmmindan

n
NA et

i=1
dur.

[T3] {A g ©t (I1£D)iin | JA, et ?

iel

iel

erAi

iel

olarak secilsin.

Bu se¢imize gore x i igeren bir i, indisli bir A elemani mutlaka vardir ve x € A, olur.

A, eBx) ve A; UAi olmas1 nedeniyle ve ikinci komsuluk aksiyomundan

iel

LA eBx)

iel

bulunur ve T nun tammindan sonug olarak

2.3)

2.4

2.5)

2.6)

@7

2.8)
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GLYE (2.9)

iel
elde edilir.

[T.1] ,X et oldugunu ispatlamaliyiz.

Kesigim ve birlesim islemi tamml: oldugundan

Ua, =2 2.10)
ie
ve
YA, =x (2.11)

ie@

olur. T nun tanimindan

g, Xer (2.12)
bulunur. Boylece t, X ﬁzéﬂnde bir topolojidir.

Simdi ise ikinci aduma gegelim.

T topolojisine gore x € X noktasinin komsuluklar ailesini N(x) olarak adlandiralim.

N(X) =B (x) oldugunu bulmaya ¢aligacagiz. VN € N(x) i¢in

JUetaxeUcN (2.13)
olur Uet ve x €U oldugundan

U eB(x) (2.14)
dir. Ikinci komsuluk aksiyomundan

NeB(x) (2.15)

dir.O halde;
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N(x) = B(x) (2.16)

dir. VA e B(x) i¢in

W={yeW:AeB(y)} 2.17)

olarak alinsin. W nin tanimindan

xeW (2.18)
ve
WxO 2.19)

olur. Vye W igin

AeB(y) (2.20)

olur ve birinci komguluk aksiyomundan dolay:

yeA (2.21)
dir. O halde;

WcA (2.22)
kapsamasi bulunur.

Simdi ise W € T olup olmadigini inceleyelim

W nin agtk oldugunu géstermek i¢in W nin her elamaninin komsulugu oldugunu géstermemiz
yeterli olacaktir.
Bunu gostermek igin agagidaki adimlan izleyelim;

A eB(y) oldugu icin dordiincti komsuluk aksiyomundan V c A olacak sekilde V e B(y)
bulunabilir.

Oyle ki; Vz € V igin
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A cB(z) (2.23)

olur. O halde; z € A olmasi durumunda W nin tammmindan
zeW (2.29)

elde edilir. Boylece;

Vcw (2.25)
dur.
VepB(y) (2.26)

olup, ikinci komsuluk aksiyomundan

WeB(y) 2.27)

dir. Boylece W, icindeki her noktanin komsulugudur. O halde;

Wenr (2.28)

sonucuna ulasiriz.

Agiklayici olarak ifade etmek gerekirse; A, x noktasimin komsulugudur, yani

A e N(x) (2.29)
tir. Boylece;
N(x) o B(x) (2.30)

tir. Gortldiigii gibi (2.16) ve (2.30) kapsamlarindan

N(x) = B(x) (2.31)

olur.

Son olarak T nin tekligini g6sterelim;
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Hipotezde verilen sartlar1 saglayan bir bagka 1’ topolojisi var olsun. Tanim 1.6’dan bu iki

topolojinin agik kiimeleri ayn1 oldugundan sonugta bu iki topoloji de ayni ¢ikar.
Son olarak bu yolla elde edilen topolojinin tek oldugunu da s6yleyebiliriz.

Ornek 2.1.1: X#@ bir kime ve VxeX ic¢in B(x)={AcX:xe A} olsun. Kolayca

gosterilebilir ki B(x) ailesi komsuluk aksiyomlarini saglar.

O halde Teorem 2.1.1°den dolay1; X iizerinde

t={AePX):Vxe A, AeB(x)} (2.32)
ailesi bir topoloji olup, bu topoloji X {izerindeki ayrik topolojidir. Yani

t=P(X) (2.33)
dir.

Eger; Vx € X i¢in B(x) = {X} alinirsa bu aile X tizerinde kaba topolojiyi belirtir.Yani
t={J,X} (2.34)
seklinde bir topoloji bulunur.

2.2 Kapams Islemi ile Topolojik Yapt Olusturma

Teorem 2.2.1: X#0 bir kilme ve X in altkiimelerinden olusan ve agagida yer alan kapali
kiimelerin Ozelliklerini saglayan x ailesi verilmis olsun. Bu durumda « ailesini kapalilar

ailesi olarak kabul eden X tizerinde bir tek T topolojisi vardir.

[K.1] G, X ek dir.

[K.2] ¥ nin sonlu sayidaki elemaninin birlesimi yine k nin elemamdir.

[K.3] ¥ mn herhangi sayidaki elemanin birlesimi yine k¥ nin elamamdir.
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Ispat: t={ACX: Ae Kk} olsun. Bu 1 ailesinin bir topoloji oldugunu gosterelim. Bunun

igin topoloji aksiyomlarinm ispatlamaliy1z.

[T1] S,Xet?

Daima & < X olup & = X dir. Birinci kapalilik aksiyomuna gdre & = X € « oldugundan
Jet (2.35)

bulunur.

Diger taraftan, yine daima X c X ve X =@ dir. Yine birinci kapalilik aksiyomundan dolayi,
X =& e « oldugu igin

Xenr (2.36)

olur.

[T.2] Herhangi 4,, 4,,.....,4, €7 igin nAi et ?

i=1

i=1,2..nise

A et A ex (2.37)

olur.i=1,2...ni¢in
A ek (2.38)

oldugunu ikinci aksiyvomdan elde edebiliriz. Bunlara gore

OXi = ((R]Ai)C ex (2.39)

i=1 i=1
olur. T nun tanimindan

g A e (2.40)
N

i=l
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dir.

[T.3] {A;},q © 7 igin lEUI A et?

Viel icin

A et A ek (2.41)
dir. Viel icin

A ex (2.42)

oldugundan ve {igiincli aksiyomdan

NA =(A) ex (2.43)

iel iel
olur. T nun tanimindan

Ua er (2.44)

iel
dir.

Boylece bu {i¢ maddenin ispatiyla t ailesinin X {izerinde bir topoloji oldugunu ispatlamis
olduk.

T topolojisinin her elemaninin agik olmasi ve kapali kiilme tanimindan dolayz;
VA et o VA kapalidir.

O halde; T topolojisine gbre « ailesi kapalidir.

Simdi topoloji oldugunu ispat ettifimiz t ailesinin tekliini inceleyelim.

k ailesini kapalilar ailesi olarak kabul eden X iizerinde bagka bir t' topolojisi oldugunu

varsayalim.
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Kapali kiimelerin tanimindan;

VAet< Aek (2.45)
dir. O halde, A e’ oldugu 1’ topolojisinin segiminden dolay: agik¢a goriiliir. Bu durumda;
tct (2.46)
olur.

Ters kapsama igin, VB e t’ i¢gin

Bex (2.47)
dir ve

Bent

bulunur. Bu ise bize

et (2.48)
oldugunu gosterir.

Sonug olarak; iki yanlt kapsama bulundugundan

=1 (2.49)
olur.

Simdi ise daha 6nce tanimin verilen sonlu timleyenler topolojisini kapali kiimeler yardimiyla
elde etmeye galigalim.

Ornek 22.1: X#J kimesi, sonsuz ¢oklukta elemana sahip bir kime ve
k={X,K c X:K sonlu} ailesi verilmis olsun. Bu durumda x ailesi kapali kiimelerle ilgili

aksiyomlan saglar.

[K.1] Y c X ve @ sonlu oldugundan
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Pex
dir. ¥ min tammmindan
Xex

bulunur.

[K.2] Herhangi K,K,.....K, ex i¢in UK, e x?

i=1
Eger, K,,K,,....,K lerden biri X e esit ise, digerleri de X in altkiimesi oldugundan

UK, =X

i=1

olur. Bu durumda [K.2] den

CJKieK

i=1
dir.
Eger; X, (K;,K,,....,K, ) lerden hi¢ birine esit degil ise,

(i=1,2,....,n)i¢in K, sonlu oldugundan LDJKi de sonlu ve LnJKi < X oldugundan

i=1 i=1

DKiGK

i=1
bulunur.

[K3.] {K;}iq ©x igin NK,; e x?
iel

Eger; Viel i¢in K, lerden bir tanesi & esit ise,

NK, =@

iel

(2.50)

@2.51)

(2.52)

(2.53)

(2.54)

(2.55)
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olur. Birinci aksiyoma gére

NK; ex (2.56)

iel

dir. Ayrica (VK = ise, yine birinci aksiyomdan dolay1

iel

NK,; ex (2.57)

iel
dir.

Eger; Viel i¢in K, # @ ve K, #J ise, Viel i¢in K, ler sonlu oldugundan kesisimler
iel
de sonlu ve X in alt kiimesidir. Béylece

NK,ex (2.58)

iel
dir.

Sonug olarak bu kiimeler toplulugunun kapali kiimeler ailesi oldugu gosterildi.

Simdi ise, Teorem 2.2.1’¢ gbre x ailesini kapalilar ailesi olarak kabul eden topolojiyi
yazalim;

1={J,AcX:A=Kex, A sonlu} (2:59)
Basta da belirttigimiz gibi bu topoloji sonlu tiimleyenler topolojisidir.

Teorem 2.2.2: Simdi ise Kuratowski Yontemi ad1 verilen bir yontem sayesinde topolojik yap1

belirlemeye ¢aligalim.

Bos olmayan bir X kiimesi verilmis olsun. X in her A alt kiimesine kargilik Kuratowski
aksiyomlarin: saglayacak sekilde A nmin Kuratowski kapamisi adi verilen bir v(A) altkiimesi
belirlenmis olsun. Daha agikca ifade etmek gerekirse; X kiimesinin biitiin alt kiimelerinin
toplulugu P(X) kuvvet kiimesi {izerinde asagidaki oOzellikleri saglayan v:P(x)—> P(X)

fonksiyonu verilmis olsun.

VA,B € P(x) i¢in
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[K.1] V(D) =2,

[K.2] A © v(A),

[K.3] v(AUB) = v(A) U v(B),

[K.4] v(v(A))=v(A)

olsun. O taktirde X kiimesi tizerinde

v={FcX|v(F)=F (2.60)

smifin1 ve yalmiz bunlari kapali kiimeler olarak kbul eden bir tek topolojik yap1 vardir. Bu
topolojiye gore her A alt kiimesinin A kapanis1 6nceden belirlenmis olan v(A) Kuratowski

kapanigina egittir.

ispat: Oncelikle ' smufimn, Teorem 2.2.1 ile tanimlanan kapal: kiimeler topluluklarindan

topoloji olusturmaya yonelik 6zellikleri saglayip saglamadigini kontrol edelim.

[T.1] Verilen ilk aksiyomdan dolay1 & et oldugu goriiliir. Ikinci aksiyomdan yararlanilarak
X c v(X) cikar, oysa v nin tammindan dolayr v(x) < X oldugu igin sonugta v(X) =X olup

x € t' bulunur.

[T.2] A,B e 7’ ise, ligiincii aksiyomdan dolay

v(AUB)=v(A)uv(B)=AUB (2.61)
olur ki bu da

AuBert (2.62)
demektir.

[T.3]1 {F,:ieLF, €1’} smifi verilmis olsun. Bu smnifin kesigiminin yine 1’ ne ait oldugunu
gosterecegiz. Bunun icin Oncelikle asagidaki 6zelligi gosterelim ve bundan yararlanarak

aksiyomumuzun ispatin1 yapalim.
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LcM=V(L)cVM) (2.63)
dir. Ciinkii L ¢ M = M =L UM olacagindan tamimdaki ti¢iincii aksiyom geregince
v(M) = v(LUM) = v(L)u v(M) (2.64)
elde edilir. Bu da tamimdan dolay:
VL) c V(M) (2.65)
demektir.

Simdi Vjel igin [|F, < F, oldugu diisiniilirse (2.63) ten

iel

v(\E) < v(F) =F, (2.66)

iel

yazilabilir. VjeI i¢in bu kapsamanin var olmast

v()F) <[ E (2.67)

iel iel

olmasini gerektirir. Bu kapsamanin ters yonliistinii ikinci aksiyomdan yararlanarak gorebiliriz.

O halde kapsamalar esitlik haline gelir ve

v(E)=[F, (2.68)

© el iel
olur. Bu esitlik (2.60) tanimindan dolay1

v(ﬂE) et (2.69)
iel

olmasm gerektirir. Sonugta inceledigimiz t" smufi, X kiimesi {izerinde bir topolojik yapinimn

kapali kiimeleridir. Bu yapmn agik kiimeleri ise kapali kiimeler tanmmindan dolay:

t1={F:Fe} olmaktadur.
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Ispatimizin son boliimiinde X in her A alt kiimesinin t topolojisine gore kapanisinin verilen

v(A) Kuratowski kapanigina esit oldugunu gésterelim.

tanimda verilen dérdiincii aksiyomdan ve (2.60) den her A < X i¢in

v(A) et (2.70)
elde edilir. O halde [K.2] ve kapanis tanimindan

v(A)eF, 2.71)
dir. Bu da kapanis taniminda yer kesisim esitliginden

A c v(A) (2.72)

olmasiu gerektirir. Karsit kapsamaya ulasmak icin her FeF, i¢in F=AUF ve Fet

oldugu g6z 6niine alinarak [K.3] ten

F=v(F)=v(A)Uv(F)=v(A)UF (2.73)
yazilabilir. Bu da

v(A)cF, = A (2.74)
olmasim gerektirir. O halde

A =v(A) (2.75)
dir.

Ornek 2.2.2: Bos olmayan bir X kiimesi fizerinde 1, ve 1, gibi herhangi iki topolojinin
T, N T, kesisimi de X iizerinde bir topolojidir. Topoloji olma kurallarim: tek tek ispatlayarak

bunu gosterelim.

[T.1] 7, ve 1, tek tek topoloji olduklarindan & ve X bu iki topolojiye de aittir. Bu yiizden bu

kiimeler T, N1, ede ait olurlar.
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[T.2] T, N1, elemanlannmn bir siifim {G, :i€ I} seklinde tamimlayalim. Basitge goriilecegi

gibi {G,;:iel} cr, ve {G,:iel} ct, olup, ikinci topoloji aksiyomundan dolay1 UGi €T,
iel
ve UGi € 1, olur. Dolayisiyla

iel

UJGier N1, (2.76)

iel
olur ve ikinci aksiyomda saglanir.

[T.3] Eger G,H € 1, N, ise kapsama kurallarina gore G,H e 1, ve G,H € 1, olup, liglincii

topoloji aksiyomundan dolay1 G H € 1, ve GNH e 1, dir. Sonugta,
GnHert nr, @.77)
dir.

Bu Ornekte bir kiime tizerinde tanuml1 iki topolojinin kesisimi sayesinde yine bir topoloji elde

ettigimizi gérmiis olduk.

2.3 ¢ iglem ile Topolojik Yapi Olusturma

Teorem 2.3.1: Bos olmayan bir X kiimesinin P(X) kuvvet kiimesi {izerinde asagidaki
6zellikleri saglayan bir f:P(x) &> P(x) fonksiyonu verilmis olsun.

VA,B e P(x) i¢in

[L1] pX)=X,

[12] B(A) = A,

[13] B(B(A)) =B(A),

[L4] A cB=> B(A) = B(B),
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[1.5] B(ANB)=B(A)NB(B) olsun.

Bu durumda verilen bir t={A c X:B(A)=A} kiimeler sinifi, X kiimesi iizerinde bir

topolojidir.

Bu topolojiye gére, VA c X altkiimesinin i¢i olan 10& kiimesi, B(A) kiimesine esittir.

Ispat: 7 ailesinin topoloji oldugunu gsterelim.

[T1] ©,Xex?

@ c X ve tammda verilen [1.2] den

B co (2.78)

olur. Diger taraftan; @ her kiimenin alt kiimesi oldugundan

D < B(D) (2.79)
dur. O halde;
B(D)=9 (2.80)

dir. T nun tanimindan dolay1 & € T olup, X = X ve [L.1] aracilig1 ile
Xert (2.81)

dur.

[T.2] Hethangi A}, A,....A, €7 icin [|A; et ?

i=1

Eger; [ |A; =9 ise, [T.1] den

i=1

ﬁAa €t (2.82)
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dir.

Eger; NA,; 29 ise; i=1,2,.......,ni¢in A, € T oldugundan

i=1
B(A) = A,

dir. Buradan;

NBA)=NA,

elde edilir ve [1.5] kullanilarak;
(A =BA)=NA,
olup, T tanimindan yaralanarak

ﬁAiGT

i=I

buluruz.

[T3] {A g cticin A=UA, et?

iel A
iel

A=X ise, topoloji olmanin ilk aksiyomundan

UA;er

iel
dir.
A =X olsun. Viel igin A; ¢ A ve [1.4] ten dolayx;

B(A;) = B(A)

olur. Viel igin; B(A,;) < B(A) oldugundan

(2.83)

(2.834)

(2.85)

(2.86)

(2.87)

(2.88)
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UB(A) =B(A) (2.89)
kapsamasi saglanir.
Yine Viel i¢in A, € t oldugundan
B(A,) = A, B (2.90)
bulunur. O halde;

A=UA, =UB(A) < p(A) = A = B(a) 2.91)

elde ederiz. [1.2]den dolay1 B(A) < A olduguna gore. Boylece;

p(AY=A (2.92)
olur. Yani;
B(Lejx Ai) = .UIA.' (2.93)

esitligi gerceklenir. Bu esitlik dolayisiyla agsagidaki esitligi de yazabiliriz.
UA; e (2.94)

iel

0
Simdi ise; VA c X igin A =B(A) oldugunu gosterelim.
[1.3] maddesinden yararlanarak B(B(A)) =B(A) oldugundan

B(A)er (2.95)

dir. T tamimindan B(A) = A ve A= B(A) dir. Bu yazilanlara gére B(A) €1 ve agik kiimeler

4]
icin A=A esitliginden yararlamirsak;

B(a)= B(IOX) (2.96)
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yazilabilir. O halde, son adimda;

A =B(A) 2.97)
olur.

Tanmn 2.3.1: X # @ bir kilme ve p'c P(X) alt aile olsun. ' ailesine ait kiimelerin herhangi
birlesimine esit olan biitiin kiimelerin olusturdugu aileye B' niin tirettigi aile denir ve t' ile

gosterilir. B'c v’ oldugu agik¢a goriilebilir.

Teorem 2.3.2: X # < bir kiime ve Tanum 2.3.1°dekine uygun bir ' ailesi verilmis olsun. Bu

durumda A € 1' olmasi igin gerek ve yeter sart Vx € A i¢in IB €P' 3 x € B ¢ A olmasidir.

Ispat: Aet' olsun.Bahsi gegen Tamm 2.3.1 den A kiimesi B' niin bir alt ailesinin
birlesimidir, yani A = U B, 0'cp' dir. Dolayisiyla Vx € A igin

Be@'

dBel's3xeBc A (2.98)

dir. Tersine olarak, Vxe A igin IByeP'axeBy c A olsun. VxeA i¢in xeB,

oldugundan

Ac UBy (2.99)

xeA

dir. Yine, Vx € A igin By c A oldugundan

UBy cA (2.100)

XeA

olur. O halde ;
A =UBy (2.101)
ve

B, ep' (2.102)
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dir. Boylece

Aet (2.103)

sonucuna varilir.

Teorem 2.3.3: X# J bir kiime ve B'c P(X) ailesi agagidaki sartlar1 saglasin;

[B.1] X=JB
Bep’

[B.2] Hethangi B,,B, €' ve VpeB, (1B, i¢in 3B, €f' a3peB, cB,NB, d.
Bu durumda B' ailesi X kiimesi izerinde bir t' topolojisini {iretir.

Ispat: v'= {UBB :0'cB'} seklinde tanimlanan 1' ailesinin topoloji aksiyomlarim sagladigin
Be

gosterelim;
t,), X e1'?

B' ailesinde birlesim iglemi tanimlt oldugundan

UB=gJ (2.104)
Be@
olur. O halde;
Det (2.105)

dir. Ayrica; yukarida verilen [B.1] 6zelliginden
XeT (2.106)
dir.

t,) Ispat1 hethangi A,,A, €' igin yapalim. Sonlu sayidaki 1" elemaninin bunu sagladig
timevarimla kolayca gosterilebilir.
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A, A, e igin A,NA, et'?

A etv=36,cp 54, = UB, ©.107)
B,

ve

A,etv=30,cP 3A,= U B, (2.108)
B,c0,

olur. Bunlara dayanarak agagidakileri yazabiliriz;

A NA, —( U B))N( 2LGJZBZ)— gl ngez (B, NB,) (2.109)
dir [B.2] den dolay1

B,NB, ep' (2.110)
oldugundan

ANA,eT 2.111)
bulunur.

t){A kg =7 icin UA; e7'?
iel

Viel i¢in A, € 7' olmast ve t' tanimindan

30, cP' 5 A; = U B; (2.112)

B;e0;
dir. O halde;

UA, U( U B)=U (UB ) oldugundan

iel Bief; iel

UA, e (2.113)

iel
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bulunur. Boylece tv' simfi X iizerinde bir topolojidir.

Sonu¢ 2.3.1: Teorem 2.3.3 ve topolojik yapilar icin taban tanmimlarindan B' smufi, t'
topolojisi i¢in bir topoloji tabanidir. Béylece t' topolojisi, biitiin acik kiimeleri incelenerek

degil, tabana ait daha az sayida kiime incelenerek olusturulmus oldu.

Sonug 2.3.2 : Verilen bir B ailesinin X iizerindeki bir topolojiye taban olmasi igin gerek ve

yeter kosul taban olma sartlarim saglamasidir.

Sonug 2.3.3 : B ailesi, Teorem 2.3.3’¢ gore; X iizerinde bir t' topolojisini iiretir. B ailesi '
topolojisi i¢in bir taban olur, benzer sekilde ¢ ailesi ise Tanim 1.17°de yer alan alt-taban

tanimindan kolayca goriilecegi gibi 1' igin bir alt tabandar.

Tanmm 2.3.2 : g P(X) ailesini alt taban kabul eden t' topolojisine, ¢ nin iirettigi topoloji

denir.

Sonug¢ 2.3.4 : ' topolojisi X tlizerinde ¢ yi kapsayan topolojilerin en kabasi (en az eleman

igereni) dur.
Ispat : X iizerinde ¢ yi kapsayan biitiin topolojiler ailesi {t,}., olsun.

t(c) =7, yi ele alahm. 7(¢) ailesi X iizerinde bir topolojidir. t' niin olusumundan ¢ < 7'
iel

ve dolayisiyla
() (2.114)
dir. Diger taraftan her W e 7' i¢in t' niin tantumundan;

W= U(N A,)0cB (2.115)

B;e0' Ao
(9'c ¢ sonlu) seklinde yazilabilir. Hipotezden; g — t(g) olmasindan
A; e1(c) (2.116)

dir. t©(c) topoloji oldugundan ikinci topoloji aksiyomu olan [T.2] den
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Aﬂ A, e1(g) 2.117)
ve

U (N A)ers) (2.118)
B;e0' Ajeq’

olur. O halde;

T < 1(g) (2.119)
bulunur. Béylece;

T’ =1(c) (2.120)
esitligini buluruz.

Sonug olarak, ¢ yi kapsayan X iizerindeki topolojilerin en kabasi (en az eleman igeren

topoloji) ¢ nin irettigi topolojidir. Gergekten; Viel igin

e, (2.121)

Yukaridaki teorem ve sonuglari, elemanlannin birlesimi X kiimesini veren P(X) in bir alt

ailesinin, X tizerindeki bir tek topoloji icin bir alt taban oldugunu gosterir.

Ornek 2.3.1 : X={a,b} ve ¢={X} olsun. X iizerindeki ¢ nin {irettigi topolojiyi bulalim ve X

tizerindeki diger topolojilerle karsilagtiralim.

Coziim: ¢ nin elemanlarinin birlesimi X i verdiginden ¢, X {izerindeki bir topoloji i¢in bir

alt-taban olabilir.

¢ nin elemanlarinin her sonlu kesigimlerinin kiimesi

B=1{X} (2.122)
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dir. B nin elemanlarnin herhangi birlesimlerinin olusturdugu z={<J,X } ailesi X {izerinde

bir topolojidir. X izerinde ¢ i kapsayan;
T, ={F,X,{a}} ve 1, = {J,X,{b}} topolojileri T dan daha incedir. Yani;
TCT,TCT, (2.123)

sonucuna variriz.

Ornek 2.3.2: X={ab,c,d,e} ve ¢={{ab,c},{c,d},{d,e}} cP(X) olsun. X iizerinde ¢ nmn

iirettigi topolojiyi bulalim.

Coziim: Once ¢ nm  elemanlarmn  birlesiminin X i verdigine bakalim.
{a,b,c}U {c,d}U {d,e}={a,b,c,d,e}=X oldugundan ¢, X iizerinde bir topoloji iiretir

diyebiliriz. Gergekten; ¢ nun elemanlarinin her sonlu kesigimlerinin olusturdugu P ailesini

bulalim.
B={DA:¢cgsonlu} (2.124)
oldugundan

{a,b,c}N {a,b,c} = {a,b,c}, (2.125)
{c,d} 1 {cd} = {c.d}, (2.126)
{d,e} N {d,e} = {d,e} (2.127)
{a,b,c} N {c.d} = {c}, (2.128)
{a,b,c}( {d,e}=1, ' (2.129)
{c,d} N {d,e}={d}, (2.130)
{ab,c} N {c,d} {d,e}=D (2.131)

Sonuglar bulunur. Ayrica, ¢ ailesinin bos alt ailesi iizerinden sonlu kesisimleri de X i verir.
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Béylece;
B={{ab,c},{c,d},{d,e},{c},{d}, T X} (2.132)

ailesi bulunur. B nin elemanlarinin herhangi bir birlesimlerinin olusturdugu

r={BLEJeB:9c:B} (2.133)
ailesinin

7={J,X,{ab,c,d},{c,d,e},{a,b,c},{c,d},{d,e},{c},{d}} = 1(5) (2.134)
oldugu kolayca bulunur.

Son olarak; bu 7 ailesinin topoloji oldugu ispat edilebilir. Sonugta;

T, ¢ tarafindan dogrulan bir topolojidir.



36

3. TOPOLOJIK YAPILARI KULLANARAK YENi TOPOLOJILER ELDE ETMEK

Bu bolimde, bundan oOnceki bolimden farkli olarak, verilmis topolojik yapilardan
faydalanarak yeni topolojik yapilar olusturacagiz. Bunu yaparken ihtiyag duyacagimiz
kavramlar1 ilgili yerde ifade edecegiz. Topolojik yapilardan faydalanarak olusturulan
topolojilerin 6nceki bolimde verilen topolojiye ait temel kavramlart sagladifn da

gosterilecektir.

3.1 Topolojik Alt Uzay

Teorem 3.1.1: (X,t) topolojik uzay ve A cX olsun. Bu durumda segilecek bir

1, ={U =ANU:Uen1} ailesi, A kiimesi iizerinde bir topoloji veya topolojik yapidir.
ispat:

1) ADet,?

Xet ve AnX=A oldugundan

der, @B.1)
dir.

Det ve AND =D oldugundan

e, 3.2)

dar.

t,) herhangi {U’}

i€j

c1t, i¢cin NUjeter?
el

Eger; (1U;=( ise birinci aksiyomdan

iel



37

NUet, (3.3)

ieJ
dir.

Eger; NU;=0 ise Vie] ve Ujet, i¢in U;=ANU,; olacak sekilde U; et vardir.

ieJ

Viel i¢in U} = AnU; oldugundan

nJU; =NANnU)=An(U) (3.4)

ie) iel

dir. 7 nun topoloji ve (U, € T olmasindan

ieJ

BLASA (3.5)

ie)
dir.

t,) Herhangi {U}},, <7, icin UUi et, ?

iel

Eger; UU; = A ise, ilk topoloji aksiyomundan dolay:

iel

NU et, (3.6)

iel
dur.

Eger; | JU; # A olsun. Viel ve U, €1, i¢in U; = AN U, olacak sekilde U, e t vardir.
i i A i i i

iel

Vieligin U; = AN U, oldugundan

Ui =UJwrnup=an(Ju) 3.7
dir.

7 nun topoloji olmas: ve UUi € T olmasindan

iel
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Uu, ez, (3.8)

ie]
dir. O halde t,, A iizerinde bir topolojidir.

Tanmm 3.1.1: A kiimesi iizerinde Teorem 3.1.1 ile 1 tarafindan olugturulan t, topolojisine ©
topolojisinden indirgenen (r6latif) topoloji, (A,, ) topolojik uzayina da (X, 7 ) topolojik
uzayinin alt uzayr denir. Bu uzaymm agik kiimeleri, X in agik kiimelerinin A ile ilgili tiim

kesisimlerini igerir.

Ornek 3.1.1: X={ab,c,d,e} seklinde bir X kiimesi segelim, X iizerindeki topoloji
T ={J,X,{a},{a,b},{a,c,d},{a,b,c,d},{a,b,e}} ve X in bir alt kiimesi olan A kiimesi de

A = {a,c,e} c X seklinde olsun. A kiimesi iizerindeki 1, topolojisini bulalim.

Coziim: 1, ={U'=ANU:U e} oldugundan, t, nin elemanlari

ANX=A, (3.9)
An {a}={a}, (3.10)
An {ac,d}={ac}, (3.11)
An{abe}={ae}, (3.12)
AN D=0, (3.13)
An{ab}={a}, (.14
An {ab,cd}={a,c} (3.15)
dir. O halde;

T, ={J,A,{a},{a,c},{a,e}} (3.16)

dir. Kolayca gosterilebilir ki t,, A tizerinde bir topolojidir.
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{a,c} ve {a,e} kiimeleri T, topolojisine gore acik olmasina ragmen T ya gore agik olmadigina
dikkat edilmelidir.

T, ya gore herhangi bir ag¢ifin, v ya gore agik olmasi icin A nin T ya gbre agik olmasi
gerekir. Gergekten;

VUetigin ANU=>U'er, 3.17)
dir. Ozel olarak; U=X almnirsa,

AnX=Aen1 (3.18)

olur. Bunun tersi de dogrudur, yani;

Aetise, AnNU=U'en (3.19)
A, U e 7 oldugundan topoloji olmanin [T.2] aksiyomundan

ANnU=U'en (3.20)
elde edilir.

Ornek 3.1.2: (R,t) alisilmis topolojik uzay, I=[0,1]c R ve t,, I iizerindeki indirgenmis
topoloji olsun. Bu durumda I nin alt kiimeleri olan (%,l 1, (%,%), O, —é—] kiimeleri 7, ye gore

acik altkiimeleri midir?

Coziim: (%,l FIn (%,2) ve (—;—,1 )€ © olmas1 nedeniyle

(Gler, (3.21)
dir.

21 21 21
—,—)=In(=,-) ve (=,=) e t olmast nedeniyle,
(8 2) (8 2) (8 2) Y
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21

(—8—,5)6 T (3.22)

dir.

I ile arakesiti (0,%] olacak sekilde © alisilmig topolojisinde higbir acik olmadigindan

(0,%195 1, (3.23)

dir.

Teorem 3.1.2: (X,7) bir topolojik uzay ve (A,t,), X in alt uzayr olsun. Bu durumda
K'c A alt kiimesinin 1, ya gore kapal1 olmas: igin gerek ve yeter sart K =X altkiimesi 7
ya gore kapali olmak tizere K' = ANK esitliginin saglanmasidir.

Ispat: K’ c A altkiimesi 1, ya gore kapali olarak segilsin. Tanim 1.7’de belirttigimiz kapali

kiime tammindan dolay: K’ = A —K' kiimesit, ya gore agiktir. T, nm tanmmindan

JUet 3 K'=ANU (3.24)
dir. Bu egitligin tekrar A ya gore tlimleyeni alinirsa,

K'=(ANnU), =A, vU; =JU(ANnUy)=ANU; (3.25)
olur. U§ kiimesi kapal: oldugundan

K =U (3.26)
almnabilir. O halde;

K'=AnK (3.27)

olur. Tersine olarak ;
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KcX alt kiimesi 7 ya gore kapali olmak iizere K'=ANK olsun.K’ niin 1T, ya gore
kapali oldugunu gostermek igin; K =A—-K' kiimesinin t, ya gbre acik oldugunu

gosterelim:

K'=ANK=K} =(AnK); =A; UK; =QU(ANK;)=ANK} (3.28)

K% <X, 7 ya gore agik olmas1 ve Teorem 3.1.1 den dolay1 K¥ € 1, ya gore agiktir.
O halde ;
K', t, ya gore kapalidir.

Ornek 3.1.3: X={a,b,c,d,e} kiimesi tizerinde secilen bir topoloji asagidaki sekilde olsun.
t={J,X,{a},{a,b},{a,c,d},{ab,c.d},{ab,e}} ve X in bir alt kiimesi olarak A={a,c,e}

segilsin. A kiimesi tizerindeki T, topolojisine gére A nin kapalilarim1 bulalim.
T nun kapalilar ailesi
x={X,d,{b,c,d,e},{c,d,e},{b,e},{e},{c,d}} (3.29)

dir.t, ya gore kapalilar ailesi ise,

ANX=A, (3.30)
An {bcdel={ce}, (3.31)
An {be}={e}, (3.32)
An {c,dy={c}, (3.33)
An D=0, (3.34)
An {cd,e}={c.e}, (3.35)
An {e}={e} (3.36)

dir. Bunlardan yararlanarak
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KAZ{Aa @,{C,C},{C},{C}} (3.37)
olarak bulunur.

Teorem 3.1.3: (X,7) bir topolojik uzay, AcBc X ve (A,1,), (B,73) X in alt uzaylan
olsun. Bu durumda 1, topolojisinin A iizerine koydugu (t,), topolojisi, T, topolojisi ile

aynidir.

ispat:

(pla={ANBNU):Uet}={AnU:Ue1}=1, (3.38)
oldugu basitge goriiliir.

Tanmm 3.1.2: (X, t) topolojik uzayina ait bir 6zellik, bu uzayn biitiin alt uzaylarinda var ise,

bu 6zellige kalitsal 6zellik denir.

Teorem 3.1.4: (X,t) bir topolojik uzay, N(x); x € X noktasimin komsuluklar ailesi ve
(A,7,) da X in alt uzay: olsun. Bu durumda her x € 4 noktasinin (A,t,) alt uzayma gore

N,(x)={N, =NNA:NeN(x)} komsuluklar ailesi, komsuluk aksiyomlarinin saglar.

Ispat: N A(x) ailesinin x € A noktasmmin komgsuluk aksiyomlarinin sagladigini gostermek

icin komguluk aksiyomlarini gergekledigini gostermek yeterlidir.

[N.11 VN, e N, (x) i¢cin N, =ANN ve x€ A ve x € N olmasmndan

xeN, (3.39)
dur.

[N.2] VN, e N,(x) ve N, <M olsun. N, € N, (x) olmas1 komsuluk tanimindan

U, er, >0, cN, (3.40)

dir.
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N, cM ve U, « N, cM den ise agsagidaki durum elde edilir.

Me N, (x) (3.41)

dir.

[N.3] Herhangi N,,N/, € N, (x) alahm.

N,eN,(x)=3U0, e1, 53U, cN, (3.42)
ve
N, eN,(x)=>3U, e1, 53U, <N/, (3.43)

olur. [T.2] den U, nU, et, ve U, "U, c N, NN/, olmasindan

S

N, NN/, e N, (x) (3.44)
dur.

[N.4] VN, e N, (x) i¢in x€ U, < N, olacak sekilde U, €1, acik kiimesi vardir. Buna
gore Tanim 1.6’da yer alan komsuluk tanimindan U, igindeki her noktanin komgulugudur,

yani; Vye U, i¢in U, € N, (y) olmaktadir. U, < N, olmas1 ve [N.2] maddesinden dolay1

N, eN,(» (3.45)
drr.

(A, T, ) bir topolojik uzay oldugundan A nin bostan farkl herhangi bir B alt kiimesine degme
noktasi, yigilma noktasi, kapanis noktast, i¢ noktasi, dig noktas: tanimlanabilir. Hatta B nin
kapanss igi, dis1, sinur1, yogun olmasi, hicbir yerde yogun olmamast da tanimlanabilir.

Teorem 3.1.5: (X, ) bir topoloji k uzay, (4,7 ,) alt uzay ve B < 4 olsun. B nin 1 ya gére

kapanis1 Bx, T, ya gore Ba olmak iizere Ba = AN B, seklinde ifade edilebilir.



44
ispat: Vx e B4 olsun. x noktast, B kiimesinin t 4 Ya gore bir degme noktas1 oldugundan
VN, € N, (x) i¢in
BNN, 0 (3.46)

dir. Teorem 3.1.4’ten dolay1 N, = A "N oldugundan

xe ANN (3.47)
dir. O halde ;
(ANN)NB=NN(ANB)=NNB#J = xeB, (3.48)

ve X € A olmasindan
x e ANBy (3.49)
Bulunur. Bdylece

B, c AnBy (3.50)

olur. Tersine olarak Vx € A NBx olsun. Bu durumda x € A ve Vx e Bx dir. Bnin © ya glre

degme noktasi tantmindan Vx € N € N(x) i¢in

NNB#J (3.51)
dir. Buradan
(NAB)NA=(NNA)NB=N, "Bz =>x€eB, (3.52)

bulunur. Béylece
ANB, cB, (3.53)

(3.50) ve (3.53) den



45
B, =ANB, (3.54)

elde edilir.

Teorem 3.1.6: (X,7) bir topolojik uzay, (A,t, ) alt uzay ve B, 7 icin bir taban olsun. Bu
durumda B, ={B, = ANB:B e} ailesi, T, icin bir tabandir.

Ispat: VU’ e1, igin U'=UNA olacak sekilde Ue 1 olmasi ve B ailesi T igin bir taban

oldugundan
30 P altailesisU=|JB (3.55)
Beb
dir. Buradan
U'=UnA=J/BnA={BnA)= |JB, (3.56)
BeB Be0 B,eby

( 8, <B,) bulunur. O halde 7, nin her bir eleman1 f, nin elemanlarinin bazi birlesimleri

seklinde yazilmaktadir. Bdylece B, , T, icin bir tabandur.
Ayrica, B, ailesinin (b,) ve (b,) 6zelliklerini sagladig1 kolayca gosterilebilir.

X uzay1 ve A alt uzay1 Gzerinde iglem yaparken alt agik kiime kavramim kullanirken dikkat
etmemiz gerekir. Burada bahsi gecen agik kiimenin X ¢ mi yoksa A ya mu ait oldugu
kanstinnlmamalidir.

Eger, X in A alt uzay1 i¢in Y de agik olan bir U kiimesi, ayn1 zamanda Y nin topolojisine ait

ise bu durum bize U nun, Y nin bir alt kiimesi oldugunu gosterir.
Eger U kiimesi X in herhangi bir topolojsine ait ise o zaman U kiimesi X de agiktir denir.

Ozel bir durumda ise; Y fizerinde agik olan her kiime X {izerinde de agiktir.
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Ornek 3.1.4: X={a,b,c,d,e} kiimesi iizerindeki topoloji
1={J,X,{ab,c,d},{c,d,e},{a,b,c},{c,d},{d,e},{c},{d}} bu topoloji i¢in B tabam
B={J,X,{ab,c},{c,d},{d,e},{c},{d}} ve A= {a,c,d} =X olsun. A tizerindeki t, topolojisini
bulalim. '

Bo={B,=ANB:Be B} olacaktir. Elemanlarim olusturalim;

An D=0, (3.57)
An {ab,c}={ac}, (3.58)
An {d,e}={d}, (3.59)
An {d}={d}, (3.60)
ANnX=A, (3.61)
An {c,d}={c,d}, (3.62)
An {c}={c} (3.63)

olacagindan sonugcta;
BA :{ Qj,Aa {&C},{C,d},{c},{d}} (3°64)
elde edilir. Simdi bu kiimenin taban olma kurallartm sagladigini gosterelim.

b)) A= U B, oldugu agiktir.

Baefy

b,) B, ya ait herhangi iki elemamn arakesitinin kapsadig1 eleman da yine §§, ya ait olur.

Ornegin;
{a,c},{c,d} e B, icin
{actn{cd}={c}e B, (3.65)

dir. O halde bu bilgilere dayanarak
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T,={D,A,{a,c},{c,d},{c},{d}} (3.66)
seklinde bulunur.

Teorem 3.1.7: (X, 7) bir topolojik uzay, (A,t, ) alt uzay ve g, 7T i¢in bir alt taban olsun. Bu
durumda g, ={V, =ANV:Ve ¢} ailesi 1, i¢in bir alt tabandur.

Ispat: ¢ ailesi t© topolojisi igin bir alt taban oldugundan Tamm 1.17°deki alt-taban
tanimundan B = { |V : @ < gsonlu ailesi T igin bir tabandur. O halde VU e 7 igin

Veo

9cp>U=UB=U NV (3.67)

Beb Bed Veo
dir. Diger taraftan 7, nmn tanimindan
UnAert, (3.68)

dir. O halde

UnA=JUUvna=lJUvVna)=1J UV. (3.69)

Bef Veo Beb Veo B,e6, Va€0,

(9, g, sonlu,8, <B,) olur. Béylece 1, ya ait elemanlar g, nin elemanlarinin sonlu

kesigimlerinin birlesimi olarak yazilmaktadir.
G, T, igin bir alt tabandir.

Ornek 3.1.5: (R, 1) alistimus topolojik uzay, 0 < a, b > 1 olmak iizere segilen ¢ toplulugu, ¢
={(-0,b),(a,+©):a,beR}7 nun bir alt tabam1 ve A=[0,1]cR olsun. Bu durumda A

tizerindeki 7, topolojisi i¢in bir alt tabani bulalim.
Ga ={V, =ANV:Veg} oldugundan
An(a, +oo=(a,1],aeR, 0<a<i (3.70)

AN (-0,b)=[0,b), beR, 0<b<1 (3.71)
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olup, bunlardan yararlanarak ¢, asagidaki sekilde olur;
¢, ={[0,b),(a,b]:a,beR ve 0<a<1,0<b<} (3.72)
Kolayca gosterilebilir ki; g, , T, i¢in bir alt tabandur.

3.2 Fonksiyonlarla Olusturulan Topolojik Yapilar

Fonksiyonlarla topolojik yapilarin nasil olusturulduklarini vermeden 6nce, topolojinin temel

kavramlarindan biri olan siireklilik ve siireklilikle ilgili bazi temel 6zellikler verecegiz.

Bir fonksiyonun siirekliligi, bu fonksiyonun grafiginin hi¢ kesintiye ugramadan devam
ettigini ifade eder. Cesitli kaynaklarda siireklilik tanimim degisik sekilde verilmektedir.
Metrik uzaylarda gecerli olan bir noktada siireklilik tanumini bir anlamda topolojik uzaylara

genellestirecegimiz icin noktada sitireklilik tanim ile baglayacagiz.

Tanm 3.2.1: (X,7) ve (Y,t') herhangi iki topolojik uzay, f:X —>Y bir fonksiyon ve
X, € X olsun. Eger; f(x,) igeren Y deki her N’ komsulugu i¢in X de x, igeren bir N
komsulugu var ve 3f(N)c N’ ise, f fonksiyonunu x, noktasinda siirekli(notasal siirekli)

denir, Yahi;
F, x, e Xdasiirekli < V N' eN(f(x,)) i¢in AN € N(x,) 3 f(N) = N (3.73)

Teorem 3.2.1: (X,t) ve (Y,7') herhangi iki topolojik uzay f:X —> Y bir fonksiyon ve
X, € Xolsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir.

1. ffonksiyonu x € X noktasinda siirekli,
ii. V N'eN(f(x,))i¢in IN e N(x,) 3 Vxe N= f(x) e N dur,
iii. vV N' eN(f( x,)) i¢in IN € N(x,) > N < f(N) dur,

iv.V N' eN(f( x,)) igin £ (N) eN(x,) dr,
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v. VE’ e E(f(x,)) i¢in f*(E') eN(x, ) dur.
Ispat: i=1ii oldugu Tamm 3.2.1°de yer alan siireklilik tamimindan aciktir. Gergekten;
VN'e N(f(x,)) i¢in IN e N( x,)3f(N)c N’ yerine
VN’ e N(f(x,)) i¢in INeN(x,) 3 VxeN=>f(x)e N’ (3.73)
yazalir.
ii=>iii oldugu £ (N) ters gériintii tammindan agiktir.

iii=iv oldugu Teorem 1.1’de bahsedilen komsuluk aksiyomlarindan (N,) aksiyomu
nedeniyle agiktir. Clinkii;

Nc f(N) ve NeN(x) olmast ve (N,) den dolay:
£ (N) eN(x,) (3.74)
dir

iv=v komsuluklar taban1 kavramindan yararlanarak

E(f(x,))cN(f(x,)) olmasi ve V E' e E(f(x,)) i¢in

E’' eN(f(x,)) (3.75)
dir. (iv) madde dolayisiyla

£ (E") eN(x,) (3.76)
olur.

v=>1 VN'e N(f(x,)) i¢in yine komsuluklar taban1 kavramindan yarlanarak

IE eE(f(x,))>f(x,)e E' c N’ (3.77)
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yazabiliriz. O halde; (v) den

(B eN(x,) (3.78)
dir. Ozel olarak; N=f'(E") almirsa

fN)=Rf " (EN)cE c N’ (3.79)
elde edilir. Boylece; VN’ € N(f(x,)) igin

AN=f"(E") eN(x,)> f{N)c N’ (3.80)
dir. Tamim 3.2.1°de anlatilan siireklilik tanimina gore f, x, da siireklidir.

Ornek 3.2.1: X, biitiin tek nokta kiimeleri agik olan bir topolojik uzay, Y herhangi bir
topolojik uzay ve f: X — Y bir fonksiyon olsun. Bu durumda f herhangi bir x € X noktasinda
streklidir. Gergekten; f(x) 1 igeren Y nin her A agik alt kiimesi veya f(x) in her N’ komsulugu

igin,
xe f(A) =>xe {x}c £7(A) (3.81)
veya
xe f1(N) =xe {x}c £7(N) (3.82)

ve {x} tek nokta kiimesi agik oldugundan
f1(A), £1(N) eN(x) (3.83)
dir. Béylece f, x noktasinda siireklidir.

Tanim 3.2.2: (X, 7) bir topolojik uzay ve f de X tizerinde tanimli bir fonksiyon olsun. Eger f
fonksiyonu VxeX icin siirekli ise, f fonksiyonuna X topolojik uzayinda siirekli, dier bir
deyimle diizgiin stirekli denir.
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Teorem 3.2.2: (X, 1) ve (Y, ') herhangi iki topolojik uzay ve f: X — Y bir fonksiyon olsun.
Bu durumda agagidaki ifadeler denktir.

i. f, X topolojik uzayinda siirekli

ii.Y topolojik uzayindaki her agik alt kiimenin f altindaki ters goriintiisii X de agiktir, yani
V Vet igin f1(V) e dir

Ispat: i=ii V Ve 1’ igin £(V) cX olsun.Vxe £ (V) igin

fx)eV (3.84)
dir. V agik oldugundan icindeki her noktamin komsulugudur. O halde;

VeN(f(x)) (3.85)
olur. f in stirekli olmasi ve iistte ispatlanan Teorem 3.2.1 in iv. 6zelliginden dolay1

(V) eNx) (3.86)
dir. Yani; £7'(V)igindeki her noktamin komsulugudur. O halde; £ (V) aciktr.

ii=iV Vet igin £ (V) e 7, xeX herhangi bir nokta ve N’ e N(f(x)) olsun. Bu durumda
f(x)e VN’ olacak sekilde Ve ©° vardir. £7(V) acik oldugundan

(V) eNx) (3.87)
olacaktir. O halde

f(f(V)) cVc N’ (3.88)
dir. Boylece x € X keyfi oldugundan f, X topolojik uzayinda stireklidir.

Teorem 3.2.3: (X,1) ve (Y, t') herhangi iki topolojik uzay ve £:X —Y bir fonksiyon olsun.
Bu durumda asagidaki ifadeler denktir.

i. f X topolojik uzaymnda siirekli,
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ii.Y deki her K kapah alt kiimesi i¢in £ (K), X de kapalidur.

Ispat: (i)= (i) Her K'Y kapali alt kiimesi i¢in Y-K=K° kiimesi Y de agik ve f siirekli
olmasindan £7(K), X de agiktir. Ayrica;

f1EK)=(£1(K))* agik = £ (K) kapali (3.89)
dur.

(i))=> (i) YACY agik alt kiimesi igin A° , Y de kapalidir. Hipotezden f(A) kiimesi X de
kapalidir. Ayrica;

1K) =(f(K))* kapalr = f*(A) agiktir. (3.90)

Teorem 3.2.2°de verilen siirekli fonksiyonlarin ters goriintiilerin ac¢ik olmasim igeren

teoremden dolay: f siireklidir.

Ornek 3.2.2: (X, t) ayrik topolojik uzay, (Y,t’) herhangi bir topolojik uzay ve £:X —Y bir
fonksiyon olsun. Bu durumda f fonksiyonunu X topolojik uzayinda siireklidir.
Gergekten;

V Vet aggiigin (V) X dir. X in her alt kiimesi agik oldugundan
£ (V) et (3.91)
dir.

Teorem 3.2.4:.(X,T) ve (Y,1') herhangi iki topolojik uzay, B ile ¢ aileleri X topolojik
uzaymin, 3 ile ¢ aileleri Y topolojik uzayimun sirastyla taban ve alt tabanlart ve £:X—Y bir
fonksiyon olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir:

(i). f, X topolojik uzayinda siirekli
(). V A’ egigin £ (A’) e dir,

(iii). V B’ € B’ icin £ (B') e T dir.
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Ispat: (i) = (@) ¢ < 1’ olmas1 ve Teorem 3.2.2°den ispat agiktir.
(ii) = (iii) V B’ e B’ kiimesi i¢gin ¢ niin alt taban olmasindan

B'={1A9' cg (3.92)

Aco

(¢' sonlu) dir. Hipotezden V A' € ¢' igin ' (A') € © dir.(t,) den

N f'an=ft(N A)=f"(B)er (3.93)
Alsq’ Aeq'
olur.

(il))=> (1) VU’ e t’ igin B’ taban oldugundan

U'= UB,0' cp’ (3.94)

Beb
dir. Hipotezden V B’ € @' igin £ (B’)e t dir. O halde

1 (U)=f" (UeB)=Uf“ (B") (3.95)
Bel
ve (t,) den £ (U’) e 1 dir. Bdylece £, X topolojik uzayinda siireklidir.

Teorem 3.2.5: fi(X,t)—>(Y,t’) siirekli bir fonksiyon ve g:(Y,t’)—>(Z,1") siireki bir
fonksiyon olsun. Bu durumda gof : (X,1)—(Z,t") bileske fonsiyonuda siireklidir.

Ispat:V A" e v acik kiimesi igin g siirekli oldugundan g™ (A®), Y de agiktir, f siirekli
oldugundan £ (g7 (A™)), X de agiktir.

(2o =f og™ oldugundan

7 (g7 (A") =(f"og™)(A") = (gof) " (A") (3.96)

dir. Teorem 3.2.2°den dolay1 gof siireklidir.
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Tamm 3.2.3: (X, 1) ve (Y, 1) topolojik uzaylar, (A,1,) X in alt uzay1 ve fA—>Y, gX—->Y
fonksiyonlar1 verilmis olsun XY ve A nin topolojik yapiya sahip olmalan gerekli degil. Bu
durumda her x€ A icin f(x)=g(x) oluyorsa, g fonksiyonuna f nin X ¢ genislemesi (extension)

ve f fonksiyonuna da g nin A ya kisitlamasi denir ve kisitlama f=g|A seklinde gosterilir.

Bilindigi gibi bir fonksiyonun siirekliligi topolojik uzaylarda verilen topolojilere baglidir.
Eger verilen kiimeler tizerinde birden fazla topoloji varsa, siirekliligin hangi topolojilere gore

oldugu acik¢a yazilmalidir.

Teorem 3.2.6: g:(X,7) > (Y,t') fonksiyonu siirekli (t-1' sitirekli) ve (A,7,) alt uzay
olsun. Bu durumda f=g|A:(A,7,) > (Y,7) kistlannug fonksiyonu da siirekli (1, — 7'

stirekli) dir.

Ispat: g fonksiyonu siirekli oldugundan, YV e ' igin

g' et (3.97)
dir. Diger taraftan; £ (V) =(g|A)" (V) =g (V)N A olmasindan,

g (V)nAer, (3.98)
bulunur. O halde; f =g| A kisitlanmis fonksiyonu stirekli(t, — ' siirekli) dir.

Tanmm 3.2.4: (X,7) ve (Y,1') topolojik uzaylar ve £ : X — Y bir fonksiyon olsun. X in her
acik alt kiimesinin f fonksiyonu altindaki goriintiisii Y de agik ise, f ye a¢ik fonksiyon ve X in
her kapali alt kiimesinin f fonksiyonu altindaki goriintiisii Y de kapali ise, f ye kapali

fonksiyon denir.

Tanmm 3.2.5: (X,7) ve (Y,t') topolojik uzaylar ve £:X — Y bir fonksiyon olsun. Eger f

fonksiyonu siirekli ve tersi £ var ve ™' de siirekli ise, f ye bir homeomorfizm veya
topolojik dontisiim denir. Eger X ile Y uzaylar1 arasinda bir homeomorfizm varsa, X ve Y

topolojik uzaylarina homeomorf{topolojik denk) uzaylar denir.

Tanmm 3.2.6 : Topolojik uzaylarda homeomorfizm altinda degismeyen (korunan) 6zelliklere

topolojik 6zellik (topolojik invaryant) denir.
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Senug 3.2.1: (X,7t) ve (Y,t') topolojik uzaylar, f: X — Y bir homeomorfizm ve f(A)=B
olmak iizere (A,t,) ve (B,ty) alt uzaylan olsun. Bu durumda f|A:(A,7,) > (B,7'5)

kisitlanmus fonksiyonu bir homeomorfizmdir.

Ispat: f bire-bir ve orten oldugundan f|A da bire-bir ve drtendir. Gergekten; Vx,y € A igin
(f1AY)=(f|A)(y) olsun. Vxe A i¢in (f]|A(x)=f(x) olmasi Tamm 3.2.3’te agiklanan

bir fonksiyonun kisitlamasi tanimindan ve f nin bire-bir olmasindan
(A=A =) =1(y)=>x=y (3.99)

dir. f|A mnn o6rten olmas: hipotezde verilmisti. Diger taraftan f nin siirekli olmasi f|A
kisitlamasimin siirekli olmasini verir. Teorem 3.2.6’da agiklanan kisitlanmig fonksiyonun
siirekliligi ve £~ in siirekli olmasindan f™'|B nin siirekli olmasim verir. Béylece f|A bir

homeomorfizmdir.

Tanmm 3.2.7: (X,d) ve (Y,d') metrik vzaylar ve f:X — Ybir fonksiyon olsun. Eger;
Ve>0 igin 36>0 sayis1 3 Vx,ye X,d(x,y) <d=d'(f(x),g(y)) <¢ ise, f fonksiyonuna

diizgiin siirekli denir.
Sonug 3.2.2: Diizgiin siirekli bir fonksiyon siireklidir, ancak bu ifadenin tersi dogru degildir.

Ornek 3.2.3: (X,d) metrik uzay ve Vx,yeX igin d(f(x),f(y)) =d(x,y) sartiu saglayan
her f:X—>X fonksiyonu dizglin siireklidir. Gergekten; Ve>0 ve Vx,yeX igin
d(x,y) <3 oldugunda durumda d(f(x),f(y))<e olacak sekilde § =g sayisi bulunabilir.
Dolayistyla;

Ve>0 ve Vx,yeX icin d(x,y)<d oldugundan d(f(x),f(y))<e olur ki bu da f nin
diizgiin stirekli olmas1 demektir.

Simdi geldigimiz noktadan tekrar bu boliimiin bashifina geri dénecek olursak, mevcut
topolojilerden faydalanarak yeni topolojik yapilarin olugturulmasinda artik fonksiyonlardan
faydalanabiliriz. Cilinkii siireklilik ve siirekli fonksiyonlarin temel bazi Ozelliklerini artik

biliyoruz.



56

Teorem 3.2.7: X #J herhangi bir kiime, (Y,t') bir topolojik uzay, f: X — Y bir fonksiyon
ve {f'(V):Vet}=1*cP(X) ailesi verilmis olsun. Bu durumda t* ailesi f fonksiyonunu

siirekli kilan X #izerindeki en kaba yapili topolojidir.

Ispat: Once gosterelim ki v = {f'(V): Ve1'} ailesi X fizerinde bir topolojidir.

t) G, Xet*?

et ve (D)= oldugundan

Dert* (3.100)
dir

Y et ve /Y =X oldugundan

Xet* (3.101)

dir.

t,) Herhangi {W;},,, € 1* (J sonlu) i¢in (W, € t*?
ieJ

Viel i¢gin W; et* oldugundan W, =f7(V,) olacak gekilde V; et vardir. O halde;

Viel igin W, =f7'(V,) oldugundan

ﬂVVi=ﬂf"’(Vi)=f"](ﬂJVi) (3.102)
iel i} ie
dir. (t,) ozelliginden (1V; €' olmasindan

iel

AW, et* (3.103)

iel
bulunur.

1) {W;}g ct*igin UW, e t*?
iel
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Vieligin W, € t* oldugundan W, =f(V,) olacak sekilde V, € v vardir. O halde; Viel
igin W, =f"(V,) oldugundan

Uw, =LeJlf“‘(Vi)=f*‘(UIVi) (3.104)

iel

olur. (t;) 6zelliginden UV, € 7' olmasindan
iel

UW, et* (3.105)
iel

bulunur. O halde; 1* X iizerinde bir topolojidir. Difer taraftan her Vet igin
£(V) € 1*olmasindan Teorem 3.2.2°den f fonksiyonu bu topolojiye gore siireklidir. Son

olarak gosterelim ki; f fonksiyonunun siirekli kilan X iizerindeki en kaba yapili topoloji ©*
dur.

Kabul edelim ki, X kiimesi lizerinde t* dan baska f fonksiyonunu siirekli kilan topoloji T

olsun. Bu durumda ; f:(X,t') = (Y, ') siirekli olmasinda VV € 1' igin

£f1(V) (3.106)
dir. ©* 1n elemanlarimn olusumundan V£ (V) e t* icin £ (V) €t oldugundan

™vCT (3.107)

dir. O halde; ©*, f fonksiyonunu siirekli kilan en kaba yapili topolojidir.

Tanim 3.2.8: X # & herhangi bir kiime, {(Y;,t;):1 eI topolojik uzaylar ailesi ve Vie 1 igin
f,: X Y, fonksiyonu verilmis olsun. X kiimesi {izerindeki topolojik yapilar arasinda
{f; :ie} fonksiyonlarindan her birini siirekli kilan en kaba topolojiye t* diyelim. Bu 1*
topolojisine {t,:I1eI} topolojiler ailesinin, {f,:icI} fonksiyonlarina gére, baslangig
(izdtigel) topoloji, (X,1*) uzaywna da {(Y;,7;):i€l} uzaylannmn {f;:ieI} fonsiyonlarina

gore baslangi¢ (izdiisel) uzayr denir.
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Teorem 3.2.8: (X,71%),{(Y,,7;):1 €1} uzaylannm {f,:ieI} fonksiyonlarina gére baslangig

uzay1 olsun. Bu durumda ;
c={f7(V,):3iel i¢in{V, e T;} ailesi T* i¢in bir alt tabandr.
ispat: ¢ = {{f,” (Vy):diel igin V, e 1, ailesinin biitiin sonlu ara kesitlerinden olugan

B= {{fn] f:l V))}: f:l (V,)e ¢} ailesinin taban olma sartlan olan (b,) ve (b,) yi saglar. O
a=l = *

halde; Teorem 2.3.2’den P ailesinin taban, g ailesinin de alt taban oldugu X iizerinde bir
topoloji vardir. Bu topolojiye T diyelim.

Teorem 3.2.4’1in (if) aksiyomundan

cct* (3.108)
dir. Bu da Teorem 3.2.7°den

Tcrt* (3.109)

olmas:1 demektir. Diger taraftan {f,:iel} fonksiyonlar1 X iizerinde T topolojisine gore

stirekli olmasi ve Teorem 3.2.7°den

T (3.110)
dir. O halde
™*=T (3.111)

dir. Boylece ¢, T* igin bir alt tabandur.

Sonug 3.2.3: {X,1*}{{Y;,7,)i € I vzaylarinin {f; :i<1} fonksiyonlarna gore baslangic uzay

ve Viel igin B,,; topolojileri igin taban olmak tizere

¢ ={A=f"(B,):Jiel igin B, €B,} ailesi T* icin bir alt tabandr.
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Ispat: ¢’ niin tammindan
¢cg (3.112)

dir. O halde; ¢’ niin alt taban olarak X iizerinde iirettifi t' topolojisi t* dan daha ince

degildir. Yani
Tct* (3.113)
dir. Diger taraftan VB, €, i¢in

£ B)egc (el (3.114)

olmasi Teorem 3.2.4 {in (iii) aksiyomundan f; fonksiyonlan1 7' topolojisine gore siireklidir

Teorem 3.2.7°den dolay1

et (3.115)
dir. O halde

=1 (3.116)

dir ve boylece ¢', T* igin bir alt tabandir.

Teorem 3.2.9: X = herhangi bir kiime, (Y,t') bir topolojik uzay, f:Y —> X bir
fonksiyon ve {W c X:f'(W)e1'}=1.cP(X) ailesi verilmis olsun. Bu durumda z, ailesi
fonksiyonunu siirekli kilan X iizerindeki en ince yapili topoloji sonug topoloji, tiimel

topolojidir.

Ispat:

t,)0,Xe1.?

(D) = € ' oldugundan

et (3.117)
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dir.

f1(X)=Y et oldugundan

Xer. (3.118)
drr.

t,) Herhangi {W.},., c T. (J sonlu) i¢in (1 W, € 1.2

i H
iel

Viel i¢in W, € . oldugundan

f'f(W)ert (3.119)

dir. ' topoloji oldugundan 1' ya ait elemanlarin herhangi sonlu sayidaki elemanlarinin ara
kesiti yine 1' ye aittir, yani VieJ igin

f‘(Wi) eT= ﬂf“‘(Wi) =3 f‘(Wi) = f‘(ﬂWi) et (3.120)
iel iej

dir. O halde;

NW, et (3.121)

ieJ

bulunur.

t;) Herhangi {W;)

i C T icin UW, e 1.?
iel
Viel i¢in W, e . oldugundan

fi(W,)er (3.122)

dir. 1' topoloji oldugundan, t' ye ait elemanlarin keyfi birlesimleri de t' ye aittir, yani Viel
igin

f‘(Wi)e‘c':>Ulf"l'(Wi)=f‘('UlWi)e'c' (3.123)
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dir. O halde ;

UW, e (3.124)

iel
bulunur. Béylece; T. ailesi X iizerinde bir topolojidir.

Diger taraftan; VW € 1. igin f'(W) e 1" olmast Teorem 3.2.2°den f fonksiyonu bu topolojiye

gore siireklidir.
Son olarak gosterelim ki f fonksiyonunun siirekli kilan en ince yapili topolojiz, dir.

Kabul edelim ki X kiimesi iizerinde 7, dan baska f fonksiyonunu siirekli kilan herhangi bir

topoloji T olsun. Bu durumda ;
f:(Y,7") - (X,7) olmast ve YW et igin f'(W) e t'dir. W € 1. oldugu icin de
TCT. (3.125)

dir. O halde; 7., f fonksiyonunu siirekli kilan en ince yapili topolojidir.

Tanmm 3.2.9: X = herhangi bir kiime, {{Y,,t;):i €I} topolojik uzaylar ailesi ve Viel
icin £; : 'Y, = X fonksiyonlann verilmis olsun. X kiimesi {izerindeki topolojik yapilar arasinda
{f; :ieI} fonksiyonlarindan her birini siirekli kilan topolojilerin en ince yapilisina 1, diyelim
Bu 1. topolojisine {ti€l} topolojiler ailesinin, {f;:ieI}fonksiyonlarina gore sonug
topoloji ve (X, 1.) uzayma da {{Y;,t,):1 eI} topolojik vzaylarmm {f, :ieI} fonksiyonlarina

gore sonug uzay1 denir.

Ornek 3.2.4: X = {a,b,c}birkiime, Y = {1,2,3},t = {3, Y,{1},{2,3}} Y uzennde bir topoloji
f:Y — Xfonksiyonu agagidaki sekilde tanimlanmis olsun.

£(1)=b, f(2)=c, f(3)=b

Bu durumda f'yi siirekli kilan X iizerindeki topolojiyi bulalim.
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Coziim: X ={a,b,c} kiimesinin {J,X,{a},{b},{c},{a,b},{b,c},{a,c}} alt kiimelerinin f
fonksiyonu altindaki ters goriintiilerin = da olanlarin kiimesini yazalim.

f'(2)=2, (3.126)
f'X)=Y, | (3.127)
f'({a}} =9, (3.128)
f1({b}) = {1,3}, (3.129)
f'({ch) = {2}, (3.130)
f'({a,b}) = {1,3}, (3.131)
f'({b,c}) =Y, (3.132)
f'({a,c}) = {2} (3.133)
olduguna gore

T, = {W c X: f'(W) et} = {@,X, {a}, {b,c}} (3.134)

olarak bulunur. Bu 1, ailesi X tizerinde bir topolojidir.

3.3 Kartezyen Carpim Uzaylan

Tanmm 3.3.1: 1= bir indis kiimesi olmak tizere, Viel i¢in X, # & kiimelerinin kartezyen
garpimi

X=][X ={f:I>UX, :f() =1, eX,,Viel} (3.135)
iel

iel

seklinde yazilir. Burada f,, f nin i. koordinati, X; ise, X in i. ¢arpim kiimesidir.
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Eger 1 indis kiimesi sonlu ise, yani i = {1,2,...,n} ise, kartezyen ¢arpim

x=T]x, (3.136)

i=1

olup, her bir f e I_IXi elemam f=x alinirsa, bilinen swrali n-lidir.Yani x = (X,,X,,....,X,)

i=1

dir. Boylece
X=]]X; = {{xpXpsen X )%; €X;,i = 1,2,....,0} (3.137)
i=1

dir. Eger, I=N ise, kartezyen ¢arpim

X=X=][X; = {{xpXp%s)ix; €X; ,i=123..} (3.138)

i=1

olur. Eger, Viel i¢cin X, =X ise,bu durumda kartezyen carpim kiimesi, I dan X e biitiin
fonksiyonlarin kiimesi olarak yazilir, yani

IIx =X (3.139)

iel

dir. Eger, A; ¢ X ise, HA ; kiimesi HXi kartezyen ¢arpiminin altkiimesi olup,
j

iel

[IA,={f:f@eA} (3.140)

seklindedir.

le_IXi kartezyen carpimindan her bir X; j. carpana, j. izdiisim fonksiyonu diye

iel

adlandirilan dogal bir H,- fonksiyonu vardir, yani

[Iix=T];x=T[X=>X.x>]];®=x; (3.141)

iel
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dir. Eger, Vi e ligin X, topolojik vzay, yani (X,,T;) ise, HXi kartezyen garpim, topolojik

iel
vzaylarimin ¢arpimidir. Bu ¢arpim iizerine topolojik yap:1 koymak istiyoruz. Ancak konunun
anlasilmast i¢in 6nce sonlu kartezyen carpim da, topolojinin nasil olusturuldugunu verelim:
(X;t) ve (X,,T,) topolojik wuzaylar ve bunlanin kartezyen c¢arpim kiimesi
X=I2_[Xi ={{x,,X,):X, €X,,x, € X,} ve l_LX—>Xi : 1=12 projeksiyonlar olsun. Bu
i=1
durumda Tanim 3.2.8’de agiklanan baglangic uzay tanimi ve teorem 3.2.8’de yer alan alt-

taban ispatindan Hi izdiiglim fonksiyonlarimin siirekli kilan X {izerindeki en kaba yapilt

topolojiyi bulabiliriz, Soyle ki;

A={'(V):V, €1,i=12 = {V,xX,,X,xV, : V, €7,,V, €1,}  ailesini alahm Bu

ailenin elemanlarinin her sonlu kesisimin olusturdugu aile

B={N A:pcflA: sonlu} = {(V,; xX,)N(X;xV,)=V,xV,:V, e1,,V, e1,}
Aeg

olsun. P ailesi (b, —b,) sartlarim1 saglar. Gergekten;

b,) X=UB= U (V,xV,)oldugu agik, ¢iinkii X, €1,X, €1, dir.
Bep

VixV,ef

b,) Hethangi V, x V, , v;xv, €B i¢in (V, x V,)N(y,xv,)=(V, nv)x(V,"V,)

ve (t,) den V,Nv, € 1,,V,Nv, €1, oldugundan
(Vixv)n(V,xv,) e (3.142)
dir. O halde ; Teorem 2.3.2’den

t={UB:0cP={ U (V,xV,):0cp} (3.143)

1XV, €0

ailesi X tizerinde bir topolojidir. Bu topolojiye T, ile T, nin carpim topolojisi (veya

| Tychonoff topolojisi), (X,7) uzayina da kartezyen ¢arpim (veya ¢arpim) uzay: denir.
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Béylece g < B < 7 olup i= 1,2 i¢in H:l (V;) € T olmast Hi , 1= 1,2 izdiigiim fonksiyonlari

sureklidir.

Ayrica VV;xV, eB igin [[(V;xV,)=V, e, olmasindan da []. , i = 1,2 izdiisim
fonksiyonlar1 agik fonksiyonlardir.

Sonug¢ 3.3.1: (X,7) kartezyen carpim uzay: ve Vc X olsun. Bu durumda V nin agik olmast
icin gerek ve yeter sart V, =(%,,X,)eV iginx,eV,, €1, Xx,eV,, €1, olmak iizere V
kiimesinin V= {J (V,, xV,,) seklinde olmasidir.

xeV

Ornek 3.3.1: X, ={a,b,c},X, = {1,2} kiimeleri {izerindeki topolojiler sirastyla
T,={9,X,,{a},{b,c}} ve 1, ={J,X,,{1}} olsun. Bu durumda

X={(a,1),(a,2),(b,1),(b,2),(c,1),(c,2)} olur. Simdi kartezyen ¢arpim kiimesi lizerindeki ¢arpim

topolojisini bulalim:

Il :X-> x,]], :X— X, projeksiyonlar: igin

S ={1_L_—1 V):Vier,V,et,}={V,xX,,X,xV,:V, e1,,V, €1,} ailesini olusturalim.

i=1 igin

[T @)=2xx,=2, (3.144)
[T xX)=X,xX,, (3.145)
olur.

[T (ah={a}x{12}= (@@}, (3.146)

TT (bed) = {bierx {1,2} = {(b,1),(0,2),(c,1)(c,2)} (3.147)
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i=2 igin

[ @=xx2=2, (3.148)
[T X)=XxX, (3.149)
olur.

[T, (1h=1{abecx{1} = {&ib,1.cD)} (3.150)
dir. O halde,

¢ = {@ X {1),@}L{b1):b.2),(e:1).2)}, {(@1),0,1), 1)} (3.151)

olarak bulunur. ¢ nin elemanlarmnin her sonlu kesigimi f ailesi olacagindan

B={Aﬂ A:0 c ¢ sonlu}=

@ QX{(aﬂ 1 )’ {(b7 l )’(07 1 )’ {(a) 1 )’(a72)’ {(b’ 1 )’(b’2)9(07 1 )7(c’2)’ {(a’ 1)’(b’ 1 )9(07 1)} } (3 M 1 52)

olarak bulunur. Kolayca gosterilebilir ki B ailesi (b, —b,) sartim saglar. O halde; B mn
elemanlarimin birlesimlerinden olusan t ailesi :

t={UB:0cB}=

Beb

I, X,{(a1)},{(a,1),(b,1),(c,1)},{(a,1),(a,2)},{(b,1),(b,2),(c,1),(c,2)},
{(b,1),(c,1),{(a,1),(b,1),(b,2),(c,1),(c,2),{(b,1),(c,1),(a,1),(a,2) } } (3-153)

olarak bulunur.

Tanmm 3.3.2: I# & kiimesi bir indis kiimesi olmak izere, (X,,7,), il topolojik uzaylar
ailesi, X=l_[Xi carpim kiimesi ve Hi :X=1_IXi —X, izdiisiim fonksiyonlan olsun.Viel
iel iel
igin [ ], izdiisim fonksiyonlarim siirekli kilacak sekildeki X=] [ X; kiimesi {izerindeki en
iel

kaba 7 topolojisine kartezyen carpim veya sadece ¢arpim (Tychonoff) topolojisi ve (X, 7)
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ikilisine de kartezyen ¢arpim veya sadece garpim uzay1 denir. Teorem 3.2.8’e gére 7 garpim

topolojisinin bir alt tabam
o={[ ], X;xV:j=iVier} (3.154)
ailesi ve tabani ise

B={IT, V)Tl (V) n T (Vi)=TT, X% Vi x Vi x..x

Vi J#1,,...0,.Vi, e14,V, €15,V €T, } (3.155)

1

ailesidir. Yine Teorem 3.2.7 ye gire, 7 ¢arpim topolojisinin iki alt tabani tanimlayabiliriz:
—l . -
s={II, ®)=]I, X,xB;;j#i B, e}, (3.156)

o’ ={IT, @n=TI, X,x4:j#i, 4}, (3.157)

Tamm 3.3.3: (X,,7,), (X,,T,) topolojik uzaylar, (X,7) ¢arpim uzayr ve x = (X,,Xx,) €X

olsun. x noktasinin komsulugu Tamm 1.6°da verilen tamim dogrultusunda
NeNEx) & IVcecXaxeVceN

dir. Kartezyen carpim uzayl tanimindan yararlanarak bir V agik kiimesi agagidaki gibi
tammmlayalm, V= U V_ xV_,,V_ e1,V,, 1, seklinde tammmlandigindan

(x1,%5)eV
NeNEx)e IV, e1,IV,, €1, 3 x=(X,,X,)e V,xV,cVcN (3.158)
dir. Ayrica
NieNEx) IV, et 3%, eV, cN, veN,eN(x,) =3V, e, 3%, €V,, N, olup,
X=(x%,,%X,) €V, xV, cN,xN, (3.159)
dir. Boylece ;

N, xN, =N e (x) (3.160)
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4. SONUC

Bu ¢alismada “Topolojik Yapilarin Kurulma Yontemleri” incelenmistir. Topolojik yapilarin
daha iyi anlasilmasi igin temel tanmim ve teoremlerden yararlamlmis olup, topolojilerin
kurulma metotlan detaylar ile agiklanmistir. Bu bilgilere ek olarak fonksiyonlarda siireklilik

kavramu ile bilgiler sunulmustur.
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