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OZET

Bu c¢alismada, Riemann uzayinda yari-simetrik metrik konneksiyona ait egrilik tensorii
tizerine baz1 konular incelenmisgtir.

o : : : . h
Bilindigi lizere yari-simetrik metrik konneksiyona ait T l}‘ konneksiyon katsayilari, {}
Y

fonksiyonlari ikinci cins Christoffel sembollerini g&stermek iizere

h
b b b
rij ={ij}+6_jpi —g;P

bggmht151yla verilir. Burada p; keyfi secilen bir kovaryant vektdr alamnin bilegenleri olup,
p =g "p, dir.

Bu ¢aligma ii¢ boltim icermektedir.

Birinci béliimde, Riemann uzayinda yari-simetrik metrik konneksiyon ile ilgili temel tanum ve
Ozelikler verilmistir.

Ikinci béliimde, ilk olarak, yari-simetrik metrik konneksiyona ait egrilik tensérii tizerine bazi
bagintilar elde edilmistir. Sonra, Riemann konneksiyonuna ait Schur teoremi, yari-simetrik
metrik konneksiyona sahip Riemann uzayina genellestirilmistir.

Ugtincii béliimde, yari-simetrik metrik konneksiyona gore ayrlabilir egrilik tensoriine sahip
rekiirant Riemann uzaylan ¢alisilmistir.

Anahtar Kelimeler: Riemann konneksiyonu, yari-simetrik metrik konneksiyon, kesitsel
egrilik, reklirant uzay, ayrilabilir egrilik tensérii.



ABSTRACT

In this work, some subjects on the curvature tensor of a metric semi-symmetric connection in
Riemannian space are studied.

- . . . . . b .
It is known that a metric semi-symmetric connection coefficients I'; are given by

h
ri;l = {ij}‘*‘ 6?pi "gjiph

ij
arbitrary covariant vector field and p"=g"p,.

h
where, { } denote the Christoffel symbols of second kind and p; are the components of

This work contains three chapters.

In chapter I, the fundamental definitions and properties on a metric semi-symmetric
connection in Riemannian space are given.

In chapter II, some relations on the curvature tensor of a metric semi-symmetric connection
are firstly obtained. Next, the Schur theorem concerning the Riemannian connection is
generalized to a metric semi-symmetric connection in Riemannian space.

In chapter III, on the recurrent Riemannian spaces having decomposable curvature tensor with
respect to metric semi-symmetric connection are studied.

Keywords: Riemannian connection, metric semi-symmetric connection, sectional curvature,
recurrent space, decomposable curvature tensor.
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1.GIRIS
n-boyutlu, g; metrik tensoriine sahip Riemann uzayini V,, ile gosterelim.

Vyuzaymda tanimh V Riemann konneksiyonuna ait {11{} konneksiyon katsayilart
J

i 1im ag'm 0 n ag
L[ Ot 2 &
ik 2° lax* e ax |

bagintist ile tanimlanir (Weatherburn, 1966).

Vh uzayinda tanimli V yari-simetrik metrik konneksiyonuna ait I’i}‘ konneksiyon katsayilari

»_ B h h
Ii=<.1+8,p,—g;P (1.2)
n '

seklindedir (Yano, 1970; Imai, 1973; Amur, 1978). Burada p; fonksiyonlar1 keyfi segilen

kovaryant bir vektor alamnin bilesenleri olup, bilesenleri p" olan kontravaryant vektor alan

p'=g"pa (13)
seklinde tanimlanmustir.

Bilindigi tizere V,; Riemann uzayinin gj; metrik tensori

Vig; =0 (1.4

bagintisini gergekler.

gi; metrik tensériiniin V konneksiyonuna gore kovaryant tiirevi

0g; h h
__L—gihl_‘llj _gjhrlli (1.5)
dir. Burada (1.2) bagintisi kullanilirsa,

L R B O S O B L URPY P (1.6)
kgij_axk i Kj «P; — 8P Ein ki xP; &P .

elde edilir. (1.4) bagintisi dikkate alindiginda



j h h ‘ N N
Vg =—_—gih{ J}—gjh{ }“gikpj "’gihgkjpl ~ 8P +gjhgkipl

h

=—8ixP; +8u8yP —8iPi +gjhgkiph

== D; + 8088 " Prm — P + €388 Doy

==guD; T &yPi ~ &P + 8D (1.7
ve buradan da
V.g; =0 (1.8)

bulunur. Bulunan bu son bagint1 V yarl-simefrik konneksiyonunun bir metrik konneksiyon

oldugunu ifade eder.

V, uzayinda V ve V konneksiyonlarina ait karigik egrilik tensorlerinin lokal bir koordinat

sistemindeki bilesenleri sirasiyla,

el

Ry, =0, I} =6 + T, I —Th I (1.10)

km* ji jm
seklinde tanimlanmigstir (Imai, 1973).

Vo Riemann uzayinda V ve V konneksijronlarma ait kovaryant egrilik tensorlerinin

bilesenleri sirasiyla,

Ky = ng;(ji (1.1D)
Ry = ngLji ' (1.12)
seklindedir.

V, Riemann uzayinda V Riemann konneksiyonuna ait K kovaryant egrilik tensorii
Ko =K (1.13)
Kijkl = Kklij ‘ (1.14)

Kkjih +Kjikh +Kikjh =0 (1.15)



lekjim +kajlim +VjKIkim =0 (1.16)

bagintilarim ger¢ekler (Weatherburn, 1966).
(1.15) ve (1.16) bagntilar1 birinci ve ikinci Bianchi 6zdeslikleri olarak bilinir.

V, Riemann uzayinda tanimli V yari-simetrik metrik konneksiyonuna ait Ricci 6zdesligi
ViV, -V, Vi, = ’athltki - aitR{kj -2(V,ay )F[Ek] (1.17)

bagintist ile verilir (Imai, 1973). Burada I}, ifadesi, I'; nin I, k indislerine gore antisimetrik

kismi olup,

r[tlk] = ‘12‘(r1:< - Fl:l )

-~ -5t (1.18)

seklindedir.



2. SCHUR TEOREMININ UZERINDE YARI-SIMETRIK METRIK KONNEKSIYON
TANIMLI Vo RIEMANN UZAYINA GENELLESTIRILMESI

Bu béliimde V, Riemann uzayinda V Riemann konneksiyonu igin bilinen Schur teoremini V
konneksiyonu i¢gin genellestirecegiz.

Bunun igin once, V yari-simetrik metrik konneksiyonuna ait Ry; egrilik tensorii ile V
Riemann konneksiyonuna ait Ktﬁ egrilik tensori arasindaki bagintiy1 veren asagidaki teoremi
ispatlayalim.

Teorem 2.1: K" ve R sirasiyla V, Riemann uzaymin V ve V konneksiyonlarina ait
kji kji

egrilik tensorleri ise,

Ry =Ki -8 +0 87 —g Al +g,AL 2.1)

dir. Burada p, keyfi segilen kovaryant bir vektér alaminin bilesenleri olup, p", a i A’j’

fonksiyonlar: sirasiyla,

p"=g"p, 2.2)
: 1 \ .

s =Vjpi = P;Pi +5gjipap (2.3)

A} =g a, 2.4)

bagintilar ile tanimhidirlar.

Ispat: (1.10) bagmtisindan V yari-simetrik metrik konneksiyonuna gore egrilik tensériiniin

bilesenleri
Rtji = akrjlil - ajrl?i +Fl:nrjlin _Fjlllnr;il (2.5)

dir. Bu esitlikte (1.2) bagintisin1 yerine konursa,



h h
Rlliji = akHji}"'S?Pi _gjiph:i—aj{{h}*'sipi _gkiphj|
[ h 1 [(m] .
+ {km}+8§pm "'gkmph - {ji}+8j Pi —&;P :I

h " (m
- {jm}+5?pm—gmph - {h}%ﬁpi—gmpm}

h
ji

=0, }+5 o0,Dp; — kgji)ph_gji(akph)

-5.

f
e

i 5 af? o
{12 75

} &b 6J 6gh)p +gh(6jph)

m

+6£pm{-]1}+ kpm kpmgpp
m m

-8 P } 8D, 05D +8: g p™

ki

)10 h h, .m
~ EimP ji — 8P P; t 8P ;P

R b b m
+8imP {ki}"'gkjp Pi = €n8P P

elde edilir. Bu son bagintida (1.9) esitligi dikkate alinirsa,

(2.6)



RE =K' +8| =0+l b+DiD; ~ E;PaP”
ki kit k ]pl pm Jl ppr ggpmp

i m
+ 8,11 Lakpi ‘pm{ki}_pipk + gkipmp

h» m m m m
+p L—akgiﬁa,-gﬂrgm i T8 +2m&iP ~ &mBaP

h h
+ gn{ajph + {Jm} Pm] - gi{akph + {km} pm] 2.7)

bulunur.

(1.4) bagntis: kullanilirsa

m I m
Zim Kj =08k ~ Bim i

m
=08 " 8im ik 2.8)

elde edilir.

(2.8) esitligi (2.7) esitliginde dikkate alinirsa

RE =K +8;|-9,p; + ™ pp - m
ki = Dk T Ok iPi ¥ Pm ji PiPj — 8iPmP

b m m
+38;| 0¢Pi ~Pa i —DPiPx t 8PuP
L
I h
d.p" + = ~pp"
h h m h
+gikl:ajp +{- }P —pjp:{ @9)
jm

—gl.

o

bulunur.



(2.2), (2.3), (2.4) bagmntilar1 ve V iPi =00, ~Pn {Iﬁ} oldugu (2.9)’de g6z 6niine alinirsa

Ry =K —o8) +0,,8) —g AL +g A} 2.10)

elde edilir. Béylece ispat tamamlanmus olur.

Simdi V yar-simetrik metrik konneksiyonuna ait R, kovaryant egrilik tensoriiniin bazi

ozeliklerini elde etmeye ¢alisalim. Bununla ilgili asagidaki teoremi ispatlayalim.

Teorem 2.2: py gradyent bir vektdriin bilesenleri ise V yari-simetrik metrik konneksiyonuna

ait Ry;in egrilik tensori
Rigin =R (2.11)
Rign + R + Ry =0 (2.12)

bagintilarint gergekler.

Ispat: (2.1) bagmtisinin her iki tarafi gy, ile carpilip h tizerine toplam almir ve (1.11), (1.12),

(2.4) bagmtilar dikkate alimrsa, V ve V konneksiyonlarina ait kovaryant egrilik tensorleri

arasinda
—_ s}
Ry =Ky OB T8 — 850y T 8%y, (2.13)

bagintis1 bulunur.

(2.13) denkleminde (ih), (kj) indisleri iizerinde blok yer degistirme yapilarak elde edilen
denklem (2.13) denkleminden ¢ikarilir ve (1.14) bagintis1 kullanilirsa

Ryn =Ry _(a’ji _aij)gkh “(O‘hkx —(xkh) g;i +(O(‘ki _a’ik) gin +(0'jh “ahj)gki (2.14)

elde edilir.

Hipoteze goére py gradyent bir vektorin bilesenleri oldugundan
Vjpi—vipjzajpi“aipjzo (2.15)
dir.

(2.3) ve (2.4) bagntilar1 (2.14)’de kullanilirsa (2.11) bagntisi ispatlanmis olur.

(1.15), (2.13) bagintilart g6z 6niine alindiginda



Ryn Ry + R =_(°‘ji _a’ij)gkh _(a'i.k _uki)gjh —(a’kj _ajk)gih (2.16)

bulunur.

Bulunan bu son bagintida (2.15) kullanilirsa (2.12) bagintis1 bulunur.

V, Riemann uzayinda tanimli V yari-simetrik metrik konneksiyonuna gore ikinci Bianchi
Ozdegligini elde edebilmek icin (1,3) tipinde Iiﬂﬁ tensériinii p keyfi secilen bir skaler

fonksiyon olmak lizere
RE =ePRE (2.17)

seklinde tanimlayalim.

Px, gradyent bir vektoriin bilesenleri ise, (2.11), (2.12) bagintilar1 géz Oniine alindiginda

A

_ 3t se_ne _ ae
Ryn =88R, tensdrinin

Ry =Ry (2.18)

A

Ry + R + Ry =0 (2.19)

bagintilarim ger¢ekledigi goriiliir.

Simdi V yar-simetrik metrik konneksiyonu i¢in ikinci Bianchi 6zdesligi olarak bilinen

asagidaki teoremi ispatlayalim.

Teorem 2.3: V, Riemann uzayinda tamimli V yari-simetrik metrik konneksiyonuna gore

egrilik tensorii Riﬁ olsun. Eger keyfi segilen bir p skaler fonksiyonunun gradyentinin

op

bilesenleri p, = —— ve RL =e¢R2 olmak tizere
pk an kji kiji

VREL +V,RE +V.RY =0 (2.20)

dir.

Ispat: © , V, de tamimh keyfi bir kovaryant vektor alanmin bilesenleri olmak tizere, (1.17)
Ricci 6zdegligi kullanilirsa

vV, (V,0,)-VV,(V,0,)=-Ri V.0, ~RLV 0, ~TLV,V 0, 2.21)

J 1

-V.V;0, +V V0, =Ry0, +V,0,Ty (2.22)



bagintilar1 bulunur. Burada
Ty =3ip —8;p, (2.23)

seklinde tanimlanmigtir.

(2.22) bagintisinin her iki tarafimin x' koordinatina gore kovaryant tlirevi alinirsa

~V V. (v,0,)+ V,V,(V,0,)= VR o, +R, V0, +V,V,0,T} +V,0,V,T, (2.24)

1 1]

bulunur. (2.21) ve (2.24) bagintilarinda 1, k, j indislerinin devirsel olarak degistirilmesiyle

sirastyla,
V,.V,(V,0,)-V, V. (V0,)=-Ry V.0 ~Ry V0, ~TLV V0, (2.25)
Vjvl(vkmi)_vlvj(vkwi)= _Rglkvtmi _R;livkmt “T;lvtvkmi (2.26)

-V, V.(V,0,)+V,V,(V.o,)=V,R\0, +R}V, 0, +V,V,0.T
kYUYW kYI\Yj 1 Wt jti Y kWt kYt

j i+ +VtminTjt1 (227)
V.V, (V,0,)+V,V, (V0,)=V,Ro, +R V.0 +V, V0T +V.0V T (2.28)

denklemleri elde edilir. (2.21), (2.25), (2.26), (2.24), (2.27), (2.28) denklemleri taraf tarafa

toplanr, (2.23) denklemi goz éniine almnirsa

(VRY +V, R +V RE o, —(RY +RY +RY ) V.0,

+2{p,(V.V,0, -V, V0, )+ p, (V,Vi0, -V V.0, )+p, (V\V,0, -V, V,0,) |

+v,0,(Vip, -V ,p, )+ V.0, (V,p, - Vip, )+ (Vi) (Vp, — V,p, )= 0 (2.29)

bulunur. Bulunan bu son esitlikte (1.12), (2.12) ve (2.22) denklemleri ve pyx vektSriiniin
gradyent bir vektdr oldugu kullamlirsa

V.RL +V,R% +V RE =2(pRE +p,RY +p R ) (2.30)

jli
elde edilir. (2.17) bagintisinin her iki tarafinin x' koordinatina gére kovaryant tiirevi alinirsa
V,(e®RE, )=—2%p R, +e ™V, RY, 2.31)
bulunur.

(2.30) bagintisimn her iki tarafi e ile carpilir ve (2.31) bagntis1 dikkate alinirsa,
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e (VlREji +VkRAIi]Ii +VjR:;<i )
=V, (e Ry, J+ v (R}, )+ 7, (e 7R}, J+2e7 (PRY: PR} +p Rl ) (2.32)

elde edilir.

Bulunan bu bagmtida, (2.30) ve }A{}lﬁ =¢Ry; oldugu kullamlisa, (2.20) bagmntisi

ispatlanmis olur.

Simdi V, Riemann uzaymda Riemann konneksiyonu i¢in bilinen Schur teoremini yari-
simetrik metrik konneksiyona sahip Riemann uzaylarina genellestirmeye alisalim. Bilindigi

tizere V, Riemann uzayinda U ve v vektorlerinin gerdigi Y diizlemine ait kesitsel egrilik

i h

k..j
Rkjr'hu vu

kg ~8uwE;i )ukvju

i h

K=- (2.33)
(

bagintisiyla verilir (Weatherburn, 1966; Imai, 1973). Eger (2.33) bagmtisi ile tarumlanan

kesitsel egrilik V,, nin her noktasinda G ve Vv dogrultular tarafindan belirlenen Y Kkesitine

bagl degilse, (2.33) bagintis1

Ryn =K (2085 — 2584 ) (2.34)
sekline indirgenir. (1.12) bagntist g6z éniine alinirsa (2.34) denklemi

R% =K (g;0! —g,8" ) (2.35)
sekline doniistir.

(2.35) bagintisimn her iki tarafi e ile garpilir ve Iitji = e PRy; oldugu goz oniine alinirsa
Rl =™K (g,8" -g.8" ) (2.36)
dir. (2.20) ve (2.36) bagintilar1 dikkate alinirsa

v [e™K (g8} - 8,8} )Je*

+Vy [ e K (g,ié? - gjiS}‘ )l

+V,[ e ™K (g,8) g8} )]=0 (2.37)

dir.
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Yukandaki esitlikte metrik tensoriin ve Cronecker deltasmnin yari-simetrik metrik

konneksiyona gore kovaryant tirevleri stfir oldugu dikkate aliursa
[vie K )l 0% - 8.8} )

+[7, (7K )| (g8} - g,!)

+[7 (67K (8" — 48 )= 0 (2.38)

bulunur. Esitligin her iki yam gV ile garpilip i ve j indisleri tizerinden toplam alimursa

[V, (e )] (%8 - ugs’ )

+[v, (k)] (e.8%} —g,8%} )

+[v; (7K )] (g4e"5! — g g8t )=0 (2.39)
[vi(e7k )] [0} -7} |

+[vi (K )] [8]8} -ns} |

+[v, (e )] {38 —8i8! =0 (2.40)
v, (e7k)][@-D8; ][, (e77K)] [ -1)3} ]

=(0-1)82V,(e?K )-(n-1)8" v, (K )+ 8 v, (K )-5: v, (e K )
=(n-2)[8:V,(eK )-8" v, (e™K )]=0 (2.41)
elde edilir. Bulunan bu son ifadeden n>2 igin

5: 7, (e™K )=5! v, (K (2.42)

elde edilir. (2.42) bagintis1 h indisinin 1 den n ye kadar alacafi tiim degerler igin

saglandigindan,
v, (eK )=0 (2.43)
yani

e K =c = sabit (2.44)
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bulunur.

(2.36) ifadesinde e K = ¢ yazilir ve (2.17) bagintist dikkate alimirsa,
RE =ce™( g,8" —g,8" ) (2.45)

bulunur. Béylece asagidaki teoremi elde ederiz.

Teorem 2.4: Uzerinde V yan-simetrik metrik konneksiyonu tanimli V, Riemann uzaymin

V konneksiyonuna ait konneksiyon katsayilar1 p, keyfi secilen bir p skaler fonksiyonunun

h
gradyentinin bilesenleri olmak iizere, I ={ }+8§?pi —g;p" bagmtis: ile verilmis olsun.

Eger V, nin her noktasinda kesitsel egrilik y kesitine bagh degilse V konneksiyonuna ait
egrilik tensoriiniin bilesenleri ¢ bir sabit olmak tizere, R =ce® ( g5 —g,8" ) seklinde

ifade edilebilir.
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3. UZERINDE YARI-SSIMETRIK METRIK KONNEKSIYON TANIMLI
AYRILABILIR EGRILIK TENSORLERINE SAHIP REKURANT RIEMANN
UZAYLARI

Uzerinde yari-simetrik metrik konneksiyon tanimli n-boyutlu V, Riemann uzayinda
Va.Re = YaRy (3.1)

olacak sekilde, bilesenleri y_ olan bir kovaryant vektsr alan: mevcut ise, V, Riemann

uzayina rekiirant Riemann uzay: denir (Wong, 1962; Takano, 1967).
Bu béliimde, ph gradyent bir vektoriin bilesenleri olmak iizere egrilik tensorii
Ry = V'0y (3.2)

seklinde ayrilabilen rekiirant Riemann uzaylar ele alnacaktir. Burada v" kontravaryant bir

vektoriin bilesenleri ve ©@,; de li¢lincli mertebeden kovaryant bir tensoriin bilesenlerini

gostermektedir.

Rh

wi tensorii k, j indislerine gore antisimetrik oldugundan,

Vi(oy +0 )=0 (v20) (3.3)
ve buradan da

P + 9y =0 (3.4)
bulunur.

(1.12), (2.12) ve (3.2) bagintilart g6z 6niine alinirsa

P + Pjge + Py =0 | 3.5)

bulunur. (2.20), (3.1) ve (3.2) bagmtilar: kullanmilarak
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Vv, (e?R: )+ v, (e®RY )+ v, (e RY,)
=-2e¢p v P —267P p, vh @y —2e7F P, V" @y
+e P [\pl vE Py + Wy vh Py TV vt <p1ki]=0 (3.6)
elde edilir. (3.6) bagmntisinda v # 0 oldugu dikkate alinirsa
(w1 -2p, Joy + (v =2p, Joy +{w; = 2p; Jou, =0 (3.7)
bulunur.

(3.7) bagmtismin her iki tarafi v' ile carpilir, 1 tizerine toplam almir ve (3.4) bagmntisi

kullanilirsa,

0 == (v =2p )b; —(w;~2p; o | (3.8)

1
u
bulunur. Burada

5 =(W1 -2p, )Vl s Oy =v' Pus (3.9)

dir.

(3.8) bagintist kullanilirsa (3.2) bagintisi

Rtji=avh[(Wk_2pk)¢ji—(Wj_2pj)d)ki] , (O‘=Ej (3.10)

sekline donlistir.

Diger taraftan (3.4) bagintis1 v* v’ ile garpilir ve k, j indisleri iizerine toplam almursa, (3.9)

yardimiyla
vig; =0 (=1, ...,n) (3.11)

bulunur.
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(3.10)’da h ve k indisleri tizerine daraltma yapilir ve (3.11) dikkate alinirsa R‘;ji =R; =¢; ve

boylece

viR. =0 (3.12)

ji
elde edilir. Burada bilegenleri R; olan ikinci mertebeden kovaryant tensér V
konneksiyonuna gore Ricci tensorii olarak isimlendirilir.
(3.12) denklem sistemi v',v%,..,v" e gore lineer homojen denklem sistemi olup, v %0
oldugundan det(R ;)= 0 dur.

(3.10)’da ¢; =R ; konursa

Riji =0‘Vh[(\l}k"2Pk)Rji“(\Vj_2Pj)R1d] (3.13)
bulunur. Boylece asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 3.1: Egrilik tensori Rﬁji = Vh(pkjl- seklinde ayrilabilen rekiirant bir Riemann uzay:
i¢in det(Rji)= 0 ve @y = O". (\Vk _2pk)Rji _(Wj '2Pj)RkiJ dir.

Teorem 3.2: Egrilik tensorii RkJI =V ¢,;; seklinde aynlabilen rekiirant bir Riemann uzayinda

v vektor alam ve ¢ tensor alani rekiiranttir.

Ispat: (3.1)’de h ve k indisleri tizerine daraltma yapilirsa

V.R; =w.R; (3.14)

m—"ji

elde edilir.

(3.13) bagntisinin her iki tarafinin x™ koordinatina gore tiirevi alinirsa (3.14) yardimiyla

o [(w; ~2p; Ris ~ (v, ~2p )R [V, v
=°‘[Vm (Wk“‘zpk)Rji"'vm (Wj"zpj)Rki]Vh
+(V, 0) [(w, =20 )R; ~(w; = 2p; )R, ]v? (3.15)

elde edilir. (3.15) bagmtisinin her iki tarafi v* ile garpilir ve (3.13) dikkate alinirsa
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Rijivmvh = R:jivmva (3.16)

bulunur. ¢,; # 0 oldugu g6z dniine alinr ve (3.2) bagmtis: kullamlirsa (3.16) bagintist
vV vt =v'V_v? (3.17)
sekline dontistir. Buradan A, bir kovaryant vektor alaninin bilesenleri olmak tizere

Vvt =4, v" (3.18)

m m

elde edilir.

(3.2) bagntisiin her iki tarafimn x™ koordinatina gére kovaryant tiirevi alinir ve (3.1), (3.2),
(3.18) kullanilirsa, v # 0 oldugundan,

Va®u =(Wa —ha )0y (3.19)
elde edilir.

Simdi bilesenleri ¢,; olan tensor alaninin

o =(W; = 2p; Joy (3.20)
seklinde ayrilabildigi rekiirant Riemann uzaylar igiﬁv asagidaki teoremi ispat edelim.

Teorem 3.3: ¢ tensor alaninin @ =(\pi -2p; )<pkj seklinde ayrilabilmesi i¢in gerek ve yeter

sart,

YV (=20, )+ (A —0V 0 )(w; - 2p; )=0

yani , —2p, vektor alanmim rekiirant olmasidar.

Ispat: (3.20) bagimntisindan (3.19) yardimyla

(Vo —2a)(w, —2p; )0y

=V, (v =20 Joyg +(vi 20, )V 0) | (3:21)

elde edilir.

p=(w, —2p, )v' bagmtisinn her iki tarafinin x™ koordinatina gére kovaryant tiirevi alinr

ve (3.18) kullamlirsa
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viv_ (v, -2p, )=V u-A_p (3.22)
bulunur.

(3.21) bagmtisinin her iki tarafi v' ile garpilip, i tizerine toplam almir ve (3.22) bagmtist

kullamlirsa

Va0 =(W, —aV, 1)y (3.23)

elde edilir.

Rtji =v" @y =V (v, -2p, )(pkj denkleminin her iki tarafimn x™ koordinatina gore

kovaryant tlirevi alimir ve (3.1), (3.18), (3.23) bagintilar1 kullamilirsa

Vo Ri =va RE +[A, (v =2p; )+ Vo, (v, =2p; )-a(w, = 2p, )V, 1 Jo v (3.24)
ve boylece
Vo (v =20, )+ (A, —aVu) (v, -2p; )=0 (3.25)

elde edilir. Boylece sartin gerekliligi ispatlanmig olur.

Sartin yeterliligini ispatlamak i¢in, (3.25) denklemine V_ operatérii uygulanarak elde edilen

denklemden, m ve n indislerinin yerlerini degistirerek elde edilen denklem ¢ikarilir ve Ricci

0zdesligi kullanilirsa
_Rl;ml (\‘Ijh —2ph )_[pm vn (W1 _zpi )_pn Vm (l‘ljl _2pi )]
+[V, (Ay-a ¥V n)-V (%, —aV, )] (v, -2p,)=0 (3.26)

bulunur.

(3.2) ve (3.25) bagmtilan gdz 6niine alinir ve p =( v, —=2p, )vI oldugu hatirlanirsa (3.26)

bagintisindan
Pum =[P (A V1 )=p, (Ay -V, )
+Vo (A, ~aV,p)-V, (A, ~aV_ )] (v, -2p,) (3.27)

elde edilir.

(3.27) denklemi,
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P =[P (A, —aV, 1) =p, (b —aV 1)+ V, (A, —aV, 1)-V,(h, —aV, p)]  (328)
olmak tizere,
Pumi =(W: —2D; )0 (3.29)

seklindedir. Boylece teoremin ispati tamamlanmus olur.

Teorem 3.4: Egrilik tensoriiniin R®; =v* (y, —2p, Jo,, seklinde ayrilabildigi rekiirant bir

Riemann uzayinda ¢, tensorii

P = [V Wy = VoW +Da Yo =P W,
seklindedir.

Ispat: (3.1) denklemine V, operatéri uygulanarak elde edilen denklemden, m ve n

indislerinin yerlerini degistirerek elde edilen denklem ¢ikanlir ve Ricei ézdesligi kullanilirsa,
(Vn\Vm —VaV, )R%i = _RixmkRgi —RLijtli —RimRtjx

+Ro,Ry; — P, VR +p, VaRE; (3.30)
bulunur. Bu denklemin her iki tarafi y, —2p, ile ¢arpilip h iizerine toplam ahnir ve
Rowi =V (Wi =20)0m  »  V'Ouy =HO, (3.31)
Qi =°‘[(‘Vk —2pk)Rji "(Wj‘zpj)RkiJ (3.32)
bagintilar1 kullanilirsa
O = [ ValWy = VoW +0,W0 =PV, ] (3.33)

bulunur.

Teorem 3.5: Egrilik tensériintin R . = v* (y, —2p, eklinde ayrilabildigi rekiirant bir
bmi 1 pl (an $

Riemann uzayinda
PV, +A, —aV, n)+V, (A, -y, —aV, 1)
=pn(\|lm+}\’m_a‘vm“')+vn(}“m-Wm—a’vm”) (334)

bagintisi saglanir.
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Ispat: (3.28) ve (3.33)’de @ igin bulunan farkl: iki bagintinn birbirine esitlenmesiyle

istenilen bagint1 bulunur.

Teorem 3.6: Egrilik tensoriiniin R:; = v* (\y, —2p, )o,, seklinde ayrlabildigi rekiirant bir

Riemann uzayinda ¢, tensori

V, ho, =W Lo,

bagintisii gercekler.

Ispat: (3.30) ifadesinin her iki tarafina V o operatdril uygulanir ve uzayin rekiirant bir uzay

oldugu kullanilirsa
VoV Wa = Va ¥ R +[Vown = Vaw, Jv R
=2y [-Rpy R ~Rjy Ry ~Riy RY +RE, Ry |
=V (Pa¥s =PuV¥a ) Ris ~(Pa¥, —PuWa ) W, RY;
bulunur. (3.35)da (3.30) bagmntist ve Ry; = 0 oldugu dikkate alinirsa
Vo (VaVa =Vava)=v, (Vova -Vav,)
+Wo (P Wa =Pa Vi )=V, (Po Vo —Pa V)
elde edilir. Bulunan bu son bagint
Ve l(VaWa=Va ¥y +Pu Vo —Pa Vi)
=W (VoW =Va Vo +Pa Vo —Pa Va)
seklinde yazilir ve (3.33) bagintisi g6z 6niine alinirsa
VilOm =V B,

bulunur.

(3.35)

(3.36)

(3.37)

(3.38)

a§ (1,1), o, da(0,2) tipinde birer tensér alaninin bilesenleri olmak tizere, egrilik tensdriintin

i i
Rjkl =a; 0Py

(3.39)
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seklinde ayrilabildigi rekiirant bir Riemann uzayi ile ilgili asagidaki teoremi ispatlayalim.
Teorem 3.7: Egrilik tensoriiniin R"jkl =a§ ¢, seklinde ayrilabilir oldugu rekiirant bir Riemann

uzayinda @, ve ag tensor alanlar rekiiranttir.

Ispat: (3.39)’de i ve j indisleri iizerine daraltma yapilir ve Ricci tensdriiniin tanimi

hatirlanirsa

R,=po,, p=a (3.40)

bulunur. p # 0 i¢in (3.40)’den elde edilen

¢y =— Ry =hR, (h:l] (3.41)

1
p P

bagintisindan x™ degiskenine gore kovaryant tiirev aliir ve rekiirant bir uzaym Ricci
tensoriiniin de rekiirant oldugu, yani V_ R, =wy_R, olacak sekilde bir y_ kovaryant

vektoriiniin varlifi hatirlanirsa
Vo 0u =(Vah )Ry +hV, Ry =(pV, b4y, Joy (3.42)
elde edilir. O halde @, tensér alami rekiiranttir.

(3.39) bagmtisindan x™ koordinatina gére kovaryant tirrev almir ve (3.1), (3.42) kullanilirsa

¢y =0 i¢in
Va2 =—p(V, h)al (3.43)

bulunur ki bu da aﬁ tensor alaninin rekiirant oldugunu ifade eder.
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4. SONUCLAR

Bu calismada ilk once, yari-simetrik metrik konneksiyona ait egrilik tensorii iizerine bazi
bagmntilar elde edilmistir. Sonra, Riemann konneksiyonuna ait Schur teoremi, yar-simetrik

metrik konneksiyona sahip Riemann uzaylarina genellestirilmigtir.
Ayrica, ¢ tensér alanmin @ ; = (\yi -2p; )(ij seklinde ayrilabilmesi icin gerek ve yeter

sartin

Valw;=2p, )+ (A, —aV,p)(w;—2p; )=0

oldugu ispatlanmstir.
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