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OZET

Diizgiin uzaylarin topolojik 6zelliklerine yonelen bu ¢aligmada, diizgiin uzaylar genel olarak
incelenmis ve ileri diizeyde topoloji bakimindan bu konu, tanimlar, teoremler ve detayli
orneklerle ayrintili olarak ele alinmigtir.

Diizgiin uzaylar, kisegen diizgiinliikler; diizgiin uzaylar teorisine alternatif bir yaklagim olan
diizgiin ortiiler; diizgiin ¢arpimlar ve alt uzaylar; zayif diizgiinliikler; hangi topolojilerin
diizgtinliiklerden ve hangi  diizglinliklerin  metriklerden  geldigini ele alan
diizgiinlestirilebilme ve diizgiin metriklenebilirlik; Cauchy dizisinin genellestirilmesi
vasitasiyla metrik uzaylardan diizgiin uzaylara taginabilen tamlik kavraminin verildigi tam
diizgiin uzaylar, tamlama; yakinlik bagintisinin tanitildigs yakinhk uzaylari ve son olarak X
Tychonoff uzayi tizerindeki uygun yakinliklar ile X in kompaktlastirilmasi arasmnda bire-bir
eslemenin kuruldugu kompaktliklar ve yakinliklar ana bagliklar1 ile bir biitiin olarak
incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Kdsegen diizgiinliikler, diizgiin 6rtiiler, zayif diizgiinliikler, tam diizgiin
uzaylar, yakinlik uzaylari.
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ABSTRACT

This study focuses on the topologic properties of uniform spaces, within this subject the
uniform spaces are examined in general and on account of higher level topology the subject is
put forward with specified descriptions, theorems, and detailed examples.

The uniform spaces are examined as a whole with the parts named below respectively:
Diagonal uniformities, uniform covers- an alternative approach to the uniform spaces;
uniform products and subspaces: weak uniformities, uniformizability and uniform
metrizability that focuses on which topologies come from uniformities and which
uniformities come from metrics; complete uniform spaces and completeness in which the
notion of completeness is carried over from the metrics spaces and given to the uniform
spaces due to the generalized Cauchy sequence; the proximity spaces that introduce the
“nearness relation”. Finally the title of compactification and proximities aimed to establish
the one-one correspondence between the compatible proximities on a Tychonoff space X and
the compactification of X.

Keywords: Diagonal uniformities, uniform covers, weak uniformities, complete uniform
spaces, proximity spaces.
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1. GIRIiS.

Topolojik uzaylarda siireklilik ve yakinsaklik kavrami en genel halde verilebilmekte
ancak “diizgiin siireklilik” ve “diizgiin yakinsaklik” kavramlarini genellestirmek icin
topolojik yapilar da yetersiz kalmaktadir. Ciinkii bu kavramlar uzayin farkl: noktalarinda
komsuluklarin biiyiikliiklerine gore karsilastirilabilir olmasini gerektirir. Bilindigi gibi
metrik uzaylarda bu yapilabilir. Gergekten bir metrik uzayda farkli noktalarin &-
komsuluklar1 ayn1 £ >0 sayisi igin “esit biiyiikliikte” kabul edilebilir. Oysa genel
topolojik uzayda bu miimkiin degildir. Bu durum yukaridaki kavramlar1 genellestirmek
icin topolojik uzay yapisindan daha genel olan ve “diizgiin yap1” adr verilen yeni bir
yapiya gereksinme gosterir.

Diizgiin siireklilik ilk olarak Heine tarafindan Oklit uzay: {izerinde tanimli reel degerli
fonksiyonlar igin, diizgiin yakinsaklik ise bundan dnce (yaymlanmayan konferanslarda)
Weierstrass tarafindan tanimlanmugti. Diizgiin siireklilik metrik uzaylar igin Frechet ve
Hausdorff tarafindan tanimlandi ve 1920 lerde topolojinin ilk yillarindaki gelisimini
paylasan pek ¢ok ¢alismada kompakt uzaylar iizerinde siirekli fonksiyonlarin diizgiin
siirekli oldugu gergeginin iistii ta ki Weil, 1937°de diizgiin uzaylarin genel kavramlarini
ortaya ¢ikarana kadar kapaliydi. Cevreleyenler araciligi ile yaklasim Weil tarafindan
kullanildi ve Bourbaki tarafindan gelistirildi. Bir diger yaklagim ise, Tukey tarafindan,

diizgiin yap: tanimlamada diizgiin ortiileri baz olarak kullanarak gelistirilmistir.



2. KOSEGEN DUZGUNLUKLER.

Diizgiin uzaylar, diizgiin stireklilik, diizgiin yakinsaklik ve benzeri kavramlar i¢in tagiyicidirlar.
Bu boliimde diizglin uzay tanimi ve bazi temel 6zellikleri verdikten sonra diizgiin stireklilik

kavrami tanitilacak ve siireklilik ile kargilagtirilacaktir.

2.1, Tanim a) X bir kiime olmak iizere XxX in A={(x,x)|xe X} ile gosterilen alt

kiimesine X x X in k6segeni denir.

b) Uc X x X bir alt kiime ise, X in her 4 altkiimesi igin U[4] kiimesi
{J(x,y)e U, 4 daki bir x igin}

olarak tamimlanir, ve eger x, X de bir nokta ise,

Ulx]=U[{x}]

dir.

¢) Uc X x X bir alt kiime ise

U= {(x.2)| () eV}

ile tanimlanir.
Eger U=U"" ise bu U kiimesine simetrik denir.

d) Uve V, X x X in alt kiimeleri iseler
Uo V={(x,y)| bir z igin, (x,z) eV ve (z,y) e U}

ile tamimlanir.

2.2. Uyanlar U,V ,W < X x X olsun.



2 (U)'=U
b) UoW)'=V"oU™,
¢) Xin her A4 altkiimesi i¢in (U o V)[A]=U[V (4)] dir.

d) Bileske islemi birlesme 6zelligine sahiptir, yani, U o (V o W) = (U oV)o W dir ( fakat
genelde degismeli degildir) ve dolayisiyla agsagidaki gibi devam eden bileske islemlerinde

parantez kullanilmayabilir.

U" =Uo...oU (n degisken)
U>=UoU
U™ =U"oU (n=1,2,...)

QUcCV=U"'cV ' veUoW VoW dir.
Son olarak agagidaki 6nermeyi verebiliriz.
2.3. Onerme V simetrik ise, ¥V o U oV = U{V[x]xV[y]| (x,y) € U} dir.

Ispat. VoUoV , (ux)eV, (x,y) € Uve (y,v)e V olacak sekilde tiim (u,v) ikililerinin kiimesidir.
V simetrik oldugundan ,bu kiime, (x,y)e U i¢in ue V][x] ve ve V[y] olacak sekilde biitlin (u,v)
ikililerinin kiimesidir de denilebilir. Oysa, ancak ve ancak (u,v) € V[x]xV[y] ise ue V[x] ve
veV[y] dir, dolaywistyla VoUoV ={(u,v):(u,v)eV[x]xV[y] U daki bir (xy)
icin}=U{V[x]xV[y]:(x,y) € U} olur.

2.4. Tamim X bir kiime olsun. XxX in alt kiimelerinin agagidaki 6zellikleri saglayan bir %/

topluluguna X tizerindeki kosegen diizglinltiigli ya da cevreleyen denir.

A UeU>AcU

by UVe U=>UnVe WU

¢) Ue 9 =V oV c U olacak sekilde bir Ve %4 vardir.
d) Ue % = V™' < U olacak sekilde bir Ve % vardir.



e)Uc U UcV=>Ve W

WU, X lizerinde bir diizgiinlik olmak lizere (X, %4 ikilisine, diger bir ifade ile, lizerinde bir

diizgiinliik verilen bir X kiimesine bir diizglin uzay denir.

2.5. Tammm %/ diizgiinliigii ancak ve ancak

N{U | Ue @}=A

ise ayirgan adini alir. X kiimesine de ayrilmigtir denir.

Ornegin, diizglin yap1 p s6zde metrigi tarafindan belirlenmis olsun, Bu durumda, yap1 ancak

ve ancak p ' (0) = A ise ayirgandir, yani, ancak ve ancak p bir metrik ise ayirgandir.

2.6. Tammm 9/ diizgiinliigliniin & alt ailesi ancak ve ancak %/ nun her eleman1 & nin bir
elemanini igeriyor ise %£igin bir tabandir. Bagka bir degisle, 98, ancak ve ancak H< % ve her
Ue %i¢in B U olacak sekilde bir Be 98 varsa %/igin bir tabandir.

2.7. Teorem XxX in altkiimelerinin bos olmayan bir &4 ailesi ancak ve ancak asagidaki

kosullar1 saglar ise X iizerinde bir diizgtinliigiin tabamidir;

a) & nin her eleman1 A kdsegenini igerir;
b) &8 nin iki elemanin kesigimi bir eleman: kapsar.
¢) Ue ABise, #deki bir Vigin, VoV cU dir;

d) Ue Pise, U™ 9B nin bir elemanim kapsar;

2.8. Tamim Falt ailesi ancak ancak #nin elemanlarinin sonlu kesigimlerinin toplulugu, %Zigin

taban ise %/igin bir alt tabandir.

2.9. Teorem Xx.X in altkiimelerinin bir P ailesi asagidaki Ozellikleri sagliyorsa X deki bazi

diizgtinliikler i¢in bir alt tabandar:

a) #nin her elemam A kdsegenini igerir;



b) Fdeki her U kiimesi i¢in , U™ kiimesi #nin bir elemanim kapsar;
¢) #deki her Ukiimesi i¢in, V oV < U olacak sekilde #de bir V vardur.

X in diizgiinliiklerinin herhangi toplulugunun birlesimi X deki bir diizglinliik igin alt tabandar.

Ispat #nin elemanlarinin sonlu kesisimlerinin bir & ailesinin taban igin verilen kosullar
sagladigini g6stermeliyiz. Bu kolaylikla su gézlemden ¢ikar; Eger, U,,...,U, ve V},....V, , XxX
in altktimeleri iseler, U =U, :i=1,..,n} ve V=WV, :i=1,..,n} ise, her i i¢inV, cU;"

(swrastyla, V, o¥, c U,) oldugunda, V c U (veya, V oV c U ) olur.

2.10. Ornekler

a) R tizerindeki olagan diizgiinlik, £>0 olmak {izere, taban olarak asagida verilen U,

kiimelerinin topluluguna sahip olan diizglinltiktiir
U, ={(x.y)| |x-yl<&}

b) Daha genel olarak, X kiimesi lizerinde herhangi bir p metrigi X tizerinde bir %4, metrik

diizglinliigiint tiretir. Bu diizgiinltik de asagida verilen U/, &> 0, kiimelerinin toplulugunu

taban kabul eder
U?={(xy) eXxX| p@Ey)<e}.

Metriklerden bu kuralla iiretilebilen diizgiinliiklere metriklenebilirdir denir. Bunlar 4. kisimda

karakterize edilmisgtir.

Eger (X, p) bir metrik uzay ise, X tizerinde p metrigi ile 2 p metrigi aym diizgiin yapiy1
tiretirler. B6ylece bir kiime iizerinde farkli metriklerin aym diizglin yapiy1r tretebildikleri

sonucu ¢ikartilir . Su halde diizglin yapilar, metrik uzaylardan daha zayif yapilardir.

¢) Herhangi X kiimesi verilsin, XxX in A y1 i¢eren biitiin altkiimelerinin %/ ailesi, X tizerinde

bir diizgiinliiktiir ve buna aywrtik diizgtinliik adi verilir. Bu ise, A tekil kiimesinden olusan
toplulugu taban kabul eder. (Agikea, ayirtik diizgiin yap, diger biitiin diizglin yapilar inceltir.)



d) Herhangi X kiimesi verildiginde, Xx X tekil kiimesinden olusan topluluk X {izerinde bir
diizgiinliiktiir ve apagik (trivial) dlizgiinliik olarak adlandirilir.

e) Her ac R i¢in, RxR nin
U,=AU{(xy)| x>ay>a}

altkiimelerini gdzoniine alalim. Buna gore, ae R olmak iizere, U, kiimeleri, R tizerindeki bir

diizgilinliik i¢in bir taban olusturur
2.11. Uyarilar

a) X iizerinde her % diizgiinligi icin eger Ue % ise, U™ € U olur. Ciinkii her Ue @ igin
V' cU olacak sekilde bir ¥ vardir. Buradan ¥V = (V') c U™ ve diizgiinliik taniminin (e)

kosulu geregince U™ € % elde edilir.

b) Diizgiinliik tanimindaki (c) ve (d) kosullar1 beraberce agagidaki kosula denktir:
Ue % =V oV~ cU olacak sekilde bir Ve % vardur.

Ik 6nce (c) ve (d) nin saglandifim varsayalim. Buradan Ue @ ise V, oV, c U olacak gekilde
V,e @ ve V,' <V, olacak sekilde V, € ¢ bulunur. Eger V=V, NV, olarak tamimlanirsa
VoV ™ cU oldugu goriiliir.
Gergekten;
(x, ) eV oV = (x,2) eV ve(z,y) eV =V, "V, olacak sekilde z e X vardir

= (zx)eV =V,NV, ve (z,y) eV,

= (x,z2) eV, cV, ve(z,y) eV,

= x,y)elV oV, cU
Bundan sonra da yukaridaki kosulun saglandigim kabul edelim. Ue @igin V oV ™' < U olacak
sekilde bir Ve %/ mevcut olsun. Buradan V™' cUve W=V NV ™" olarak tanimlanirsa W € %

olup W oW c U saglanir. Gergekten
(x,y)eW oW = (x,z)eW ve(z,y)eW olacak sekilde z e X vardir

= (x,z2)eV!' ve (z,y) eV



= xy)eVeV'lclU

Boylece (c) ve (d) elde edilmis ve ispat tamamlanmigtir.

¢) @¢daki simetrik U kiimeleri (yani, U=U " oldugu kiimeler) % igin bir taban olustururlar.
Gergekten, eger V e 9 ise yukandaki (a) uyansmdan dolayr V' e % dir. Buradan

U=V NV e @ simetrik olup U < V saglanir.

Bir X kiimesi tizerinde verilen her diizgiin yap1 X iizerinde bir topoloji liretir. Hatta farkl

diizgiin yapilar ayni topolojiyi lretebilirler.

2.12. Tamm xe X ve Ue % igin,

Ulxl={yeX| (xy)eU}

tamimlanmus olsun. (Sekil 2.1)

Bu X'in agagidaki sekilde altkiimelerine genellestirilebilir:

U4l = Julx]

xeAd

={yeX| (x) e Ubirxed igin}
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2.13. Teorem (X, %/) bir diizglin uzay ise,



a) Her xeXi¢in &, ={D[x]| De % ailesi X i topolojik uzay yapan x noktasindaki komsuluk

ailesini olusturur.
b) Ancak ve ancak topoloji Hausdorff ise %#4ayirgandir.

Ispat a) 9@ ailesinin komsuluk ailesi 6zelliklerini sagladigim géstermek yeter:
D) D[x] € 9, ise, De %ve A c D oldugundan (x,x)e D ve dolayisiyla x € D(x) dir.

ii) D[x] € 9, ve E> D[x] ise Ee &, dir. Cinkli De % ve F =DU{(x,y)|y e E} olarak

tamimlanirsa F' > D oldugundan F'e %/ ve E = F [x] oldugu goriiliir.

iify D[x],D,[xle®D, ise, D,,D,e WU ve DnND,edU dur. Buradan
D, [x] D, [x]=(D, n D,)|x] oldugu goriiliir. Gergekten

ye D|[x]N D, [x]< (xy)e D, ve (xy)e D, & (xy)e D, D,

ye(D, N D,)[x].

Suhalde D, [x]n D, [xle &, dir.

iv) D[x] € 9, olsun. Buradan De % dur. Diizglin yap1 tamimina gére Eo E <D olacak
sekilde E€ % vardir. Buna gére E[x]e &, istenen oOzelligi saglar. Clinkii y e E[x] ise,

(x,y)e E dir. Buradan her ze E[y] i¢in (y,2)€ E ve dolayist ile (x,z)e Eo E c D dir. Su halde
z € D[x] dir.

Sonug olarak E[y] < D[x] olup (ii) sikki ile D[x] € 9, elde edilir.

b) %/ nun ayirgan oldugunu distinelim, yani N{D|De % }=A olsun. x,yeX ve x#y ise
(x)¢ A ve hipoteze gore (x,y)¢D olacak sekilde bir De %/ vardir. %/ nun simetrik
elemanlar bir taban olusturdugundan E o E <D olacak sekilde E = E™" olan Ee % vardir.
Buradan E[x]NE[y]=¢ oldugu goriliir. Clinkli eger ze E[x]N E[y] olsayd:t (x,z)eE ve
(v,2)e E™' = E olurdu. Buise (x,y)€ E o E c D oldugundan (x,y)¢ D ile gelisir.

Tersine olarak topoloji Hausdorff olsun. (x,y)¢ A ise x#y olup D[x] N E[y]=¢ olacak sekilde
Dlxle D, ve E[yle &, var oldugu saglanir. Buradan D,E € % ve dolaysi ile DN Ee % dur.



Fakat (x,))¢ DNE oldugundan (x,y)¢ ({D|De %} duir. Su halde N{D|De % }=A durr.

Boylece ispat tamamlanir.

2.14. Tammm Bir %/ kosegen diizglinliigh ile birlesmis topoloji, %¢ tarafindan tretilmis
diizgiin 7, topolojisi adim alir. Bir X topolojik uzay1 tizerindeki topoloji, bir diizgiinliikten bu

yolla elde edildigi zaman, X e diizgiinlestirilebilir bir topolojik uzay denir.

2.15. Ornek

a) R lizerinde olagan diizgiinliikle iiretilen topoloji olagan topolojidir.

b) Daha genel olarak, bir M metrik uzay: tizerindeki metrik diizglinlik kendi diizgiin topolojisi

i¢in M tizerinde metrik topoloji tiretir. Bu da, x€ M igin

UZlx]={y | (x,»)eU}}={y| p(x,y) <&} = D,(x)

gerceginden ¢ikar.
¢) Bir X kiimesi iizerindeki ayirtik diizgiinliik ayirtik topoloji tiretir.
d) Bir X kiimesi iizerindeki apagik (trivial) diizglinliik apagik topoloji tiretir.

¢) a< R i¢gin asagidaki kiimelerden olusan R nin diizgilinliigii i¢in bir taban1 géz6niine alalim.

U, =AU{(x.))|x>a,y>a)
Herhangi bir xeR i¢in, a>x oldugunda U, [x]={x} olup, sonu¢ olarak bu diizgiinliik R
tizerinde ayirtik topolojiyi tiretir.

Bu 6rnek c¢) ile beraber, farkli diizgilinltiklerin ayn1 topolojiyi olusturdugunu gosterir (ya da
farkli diizgiinliiklerin ayni topolojinin olugmasini sagladigint gésterir). Bu ylizden X tizerindeki
bir diizgiinliik X tizerinde gergekten bir topolojiden daha fazla yap: belirtir.

2.16. Teorem %/nun agik, simetrik elemanlar1 %£igin bir taban olusturur.
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Ispat. Bir agik, simetrik kiime, agik bir kiimeyi kendi tersiyle kesistirerek bulunabilir. Bunun
i¢in agik kiimelerin bir taban olusturdugunu gostermek yeterlidir, bu amagla Ue %= U’ € %
oldugunu gostermek yeterlidir. VoV ol < U olacak sekilde bir simetrik V' alalim. Eger

Vo U® oldugunu gosterirsek ispatt tamamlamig olacagiz. (x,y)eV ise, o takdirde
VIx]x V[ylc U dir, glinkii eger (w,z)e Vx]x V]y] ise, o zaman (x,w)e V, (y,2z) € V ve dolayisiyla
(xy)eV oldugundan (w,z)e VoV oV U elde edilir. Béylece her (x,y)e ¥ nin U tarafindan

kapsanan bir komgulugu vardir. Dolayisiyla V'c U° dir.

2.17. Tanum (X, %/ ) bir diizgiin uzay ve 4 — X olsun. Her U € % i¢in

Uldl= | JUlxl={re X |Ixe 4:(x,) e U}

xeA

seklinde tamimlanan kiime 4 kiimesinin bir komsulugudur. Bu komsuluga 4 nin diizgiin

komsulugu denir.

2.18. Teorem (X, %/ ) bir diizgiin uzay ve 4 X olsun. 4 nin diizgiin topolojiye gore A

kaplami, 4 nin diizgiin komguluklarinin arakesitine esittir, yani

A= (Ul4]

Uet

dir.

Ispat x e Uyl © ye U '[x] veher U e @ igin U™ € @ oldugu gozdniine almirsa
xed oherUe @ igin Ux]nAd+¢

< herUe @ igin dye 4:y e Ulx]

S herUe @ igin ye d:xeU™[y]

< her Ue % igin x e U'[A]

< her Ue % igin x e U[A]
elde edilir.
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Burada her diizglin uzay otomatik olarak bir topolojik uzay olacagindan, slirekli fonksiyon
kavramini verebiliriz. Diizgiin siireklilik kavramini elde etmek i¢in diizgiin yapilan gérdiik ve

artik diizgiin stirekliligi tanimlayabiliriz.

2.19. Tanmm (X, Z)ve (Y, ) iki diizgiin uzay olsun. f:X— Y fonksiyonu ancak ve ancak her
Ve Vigin, (x,y)e U= (fx)fy)) e V olacak sekilde bir Ue % var ise diizgiin stireklidir. Eger f

bire-bir, lizerine ve f ve f~ fonksiyonlarimn her ikisi de diizgiin stirekli ise, f ye diizgiin

izomorfizma ve bu iki diizglin uzaya da diizgiin izomorfik denir.

Yukaridaki tamim yapilirken %£ve ¥ diizgiin yapilar1 yerine onlarin birer tabani alinsayd elde

edilen ifade ilk tanima denk olurdu.
2.20. Ornekler

a) (M, p) ve (N, o) iki metrik uzay ve f:.M—> N bir fonksiyon ise, f, ancak ve ancak, her £ >0

i¢in, (x)eUf = ( fx), f (y)) eUZ olacak gekilde bir § >0 var ise (yani f, metrik uzay

anlaminda diizgiin stirekli ise) %, ve %/, metrik diizgiinliiklerine gére diizgiin siireklidir.

Coziim Her Uj € %, icin (x,y)e Uf = (fix)Ay))e U; olacak sekilde bir U/ € %, vardir

ancak ve ancak her £ >0 i¢in, (xy)e Uf = ( f(),f (y)) eUZ olacak sekilde bir § >0 var

ise.

b) Bir ayirtik diizglin uzay lzerinden herhangi bir diizglin uzaya tanimlanmig her fonksiyon

diizgiin stireklidir.
¢) fR—>R, fix)=ax+b (a,b € R) metrik diizgiin yapilara gére diizgiin stireklidir.
2.21. Teorem Her diizgiin stirekli fonksiyon stireklidir.

Ispat. (X, 2)ve (¥, ¥) iki diizglin uzay olsun. £X— Y fonksiyonu diizgiin siirekli bir fonksiyon
ve xe X olsun. V[f{x)], fix) in Y deki diizgiin topolojiyle herhangi bir komsulugu ise Ve ¥ve f
diizgiin siirekli oldugundan, her (x,y)e U igin (fx)fy))eV olacak sekilde bir Ue % vardir.
Buradan kolayca f{U[x]) < V[f(x)], dolayisiyla f, x de stireklidir.
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2.22. Uyan Siirekli her fonksiyonun diizgiin stirekli olmasi gerekmez. Bilindigi gibi fR—R,
Sfx)=x* fonksiyonu R iizerinde siirekli fakat diizgiin siirekli degildir.
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3. DUZGUN ORTULER.

X tlizerinde herhangi bir diizgiinliikk, X x X e ge¢ilmeden, X in her biri “aym biiyiikliikteki”
kiimelerden olugan Ortiilerinin listesini vererek tanimlanabilir. Bunun sonucu, diizglin uzaylar
teorisine alternatif bir yaklagimdir, ve bu bir 6nceki béliimde verilen yaklasimdan biraz daha

sik kullanilan daha uygun bir yaklagimdar.

3.1. Tanim (X, %) diizgiin uzaymn ortiisii ancak ve ancak, Ue % igin, &, = {U[x]|x € X}

bigiminde bir 6rtii tarafindan inceltilir ise bir diizglin Srtiidiir.

3.2. Teorem (X,%) diizgiin uzaymn biitiin diizgin Ortiilerinin x# toplulugu asagidaki

Ozellikleri tagir:
a)Eger D, D, € y ise,bir D, € u igin, D," <D, ve 9,'< D, dir.
b) Eger D< D' ve De u ise D' e p diir.

Tersine, X kiimesinin ortiilerinin a) ve b) yi saglayan verilen herhangi bir ortii ailesi # olsun.
Biitiin U, =U{Dx D| D € 9} kiimelerinin ailesi, @€ y igin, X tizerindeki, diizgiin ortiileri

tam olarak u niin elemanlar: olan, kdsegen diizgiinliigli icin bir tabandur.

Ispat a) D, ve D, Oortilerinin genel agirlik merkezcil inceltime sahip oldugunu gdstermek

yeterlidir (2 agirlik merkezcil inceltiminin bir agirlik merkezcil inceltimi & yi yildiz-inceltir.)
UoUcU NU,

olacak gekilde simetrik Ue % segelim. Buradan, her x e X igin, Yu(x,%,, )< D,[x] " D,[x]

olurve &, 9, ve &, nin ortak afirlik merkezli inceltimi olur.

b) Diizgiin 6rtii tammmindan agiktir.

Boylece, diizgiin ortiiler gevreleyenleri kadar iyi bir diizgiinliik tanimlarlar. Gergekte bu ikisi
arasindaki iligkiye topolojik bir uzaydaki agik ve kapali arasindaki iligkilere yaklagildigi gibi

yaklagilmalidir. Aslinda “diizgiin uzaylar” la ilgili literatiirde ¢esitli tanimlar vardir. Bu diizgiin
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uzaylarin yapisi oncelikle yukaridaki (a) ve (b) yi saglayan ortlilerin toplulugudur (bSyle bir
topluluk genellikle 6rtii diizgiinliigli olarak adlandirilir). Bu nedenle diizgiin uzay dendiginde
bu yapinn igeriginin gesidine daha genis bir gergeveden bakmak gerekir. Farkli durumlarda,
diizgiinliikleri tanimlamak i¢in hem ortiileri hem de cevreleyenleri tamimlamak yerinde
olacaktir. Bu iki yonlii yaklasimi asagidaki ifadeyle vurgulayabilirizz Bundan bdyle, X
lizerindeki bir diizgiinliik, ya X tlizerinde kOsegen diizgiinliigli ya da X {lizerinde Ortii
diizglinliigii anlamina gelir.

3.3. Tammm X iizerinde u Ortii diizglinliigii icin taban,

u={D|D,Xiérter ve bir D' € 11’ igin D' <D dir}

olacak gekilde x nin herhangi bir #'alt toplulugudur. u', basitge X tizerindeki diizglinliik igin
bir taban olarak adlandirilacaktir. A¢ikga, 4’ ancak ve ancak 3.2 nin (a) kismin sagliyor ise X
tizerindeki bir diizgtinliik igin tabandir. g 6rtli diizglinliigii i¢in alttaban, x4’ niin elemanlarinin
biitlin sonlu kesisimleri x igin bir taban olusturacak sekilde £ nin herhangi bir 4’
alttoplulugudur. Burada, X in & ve &'gibi iki ortiisiiniin kesisimi DA E={DNE|De D, Ec &}

Ortlistidiir.

3.4. Teorem a) Eger %/, 9/ kosegen diizglinliigi igin bir taban ise {D,[Ue %'},

cevreleyenleri %4 nun elemanlart olan ortii diizglinliigi igin bir tabandar.

b) Eger u', M ortii diizglinltigii igin bir taban ise, {Ug| Pe u'}, diizgin ortiileri 4 niin

elemanlari olan k6segen diizgilinliik i¢in bir tabandur.

3.5. Teorem QO metrigi ile iiretilen diizgiinliik ancak ve ancak X in, £>0 igin, &-kiireleri ile

olusan @” = {D”[x]| x € X} ortiileri bir taban olusturur ise metriklenebilirdir.

Ispat U? = {(x,»)| p(x,y) < &} kiimeleri X tizerindeki gevreleyenler igin bir taban olusturur,

boylece

UZlx]={yl p(x,y) <&} =D [x]



15
kiimelerinden meydana gelen ortiiler, X in diizgiin ortiileri igin bir taban olusturur.

3.6. Teorem Eger ', X lizerindeki £ 6rtii diizglinltigii i¢in bir taban ise Pe 4’ icin Yil(x, D)

ktimeleri diizgiin topolojide x noktasinda bir komsuluk tabani olusturur.

Ispat @ 4 ye kars1 gelen kosegen diizgiinliigii olsun. @ e 4’ igin Ugklimeleri %/ i¢in bir
taban olusturur, bdylece Ug[x] kiimeleri, %Pe u', diizgiin topolojide x noktasinda bir

komsuluk tabam olugturur. Ote yandan

Uglx] ={y|(x,»)e Ug }={y|(x,y) € Dx D bir De Digin }=Yil(x, D)

bdylece teorem ispatlanmis olur.

Bu son teorem, X tizerindeki diizglinliigiin diizgiin ortiilerle ayrilabilme kosulunun asagidaki
sekilde verilmesini saglar: ortii diizgiinliigii ancak ve ancak, X de x=#y iken,

Yil(x, D) Yil(y, D)= ¢ olacak sekilde X in diizgiin bir & ortiisii var ise ayrilmistir denir. Boyle
bir & ortiistintin yildiz inceltimi varsa bu bagka bir sekilde de ifade edilebilir: bir &rtii
diizgiinliigti ancak ve ancak ,X de x# y iken, x ¢ Yil(y, @’) olacak sekilde X in bir @’

diizglin Ortiisii var ise ayrilmigtir denir.

3.7. Teorem u, X izerinde ortli diizgtinliigii olsun. X in agik diizgiin ortilleri x igin bir taban
olusturur.

Ispat %, X tizerinde u ye karst gelen kosegen diizgiinlik olsun, %4nun acik elemanlart %%
i¢in bir taban olusturur, yleyse, %/ daki agik U igin, @, ortiileri, 4 igin bir taban olusturur.
Ote yandan, & v ={U[x]| x € X} ve eger U, X x X de agik ise, o zaman her x € X i¢in U[x],
X de agiktir.

3.8. Teorem X ve Y diizglin uzaylar olsunlar. f: X — Y fonksiyonu ancak ve ancak Y nin her
D, dizgin Ortlisii igin, AD,)={AD)|De D, } olmak tizere, (D ,)<D, olacak sekilde X in bir
D, diizgiin Ortiisii varsa diizgiin siireklidir (Dolayisiyla, ancak ve ancak Y nin her @ diizgiin

ortiisti igin, £~ (D) X in bir diizgiin ortiisti ise f diizgiin siireklidir.)
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Ispat f:X — Y fonksiyonunu diizgiin stirekli ve 2, 1 Y nin diizgiin rtiisti olarak kabul
edelim. V, 9,<%,, olacak sekilde Y nin bir gevreleyeni ve U, (x,y)eU oldugunda
(fx),f(»)) € V olacak sekilde X in bir ¢gevreleyeni olsun. Buradan kolaylikla,

(D)H)<D, <D,

Karsit olarak, teoremin kosullarinin gegerli oldugunu kabul edelim. Y igin herhangi bir V
gevreleyeni verildiginde, Ug <V olacak sekilde ¥ nin bir @, diizgin ortiisii ve f(9D,) < 9D,

olacak sekilde X in bir &, dizgiin ortisii bulunur. Buradan kolaylikla (xy)eUg ,

() f)eUg ive bu da (f{x),f(y)) e V yi gerektirir. Béylece f diizglin stireklidir.

Bu noktada diizglin Ortiilerin ¢ok Onemli bir 6zelligini (yildiz inceltiminin varligini)
¢evreleyenin 6nemli bir ozelligine (V oV cU olacak sekilde V nin varlifina) baglayan

teoremi verelim. Teorem bunlarin esasinda ayni seyler olduklarini sdyler.

3.9. Teorem a) EgerUo U™ c V ise, @, D, nin bir agirlik merkezcil inceltimdir.
b) Eger &, @' niin bir yildiz inceltimi ise, Ug oUg < Ugy dir.

Ispat a)U oU™" <V oldugunu kabul edelim. x € X ve Ulyl, &, nun x i igeren herhangi bir
elemani olsun. U[y] < V[x] oldugunu gostermek yeter. Fakat z € U[y] ise (y,z) e U dur ve
(»,x) e U oldugundan (x,y)eU™" elde edilir. Buradan (x,z)eUoU™" c¥ ve dolayisiyla
z € V[x] olur. Béylece Yil(x, 9, ) < V[x] dir.

b) @ nin, @' yi wildiz incelttigini varsayalim. (x,y)eUgoUg olsun. O zaman,
(x,2) e D, x D, ve (z,y)€ D, x D, olmak lizere D,,D, € & varolacak sekilde (x,z)eUg ve
(z,y)eUg dir. Oysa Yil(D,,9) x ve y nin ikisini de igerir ve bir D'e @’ de bulunur.

Dolayisiyla (x,y) € D'x D' c Ug olup, bdylece Ug cUg < Ugyolur.

Ince diizgiinliikler ve ince uzaylara bir giris yaparak bu boliimil bitirelim. Bu diizgiinliikleri

bagdastirmak igin baz1 onbilgilere ihtiyacimiz vardir. Once, n=1,2,... igin 9,,,"< D, olacak
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sekilde ortilerin normal dizisi nin 9,, 9, ,... oldugunu ve normal bir ortii niin normal bir

dizide yer alan bir &, 6rtiisti oldugunu belirtelim.

3.10. Tamim X kiimesinin Srtiilerinin bir v ailesi ancak ve ancak v deki her ortii , v de bir y1ldiz
inceltimine sahipse normal bir ailedir. O halde her normal dizi bir normal ailedir. Oysa bir 6rtii

dizisi, normal dizi olmadan da normal bir aile olabilir (yani iki normal dizinin karigimi olarak).

3.11. Teorem X in Ortiilerinin her normal ailesi X {izerindeki bir diizglinliik i¢in bir alt tabandir.

Tersi dogru degildir.

3.12. Teorem Eger X diizgiinlestirilebilir bir topolojik uzay ise, X tizerinde, X in topolojisine
uygun , en ince bir diizglinliik vardir.

Ispat {u, |@ € 4}, X in topolojisine uygun biitlin 6rtli diizgiinliiklerinin bir toplulugu olsun.
Buradan u, =U{y, |@ € 4} mn normal bir aile oldugu agiktir ve dolayisiyla X tizerindeki
diizgtinliik i¢in her g, dan daha ince olan bir alt tabandir. Eger 4 nlin X in topolojisi ile

uygun oldugu gosterilirse ispat tamamlanmaig olur.

Ik olarak, daha ince diizgiinliikler daha ince topolojiler tirettiklerinden, x tarafindan iiretilen
diizgiin topolojinin orijinal topoloji tarafindan kapsandigim gostermek yeterlidir. Fakat z igin

bir alt taban, g niin diizgiin topolojisi i¢in bir alt taban tiretir, Bu da agiktir.

3.13. Tanmm Eger X, diizgiinlestirilebilir bir topolojik uzay ise, 3.12 de olusturulan diizgiinliik,
X tizerinde ince diizgiinliikk olarak adlandirilir, u, ile gosterilir. Bu diizgiinlligii saglayan X,

ince uzay olarak adlandirilir.

Asagidaki kavramlar1 kullanarak topolojik uzayda ince diizglinliigtin 6zelliklerini daha ileri
diizeyde agiklayabiliriz.

3.14. Tammm X topolojik uzaymin agik bir & ortiisti, ancak ve ancak, agik Ortiileri igeren
D,,9, ... normal dizisinde =%, ise, normal agiktir. Her normal agik ortii bir a¢ik normal

Ortlidiir, ancak tersi dogru degildir.

3.15. Teorem L., X lizerinde, X in tiim normal agik ortiilerini taban kabul eden diizgiinliiktiir.
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Ispat Eger u, X iizerinde X in topolojisini veren herhangi bir diizglinliik ise, ve
D,,9D,,...dizisi de X in agik ortiilerinden olusan herhangi bir normal dizi ise, U {%,,9, ...}

toplulugu bir normal ailedir, dolayisiyla,X tizerinde aym topolojiyi veren diizgiinliik igin alt
tabandir. Buradan, X in agik Ortiilerinin her normal dizisinin ve dolayisiyla X in her normal

agik Ortlistiniin g, tarafindan kapsanmasi gerektigi sonucu gikar.
Fakat, tersine, u, i¢indeki agik Ortiiler, x, i¢in bir taban olusturur, 3.7 ile, gz, deki her agik

ortli normal agiktir (3.7).
3.16. Sonug Bir 6n kompakt uzayda ince diizglinliik, tim agik Ortiiler tarafindan tiretilir.

Ispat Bir 6n kompakt uzaydaki her agik 6rtii agik bir y1ldiz inceltimine sahiptir. Boylece her
agik Ortli normal olarak agiktir.

3.17. Sonug a) %, ince diizgiinltigli, her n>1 igin, V, oV, c V,_; olmak fizere kdgegeni igeren

agik kiimelerin bir V|,V , ,... dizisinde U=V, olacak sekilde kdsegenin tiim acik U komsuluklar

tarafindan tiretilir.
b) Bir 6n kompakt uzayda ince diizglinliik, kdsegenin tiim komsuluklar: tarafindan tiretilir.
3.18. Teorem Ince bir uzaydan diizgiin uzaya stirekli her fonksiyon, diizgiin siireklidir.

Ispat X, u, ince diizgiinliigtine sahip ve f: X — Y olsun. Eger @, Y nin herhangi bir diizgiin
ortiisti ise @ normal bir ortidiir ve dolayisiyla f7'(%2) normal ve agiktir. Buradan

(e p,. olur. Béylece f diizgiin siireklidir.
3.19. Teorem Bir kompakt T, -uzay1 kendi topolojisine uygun bir tek diizgiinliige sahiptir.

Ispat X bir kompakt uzay, u de X tizerindeki topolojiye uyan bir diizgiinliik olsun. X in her
agik 9P ortiistinin # niin eleman: olacagim gosterecegiz, Oyle ki u,u, ince diizglnligi

olmalidir.

Her xe X igin, bir De % i¢in xeD dir. D agk oldugundan, bir & ,epu igin

Yil(x,2,) < D dir. & "< @, olacak sekilde agik bir &, e u bulunur ve her x igin, &, in, x i
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iceren bir £, elemanim segelim. Bunlarin sonlu bir sayidaki kiimesi yani &, ,...,&, ler X i
orter. &, karsilik gelen &, ,...,&, Srtiilerinin bir ortak yildiz inceltimi olsun. Eger, F' € Fise, 0

takdirde bir x, i¢in <D olacak sekilde

FcYI(E, ,& )cYil(x,D, ) D,

dir.. Boylece Y < u olur.

3.20. Sonug Kompakt bir T, -uzay1 tizerinde her stirekli fonksiyon, diizgiin stireklidir.
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4. DUZGUN CARPIMLAR VE ALT UZAYLAR; ZAYIF DUZGUNLUKLER.

Bu boliimde diizglin uzaylarin garpimlarini ve alt uzaylarda diizgiin yapilar i¢in bilinen
yapilari, ¢arpim yapilarindan zayif diizgiinliikklere genellestirmesi gibi verecegiz.

4.1. Tammm Eger, % X iizerinde kosegen diizgiinliik ve 4 < X ise, A lizerinde 9/ vasitasiyla
Uretilen goreceli diizglinlik, Ue % igin, Un(Ax A) kimelerinden meydana gelen
diizglinliiktiir. Bu diizgiinliikteki 4 ya X in bir diizgiin alt uzay: denir.

A tlizerinde 9% vasttasiyla iretilen goreceli diizgilinlik aslinda A {tzerinde kdsegen

dtizgiinliiktiir.

X in bir 4 alt uzayinda diizgiin Srtiileri tanimlamak i¢gin, asagidaki kavrama ihtiyacimiz vardir.
Eger 9, X kiimesinin altkiimelerinin herhangi bir toplulugu ve 4 c X ise 4 lizerinde & nin

izi, A nin alt kiimelerinin

{DNA|De D}

seklindeki toplulugudur.

4.2. Teorem X in diizgiin ortiillerinin 4 tizerindeki izleri, 4 nin diizgiin 6rtiileri igin bir taban

olusturur,

Ispat @, X in diizgtin 6rtiisi ise, bir Ue @igin, {U[x]| x € X}, Dyi inceltir. Buna gore,

{[UN(A4x A)][x]| x € 4}

sinifi da, 4 tzerindeki & nin izini inceltir. O halde bu ifade 4 min bir diizglin Srtiistidiir.

Tersine, eger @', 4 nin bir diizgiin 6rtiisti ise,bir Ue % icin,

{lUN(Ax A)]lx]| x € 43
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ifadesi @’ yu inceltir. Buna gore, {U[x]|x e X}, X in, diizgiin bir 6rtiisii olup, bunun 4

tizerindeki izi @’ yii inceltir.
4.3. Teorem X in diizgiin bir 4 alt uzay1 iizerindeki topoloji, alt uzay topolojisidir.

Ispat Ue @ ve ac A igin,
[U A (Ax A)][a] = Ula] ~ 4

oldugunu belirtmek yeterlidir.

Boyle bir diizgiinliigiin topolojisi ¢arpim topolojisi olacaktir. Buna gore, diizgiin uzaylarin

carpimu iizerinde bir diizgiinliik tanimlama problemine donelim.

44. Tanim Her ae 4 icin X, bir kilme ve X=HX »1se, o mer ikili izdiistim,

P (x,y)= (7, (x),7,(p)) ile tanimlanan P, : X x X — X, x X, tasviridir.

4.5. Teorem Eger %, , her o € A igin, X, Uizerinde bir kdsegen diizglinliik ise, i=1,...,n i¢in
U, € %, olmak lizere,

PU)N..0PU,)

kesigimi, [ [ X, tizerinde % diizgiinliigii i¢in bir taban olusturur. Buradaki topoloji [ [ X,
tizerindeki garpim topolojisidir.

Ispata) Ac P,' (U, )n..nP'(U, ) dir.

b) P, ! (Uoll)r\...ml”a;1 (U,,) seklindeki iki kiimenin kesisiminin yine aym gekilde oldugu

aciktir.

0 U=P'(U,)N..nP'U,) olsun. i=l,..n igin V, oV, cU, olacak sekilde

v, € %, bulunur. V= Pa;l1 V,)Ne.n Po;1 (V,, ) seklinde olsun. Eger, (x,z)eVeV ise,
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(x,y)eV ve(y,z)eV olacak sekilde bir y bulunabilir. (x,,y,) ve (y,,z,) herbiri

a =ay,....a, i¢in V, mn elemanidir ve dolayisiyla
(x,,z,)eV, oV, cU,, a=qa,..«, igin

dir. Boylece (x,z) € U olup, dolayisiyla V oV < U dur.

d) (c) de oldugu gibi, V; cU, (=l,..n)ise, V'cU olur.

Sonug¢ olarak, garpim diizglinliigliniin ¢arpim topolojisini verdigini gostermek igin, eger
U=P'(U,)N..nP'(U, )ise, xe [ X, igin,

Ulx]={y|(x,») e U}

={y| (%4> ¥4 ) €U, (i =L.com} =73} (U, [x, 1)
i=1

oldugunu belirtelim.

4,6.Tanim 4.5 te kurulan diizgiinliik, HX ., uzerindeki carpim diizgiinliigtidiir ve HX . da,

o € 4 igin, X, ¢arpan uzaylarindan olusan ¢arpim uzayidir.

Carpim uzay1 tizerindeki diizgiin ortiileri belirlemeden 6nce, bir X kiimesinden X, topolojik
uzaylarina, « € A, tasvirlerin bir toplulugu ile tiretilmis zayif topolojiye benzer diizglinliigii
tanimlamak uygun olacaktir; yani, bir X kiimesinden X, diizgiin uzaylarina, a € 4,

tasvirlerin toplulugu ile iiretilen zayif diizgiinliigii vermek uygun olacaktir.

4.7. Tanim X bir kiime ve X, , %, késegen diizgiinltigline sahip bir uzay olmak tizere, her

acdigin, f,: X - X, olsun. Her a € 4 i¢in de

Fa(xay) =(fa(x)9fa(y))

olacak sekilde
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F,: XxX->X,xX,
tanimlanmis olsun. i=1,...,n i¢in U, € %ai olmak iizere,
FU)N..nF,'U,)

seklindeki kiimeler toplulugu, X tizerindeki diizgiinliik i¢in bir tabandir. Bu, X tizerinde f,

tasvirleriyle {iretilen zayif diizgiinlikk olarak adlandirilir. Bunun diizgiinliik igin bir taban
oldugunun ispat1 4.5 deki gibidir. Aym yolla, zayif diizgiinliikle tretilen topolojinin, f,

tasvirleri ile iiretilen zayif topoloji oldugu ispatlanabilir.
HX ., Uzerindeki ¢arpim diizgiinligt, 7, izdiistim tasvirleriyle tiretilen zayif diizglinltiktiir.

4.8. Teorem f, : X — X tasvirleri vasitasiyla iiretilen zayif diizglinliik, her f, y1 diizglin

stirekli yapan en zay1if diizgtinliiktiir.

Ispat Eger U, € @, ise F,'(U) zayif diizgtinl{igiin bir eleman1 ve eger (x,y) € F,'(U) ise
(f,(x), f, () €U oldugundan, f, nmn diizgiin stirekli oldugu agiktir.

U, X, tizerinde zayif diizgiinlikk ve % her f, diizgiin stirekli olacak sekilde herhangi bir
ditzginlik olsun. F,'(U,)N..NF,; (U, ) kesisiminin daima %/ niin elemam olacagm

gosterecegiz. Her i=1,...n i¢in (x,y)eV, ise (f, (x),f, (¥)eU, olacak sekilde bir

Vo, € @ varolacaktir. O halde, Va, © F(;l (Y 051) ve dolayisiyla

Val OV Va" cF (U, )Nn.nF'{U,)

olup, bu son kiime iddia edildigi gibi ¢ ye aittir.

4.9. Teorem Eger X, f, : X — X, tasvirlerinin tirettigi zayif diizglinliige sahip ise, ancak ve

ancak, her « i¢in, f, o f, diizgiin stirekli ise f:Z — X diizglin stireklidir.
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Ispat Eger f; diizglin siirekli ise, her & igin, f, o f de diizgiin siireklidir. Ciinkii bileske
islemi diizgiin stirekliligi korur.

Her a i¢in, f, o f nin diizgiin siirekli oldugunu varsayalin. U € 24 X) olsun. O takdirde
F,, f, ile birlesmis tasvir ve U, € %, (X, Uzerindeki dlizglinlik) iken, U,
F, : U, )N..nF, ! (U,,) seklindeki bir kiimeyi igerir. Oysa her i=1,...,n igin f, o f diizgin

stirekli oldugundan

(xay)EVVi = (fa, of(x)afa, of(y)) € V(Z]

olacak sekilde bir W; € %/(Z) vardir. Boylece, (x,y) € W; i¢in, (f(x), f(¥)) € F(;l (Vg ) dir

n n
ve dolayisiyla, eger, (x,y)eW = nWi ise, 0 zaman (f(x), f(¥)) e ﬂ F;l (Ve) U dir.

i=l i=1

Bu da fnin diizgiin siirekli oldugunu kanatlar.

4.10. Sonug a) HX ., Uzerindeki ¢arpim diizglinliigt, her bir 7, izdlistimiinii diizglin stirekli

yapan en zayif diizgiinliktiir.

b) f:Z—> HX , tasviri, ancak ve ancak, her « i¢in 7, o f, diizglin stirekli ise, diizglin
stireklidir.

Aynen zayif topolojilerde oldugu gibi, daha ¢ok tasvir topluluklariyla dretilmis zayif
diizglinltikler ¢carpim diizgtinliiklerinin alt uzaylaridirlar. Bilindigi gibi, bir £, : X — X, tasvir
topluluguyla belirtilen e: X — HX ., degerlendirme tasviri [e(x)], = f,(x) seklindedir.

Yani, e tasviri 7, ce = f, bagintisiyla tammlidir.

4.11. Teorem e degerlendirmesi, ancak ve ancak, f, tasvirleri, X igindeki noktalar1 ayiriyorsa

ve X bu noktalarla verilen zay1f diizgiinliige sahip ise, diizgiin bir izomorfizmadir.
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Burada, bir ¢arpim uzayi iizerinde ya da zayif diizgiinliikteki diizglin Ortillerin ¢arpan
uzaylarmin diizgiin ortiilericinsinden belirlenmesi problemini ele alacagiz. Bunun i¢in, zayif

diizgiinliiklerin ya da ¢arpimin &rtii taniminin agiklanmasi gerekir.

4.12. Teorem f, :X — X, tasvirleriyle meydana getirilen X kiimesi tizerindeki zayif
diizgtinlik, ¢ € 4 ve X, nin bir diizglin ortlist & olmak {izere, diizglin ortiiler i¢in bir

alttaban olarak,
f(D)={f;(D)| De D}

ters goriintiilerine sahiptir.

Ispat X tizerindeki zayif diizgiinlik, tim f, lan diizglin stirekli yapan en zayif (en kaba)
dtizgiinliiktiir. Yani, her bir £, () yi diizgiin 6rtii yapan en zayif diizgtinliiktiir. B&ylece
eger, f.'( D), X uzerindeki bir diizglinlik igin bir alt taban olusturursa, bu zayif diizgiinliik
olmalidir. Oysa, @,"<D,= £, (9D,)" < £7'(D,) oldugundan, £, (D) ortiileri bir normal

bir aile olugturur ve dolayisiyla 3.11 den, X tizerindeki bir diizgiinliik i¢in bir alt tabandirlar.

4.13. Sonu¢ Diizgiin uzaylarin bir HX , sarpimi Uzerinde diizgiin ortiiler igin bir taban
agagidaki sekilde elde edilen tiim ortiilerden meydana gelir: «,,...,«, segelim ve 9, her i igin
X, nin diizgiin bir drtiisii olsun. Buna gére | [ X, nm ortisii tim | [D, kimeleri ile

olugur. Burada D, €9, , i=1,....,n ve aksi halde D, = X, dir.
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5. DUZGUNLESEBILME VE DUZGUN METRIKLENEBILME.

Burada hangi topolojilerin diizgilinliiklerden ve hangi diizgiinliiklerin metriklerden geldigi

seklindeki zor ama Onemli iki soruyu ele alacagiz

Asagidaki yardimci teorem diizgiinlestirilebilirlik ve diizglin metriklenebilirlik i¢in olgiitiin

genellestirilmesine temeldir.

5.1. Onerme 9, X diizglin uzay: {izerinde diizglin bir ortii ise, her £ >0 ve &, <D igin
&,={D,(x,¢)| x € X} diizglin bir 6rtii olacak sekilde X tizerinde bir p sdzde metrigi vardir.

Ayrica, p, 1 ile sinurl olarak alinabilir.

Ispat Once, ortiilii diizgtinliigti tanimin kullanarak, 9 “altinda” bir normal dizi kurulabilir:
<D <D< D,

Bu normal dizi ile p sdzde metrigini birlestirerek yardumci teoremin kapsami p tarafindan
kolayca saglanir. Her x ve &£<1 iginDp. (x,€)=D,(x,€) oldugundan, min(p,l)=p"

konularak bir p bulunur.

X tizerinde bir diizgiinliik olusturan diizgiin 6rtiilerin toplulugu boylelikle X {izerindeki s6zde
metriklerin bir topluluguna neden olur. Bundan bagka, s6zde metriklerin bu toplulugu orijinal
diizgtinltigii yeniden 6rtmede kullanilabilir. Boylece, X tizerindeki s6zde metriklerin belli bir

toplulugu diizgiin yapilar olusturmaya sahip ¢ikabilir.

Herhangi bir diizgiin 6rtii altinda bulunan normal diziye benzer kdsegen, herhangi bir
U € %/X) tarafindan kapsanan ..c U, cU, cU bileske dizisidir. Burada her n igin
U,U,cU,, dir. Boyle bir dizi tamamen benzer bir yolla bir s6zde metrik liretmek i¢in

kullanilabilir.

Burada artik diizgiinlestirilebilirlik ile ilgili teoremi ispatlayabiliriz.Bir diizgiin uzayin tanimi
kullanilarak limite gétiirmek uygun bir yol olacaktir; Biri ortii diizgiinliikleri kullanilarak,
digeri kdsegen diizgitinliikleri kullanilarak ispatlanacaktir.
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5.2. Teorem Bir topolojik uzay ancak ve ancak tam diizenli ise diizglinlestirilebilirdir.

Ispat =: u, X iizerinde topoloji tireten bir ortii diizglinltigii olsun ve 4, X iginde kapali bir
kiime ve x ¢ 4 olsun. Bir e y i¢in, Yil(x,9) NnA=¢.d, 5.1 de oldugu gibi & ile birlesmis

(1 ile sinirlr) sézde metrik olsun. O halde
D,(x,))mA=¢

olur. f:X —[01], f(x)=d(4,x) fonksiyonu olsun. Buradan f, X lizerinde diizgiin
stireklidir ve f(4) =0, f(x) =1 dir. Béylece X tam diizenlidir.

<: X in tam diizenli oldugunu varsayalim. S, X tizerinde stirekli reel-degerli fonksiyonlarin

toplulugu olsun. f €S ve £ >0 igin,

Uy ={(,) e X x X| f() =~ f(»)I< &}

olsun ve % f,.....f, €S, & >0 olmak lizere,
Ufl,s. N..nU,

seklindeki kiimelerin toplulugunu taban kabul eden cevre diizgiinliigii olsun (entourage
uniformity) . Gergekte, %£ goriiniiste, X tizerinde reel degerli siirekli fonksiyonlarin toplulugu
tarafindan {iretilen zayif diizgiinliiktiir. Burada sadece, %/ nun X {izerinde sag topoloji
iirettiini gostermeliyiz. Burada zay:if bir diizgiinlik ile birlesmis topolojinin zayif topoloji
oldugunu gdsterecegiz. X tizerindeki orijinal topolojide 4 min kapali oldugunu varsayalim ve

x¢ 4 olsun. f(x)=0,f(4)=1 olacak gekilde f €S bulalm. V' =U,,,, olsun. O zaman,
eger zeV[x] ise, f(x)— f(z) <% ve dolayistyla | f(2) |<—;— olacak sekilde (x,z)eV dir.

Buradan V[x]n 4=¢ sonucu ¢ikar. Dolayisiyla, 4 diizglin topolojide kapalidir. Boylelikle
olagan topoloji diizgiin topolojiden daha kii¢tiktir.

Kargit olarak, X tizerindeki orijinal topolojide, dlizgiinliik i¢in tabana ait her V' ve her x € X

i¢in, Vx] in agik oldufunu gdstermek yeterlidir. Oysa, V' =U, . n..nU, ve buradan
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Vixl=U, , [x]n..nU, , [x]

olup, sadece U, . [x] nin X i¢inde agik oldugunu kontrol etmek gerekir.

U, [xI=0] i) - W< g} =" (/i —&, fr(x) +&,)

oldugundan, istenen sonug f, nin siirekliliginden ¢ikar.

Tam diizenlilik ig¢inde yer almayan herhangi bir ayirma aksiyomunu, diizgiin uzaylar
karakterize etmek igin kullanacagiz. Oregin, her sézde metrik uzay diizgiinlestirilebilir, yani,

tam diizenlidir, fakat bu uzaylarin mertik olmayan Ornekleri 7, bile degildir. Boylece,

herhangi bir uzay iizerindeki asikar(trivial) topoloji diizgiinlestirilebilir.

5.1 Onermesine goére, bir diizgiinliigiin tabaninin her elemam sézdemetrik ile belirtilebilir.
Eger ilgilenilen sayilabilir ¢oklukta sézde metrik varsa, bunlarin birlesiminin sonucu hala bir

s6zde metrik olur ve sorudaki tam diizgtinliigii belirler.

5.3. Teorem X iizerinde bir p dizgiinliigti ancak ve ancak sayilabilir bir tabana sahipse,

sOzde metriklenebilirdir

Ispat Eger p, u diizgiinliigiinii veren bir s6zde metrik ise, D,={D,(x,1/2")| x € X} olmak
tizere, { D,, D,,...} , u igin sayilabilir bir tabandir.

Karsit olarak, {9, 9,,...}, u i¢in bir taban oldugunu varsayalim. Ortak yildiz inceltimleri
almarak, .." <@, <%, yazlabilir. 5.1 deki gibi, d,, 9, ile birlesmis sézde metrik ve

d, <1 olsun.

2 d
()= 3 222

seklinde  tanimlayalim. Buradan d, X  izerinde  sbzde  metrik  ve

{D;(x1/2")|x e X} <{D, (x,)| x € X} dir. Bu nedenle her n igin &, ortiisii d tarafindan

tiretilen z, diizgiinltigiine ait olur. Boylece u c u, dir.
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Her £ >0 i¢in, {D,(x,&)| x € X} € 4 oldugunu gosterirsek ispat1 yapmis olacagiz. N yeteri
kadar biiylik olmak tizere, Z::NH (1/2") < £/2 alalim. Bundan sonra, 5.1 deki gibi her » igin,

d, tarafindan {iretilen diizgiinlik, u iginde yer alir. Oyle ki, her »n i¢in

n

{D, (x,2"¢/(4N))|x € X}, p ye ait olur. & bu N ortiilerinin ortak bir inceltimi olsun.

D € & verildiginde X igindeki x,,...,x, i¢in,

N n
D cﬂan (xn,%)

n=1

olur ve x € D ise bilinen iglemlerle,

4 2"g
D, |x,—|cD,(x,¢&
ﬂ dn[ n 4N] d( )

oldugu gosterilir. Buradan da @< {D,(x,&)| x € X} elde edilir.

5.4. Sonu¢ Bir diizgiilik ancak ve ancak ayrilmis ise ve sayilabilir bir tabana sahip ise

metriklenebilirdir.

5.5. Ornek Oldukga 6nemli bir 6rnek, sayilabilir sirali sayilarinda bulunabilir. Her o € Q,

i¢in,
U, ={(xy)|x=y veya x>a,y >a}

dir (sekil 5.1). O halde {U, | @ € Q,} metriklenemez bir diizglinliik i¢in bir tabandir fakat, bu

topoloji ayirtik topolojidir. Gergekte eger B <« ise, U, [fB]={F} dir.
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Sekil 5.1
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6. TAM DUZGUN UZAYLAR; TAMLAMA.

Tamlik kavrami metrik uzaylardan diizglin uzaylara kolaylikla taginabilir. Bunun i¢in, Cauchy

dizisi kavramim genellestirmek gerekir.

6.1. Tanim X, 2 kosegen diizglinltigtine sahip olsun. X deki bir (x,) ag1 ancak ve ancak her
Ue % igin, 4,4, 22, iken, (x,,x, )€U olacak gekilde bir 4, € A var ise %-Cauchy

(veya sadece Cauchy) dir. Buna karsilik gelen ortii tasviri agagidaki gibidir;

Ancak ve ancak her & diizgiin ortiisl i¢in 4,4, 2 4, iken, x; ve x, birlikte & nin bir

elemaninin i¢inde olacak sekilde bir A; € A var ise(x,), # -Cauchy (veya sadece Cauchy)

dir.
6.2. Teorem Her yakinsak ag Cauchy dir.

Ispat x, > x ve Ue @ ise, VoV cU olacak sekilde simetrik ¥ € %4 alalm. O takdirde
A= 4, igin (x,), V[x] in iginde yer altr denir. Eger A,,4, = 4, ise, 0 zaman (x A, ,x)eV ve

(x,,,x) eV dir. Buradanda (x,,x, )e VoV c U elde edilir.

6.3. Tanim Bir X diizgiin uzayindaki her Cauchy ag1 yakinsarsa, X bir tam diizgiin uzaydir.

Boyle tamimlanan tamlik kavrami metrik uzaylar i¢in verilen tanima uygundur. Eger X, p
metrigi tarafindan tiretilen, metriklenebilir bir diizglin uzay ise, X i¢indeki (x,) dizisi, ancak
ve ancak her &> 0 i¢in, n,,n, 2 n, iken, p(x, ,x, ) <& olacak sekilde bir n, var ise 6.1 ¢

gore Cauchy dir.

6.4. Teorem p metrigi tarafindan {iretilen %2 diizgiinliigiine sahip X uzay1 ancak ve ancak p

bir tam metrik ise tamdir.

Ispat %/tam ise, her Cauchy ag1, dolayisiyla her Cauchy dizisi yakinsar, boylece o tamdir.

Karsit olarak, p nin tam ve (x,) mn X iizerinde Cauchy ag1 oldugunu varsayalim. 4,4’ > 4,
iken, p(x,,x,) <1 elde edilecek sekilde 4, € A segelim. A,,...,4, , almarak, 4,4’ > 4, iken,
p(x,,x,)<1l/n elde dilecek sekilde A, y1 A,,..,4,, den daha biiylkk segelim. Buradan
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xeX igin x, —x olur. Fakat (x,) mn terimleri (x, ) nin terimlerine artikli olarak

yakindir. Bunedenle x, — x elde edilir.

X tizerinde metriklenebilir bir topoloji verildiginde, X bu topoloji ile tam metriklenebilir

(6l¢iilebilir) olmasa bile bu topolojiyle uyusan daima bir tam diizgiinliik varolacaktir.

Burada tam diizgiin uzaylarin baz: elemanter 6zelliklerini agiklayacagiz. Bunlar tam uzaylarin
kompakt uzaylara benzemesini saglar.Gergekten, kompakt uzaylarin pek ¢ok elemanter

ozelligi aym zamanda tam uzaylarda da bulunur.
6.5. Teorem a)Bir tam X uzayimn kapali bir 4 alt kiimesi, tamdur.
b) Bir X Hausdorff diizgiin uzaymn tam bir 4 alt uzayi, kapalidir.

Ispat. a) 4 i¢indeki bir (x ,) Cauchy ag1, X i¢inde Cauchy dir dolayisiyla yakinsar. Bu agin X

deki limiti, kapal1 4 kiimesinin eleman1 olacaktir. Bu nedenle 4 tamdir.

b) xe X e yakinsayan A4 daki bir (x,) ag1 4 da Cauchy dir ve bir y € 4 limit noktasina
sahiptir. X Hausdorff oldugundan, limit tektir, buradan x=y dir. O halde 4 kapalidir.

6.6. Teorem Diizglin uzaylarin bir bosg olmayan ¢arpimi ancak ve ancak her ¢arpan uzayi tam

ise tamdir.

Ispat I1X ., nin tam oldugunu varsayalim. Her X, carpimin kapali bir alt uzayma

homeomorfiktir ve bdylece tamdir (6.5).

Diger yandan, her a € 4 igin X, bir tam uzay oldugunu varsayalim. Buradan ¢arpim
icindeki Cauchy agmin X, igine izdiisiimii, X, da Cauchy dir ve bdylelikle bir x, noktasma
yakinsar. Orijinal ag buradan, & € 4 i¢in, ¢arpim igindeki & ninc1 koordinati x, olan noktaya

yakinsar.

Kompaktlik ve tamlik arasindaki benzerlik tasvir 6zelliklerine genisletilemez. Gergekten, bir

tam uzayin diizgiin stirekli goriintiisiiniin tam olmas:1 gerekmez.

Bundan sonra diizgiin uzayin kompaktlig: ve tamlig1 arasindaki farklar1 inceleyebiliriz.
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6.7. Tanim X {izerindeki bir %/ diizgiinl{igii ancak ve ancak her U € %/ i¢in (her bir £ igin),
D, x D, c U olacak sekilde X in sonlu bir {D,,...,D,} ortiisli varsa tlimel siirlidir. Bagka bir
degisle, X tizerindeki bir x 6rtli diizglinliigli ancak ve ancak x4 sonlu ortiilerden olusan bir

tabana sahipse tlimel smurlidir. Eger X tiimel sinirli bir diizgiinliie sahipse, tlimel sirli
diizgiin uzay adini alir.

6.8. Onerme X, ancak ve ancak, X icindeki her agin bir Cauchy alt ag1 varsa, tiimel siirlidir.

Ispat (x,) timel smurli X uzaymda bir ag olsun. Herhangi bir U e % verildiginde,
D, xD, cU ve (x;) genellikle D, i¢cinde olacak sekilde bir D, c X kiimesi vardir.
Ancak ve ancak 4, <1, ve D, oD, ise (4,U;)<(4,,U,) ile ybnlenmis kiime
[:{(A,U)|U € Uvex, € D,}olsun. Her (4,U) €T igin x,,,, = x, tanimlansm. Buna gére
(x10) > (x;) nin bir alt afidir ve U, € @ verildiginde, (4,,U,) €' olacak gekilde 4; € A

segelim. O takdirde, (x,,,), (x,) mn bir Cauchy alt ag1 olacak gekilde

(A4,U),(A\U") 2 (A4,Uy) = (x;,x,) € Dy x Dy < Dy x Dy U,

dir. Diger yandan, eger X tiimel sinirh degilse,0 zaman her ki¢in D, x D, c U olmak tizere X
in higbir sonlu {D,,...,D,} 6rtlisti varolmayacak sekilde bir U € %/ kiimesi vardir. Buna gére,
eger VoV cU ise, her xe Xicin V[x]xV[x]c U oldugu gergeginden hareketle higbir
sonlu V[x,].,...,V[x,] dizisinin X i 6rtmedigi sonucu ¢ikar. O takdirde herhangi bir i <» igin
x, € V[x;] olacak sekilde x,,x,,... dizisini tiimevarimla kurabiliriz. (x,) bdylece hig¢bir

Cauchy alt agina sahip olamaz.
6.9. Teorem Bir X diizgiin uzay1, ancak ve ancak, tam ve tiimel siurlt ise, kompakttir.

Ispat Eger X kompakt ve (x,), X de bir Cauchy ag1 ise, (x,) nin bir x yigilma noktas1 vardir
ve bu ag Cauchy oldugundan, (x,), x e yakinsayacaktir. Boylelikle X tam olur. Her ag

yakinsak oldugundan, dolayisiyla Cauchy dir, alt agdir, X de ttimel sinirhidir.

Bir tam ve tiimel sinirh uzayin kompakt oldugunu gostermek igin, her agin yakinsak bir alt ag
olan (tamligin geregi) bir Cauchy alt agina (tlimel sinirliligin geregi) sahip oldugunu
belirtelim.
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6.10. Teorem Bir X diizgiin uzayinin bir 4 alt kiimesinden bir tam diizglin ¥ uzayina diizgiin
siirekli bir fonksiyon, 4 ye genisletilebilir.

ispat Her xe 4 igin, 4 igindeki bir (x ,) Cauchy af1 x e yakinsar. (f(x,)) ag yine bir
Cauchy agidir, ve dolayisiyla Y i¢inde 6rnegin y ye yakinsar. Bu durumda f{x)=y tanimlanmig

olsun.

fin diizgiin siirekli oldugunu gostermek i¢in, 2 ve ¥ sirasiyla, X ve Y iizerinde diizgiinliikler
ve V'eVolsun. VoV oV V' olacak sekilde simetrik V € ¥ alalim. Burada x ve y, 4 nin
noktalar1 ve (x,y) €U ise, (f(x),f(y)) eV olacak sekilde agik bir U € %/ kiimesi bulunur.

Eger x ve y, 4 nin noktalar1 ve (x,y) e U ise(f(x), f(»)) €V’ oldugunu iddia ediyoruz. Bu

da, 4 iizerinde fin diizgiin stirekliligini gosterecektir.

A kiimesinde sirastyla x ve y noktalarina yakinsayan (x,) ve (y,) aglan bulunur. U agik ve
(x,y) €U oldugundan, sonugta, (x,,y,)€U ve bdylece (( f(x, ), f(y «)) €V olur.
Fakat, f(x,), Ax) e yakinsadigindan, sonugta, f(x,)eV[f(x)] ve boylece
(f(x,), f(x)) eV olur. Benzer gekilde (f(y,),f(y)eV  olur. Buradan da
(fx), f(y)eVoVoV cV’' oldugu sonucu gikar.

Bundan sonra her diizgiin uzayin sozde metrik uzaylarn bir ¢arpimu igine diizgiin

goémiilebildigini ispatlayacagiz.

6.11. Teorem Her diizgiin X uzay: sdzde metrik uzaylarin bir ¢arpimi igine gémiilebilir ve

carpanlar eger X ayrilmis ise metrik yapilabilir.

Ispat u={D |« € 4}, X lizerinde, bir 6rtli diizglinligt olsun. Burada x yii ayirgan kabul
ediyoruz. Her bir &, diizgiin 6rtiisii ile, 6nerme 5.1 gdz 6niine alinarak bir d, sdzde metrigi
birlegsin ve X, (X,d, ) sdzde metrik uzaymm gostersin. X,°, X, nin metrik 6zdeslesmesi,
ozdeslesme tasviri s, ve [e(x)], =h,(x) degerinde e: X — HX »  tamimlayalim. u
ayirgan oldugundan, x ve y gibi herhangi iki farkli nokta bir 4, metrigine pozitif uzakliktadir,

ve dolayisiyla e bire-bir dir. e nin herhangi bir izdiistim tasviriyle bileskesi diizgiin stireklidir
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' in diizgiin stirekli oldugunu gostermek igin,

ve boylece e diizgiin siireklidir. Son olarak, e~
U, ,u ile birlesmis, X iizerinde kdsegen diizglinliiglintin bir elemam olsun. Eger d, , U, ile
birlesmis sozde metrik ise, O zaman {(x,y)e XxX|d, (x,y)<l}cU, oldugunu

belirtelim.Eger
T, ={(%>y.) € X x X, |d, (x,5¥,) <1}

olarak alirsak, 7., X" tizerindeki metrik diizgiinltigtiniin elemanidir, ve béylece

T=P(T,)={(xyellX,x[1X,|d, (x,,y,) <1}

[1X, tizerindeki diizgiinliigiin elemani olur. Fakat

(D) ={(xy) e XxX|d,(xy) <} U,

dir. Buda, e in diizgilin stirekliligini verir.

6.12. Teorem Eger Y yogun bir alt uzay olarak X i igeren herhangi bir tam uzay ise o takdirde,
X ve Y, X i noktasal sabit kabul eden bir izomorfizma altnda diizgiin izomorfiktir,
anlaminda her diizgiin X uzay1 bir tam diizgiin X uzayinmn yogun bir alt uzayi olarak diizgiin

goriilebilir ki bu tektir. Ayrica, ancak ve ancak, X ayrilmig ise X da ayrilmigtir.

Ispat X s6zde metrik uzaylarin bir carpimi igine gomiilebilir, X < JTX, ve her X, nin, bir

X » S0zde metrik tamlamas1 vardir. Buradan X in X o icindeki kaplamasi yogun altuzay

olarak X i igeren bir tam diizglin uzaydir. Bundan bagka, her X, eger X ayrilmis ise metrik

yapilabilir ve sonugta X in ¢ikan tamlamasi Hausdorff ve dolayisiyla da ayrilmis olacaktir.

Tekligini ispatlayalim. Eger ¥, X in herhangi bir tamlamasi ise, o takdirde i: X — X 06zdeslik
tasviri diizgiin stirekli 7 : XY veld:Y>X geniglemeleri vardir (6.10 dan). Bundan da I

nin, Y ile X nin diizglin izomorfizmasini gerektirdigi sonucu ¢ikar.

6.13. Teorem Tilimel sinurh bir diizgiin uzayin tamlamasi kompakttir.
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Ispat Gergekten, bir Y diizglin uzay1 yogun tiimel smirlt bir X alt uzayim kapsadiginda ¥ nin
tiimel sinirlt oldugu gosterilebilir.

9, Y nin herhangi bir diizgiin ortiisti, & de, & nin bir agik yildiz inceltimi olsun Yine &', &
nin X tizerineki izini incelten, X in bir sonlu diizgiin 6rtiisti olsun. Burada {F |[Fe & } in ¥

nin & yi incelten bir diizgiin 6rtiisii oldugunu gostermek yeter.

Ik olarak, diizgtin 6rtii oldugunu gosterelim. %, X iizerindeki izi & olan Y nin diizgiin bir
ortilisti olsun ve & nin bir agk bir &, inceltimi bulunsun. Her F € &, agik oldugundan,
F,cF,NnX vebir Fe & igin her bir F, "X, F tarafindan kapsanir. Boylelikle, F,,

{F|Fe&'} yiinceltir. Bu da Y nin bir diizgiin 6rti oldugu gosterilir.

Ikinci olarak, {F | F e & } @ vyi inceltir. Clinkli F € & verilediginden, E€ & ve DeD

icin, F c E ve Yil(E, &) c D elde edilir ve buradan, F — D sonucu gikar.

Béylece, tiimel smurh diizgiin bir uzayin diizgin tamlamasi, gercekten, X in bir
kompaktlastirilmasidir (ki bu tek diizgiinliigii X tizerindeki diizglinltige kisitlar). Tersine, X in
herhangi bir BX kompaktlagtirilmas: tek bir diizgiinliige sahiptir (tlimel simurlt), boylece
verilen diizgiinliik X tizerindeki bir tiimel sinirh diizgtinliige yiikselir.
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7. YAKINLIK UZAYLARI.

Bu béliimdeki temel amag, X kiimesi {izerinde yakinlik denilen yeni bir “yakinlik bagmtis1”
vermek ve X tizerindeki yakinliklar ile X {izerinde tiimel sinirli diizgiinliikler arasinda bire bir

bir esleme kurmaktr.

7.1. Tanmm X bir kiime ve &, X in 4, B ve C alt kiimeleri i¢in, agagidakileri saglayan HAX)
{izerinde bir ikili bagint1 olmak {izere,bir yakinlik uzay1 (X, &) ciftidir:

P-1) ¢34

P-2) Her a € A4 igin, ada dur,

P-3) AJSB gerektirir B4,

P-4) Ancak ve ancak 46B yada ASC ise AS(Bw () dir,

P-5) A6B gerektirir CND =¢ ve A5(X —C), BS(X — D) olacak sekilde C,D c X vardir.
Bu uzay eger asagidaki ek aksiyomu sagliyorsa, ayrilmistir denir.
P-6) adb gerektirir a=5.

Pratikte, X yakinlik uzay1 ve &, X lizerinde yakinlik olarak bilinir. 46B, “4 yakin B” diye
okunur. Ya da daha agik olarak 4, B ye & yakindir denir.

7.2. Ornekler a) Herhangi bir X kiimesinde, ancak ve ancak A ve B nin her ikisi de bos
degilse, A6B tanimlanabilir. Bu da X lizerinde bir yakinlik tanimlar. Bu yakinliga apagik
yakinlik denir.

b) Herhangi bir X kiimesinde, ancak ve ancak AN B# ¢ ise A6B tamumlanir. Bu ifade, X
tizerinde her zaman bir yakinlik tamimlar, bu yakinlhiga ayirtik yakinlik adi verilir.

¢) Herhangi bir X normal topolojik uzayinda, ancak ve ancak 4 "B # ¢ ise ASB tanimlanr.
Bu da X tizerinde , elemanter yakinlik adi verilen bir yakinlik verir. Ancak ve ancak X, 7 ise

ayrilmis uzaydir. Ileride goriilecegi gibi , tim yakinliklar elemanter yakinliklar olarak elde
edilebilir.
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d) %/kosegen diizgiinliiklii bir X uzayinda, ancak ve ancak bir U € % i¢in U[A|NU[B]=¢
ise, A #B tammlanir. Bagka bir degisle, VoV c U olacak sekilde V € % elemanlarinin
varligindan, yukaridaki tamim, ancak ve ancak bir U € % igin U[A]nB=¢ ise A JIB
seklinde ifade edilebilir.

Eger X lizerinde bir 4 Ortii diizglinltigii verilmigse tanum, ancak ve ancak bir %/e u igin,
Yil(4, 2)NYil(B, U)=¢ ise A SB seklini alir. Bagka bir degisle, ¢ < @ olacak sekilde

@ elemanlarinin varhigindan tamim, ancak ve ancak, bir %e uigin, Yil(4, )N B=¢ ise
A 8B olarak yazilabilir.

Bu yollardan herbiri ile elde edilebilen yakinlik diizgiinlestirilebilir yakinlik adini alir. Daha
sonra goriilecegi gibi, tlim yakinliklar diizgtinlestirilebilirdir.

Her iki halde bir diizgiinliik tarafindan {iretilmis yakinlik ancak ve ancak diizgilinliigiin kendisi

ayrilmig ise ayrilmagtir.

e) (d) nin 6zel bir hali olarak, bir X metrik uzayinda bir yakinlik, ancak ve ancak d(4,B8)=0
oldugunda A4S6B tanimlamirsa elde edilir. Bir yakinhk metrik uzaydan bu tarzda elde
edilebildiginde, metriklenebilir adimi alir. Metriklenebilir yakinliklar daima ayrilabilirdir.
Bunlarin ayrilmaz Kkarsiliklart s6zde metriklenebilir yakinliklardir.Bunlarin tanim ve
Ozellikleri agikga metriklenebilir yakinliklarinkine benzer.

7.3. Tanmm Bir (X,J) yakinlik uzayinda, ancak ve ancak A8(X — B) ise 4 cc B seklinde

yazilir. A cc B iken, B ye, 4 mn bir yakinlik komsulugudur (p-komsulugu, & -komsulugu)

denir.

7.4. Teorem Yakinlikk komsuluklar, herhangi A4,B,C c X i¢in, asagidaki o6zelliklere
sahiptir:

P-1) ¢gcc 4,

P-2) Acc B ise Ac B dir,

P —3) Ancak ve ancak 4 cc B ve Acc C ise,Acc (BN C) dir
P—4) Eger, Acc B ise, bir Ci¢in, A cc C cc B dir,
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ve bir ayrilmis uzayda
P-5) Eger a#b ise acc X —{b} dir.

Tersine, cc bagntis1 bir X kiimesinin, P—1)' den P~—4)" e kadar 6zelliklerini saglayan

altkiimeleri arasindaki bagmtidir. Ancak ve ancak 4 cc X — B ise, A JB dir vasitasiyla X
iizerinde & yakinligim tanumlayabiliriz, ve 4 nin § ya baglh yakinlik komsuluklari kesinlikle
A cc B deki B kiimeleri olacaktir. Bundan bagka, &, ancak ve ancak P —5)" saglanir ise

ayrilmig olacaktir.

7.5. Teorem Herhangi bir (X,d) yakinlik uzayinda:

a) A6B ve AcC,Bc D ise CéD dir,
b) AnB+#¢ ise ASB dir,
¢) Acc Bc C ise Acc C dir.

Ispat (a) s1kki P-3) ten, (b)sikks, (a) ve P-2) den ve (c) sikki da P ~3)’ den elde edilir.

7.6 Tanim Bir (X,8) yakinlik uzaymda 4 = {x| x84} tammlansin. Sonug, P(X) iizerinde bir

kaplama operatoriidiir. Bdylece, X tizerinde verilen bir topoloji & tarafindan iiretilmis topoloji
adii alir. Topolojileri yakinliklardan bu yolla tiiretilebilen topolojilere, yakinlagtirilabilirdir

denir.

Bir § tarafindan {iretilmis topolojide, bir x noktasinin D komsuluklar1 kesin olarak x in
yakinlik komguluklandir; yani, x cc D oldugu D kiimeleridir. Bu genel olarak dogru
degildir, bununla birlikte, bir 4 kiimesinin komsguluklar1 A nin yakinlik komguluklaridir.

Bir (X,6) yakinlik uzay:1 {izerinde bir topoloji g6z6niine alindiginda bu topoloji, &

tarafindan tiretilen topolojiyi olarak kabul edilir.
7.7. Teorem a) Ancak ve ancak, A5B ise, A6B dir.

b) 4 cc B ise, A ¢ B° dir; tersi dogru degildir.
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Ispat. a) A6B ise teorem 7.5 den 46B dir. Ote yandan, 4B oldugunu varsayalm. O

zaman Acc X —B olup, dolayisiyla Cc X igin AccCcc X —B olur. Buna gére

A c C cc X — B olup, bdylece 48B olur. Ay tarzda islemler 46B oldugunu gosterir.

b) Eger, A cc B ise, o takdirde bir Cigin 4 cc C cc B ve dolayisiyla 4 < C < B® olup,

boylece 4 — B° dir. Tersi dogru degildir, diizlem fizerinde olagan metrikle tiretilen yakinlik
i¢in bile tersi dogru degildir. 4, {(x,0)|x>1} kiimesi, B de x>0 ve |y|<l/x olan (x,y)

noktalarinin kiimesi olsun. Bu durumda 4 c B°, oysa d(4,X-B)=0 olup, boylece 4 cc B
oldugu dogru degildir.

7.8. Teorem Bir diizgiinlik vasitastyla tretilmis bir yakinlik tarafindan tretilen topoloji,
diizgiin topolojidir.

Ispat %, X iizerinde bir kosegen diizgiinliigii olsun. O takdirde D kiimesi, X in bir diizgiin

komsulugu olur

& bir U € Wigin U[x]c D
< bir Vedigin VixX]N"V[X—-D]=¢ (Burada VoV cU olacak sekilde V simetrik

aliniyor),

& Eger x cc D ise %/tarafindan iiretilmis bir yakinlikta X&8(X — D),

< D, x in bir yakinlik komgulugudur.

7.9. Tammm Eger, (X,58) ve (Y,5') yakinlik uzaylan ise, bir f: X — Y tasviri ancak ve
ancak, X iginde 46B oldugunda Y iginde f(A4)5f(B) oluyorsa, bir yakinlik tasviridir. (p-

tasviri, & -tasviri).

Bagka bir degisle, ancak ve ancak, Y ig¢indle Ccc'D oldugu zaman X iginde
fHC) cc £71(D) oluyorsa fbir p- tasviridir.

7.10. Teorem a) Her p- tasviri siireklidir.
b) Her diizgiin stirekli tasvir bir p- tasviridir.

Ispata) f: X — Y bir p- tasviri olsun. fin siirekli oldugunu gostermek igin, her 4 ¢ X i¢in,

f(4) c f(4) oldugunu gostermek yeter. Oysa, ancak ve ancak, xé4 ise xe 4 dir ve eger
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xd4 ise o zaman f (x)8f (A) olup, buda f(x)e f(A4) gerektirir. Boylece f(4)c f(A)
elde edilir.

b) (X, %) ve (Y, ) dlizglin uzaylar olsun ve f: X — Y tasvirinin diizgiin siirekli oldugunu
varsayalim. Burada C <<’ B olsun. V[C]c B olacak sekilde simetrik bir V' € % bulunur
(Clinkti burada C 4Y — B olup, boylece bir Vigin V[C]N (Y — B) =¢ dur). Eger, (x,y)e U
ise, o zaman f'in diizgiin stirekliliginden dolayr (f(x), f()) € V olacak sekilde U, %4 nun bir
elemam1 olsun. U[f(C)]c f(B) oldugunu gostermek istiyoruz. Burada eger
x e U[f(C)] ise, o zaman ye f'(C) igin (x,y) € U dir. Buna gére (f(x), f(3))eV ve
f(»)eC olup, boylece f(x)eV[C]cB ve dolayisiyla xe f'(B)lur. Boylece
fHC) cc f7(B) olacak sekilde U[f ' (C)] < f7'(B) olur.

7.11. Teorem Eger v tiimel siurli ise, bir f : (X, u) — (¥,v) tasviri, ancak ve ancak, bir p-

tasviri ise (liretilmis yakinliklara baglt), diizgitin stireklidir.

Ispat f bir p-tasviri olsun. Y nin her sonlu diizgiin 7 6rtiisii igin f7'(77) € # oldugunu
g6stermek yeter. Ciinkii bunlar, (¥,v) igin bir taban olusturur.

n nin 7={N,,N,} seklinde iki eleman1 oldugunu varsayarak baslayalim. Eger
ITmen

ise, her Pe u igin, D, X — f(N,) ve X — f~'(N,) nin her ikisine de rastlayacak sekilde

bir D € @ vardir (aksi halde @< f'(n) dir). Buradan, sonug olarak

[X - fTNDISIX = f7 (V)]

¢ikar ve dolayisiyla f; bir p-tasviri oldugundan (¥ — N,)é(¥Y — N,) olur. Buna gore, Y nin her
& dizgln ortisi i¢in Yil(Y - N,,%), V—N, ye rastlar. Bu ise imkansizdir. Boylece

f'(n) e u olur.
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Her sonlu diizgiin 6rtiintin, iki elemanl: diizgiin 6rtiilerin bir kesigimi tarafindan inceltildigini

gostererek ispat tamamlanabilir. @'={D,,..,D,} diizgiin bir drtli olsun ve @’ < P olacak

sekilde @' yi segelim. i =1....,7 igin

F =U{D'e @' |YN(D',D')cD,}

olsun. Her bir D' e @’ bir F, tarafindan kapsandigindan dolayz, UF} =7 elde edilir. Aym

i=1

zamanda her i=1,...,n i¢in F, c D, olup, bdylece & ,={D,,Y — F,} ifadesi her bir i i¢in ¥
nin bir Srtiistidiir. Ayrica @’ < &, oldugundan her bir &,i ¥ nin bir diizgiin 6rtiistdiir. Oysa,

!

bu durumda,

F={\I,|T, e F}=F n..n F,
j=1

Ifadesi, Y nin bir diizgiin ortiisiidiir ve <@ olur.

7.12. Tanmm f've ' in her ikisi de p-tasvirleri olacak sekilde, bire-bir ve lizerine bir ftasviri,
bir p-izomorfizmasidir. Bire-bir, tizerine bir f :(X,8) - (X,8’) tasviri, kesin olarak, ancak
ve ancak f(A)Sf(B) ise A5B oldugunda bir p-izomorfizmasidir. Yani kesin olarak, ancak
ve ancak f(C)cc f(D) iseC cc D oldugunda bir p-izomorfizmasidir. Boyle tasvirlere

yakin izomorfizmalar ya da 6 -izomorfizmalar ad1 da verilir.
Asagidaki teorem, Teorem 7.10 un sonucu olarak elde edilir.
7.13. Teorem a) Her p-izomorfizmasi, bir homeomorfizmadir.
b) Her diizgiin izomorfizma bir p-izomorfizmasidir.

7.14. Tanim 9={D, |« € 4}, ancak ve ancak, her o € 4 i¢in £, cc D, olacak sekilde X
in bir &={E, |« € 4} ortlisli varsa, X yakinlik uzaymnin bir p-rtiisiidiir. & ye & nin bir p-

inceltimi denir.
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7.15. Teorem Her yakinlik tiimel sinirh bir diizgiinliik tarafindan meydana getirilir.

Ispat X tizerinde bir § yakinlig: verildiginde, X in tiim sonlu p-6rtiilerinin x toplulugunun, X
tizerindeki diizgiinliik i¢in bir taban oldugunu gostermek istiyoruz. Bununla birlesmis yakinlik
6 dir. Eger boyle ise, tiretilen ortiiler sonlu oldugundan, diizgiinliikler kolayca tiimel stnirli
olacaktr.

Once 9, ve 9, , u niin elemanlari ise,
D=D A D,={D,ND,|D,eD,| D eD,,D,eD,}

ve <D, D<D, olur.

Buradan, P e u verildiginde, & < 9D olacak sekilde Fe u yii bulmak istiyoruz. Bunun igin
@D nin, bir agurlik merkezli & inceltimini bulmak yeterlidir. &= {D,,...,D,} alalin ve
&={E,,....,E,} de 9D nin bir p-inceltimi olsun. i =1,...,n i¢in E, cc H, cc G, cc D, olacak
sekilde H, ve G, bulalim (7.4 kullanilacak), ve 4'=D?, 4° = X —E, alalm. O takdirde
her bir i igin, 4, ve 4 agiktir ve (7.7) den dolayt 4' U 4% = X dir. & her &, 1 ya da 2

olmak tizere, 4 N...n A seklindeki z" agik kiimeleri ile X in 6rtiisti olsun. Buna gore, %,

Y! =G, ve ¥’ = G, olmak izere
Y n.nY>|g =1yada2}

ortiisii ile p-inceltim oldugundan bir p-6rtiisiidiir ve dolayisiyla &e x4 olur. Bundan bagka &%,

@ nin bir agirlik merkezli inceltimidir. Gergekten, x € X verildiginde bir i, i¢in x€ E,
olacak ve YU(X,#) c E, oldupu gosterilebilir. Ciinkii bir F e Figin x € F ise, o zaman F

nin i, mnc1 A; “ carpant X — E, olamaz. Dolayisiyla D,.O0 olmalidir. Béylece F < D, dur.

Son olarak, X lizerinde olusan diizgiinliigiin basladigimiz & yakinligini verdigini gosterelim.
Bunun i¢in, ancak ve ancak, X in sonlu bir &), p-ortiisti i¢in YA, D)NB=¢ ise ASB

oldugunu gostermek yeter.
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Eger AJB ise o takdirde 4 cc X — B ve dolayiswyla, C,,C,,C,,C, c X igin

AccC ccC,ccCcc(C,ccX-B

dir. @={C,, X — C,} olsun. Bu durumda C; cc C, ve X —C, cc X —C, oldugundan, &, X
in bir p-6rtiisiidiir. Ayrica, Yil(4,9) < C, olup, dolayisiyla Yil(4,2) N B = ¢ dur.

Karsit olarak, sonlu bir &, p-6rtiisii i¢in Y1(4,2)N B = ¢ oldugunu varsayalim. O takdirde
eger &, & nin bir p-inceltimi ise 4 < Y1l(4,6) c < Yil(4,9D) c X-B ve dolayisiyla AJB dir.

7.16. Sonu¢ Yakinlastirlabilir topolojik uzaylar, kesin olarak tiimel diizenli uzaylardir.

Ispat Yakinlastinilabilir uzaylar, Omek 7.2(d) ile birlikte Teorem 7.15 den dolay1
yakinlastirilabilir uzaylarla cakigir.

7.17. Tanim X iizerinde bir § yakinlhig: verildiginde onu tireten, 7.15 de olusturulan tiimel
siirh diizgiinlik g, ile gosterilecektir (ya da karsilik gelen kdsegen diizgiinliik halinde %

ile gosterilecektir).
7.18. Teorem u;, 6 yakinhifini veren yegane tiimel sinirl: diizgiinliiktir.

Ispat Sonlu p-ortiilerinin & y1 ireten herhangi bir tiimel sinirli 2 diizglinlfigii igin bir taban
olusturdugunu gostermek yeter. Sonlu diizgiin Ortiiler, tiimel sinurliliktan dolayr x#  igin bir
taban olusturur. &, herhangi bir sonlu diizgiin 6rtii, &, & nin sonlu yildiz inceltimi olsun ve
her E e &igin Y1I(E, &) < D, olacak gekilde D, € & segelim. O takdirde & ={D, | E € &},
@D yi incelten sonlu bir ortiidiir. Bu nedenle &, mn bir p-ortiisii oldugunu gostermek yeter.
Bunun i¢in de her E e & i¢in E cc D, oldugunu gdstermek yetisir. Oysa, eger &%, & nin
herhangi bir yildiz inceltimi ise, o zaman Yi(E, HN YU X — D, , %= ¢ dur. Sonug olarak

Eé(X - D,) yani E cc D, gikar.

7.19. Teorem Eger 4 , 6 y1 meydana getiren herhangi bir diizgtinlik ise, x4, < x dir.
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Ispat 4 ve u, nn her ikisi de aym yakmlig tirettiginden, i = (X, u) = (X, ;)
Ozdeslik tasviri bir p-tasviridir. Buna gore u; tlimel sinirli oldugundan (7.11) den dolayi 7,

diizgiin stireklidir. Béylece u, < x diir.
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7. YAKINLIK UZAYLARI.

Bu boliimdeki temel amag, X kiimesi lizerinde yakinlik denilen yeni bir “yakinlik bagintis1”
vermek ve X tizerindeki yakinhiklar ile X tizerinde tiimel simrh diizgiinliikler arasinda bire bir

bir esleme kurmaktir.

7.1. Tanimm X bir kiime ve 6, X in 4, B ve C alt kiimeleri i¢in, agagidakileri saglayan HAX)

tizerinde bir ikili bagint1 olmak tizere,bir yakinlik uzay1 (X, o) ¢iftidir:

P-1) ¢ 54

P-2) Her a € 4 igin, ada dir,

P-3) ASB gerektirir BOA

P-4) Ancak ve ancak AJ6B yada ASC ise A5(Bu C) dir,

P-5) AOB gerektirir CND=¢ ve A6(X —C), BS(X — D) olacak sekilde C,D c X vardir.

Bu uzay eger asagidaki ek aksiyomu sagliyorsa, ayrilmistir denir.
P-6) adb gerektirir a=5.

Pratikte, X yakinlik uzay1 ve &, X lizerinde yakinlk olarak bilinir. 40B, “4 yakin B” diye
okunur. Ya da daha agik olarak 4, B ye & yakindir denir.

7.2. Ornekler a) Herhangi bir X kiimesinde, ancak ve ancak 4 ve B nin her ikisi de bos
degilse, AS6B tamimlanabilir. Bu da X tizerinde bir yakinlik tanimlar. Bu yakinhia apagik
yakinlik denir.

b) Herhangi bir X kiimesinde, ancak ve ancak AN B#¢ ise AS6B tanimlanir. Bu ifade, X

tizerinde her zaman bir yakinlik tanimlar, bu yakinlhiga ayirtik yakinlik adi verilir.

¢) Herhangi bir X normal topolojik uzayinda, ancak ve ancak 4 "B # ¢ ise ASB tamimlanir.
Bu da X tizerinde , elemanter yakinlik adi verilen bir yakinhik verir. Ancak ve ancak X, T ise

ayrilmis uzaydir. ileride goriilecegi gibi , tiim yakinhklar elemanter yakinliklar olarak elde
edilebilir.
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d) %/ k6segen diizgilinliiklii bir X uzayinda, ancak ve ancak bir U € % i¢in U[A]NU[B]=¢
ise, A §B tamimlanir. Bagka bir degisle, V' oV c U olacak sekilde V € % elemanlarinin
varhgmndan, yukaridaki tanim, ancak ve ancak bir U e % igin U[A]nB=¢ ise A JB
seklinde ifade edilebilir.

Eger X lizerinde bir u oOrtii diizglinliigii verilmigse tanim, ancak ve ancak bir %€ uigin,

Yil(4, ) Yil(B, @)= ¢ ise A B seklini alir. Baska bir degisle, %" < @ olacak sekilde
@ eclemanlarinin varligimdan tamm, ancak ve ancak, bir %e uicin, Yil(4d, )N B=¢ ise
A &B olarak yazilabilir.

Bu yollardan herbiri ile elde edilebilen yakinlik diizglinlestirilebilir yakinlik adini alir. Daha
sonra goriilecegi gibi, tim yakinliklar diizgiinlestirilebilirdir.

Her iki halde bir diizgiinliik tarafindan tiretilmis yakinlik ancak ve ancak diizglinliigiin kendisi

ayrilmig ise ayrilmagtir.

e) (d) nin 6zel bir hali olarak, bir X metrik uzayinda bir yakinlik, ancak ve ancak d(4,B)=0
oldugunda AJB tamimlanirsa elde edilir. Bir yakinlik metrik uzaydan bu tarzda elde
edilebildiginde, metriklenebilir adimi alir. Metriklenebilir yakinliklar daima ayrilabilirdir.
Bunlarin aynlmaz kargiliklarn sdzde metriklenebilir yakinliklardir.Bunlarin tamim ve
Ozellikleri agik¢ca metriklenebilir yakinliklarinkine benzer.

7.3. Tanim Bir (X,d) yakinlik uzayinda, ancak ve ancak A8(X — B) ise A cc B seklinde

yazilir. 4 cc B iken, B ye, A nin bir yakinlik komsulugudur (p-komsulugu, & -komsulugu)

denir.

7.4. Teorem Yakinlik komsuluklari, herhangi A4,B,C c X igin, asagidaki Ozelliklere
sahiptir:

P-1) ¢cc A,

P-2) Acc Bise Ac B dir,

P—3) Ancak ve ancak 4 cc B ve Acc C ise,Acc (BN () dir
P —4) Eger, Acc B ise, bir Cigin, 4 cc C cc B dir,
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ve bir ayrilmig uzayda
P-5) Eger a#b ise acc X —{b} dir.

Tersine, cc bagintis1 bir X kiimesinin, P—1)’ den P —4)' e kadar 6zelliklerini saglayan
altkiimeleri arasindaki bagmntidir. Ancak ve ancak 4 cc X — B ise, A §B dir vasitasiyla X
iizerinde & yakinligini tanimlayabiliriz, ve 4 min & ya bagli yakinlik komsuluklan kesinlikle
A cc B deki B kiimeleri olacaktir. Bundan bagka, &, ancak ve ancak P —5)" saglanir ise

ayrilmig olacaktir.

7.5. Teorem Herhangi bir (X,5) yakinlik uzayinda:

a) A6B ve Ac C,Bc D ise CSD dir,
b) AnB#¢ ise ASB dir,
¢) Acc Bc C ise Acc C dir.

Ispat (a) sikki P-3) ten, (b)sikks, (a) ve P-2) den ve (c) sikki da P —3)’ den elde edilir.

7.6 Tamm Bir (X,8) yakinhik uzayinda 4 = {x| x4} tanimlansin. Sonug, P(X) iizerinde bir

kaplama operatoriidiir. Boylece, X tizerinde verilen bir topoloji 6 tarafindan tiretilmis topoloji
admu alir. Topolojileri yakinliklardan bu yolla tiiretilebilen topolojilere, yakinlastirilabilirdir

denir.

Bir § tarafindan {iretilmis topolojide, bir x noktasinin D komguluklar: kesin olarak x in
yakinlik komgsuluklaridir; yani, x cc D oldugu D kiimeleridir. Bu genel olarak dogru
degildir, bununla birlikte, bir A kiimesinin komguluklar1 A nin yakinlik komguluklaridir.

Bir (X,0) yakinlik uzay: ilizerinde bir topoloji goézonline alindiginda bu topoloji, &

tarafindan tiretilen topolojiyi olarak kabul edilir.
7.7. Teorem a) Ancak ve ancak, AJB ise, ASB dir.

b) 4 cc B ise, A c B° dir; tersi dogru degildir.
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8. KOMPAKTLIKLAR VE YAKINLIKLAR.

Burada temel amag, bir X Tychonoff uzay1 tizerindeki uygun yakinliklar ile X in

kompaktlastirilmalar arasinda bire-bir esleme kurmaktir.

8.1. Teorem Bir kompakt Hausdorff uzayi, ancak ve ancak, A "B # ¢ ise ASB elemanter
yakinligi ile verilen, bir tek yakinlik kabul eder.

Ispat Boyle bir uzay, bir tek diizgiinliikle diizgiinlestirilebilirdir. Béylece, bu uzay bir tek &
yakinligi ile yakinlastirilabilir olacaktir.

Eger A §B iseozaman 4 B (7.7) olur ve dolayisiyla AN B = ¢ dur.

Karsit olarak, 4 N B = ¢ varsayalim. Her bir x € 4 i¢in X — B agiktir ve x i igerir. Boylece
bir C, agik kiimesi igin, x cc C, cc X — B dir. x € 4 olmak tizere C, kiimeleri ile 4 mn
ortiisti, ornegin A C,v..uC, =C seklinde sonlu bir altdrtiiye sahiptir. Burada her
i=1,..,n igin C, cc X - B olur. Oyleyse C cc X — B olup dolayistyla 4 cc X — B elde

edilir. Boylece 4 §B ve bdylece (7.7 den) 4 B dir.

X herhangi bir Tychonoff uzay1 olsun. O zaman X, kompakt Y uzaylar1 igine degisik yollarla
yogun olarak gdmiilebilir. Béylece her bir ¥ uzayinin bir tek yakinlig1 vardir ve yakinhigin X e
kisitlamasi, X tizerinde uygun bir yakinlik verir. Bu yakinlig1 8, ile gosterecegiz.

Karsit olarak, X iizerinde herhangi bir uygun & yakinligi verildiginde, bu 6 yakinhigi, X
tizerinde bir tek ttimel siurli g, dizglnligline karsi gelir ve (X, u;) nin X diizgiin
tamamlamas1 tam, tiimel simirli diizgiin uzay ve bdylece X in bir kompaktlagtiriimasidir.
Bundan bagka, (X, u,) tek diizgiinltigi ile X in diizgiin bir altuzayr oldugundan 6 = & ;

elde edilir.

8.2. Tanim J yakinligina karsilik gelen X in S;X tek kompaktlastirilmasi, & ya bagh X in

Samuel kompaktlagtirilmasi adini alir.

Boylece X lizerindeki yakinliklar (ve dolayistyla X tizerindeki tiimel sinirli diizgtinliikler), X
in kompaktlastirilmalar: ile bire-bir karsilik gelirler. Ayrica 7.2 (c¢) deki iddianin kurulug
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yontemi her yakinligin bir elemanter yakinlig1 oldugunu kanitlar. Daha dogru bir ifade ile, her
ayrilmis yakinlik, kompakt bir Hausdorff uzay: {izerinde bir elemanter yakinligin

kisitlamasidir.

8.3. Tanmim &, ve &, aym X kiimesi tizerindeki yakinliklar ise, ancak ve ancak, 4 J; B iken
AS,B yi gerektirirse, §;, J, den daha incedir (ya da &,, &, den daha kabadir) denir.
Doalyistyla ince yakinliklarda, birbirine yakin olan kiimeleri igin en gii¢liidiir.

Yakinlik komsuluklan dili ile, ancak ve ancak, 4 cc, B,4cc, B yi gerektirirse, cc,,

cc, den daha incedir.

8.4. Teorem X tizerindeki yakmnliklarin her {5, |1e A} ailesi bir supd ve bir infd ya
sahiptir.

Ispat &, yakinligina kars1 gelen p-komsuluk islemini cc, ile gosterelim. &, yakimbhklarinin
inf nu tanimlamak igin,

a) Ancak ve ancak, her A e A igin 4 cc,; B ise 4 cc’ B dir.

b) Ancak ve ancak, C, =4, C,=B ve s<t, C, cc’ C, yi gerektirecek sekilde [0,1] deki
her bir ikili rasyonel s igin bir C, ¢ X kiimesi varsa, AccB olsun.

Once, eger AccB ise 0 zaman 4 cc’' B ve dolayisiyla her 4 igin 4 <, B olur. Boylece
cc tiim &, lardan daha kabadir. Ikinci olarak, eger, cc”, tiim cc, lardan daha kaba ise, o

zaman 4 cc” B verildiginde

Acc* Cy, cc™ B

olacak gekilde C;,, ve

Acc" C,,,cc" C,,, cc* C,,, cc B
174 1/2 3/4

olacak sekilde C),, ve C,,, bulunabilir. Bu sekilde devam edilerek her bir ikili rasyonel

sayis1 igin s <t gerektirir C, cc” C,, bu da C, cc’ C, gerektirecek gekilde bir C, kiimesi
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elde edilir. Burada C;, = 4 ve C; =B dir. Bundan AccB sonucu gikar. Bdylece cc iddia

edildigi gibi cc, nin inf udur.

Sup lar1 elde etmek igin, verilen aileden daha ince tlim yakinliklarin inf mu alinabilir (b6yle
daha ince bir yakinhk vardir: ayirtik yakinlik). Asagidaki sekilde apagik bir yapr verelim.

Tamm:

a) Ancak ve ancak, bir 1 € A i¢in 4 cc, B ise Acc” B dir.

b) Ancak ve ancak, her i ve j igin A=UA,. , B =ﬂBj ve 4, cc” B, olacak sekilde

i=1 J=1

4, ,....4,, ve B,,...,B, kiimeleri varsa, AccB dir.

Burada cc nm X iizerinde bir p-komsuluk bagntist oldugunu belirtelim. Bunun &,

yakinliginin sup u oldugunu gosterecegiz.

Kugkusuz bu, her 6, dan daha incedir. Ciinkii, eer herhangi bir 4 i¢in dcc,; B ise o
zaman Acc” B ve dolayisiyla AccB olur. Eger cc” her §, dan daha ince herhangi bir

yakinlif1 gOsterirse ve eger AccB ise, o zaman her i ve j igin 4, cc" B; olmak tizere

A=|)4 ve B=[)|B, dir. Yani A eA igin 4, cc, B, olup, bdylece her i igin
J i i &y ¢

J
i=1 J=1

n

4, <™ (Y} B, dir. Dolayisiyla, A=UA,. cc”"B=[)B, elde edilir. Yani Acc” B olur.
=1 =1

J

Boylece cc, her bir & , dan daha ince en kaba yakinlig gdsterir.

8.5. Teorem Eger, {5, |4 e A}, X tizerindeki bir 7 topolojisi tireten X lizerindeki tiim

yakinliklarin bir ailesi ise, o takdirde & =supd, da 7 yu Uretir.

ispat D, x in bir & -komgulugudur< xccD< D =D, N..nD,. Burada A, €A igin
xcc 4,D;, <& D=D n..nD, olup, burada her bir D, x in bir = -komgulugudur< D, x

in bir 7 -komsulugudur.
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8.6. Tamim Tam diizenli (yakinlagtirilabilir) bir X topolojik uzay: verildiginde X tizerindeki
topolojiye uygun X {izerindeki en ince yakinliga, X tizerindeki ince yakinlik denir.

8.7. Teorem Eger &, ve J,, bir X Tychonoff uzayindaki uygun yakinliklar ise o zaman,
ancak ve ancak, flX dzdeslik olacak sekilde stirekli bir f: f; X — B5 X fonksiyonu varsa,

S,, 6, den daha incedir (yani X in kompaktlagtinlmasinin kiimesi iizerindeki kismi

stralamalarda 8, X', B; X den daha biiyiiktir).

Ispat &,, 5, den daha ince ise, i:(X,5,) > (X,5,) Ozdesligi bir p-tasviridir. Boylece
i:(X,p5) > (X, ;) dizgin sireklidir ve bdylece gerekli f tasviri veren, S, X ve fB; X

diizgilin tamamlamalarina genisler.

8.8. Sonug Eger, & bir X Tychonoff uzay tizerinde ince diizglinliik ise o zaman S, X = X
dir.
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